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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo trazer uma abordagem dos critérios de divisibilidade
tendo como referéncia o que a BNCC (Base Nacional Comum Curricular) de 2017 traz a
respeito do assunto. Para isso, sera feita uma descricao de como alguns livros didaticos
do 62 ano do Ensino Fundamental - elaborados de acordo com a BNCC - apresentam os
critérios de divisibilidade. Além disso, serdo apresentados alguns critérios de divisibilidade
com demonstracoes para professores e outros com dedugoes para alunos do 6° ano. Para
professores, serao apresentados os critérios de divisibilidade nos inteiros por 2 até 20, por
100 e por 1000 com demonstracoes usando congruéncias e minimo multiplo comum. Para
alunos do 6° ano, serao deduzidos os critérios de divisibilidade nos naturais por 2, 3, 4, 5,

6, 9 e 10 usando propriedades da divisibilidade e decomposicao de ntimeros.

Palavras-chave: 1. Critérios de divisibilidade. 2. Numeros naturais. 3. Numeros
inteiros. 4. Aritmética dos restos. 5. BNCC .

ABSTRACT

This work aims to bring an approach to the divisibility criteria based on what the 2017
BNCC (National Common Curriculum Base) brings on the subject. For this, a description
will be made of how some textbooks from the 6th year of elementary school - elaborated in
accordance with the BNCC - present the divisibility criteria. Besides that, some divisibility
criteria will be presented with demonstrations for teachers and other with deductions
for students from the 6th year. For teachers, it will be presented the divisibility criteria
by 2 to 20, by 100 and by 1000 with demonstrations using congruences and minimum
common multiple. For students from the 6th year it will be deduced the divisibility criteria
in natural numbers by 2, 3, 4, 5, 6, 9 and 10 using divisibility properties and number

decomposition.

Keywords: 1. Divisibility criteria. 2. Natural numbers. 3. Integers. 4. Aritmetic of
the remains. 5. BNCC.
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INTRODUCAO

O ensino da Matematica sempre foi um tema muito abrangente e complexo. O que
fazer para que o aluno realmente aprenda e nao apenas decore? Existe um método eficaz
para tornar os alunos construtores de seu conhecimento? A demonstracdo no ensino basico
deve ou nao deve aparecer? Essas questdes geram muita discussao.

Esse trabalho nao pretende responder a essas questoes. No entanto, pretende trazer
uma luz aos professores que acreditam que a construg¢ao do conhecimento é parte do
processo de aprendizagem e pode fazer com que o monstro da Matematica se torne menor
para os alunos, ou nao os assuste mais. Em especial, quando se trata de critérios de
divisibilidade, ao verificar alguns livros didaticos, percebe-se que em alguns ha uma certa
investigacao para descobrir os critérios, enquanto que em outros essa investigacao aparece
apenas como orientagao ao professor.

Os critérios de divisibilidade sao regras que permitem verificar se um nimero natural é
divisor de outro niimero natural de maneira mais rapida do que efetuando a divisdo. Eles
baseiam-se em propriedades da representacao decimal dos niimeros.

De acordo com a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) de 2017, os critérios de
divisibilidade devem ser introduzidos no 6° ano do Ensino Fundamental sendo uma das
habilidades:

“Classificar nimeros naturais em primos e compostos, estabelecer relacoes
entre nimeros, expressas pelos termos ‘é multiplo de’, ‘é divisor de’, ‘é fator
de’ e estabelecer, por meio de investigagoes, critérios de divisibilidade por 2, 3,
4,5, 6, 8,9, 10, 100 e 1000” [2, p. 301].

O assunto divisao entre niimeros naturais ja deve ser introduzido no 3° ano do Ensino

Fundamental, sendo uma das habilidades:

“Resolver e elaborar problemas de divisao de um nimero natural por outro
(até 10), com resto zero e com resto diferente de zero, com os significados de
reparticao equitativa e de medida, por meio de estratégias e registros pessoais”
(2, p. 287].

A escolha de livros didaticos adequados se faz necessaria para os professores, pois a
BNCC prevé que do 6° ao 9° ano seja necessario que o aluno faga uma leitura critica do

material didatico utilizado:

“Além disso, nessa fase final do Ensino Fundamental, é importante iniciar os
alunos, gradativamente, na compreensao, analise e avaliacao da argumentacao
matematica. Isso envolve a leitura de textos matematicos e o desenvolvimento

do senso critico em rela¢do a argumentacao neles utilizada” [2, p. 299].



SUMARIO

Neste trabalho, realizamos uma pesquisa qualitativa em ensino de Matematica, a partir
de uma abordagem exploratoéria. Serao apresentados critérios de divisibilidade por 2 a 20,
por 100 e por 1000 para os nimeros inteiros e sera feita uma descricdo de como quatro
livros didaticos para o 6° ano tratam o tema para os nimeros naturais. Apesar dos niimeros
inteiros nao serem estudados ainda no 6° ano, ja que de acordo com a BNCC tal conjunto
numérico deve ser introduzido a partir do 7° ano, optamos por apresentar os critérios para
o caso mais geral para que o professor possa utiliza-los somente para os naturais no 6°
ano e para os inteiros nos anos seguintes. A secao que contém todas as demonstracoes do
critérios de divisibilidade considerados neste trabalho é voltada para o professor, uma vez
que as técnicas ali utilizadas sao um pouco mais avancadas. Inserimos uma se¢ao com
sugestoes de como deduzir alguns critérios de divisibilidade para os alunos do 6 ano.

Para que fosse possivel utilizar as técnicas mais avancadas de demonstragoes na se¢ao
voltada ao professor, fizemos uma secao de pré-requisitos focada em aritmética modular.

Para concluir o trabalho apresentamos uma sugestao de atividade, em que os alunos

terdao que assistir a um video e depois descrever as informagoes que conseguiram retirar

dele.



TOPICOS ELEMENTARES DA TEORIA DOS NUMEROS

Nesse capitulo serao apresentadas alguns topicos elementares da Teoria dos Niimeros

que serao necessarios para os capitulos seguintes. As principais referéncias utilizadas foram
[7, 8, 14].

1.1 NUMEROS NATURAIS

Temos uma nocao intuitiva do que sao os ntimeros naturais. Essa construcao se deu

gradativamente, como podemos observar no trecho a seguir:

Lentamente, a medida em que se civilizava, a humanidade apoderou-se desse
modelo abstrato de contagem (um, dois, trés, quatro, ...) que sdo os nimeros
naturais. Foi uma evolu¢ao demorada. As tribos mais rudimentares contam
apenas um, dois, muitos. (...)

Decorridos muitos milénios podemos hoje descrever concisa e precisamente
o conjunto IN dos ntimeros naturais valendo-se da notéavel sintese feita pelo

matematico italiano Giuseppe Peano no limiar do século 20 [9, p. 23].

Giuseppe Peano (1858-1932) baseando-se na no¢ao intuitiva de sucessor de um ntimero
propds uma lista de quatro axiomas, conhecidos como Axiomas de Peano, para caracterizar

o conjunto dos nimeros naturais, denotado por IN. Sao eles:

1. Todo niimero natural tem um sucessor, que também é um nimero natural, e é

unico;
2. Os nameros naturais diferentes tém sucessores diferentes;

3. Existe um tnico nimero natural que nao é sucessor de nenhum outro e é

indicado por 1;

4. Seja A um subconjunto de niimeros naturais (isto 6, A CIN). Se 1 € A e se, o

sucessor de cada elemento de A também pertence a A, entao A = IN.

Esses niimeros sao representados pelos simbolos, ou algarismos, 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8,9 e
0 justapostos. A disposicao desses simbolos para representar quantidades serd apresentada

em detalhes na Secao 1.6.

Exemplo 1.1. Os algarismos 1 e 9 podem formar os nimeros naturais 19 ou 91.



1.1 NUMEROS NATURAIS

Podemos descrever os niimeros naturais como:
N ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,...,19,20,21,...,29,30,31,...}

e representa-lo sob uma semirreta orientada como:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1.1.1  Adicao, Subtragdo, Multiplicacdo, Divisdo e Ordem

Para dois niimeros naturais a e b, definimos a soma a + b, que se 1é a mais b, como sendo

o nimero natural obtido pelo deslocamento de a para a direita b posi¢oes.

Exemplo 1.2. Temos que 5+ 3 = 8. Partindo do 5 e deslocando-se 3 posicoes para a

direita obtém-se 8.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

A operagao que a cada dois niimeros naturais associa a sua soma é chamada de adicao.
Para dois niimeros naturais a e b com a > b, definimos a diferenca a — b, que se 1é a
menos b, como sendo o niimero natural obtido pelo deslocamento de a para a esquerda b

posicgoes.

Exemplo 1.3. Temos que 11 —8 = 3. Partindo do 11 e deslocando-se 8 posigoes para a

esquerda obtém-se 3.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

A operacao que a cada dois nimeros naturais associa a sua diferenca é chamada de
subtracao.

Para dois ntimeros naturais a e b, definimos o produto a - b, que se 1é a vezes b, como

b, se a=1
a-b=4q b4+b+---+b, se a>1.
—_—

a parcelas

O produto a - b também denotado por ab, quando nao houver risco de confusao.
Exemplo 1.4. Temos que 3-5=3+3+3+3+3 = 15.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

A operagao que a cada dois nimeros naturais associa o seu produto é chamada de
multiplicagao.
Fixado um nimero natural a, chamamos de multiplos de a todos os niimeros naturais

do tipo a-b com b um nimero natural.



1.1 NUMEROS NATURAIS

Exemplo 1.5. Os maltiplos de 4 sao nimeros naturais da forma 4-b com b € N. Para
obté-los, partimos do 4 e entdo vamos caminhando 4 unidades para a direita e marcando

0s numeros obtidos.

1 2 3 4 ) 6 7 8 9 0 11 12 13 14 15 16

Quando o niimero natural a aparece antes do nimero natural b na listagem dos niimeros
naturais, ou seja, a esquerda de b, dizemos que a < b, e lé-se a é menor do que b. Caso
contrério, dizemos que a > b e lé-se a ¢ maior do que b.

Dados dois niimeros naturais a e b com a > b, dizemos que b divide a se existe um

numero natural ¢ tal que a =0 - c.

1.1.2  Principio da Indugcdo Matemdatica

O quarto Axioma de Peano é também chamado de Axioma da Inducdo. Ele pode ser
reescrito como 4’ a seguir e é chamado de Principio da Inducao Finita ou da Inducao
Matemaética. Esse principio serve para mostrar que uma propriedade P(n) relativa ao

numero natural n é valida para todos os valores naturais de IN.
4. Seja P(n) uma propriedade relativa ao niimero n. Suponhamos que
i) P(1) é valida.
ii) Para todo n € IN, a validade de P(n) implica a validade de P(n 4+ 1).

Entdo, P(n) é vélida para todo n € IN.
Os nuimeros naturais sao divididos alternadamente em ntimeros pares e niimeros impares.
O ntimero 1 é impar, o niimero 2 é par, o nimero 3 é impar, o nimero 4 é par, e assim por

diante.

Exemplo 1.6. Vamos mostrar usando o principio da indug¢do finita que a soma dos

2

primeiros n numeros naturais impares é n®, isto €, vamos mostrar que a propriedade

P(n):14+3+5+---+(2n—1) = n? ¢ vdlida para todo n € N.

i) Vamos verificar se P(n) é valida para n = 1.
De fato, 1 = 1.

ii) Vamos verificar que se o fato de P(n) valer para um valor arbitrdrio de n, implica
que vale P(n+1).

Admitindo que 14+ 3454 ---+ (2n — 1) = n? para um certo valor de n, devemos
mostrar que 1+3+5+---+(2n—1)+ (2(n+1) —1) = (n + 1)%



1.2 NUMEROS INTEIROS

Para isso, vamos somar o novo termo 2(n + 1) — 1 a ambos os membros da igualdade
1+34+5+-+ (2n—1) = n?. Obtemos assim:

143454+ 2n—-1)+2n+1)-1)=n*>+2(n+1) -1
=n24+2n+1
= (n+1)%

Portanto, como P(1) é valida e a validade de P(n) para um valor arbitrério de n
implica a validade de P(n + 1), temos, pelo Principio da Indugdo, que a igualdade
14+3+5+---+(2n—1) = n? é valida para todo n € IN.

Uma variante do Principio da Induc¢ao é muitas vezes é chamado de Principio da
Indugao Completa. Nela a hipotese de inducao é a validade da propriedade para todos os

naturais menores do que ou iguais a um natural n:

Teorema 1.7. [8, p. 27] Seja P(n) uma propriedade relativa ao natural n. Suponhamos

que
i) P(1) € vdlida.

ii) Para todo n € N, a wvalidade de P(k), para todo k < n, implica a validade de
P(n+1).

Entdo, P(n) € vdlida para todo n € IN.

Demonstracao:

Consideremos a sentenca aberta Q(n) : P(k) é valida, para todo natural k < n.

Como, por i), P(1) é valida, entdao Q(1) também é.

Suponhamos agora que Q(n) seja valida. Isto quer dizer que P(k) é vélida para todo
k < n. Mas, por ii), isto implica a validade de P(n + 1), que por sua vez implica que P (k)
seja vélida para todo k < n+ 1. Logo, Q(n + 1) também é valida.

Portanto, pela forma original do Principio da Indugao, Q(n) é vélida para todo n € IN, de

onde decorre a validade de P(n) para todo n € IN. n

1.2 NUMEROS INTEIROS

Os ntmeros naturais fornecem, intuitivamente, a ideia de positividade, especialmente
quando considerados como quantidade, por exemplo: 3 capitulos. No entanto, em algumas
situacgoes precisamos de niimeros que expressem a ideia de negatividade, por exemplo,
quando falamos de uma divida de 3 reais.

A cada nimero natural n, define-se um niimero negativo, denotado por —n associado

a ele e chamado de oposto de n. Chamamos também n de oposto de —n. Unindo o zero a



1.2 NUMEROS INTEIROS

todos os valores de n e de —n obtém-se o conjunto dos niimeros inteiros representado por
Z.
Pode-se descrever o conjunto dos ntimeros inteiros como:
Z={ . ,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,45,...}.

e representa-lo sob uma reta orientada como:

1.2.1 Adicdo, Subtragao, Multiplicacao e Ordem

Antes de definir a adi¢do, vamos caracterizar o valor absoluto de um ntmero inteiro.

a, se a>0
ja| =
—a, se a<0.

Seja a € Z., definimos

Para todo niimero inteiro a, definimos a soma a + b como sendo o nimero obtido pelo
deslocamento de a para a direita b posigdes, se b > 0, de |b| posigoes para a esquerda se

b < 0 e nenhum deslocamento se b = 0.

Exemplo 1.8. Temos que (—2) + 3 = 1. Partindo do —2 descolando-se 3 posi¢oes para a

direita, obtém-se 1.

Temos que 3+ (—7) = —4. Partindo do 3 e deslocando-se 7 casas para a esquerda,

obtém-se —4.

Vamos considerar a multiplicacao ja definida entre dois nlimeros naturais e estendé-la
para numeros inteiros.

Se a,b > 0, sabemos o que é a-b. A partir desse ponto, definimos
(—a)-b=a-(-b)=—(a-b) e (—a)-(=b)=ua-b.

Além disso, definimos a -0 = 0.
Assim, a - b esta definido para quaisquer inteiros a e b.
A adigao e a multiplicacao no conjunto dos inteiros satisfazem as seguintes propriedades

elementares:

1. Ambas sao bem definidas:

Para todos a,b,a’, b/ € Z,sea=ad eb="V,entaoa+b=d +b ea-b=d V.




1.2 NUMEROS INTEIROS

2. Ambas sao comutativas:
Para todos a,be Z,a+b=b+aea-b=>b-a.

3. Ambas sao associativas

Para todos a,b,c € Z, (a+b)+c=a+ (b+c¢)e(a-b)-c=a(b-c).

4. Ambas possuem elementos neutros:

Paratodoa e Z,a+0=aea-1=a.

5. A adigdo possui elementos simétricos:
Para todo a € Z, existe b = (—a) tal que a +b = 0.

6. A multiplicagao ¢é distributiva em relagdo a adicao:
Para todos a,b,c € Z, tem-se a- (b+c¢) =a-b+a-c.

7. (Tricotomia) Dados a,b € Z, uma, e apenas uma, das seguintes possibilidades é

verificada:
i) a =b;
ii) b—a € N;

iii) —(b—a) =a—beN.

Em relacao a Propriedade 7, quando a Propriedade (ii) for satisfeita, diz-se que a é
menor que b e indica-se a < b. Assim, a Propriedade (iii) equivale a b < a.
Dessa forma, a tricotomia pode ser reescrita como: dados a,b € Z, uma, e somente

uma, das seguintes condigoes é verificada:

i)a=1"b; ii)a<b; iii)b<a.

Utiliza-se a notagao a > b para representar b < a.
A partir dessas propriedades béasicas, demonstramos outras, como, por exemplo, as

proposicoes seguintes.

Proposicao 1.9. [7] A adigio é compativel e cancelativa com respeito a igualdade, isto €,

para todos a,b,c € Z,a =b<a+c=b+c.

Demonstracao:

A implica¢do a = b = a + ¢ = b+ ¢ é consequéncia da Propriedade 1 (a = b e ¢ = ¢).
Agora, suponha que a + ¢ = b+ ¢. Somando (—c) a ambos os lados, temos (a + ¢) +
(—c)=(b+c)+(-c)=a+(c+ (=) =b+(c+(-¢) =a+0=b+0=a=0). =

Também valem as seguintes propriedades:

Proposicao 1.10. [7] A relagio “menor do que” € transitiva, isto €, para todos a,b,c € Z,
a<beb<c=a<ec.

10



1.2 NUMEROS INTEIROS

Demonstracao:

Supondo a < be b < ¢, temos queb—a € N ec—0be IN.

Como IN é fechado para a adigdo, temos que c—a = c—a+0=c—a+ (b—0) =
(b—a)+ (c—b) € N, logo a < c. ]

Proposicao 1.11. [7] A adi¢io é compativel e cancelativa com respeito a relagio “menor

do que”, isto €, para todos a,b,c € Z, a <b<a+c<b+c.

Demonstracao:

Suponha que a < b. Logo b—a € IN. Podemos reescrever b —a como (b+c¢) — (a+c¢) € N,
o que implica que a +c¢ < b+ c.

Reciprocamente, suponha que a + ¢ < b+ ¢. Podemos somar (—c) a ambos os lados da,
desigualdade: (a+c¢) 4+ (—c) < (b+¢)+ (—¢) = a+ (c+ (—¢)) < b+ (c+ (—-¢)) =
a+0<b+0=a<bd [

Proposicao 1.12. [7] A multiplicacao por elementos de IN é compativel e cancelativa
com respeito a relacao “menor do que”, isto é, para todos a,b € Z, e todo ¢ € IN,

a<bsac < be.

Demonstracao:

Suponha que a < b. Logo b —a € IN. Assim, se ¢ € N, pelo fato de IN ser fechado para
multiplicagdo, temos bc — ac = (b—a)c € N, logo ac < be.

Reciprocamente, suponha que ac < be, com ¢ € IN. Pela tricotomia, temos trés possibili-
dades a analisar:

(i) a = b. Isso resultaria em ac = be, o que é falso.

(ii) b < a. Isso resultaria, pela primeira parte da demonstragio, em be < ac, o que também
é falso.

(iii) @ < b. Esta é a tnica possibilidade valida. n

Proposicao 1.13. [7] A multiplicagio é compativel e cancelativa com respeito d igualdade,

isto €, para todos a,b € Z,e para todo ¢ € Z — {0}, a = b < ac = be.

Demonstracao:

Da Propriedade 1, vem que a igualdade a = b = ac = bc vale quando ¢ = 0, ja que ¢ = c.
Suponha agora que ac = bc tenha duas possibilidades:

i) Caso ¢ > 0. Se a < b, pela Proposicao 1.12, temos que ac < be, o que é um absurdo.
Se b < a, pelo mesmo argumento acima, bc < ac, o que é um absurdo. Portanto, a tnica
alternativa valida é a = b.

ii) Caso —c > 0 a argumentagao segue a mesma linha acima para o caso ¢ > 0. [ ]

Proposicao 1.14. Se a e b sdo inteiros tais que ab = 0, entdo a = 0 ou b = 0.

Similarmente, para todos a,b € Z — {0}, tem-se ab # 0.
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Demonstracao:

Se a # 0, entdao ab = 0 = a - 0. Pela Proposi¢ao 1.13 e ja que a # 0, segue-se que b = 0. m

As sete primeiras propriedades listadas valem para o conjunto dos niimeros racionais
(Q) ou reais (R) também. No entanto, o Principio da Boa Ordenagao, que serd enunciado

a seguir s vale para os inteiros.

8. (Principio da Boa Ordenacao) Todo subconjunto nao-vazio de inteiros, limitado
inferiormente, contém um elemento minimo. Em particular, como qualquer sub-
conjunto de naturais é limitado inferiormente (pelo niimero 1), temos que todo

subconjunto nao-vazio de naturais possui um menor elemento.

Aqui sera feito um exemplo utilizando o conjuntos dos ntimeros racionais e reais,
apenas para que os leitores que ja estao familiarizados com esses conjuntos entendam a

importancia do Principio da Boa Ordenagao.

Exemplo 1.15. Sejam os conjuntos:
A={aeZ:-2<a<3}={-1,0,1,2}
B={becQ:-2<b<3}
C={ceR:-2<c<3}

O conjunto A possui um menor elemento, enquanto os conjuntos B e C' nao possuem.

Para os nimeros inteiros a e b definimos a subtracao a — b como a soma de a com o
oposto de b, isto é,
a—b=a+ (=b).

Em outras palavras, quando b > 0 fazemos um deslocamento a partir de a de b unidades
para a esquerda. Se b < 0 fazemos um deslocamento a partir de a de |b| unidades para a

direita.

1.3 DIVISIBILIDADE

Dados dois ntimeros inteiros a e b, dizemos que a divide b, e indicamos por a|b, quando
existe ¢ € Z tal que b = ac. Nesse caso, diremos também que a é um divisor ou um fator

de b ou ainda que b é divisivel por a. Se a nao divide b, denotamos esse fato por a f b.
Proposicao 1.16. [7] Sejam, a,b,c € Z. Tem-se:

i) 1la, ala e al0.

ii) Ola < a =0.

iii) Se a|b e b|c, entao alc.

12
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Demonstracao:
(i) Isso vem imediatamente das igualdadesa =1-a,a=a-1e0=a-0.

(ii) Suponhamos que 0la; logo existe ¢ € Z tal que a = 0-¢. Como 0-¢ = 0, pode-se
concluir que a = 0. Para a reciproca basta observar que 0|0, o que foi provado no

item anterior.

(iii) alb e b|c implicam que existem g, h € Z, tais que b = ga e ¢ = hb.
Substituindo o valor de b da primeira equagao na segunda, obtemos:
¢ = hb = h(ga) = (hg)a. Logo, alc.

[
Proposicao 1.17. [7] Se a,b,c,d € Z, entao alb e c|d = ac|bd.
Demonstracao:
Se alb e c|d, entao existem g, h € Z, tais que b = ga e d = hc.
Portanto, bd = (ga)(hc) = g(ah)c = g(ha)c = (gh)(ac). Logo, ac|bd. ]

Proposicao 1.18. Se a,b € Z, entio a|b = a|(—b).

Demonstracao:

Se alb, existe ¢ € Z tal que b = ac. Agora, a(—c) = —(ac) = —b. Portanto, a|(—b). De
forma similar, se a|(—b), entdo existe ¢ € Z tal que —b = ac. Agora, a(—c) = —(ac) =
—(=b) = b. Portanto, alb. ]

Proposicao 1.19. [7] Sejam a,b,c € Z, tais que a|(b=+ c). Entio alb < alc.

Demonstracao:

Suponhamos que al(b+ ¢). Logo, existe h € Z, tal que b+ ¢ = ga.
Agora, se alb, temos que existe h € Z, tal que b = ha.

Juntando as duas igualdades temos que ga = b+ ¢ = ha + c.

Dai, ¢ = ga — ha = a(g — h).

Logo alc.

A prova da implicacdo contraria é totalmente analoga.

E ainda, se a|(b— ¢) e alb, pelo caso anterior, temos a|(—c), o que implica que alc. n

Proposigao 1.20. [7] Se a,b,c € Z, sdo tais que alb e alc, entao para todo x,y € Z
temos al(zy + yc).

Demonstracao:
Como alb e alc implicam que existem f,g € Z tais que b = fa e ¢ = ga. Logo, xb+ yc =

z(fa) +y(ga) = (xf + yg)a, o que prova o resultado. n
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1.4 DIVISAO EUCLIDIANA

1.4 DIVISAO EUCLIDIANA

Dados a,b € Z nao nulos, a divisdao euclidiana nos fornece o maior multiplo de b menor ou

igual a a e quanto falta para chegar em a a partir de tal multiplo.

Exemplo 1.21. Sejam a = 12 e b = 5. Temos que o maior multiplo de 5 menor ou igual

al2 €10 =5-2 e que falta 2 para chegar em 12 a partir de 10, ou seja, 12 =15-2 + 2.

-1 0 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10 11 12

- -—

Sejam a = —12 e b = 5. Temos que o maior multiplo de 5 menor ou igual a
—12 é =15 = 5-(—3) e que falta 3 para chegar em —12 a partir de —15, ou seja,
—12=5-(-3) + 3.

-5 -14 -13 -12 -11 -10 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 =2

—_— »

Teorema 1.22. [15] Sejam a e b dois nimeros inteiros com a,b # 0. Ezistem dois tnicos
numeros inteiros q e r tais que

a=>bg+r, com0<r<lbl.

Demonstracao:

Vamos dividir a demonstragao em casos:

e Caso 1: Para a,b > 0. Vejamos inicialmente a existéncia dos nimeros ¢ e r. Se
0 <a < b, tomamos ¢ = 0er = a, e temos a = bg+r, com 0 < r < b.
Suponhamos 0 < b < a. Fazemos as subtragoes sucessivas a — b, a — 2b, a — 3b,
etc, enquanto essa diferenga for maior ou igual a zero. Em algum momento essa
diferenga ficard negativa, pois estamos gerando niimeros naturais que estao ficando
cada vez menores e o conjunto dos niimeros naturais possui um menor elemento, o
1. Quando encontrarmos a primeira diferenca negativa, isto ¢, encontrarmos ¢ tal
quea—qgb>0ea—(q+1)b <0, definimos r = a — gb. Como a — gb > 0, vemos
que r > 0. Ainda, de a — (¢+1)b < 0 vem a — gb < b = r < b. Isto estabelece a
existéncia de g e r. Vejamos agora a unicidade. Sejam ¢ e r nimeros naturais tais
que a =bg+1r e 0 <r <b, esejam p e s nimeros naturais tais que a = bp+ s e
0 < s < b. Sem perda de generalidade podemos supor ¢ > p. Subtraindo membro a
membro essas identidades vem s —r = b(q — p). Se fosse ¢ > p, terfamos ¢ —p > 1
e s—r = b(g—p) > b, o que ndo ocorre, pois s —r < b. Segue que ¢ = p. De
s —1r =b(q—p) obtemos s —r = 0 = s = r. Fica demonstrada a unicidade do par

qger.

e Caso 2: Paraa <0 eb> 0. Definindo a’ = —a, pelo Caso 1, existem tnicos ¢, r’

inteiros tais que @’ = bq' + 1’ com 0 <1’ < b. Se v’ =0, entdo a = b(—¢') e acabou.

Se ' > 0, entdao podemos escrever a = b(—¢') —r' = b(—¢ — 1) + (b—1"). Sejam

g=—q¢ —1er=>0b—r". Assim, temos que a = bg+r com 0 < r < b. Notemos que

como r’ > 0 neste caso, entdo r = b—r’ < b. Assim, a prova fica reduzida ao Caso 1.
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1.5 MINIMO MULTIPLO COMUM

o Caso 3: Para a # 0 e b < 0. Definindo b’ = —b > 0, pelos casos anteriores, existem
tnicos ¢, r inteiros tais que a = (=b)g+r com 0 < r < (=b). Dai, podemos

reescrever a = b(—q) +r com 0 < r < |b].

Os numeros q e r sao chamados de quociente e resto da divisao de a por b. E a e b sao
chamados, respectivamente, de dividendo e divisor.

Da divisao euclidiana, temos que o resto da divisao de a por b é zero, se, e somente se
bla.

Exemplo 1.23. Temos que 13 =2-6+1, onde ¢ =6 er = 1. Logo, 2 [ 13. Agora,
12=2-6+0, onde g =6 er =0. Logo, 2|12.

1.5 MINIMO MULTIPLO COMUM

Dizemos que um ntmero inteiro é multiplo comum de dois ou mais niimeros inteiros dados
se ele é, simultaneamente, multiplo de todos esses nimeros.
Sao sempre multiplos comuns de a e b, o nimero resultante do produto de a por b (e suas
variantes negativas) e o zero.

Diremos que um numero inteiro m > 0 é um minimo maltiplo comum (mmc) dos
ntimeros inteiros a e b, e denotamos por m = mmc(a, b), se m for o menor inteiro positivo

multiplo de a e que é miltiplo de b.

Exemplo 1.24. 30 é maltiplo comum 2 e 5, mas ndo é mmc desses numeros. O nimero

10 é 0o mmc de 2 e &.

1.6 REPRESENTACAO DOS NUMEROS INTEIROS

O sistema de numeragao adotado atualmente no sistema educacional é o decimal posicional.

Esse nome se da porque utiliza a base 10 e os algarismos 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9¢e 0
justapostos, de forma que, cada algarismo além do seu valor intrinseco, possui um peso
que lhe é atribuido em funcao de sua posicao. Esse peso é uma poténcia de 10 e varia
da seguinte forma: O algarismo que estd mais a direita é multiplicado por 10°, o que
esta imediatamente & sua esquerda é multiplicado por 10!, o que vem imediatamente &

esquerda desse é multiplicado por 10% e assim por diante.

Exemplo 1.25. Temos que
52066 = 5-10*+2-103+0-10°+6-10' +6-10°=5-10*+2-103 + 6 - 10 + 6.

Cada algarismo possui uma ordem, contada da direita para a esquerda. Cada grupo

de trés ordens forma uma classe, também contada da direita para a esquerda. As classes
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podem ser separadas por um ponto, um espac¢o ou nao serem separadas. Nesse trabalho

serao separadas por um espago. A seguir estdo apresentadas as primeiras classes e ordens:

Classe do Milhao Classe do Milhar Classe das Unidades
centena dezena unidade centena dezena unidade centena dezena unidade
9% ordem | 8 ordem | 7% ordem | 62 ordem | 5* ordem | 4* ordem | 3% ordem | 22 ordem | 1* ordem

O sistema de numeragao decimal posicional baseia-se no teorema a seguir, que é uma

aplicacao da divisao euclidiana.

Teorema 1.26. [7, p. 59] Sejam dados os nimeros inteiros a e b, coma >0 e b > 1.

Ezistem numeros inteiros n > 0 e 0 < ro,ry,--- ,rp < b, com ry, # 0, univocamente
determinados tais que
a =1+ rib+reb? + -+ b

Demonstracao:

Vamos demonstrar o teorema por Inducao Completa sobre a. Se 0 < a < b, basta tomar

n =0erg = a. A unicidade da escrita é clara nesse caso.

Suponhamos o resultado vélido para todo natural menor do que a, onde a > b. vamos

prova-lo para a. Pela divisao euclidiana, existem ¢ e r, iinicos tais que
a=>bqg+r,com0<r<b.

Como 0 < ¢ < a, pela hipdtese de inducao, segue-se que existem ntimeros inteiros n’ > 0 e

0<ry, - ,rpr1 <b, com r, 1 # 0, univocamente determinados, tais que
qg=r1+rab+---+ rn/Hb"I.
Levando em conta as igualdades acima destacadas temos que
a="bqg+r=">b(r —|—T2b+"'+Tn/+1bnl) +r

donde o resultado segue-se pondo 1o =r en =n’ + 1. [ ]

A representacao dada no teorema anterior é chamada de expansao relativa a base b.

Quando b = 10, essa expansao é chamada expansao decimal.

1.7 ARITMETICA DOS RESTOS

Seja m um nimero natural. Diremos que dois niimeros inteiros a e b sdo congruentes
modulo m se os restos de suas divisoes euclidianas por m sao iguais. Quando os inteiros a
e b sao congruentes médulo m, escreve-se a = b mod m.

Quando a relagdo a = b mod m for falsa, diremos que a e b nao sdo congruentes, ou

que sao incongruentes médulo m. Nesse caso escreve-se a Z b mod m.
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Exemplo 1.27. 27 = 32 mod 5, pois 0s restos das divisoes de 27 e 32 por & sdo 0s mesmos

(iguais a 2).

Exemplo 1.28. 31 # 29 mod 3, pois o resto da divisio de 31 por 3 € 1, enquanto o resto
da divisao de 29 por 3 é 2.

Proposicao 1.29. [3] Dado o inteiro positivo m, a relagio de congruéncia maodulo m

satisfaz as sequintes propriedades:
i) a = a mod m, para qualquer inteiro a, ou seja, € uma relagio reflexiva;

it) se a =b mod m, entdo b = a mod m, para quaisquer inteiros a e b, ou seja, € uma

relagcdo simétrica;

1) se a =b mod m e b= c modm, entdo a = c mod m, para quaisquer inteiros a, b e

¢, ou seja, € uma relagdo transitiva.

A demonstragao desta proposicao ¢ imediata, uma vez que, como mostrado anterior-
mente, dois nimeros sao congruentes modulo m quando deixam o mesmo resto na divisao

por m.

Proposigao 1.30. [7] Suponha a,b,m € Z, com m > 1. Tem-se que a =b mod m se, e

somente se, m|(b—a).

Demonstracao:
Sejam a = mg+r,com0<r<meb=mqg +7r', com0 <71 <m, as divisdes euclidianas
de a e b por m, respectivamente. Logo,

b—a=(m¢ +r")—(mg+r)=mq¢d —mg+r" —r=m(¢d —q)+ (r'—r).
Portanto, a = b mod m se, e somente se, r = r’, 0 que, em vista da igualdade acima, é

equivalente a dizer que m|(b—a), ja que |r — '] < m. n

Vejamos agora que a relacao de congruéncia é preservada por somas e produtos.

Proposigao 1.31. [7] Se a = b mod m e ¢ = d mod m, entio a+c = b+ d mod m e

ac = bd mod m.

Demonstracao:

Pela Proposi¢ao 1.30, a = b mod m = m|(a —b). Analogamente, ¢ = d mod m =
m|(c —d). Sabemos que a soma de dois multiplos de m é também um multiplo de m, ou
seja, a — b+ ¢ — d é um multiplo de m , isto é, m|[(a+c) — (b+d)] e, assim, a +c=b+d
mod m.

Se m|(a — b), ocorre também que m|(a — b)c. Da mesma forma, se m|(c — d), m|(c — d)b.
Usando argumento semelhante, concluimos que, se m|(a —b), vale dizer também que
(a —b)c+ (¢ —d)b é um multiplo de m, mas (a — b)c+ (¢ — d)b = ac — be + ¢b — db, ou

seja, m|(ac — bd), de onde obtemos ac = bd mod m. n
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Proposicao 1.32. [7] Para todos n € N, a,b,c € Z, se a =b mod m, entao, tem-se que

a = b" mod m.

Demonstracao:
Vamos mostrar por inducao em n. Para n = 1 é evidente. Suponhamos que para algum n
tenha-se a” ! = "1 mod m. Pela Proposicao 1.31, podemos ter a-a™"! =b- "1 mod

m, dai a” = 0" mod m. [ ]
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OS CRITERIOS DE DIVISIBILIDADE EM LIVROS
DIDATICOS DO 62 ANO

Serao apresentadas nesse capitulo as descrigoes de como os critérios de divisibilidade
sao apresentados em quatro livros didaticos escritos de acordo com a BNCC. Esses quatro
livros foram escolhidos porque o trabalho foi escrito durante a pandemia de Coronavirus
que ocorreu nos anos de 2020 e 2021 e as bibliotecas estavam fechadas nessa ocasiao. Esses
foram os livros que estavam disponiveis para pesquisa.

Apés a homologacdo da BNCC, muitos livros didaticos se adequaram aos novos
parametros para o ensino da Matematica e mudaram a forma como apresentam os critérios
de divisibilidade. De acordo com o documento, em relacao ao objeto de conhecimento

“Multiplos e divisores de um ntimero natural” temos a seguinte habilidade:

(EF0O6MAO05) Classificar nimeros naturais em primos e compostos, estabelecer
relagoes entre nimeros, expressas pelos termos “é multiplo de”, “é divisor de”,
“é fator de”, e estabelecer, por meio de investigagoes, critérios de divisibilidade

por 2, 3,4, 5,6,8,9,10, 100 e 1000. ([2] p.301)

Mas, o que pode-se perceber, com a descricao dos livros é que a maioria apresenta alguns
exemplos e contraexemplos como investigacao, como se isso fosse suficiente para comprovar
a teoria apresentada.

A seguir faremos um resumo de como os critérios de divisibilidade sao apresentados

em 4 livros didaticos:

e Livro 1: A Conquista da Matemaética - José Ruy Giovanni, José Ruy Giovanni Jr. e
Benedicto Castrucci - 2019 [4].

O livro apresenta o assunto nas paginas 106 até 115. Este é abordado com poucos exemplos
para que os alunos cheguem a uma conclusao que vale para infinitos nimeros. No critério
de divisibilidade por 2, por exemplo, é mostrado um fluxograma, que pode ser visto na
Figura 1. Esse fluxograma apresenta a regra, indo para um sim (ser) ou nao (nao ser)
ser divisivel por 2. Para outros critérios, apds os exemplos as regras sao apresentadas
para memorizagao. Como pode ser visto na Figura 2, é colocada uma frase para cada
critério sugerindo a investigacao. No caso da divisibilidade por 5, a frase é “Observando
os nimeros naturais divisiveis por 5 (0, 5, 10, 15, 20, 25, 30, ...), dizemos que:”. Em
seguida a regra ja é colocada. Sao apresentados todos os critérios de divisibilidade citados

na BNCC. Para finalizar ha uma lista de sete exercicios.
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Observe como podemos representar o critério de divisibilidade
((saxBA QUE
por 2 por meio de um fluxograma:

Fluxograma é uma

Inicio representacao de uma
({esmlha i . 0)) sequéncia/procedimento
! l6gico.

O numero
termina em 0,
2,4, 60u8?

O nimero nao é Nio
divisivel por 2

Assim:

Sim O numero é
divisivel por 2.

= 7206 é divisivel por 2, pois termina em 6, ou seja, € par.
* 5483 nao é divisivel por 2, pois nao é par.

Figura 1: Fonte [4].

® Divisibilidade por 5

Observando os numeros naturais divisiveis por 5 (0, 5, 10, 15, 20, 25, 30, ...), dizemos que:

* 42020 é divisivel por 5, pois termina em O.
Um nimero natural serd divisivel » 6045 é divisivel por 5, pois termina em 5.
por 5 quando terminar em 0 ou 5. * 21237 nao é divisivel por 5, pois nao
termina nem em O nem em 5.

© Divisibilidade por 10
Observando os numeros naturais divisiveis por 10 (0, 10, 20, 30, 40, 50, ...), dizemos que:

Um numero natural sera divisi- s 1500 & divisivel por 10.
vel por 10 quando terminar em 0. * 4203 nao é divisivel por 10.

@ Divisibilidade por 100

Observando os nlimeros naturais divisiveis por 100 (0, 100, 200, 300, 400, 500, ...), dizemos que:
Um ndmero natural ser& divisi- * 31700 é divisivel por 100.

vel por 100 quando terminar em 00. * 5430 ndo ¢ divisivel por 100.
* 789 nao é divisivel por 100.

® Divisibilidade por 1000

Observando os nimeros naturais divisiveis por 1000 (0, 1000, 2000, 3000, 4000, 5000, ..),

dizemos que:
Um ntimero natural serd divisivel * 25000 ¢ divisivel por 1000.
por 1000 quando terminar.em 000. o & 00 o & dviivel por 10O

* 6341 nan é divisivel por 1000

Figura 2: Fonte [4].
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e Livro 2: Arariba Mais: Matematica - obra coletiva concebida, desenvolvida e
produzida pela Editora Moderna; editores responsaveis Mara Regina Garcia Gay,
Willian Raphael Silva - 2018 [6].

O assunto é abordado nesse livro de forma investigativa, nas paginas 104 até 106, apre-
sentando alguns exemplos e questionando o que hd em comum nos nimeros apresentados
para que o aluno deduza a regra. Estas nao sao colocadas, como pode ser observado nas
Figuras 3 e 4. Sao dadas sugestoes, com questionamentos ou parte do nimero destacada,
e o aluno deve escrever com suas palavras a conclusao que chegou. Nao hé comprovacao
de nenhuma teoria, apenas exemplos e contraexemplos. No entanto, nas orientagoes
ao professor, sugere-se que seja dito aos alunos que a verificagdo de alguns casos nao é
suficiente para provar o critério de divisibilidade, como pode ser visto na Figura 4. E
dito ainda que existe uma demonstracao, mas que nao sera apresentada nessa colecao. O

assunto ¢ finalizado com uma lista de seis exercicios.

» Critério de divisibilidade por 9
Observe os nimeros a seguir.
81 108 126 306 450 567 2259 2358 4.104 4.932

a) Verifique se esses ndmeros sdo divisiveis por 9. sim

b) A soma dos algarismos de 4.932é4 +9 +3 + 2 = 18,e 18 6 um
namero divisivel por 9. Verifique se isso acontece com os outros nime-
ros acima. sim

c) Ainvestigacdo feitasugere qual critério para saber se um nimero natural
é divisivel por 97
Espera-se que os alunos percebam que as investigagoes sugerem que um nimero
natural & divisivel por 9 quando a soma de seus algarismos & divisivel por 9.

Figura 3: Fonte [6].

« Livro 3: Apoema: Matematica - Adilson Longen - 2018 [10].

Encontra-se nas paginas 80 e 81, um jogo, com os critérios de divisibilidade por 2 a 10,
apresentados em parte na Figura 5. Esse jogo constitui-se de tiras com as regras para
que os alunos leiam e em seguida um quadro com nimeros para que sejam assinalados os
numeros que sao divisiveis por 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9 e 10. Os critérios de divisibilidade por 100
e 1000 nao estao presentes no jogo, mas nas orientagdes ao professor aparece a sugestao de
conversar com os alunos sobre eles. Nas dez atividades que finalizam o assunto aparece

uma em que ha uma investigacao dos critérios de divisibilidade por 100 e 1000 (Figura 6).
« Livro 4: Matemética Bianchini - Edwaldo Bianchini - 2018 [1].

Nesse livro, os critérios de divisibilidade sao apresentados nas paginas 94 até 100 por
meio de exemplos e em seguida as regras. Os exercicios sao colocados apos cada critério.

Também monta-se um fluxograma para cada critério (Figura 7). O diferencial desse
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0S CRITERIOS DE DIVISIBILIDADE EM LIVROS DIDATICOS DO 6° ANO

» Critério de divisibilidade por 2

Observe alguns numeros divisiveis por 2.

Um nimero natural é par
quando termina em 0, 2, 4,
b ou 8. 0 2 - 6 8
10 12 14 16 18
20 22 24 26 28

30 32 34 36 38

a) Resposta pessoal. Espera-se que os alunos percebam

s gue o Gltimo algarismo desses ndmeros €0, 2, 4, 6 ou 8.
q g k.
Diga aos alunos que a

A
verificagdo de alguns casos a) Que padrao vocé observa no dltimo algarismo desses nimeros? l
nao & suficiente para provar
o critério de divisibilidade,
apenas sugere a sua validade. ¢) Para encontrar os préximos ndmeros divisiveis por 2, basta adicionar
Para cada um desses critérios, sucessivamente 2 ao nimero anterior. Usando uma calculadara, a par-
hé uma demonstracdo ; W i 2
saarnitica Sl Entbaie; tir do 38 v.é _adn:l_cmandcl 2 sucessivamente para oh;ervar 0s proximos
essas demonstracdes ndo estdo nimeros divisiveis por 2. 0 padrdo observado continua valido para os

presentes nesta colegdo. préximos nimeros divisiveis por 2 gue vocé obteve? sim

b) Esses nimeros sdo pares? sim

d) Ainvestigacdo feita sugere qual critério para saber se um ndmero natural
\ & divisivel por 27 Espera-se gue os alunos descrevam com suas
e ] palavras que a investigacdo sugere que um numero
natural & divisivel por 2 quando & par.

Figura 4: Fonte [6].

material é que, nas paginas 113, 114 e 115, sao feitas as demonstragoes dos critérios
de divisibilidade por 9, 6 e 4. Essas demonstragoes possibilitam o aluno fazer outras

demonstragoes, como a do 3 e 2, por exemplo.



0S CRITERIOS DE DIVISIBILIDADE EM LIVROS DIDATICOS DO 6° ANO

) Completem o quadro indicando com X os nimeros das colunas que s8o divisiveis pelo nimero de cada
linha.

-3

TR B T R R T

T Z‘ I,, TIRY) ;- T
T A

Figura 5: Fonte [10].

u 1] | &
© Considere os nimeros 50, 110, 200, 300, 2200, 30000, 55000 e 71000  giciel nor 100 quando seus

a) Quais deles s3o divisiveis por 1007 200, 300, 2200, 30000, 55000 e 71000 dois ultimos algarismos sdo
bl E quais sao divisiveis por 1000 Egﬁﬂ@“ﬁﬁﬂuﬂ g 71000 00, e é divisivel por 1000
d

guando seus trés dltimos
c} Como vocé descrmrena oc e F ﬁx&hlhdada por 100 e ppr #0007 algarismas sao 000.

Figura 6: Fonte [10].
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0S CRITERIOS DE DIVISIBILIDADE EM LIVROS DIDATICOS DO 6° ANO

Divisibilidade por 6

a) Ja sabemos que o ndmero 42 é divisivel por 2 e
por 3. Ele também & divisivel por 6, pois 7 - 6 = 42.

b) O ndmero 64 é divisivel por 2, mas ndo é divisi- sim
vel por 3. Além disso, ele também nao é divisivel
por 6, pois a divisdo de 64 por 6 ndo é exata.

c) O nimero 75 é divisivel por 3, mas ndo e divisivel
por 2. Ele também ndo & divisivel por 6. e ol

0 fluxograma ao lado representa a divisibilidade por 6. v Y

Apresentamos apenas alguns exemplos, mas sempre | Ondmeré T Ol
divisivel por 6. divisivel por 6.

€ verdade que:

0 ndmero
natural termina em 0, 2,
4,6 ou B?

A soma dos
valores absolutos dos
algarismos & divisivel.
por 37 3

Um ndmero natural é divisivel por 6 somente quando € divisivel por 2 e por 3.

32. a) Para nenhum, pols 0 nimerno naoe termina em zero nem em 5.
b) 1, 4 e 7, pois a soma dos valores absolutos dos algarismos e divisivel por 3.

Figura 7: Fonte [1]

Lembre-se: se as duas parcelas de uma soma
forem divisiveis por um nimero, entdo essa
soma também sera divisivel por esse nimero.

abcd=1000-a+100-b+10-c+ d

abcd=(999 + 1):a+ (99 + 1):b+(9+1):c+d
abcd=999-a+ 1-a+99-b+1:-b+9:c+1-c+d
abcd=999:3+99:b+9-c+(a+ b+ c+d)
abcd=9-(111-a+ 11+b+c)+(a+ b+c+d)

parcela divisivel por 9 outra parcela

Para quaisquer valores de g, b, c e d, a primeira parcela € divisivel por 9 porgue ela € um
nimero multiplo de 9. Se a outra parcela (a + b + ¢ + d), que é a soma dos valores absolutos
dos algarismos, também for, entdo a soma delas, isto &, o nimero abcd, sera divisivel por 9.

Assim, fica demonstrado que:

Quando a soma dos valores absolutos dos algarismos de um nimero de quatro algarismos
& divisivel por 9, esse nimero & divisivel por 9.

AL SRS LEENDE EC

Figura 8: Fonte [1]
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OS CRITERIOS DE DIVISIBILIDADE POR 2 ATE 20, POR
100 E POR 1000 - DEMONSTRACOES PARA OS
PROFESSORES

A aritmética dos restos como pode ser vista na Secdo 1.7 trata de niimeros inteiros
com restos iguais quando divididos por um mesmo ntmero natural e denomina-os de
congruentes, caso isso ocorra.

Pode-se demonstrar os critérios de divisibilidade por 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 100 e 1000
usando a nocao de congruéncia. Essa secao é voltada para os professores e apresenta as
demonstragoes usando a aritmética dos restos. Essas sao seguidas de como sdo mencionadas
comumente nos livros didaticos. Algumas demonstracoes serao feitas na mesma secao
devido a semelhanca entre elas.

Esses critérios nao sao tnicos e outros poderiam ser demonstrados usando diferentes
ramos da aritmética. Porém, nesse trabalho a intencao ¢ demonstra-los usando as con-
gruéncias e a definicio de minimo multiplo comum. Entao, alguns critérios conhecidos ou
mais comuns (eventualmente até mais simples) podem existir, mas nao serdo apresentados
aqui.

Em outra secao, no entanto, serao apresentadas deducoes que podem ser passadas para
os alunos do 6° ano do ensino fundamental, usando conhecimentos menos avangados de

aritmética.

3.1 CRITERIOS DE DIVISIBILIDADE POR 2, 5 E 10

Temos que
10=0mod 2, 10=0mod 5 e 10 =0 mod 10.
Dai, pela Proposigao 1.32, temos que:
10° =0 mod 2, 10’ = 0 mod 5 e 10’ = 0 mod 10, Vi > 1.
Isso acarreta que, para todo natural n:
nl10’=0mod 2, nl0'=0mod5 e nl0’=0mod 10, Vi > 1.

Portanto, dado um nimero n = n,n,_1...ng na base 10, temos que n = n,10" +
ny—110" "1+ .- 41110 + ng e entdo,

n=ngomod 2, n=ngmodb e n=ngmod 10.
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3.2 CRITERIOS DE DIVISIBILIDADE POR 3 E 9

Isso nos diz que n é divisivel por 2, 5 e 10 se, e somente se, ng é divisivel por 2, 5 e
10, respectivamente. Como 0 < ng < 9, entdo escrevemos os respectivos critérios de

divisibilidade como:

Um nimero natural é divisivel por 2 quando terminar em 0, 2, 4, 6 ou 8.

Um nimero natural é divisivel por 5 quando terminar em 0 ou 5.

Um nimero natural é divisivel por 10 quando terminar em 0.

3.2 CRITERIOS DE DIVISIBILIDADE POR 3 E 9

Temos que
10=1mod3 e 10=1 mod 9.
Dai, pela Proposicao 1.32 vem que

100=1 mod3 =nl0f=n mod3, Vi>1l, VnelN e
100=1 mod9 =nl0f=nmod9,Vi>1, VnelN.

Entdo, dado um ntmero n = n, 10" +n,_110""1 4+ .-+ +n110 + ng, temos que:
n=ny+n_1+---+ngmod3 e n=n,+n,_1+---+ng mod 9.

Isso prova que n é divisivel por 3 ou 9 se, e somente se, n, +n,_1 + - - - + ng ¢é divisivel
por 3 ou 9, respectivamente.

Portanto, enunciamos esses critérios de divisibilidade por 3 e 9 como:

Um niamero natural é divisivel por 3 quando a soma de seus algarismos for divisivel

por 3.

Um numero natural é divisivel por 9 quando a soma de seus algarismos for divisivel

por 9.

3.3 CRITERIOS DE DIVISIBILIDADE POR 4 E 100

Como

100 =0 mod 4 e 100 = 0 mod 100,
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3.4 CRITERIOS DE DIVISIBILIDADE POR 8 E 1000 27

dado um ntmero n = n,10" 4+ n,—110" "1 + - - - 4+ 1110 + ng, temos que
n = 100(nyny—1...n2) +ning = ning mod 4 e

n = 100(n;ny—1...n2) + ning = ning mod 100.

Dai, o niimero n sera divisivel por 4 ou 100 se ning for divisivel por 4 ou 100, respectiva-

mente, ou seja:
o 1 sera divisivel por 4 quando terminar em 00, 04, 08, 12, ..., 92 ou 96.
e 1 sera divisivel por 100 quando terminar em 00.

Portanto, enunciamos esses critérios de divisibilidade por 4 e 100 como:

Um namero natural é divisivel por 4 quando terminar em 00 ou os dois ultimos

algarismos formarem um nimero divisivel por 4.

Um nimero natural é divisivel por 100 quando os dois tltimos algarismos forem

iguais a zero.

3.4 CRITERIOS DE DIVISIBILIDADE POR 8 E 1000

Como
1000 =0 mod 8 e 1000 = 0 mod 1000,

dado um ntmero n = n,10" 4+ n,—110" "1 + - - - 4 1110 + ng, temos que
n = 1000(n,ny—1...n3) + naning = naening mod 8 e

n = 1000(n;ny—1 ...n3) + naning = naning mod 1000.

Dai o nimero n sera divisivel por 8 ou 1000, se noning for divisivel por 8 ou 1000,

respectivamente.
e 1 sera divisivel por 8 quando terminar em 000, 008, 016, 024, ..., 184 ou 192.
e 1 sera divisivel por 1000 quando terminar em 000.

Portanto, enunciamos esses critérios de divisibilidade por 8 e 1000 como:

Um niimero natural é divisivel por 8 quando terminar em 000 ou os trés ultimos

algarismos formarem um ntmero divisivel por 8.

Um ntmero natural ¢ divisivel por 1000 quando terminar em 000.




3.5 CRITERIO DE DIVISIBILIDADE POR 6

3.5 CRITERIO DE DIVISIBILIDADE POR 6

Inicialmente, vamos provar por inducao que 10° = 4 mod 6 para todo natural i > 1.
De fato, a congruéncia é valida para ¢ = 1. Suponhamos que para algum i tenha-se

10°=1 = 4 mod 6. Multiplicando ambos os membros da congruéncia por 10, temos que:

10° =10-10"'=10-4 = 40 = 4 mod 6,

provando assim a afirmacao.

Portanto, se n = n,...nyng, entao

n=mn10"+---4+n110+ng = (n, + -+ +n1)4 4+ ng mod 6.

Decorre dai que n é divisivel por 6 se, e somente se, ng + 4(n, + - - - +ny) é divisivel por 6.

Portanto, enunciamos esse critério de divisibilidade por 6 como:

Um nuimero natural ¢ divisivel por 6 quando a soma do seu tultimo algarismo com o

quadruplo da soma dos outros algarismos for divisivel por 6.

Nesse caso, a aritmética dos restos fornece um critério de divisibilidade por 6 um
pouco diferente do que aparece nos livros didaticos do 6° ano. No entanto, o critério como
geralmente aparece nos livros decorre imediatamente do fato que 6 = mmc(2,3). Seu

enunciado é:

Um ntmero natural é divisivel por 6 quando for divisivel por 2 e 3 a0 mesmo tempo.

3.6 OUTROS CRITERIOS DE DIVISIBILIDADE

Ja foi visto que os livros didaticos apresentam apenas os critérios de divisibilidade que a
nova BNCC cita. Mas outros niimeros naturais tém critérios interessantes que poderiam
ser ensinados para os alunos do sexto ano do ensino fundamental ou até mesmo em outros
anos escolares, ja que o assunto encerra-se no ano escolar citado.

A seguir serao apresentados alguns deles da mesma forma que os anteriores, com uma
demonstracao e uma maneira que poderiam estar expostos nos livros didaticos. Como nao

estao na BNCC, serao apresentados também alguns exemplos.

3.6.1 Critério de divisibilidade por 7

Como

100 =2 mod 7,
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3.6 OUTROS CRITERIOS DE DIVISIBILIDADE 29

dado um ntimero n = n,n,_1...ng na base 10, temos que
n=mn,.10"+---+n1104+ny = 100(n;ny—1 ...n2) +ning = 2(nyny—1...n2) +ning mod 7.

Entao, n é divisivel por 7 quando 2(n,n,—1 ...n2) + ning for divisivel por 7.

Enunciamos esse critério de divisibilidade por 7 como:

Um ndamero natural é divisivel por 7 quando a soma dos seus dois tltimos algarismos

com o dobro do nimero formado pelos outros algarismos for divisivel por 7.

Exemplo 3.1. Vamos verificar se o nimero 20881 é divisivel por 7. Para isso, vamos ter
que aplicar o algoritmo de divisibilidade por 7 repetidas vezes.

Primeiro, temos que 2 - 208 + 81 = 497. Como 497 ainda é um niumero grande, vamos
aplicar o critério nele.

Temos que 2 -4+ 97 = 105. Como 105 ainda é um nimero grande, vamos aplicar o critério
nele novamente.

Temos que 2-10 45 = 49 e sabemos que 49 ¢é divisivel por 7.

Entao, 20881 ¢é divisivel por 7 (assim como 105 e 497 ).

Esse nao é o tnico critério que pode ser apresentado para a divisibilidade por 7.

A seguir um critério que aparentemente é mais simples, no entanto, pelo exemplo,
pode-se perceber que em geral sao necessarios mais passos para chegar a uma conclusao,
pois os numeros analisados nos primeiros passos possuem mais digitos do que os analisados
pelo critério anterior.

Como
10 =3 mod 7,

dado um niimero n = n,n,_1...ng na base 10, temos que
n=10(n;ny—1...n1) +no = 3(nyny—1...1n1) + ng mod 7.

Entéo, n é divisivel por 7 quando 3(n,ny—1...n1) + ng for divisivel por 7.

Enunciamos esse critério de divisibilidade por 7 como:

Um ntmero natural é divisivel por 7 quando a soma dos seu ultimo algarismo com o

triplo do nimero formado pelos outros algarismos for divisivel por 7.

Exemplo 3.2. Vamos verificar, por esse critério, se o numero 20881 ¢é divisivel por 7.
Novamente, aplicaremos o critério repetidas vezes.
Temos que 3 -2088 + 1 = 6265, dai 3 -626 + 5 = 1883, depois 3 - 188 + 3 = 567, ainda
3-56+7 =175 e, por fim, 3-17+4+5 = 56. Como 56 é divisivel por 7, entao, 20881 ¢é
divistvel por 7 (assim como 6265, 1883, 567 e 175).



3.6 OUTROS CRITERIOS DE DIVISIBILIDADE

3.6.2  Critério de divisibilidade por 11

Como
10 = —1 mod 11,
pela Proposicao 1.32, temos que
10 =1 mod 11 e 10**! = -1 mod 11.

Seja n = n, ...nsngnznening um numero escrito na base 10. Temos, entao, que

ng = ng mod 11

n110 = —nq mod 11
n910%2 = ny mod 11
n310% = —n3 mod 11

Somando, membro a membro as congruéncias anteriores, temos que
n=ng—ny+ng—ng+--- mod 11.

Portanto, n é divisivel por 11 se, e somente se, é divisivel por 11 o namero ng —n; +
ng —ng—+---.
Enunciamos esse critério de divisibilidade por 11 como:

Um ntmero natural é divisivel por 11 quando somando o algarismo da unidade,
subtraindo o da dezena, somando o da centena, subtraindo o da unidade de milhar e

assim por diante, nessa ordem, resulta em um nimero divisivel por 11.

Exemplo 3.3. Vamos verificar se o niumero 138479 ¢é divisivel por 11. Temos que
9—T4+4—-843—1=0 e zero é divisivel por 11. Entao, 138479 ¢é divisivel por 11.

3.6.3  Critério de divisibilidade por 13

Temos que
1000 = —1 mod 13.

Podemos escrever
N = Ny ...N5N4N3N9NINY = NaNINQ + 103n5n4n3 + 106n8n7n6 + 109n11n10n9 + -

Temos que
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3.6 OUTROS CRITERIOS DE DIVISIBILIDADE

noning = noning mod 13
103nsn4ns = —ngngns mod 13
105ngn7ng = ngnyng mod 13

109n11n10n9 = —Nni11niong mod 13

Somando, membro a membro as congruéncias anteriores, temos que
n = Noning — Nsn4ng + ngntng — ni1niong +--- mod 13.

Portanto, n é divisivel por 13 se, e somente se, é divisivel por 13 o niimero naning —
n5N4ng + Ngnyng — N11n1eng + -« - .
Enunciamos esse critério de divisibilidade por 13 como:

Um ntmero natural é divisivel por 13 quando somando o nimero formado pelos trés
ultimos algarismos, subtraindo o nimero formado pelos proximos trés algarismos,
somando o numero formado pelos proximos trés algarismos e assim por diante, nessa

ordem, resultar em um ntmero divisivel por 13.

Exemplo 3.4. Vamos verificar se o numero 631657 € divisivel por 13. Temos que
657 — 631 = 26 e 26 ¢é divisivel por 13. Entao, 631657 é divisivel por 13.

Uma observacao interessante é que o critério de divisibilidade por 13 também serve

para o 7 e para o 11, ja que:
1000 = —1 mod 7 e 1000 = —1 mod 11.

Enunciamos esses critérios de divisibilidade como:

Um namero natural é divisivel por 7 ou por 11 quando somando o nimero formado
pelos trés ultimos algarismos, subtraindo o nimero formado pelos proximos trés alga-
rismos, somando o nimero formado pelos proximos trés algarismos e assim por diante,

nessa ordem, resultar em um nimero divisivel por 7 ou por 11, respectivamente.

3.6.4 Critério de divisibilidade por 17

Temos que
100 = —2 mod 17.

Podemos escrever
n = Nyp...N5NMN4N3N9NMNY = NN + 1O2n3n2 + 1O4n5n4 + 106n7n6 + -

Temos que
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3.6 OUTROS CRITERIOS DE DIVISIBILIDADE

ning = ning mod 17
10%n3n9 = —2n3ne mod 17
10*nsn4 = 4nsng mod 17
105n7ng = —6n7ng mod 17

Somando, membro a membro as congruéncias acima, temos que
n = ning — 2ngns + 4dnzng — 6nyng + - -+ mod 17.

Portanto, n é divisivel por 17 se, e somente se, é divisivel por 17 o ntimero ning —
2nsno + 4dngng — 6nyng + - - - .

Enunciamos esse critério de divisibilidade por 17 como:

Um nuimero natural é divisivel por 17 quando somando o nimero formado pelos
dois ultimos algarismos, subtraindo o dobro do niimero formado pelos préximos dois
algarismos, somando o quadruplo do nimero formado pelos préoximos dois algarismos,

subtraindo o séxtuplo do ntmero formado pelos préximos dois algarismos e assim

por diante, nessa ordem, resulta em um nimero divisivel por 17.

Exemplo 3.5. Vamos verificar se o numero 214013 € divisivel por 17. Temos que
13—2-40+4-21 =13 —-80+84 = 17 e 17 € divisivel por 17. Entao, 214013 ¢é divisivel
por 17.

Observacgao 3.6. E importante observar que os critérios de divisibilidade por 11, 13 e 17
apresentados aqui sao delicados de serem ensinados aos alunos de sexto ano, visto que as
subtragoes podem resultar em niumeros negativos.

No Exemplo 3.3, isso ocorre, jd que 9—7=2,2+4=6,6—8 = —2.

Portanto, a escolha dos niimeros pelo professor deve ser criteriosa para que isso nao ocorra

em nenhum dos casos.

3.6.5 Critério de divisibilidade por 19

Temos que
100 =5 mod 19.

Dado um nimero n = n,n,_1 ...ng na base 10, temos que:
n = 100(nyny—1 ...n2) + ning = 5(nynp—1 .. .n2) + ning mod19.

Entao, n é divisivel por 19 se, e somente se, 5(n,n,—1 ...n2) + ning for divisivel por 19.

Enunciamos esse critério de divisibilidade por 19 como:
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3.6 OUTROS CRITERIOS DE DIVISIBILIDADE

Um nimero é divisivel por 19, se a soma do niimero formado pelos dois ultimos
algarismos com o quintuplo do niimero formado pelo restante dos algarismos for

divisivel por 19.

Exemplo 3.7. Vamos verificar se o numero 48697 é divisivel por 19. Temos que 5 - 486 +
97 = 2527, 5-25+27 =152 e 5-1+ 52 = 57. Como 57 = 3-19, entdo, 486971 ¢ divisivel
por 19 (assim como 2527 e 152).

3.6.6  Critérios de divisibilidade por 12, 14, 15, 18 e 20

Esses critérios estao assim agrupados, pois podem ser enunciados utilizando outros dois, e a
justificativa de todos eles decorre imediatamente da definigao de mme, pois mme(3,4) = 12;
mme(2,7) = 14; mme(3,5) = 15; mme(2,9) = 18 e mme(4,10) = 20. A seguir

enunciamos os critérios e apresentamos exemplos para todos os casos.

Um ntmero natural é divisivel por 12 quando for divisivel por 3 e 4 ao mesmo tempo,
ou seja, quando a soma dos algarismos for divisivel por 3 e ou terminar em 00 ou os

dois tltimos algarismos forem divisiveis por 4.

Exemplo 3.8. Vamos verificar se o niumero 32100 € divisivel por 12. Temos que 3 + 2 +
1 =6 e 6 é divisivel por 3. Entao 32100 é divisivel por 3. O nimero termina em 00,
entao ¢é divisivel por 4. Portanto, como 32100 é divisivel por 3 e 4 ao mesmo tempo, ele é

divisivel por 12.

Um nimero natural é divisivel por 14 quando for divisivel por 2 e 7 a0 mesmo tempo,
ou seja, quando terminar em 0, 2, 4, 6 ou 8 e a soma dos seus dois tltimos algarismos

com o dobro do nimero formado pelos outros algarismos for divisivel por 7.

Exemplo 3.9. Vamos verificar se o numero 36344 ¢é divisivel por 14. Temos que o ultimo
algarismo € 4, entdo € divisivel por 2. Agora, 2-363 + 44 = 770 e 770 € divisivel por 7.

Portanto, como 36344 ¢é divisivel por 2 e 7 ao mesmo tempo, ele é divisivel por 14.

Um ntmero natural é divisivel por 15 quando for divisivel por 3 e 5 a0 mesmo tempo,

ou seja, quando a soma de seus algarismos for divisivel por 3 e terminar em 0 ou 5.

Exemplo 3.10. Vamos verificar se o nimero 53025 € divisivel por 15. Temos que
5434+042+5 =15 e 15 € divisivel por 3. Agora, o ultimo algarismo € 5, entdo o
numero € divisivel por 5. Portanto, como 53025 ¢é divisivel por 3 e 5 ao mesmo tempo, ele

¢ divisivel por 15.
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3.6 OUTROS CRITERIOS DE DIVISIBILIDADE

Um ntimero natural é divisivel por 18 quando for divisivel por 2 e 9 a0 mesmo tempo,
ou seja, quando terminar em 0, 2, 4, 6 ou 8 e a soma dos algarismos for divisivel por
9.

Exemplo 3.11. Vamos verificar se o nimero 16344 é divisivel por 18. Temos que ultimo
algarismo € 4, entao o numero é divisivel por 2. Agora, 1 +6+3+4+4 =18 ¢ 18 ¢é
divisivel por 9. Portanto, como 16344 ¢é divisivel por 2 e 9 ao mesmo tempo, ele é divisivel

por 18.

No critério de divisibilidade por 20, observa-se que ele deve ser divisivel por 4 e 10 ao
mesmo tempo, ou seja, terminar em 00, ou terminar em 0 e os dois ultimos algarismos
serem divisiveis por 4. Nesse caso, teriamos os finais possiveis: 00, 20, 40, 60 e 80. O que

pode ser escrito como:

Um ntmero natural é divisivel por 20 quando for divisivel por 4 e 10 ao mesmo

tempo, ou seja, quando terminar 0 e o pentltimo algarismo for 0, 2, 4, 6 ou 8.

Exemplo 3.12. Vamos verificar se o nimero 75620 € divisivel por 20. O dltimo algarismo

¢ 0 e o penultimo é 2, portanto, é divisivel por 20.

Nesse tltimo critério, poderfamos ter usado o fato de que mmec(4,5) = 20 também, e
enunciar como divisivel por 20 quando for divisivel por 4 e 5 a0 mesmo tempo. Como os
numeros divisiveis por 5 sao os terminados em 0 ou 5 e nao ha nenhum ntmero divisivel
por 4 terminado em 5, nos restringiriamos aos terminados em zero. Bem, os terminados

em zero, sao os divisiveis por 10, portanto, é mais pratico utilizar o 10 diretamente.

3.6.7 Critério de divisibilidade por 16

Temos que,
10000 =0 mod 16.

Dado um nimero n = n,n,_1 ...ng na base 10, temos que n = 10000(n,ny—1...n4) +

ngnaning. Dai, o nimero n sera divisivel por 16, se ngnaning for divisivel por 16, ou seja:

e n sera divisivel por 16 quando terminar em 0000, 0016, 0032, 0048, ..., 9968 ou
9984.

Enunciamos esse critério de divisibilidade por 16 como:

Um numero natural é divisivel por 16 quando terminar em 0000 ou os quatro tultimos

algarismos formarem um ntmero divisivel por 16.
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3.6 OUTROS CRITERIOS DE DIVISIBILIDADE

Exemplo 3.13. Vamos verificar se o niumero 7250032 ¢é divisivel por 16. Os quatro ultimos
algarismos deste numero sao 0032, que é um numero divisivel por 16. Portanto, 7250032 é

divisivel por 16.
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CRITERIOS DE DIVISIBILIDADE POR 2, 4,5, 6 E 10 -
DEDUCOES PARA O 62 ANO

Neste capitulo trabalharemos apenas com nimeros naturais com poucos digitos (quatro
ou cinco) para que a atencao dos alunos esteja focada no processo de dedugao e nao no
tamanho do niimero.

Alguns conhecimentos prévios sao necessarios aos alunos para que entendam as demons-
tragoes, como a decomposicao de niimeros na base 10, a linguagem algébrica e algumas
propriedades de divisibilidade.

A decomposigdo dos niimeros naturais é uma das habilidades para o 6° ano do Ensino

Fundamental, segundo a BNCC:

(EF06MAO02) Reconhecer o sistema de numeracao decimal, como o que pre-
valeceu no mundo ocidental, e destacar semelhancas e diferencas com outros
sistemas, de modo a sistematizar suas principais caracteristicas (base, valor
posicional e funcao do zero), utilizando, inclusive, a composi¢ao e decomposigao
de niimeros naturais e niimeros racionais em sua representagao decimal [2, p.
301]

A linguagem algébrica nao é uma habilidade do 6° ano, porém, é um assunto que deve
ser introduzido previamente de forma simples e que tenha significado para o aluno.

As propriedades de divisibilidade que serdo usadas neste capitulo serao enunciadas
a seguir. Destacamos que no sexto ano os alunos ainda nao sabem colocar termos em
evidéncia. Por isso, precisaremos da Propriedade 2. Para auxiliar os alunos a visualizarem
tais propriedades, podemos utilizar alguns desenhos (Figura 9 e Figura 10 a seguir) e

exemplos numéricos.

Propriedade 1: Se n|a, entao n|ac para qualquer natural c.

Propriedade 2: Seja a = a; + a2 + a3 + a4. Suponha que n divide a; parai = 1,2, 3.

Entao nla se, e somente se, n divide a4.

E muito importante orientar os alunos que as deducoes serao feitas com um niimero com
poucos algarismos, mas que elas podem ser ampliadas posteriormente e que a Propriedade
2 vale para um nimero qualquer de somas.

Por se tratarem de dedugoes que serao apresentadas para alunos do 6° anos, alguns
rigores serao omitidos. Como, por exemplo, especificar para que conjuntos de niimeros a

demonstracao vale, visto que eles ainda nao estudaram todos os conjuntos numéricos.
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4.1 CRITERIO DE DIVISIBILIDADE POR 2

10|50 “— ~—
10|(50-3)

Figura 9: Figura para auxiliar a visualizagdo da Propriedade 1

]
+
+
+

[ ]

[]
n
]

10.13 1055 103 10-2 ?

Figura 10: Figura para auxiliar a visualizagdo da Propriedade 2

4.1 CRITERIO DE DIVISIBILIDADE POR 2

Para o critério de divisibilidade por 2, vamos iniciar considerando um nimero que vai até

a unidade de milhar abcd, onde a, b, ¢ e d representam seus algarismos. Entao, podemos

abed = a-1000+b-100 +¢- 10 + d.
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4.2 CRITERIOS DE DIVISIBILIDADE POR 5 E POR 10

Como 1000, 100 e 10 sao divisiveis por 2, podemos observar que para quaisquer valores de

a, b, ¢, temos:

abed = a - 1000 + b- 100 + c-10 + d.
—— N—— ——
é divisivel por 2 é divisivel por 2 é divisivel por 2

Entao, para que o nimero abcd seja divisivel por 2, basta que d o seja. Como d pode
ser substituido por qualquer um dos 10 algarismos que compdem o sistema de numeragao

decimal, para que seja divisivel por 2, d deve ser 0, 2, 4, 6 ou 8.

4.2 CRITERIOS DE DIVISIBILIDADE POR 5 E POR 10

Deduzimos os critérios de divisibilidade por 5 e por 10 de forma anéloga ao do 2. Iniciando

da mesma forma, chegamos semelhantemente a:

abed = a-1000 + b- 100 + c-10 + d.
—_—— ——— ~——
¢é divisivel por 5 e por 10 ¢é divisivel por 5 e por 10 ¢ divisivel por 5 e por 10

Entao, para que o niimero abed seja divisivel por 5 ou por 10, basta que d o seja. Como
d pode ser substituido por qualquer um dos 10 algarismos que compdéem o sistema de
numeracao decimal, para que seja divisivel por 5, d deve ser 0 ou 5 e para ser divisivel por
10, d deve ser 0.

4.3 CRITERIOS DE DIVISIBILIDADE POR 3 E POR 9

Vamos considerar novamente o niimero abed para deduzir os critérios de divisibilidade por

3 e por 9. Seja, entao:

abed = a-10004+b-1004+c-10 + d.

Podemos considerar que 1000 =999 4+ 1, 100 =99+ 1 e 10 = 9 + 1. Reescrevendo:
a-1000+b-100+c-10+d=a-(9994+1)+b-(99+ 1) +c-(9+1) +d.

Pela propriedade distributiva da multiplicacao, temos:

a-(9994+1)+b-(994+1)4+c-(9+1)+d=a-999+a-14+b-99+b-14+c-9+c-1+d.

Reagrupando as parcelas da adicao, obtemos:

a-999+b-9+c¢c-94+a+b+c+d
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4.4 CRITERIO DE DIVISIBILIDADE POR 4

Como 999, 99 e 9 sao divisiveis por 3 e por 9, podemos observar que para quaisquer valores

de a, b, ¢, temos:

a-999 + b-99 + c-9 +a+b+c+d
é divisivel por 3 e por 9 é divisivel por 3 e por 9 é divisivel por 3 e por 9

Entao, para que o nimero abced seja divisivel por 3 ou por 9, basta que a +b+c+d

seja divisivel por 3 ou por 9, respectivamente.

4.4 CRITERIO DE DIVISIBILIDADE POR 4

Agora, para deduzir o critério de divisibilidade por 4, vamos considerar o nimero abcde,

que vai até dezena de milhar. Podemos escrever:
abcede = a - 10000 + b - 1000 + ¢- 1004+ d - 10 4 e.

Como 10 000, 1000 e 100 sao divisiveis por 4, podemos observar que para quaisquer valores

de a, b, ¢, temos:

abed = a - 10000 + b- 1000 + c-100 +d-10 + e
—_—— — ~———
é divisivel por 4 é divisivel por 4 é divisivel por 4

As parcelas d - 10 + e representam os dois tultimos algarismos do nimero adcde. Entao,
para que o numero abcde seja divisivel por 4, basta que d - 10 4 e seja divisivel por 4, ou

seja, o nimero de o seja.

4.5 CRITERIO DE DIVISIBILIDADE POR 6

A deducao do critério de divisibilidade por 6 serd um pouco diferente. Vamos considerar
inicialmente que um namero divisivel por 6 é aquele que pode ser representado por um
produto de 6 por outro valor, por exemplo 12 = 6-2 ou 60 = 6 - 10. Entao, usando a letra
a para representar esse segundo fator, temos que um nimero divisivel por 6 é da forma
6-a.

Como 6 = 2 - 3, podemos substituir 6 por 2 -3, dai 6a =2-3-a.

Pelas propriedades associativa e comutativa da multiplicagao, temos:

6a=(2-3)-a=2-(3-a)=3-(2-a).
1 11

Em I, temos 2- (3 - a), substituindo 3 - a por b, vem:

6a=2-(3-a)=2-b.
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4.5 CRITERIO DE DIVISIBILIDADE POR 6

Isso nos permite concluir que 6a é multiplo de 2 (e portanto, divisivel por 2).

Em I1, temos 3+ (2-a), substituindo 2 - a por ¢, vem:
6a=3-(2-a)=3-c

Isso nos permite concluir que 6a é miltiplo de 3 (e portanto, divisivel por 3).

Portanto, 6a ¢é divisivel por 2 e por 3. Ou seja, um numero divisivel por 6 é divisivel
por 2 e por 3.

Agora, temos que os multiplos de 2 podem ser escritos na forma 2 - a e os multiplos de
3 podem ser escritos na forma 3 - b.

Se um nimero é multiplo de 2 e 3 ao mesmo tempo, entao temos que
2-a=3"-0.

Afirmamos que b é multiplo de 2.

Para que os alunos consigam visualizar isso, podemos utilizar a Figura 11. Vamos
agrupar os 3 - b quadrados associados ao nimero 3 - b em 3 linhas, com cada linha contendo
b quadrados. Agora, como este nimero também é multiplo de 2, podemos retirar a terceira
linha, que contém b quadrados, e agrupar os quadrados desta linha em colunas nas 2
primeiras linhas. Como este ntimero é multiplo de 2, a figura final formada sera um
retangulo. Se olharmos s6 nos b quadrados que agrupamos, eles formaram um retangulo

com duas linhas. Logo, b é multiplo de 2

Quadrados
organizados em
trés linhas

w\/
Multiplo de 2

ApOs reorganizar os quadrados em duas linhas

Figura 11: Figura para auxiliar a visualizagao

Portanto, temos que 3-b=3-(2-¢) = (3-2) - ¢ = 6-¢. Portanto, um ntimero que é

multiplo de 2 e 3 a0 mesmo tempo é multiplo de 6.
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PROPOSTA DIDATICA

Nesse capitulo sera apresentada uma proposta de atividade baseada na BNCC, com o
foco principal na investigacao.

Para a atividade o aluno assistira um video contendo orientagoes e questionamentos
a respeito dos critérios de divisibilidade e receberd uma folha com as orientagoes e com
espacos para que ele complete com suas conclusoes sobre o assunto. Essa atividade pode
ser feita individualmente ou em grupo.

O video pode ser acessado no link https://youtu.be/eqvo7-0x3UE.

Piblico alvo: Alunos do 6° ano do Ensino Fundamental / Interessados em geral

Tema/Contetido: Critérios de divisibilidade por 2, 3, 4 e 5.

Objetivo geral: Ajudar o aluno na investigagao dos critérios de divisibilidade.

Objetivos especificos:
o Investigar os critérios de divisibilidade por 2, 3,4 e 5

o Instigar a curiosidade por assuntos matematicos, em especial os outros critérios de
divisibilidade.

e Desenvolver o protagonismo do aluno em relacao as investigagoes.

Metodologia: Serd apresentado um video, que podera ser pausado a qualquer mo-
mento, e uma ficha com orientagdes aos alunos (Figura 12). Conforme o video vai seguindo,
o aluno preenche a ficha e indica suas observacoes. Ao final, ele tira suas conclusoes sobre
os critérios de divisibilidade e pode anotar o critério com suas palavras ou copiando do
video.

Recursos: Ficha de orientagao, lapis, borracha, computador ou aparelho de televisao

com acesso a internet.
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CRITERIOS DE DIVISIBILIDADE
Critério de divisibilidade por 2

Observagoes:

PROPOSTA DIDATICA

O critério de divisibilidade por 2 é:

Critério de divisibilidade por 3
Observagoes:

O critério de divisibilidade por 3 é:

Critério de divisibilidade por 4
Observagoes:

O critério de divisibilidade por 4 é:

Critério de divisibilidade por 5
Observagoes:

O critério de divisibilidade por 5 é:

Nao pare por aqui!
Vamos investigar o critério de divisibilidade por

Figura 12: Ficha de orientacao
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CONCLUSOES

J& pude perceber, em anos que leciono Matematica no Ensino Fundamental, que ela
esta longe de despertar o interesse geral. Salvo em quem tem facilidade e ja vem com esse
amor das séries iniciais. No entanto, a investigacao pode ser um caminho para trazer mais
vida a essa disciplina tao injustigada.

A curiosidade é nata das criangas, e pode ser que muitas vezes, o ensino de alguns
conteudos seja passado apenas como regras e o “por qué” que o aluno tenha dentro dele
seja suprimido pela falta de tempo ou qualquer outra desculpa que se dé.

Procurei, com esse trabalho, ampliar a visao dos critérios de divisibilidade ensinados
no 6° ano do Ensino Fundamental. Nao apenas como regras, mas como um conteido
significativo e que tem fundamentos bem claros na teoria dos niimeros.

Além disso, espero que outros critérios, além dos que convencionalmente sdo apresen-
tados nos livros didaticos sejam conhecidos e eventualmente a investigacao desses possa
também ser feita, se ndo nessa série, em outras.

Procurei mostrar que as dedugoes dos critérios que sao apresentados nos livros didaticos
sao possiveis de serem feitas em séries iniciais, trazendo mais significado aos contetudos.

Quanto aos livros didaticos, verifiquei que o tinico que atende a proposta da BNCC é o
Araribd Mais: Matematica [6]. Ele faz o estudo das critérios utilizando a investigagao e
abre espago para que o aluno escreva suas conclusoes, sem apresentar regras prontas. No
entanto, a quantidade de exercicios é pequena, apenas 6. E esses 6 exercicios nao fazem
uma boa exploracdo do assunto. Ja o livro Apoema [10] ndo traz a investigacdo, mas
contém uma lista com 10 exercicios, explorando bem o assunto. O livro A Conquista da
Matemaética [4] segue a mesma linha do Apoema, ou seja, ndo apresenta o tema através de
investigacdo, mas explora o assunto bem através dos exercicios, mesmo sendo uma lista de
apenas 7.

Apesar de nao apresentar os critérios de divisibilidade por meio de investigagoes, o
livro que considero mais interessante é o Matematica Bianchini [1]. Isso se deve ao fato de
que além de apresentar as dedugoes das regras, ele apresenta uma vasta lista de exercicios.
Minha sugestao para quem adotar esse livro é que faca as investigagoes antes de apresentar
os critérios do livro.

Entendo que as deducoes que trouxe como sugestao para os alunos sao apenas um
ponto inicial para que futuramente eles possam questionar mais as regras que diversas
vezes vém prontas e talvez retomar essas mesmas dedugoes fazendo-as com mais rigor.

Com as demonstragoes usando as congruéncias procurei trazer um entendimento mais
amplo do assunto para os educadores, de modo que eles transmitam esse conhecimento de

forma plena.
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CONCLUSOES

Com a atividade proposta, espero dar uma nova luz ao ensino dos critérios, de modo

que a investigacao seja o carro chefe, seguido, quem sabe, da deducao.
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