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RESUMO

Neste trabalho apresentamos a Geometria utilizada por Johannes Kepler, com
aplicacbes no GeoGebra, como proposta de aplicacdo nas escolas publicas que
trabalham com o ensino médio, a fim de demonstrar os conhecimentos da Geometria,
tanto para as aulas de Matematica, quanto para as aulas de Fisica, visto que o aluno
desse segmento educacional encontra bastante dificuldade na aprendizagem da
Geometria no seu bojo. Seja na interpretacéo de equacdes, quando ha a necessidade
de determinar uma grandeza, seja na determinacao de variaveis, provenientes de
funcbes matematicas que relacionam esses valores a uma linguagem grafica.
Abordamos os principais estudos geométricos de Johannes Kepler, nos quais o levou
a ser considerado o Legislador do Universo, com o seu grande conhecimento na
Matematica, assim como na Astronomia, onde até hoje suas leis universais sao
fundamentadas na Mecéanica Classica (newtoniana) e bem aceitas na astronomia
atual. Inserimos o uso do software GeoGebra para uma melhor visualizacao e
compreensao das funcbes analiticas utilizadas por Kepler, onde o aluno tera mais
facilidade de entender determinados assuntos da Matematica e/ ou da Fisica, bem
como aprender a manipular diversas situacées — problema com o auxilio dessa

ferramenta matematica.

Palavras — chave: Geometria, Johannes Kepler, Geogebra, funcbes, Matematica,

Fisica.



ABSTRACT

In this study we present the Geometry used by Johannes Kepler's, with applications in
GeoGebra, as a proposal of application in public schools that work with high school, in
order to demonstrate the knowledge of Geometry, for both Math and Physics classes,
since the student in this educational segment finds difficulties learning geometry in its
core. In the interpretation of equations, when there is a need to determine a quantity,
or in determining variables, from mathematical functions that relate these values to a
graphical language. We approach Johannes Kepler's main geometric studies, in which
led him to be considered the Legislator of the Universe, with his great knowledge in
Mathematics, as in astronomy, where till today its universal laws are grounded in
classical mechanics (newtonian) and well accepted in current astronomy. We insert
the use of GeoGebra software for a better visualization and understanding of the
analytical functions used by Kepler. Where the student will understand easier certain
subjects of mathematics and/ or physics, as well as learn to manipulate various
situations — problem with the help of this mathematical tool.

Key-words: Geometry, Johannes Kepler, Geogebra, functions, Math, Physics.
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1. INTRODUGCAO

No decorrer do ano letivo de 2018, ao ministrar uma oficina preparatéria de
Matematica e Fisica para o ENEM PPL (Exame Nacional do Ensino Médio para
Pessoas Privadas de Liberdade) — 2018, aos alunos do 3° ano do Ensino Médio da
Escola Estadual Prof.2 Elcy Rodrigues Lacerda, verificamos que os alunos
encontraram grandes dificuldades em resolver questdes dos exames anteriores, no
que diz respeito as areas de Matematica e suas Tecnologias e Ciéncias da Natureza
e suas Tecnologias (mais precisamente em Fisica), principalmente nos assuntos que

necessitavam de leitura grafica para uma melhor compreenséao e analise da questao.

Os alunos da escola Prof.2 Elcy Rodrigues Lacerda sao socioeducandos que
frequentam os turnos matutino e vespertino, cumprindo com os horarios e atividades
escolares comuns a qualquer escola fora desse regime de socioeducacao. E a escola
atende os seguintes segmentos: Ensino fundamental IlI, ensino Médio e EJA

(Educacgéao de Jovens e Adultos).

Ao identificar tais dificuldades nos deparamos com outra problematica: os
alunos, no geral, ndo tinham dominio em Geometria (plana, espacial e analitica), onde

boa parte das questdes do ENEM PPL exige esse conhecimento.

Dessa forma, temos como proposta desse trabalho de apresentar nas aulas de
Matematica, uma ferramenta que possa auxiliar na compreensdao e entendimento
desse tépico matematico, na forma de demonstrar diversas situagdes - problema em
que a Geometria é tratada, através de graficos em duas ou trés dimensoes, de acordo

com a solicitacdo de uma determinada questao.

A falta de recursos didaticos nas aulas de Matematica € um dos fatores que
interfere na aprendizagem e no dominio de certos conteudos, para o aluno, onde a
Geometria esta inserida. As aulas passam a ser mais expositivas, com o auxilio
apenas do quadro, e assim, os conteludos de grande exigéncia nos exames nacionais,
passam a ter menos valor ao aluno, porque nao consegue visualizar e até mesmo
associar no seu dia a dia 0 que esta se tratando em sala de aula com o professor de
Matematica.
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Um importante recurso didatico para as aulas de matematica € o GeoGebra.
Sendo um software matematico gratuito, o GeoGebra nos possibilita de realizar
construgdes geométricas com auxilios de pontos, retas, poligonos, dentre outros; com
finalidade de mostrar graficamente qualquer funcdo matematica, bem como inserir
uma determinada equacao algébrica e definir coordenadas planas e espaciais e até
mesmo atribuir movimentos a certos elementos geométricos.

Esse software abrange todos os niveis de ensino, onde se pretende trabalhar
contelidos, como Geometria, Algebra, funcdes tanto na Matematica quanto na Fisica,
integrando graficos, planilhas eletrénicas, no¢des de estatistica e calculo, em apenas

um unico espaco grafico, para uma facilitacdo em sua utilizagéo.

Adiante, levamos em consideracao a importancia de aprender a Geometria, que
por relatos histéricos, em torno de 3000 a.C, através dos povos primitivos do Oriente
Antigo, dando destaque aos babilénios e egipcios, que ja se trabalhava a Geometria
utilizando medidas de comprimento, areas, volumes, onde iriam servir como auxilio
nos estudos de areas especificas, tais como astronomia, construgdo civil,

agrimensura, dentre outras areas de conhecimento.

A Geometria grega também ganha seu destaque, através de alguns nomes como
Platao, Tales e Pitdgoras, no momento em que novos nimeros surgem, bem como o
estudo das curvas, superficies e sélidos geométricos, assim como os famosos
teoremas matematicos. Valendo também o destaque na geometria de Apolénio que
se dedicou no estudo das curvas denominadas cOnicas, nas quais tiveram forte

influéncia no século XVII, na Astronomia Nova, editada por Kepler.

Mas demos destaque abrangente nesse trabalho a geometria do século XVII,
estudada e desenvolvida por Johannes Kepler, que através de suas bases
matematicas e astrondmicas provocou uma revolucao cientifica na histéria da
Astronomia, com suas leis universais e servindo de subsidio complementar na teoria

da gravitacao universal imposta por Isaac Newton.

A grande descoberta de Kepler, que mudaria a vertente defendida pela Igreja
(sistema ptolomaico), foi baseada em trés leis universais, que a Mecéanica Classica
adotou, e que hoje em dia temos a liberdade de apresentar esse assunto em sala de

aula, visto que esse tema por varios séculos a igreja contestou qualquer contradicao
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de pensamento que viesse de encontro as suas doutrinas que a sociedade, por muitos

séculos, seguiu com rigor.

Tratamos de buscar uma abordagem que possa inserir o estudo da Geometria
dedicada por Kepler, no intuito de apresentar as situagdes geométricas de dificil
entendimento ao aluno e mostrar uma alternativa de facilitacao na aprendizagem da
Matematica e das Leis da Gravitacao Universal de Kepler, através da utilizacédo do
software GeoGebra, para desenvolver e ilustrar determinados problemas geométricos
qgue o aluno apresenta suas dificuldades na aprendizagem.

2. 0 QUE E O GEOGEBRA?
2.1. Origem

O GeoGebra é um software gratuito de matematica dindmica que pode ser
utilizado em sala de aula e foi criado em 2001 na Austria por Markus Hohenwarter,
baseado em linguagem Java (linguagem de programacdo orientada a objetos) e
funciona nas plataformas (Linux, Windows e Macintosh). Este software educacional,
de 2002 a 2006 ganhou varios prémios por varios paises da Europa e esta disponivel
em varios idiomas para milhées de usuarios ao redor do mundo.

Ele retune recursos de geometria, calculo e algebra. Além de apresentar todas
as ferramentas tradicionais de um software de geometria dindmica, como secdes
cOnicas, pontos, retas e segmentos, também apresenta equagdes e coordenadas que
podem ser inseridas diretamente na aplicacdo de uma constru¢do geométrica. Dessa
forma, 0 GeoGebra oferece a vantagem didéatica de trabalhar, simultaneamente, duas
representacoes distintas de um mesmo objeto que interagem entre si: sua
representacdo geométrica e sua representacao algébrica.

Sabemos que no ensino da Matematica, as dificuldades aparecem em
decorréncia da falta de relacéo dos conteudos com a realidade do aluno, que acabam
caindo em uma complexa abstracdo, principalmente quando se trata de
conhecimentos tais como a aritmética, a algebra e até mesmo a geometria.

Segundo Friendland e Tabach (2001), a aritmética é a que, em geral, precede
qualquer outro tipo de representacdo. E essencial a compreensdo inicial de uma
situagao particular, mas isoladamente nao € eficiente para solucionar casos gerais,

que valem para todos da mesma natureza, o que a torna, por vezes, limitada. A
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representacdo geométrica tem muita relagdo com a representacdo intuitiva e até
mesmo apelativa. No entanto, ela guarda perigos como a influéncia de fatores
externos, como as escalas e a imprecisao de medigdes. A representacao algébrica,
por sua vez, é concisa, geral e efetiva na formalizacao e analise de padrdes e modelos
matematicos. Por outro lado, dispde de varios simbolos algébricos que podem
dificultar a interpretacéo de resultados.

Por isso o GeoGebra vem apresentando uma proposta de didatica inovadora no
ensino da Matematica, na medida em que seus diferentes recursos e janelas permitam
inserir objetos matematicos que atendam o tripé (aritmética algebra e geometria).
Esse software de geometria dindmica vem atender certas necessidades que o
professor encontra, em sala de aula, ao explanar Geometria para os alunos, de forma
que a abordagem desse conteldo saia da abstracdo do conhecimento, tornando as
aulas mais atrativas. Para Gravina (1996) o uso desses softwares matematicos tem o
seguinte significado:

Sao ferramentas de construgdo: desenhos de objetos e configuragbes
geométricas sao feitos a partir das propriedades que os definem. Através de
deslocamentos aplicados aos elementos que compde o desenho, este se
transforma, mantendo as relagdes geométricas que caracterizam a situacao.
Assim, para um dado objeto ou propriedade, temos associada uma colegao
de “desenhos em movimento”, e os invariantes que ai aparecem
correspondem as propriedades geométricas intrinsecas ao problema. E este
€ o0 recurso didatico importante oferecido: a variedade de desenhos
estabelece harmonia entre os aspectos conceituais e figurais; configuragdes
geométricas classicas passam a ter multiplicidade de representagoes;

propriedades geométricas sao descobertas a partir dos invariantes no
movimento (GRAVINA, 1996)

Desta maneira, o GeoGebra vem a ser um dos varios softwares que trabalha a
geometria dindmica em que o professor e o aluno podem dispor dessa ferramenta
didatica para dinamizar o ensino de geometria qualificando cada vez mais sua

aprendizagem.

2.2. Utilizacao

Esse software gratuito, dentre suas inUmeras propostas para o0 ensino da
Matematica, vem contribuindo nas escolas que dispdem de um laboratério de

informatica para atender significativos resultados no ensino-aprendizagem das
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disciplinas de matematica e fisica. Ele permite a realizagdo de construcdes
geomeétricas dispondo de régua e compasso digitais mantendo, porém passos e
caracteristicas fundamentais a construcao estabelecida.

Costa (2017) realizou um projeto no estudo da matematica, com o uso do
software GeoGebra, fundamentado no ensino da Matematica, voltado para o ENEM.
Tendo como finalidade de comprovar que a utilizagcdo desse software dinamico
realmente torna o ensino mais significativo e pratico. Sua comprovacao veio através
de um trabalho cientifico, onde foram realizados questionarios, tanto com alunos do
ensino médio, quanto com professores participantes dessa pesquisa, chegando a
conclusao que quando o conteudo matematico é apresentado de forma dindmica com
o auxilio do GeoGebra, a aprendizagem se torna mais significativa.

Vejamos na figura 2.1 um exemplo de aplicacdo de uma funcéo linear,

trabalhando com as variaveis massa e volume do elemento ferro.

Figura 2.1: Interface do GeoGebra atendendo o tripé da Matematica

s : B
€2 ferro respondida.ggb. .,

Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda

DEENEOEENDEE -

» Janela de Algebra o » Janela de Visualizagdo 2 | * Planilha
Funcio LN | BEEE D | B
[ F(x) =75x, (x>0) A B c
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| : volume:0.75
® b=561 massa:5.61
0.25
0.13

Texto
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B1 = "volume”
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@ texto1= "volume:0.75"
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W o | N ;| & W N =

=
(=]

Volume (cm?)
—_— - 4 8

4

Entrada:

Fonte: Bolema: Boletim de Educacao Matematica - 2018

Podemos observar pela figura 1 como o GeoGebra é capaz de mostrar como é
possivel desenvolver e explorar o raciocinio proporcional suficiente para o
entendimento da relacdo entre a massa e o volume do ferro, que denominamos de
densidade, trabalhando, ao mesmo tempo, os aspectos aritméticos na planilha de
dados; geométricos, aritméticos e algébricos na janela de visualizacao; e algébricos e
aritméticos na janela de algebra.
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Por meio das trés representacdes coexistentes, esse software permite
compensar as desvantagens de uma representacdo matematica com as vantagens
de outra representacdo. Com isso, o uso do GeoGebra permite criar estratégias,
experimentar, fazer conjecturas, argumentar, explorar e deduzir propriedades no

campo da Matematica e da Fisica.

Lorenzato (2006) destaca a importancia do ensino intradisciplinar, que relaciona
a matematica com a propria matematica, por meio do ensino integrado de Aritmética,
Geometria e Algebra. O autor ainda destaca que o ensino dissociado desta disciplina
€ como ter acesso apenas a partes de um todo, pois, assim como alguém que escutou
isoladamente um ou diversos instrumentos musicais ndo pode afirmar que conhece
uma orquestra, alguém que estudou algebra, aritmética ou geometria separadamente,
nao pode dizer que conhece Matematica. Portanto, aqueles que estudam de modo
isolado conceitos matematicos tendem a ficar com a impressao de que estes ndo se

inter-relacionam, tratando-se de assuntos distintos.

2.3. Ferramentas basicas para a geometria

O GeoGebra ap6s instalado no computador apresentara uma interface padrao,
onde sua caixa de ferramentas tera a seguinte personalizacao, de acordo com a figura
2.2 a sequir:

Figura 2.2: Caixa de ferramentas do GeoGebra

©7 GeoGebra

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

& -A_,. /"'/ | ;f :"' @ @ é. \ ?-:E.{_ '%’

1 2 3 4 2 6 7 8 9 10 11

Fonte: Criada pelo Autor

Enumeramos a caixa de ferramentas para citarmos cada icone e sua respectiva
funcionalidade. As ferramentas sao as fungdes que utilizaremos para criar as nossas

construgdes geomeétricas.
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1. Mover

Esta ferramenta permite que possamos mover objetos, a Janela de Visualizacao,
etc. Sempre que quisermos mover um objeto devemos certificar que o0 mesmo esteja

selecionado.
2. Ponto

A ferramenta Ponto nos permite colocar um ponto na construgéo que desejamos.
Podemos usa-la para colocar um ponto ligado a um objeto, por exemplo, uma
circunferéncia ou um ponto independente de qualquer objeto. Para colocarmos um
ponto de maneira que ele fique ligado a um objeto, seleciona a ferramenta Ponto e
clique no objeto ao qual deseja ligar. Assim como podemos fazer a interseccao de
dois objetos, bem como identificar o centro ou o0 ponto médio.

3. Reta

Com a ferramenta Reta, criamos uma reta que passe por dois pontos ja definidos
ou criados no momento em que se cria a reta. Podemos também criar segmentos de

reta, segmento com comprimento fixo, semirreta e caminho poligonal.
4. Reta Perpendicular

Para construirmos uma reta perpendicular devemos escolher um segmento, reta,
semirreta ou curva ao qual essa Reta seja perpendicular. Logo apds, escolhemos um
ponto pelo qual essa reta passara, esse ponto pode ser um ponto ligado a um objeto
ou um ponto independente. Também podemos construir reta paralela, reta tangente,

mediatriz, bissetriz e reta polar ou diametral.
5. Poligono

Esse permite criar um poligono. Para isso, selecionamos e clicamos onde os
vértices do poligono estardo. Os pontos podem ja existir ou serem criados. A medida
que se cria o poligono, criamos 0s pontos que correspondem aos vértices, 0s
segmentos que correspondem aos lados do poligono e o proprio poligono, que
representa a area interna ao poligono. Outros poligonos como regulares ou rigidos

podem ser criados com essa ferramenta, bem como atribuir cores aos mesmos.
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6. Circulo dados Centro e Um de seus Pontos

A construcao de um circulo ou circunferéncia pode ser dada a partir do centro e
um dos seus pontos com o uso dessa ferramenta. Os pontos ja podem existir ou ainda
podemos cria-los no momento da criacdo da circunferéncia. Selecionamos,
primeiramente, o centro, logo apds, o ponto pertencente ao circulo. Essa ferramenta
acompanha outras fungdes de construcao, tais como, circulo dados centro e raio e

compasso.
7. Circulo definido por Trés Pontos

Nessa ferramenta podemos destacar trés pontos (vértices) quaisquer e ter a
possibilidade se 0s mesmos pertencem ou ndo a mesma circunferéncia. Ela também

nos possibilita em criar um semicirculo definido por dois pontos.
8. Angulo

Essa ferramenta serve para identificar o angulo entre dois segmentos, duas retas
ou ainda para mostrar os angulos de um poligono qualquer. Ela nos oferece também
a propriedade de angulo com amplitude fixa, quando ja temos definido o angulo em
questado. Assim como nos permite criar distdncia ou comprimento e também area de

figuras planas.
9. Reflexao com relacao a uma reta

Essa ferramenta desenha um objeto refletido em relacdo a uma reta. Quando
clicamos no objeto a ser refletido, com o botao esquerdo do mouse e, a apds, clicamos
na reta através da qual ocorrera a reflexdo. Ela nos permite também fazer reflexao

com relagdo a um ponto.
10.Controle Deslizante

Com essa ferramenta podemos inserir uma variavel para tornar dindmica a
construcdo desejada, variando o numero de lados de um poligono, variando o
tamanho de um segmento ou variando o angulo entre dois segmentos. Ela também
nos permite exibir ou esconder objetos.
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11. Deslocar Eixos

Essa ferramenta nos permite arrastar a area de trabalho ou os eixos. Também
nos possibilita em ampliar ou reduzir objetos, exibir ou esconder rétulo, copiar estilo
visual e apagar objetos.

Demos destaque a essas ferramentas ao uso da Geometria, mas sabemos que
outras ferramentas do GeoGebra servem como auxilio e complementagdo de uma
construgcdo geométrica. Sao recursos do GeoGebra que possibilitam os alunos
desenvolverem atividades que permitem a investigagdo, criacdo e por fim o
entendimento do assunto. Dessa forma, o aluno desenvolve a construcdo do
conhecimento, tanto tedrico quanto pratico, a medida em que 0 mesmo busca interagir

com esse software, dinamizando os contetdos nas aulas de Matematica e Fisica.
O termo din&mico refere-se as ideias de movimento e as mudangas que
permitem que os alunos visualizem as construgdes realizadas, facilitando a

compreensdo do comportamento geométrico dos elementos envolvidos
nesse processo (SCHATTSCHNEIDER e KING, 1997, p. 18).

Através do uso desse software dinamico iremos mostrar, no decorrer desse
trabalho, uma forma diferenciada da aplicacdo geométrica dos estudos cientificos
realizados por Johannes Kepler, dando um novo olhar no ensino da Geometria aos

alunos de ensino médio.

24



3. UM POUCO DA HISTORIA DA GEOMETRIA

3.1. Oriente Antigo

Antes de falarmos da Geometria de Johannes Kepler é importante destacarmos
um breve histérico da Geometria e os principais matematicos que ele se baseou nos
seus estudos, e que através de toda a construcao e concatenagao das ideias desses
grandes matematicos da histéria, temos hoje a difusdo de outras areas afins do
conhecimento, pelas grandes descobertas de axiomas e teoremas da Matematica que

hoje, estudamos de uma forma mais simplificada, em relacao aos nossos ancestrais.

A palavra Geometria vem do grego Geometrein, onde Geo significa terra e
metron quer dizer para medir. Os primeiros relatos da existéncia da Geometria se tem
como a ciéncia para medir terra, onde 0 homem teve a necessidade de construir casa,
fazer plantacdes incialmente para o seu proprio consumo, delimitar terrenos, comparar

e mensurar objetos da natureza.

Por volta de 3.000 a.C, no Oriente Antigo o povo representado por comunidades
agricolas, que ali vivia encontrou a necessidade de povoar regides nas proximidades
do rio Nilo, na Africa, bem como nos rios Tigre e Eufrates, no Oriente Médio, e no rio
Amarelo localizado na China, com o intuito de desenvolver suas atividades agricolas
e construcdes civis, ja que essas regides, proporcionavam boas condicdes no
desenvolvimento de suas plantagcdes. Mas ao encontrar dificuldades no periodo de
enchente dos rios, houve a necessidades de desenvolver um sistema voltado para o
armazenamento de alimentos e na criacdo de técnicas de agrimensura para a
construgdo de canais e reservatérios e por fim, para dividir a terra evitando que a
enchente periddica prejudicasse suas plantacées e rebanhos nos quais se cultivam
naquela época.

A énfase inicial da matematica ocorreu na aritmética e na mensuracao
pratica. Uma arte especial comecgou a tomar corpo para o cultivo, aplicagéo e
ensino dessa ciéncia pratica. Nesse contexto, todavia, desenvolvem-se
tendéncias no sentido da abstracéo e, até certo ponto, passou-se entdo a
estudar a ciéncia por si mesma. Foi dessa maneira que a algebra evolveu ao

fim da aritmética e a geometria tedrica originou-se da mensuracgao. (EVES,
2011, p.57).

25



3.2. Babilonia

Na Babilénia, por volta de 2000 a. C, houve um consideravel desenvolvimento
da Matematica, onde os babilénios dispunham de tabulas de argila cozida para
registrar seus conhecimentos, através de uma escrita cuneiforme, na forma de
ordenar os problemas geométricos praticos em conjuntos, de tal maneira que podiam
ser resolvidos pelo mesmo procedimento. Através dessa pratica de pensamento,
chegou-se a nogao da lei ou regra geométrica, tanto para problemas de geometria

plana, quanto para problemas de geometria espacial.

Segundo EVES (1997), a geometria babilénica se relaciona intimamente com a
mensuragao pratica. De numerosos exemplos concretos infere-se que os babildnios
do periodo 2000 a.C. a 1600 a.C. deviam estar familiarizados com as regras gerais da
area do retangulo, da area do tridngulo retangulo e do triangulo isésceles (e talvez da
area de um triangulo genérico), da area de um trapézio retdngulo, do volume de um
paralelepipedo reto-retdngulo e, mais geralmente, do volume de um prisma reto de
base trapezoidal.

O problema do célculo da diagonal do quadrado para se determinar um numero
nao exato, € um entre os 400 registros matematicos encontrados, onde os babilénios

ja trabalhavam geometria plana, assim mostrado na figura 3.1.

Figura 3.1: Diagonal do Quadrado

Fonte: Project lovelace - Babylonian square roots

Com os numeros destacados na figura 3.1, seguindo o sistema de numeracao

decimal babilénico, a fim de se obter uma parte inteira e outra fracionaria de um
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nuamero que hoje conhecemos como irracional, como € o caso da diagonal desse
quadrado de lado unitario, cujo resultado ¢ a raiz quadrada de dois (v2).

A geometria que se trabalhava na Babilénia se relacionava com a mensuragao
pratica. Os estudiosos deviam se identificar com as regras gerais de calculo da area
do tridngulo retangulo e do triangulo isGsceles, area do retangulo, de um trapézio
retdngulo e do volume de um paralelepipedo reto-retangulo e, mais geralmente, do
volume de um prisma reto de base trapezoidal. Assim como tinham um método para
calcular o perimetro da circunferéncia que equivale, hoje em dia, a nossa notacéo ao
aproximar m pelo numero misto 3 1/8. Conheciam o volume de um tronco de cone e

o de um tronco de pirdmide quadrangular regular.

A “geometria” dos babilénios e egipcios era essencialmente uma geometria
métrica, isto é, preocupada em calcular comprimentos, areas e volumes, para
0 que utilizavam algumas propriedades geométricas de figuras planas e de
sélidos geométricos, sem que saibamos como chegaram a estes resultados.
(ROQUE & PITOMBEIRA, 2012, p. 37)

3.3. Grécia Antiga

Dentre varios filésofos e matematicos gregos, devemos destacar alguns nomes
que marcaram a geometria grega e serviram como base na matematica desenvolvida

por Kepler. Sao eles: Tales, Pitdgoras, Platao e Apolénio.

3.3.1. Tales

Nasceu na antiga col6nia grega Mileto, atual Turquia, entre 624 a 558 a.C. Era
considerado um dos sete sabios da Grécia, onde tinha como area de estudo a
Filosofia, a Matematica e a Astronomia. Para ele, a agua era o principal elemento da
natureza e a esséncia de todas as coisas. Essa era a ideia da Filosofia Unitarista,
onde Tales afirmava que agua era o elemento que deu origem a todas as coisas
e o elemento sobre o qual a Terra esta colocada, através da umidade que se
encontra em qualquer lugar no nosso planeta, bem como sua importancia vital
para a infinidade de seres existentes na Terra.

As contribuicdes de Tales de Mileto foram, na sua maioria, voltadas para a

geometria demonstrativa, sendo elas:

e A demonstracao de que os angulos da base de dois tridngulos isésceles sao

iguais;
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e A demonstracao do seguinte teorema que afirma: se dois tridngulos tém dois
angulos e um lado respectivamente iguais, entao sao iguais;

e A demonstracdo de que todo didmetro divide um circulo em duas partes
equivalentes;

e Tales chamou a atengéo de seus conterraneos para o fato de que se duas retas
se interceptam, entdo os angulos opostos pelo vértice sao iguais;

e A demonstracdo de que ao unir-se qualquer ponto de uma circunferéncia aos
extremos de um didmetro AB obtém-se um tridngulo retangulo em C.
Provavelmente, para demonstrar este teorema, Tales usou também o fato de

que a soma dos angulos de um tridangulo é igual a dois retos.

Acredita-se que quando Tales foi convidado para medir a altura da piramide
Quéops, no Egito, surgiu a ideia do seu famoso teorema. O Teorema de Tales enuncia
que, “se um feixe de retas paralelas é interceptado por duas retas transversais entao
0s segmentos determinados pelas paralelas sobre as transversais sdo proporcionais”.
Com esse teorema desenvolvemos situacdes - problema como proporcionalidade,
paralelismo, semelhanca de tridngulos na geometria plana, no tratamento das sec¢des
de um soélido por um plano paralelo a base na geometria espacial, dentre outras
aplicabilidades na matematica.

O historiador Plutarco do século | d.C. relata a respeito da medicao da altura da

piramide feita por Tales, dizendo: “...limitando-te a colocar o bastdo no limite da
sombra langada pela piramide, gerando o raio de sol tangente aos dois tridangulos,
demonstraste que a relacdo entre a primeira sombra e a segunda era a mesma que

entre a piramide e o bastdo”. A seguinte situacao é ilustrada na figura 3.2:

Figura 3.2: Bastao e a Piramide

Fonte: Revista Eletrénica de Educacao Matematica (2007)
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Tales pode ter sido o criador da geometria demonstrativa. Por isto, ele é saudado
como o primeiro matematico a dar uma contribuicdo a organizacdo da geometria. A

exemplo, temos o fato de que um angulo inscrito num semicirculo € um angulo reto.

No entanto, a tradicdo vai mais longe e lhe atribui uma espécie de
demonstragéo do teorema. Por isso Tales foi frequentemente saudado como
0 primeiro mateméatico verdadeiro — originador da organizacdo dedutiva da
geometria. Esse fato, ou lenda, foi ornamentado acrescentado - se a esse
teorema quatro outros seguintes, que se dizia, provados por Tales. (BOYER,
1996, p. 34).

Na figura 3.3 temos dois planos distintosa e B, onde cada um tem como
representacdo um quadrado, onde o quadrado plano a contém os pontos M, N, O e o

quadrado do plano g contém os pontos M", N, O" .

Figura 3.3: Quadrados em Planos Distintos

Fonte: Criada pelo Autor

O Teorema de Tales pode ser determinado pela seguinte lei de correspondéncia:
“feixes de retas paralelas cortadas ou intersectadas por segmentos transversais
formam segmentos de retas proporcionalmente correspondentes”. Nessas condicées,

€ mantida a conservacao das razdes dos segmentos, da seguinte forma:

Mo Mo (Equacéo 3.1)

MN ~ M'N’

Assim, podemos afirmar que o Teorema de Tales apresenta inUmeras formas de
aplicagdo, nas mais variadas situagdes, envolvendo calculos de distancias

inacessiveis e até mesmo aplicabilidade em questdes relacionadas a Astronomia.
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3.3.2. Pitagoras

Pitagoras viveu entre 582 e 497 a.C., na ilha grega de Samos, e ainda na sua
adolescéncia foi para Mileto para estudar com Tales. Ele estudou geometria,
aritmética, filosofia, teologia e astronomia. Com a idade em torno de 50 anos,
Pitagoras inaugura a escola pitagérica em Samos, mas logo foi expulso da Grécia, por
ordem do ditador Policrates e vai para o sul da ltalia, na cidade de Crotona, onde
funda sua escola para se dedicar a Matematica.

Na viagem de Pitagoras ao Egito, o seu encantamento pelas piramides o fez
desenvolver um método geométrico de calcular o lado de um tridngulo retangulo
conhecendo os outros dois: o famoso Teorema de Pitagoras.

A figura 3.4 refere-se ao método de obtencao de um triangulo retangulo, pelos
egipcios, através de cordas compostas por nds, mantendo um valor padrdo de

medida; geralmente era o covado (medida da ponta do dedo médio até o cotovelo).

Figura 3.4: Arquitetos do Egito Antigo construindo angulos retos através de cordas com nos.
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Fonte: Jornal do Telecurso do 12 Grau (1989)

O Teorema afirma que: o quadrado da hipotenusa equivale a soma dos
quadrados dos catetos de um triangulo retangulo. A palavra hipotenusa vem do grego
que significa “fortemente esticada”, fazendo referéncia a corda, e a palavra cateto vem
do grego que quer dizer “ que cai perpendicular”.

Pitdgoras, provavelmente obteve conhecimentos geométricos com

agrimensores egipcios, que ja usavam o tridngulo de lados 3, 4 e 5. Ver figura 3.5:
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Figura 3.5: Tridngulo retadngulo formado por quadrados de lados 3, 4 e 5.

-
H

3
Fonte: Estudo Kids

Ha indicios de que por volta de 1600 a.C os babilénios conheciam o Teorema de
Pitadgoras. O fragmento Pipliton 322, que esta na Universidade de Columbia, é uma

prova de que os babilénios ja faziam calculos utilizando o triangulo retangulo.

Isto mostra que os babildnios tinham conhecimento da relagao entre os lados
de um tridngulo retangulo. Nao ha nenhuma demonstragao, pois isto ainda
estava longe de ser uma preocupagdao dos matematicos da época. Eles
conheciam receitas que davam certos e, com elas, inUmeros problemas.
(LIMA, 2006, p.63).
Portanto, os babilénios ndo sabiam demonstrar esse teorema, valendo assim a
demonstracao creditada a Pitagoras ou a algum de seus discipulos contemporéaneo,

mas que de qualquer forma, a honra era dada ao seu mestre.

3.3.3. Platao

Por volta do século VII a.C, que a geometria se estabelece como ciéncia
dedutiva; modalidade esta que requer o uso do raciocinio l6gico, através da deducao
para se chegar numa conclusdo exata a respeito de determinadas proposicoes. A
geometria grega € caracterizada pela geometria da régua e do compasso, onde 0s
gregos herdam a matematica egipcia, no que diz respeito ao método empirico e
indutivo, adotando teoremas, leis e axiomas para o conhecimento da Geometria.

Dessa maneira, os gregos foram em busca dessas alternativas para tentar
resolver os problemas classicos, ndo s6 com instrumentos, mas também dispondo de
métodos que os auxiliassem nas construgdes geométricas.

A respeito do que foi exposto, o matematico van der Waerden afirma que:
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A ideia por vezes expressa de que 0s gregos permitiam somente construcdes
com régua e compasso € inadmissivel. Ela € negada pelas numerosas
construgdes que nos chegaram para a duplicagdo do cubo e a trissecgéo do
angulo. No entanto, é verdade de que tais construgdes eram consideradas
mais elementares, e Pappus afirma que sempre que uma construgédo for
possivel com régua e compasso métodos mais avangados nao deveriam ser
usados. (Van der Waerden, 1975, p. 263).

A geometria dos gregos era fortemente marcada por caracteres estéticos e
filoséficos, visando a perfeicdo a tudo que estivesse ligado ao circulo. Quando um
objeto nao tinha a forma circular, eram comparados as partes do corpo humano. Dai
surgiram algumas palavras como isésceles, que em grego significa “pernas iguais”;
assim como poligonos, que em grego significa “varios joelhos”.

Platao, discipulo de Sécrates e mestre de Aristételes, viveu no século Il a.C.,
onde em Atenas fundou sua escola filosofica "Academia”, na qual reunia seus
discipulos para se dedicar no estudo da Teologia, Filosofia, Astronomia, Ginastica e
Geometria. Uma das suas famosas teorias é o dualismo platénico, que fala sobre a
existéncia de dois mundos: o mundo inteligivel, representado pela identificacdo do
objeto através do conhecimento racional inato, fora do tempo e do espaco; e o mundo
sensivel, que permite identificar o objeto através da percepcao sensorial.

Uma das ideias que ficaram marcadas no estudo da Geometria Sagrada, que
fala sobre a teoria das formas perfeitas, foi a criacdo dos cinco sélidos (poliedros)
platbnicos, que sao eles: tetraedro, cubo, octaedro, dodecaedro e icosaedro. Para
Platdo, esses poliedros convexos sao formas conceituais preexistentes na estrutura
do Universo. Sao sélidos formados por figuras planas regulares e 0 mesmo numero
de arestas encontra-se em todos os vértices. E ndo ha como desenvolver um sexto
sélido geométrico perfeito, pois a estrutura do Universo comporta apenas essas cinco
formas perfeitas.

Platdo apresentou suas ideias sobre os sélidos geométricos em um dialogo
denominado Timeu, que segundo relatos, se tratava de um pitagérico, servindo de
principal interlocutor, no qual enunciava as ideias pitagoricas que ainda eram
chamadas de “corpos césmicos” ou “corpos platénicos” devido a forma que Platao
usou nesse didlogo para explicar os fendmenos cientificos. Podemos destacar Timeu
como o dialogo que denota a mais antiga evidéncia dos elementos naturais aos sélidos
regulares.
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Essa andlise pode ser encontrada com mais detalhes em Eves (2004, p.114), o
qual relata que:

Johann Kepler (1571-1630), mestre da astronomia, matemético e
numerologista, deu uma explicacdo engenhosa para as associa¢des do
Timeu. Intuitivamente ele assumiu que, desses solidos, o tetraedro abarca o
menor volume para a sua superficie, ao passo que, o icosaedro, o maior.
Agora, essas relagbes volume — superficie sdo qualidades de secura e
umidade, respectivamente, e como fogo é o mais seco dos quatro
“elementos” e a agua o mais Umido, o tetraedro deve representar o fogo e o
icosaedro a agua. Associa-se o0 cubo com a terra porque o cubo, assentando
quadradamente sobre uma de suas faces, tenha maior estabilidade. O
octaedro, segundo frouxamente por dois de seus vértices opostos, entre o
indicador e o polegar, faciimente rodopia, tendo a estabilidade do ar.
Finalmente, associa-se 0 dodecaedro com o Universo porque o dodecaedro
tem doze faces e o0 zodiaco tem doze secoes.

De acordo com a figura 3.6, temos os sélidos regulares de Platéo.

Figura 8: Poliedros de Platao

Tetraedro Cubo Octaedro

Dodecaedro Icosaedro

Fonte: Astronomia On-line

A filosofia de Platdo faz a relagéo desses sélidos geométricos com a construcao
do Universo, associando, assim, o tetraedro ao fogo, o cubo a terra, o octaedro ao ar,
0 icosaedro a agua e o dodecaedro ao Cosmo; acreditando que a partir dai, & que se
deu a combinagao desses elementos com a formagao do Universo.

No trabalho de Platdo, Timeu misticamente associa os quatro so6lidos mais
faceis de construir — o tetraedro, o octaedro, o icosaedro e o cubo — com os
quatro “elementos” primordiais empedoclianos de todos 0s corpos materiais
— fogo, ar, agua e terra. Contornava-se a dificuldade embaragosa em
explicar o quinto sélido, o dodecaedro, associando-o ao Universo que nos
cerca. (EVES, 2011, p.114).
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Dessa forma, Platdo nos deixa a entender que sua crenca estava embasada na
ideia de que Deus criou a Terra a partir de quatro elementos basicos: a terra, o fogo,
0 ar e a agua e relacionou-os a quatro objetos geométricos.

3.3.4. Apolonio

Nascido em Perga, Asia Menor, viveu entre 262 e 190 a.C. Apoldnio se dedicou
na Astronomia e na Matematica, sendo ele conhecido como o “Pai das Cbénicas” por
ser 0 primeiro matematico a sistematizar seu estudo, através da obra “As Conicas”,
composta por oito volumes. Nessa obra Apolénio demonstra uma infinidade de
teoremas geométricos, recorrendo apenas dos métodos utilizados por Euclides, mas
buscou aperfeicoa-los, tendo conhecimento de que boa parte das obras de Euclides
foi perdida com o tempo. Segundo Boyer,

Assim como Os elementos de Euclides substituiram textos elementares
anteriores, assim em um nivel mais avangado o tratado sobre Cdnicas de
Apolbnio derrotou todos os rivais no campo das se¢des conicas, inclusive as
cbnicas de Euclides, e na antiguidade nenhuma tentativa parece ter sido feita
para aperfeigoa-lo. Se a sobrevivéncia € uma medida de qualidade, os
elementos de Euclides e As cbnicas de Apolonio foram claramente as
melhores obras em seus campos. (BOYER, 1996, p.107)

O desejo dos gedbmetras gregos em estudar as cdnicas vem desde a antiguidade,
onde os estudiosos tentaram encontrar solucdo para os trés famosos problemas
classicos. Sao eles: a trisseccao do angulo (problema de dividir um angulo arbitrario
em trés partes iguais), a quadratura do circulo (problema de construir um quadrado
com érea igual a de um circulo dado) e duplicacdo do cubo (problema de construir o
lado de um cubo cujo volume é o dobro do de um cubo dado). Segundo Eves,

A importancia desses problemas reside no fato de que eles nao podem ser
resolvidos, a ndo ser aproximadamente, com régua e compasso, embora
esses instrumentos sirvam para a resolugdo de muitos outros problemas de
construgdo. A busca ingente de solugbes para esses problemas influenciou
profundamente a geometria grega e levou a muitas descobertas frutiferas,

como as segdes cbnicas, muitas curvas cubicas e quérticas e varias
transcendentes. (EVES, 2011, p. 134)

As cbnicas sao figuras planas geométricas formadas a partir da interseccao da
superficie de um cone duplo, ndo necessariamente reto, com um plano nao
necessariamente perpendicular a geratriz da superficie cbnica, e estdo representadas
na figura 3.7. Elas podem ser obtidas nessa intersec¢ao, de acordo com a inclinagao
de plano com o cone duplo, formando as seccbes conicas, sendo elas: parabola,

elipse, e hipérbole.
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Figura 3.7: As Cdnicas conforme o &ngulo do plano secante

Pardbola: ¢ =0 Elipse: ot < 6 Hipérbole: 0.> B e 0.<90°

Fonte: Adaptado de SIQUEIRA; COSTA, 2012.

Segundo o Teorema de Apolbnio, a secéo feita num cone por um plano qualquer
€ uma elipse, uma parabola ou uma hipérbole, segundo o plano secante faz com o
eixo do cone um angulo superior, igual ou inferior ao semiangulo no vértice do cone.

Os termos parabola, elipse e hipérbole foram utilizados pela primeira vez por
Apoldnio, pois os pitagoricos designavam essas curvas da seguinte forma:

v Elipse: era utilizado a um retangulo de area dada quando a ele era aplicado
um segmento e lhe faltava um quadrado;

v Hipérbole: era usado quando a area do retangulo excedia o segmento;

v' Parabola: era usado quando ndo havia excesso nem falta.

O estudo de Apolbnio, sobre as cbnicas, tem grande influéncia em outras areas
de conhecimento, tais como: a éptica geométrica, quando nos referimos aos espelhos
e lentes esféricas, proporcionando reducao ou aumento de imagens e correcao de
defeitos visuais; na telecomunicacao através dos formatos das antenas parabdlicas
que auxiliam na recepcado de sinais de ondas eletromagnéticas; na acustica
proporcionando melhor sonoridade ao ambiente, como por exemplo, igrejas e teatros;
em balistica quando nos referimos ao lancamento de projéteis; e na astronomia
quando nos referimos a trajetoria de cometas ou de planetas que giram em torno do
Sol, onde esse estudo foi generalizado por Kepler, dezoito séculos depois dos estudos

das conicas.
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4. JOHANNES KEPLER E A GEOMETRIA

4.1. Kepler e seus primeiros passos na Astronomia

Johannes Kepler nasceu em 1571, Weil der Stadt, Alemanha, vindo de uma
familia pobre, caracterizado por ser uma crianga que apresentava problemas de saude
desde o seu nascimento prematuro, onde a variola comprometeu parte da sua visao
e movimentos nas maos. Mas era uma crianga dotada de conhecimento em
matematica. Nao tinha um bom relacionamento com os colegas, mas desde a infancia
buscou se dedicar no estudo da teologia e astronomia. Vale ressaltar que Kepler viveu

em uma época que nao havia uma distingcdo notéria entre astronomia e astrologia.

Em 1577, Kepler, nos seus seis anos de idade, com o auxilio de sua mae,
Katharina Guldenmann, presenciou o0 Grande Cometa e trés anos depois, observou
um eclipse lunar, fatos esses que o motivaram a desenvolver seus trabalhos sobre a
astronomia. Dos 13 aos 17 anos frequentou o seminario de teologia com o curso
inferior Adelberg e superior Maulbronn Aos vinte anos de idade se formou na
Faculdade de Artes na Universidade de Tuebingen.

Os primeiros trabalhos de Kepler vieram a partir do convite para ser professor de
matematica e astronomia de Graz, capital da Estiria — Austriaca, entre 1594 e 1598.
Pelas suas habilidades em matematica e astrologia, comecou a elaborar calendarios
de previsdes astrolégicas, possibilitando prever alteracdes climaticas, tais como ondas
de frio e possiveis invasdes dos turcos. Ele acreditava que os astros proximos ao
nosso planeta influenciavam nos fenémenos terrestres. Assim, seu prestigio pelo
estudo astronémico aumentou sua popularidade. Em uma de suas frases famosas,
Kepler afirma que “a astrologia seria a entrada para a astronomia”.

Pelas obrigagdes imperiais em Estiria, atendeu as necessidades do exército
austriaco para facilitar as estratégias bélicas e elaborou um horéscopo com figuras
geomeétricas (tridangulos e quadrados’), angulos e signos para o General Albrecht von
Wallenstein, que participou da Guerra dos Trinta Anos. Kepler fez uma previséo a ele,
indicando que em fevereiro de 1634 seriam tempos dificeis. De fato, ocorrendo nesse
periodo a morte do General. Segue o horéscopo na figura 4.1.
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Figura 4.1: Hordscopo feito por Kepler em 1608 para General Wallenstein
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Fonte: Flavia Polati, 2016

Em 1589, Kepler ganha uma bolsa de estudo para a Universidade de Tuebingen

— Alemanha, onde foi aluno do professor de Matematica Michael Maestlin, buscando
aprimorar seus estudos astronémicos, tendo conhecimento dos dois sistemas
universais: o sistema ptolomaico (geocéntrico) e o0 sistema copernicano
(heliocéntrico). Mas seu interesse maior estava voltado para as misticas do universo
heliocéntrico. Em um dos trechos do livro “O Homem e o Universo”, Koestler reforca
a fala de Kepler mostrando o seu interesse pelo heliocentrismo de Nicolau Copérnico.
“Em Tuebingen muitas vezes defendi as opinides de Copérnico na disputa

dos candidatos e compus uma cuidadosa disputa sobre o primeiro

movimento, o0 qual consiste na rotacdo da Terra; acrescentei a esse o

movimento da Terra em torno do Sol por motivos fisicos ou, se preferir, por

motivos metafisicos...Se ha criaturas vivas na Lua (questdo que gostei de

especular a maneira de Pitagoras e de Plutarco numa disputa escrita em

Tuebingen em 1593), é de supor que estejam adaptadas ao caracteristico do
seu pais particular”. (KOESTLER, 1989, p. 164).

O heliocentrismo copernicano entrava em contraposi¢ao a teoria oficial da Terra
como centro imoével do cosmo, de Claudio Ptolomeu; teoria essa que a igreja defendeu
por varios séculos. Apesar da sua fé, Kepler ndo achou que um universo heliocéntrico
fosse uma heresia; pelo contrario, nesse modelo o Sol parecia ser uma metéfora de
Deus, a volta de Quem tudo gira. E essa fascinacéo de Kepler pela Ciéncia e pela
Matematica foi tdo grande que o fez abandonar a fungao de ministro da igreja. Em
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1594, nos seus 23 anos de idade foi convidado para lecionar Astronomia na
Universidade de Graz, onde suas obras sobre a Astronomia vao dar inicio.

4.2. Mysterium Cosmographicum

Em uma de suas aulas na Universidade de Graz, mais precisamente no dia 9 de
julho de 1595, Kepler teve um pensamento iluminado e acreditava que a ideia era
divina. Apesar, de ser um homem dedicado a teologia, ele também se dedicou ao
sistema de Nicolau Copérnico e assim, deu origem ao Mysterium Cosmographicum
(O Mistério Cosmografico). Uma ideia que unia a fé, a ciéncia e a matematica no seu
primeiro grande trabalho sobre astronomia, em defesa da teoria heliocéntrica.

As primeiras ideias estavam associadas ao modo de observagao do universo,
em uma visao bidimensional, ao inscrever figuras geométricas planas, representando
os planetas do nosso sistema solar, conhecidos até sua época. A associacao das
figuras planas envolvia determinadas inscricdes de poligonos regulares em circulos,
comecando pelo tridngulo equilatero. E assim Johannes Kepler desenhou no quadro
da sala de aula, uma imagem semelhante com a ilustragéo representada pela figura
4.2.

Figura 4.2: Poligonos com um circulo inscrito e outro circunscrito

Fonte: Criada pelo Autor

Assim como os matematicos gregos, Kepler também demonstrava admiracao
pela geometria e buscava uma relagdo geométrica que pudesse se interligar com a
posicao dos planetas no cosmo. Aceitou, primeiramente a ideia de que as érbitas dos
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planetas eram circulares, e em cada circunferéncia inscreveu os poligonos regulares,
para assim relacionar matematicamente a distancia de um planeta ao Sol.

Johannes Kepler percebeu que essa ideia seria frustrada, pois ao encaixar
poligonos regulares em um plano bidimensional, teria infinitas maneiras de
representar os planetas por poligonos, sendo que o nosso sistema era conhecido
apenas por seis planetas: Mercurio, Vénus, Terra, Marte, Jupiter e Saturno.

Koestler relata a seguinte indagacao de Kepler a respeito do exposto:

"Olhando para os dois circulos, Kepler, repentinamente, percebeu que as
suas razdes eram as mesmas que as das Orbitas de Saturno e Jupiter. O
resto da inspiracao foi um relampago. Saturno e Jupiter sédo os "primeiros”
(isto é, os dois planetas mais externos), e "o tridngulo é a primeira figura da
geometria. Tentei imediatamente inscrever no intervalo seguinte, entre
Jupiter e Marte, um quadrado, entre Marte e a Terra, um pentagono, entre a
Terra e Vénus, um hexagono (...)".Ndo deu certo(...) "E preciso procurar
formas tridimensionais (...) (KOESTLER, 1989, p. 169).

As relacbes dos raios, algebricamente, ndo demonstravam a harmonia que
Kepler buscava. Se tomarmos, por exemplo, o triangulo equilatero com lado unitario,

teremos as seguintes relacdes dos raios das circunferéncias circunscritas:

v Circunscrigéo ao triangulo: Ry = ‘é—g :
v' Circunscri¢ao ao quadrado: Ry = —;

. v~ , 3_\/§
v' Circunscri¢cao ao pentagono: Rp = —— .

Nao fazendo sentido, experimentou relagdes entre as distancias dos planetas ao
Sol (2x, 3x, 4x ...), ainda com a visdo bidimensional, mas percebeu que as érbitas de

alguns planetas coincidiam.

A partir dessa frustracdo ideologica, Kepler teve a feliz coincidéncia em
relacionar o universo a uma visao tridimensional. De acordo com os ensinamentos
geomeétricos deixados por Platdo, procurou associar os planetas aos cinco sélidos
platonicos, (tetraedro, cubo, octaedro, dodecaedro e icosaedro, com 4, 6, 8, 12 e 20
faces iguais, respectivamente), buscando uma lei geométrica universal que

descrevesse 0 conjunto de suas orbitas.

Na figura 4.3 temos a inscricdo dos cinco soélidos platbénicos e na tabela 4.1,
indicando a relagao do raio da esfera em relacao a aresta d de cada poliedro.
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Figura 4.3: Os cinco Poliedros de Platao inscritos em Esferas.

tetraedro inscrito cubo inscrito octaedro inscrito
na esfera na esfera na esfera

dodecaedro inscrito icosaedro inscrito
na esfera na esfera

Fonte: Adaptada de José Wilker Tavares Silva, 2014

Tabela 4.1: Relagéo entre o Raio e a Aresta d do Poliedro.

Poliedro Raio da esfera circunscrita

Tetraedro ﬁd

4
Cubo ou Hexaedro regular gd
Octaedro ﬂd

2
Dodecaedro ?(1 4 ﬁjd

1

Icosasdro 7V (10 + 2+4/5)d

Fonte: Adaptada de Wikipédia, 2019.

Nao hd uma relagdo harmdnica entre os raios das esferas circunscritas nos
poliedros, mas Kepler ndo deixou de acreditar que havia alguma relacdo matematica
com a criacao de Deus.

Nasce, entdo, o modelo do universo para Kepler apresentado na obra Mysterium
Cosmographicum, com os Poliedros de Platao inscritos em esferas, representando as

orbitas de cada planeta, conforme a representagéo da figura 4.4.
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Figura 4.4: O modelo do universo para Kepler: Mysterium Cosmographicum

= - WWR SR R
Fonte: Marcelo D’ ambrosi de Melo, 2017.

A esfera mais externa significava a oOrbita de Saturno, a ela estava inscrito um
cubo; ao cubo uma esfera da érbita de Jupiter na qual, por sua vez, foi inscrito um
tetraedro; neste foi inserida a esfera de Marte; entre as esferas de Marte e da Terra
representou o dodecaedro; entre as da Terra e Vénus, Kepler acrescentou o
icosaedro; e por fim, entre as de Vénus e Mercurio, o octaedro. A respeito disso,
Koester, reforca um comentario significativo de Kepler:

"E assombroso! Embora eu nio tivesse ainda uma ideia clara da ordem em
que deviam ser dispostos os sélidos perfeitos, logrei éxito (...) em dispd-los
tao felizmente que, mais tarde, ao verificar tudo, nada tive que alterar. Nao
lamentei mais o tempo perdido; ndo me senti mais cansado; ndo fugi a
nenhum célculo, por mais dificil que fosse. Dia e noite passei-os em calculos
para verificar se a minha afirmacéao se condizia com as érbitas copernicanas,
ou se 0 meu jubilo seria levado pelos ventos (...) Ao cabo de alguns dias tudo
caiu no devido lugar. Vi um sélido simétrico depois do outro adaptar-se tao
precisamente entre as 6rbitas adequadas, que se um camponés te perguntar
a que espécie de gancho estdo presos os céus, para ndo cairem, ser-te-a
facil responder-lhe, a Deus!" (KOESTLER, 1989, p. 171).

O desenvolvimento desse modelo encontra-se entre os capitulos Il e VIII da
obra, buscando obter a perfeita inscricdo e circunscricao dos solidos platénicos nas
orbitas esféricas dos planetas, afim de que todos os vértices de cada sélido
“tocassem” as esferas das orbitas. Kepler buscava a perfeita harmonia do Universo
com os sélidos geométricos de poder Deus criar apenas um mundo perfeito, e visto
existirem apenas cinco sélidos de Platdo. Por mais que sua ideia ndo estava correta
a respeito do Mysterium Cosmographicum, mas ele nao desistiu de buscar relagdes
geomeétricas que pudessem chegar ao que temos hoje na Astronomia.
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4.3. O Triangulo de Kepler

Era notorio o fascinio de Kepler pela geometria grega. Sabe-se que dentre as
maiores descobertas na Matematica estao o Teorema de Pitagoras e o nimero aureo.
Como sabemos o Teorema de Pitagoras se resume na relagao entre a hipotenusa e
os catetos de um triangulo retangulo. E o numero aureo € um ndmero irracional
misterioso que representa a perfeicdo na natureza atribuido pela letra grega
¢ (phi) atribuida a inicial do nome de Fidias que foi escultor e arquiteto encarregado

1+V5

da construcdo do Parthenon, em Atenas, seu valor € dado por: ¢ = >

1,618033989 ...

Johannes Kepler em um de seus estudos de Geometria buscou associar essas
duas descobertas aureas a um s6 enigma, denominando de Triangulo de Kepler. Ele
atribuiu esse estudo a um triangulo retangulo especial, onde as medidas das areas
dos trés quadrados formados pelos seus respectivos lados estdo em progressao
geomeétrica, conforme a proporcao aurea.

Temos que ¢ > 1. Entdo, admitimos que para um tridngulo retangulo, de cateto

menor tenha medida unitaria, o cateto de media maior tenha comprimento ﬁ ea

hipotenusa tenha comprimento ¢. Assim temos o tridngulo de Kepler, de acordo com
a figura 4.5.

Figura 4.5: O Tridngulo de Kepler

1

Fonte: Wikipédia, 2017.
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De acordo com a figura, a medida da hipotenusa implica em um quadrado de
area ¢?, a medida do cateto maior implica em um quadrado de area ¢, assim como o
cateto menor implica em um quadrado de area unitaria.

Pelo Teorema de Pitdgoras temos que: o quadrado do comprimento da

hipotenusa ¢ igual a soma dos quadrados dos comprimentos dos catetos. Isto é: p? =

(\/5)2 + 12, ou seja: 9> = @ + 1.
Na forma de equacgdo quadratica completa, como ax? + bx + ¢ = 0, temos que:
p*—9p—-1=0.0ndea=1.b=-1,c=-1.

Utilizando a férmula resolutiva da equacao quadratica, temos:

~b+Vb2—4.a.c
= 2.a
—(-1) +J12-41.(-1)
- 2.1
1+V1i+4
=
1++5
="
A Unica solucao positiva dessa equacao quadratica é a seguinte
Q= 1+45 ~ 1,61803398875 ...

Notemos também que as areas 1, ¢ e ¢? estdo em ¢? em P.G: (1, ¢ , ¢?). A
razdo q é dada por: g = ¢ (proporcao aurea).

Kepler também definiu que o perimetro do quadrado formado pelo cateto de
maior medida do tridngulo retangulo tem um valor aproximadamente igual ao
perimetro da circunferéncia formada pela hipotenusa, representando o diametro dessa
circunferéncia. Kepler notou que a margem de erro é equivalente a 0,1%.

Todo tridngulo de Kepler apresenta uma relagdo Unica entre seus angulos
internos. Eles sé podem ter angulos internos, cujas medidas valem: 38°10’13”,
51949°47” e 90°, para os lados 1, ﬁ = 1,272 e ¢ = 1,618, do tridngulo retangulo,

conforme ilustra a figura 4.6.
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Figura 4.6: Angulos Internos do Triangulo de Kepler
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Fonte: Criada pelo Autor

Johannes Kepler entrou no rol dos génios da humanidade a demonstrar a
proporcao aurea em seus trabalhos cientificos, juntando-se a nomes como Leonardo

Fibonacci e Leonardo Da Vinci.

4.4. Kepler e a Optica Geométrica

O ano de 1600, para Kepler, ficou marcado por profundas dificuldades tanto
politico quanto religiosas. Ele e sua familia eram pressionados constantemente a se
converter ao catolicismo em Graz, sendo que eram protestantes. Sem apoio politico
para investir em seu estudo na astronomia, Kepler decide ir para Praga, capital da
Republica Checa, com a necessidade se tornar assistente de um dos maiores
astrbnomos da época; Tycho Brahe.

O dinamarqués Brahe procurava mensurar o tamanho real dos astros e a
existéncia de eclipses. Um dos eclipses que chamou atencgao tanto de Brahe quanto
de Kepler foi o eclipse solar de 30 de junho de 1600. A indagacao era saber o porqué
da diminuicao do didmetro da Lua nova em aproximadamente uma parte em cinco
(1/5), quando comparada o seu tamanho em um eclipse lunar em fase de Lua cheia.
Essa mensuracéo foi feita por Brahe, utilizando uma camara escura de orificio.

STRAKE (1981) descreve tal indagacao de Brahe:

A Lua ndo mantém o mesmo diametro visivel que ela tem de outro modo, mas
pela forga da luz do Sol suas fronteiras sdo reduzidas, com alguma causa
Optica produzindo esse resultado, assim, a quinta parte da Lua desaparece e
nao é apresentada ao olho (Brahe apud Straker, 1981, p. 282).
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Mas Brahe néo tinha conhecimento teorico de 6ptica geométrica para trabalhar
com a camara escura. Entdo kepler procurou reformular o estudo da éptica que se
encontrava inadequado, até o final do século XVI. Essa reformulacao partiu de uma
analise apurada, baseada na geometria de Tales, no que diz respeito a semelhanca
de tridngulos.

Além da geometria, Kepler precisou consultar opinides de anatomistas de sua
época, que pudessem auxilia-lo no seu trabalho de éptica geométrica. Entao, Felix
Plater e Johannes Jessenius de Jessen colaboram com Kepler no estudo especifico
sobre o0 olho humano, dando-lhe orientagcdes da fisiologia e anatomia dos olhos. Assim
Kepler d& inicio a um conhecimento matematico sobre a visdo jamais estudado até
seu tempo.

Kepler tem a nogédo de que a luz ao incidir no cristalino (lente biconvexa), é
refratada inversamente na direcao da retina, onde se forma a imagem de um objeto.
E que o ato de enxergarmos de forma direita, se da pelas ligacdes dos nervos épticos
a coroide e nao ao cristalino, que levam as informacbes por pulsos elétricos ao
cérebro, que por esse ocorre a conversao da imagem direta.

A partir dai, Kepler faz analogias da visdo humana com a camara escura de
orificio, tendo a concepcao de que a imagem formada na parede da cadmara se da
pela inversdo e refragao sofrida pela luz, ao passar pelo orificio. A medida que os raios
de luz de um objeto luminoso atravessam o orificio da camara, a imagem se inverte.

Assim, 0 nosso globo ocular, através da pupila (orificio situado entre a cérnea e
o cristalino), permite a passagem dos raios luminosos, que chegam até a retina, onde
a imagem do objeto luminoso se projeta de maneira invertida.

Sobre a camara escura de orificio, segue entdo o desenho feito por Kepler na
sua obra Paralipomena, de acordo com a figura 4.7.

Figura 4.7: llustracdo do Funcionamento de uma Camara Escura
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Fonte: Claudemir Roque Tossato, 2007
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Foi ai que Kepler no seu livro Paralipomena (1604) demonstrou,
geometricamente, 0 comportamento da luz emitida por uma fonte luminosa, ao passar
por uma abertura e ser projetada em uma parede, de forma invertida e refratada, pela
combinacgao dos raios de luz, que formam regides delimitadas, tanto pela abertura,
quanto pela regido luminosa. Ele mostrou que, quanto mais afastados a fonte
luminosa e o orificio estiverem do fundo da camara, mais a imagem formada se
assemelhara a forma circular da fonte de luz. Segue o esquema da camara escura de

orificio representado na figura 4.8.

Figura 4.8: As razdes do diametro pela posicao relativa determinam a forma da imagem na parede.

fase{1 fase2 fase3

Fonte: Criada pelo Autor

De acordo com essa figura, temos que AC é o diametro da fonte luminosa
(representada na cor amarela) com seu ponto médio B, DF € o didmetro da abertura
(representada na cor cinza) da cdmara escura com seu ponto médio E, Gl é o didametro
da sobreposicdo das imagens da fonte luminosa e a abertura, sendo o ponto médio H
e JL é o diametro da regido luminosa projetada na parede, com ponto médio em K. A
fase 1 mostra a imagem da abertura prevalecendo a regido luminosa, a fase 2
representa a sobreposicdo e a fase 3 mostra a imagem da fonte luminosa
prevalecendo a regidao da abertura. Se formos obter as razées de cada diametro pela
sua respectiva posicao relativa a abertura da camara escura, verificamos que ha uma
proporcionalidade.

De acordo com a figura a seguir, temos uma demonstracao que Kepler fez em
Paralipomena dispondo de um dos principios basicos da 6ptica geométrica, em que a
luz se propaga em linha reta. Temos que a figura 4.9 mostra as projecdes dos raios
de luz, através dos segmentos AH, Al, BH, Bl e CH e os didmetros AC, DF e HI.
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Figura 4.9: Determinacéo das proporgdes dos segmentos

A
D

™ H
F |

c

Fonte: Criada pelo Autor

Como vimos no capitulo 3, O Teorema de Tales dispde da conservacao das
razbes de segmentos. Kepler aplicou o teorema nesse problema de Optica, da
seguinte maneira: se DE e HI sao paralelas cortadas pelas transversais AH e Al, e H
€ o ponto de encontro dos raios vindos das extremidades do diametro da superficie
luminosa ABC. Entao temos que IE esta para IA, assim como, HD esta para HA. Ou

seja:
IE HD ~
= (Equagéo 4.4.1)

Agora consideremos HI uma parede (anteparo), em que DEF e ABC sao
paralelas a HI, que é perpendicular ao segmento BFI, que passa pelos centros dos
didmetros da superficie e do orificio da camara escura. Nessas condigbes, as razdes
dos diametros para as respectivas distancias a parede (HI) serdo iguais.

Algebricamente, temos que:

Z== (Equacio 4.4.2)

Outra maneira de representarmos as razdes entre os didmetros da fonte
luminosa AC e do orificio DF com as distancias relativas a parede, onde se projeta a
imagem, € a relacdo de Tales por semelhanca de triangulos. Notemos que na figura
4.9 o triangulo ADH é semelhante ao triangulo DFH, por AAA (angulo-angulo-angulo).
Sendo BE a distancia entre o centro da fonte luminosa e o centro do orificio e EH a

distancia entre o orificio e a parede, temos que:

pr_H (Equacéao 4.4.3)

AC BE
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Assim, Kepler demonstrou, matematicamente, o problema dos didmetros dos
astros, se tratando de eclipses, dimensionados pela camara, afirmando que para se
obter uma imagem mais nitida é necessario que a cAmara tenha largura pequena ou
tenha um orificio com diametro grande. No livro Paralipomena (2000, p.70) Johannes
Kepler afirma que “na imagem ou raio do Sol eclipsado enviado diretamente através
de uma janela redonda, os chifres [do Sol] aparecem, ndo agudos (como eles sdo no
céu), mas escondidos e engrossados pelo pequeno circulo da janela”.

Kepler demonstrou também, analogamente para a visdo humana, afirmando que
a luz ao chegar a pupila e passar pelo cristalino, por refracéo, inverte os raios de luz,
projetando na retina uma imagem de um objeto luminoso ou iluminado com as
seguintes caracteristicas: real, menor e invertida. Ele corrige os estudiosos que
tratavam da visdo humana, afirmando que a visdo ndo € uma agao material, um toque
(contato), pois a natureza da luz indica que ela passa instantaneamente pelos
componentes do olho.

Vale ressaltar também que Kepler contribuiu para Optica Geométrica no estudo
das lentes esféricas, como forma de melhorar os telescépios que eram utilizados por
Galileu Galilei, em que o0 mesmo dispunha de uma lente convexa, que ficava apontada
para o objeto, e outra cbncava, proxima ao observador. Kepler foi o primeiro a mostrar que
era possivel usar duas lentes convexas, aumentando a capacidade de aproximacao dos
objetos e, principalmente, fazendo com que as imagens nao ficassem mais invertidas.

Esse estudo das lentes € encontrado no livro Dioptrice, que foi publicado em 1611.

4.5. Hipotese Vicaria

A Europa no século XVI estava vivendo um conflito ideolégico sobre a
Astronomia. Por um lado, o sistema ptolomaico (Geocentrismo), sustentando mais de
treze séculos a ideia de que a Terra era o centro do universo e todos os planetas, Lua
e Sol girarem em torno dela realizando 6rbitas circulares, com apenas os planetas
fazendo epiciclos, sendo defendido pela teologia da Igreja Catélica Romana. Por outro
lado, o sistema copernicano (Heliocentrismo) com um século de existéncia, afirmando
ser 0 Sol o centro do universo e todos os planetas giram em torno dele executando

oOrbitas circulares.
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Tycho Brahe havia elaborado um sistema hibrido, que unia a ideia de Claudio
Ptolomeu e de Nicolau Copérnico. O sistema brahiano afirmava que todos os planetas

giravam circularmente em torno do Sol, menos a Terra.

Entao Kepler volta seus estudos na analise de reparar as irregularidades desses
trés modelos astronémicos, elaborando o livro Astronomia Nova, no qual pretendia
mostrar explicar dois problemas que ndo se encaixavam em nenhum dos sistemas.
Um era a nado uniformidade entre os arcos e tempos nos movimentos dos planetas
conhecidos e outro era o movimento retrogrado que cada planeta executava, em

relacdo a um observador na Terra.

A ideia de Kepler foi avaliar esses problemas astronémicos no ramo da
Matematica e da Fisica, dispondo, primeiramente, de trés hipéteses suplementares:

(1) O astro Sol esta no centro, como afirma Copérnico;

(2) Obedecendo a um dos axiomas de Platdo, que afirma que as orbitas dos
planetas sao circularmente uniformes.

(3) Uso do equante ptolomaico, que representa um ponto referencial diretamente
oposto ao Sol, representado por um planeta ou centro de um epiciclo, a partir
do centro do deferente (centro da orbita de um planeta).

Assim, Kepler utiliza como referéncia adotada o planeta Marte, o qual se dedicou
no seu estudo astronémico, pelo menos uns trinta anos da sua vida. Ele utilizou as
trés oposicoes de Marte, catalogadas por Tycho Brahe do planeta nos periodos de 31
de outubro de 1590, 31 de dezembro de 1590 e 25 de outubro de 1595. O objetivo era
expor essas oposigdes em uma Orbita circular e assim, avaliar a taxa de afastamento
do equante ao centro, denominada excentricidade e a posi¢cao do afélio.

Na obra Astronomia Nova, Jean Peyroux (1979) reforga tal indagacgéo de Kepler:

“E assim, para que as distancias do planeta ao Sol pudessem ser
estabelecidas ao longo de todo o circuito do excéntrico, a segunda
desigualdade (a do epiciclo em Ptolomeu, ou da 6rbita anual em Brahe e
Copérnico) foi exposta na terceira parte. Melhor seria se a via do planeta
fosse um circulo perfeito, pois, se assim fosse, a primeira desigualdade do
planeta, que se da em razéo do excéntrico, poderia ser anulada. Pois nés
iremos relacionar, mediante o capitulo XXV, acima, um método para
pesquisar, a partir de trés distancias de trés pontos na circunferéncia, desde
um certo ponto no interior dessa e com os angulos formados com esse ponto,

a posicao e a grandeza do circulo em relagdo a esse ponto, o centro e a
excentricidade com as apsides." (Kepler apud Jean Peyroux, p.257).
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Assim, consideramos como P, Qe R as trés oposi¢des de Marte observadas por
Brahe; S o Sol; C o centro do excéntrico, E o equante, FG a linha das apsides
(segmento que representa os pontos de maior e menor afastamento, em relacao ao
Sol). Os raios CP, CQ e CR séao iguais e valem 100.000 u.a (unidades astronémicas),
bem como obteve os resultados finais de que a longitude no afélio é de 28° 48'55" de
Ledo; com o resultado de CS = 11.332 u.a, e EC = 7.232 u.a. Temos também que
Kepler procurou igualar EC com CS, valendo ressaltar que ele partiu de varias
tentativas de ensaios e erros, no que diz respeitos ao lugar geométrico dessas trés
oposicoes de Marte na sua 6rbita circular.

Kepler, entao, se propde a inserir essas oposi¢coes de Marte na circunferéncia,
de modo a obter um resultado satisfatério quanto a excentricidade ser constante,
através de aplicac6es geométricas, envolvendo congruéncia de lados e de angulos
dos triangulos formados, posicoes de longitudes no afélio do planeta e sua
localizagdo, dispondo dos graus zodiacais. Ao conjunto dessas ideias, ele o
denominou de hipétese vicaria, de forma que suas ponderacdes eram consideradas
anomalias verdadeiras, para fim de se chegar a precisao dos valores obtidos para a

esperada excentricidade invariavel, como mostra a figura 4.10.

Figura 4.10: Kepler construindo o excéntrico (primeira tentativa)

G
Fonte: Criada pelo Autor

Pelas inimeras tentativas de se obter um centro excéntrico a érbita circular de
Marte, Kepler ndo chegou a uma relagdo convincente entre essas trés oposicdes de
Marte e procura, entdo utilizar outras quatro oposicées que Brahe também catalogou
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nos anos de 1587, 1591, 1593 e 1595, representadas por J, L, M e N, admitindo as
mesmas consideragdes nos pontos da linha das apsides FG. Segue a figura 4.11:

Figura 4.11: Kepler construindo o excéntrico (segunda tentativa)

F
M

G J
Fonte: Criada pelo Autor

Dessa forma, Kepler resolve, entéo, relacionar todas as oposi¢cdes entre si, na
tentativa de se chegar a um valor do excéntrico com a menor margem de erro.

Kepler, dessa maneira verificou, enfim, que a excentricidade do planeta ndo era
fixa, de acordo com a movimentagdo de Marte em uma circunferéncia. Mas essa
excentricidade oscilava na linha das apsides FG. Os erros identificados por Kepler
foram: 2’ (dois minutos) de arco no primeiro quadrante a 90°; 8’ (oito minutos) de arco
nos octantes do primeiro e do segundo quadrante, ou seja, 45° e 135°. Esse ultimo
erro representava apenas 1/4 do tamanho do Sol, de acordo com as observacoes ja
feitas por Tycho Brahe. Para época, esses erros eram quase despreziveis, mas para
Kepler eram inaceitaveis e, seguindo o perfeccionismo de Brahe, descartou essa
possibilidade.

"Mas quanto a nés, que pela bondade divina, pudemos dispor de um
observador tdo exato como Brahe, convém que reconhegamos essa dadiva
divina e a usemos (...). Logo irei para o alvo segundo as minhas proéprias
ideias, porque se tivesse acreditado podermos ignorar os oitos minutos, teria
aceitado, de acordo, a minha hipétese. Visto, porém, ndo ser possivel ignora-
los, esses oitos minutos apontam o caminho para uma completa reforma da
astronomia; torna-se o material de constru¢do de grande parte desta obra”
(Kepler, G. W., lll, p. 178).
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A partir dessa concepcao, Kepler abandona o estudo da hipétese vicaria que
durou dois anos e passa a reformular novas ideias. A tese copernicana, que afirma
que o Sol é o centro e a Terra se move em torno dele, ainda é aceita, mas a ideia do
equante central na circunferéncia é descartada e Kepler desvincula a ideia de
Ptolomeu a de Copérnico. O equante ptolomaico, entdo, serviu apenas para derivar
certos posicionamentos de planetas e reforcar a trajetoria circular dos mesmos,

através de um ponto imaginario, mas nao tinha nenhum carater fisico.

4.6. Primeira lei de Kepler

Johannes Kepler estuda por mais dois anos a distancia entre o Sol e Marte e
passa a concluir que 6rbita de Marte deveria ser uma elipse. Que através de seus
conhecimentos trigonométricos constréi a elipse e estuda as relacdes pertinentes a
trajetoria orbital de Marte. Mas seus estudos ainda se baseavam no circulo excéntrico,
tanto que ele constréi a érbita oval de Marte, admitindo que a distancia entre o fim do
semieixo e a extremidade do circulo seria 0,00429, conforme a figura abaixo:

Figura 4.12: Circulo e a 6rbita de Marte.

Q

,00429

L
Fonte: CONTADOR, 2012, p.172
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Considerando AC o raio do circulo excéntrico unitario, Kepler definiu que a
medida 0,00429 obtida para a érbita oval de Marte seria dada pelo meio do quadrado

2

de sua excentricidade, ou seja, 0,00429 = %

Sendo QL a linha das apsides, S é a posicao do Sol, C é o centro da 6rbita de
Marte, P, A e O sao as posicoes de Marte no circulo, CS é a excentricidade (e), SP é
o raio vetor (p). Os angulos ¢ e B sao referéncias nas relagcdes geométricas, onde
€ a anomalia excéntrica, sendo g # 90°.

Johannes Kepler fez a seguinte relacdo com o angulo ¢ do triangulo ASAC:

AC 1 ~ 1 1 ,
cosp = —. Mas, cosp = . Entéo: oo~ 15 Logo: secp = AS. Dai, Kepler

reconhece que ¢ varia de acordo com a variagao de AS.
Quando Marte se desloca de A para P nota-se que AS passa a ser PS, assim

como AC passa a ser PT, usando a relacao: g = g , ou seja, AS = PT. O que faz

Kepler deduzir que a distancia entre Marte e o Sol seria dada por PT. Ja que PT =
PC + CT. Logo: p =1+ e.cosB. Por essa equacgao, Kepler desenvolveu seu gréfico,
considerando a excentricidade (e) igual a 0,093 e relacionou p e  .Mas ao analisa-lo,
acha que os resultados ndo fazem sentido algum. A tabela 4.2 e a figura 4.13

demonstram tal situacao.

Tabela 4.2: Relagéo entre p e .

p p
0° 1,093
15° 1,089
30° 1,080
45° 1,065
60° 1,046
90° 1,000

Fonte: Criada pelo Autor.
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Figura 4.13: Grafico de p em fungdo de f3.

=

Fonte: Criada pelo autor.

A partir dai, Kepler parte para um outro argumento matematico, na tentativa de
encontrar a tdo sonhada equacao do movimento de Marte. Considerando a mesma
ideia da elipse inscrita na circunferéncia, Kepler, parte para uma outa andlise
geomeétrica, valorizando a proporcionalidade de Tales de Mileto.

Segundo Contador (2012), Kepler construiu uma elipse a partir de uma

circunferéncia de raio unitario, mostrada na figura a seguir.

Figura 4.14: Construcéo da elipse por meio de uma circunferéncia

Fonte: CONTADOR, 2012, p. 173
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Conforme a figura 4.14, Kepler considera que C é o centro da 6rbita de Marte, Q

e A sao posicoes do planeta na circunferéncia excéntrica, P € a posicao de Marte na

elipse, onde P, A e B sao colineares. As medidas a e b representam o eixo maior da

elipse (ou o raio da circunferéncia) e o eixo menor da elipse, respectivamente. Bem

como QCA =pe QSP =6.

Kepler considera que: AC = a = 1, e = CS,SP = p (distancia entre Marte e o Sol,

em relacao a elipse). Ele também definiu que a distancia entre o raio do circulo e o fim

2 2

do eixo menor do oval (DR) é igual a % ou seja, DR = e? .
2

Sabendo-se que b = a — DR, entdo: b =1 — e?

Aplicando a proporcionalidade nos segmentos que interceptam a elipse e a

circunferéncia da figura anterior, tem-se que:

= 28 (Equacéo 4.6.1)

PB
Mas: AB = AC.senf3 e PB = SP.senf

Substituindo na equacao 4.6.1, obteve-se:

1_ AC.senf3 entio: 1_ 1.senf
b BCsend '’ b r.senf
Assim, fica:
b.senf ~
senf = — (Equacao 4.6.2)

Através da figura 4.14, Kepler explora outras relagdes trigonométricas, tais

como:
BS = SP.cos@ e BC = AC.cosf. Mas:
BS = CS + BC (Equacao 4.6.3)

Substituindo na equacao 4.6.3, vem:
SP.cos@ = CS + AC.cosf, entao:
p.cosf = e + cosf (Equagéao 4.6.4)
Elevando-se ao quadrado os dois membros, obtém-se:
(p.cosB)? = (e + cosf)?
p%.cos?0 = e? + 2.e.cosP + cos’p
Como sabe-se que a equacao fundamental da trigonometria (E.F.T) fica:
sen?@ + cos?0 = 1 ou cos?60 = 1 — sen?8 , entdo:
p%. (1 —sen?0) = e? + 2.e.cosf + cos?p
p% — p%.sen?0 = e? + 2.e.cosP + cos?*p (Equacao 4.6.5)
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Ao substituir a equacéao 4.6.3 na equacao 4.6.5, fica:
2 b%.sen?
p? — Pp—zﬁ =e% + 2.e.cosf + cos*p
Assim:
p? — b2 sen?B = e? + 2.e.cosP + cos*p

p? =e? + 2.e.cosf + cos?B + b%.sen?p (Equacao 4.6.6)
Sendo 1 —32—2 , obtém-se na equacao 4.6.6:

2 _ 2 e?\’
p? =e? +2.e.cosp + cos?B + 1—? .sen’p

Desenvolvendo o quadrado da diferenca vem:p? = e? + 2.e.cosp + cos?p +
4
(1 —e?+ e:) .sen?p
p% =e? + 2.e.cosf + cos?B + sen?p — e?.sen?p + e4—4.sen2,8 (Equacao 4.6.7)
Utilizando novamente a (E.F.T):
sen?f + cos*f =1
Substituindo na equacao 4.6.7, fica:
p? =e?+2.e.cosp+1—e?sen’p + 34—4.sen2,8 (Equacéo 4.6.8)
Ao considerar que e (excentricidade) seja um valor muito pequeno, entio e*
serd um valor insignificante na equacao 4.6.8. Entdo: 64—4.sen2,8 =0

Ficando:
p? =e?+2.e.cosp+1—e?sen?p (Equacéo 4.6.9)
Sendo: sen?p =1 — cos?p
Desenvolvendo a equacéo 4.6.9, fica:
2=¢?+2.e.cosp+1—e?(1—cos?p)

2=¢2+2.e.cosp+1—e?+e’cos’p

T O
I

2=1+2.e.cosp + e? cos*p
p? = (1+e.cosp)? (Equacéo 4.6.10)

Envolvendo os dois membros da equacéo 4.6.10 por uma raiz quadrada, tem-se

i)
|

que:
Jp? = /(1 + e.cosp)?
Logo:
p=1+e.cosp (Equagéo 4.6.11)
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Para surpresa de Kepler, a equacao 4.6.11 foi idéntica ao outro método que ele
utilizou anteriormente. E ela ficou conhecida como a equacéo da elipse, um pouco
antes de se obter os conhecimentos da Geometria Analitica pelo matematico francés
Pierre de Fermat (1601-1665), que hoje utilizamos no ensino médio.

A verdade da natureza, que eu desprezara, voltou as escondidas pela porta
traseira, disfarcando-se para ser aceita. Desprezei a primeira equagao e voltei
as elipses acreditando ser essa uma hip6tese inteiramente diversa, ao passo
que as duas, como provarei no capitulo seguinte, sdo a mesma... pensei e
calculei até a beira da loucura o motivo que o planeta preferia uma érbita
eliptica... Ah que tolo que eu fui... (KEPLER apud CONTADOR, 2013, p. 175)

As cbnicas de Apolénio de Perga serviram de alicerce para Kepler explicar as
oOrbitas dos corpos celestes, pois de acordo com a distancia do planeta em relagéo ao
Sol pode-se obter as Orbitas descritas por circunferéncia, elipse, parabola ou
hipérbole. De acordo com a equacao polar das cbénicas, pode-se obter a generalizacao
de todas as curvas.

Segue a deducdo da equacao polar das conicas, através do estudo de uma

elipse, para a determinacgao do raio vetor (p) de acordo com a figura a seguir:

Figura 4.15: Distancia entre P e F’ na elipse.

y
P(x,y)
p
’ et
F 2c F'r x 2b
2a

Fonte: Criada pelo autor.

E dito que a elipse é um conjunto de pontos equidistantes de dois focos F (lugar

geomeétrico do Sol) e F’ separados pela distancia focal 2. ¢, onde a é o semieixo maior

eeéa excentricidade(e = 5) Agora escolhendo um ponto qualquer P(x,y) na elipse,
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onde se encontra neste instante um corpo celeste que pode ser dado por P( p, 8), p
€ a distancia entre P e F’, e 6 é conhecido por anomalia verdadeira. Bem como ¢ é a
distancia entre P e F, e b € 0 semieixo menor.
Pela lei cossenos no triangulo APF’F, tem-se que:
©? =p?+ (2.¢)2 = 2.p.(2.¢).cos(180° — 6) (Equagdo 4.6.12)
Onde:
cos(180° — 8) = cos180°. cosH + sen180°. send
Entéo:
cos(180° — 8) = —cos6b (Equacao 4.6.13)
Substituindo a equacao 4.6.13 na equacéo 4.6.12, fica:
©? =p?+4.c2—4.p.c.(—cosB)
@?=p*+4.c2+4.p.c.cosb (Equacéo 4.6.14)
Pela definicao da elipse tem-se que:
Q+p=2a
Ficando:
p=2a-p (Equagéao 4.6.15)
Substituindo a equacao 4.6.15 na equacao 4.6.14, vem:
(2a—p)?> =p?+4.c* + 4.p.c.cosB
Desenvolvendo o quadrado da diferenga, fica:
4a% — 4ap + p? = p®> + 4.¢c%> + 4.p.c.cosB
Se ¢ =a.e, entdo:
4a? — 4.¢? = 4ap + 4.p.c.cos6
4a% — 4.a%. e? = 4ap + 4.p.a.e.cosf
4a?.(1 —e?) = 4a.p(1 + e.cosB) (Equacao 4.6.16)
Dividindo os dois membros da equacéao 4.6.16 por 4. a, tem-se que:
a.(1—e?) =p.(1+e.cosh)
Logo:

_a(1-e?)
" 1+e.cos@

(Equacéo 4.6.17)

Generalizando, as secdes conicas podem ser descritas pela equacao 4.6.17, que
para surpresa de Kepler, essa primeira lei satisfaz ndo s6 elipses, como também
circunferéncias, hipérboles e parabolas, de acordo com os valores que a e e irdo

assumir.
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e No casodaelipse:a > 0e e < 1. Sdo as oOrbitas da Lua e dos planetas;

e No caso da circunferéncia: a=b e e=0. Sd0 as Orbitas dos satélites

artificiais;

¢ No caso da pardbola:a = «© e e = 1. S0 as 6Orbitas dos cometas e asteroides;

¢ No caso da hipérbole: a < 0 e e > 1. Sao os voos planetarios que utilizam a

gravidade assistida.

Grande parte dos planetas do nosso sistema solar descrevem seu movimento
de translacao em orbita de excentricidade muito préxima de zero, ou seja, oOrbitas
quase circulares. O planeta Mercurio é o que apresenta oOrbita mais excéntrica, com
excentricidade pouco maior que 0,2. Para a Terra, a excentricidade é de 0,017 e para
Vénus, 0,007.

Mas alguns corpos celestes que orbitam em torno o Sol tém excentricidade muito
maior que os planetas do nosso sistema solar. Como exemplo temos o cometa Halley,
que passa préximo do nosso planeta a cada 75 anos, descreve uma curva com
excentricidade de 0,97, com sua ultima aparicdo em 1986 e marcado para aparecer
novamente em 2061.

Assim, a tabela a seguir mostra o planeta e sua respectiva excentricidade

Tabela 4.3: Excentricidade das 6rbitas dos planetas do Sistema Solar.

Planeta Excentricidade da orbita
Mercurio 0,206
Vénus 0,007
Terra 0.017
Marte 0.093
Jupiter 0,048
Saturno 0,056
Urano 0,046
MNetuno 0,010

Fonte: XAVIER, 2010, p.323.

As cbnicas de Apol6nio estdo bem definidas pelas orbitas dos corpos celestes,

de acordo com a sua excentricidade, como mostra a figura 4.16:
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Figura 4.16: As quatro cbnicas

*— Hipérbole (e = 2)

— Parabola (e = 1)

— Elipse (e = 0,5)

eréncia (e = 0)

Fonte: Criada pelo autor.

De acordo com a 6rbita eliptica, o Sol ndo estaria mais no centro, como mostrava
o modelo copernicano, mas representaria um lugar geométrico em um dos focos da
elipse. Kepler também notou que quando um planeta se encontrava mais préximo do
Sol, entendeu que a velocidade desse planeta aumentava, passando a assumir um
movimento uniformemente acelerado. Ja quando o planeta se distanciava do Sol, sua
velocidade diminuia, tendendo a um movimento uniformemente retardado. Dai a
explicagdo do movimento retrogrado dos planetas no sistema ptolomaico.

Ao ponto de maior afastamento de um planeta em relacao ao Sol na sua 6rbita
eliptica, Kepler adotou como afélio (do latim "aphelium", com significado longinquo do
Sol) e para o ponto de maior aproximagao entre o planeta e o Sol ficou conhecido
como periélio (do latim “perihelium”, com significado perto do Sol).

Figura 4.17: Afélio e periélio na érbita eliptica de um planeta.

Semieixo
menor
Afélio

Periélio Semieixo maior
A

Planeta

Fonte: Site: Os Fundamentos da Fisica, 2018.
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A partir desse longo estudo pela érbita de Marte, Kepler entdo generaliza e
descreve sua primeira lei astronémica através de uma carta a um amigo tedlogo e
astrbnomo alemao, conhecido por David Fabricius, em 1605, afirmando:

“Todos os planetas do Sistema Solar descrevem uma 6rbita eliptica em
torno do Sol, e este ocupa um dos focos dessa elipse”.

Todo o fascinio pela érbita dos planetas voltada para a curva perfeita, a
circunferéncia, cai por terra e passa a considerar a érbita oval a partir dessa primeira
lei, denominada Lei das Orbitas. Mas Kepler precisava entender o mistério da
aproximacao e do afastamento sucessivo de um planeta na sua 6rbita. Dai surge a
ideia da forca motriz. Para Kepler, haveria uma forca governante no céu capaz de
afastar ou aproximar um planeta do Sol, de acordo com o magnetismo de cada

planeta, considerando também o Sol um corpo magnético, assim escreveu ele:

Meu objetivo quanto a este assunto € mostrar que a maquina celeste deve
ser comparada nao a um organismo divino, mas sim a um mecanismo de
reldgio..., até agora quase todos os movimentos diversos sédo conduzidos por
meio de uma Unica e bem simples forca magnética, como no caso do
mecanismo do relégio [onde] todos os movimentos [sdo causados] por um
simples peso (SAGAN, 1980, p.63).

Essa teoria ganhou prestigio a partir das ponderacdes feitas pelo fisico inglés
William Gilbert (1544-1603) em 1600, em sua obra De Magnete. Mas, s6 por volta de
1685, com o fisico inglés Isaac Newton (1642-1727) e a publicagcdo da sua obra
Principia, em 1687, é que todo o mistério foi desvendando, através da Lei da
Gravitagdo Universal.

4.7. Segunda lei de Kepler

Kepler sabia que tanto a Terra quanto qualquer planeta ndo se movimentavam
com uma velocidade constante. E que essa velocidade dependia da distancia que o
planeta estava em relacdo ao Sol. Ele também ja estava conformado que sé a
Matematica ndo era suficiente para explicar a érbita oval dos planetas, e que haveria

uma explicagcao de cunho eminentemente fisico para os resultados obtidos.
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[...] enquanto o planeta se move ao longo da sua 6rbita, ele percorre uma
pequena area em forma de cunha dentro da elipse. Quando esta préximo do
Sol, em um dado periodo de tempo, ele traga um grande arco em sua 6rbita,
mas a area representada pelo arco ndo é muito grande porque o planeta esta
entdo proximo do Sol. Quando o planeta se encontra longe dele, percorre um
arco muito menor no mesmo periodo de tempo, mas este arco corresponde
a uma area maior porque o Sol esta agora mais adiante. Kepler descobriu
que estas duas areas eram precisamente as mesmas, independente de quao
eliptica fosse a 6rbita: a area comprida e estreita, correspondendo ao planeta
longe do Sol, e a area mais curta e larga, quando o planeta esta préximo dele,
sao exatamente iguais (SAGAN,1980, p.62).

Partindo da condigcdo que um planeta se seria mais lento se estivesse mais
distante do Sol ou mais rapido se estivesse mais perto do Sol, fez Kepler entender
que a variacao da velocidade de um planeta seria inversamente proporcional a sua
distancia ao Sol. Essa ideia o faz dividir a 6rbita de um planeta em intervalos de area,
sendo que para cada um haveria uma velocidade constante e proporcional a distancia
ao Sol. Dessa forma, o tempo gasto para o planeta percorrer cada intervalo seria
proporcional a soma dessas distancias ao Sol, conforme a figura abaixo:

Figura 4.18: Divisdo da érbita da Terra em intervalos

P3 Pa

P4

P10

P13 P12

Fonte: Criada pelo Autor.

Para provar esse argumento supracitado, Kepler formula entdo, a segunda lei,
baseada em uma explicacéo da Fisica, dispondo da definicdo de momento angular.
Na Fisica, quando se utiliza como parametro a translagcao de um corpo de massa

m, em torno de outro de massa M (M >> m), analogamente tem-se que seu movimento
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de rotagdo nao varia. A essa caracteristica do movimento denominamos de momento

angular ou momento da quantidade de movimento linear. O momento angular (L) é

uma constante dada pelo produto vetorial entre o raio vetor (#) e 0 momento linear (p).

Algebricamente, tem-se que: L = 7. . Mas # é dado pelo entre a massa do corpo

mais leve (m) e sua velocidade (v). Ou seja, p = m.v.

Logo:L =m.7.% (Equagéo 4.7.1)

Seguindo a figura 4.19:

Figura 4.19: Raio vetor varrendo uma area na elipse
A

-

) ‘\.L-'.Ar.senb‘
~ _-"‘\f‘

VAt

Fonte: Criada pelo Autor.

Considera-se dr o deslocamento linear dado por:
dr = v.At.sen6 (Equagéao 4.7.2)

Se ¢ tende a -, entéo:
senf = seng = 1.

Como a area delimitada (AA) na figura 4.19 é um triangulo, entao:
AA == |F.dr] (Equag&o 4.7.3)

Substituindo a equacao 4.7.2 na equacao 4.7.3, tem-se que:
AA = . |7 .. At. send)| (Equagao 4.7.4)

Na equagéo 4.7.1 se faz:

7.0 = % (Equacao 4.7.5)
Substituindo a equagéo 4.7.5 na equagéao 4.7.4, fica:

AA=%.|%.At|
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(Equacéao 4.7.6)

e ~ . ~ A,
Kepler mostra que L e m sado constantes do movimento. E a razao = ©

denominada de velocidade areal (ou areolar) do planeta, que corresponde a area
varrida pelo raio vetor que une o planeta ao Sol por intervalo de tempo.

Ao mover-se, um planeta varre, em um dado periodo de tempo, uma area
imaginéria em forma de cunha. Quando ele esta longe do Sol, esta cunha é
longa e estreita, e, quando se aproxima, ela é curta e larga. Embora as formas
sejam diferentes, Kepler descobriu que suas areas sdo sempre iguais.
(CONTADOR, 2012, p.181).

Dessa forma, Kepler denomina sua segunda lei como Lei das Areas e a publica
em 1609, afirmando que:

“O raio vetor (segmento de reta que liga um planeta ao Sol) “varre” areas iguais
em intervalos de tempos iguais”.

Na obra Astronomia Nova, Kepler enfatiza que a Segunda Lei (Lei das Areas) foi
descoberta trés anos antes da Primeira Lei (Lei das Orbitas). Mas essa conjuntura
pode se chegar ao entendimento, pela afirmativa de Medeiros (2002, p.30): “A questao
€ que a denominacao da ordem nas leis é posterior, e tenta dar conta de uma
explicagdo para o sistema. Sua ordenacdo €, portanto, légica, pedagdgica, néao

cronolégica”.

4.8. Terceira Lei de Kepler

Depois de 10 anos da elaboracdo das duas primeiras leis, ou seja, em 1619,
Kepler busca uma harmonia em seus estudos e publica a sua terceira lei astronémica.
Essa lei é conhecida como harmdnica, nao so6 ao fato dela se interligar as outras duas
leis, mas por fazer uma relacdo entre os demais planetas. Seu estudo se da pela
avalicao das coordenadas cartesianas da elipse formada por um planeta que situa no
ponto P (X, y) e o Sol se encontra no foco F2, conforme a figura abaixo.
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Figura 4.20: Elipse em coordenadas cartesianas

Y4

P(x,y)

i)
I~ > 2b
F1 a.e | a.e I:2 X
2a

Fonte: Criada pelo Autor

Kepler utiliza, entao, o teorema de Pitagoras e dispde de duas equacoes:
p?=(x+ae)+y? (Equacéo 4.8.1)
p?=(x—a.e)?+y? (Equacédo 4.8.2)

Subtrai-se agora a equacao 4.8.1 pela equacao 4.8.2:
pP—¢?=(x+ae)X+y*—((x—a.e)?+y?
p?—@p?=x*+2.a.ex+a*e*+y?*—(x*—2.a.e.x +a’e?+y?)
pP—p?=x*+2.a.e.x+a’.e?+y?—x*+2.a.e.x —a’.e? —y?
p?—@p?*=4.aex (Equacéao 4.8.3)

Como ¢ + p = 2a. Entao:
p=2a—¢ (Equacao 4.8.4)

Substituindo a equacao 4.8.4 na equacao 4.8.3, fica:
2a— @) —¢@? =4.a.e.x
402 —4.a.9 + * —p* =4.a.e.x
—4.a.¢0 =4.a.e.x — 4a® (Equacéao 4.8.5)

Dividindo a equacéo 4.8.5 por —4. a, tem-se que:
p=a—e.x (Equagéao 4.8.6)

Fazendo agora a substituicdo da equacao 4.8.6 na equacao 4.8.2, vem:
(a—e.x)? =(x—a.e)?+y?

a’ —2.a.e.x+ e’ x? =x*—2.a.e.x +a*.e* +y?
y?+x% —e% x? =a?—a?.e?

y2+x2.(1—e?)=a%(1-¢e? (Equacao 4.8.7)



Kepler agora coloca o planeta no ponto P(r,8), considerando 6 = 90°, conforme

a figura 4.21.

Figura 4.21: Posicéo do planeta no ponto P(r,0) da elipse.

Fonte: Criada pelo Autor
Na relacao pitagérica, tem-se que:

a’ = b? + a®.e?

b? = a? —a?%.e?

b? = a?.(1—e?)
Z=1-¢? (Equacao 4.8.8)

Ao substituir a equacao 4.8.8 na equacao 4.8.7, obtém-se:

b? b?
y2 + x2. <;> = a?. (;)

y: = Z—z-(az —x?)
bZ
y = ’? (a? — x?)
Logo:
y= g-m (Equacao 4.8.9)

A partir dai, faz-se necessario conhecer a area da elipse (A), através de calculo

com integral definida para a precisao dos resultados. Sabe-se que y = f(x), ou seja,
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da equacédo 4.8.9 vem: f(x) = — x? ; funcéo esta de dominio f: R - R , que

define a area da metade da ellpse destacada na figura 4.21. Entao, para a obtencao
da area da elipse faz-se o0 seguinte procedimento:

a
A=2.f f(x)dx
—-a
a
b
A=2.j —.va? —x?%dx
qa
Ou melhor:
b a
A=2.E.j Jvaz—x?%dx
—-a

Na consulta da integral trigonométrica indefinida, tem-se o seguinte resultado:

f az—xzdxza—zarcsen(£)+f. a?—x2+C
2 a 2
Entao:
b [a? X\ X *
A=2—. —arcsen(—)+—.\/a2—x2
a |2 a 2 a
b [[a? a\x a a’ —a\ —a
—2 _ | bt Wit 2 _ 2 (2 _\Yai_= 2 _ (_ 2
A—Z.a._(zarcsen(a)+2. a a> <2arcsen(a)+ > Aa?—(—a) >l
b [[a? a?
A=2.—.|| =arcsen(l) | — | =—arcsen(—1)
a 2 2
42 b [[a? & a’ 3m
- Tat|\ 272 22
b \—m
— I 2
A=2-.|>.a |

Assim, tem-se que a area de uma elipse é dada por:
A=ma.b (Equagéao 4.8.10)

A partir dai, a fisica newtoniana entra como grande alicerce para entendermos
como Kepler chega a deducado dessa lei, dispondo dos conhecimentos de forca
resultante do movimento circular e uniforme (MCU) do planeta de massa m em torno

do Sol, com massa M, para um raio vetor p da érbita. G é a constante gravitacional.

A resultante centripeta (R.p) do planeta é a forga gravitacional (F"GVT).
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Onde:

m.v? =3 G.M.m

5
Rerp =

Entao:

p2 =2 (Equagéo 4.8.11)
Como vimos anteriormente na definicdo de momento angular, tem-se que:

L=m.7.v,para: 7 = p, entdo:

p

L
v
m.

Elevando ao quadrado a equagéao acima, fica:

72 = mz—p (Equacio 4.8.12)

Igualando a equacéao 4.8.11 com a equacéao 4.8.12, vem:

I* GM
m2.pz p
% =G.M.p (Equagéo 4.8.13)

_p2
Na primeira lei de Kepler, obteve-se que: p = % . Sabe-se que p estd em

funcéo de 6. Ao considerar que 6 = 90°, tem-se que c0s90° = 0. Entdo:
p=a(l-e? (Equacdo 4.8.14)
Substituindo a equagéo 4.8.14 na equagéo 4.8.13, vem:
r
2

L =G.M.a.(1-e?) (Equacéo 4.8.15)

Na segunda lei de kepler, obteve-se que:

68



Elevando os dois membros ao quadrado, fica:

(&) = ()

404?212
At2  m2

2

(Equacéao 4.8.16)

Igualando a equacgéao 4.8.15 com a equacgao 4.8.16, obtém:

2
G.M.a.(1—e?) = ‘*'AAt‘j

(Equacéo 4.8.17)

Sabendo-se que AA = A (area da elipse) na equacgao 4.8.10 e considerando que
0 raio vetor varre a area da elipse em um periodo de translagao T, entdo na equacao
4.8.17 fica:

4. A?
G.M.a.(1—e?) = Tz

4.2 a%. b?
G.M.a.(1-e?) = —"—

Mas: b? = a?. (1—e?). Entao:
4.m%.a% a? (1—e?)

G.M.a.(1—e?) = e

G.M.a.(1—e?) = 00 (Equagio 4.8.18)
Dividindo a equagéo 4.8.18 nos dois membros por a. (1 — e?), vem:

2.3

4.1T°.
G.M =2
Logo:
T? 4.2 5
== (Equagao 4.8.19)

A essa terceira lei, mostrada na equacédo 4.8.19, Kepler a denominou de Lei
Harménica, conhecida em nosso dmbito escolar de Lei dos Periodos, que estabelece
0 seguinte:
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Num referencial inercial fixo no Sol, o quadrado do periodo de revolucao de um
planeta ao redor do Sol é proporcional ao cubo do semieixo maior da elipse que
representa a orbita do planeta.

Em uma carta escrita em maio de 1618 a seu amigo e antigo mestre Michael

Maestlin, Kepler revela,

[...] Para completar minha obra, restava uma Ultima tarefa: encontrar a lei que
relaciona a distancia do planeta ao Sol (D) ao tempo que leva para completar
sua Orbita (T). A razdo entre os dois numeros, expressao maxima da
harmonia cosmica, tinha de ser a mesma para todos os planetas. Comecei
com a razdo mais simples, T/D. Nao funcionou: para Mercurio, obtive 0,62, e,
para Saturno, 3,10. Tentei, entdo, a combinagdo T/D2. De novo, nido obtive
sucesso. Mercurio contava agora a maior razdo, e Saturno, a menor. Em
seguida, calculei, T#D2. Nada. Por fim, jA quase sem esperancas, tentei T
2/D8. E funcionou! A razéo é igual a 1 para todos os planetas! No inicio, pensei
que se tratava de um sonho. Confirmei e reconfirmei os numeros
freneticamente, e ndo encontrei erro algum! Uma Unica lei relaciona distancia
e tempo, revelando em sua simplicidade a concepgao harmdnica do cosmo.
E essa lei que tanto procurei, a lei que liga cosmo e mente, que demonstra
que toda a Criag¢do provém da unidade de Deus. Minha busca esté encerrada.
[...] (GLEISER, 2006, p. 322).

4m? , . . , .
Vale ressaltar que ﬁ € a constante de proporcionalidade, que é independente

da massa do planeta, sendo que essa constante é valida para qualquer planeta. Se
considerassemos a Orbita de um satélite como a Lua ao redor da Terra, a constante
teria um valor diferente, com a massa do Sol (M) sendo substituida pela da Terra, para
ter validade.

Ap6s um século da descoberta da Lei da Gravitacao Universal Newtoniana, em
1798, o fisico inglés Henry Cavendish (1731 — 1810) determinou, através de
experimentos o valor da constante de gravitacional (G), onde G=6,673.10""" N.m?/kg>.
Embora, Isaac Newton ja ter descoberto a massa relativa do Sol M = 1,98.103" kg,
bem como a massa relativa dos planetas do nosso Sistema Solar.

Na tabela abaixo, temos a relagdo da Lei Harménica que Kepler chegou, ao

generalizar aos planetas do Sistema Solar ja conhecidos até sua época.
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Tabela 4.4: Dados de periodo e raio médio para os 6 planetas

Periodo de EEI'-HIEI]IIII
= maior da
Planeta | revolucao S
orbita
N EL T
a (U.A)
Mercirio 0,241 0,387 0,058 | 0,058 1,000
Vénus 0,615 0,723 0,378 | 0,378 1,000
Terra 1,000 1,000 1,000 | 1,000 1,000
Marte 1,881 1,524 3,537 | 3,537 1,000
Japiter 11,862 5,203 140,7 | 140,8 0999
Saturno 29,456 9,534 867,7 | B67,9 0,999

Fonte: Criado pelo Autor.

Vale ressaltar que a terceira Lei de Kepler (Lei dos Periodos) é valida, ndo s6

para 0 nosso sistema solar, mas para qualquer sistema que corpos orbitem em torno

de um corpo de massa muito maior. Valendo também a lei para os planetas que depois

foram descobertos, tais como: Urano, Netuno e Plutao.
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5. APLICACOES NO GEOGEBRA

Ao dar inicio as atividades de Matematica com a utilizacdo do GeoGebra Classic
versao 6.0.487.0, foi certificada a instalacdo desse software nos computadores do
LIED (Laboratério de Informatica Educativa) da Escola Estadual Prof.2 Elcy Rodrigues
Lacerda, situada no municipio de Macapa — AP, no interior do Nucleo de Medida
Socioeducativa de Internacdo Masculina (CESEIN), onde o publico alvo sdo os
adolescentes que cumprem medidas socioeducativas e cursam a 32 série do ensino
médio.

De acordo com a problematica detectada nos alunos do ensino médio da escola
supracitada, quanto a aprendizagem do ensino de Geometria, para atender também
algumas dificuldades em Fisica, o direcionamento dessa atividade dinamica com o
GeoGebra esta voltado para a Geometria que 0 matematico astrélogo e astrobnomo
alemao Johannes Kepler desenvolveu ao longo de sua vida. Para isso, utilizou-se os
tépicos do capitulo 4 deste trabalho, como referéncia da aplicacdo desse software
matematico.

Vale lembrar também que os alunos dessa escola passaram por um treinamento
de reconhecimento do GeoGebra, através de um minicurso de quatro aulas de 50
minutos no LIED, para em seguida aplicar as devidas atividades.

Em cada atividade, o aluno foi orientado passo a passo para desenvolver as
tarefas do capitulo 4, sabendo-se que cada uma delas segue seu objetivo de estudo.
E por fim, registrar os resultados obtidos pelos alunos, no decorrer da construgao das
atividades, registrando as facilidades e as complexidades encontradas pelos alunos,
ao utilizar o GeoGebra, como ferramenta didatica nas aulas do laboratério de

informatica da escola.

5.1. Construindo o Hordscopo de Wallenstein no GeoGebra

O hor6scopo de Kepler ao General Wallenstein (representado pela figura 4.1) é
formado por um quadrado de lado L, que a partir dos pontos médios desses lados e
os ligando, forma-se outro quadrado, e que pelos pontos médios dos lados desse
ultimo quadrado e os ligando, forma-se outro quadrado de lado L/2. Ao ligar os vértices

correspondentes do primeiro quadrado formado com o terceiro, tem-se a formacéao de
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12 tridngulos retangulos e isdsceles que representardo as casas, onde comportardao
0s 12 signos do hordscopo.

Atividade: Com base nas informacdes acima, construir o horéscopo partindo do
primeiro quadrado de lado Ls = 8 u.c e o terceiro quadrado de lado L3 = 4 u.c, e por
fim, montar ordenadamente as 12 casas (signos) do horéscopo.

Objetivo: Entender que a medida dos lados do segundo e do terceiro quadrado
se da pelo Teorema de Pitagoras e que cada casa triangular formada é dada por um
signo.

e Passo 1: Criar os pontos A(1,1),B(1,9),C(9,9),D(9,1),E(1,5),F (5,9), G
(9,5),H(5,1),1(3,7),d(7,7),K(7,3) e L (3, 3).

e Passo 2: formar, através de segmentos de reta os quadrados ABCD, EFGH e
JKLM.

e Passo 3: Ligar os vértices correspondentes dos quadrados ABCD e JKLM.

e Passo 4: Retirar os pontos e colar os simbolos pertencentes a cada casa
(signo).

Figura 5.1: Obtencao dos pontos no horéscopo
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B 10
B=(19
O .9 B F G
% °
O =09
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ql = Poligono(A, B, C, D) |
@) " |
— 64 | i
Al 1 n
a = Segmento(A, B, ql) g NI 4
o 1
-8 + |
|
|
b = Segmento(B, C,ql) L | i
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— 8
> i
o ¢ = Segmento(C, D, ql) A H D
1 |
— 8
Q
d = Segmento(D, A, ql 2 -0 1 3 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 13 14 15 ==
o ( ) a
-8 P :
E = Ponto(a)

Fonte: Criada pelo Autor.
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Figura 5.2: Conclusdo do horéscopo no GeoGebra.
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Fonte: Criada pelo Autor.

Resultados obtidos: Os nao encontraram dificuldades em criar os pontos e 0s
segmentos de reta para formarem os quadrados e os triangulos. Ao colar os simbolos
pertencentes a cada casa do horéscopo, obtiveram grandes dificuldades, pois as
imagens feitas com recorte e colagem deveriam ser feitas uma a uma. Mas a ideia
central de construir figuras e reconhecer a relacdo geométrica entre elas, foi obtida

com sucesso.

5.2. Representacao de Mysterium Cosmographicum no GeoGebra

O Mysterium Cosmographicum é a inscricdo e circunscricdo de todos os
poliedros regulares de Platdo em esferas, que representam para kepler, as orbitas dos
planetas conhecidos até a sua época, sendo o Sol, o centro dessas esferas. A esfera
maior de raio R representa a 6Orbita de Saturno e inscrita a ela estd um tetraedro, que
circunscreve a esfera de Jupiter, e a ela esta inscrito um cubo que esta circunscrito a
esfera de Marte. Esta por sua vez, inscreve um dodecaedro, que circunscreve a esfera
da Terra, que inscreve um icosaedro. Este circunscreve a esfera de Vénus que
inscreve um octaedro que circunscreve a esfera de Mercurio.

Atividade: Represente no GeoGebra em 2D, de acordo com a figura 4.2, as
oOrbitas dos planetas Saturno, Jupiter, Marte e Terra, sendo o tetraedro um triangulo

equilatero, o cubo sendo um quadrado e o dodecaedro sendo um pentagono.
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e Passo 1: Localizar o Sol como sendo o centro (0, 0) das 6érbitas.
e Passo 2: Fazer a 6rbita de Saturno com raio R =5 u.c.

e Passo 3: Destacar de cor preta os poligonos e de cor cinza as 6rbitas
(circunferéncias).

e Passo 4: Observar se ha ou nao alguma relagdo matematica entre os raios das
oOrbitas presentes.

Figura 5.3: Mysterium Cosmographicum no GeoGebra
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Fonte: Criada pelo Autor

Resultados obtidos: Nessa atividade, os alunos tiveram a percepc¢ao da inscrigao e
circunscricdo dos poligonos regulares, bem como conhecer as equacbes das
circunferéncias e os lados dos poligonos. Com o GeoGebra, foi possivel mostrar aos
alunos que ndo havia sequer uma relagdo harmédnica com os raios das oOrbitas dos

planetas. Os resultados foram satisfatérios, com o uso do software matematico.

5.3. Representacao do Triangulo de Kepler no GeoGebra

Com o auxilio do Teorema de Pitdgoras, Kepler percebe que ha uma relagéao
com os lados do seu triangulo retdngulo com a hipotenusa medindo ¢ e os catetos

medindo /¢ e 1. Chegando assim, em uma propor¢do &urea, onde <p=1+2‘/§z

1,61803398875 ... .
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Atividade A: Construir o triangulo de Kepler, conforme a figura 4.5, com os
quadrados formados pelos seus trés lados, de forma que o conjunto se mova na
horizontal.

e Passo 1: Fazer um triangulo retdngulo com um dos catetos no eixo das
abscissas, partindo da origem (0,0).

e Passo 2: Colocar os angulos internos medindo 38°10°13”, 51°49°47” e 90°.

e Passo 3: Construir os quadrados, de acordo com os lados do triangulo
retangulo.

e Passo 4: Colar os simbolos das areas dos quadrados.

e Passo 5: Obter um ponto fixo no vértice do angulo reto do triangulo que faca a

figura se mover na horizontal, aumentando ou diminuindo de tamanho.

Figura 5.4: Triangulo de Kepler no GeoGebra
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Fonte: Criada pelo Autor

Resultados obtidos: Nessa atividade, os alunos perceberam que o dinamismo
do objeto construido no GeoGebra manteve a relacdo aurea, mesmo aumentando ou
diminuindo a figura, mas conservando os angulos internos. Eles encontraram
dificuldades em obter um ponto fixo para que houvesse a dindmica do objeto, mas
conseguiram entender a relacéo entre os lados do tridngulo para se chegar no nimero

aureo.
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Atividade B: Kepler observou que o circulo de diametro igual a medida da
hipotenusa do seu triangulo tem perimetro muito préoximo, com erro inferior a 0,1%, ao
do quadrado com lado igual a medida do maior cateto. Demonstrar essa analise de
Kepler no GeoGebra.

® Passo 1: Conforme a figura 5.4, construir um quadrado JKLM de lado 4,2 u.c.

fixado no cateto maior do tridngulo retangulo.

® Passo 2: No ponto médio da hipotenusa, fixar um ponto N e projetar uma
circunferéncia de raio 2,626 u.c.

® Passo 3: Verificar se a circunferéncia intercepta os trés vértices do tridngulo e

0 ponto médio do lado LM do quadrado.

Figura 5.5: Provando a igualdade dos perimetros do quadrado e da circunferéncia
- o
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Fonte: Criada pelo Autor

Resultados obtidos: Nessa construcdo, os alunos calcularam a medida da
hipotenusa pela relacao pitagérica e, no ponto médio, projetaram a circunferéncia e
com o raio, obtiveram o perimetro da circunferéncia (C = 2.m.R). Eles construiram o
quadrado, através do cateto maior do triangulo e obtiveram o perimetro desse
quadrado (p = 4.1), chegando a conclusdo do erro de 0,1% dessas medidas
perimetrais. A atividade foi satisfatéria para os alunos, tanto na questao da construcao
quanto na resolucao algébrica dos perimetros.
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5.4. Representacao no GeoGebra das razées do diametro pela posicao relativa
da imagem na parede.

A camara escura de orificio € um dispositivo que deu origem a maquina

fotografica. Com ela, Kepler fez analogias com a visdo humana e a utilizou para

dimensionar os astros na condicdo de eclipses. Ele usou um quarto com um furo em

uma parede e o0 anteparo seria a parede paralela a do furo. Dai, Kepler esquematiza

a projecao da luz, ao passar pelo orificio, em trés fases. E com os diametros das

regides circulares formadas pOde aplicar a proporcionalidade as suas posicoes

relativas, através de semelhancga de triangulos.

Atividade: Construir no GeoGebra a figura 4.8, destacando as regides circulares

formadas pela fonte luminosa, destacando as trés fases que originam a imagem no

anteparo.

Passo 1: Criar a fonte luminosa de cor amarela com centro na origem (0,0)
com diametro B medindo 4 u.c.

Passo 2: Distar a parede do orificio a 8 u.c em relacao a B e marcar o ponto E,
tendo essa regidao o diametro DF medindo 1,4 u.c e com cor cinza.

Passo 3: Distar 16 u.c a aréola com centro K e diametro JL, medindo 4 u.c e
pintado de cinza no interior e amarelo a coroa.

Passo 4: Criar os segmentos de reta (raios luminosos) AL e CJ (passando por
E); BD e BF (chegando até as extremidades da regiao cinza do passo 3).
Passo 5: Distar 10 u.c de B e criar a aréola da fase 1 com cor amarela no
interior e cinza na coroa.

Passo 6: Na interseccao dos segmentos de reta criar a regido de sobreposicao
na fase 2 com diametros Gl medindo 2 u.c e centro H na cor cinza.

Passo 7: Distar 14 u.c de B e criar a aréola da fase 3 com cor cinza no interior

e amarela a coroa.
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Figura 5.6: Projecdo da imagem através da cadmara escura de orificio no GeoGebra.
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Fonte: Criada pelo Autor

Resultados obtidos: Essa atividade representou as fases de formacédo da
imagem até se chegar no anteparo. Os alunos, através do ludico formado, puderam
observar, geometricamente, a projecao da imagem do objeto luminoso. A dificuldade
encontrada foi em calcular a posicao diametral das aréolas, pois tiveram que calcular

separadamente, utilizando a proporcionalidade dos segmentos por Tales.
5.5. Representacao no GeoGebra da construcao do excéntrico

Marte, por 30 anos, foi o planeta de estudo para Kepler, devido ao seu
movimento erratico que ndo se assemelhava a uma circunferéncia. A hipétese vicaria
foi um estudo baseado em muitas aproximacdes e erros que Kepler encontrou ao
associar a ideia do equante de Ptolomeu, avistando Marte da Terra e o sistema
heliocéntrico de Copérnico. O equante (E), o centro do excéntrico (C) e o Sol (S) sao
colineares, ou seja, pertencem a mesma linha (das apsides) e EC = CS.

Atividade: Baseando-se na figura 4.11, construir o excéntrico da 6rbita de Marte,
utilizando quatro posigdées na circunferéncia, usando o eixo das ordenadas no grafico
sendo a linha das apsides e destacar o equante (E), o centro (C) e o Sol (S). E por
fim, ligar as posicoes de Marte entre si e aos pontos E, C e S.

e Passo 1: Determinar C (0,0), E (0, 2,25) e S (0, - 2,25).

e Passo 2: Obter a equagao da circunferéncia 1: x? + y? = 27,56.
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e Passo 3: Definir as quatro posicdes de Marte J (0,94, - 5,17), L (5,22, 0,53), M
(-3,00, 4,31) e N (-4,30, -3,01).

e Passo 4: Ligar os pontos J, L, M e N entre si e eles aos pontos E, C e S.

Figura 5.7: Construgéo do excéntrico no GeoGebra.
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Fonte: Criada pelo Autor

Resultados obtidos: Essa atividade foi realizada com facilidade, pois os alunos
apenas construiram a circunferéncia, marcaram os 4 pontos e trangcaram todos com o
equante (E), o centro (C) e o Sol (S). Com o uso do GeoGebra o objeto Iudico ficou

bem definido, em relacao a figura que foi dada a eles para construirem.

5.6. Representacao da Primeira Lei de Kepler no GeoGebra

Ao abandonar a hipétese vicaria, Kepler formula um argumento geométrico, onde
um circulo excéntrico circunscreve uma elipse. Baseando-se na trigonometria e na
proporcionalidade de segmentos, envolvendo os angulos e raios que delimitam o
circulo e a elipse. Com essa ideia, Kepler desenvolveu uma equagao, onde o raio
vetor (segmento que une o Sol a Marte) esta em fungao da excentricidade e do
cosseno do angulo formado pelo raio da circunferéncia. A equacéao da elipse é
definida algebricamente por: p = 1 + e. cosp.
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Atividade: Desenvolver no GeoGebra um esquema geométrico que comprove

o argumento utilizado por Kepler para validar a equacéao da elipse, gerando movimento

para descrever no interior da circunferéncia uma curva eliptica.

Passo 1: Obter dois pontos no y: A (0, 0,68) e B (0, 0); este ultimo sendo a
localizagao do Sol, para que a excentricidade seja e = 0,68.

Passo 2: Construir a circunferéncia de raio unitario AM e centro em A e
extremos H e |, em relagédo ao eixo y.

Passo 3: Criar o segmento BT: raio vetor (p) da equacao da elipse.

Passo 4: Tomando como referéncia o eixo vy, identificar o angulo @ formado
com AM e B formado com BT, onde os angulos aumentam em sentido anti-
horario.

Passo 5: Criar uma barra horizontal (j) mével na direcéao y, através do controle
deslizante, onde os pontos M e T estdo fixos nela. O ponto T descreve um
trajeto eliptico de cor cinza.

Passo 6: Criar um ponto P (em T) que descreva o trajeto eliptico na cor azul.

Figura 5.8: Construindo no GeoGebra a elipse por meio de uma circunferéncia
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Fonte: Criada pelo Autor
Resultados obtidos: Nesse grafico dinamico, o grau de complexidade da

construgdo foi bem maior que as outras atividades, pois os alunos encontraram

entraves ao conciliar a equagédo com a gréfico. De forma que eles tivessem que testar

varias o controle deslizante para gerar um movimento eliptico com o raio vetor. Mas,
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apds a conclusao da atividade, puderam compreender e perceber a descricdo da
elipse, através da circunferéncia. Assim, o GeoGebra prova, geometricamente, a

veracidade da equacgao da elipse formulada por Kepler.

5.7. Representacao da equacao das conicas no GeoGebra

Pela admiravel contribuicao de Apolonio de Perga para a Geometria, Kepler
resolveu estender seu estudo das 6rbitas dos corpos celestes em torno do Sol, criando
uma equacao que generalizasse as diferentes cénicas, onde o raio vetor estivesse em
funcdo de trés parametros: semieixo maior da elipse (a), excentricidade (e) e o
cosseno da anomalia verdadeira (cosf). A equacao das conicas &, algebricamente,

a.(1-e?)

1+e.cos6 ’

Atividade: De acordo com a equacao das cbnicas, desenvolver uma simulacao

definida por p =

no GeoGebra, que gere movimento nas curvas do grafico e que mostre as diferentes
cbnicas (elipse, parabola e hipérbole).
e Passo 1: Criar uma cdnica por 5 (cinco) pontos, sendo fixos: A (-2, 0), B (0, 2),
C (2, 0), D (0, -2). E sendo movel apenas o ponto E (1,4, y) com y variavel.

x.(1-€?)

1+e.cosa

e Passo 2: Estabelecer a funcao f(x) =

e Passo 3: Obter o controle deslizante para a, com 0 < a < 360°.

e Passo 4: Obter a linha mével para E com cor azul.

Figura 5.9: Simulagéo da equacgao geral das conicas no GeoGebra.
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Fonte: Criada pelo Autor
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Resultados obtidos: Para essa atividade os alunos puderam observar que,
através das variagdes do angulo (@) e do semieixo maior (x), com a utilizacdo do
controle deslizante para observar as diferentes conicas formadas. O resultado foi
satisfatorio, tanto na questdo da facilidade da construcdo quanto da percepcao
geomeétrica das 6rbitas dos corpos celestes, de forma geral.

5.8. Representacao no GeoGebra da 12 e 22 Lei de Kepler

A 12 Lei de Kepler foi deduzida com o auxilio da algebra e da geometria. Mas antes
disso, Kepler deduziu a Lei das Areas, comprovando a relagdo entre a area “varrida”
pelo raio vetor com o seu tempo.

Para a demonstracdo dessas leis foi utilizado o simulador em GeoGebra:
Gravitagdao — Leis de Kepler, que foi criado por Thales Quirino Medeiros, que esta
disponivel no site: https://www.geogebra.org/m/swtyu7kj.

Atividade A: Com o simulador de Thales, faca um estudo, manipulando as fung¢des
que comprovem a 12 Lei de Kepler.

e Passo 1: Marcar as fung¢des Sol e Planeta e a fungao velocidade.

e Passo 2: Usar o controle deslizante da excentricidade e posicionar e = 0,71.

e Passo 3: Marcar a funcgao elipse (trajetéria) e marcar a funcao focos.

e Passo 4: Posicionar o semieixo maior (a) em a = 10.

e Passo 5: Marcar a funcdo dr + d2 = constante e fazer valer a propriedade

geométrica da elipse: ds + d2= 2.a.
e Passo 6: Marcar a fungéo Afélio/ Periélio e iniciar a simulacéo.

Figura 5.10: Estudando com o simulador a 12 Lei de Kepler
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Fonte: www.geogebra.org/m/swtyu7kj.
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Resultados obtidos: Com o simulador de Thales Medeiros, os alunos
pontuaram os itens solicitados e assim, puderam observar o planeta executando sua
orbita eliptica, reconhecendo, pelo ludico, as informacdes tedricas repassadas em
sala de aula sobre a 12 lei de Kepler.

Atividade B: Com o simulador de Thales, fagca um estudo, manipulando as
funcdes que comprovem a 22 Lei de Kepler.

e Passo 1: Baseando-se na atividade A ja “resetada”, desmarcar as seguintes
funcbes: velocidade, ds + d2 = constante e Afélio/ Periélio.

e Passo 2: Marcar as fungdes: Raio de 6rbita e Area e iniciar a simulagao.

Figura 5.11: Estudando com o simulador a 22 Lei de Kepler
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Fonte: www.geogebra.org/m/swtyu7k|
Resultados obtidos: A partir do uso do simulador de Thales Medeiros, os
alunos pontuaram os itens solicitados e assim, puderam observar o planeta “varrendo
areas iguais em tempos iguais na elipse. Dessa forma, o GeoGebra pdde mostrar o
ludico e concatena-lo as informacdes teoricas repassadas em sala de aula sobre a 22
lei de Kepler.

5.9. Representacao no GeoGebra da 32 Lei de Kepler

A terceira Lei de Kepler faz uma relagao de proporcionalidade com o quadrado
do periodo de oscilacao de um planeta e o cubo do semieixo maior de sua 6rbita. Essa
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lei ficou conhecida como Lei Harménica na época de Kepler. Nos dias de hoje,
conhecemos essa lei por Lei dos Periodos.

Atividade: Desenvolver no GeoGebra um esquema geométrico dindmico, que
comprove a 32 Lei de Kepler, incluindo o Sol (S) e os trés primeiros planetas do
Sistema Solar: Mercurio (M), Vénus (V) e Terra (T), em trajetéria circular.

e Passo 1: Obter as posi¢des dos astros: S (0, 0), M (3,87, 0), V (7,23,0) e T
(10, 0), com as trés orbitas circulares em torno do Sol.

e Passo 2: Identificar as cores para os astros: Sol em amarelo, Mercurio em
laranja, Vénus em cinza e Terra em azul.

e Passo 3: Criar um controle deslizante para o angulo de rotagédo (a) em
Mercurio (referencial) para 5 voltas, ou seja, 0° < a < 1800°.

e Passo 4: Obter os intervalos de 6rbita de Mercurio e Vénus: 0 < Ry, < 3,87 €
5 <Ry < 10.

Figura 5.12: Estudando com o simulador a 32 Lei de Kepler
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Fonte: Criada pelo Autor

Resultados obtidos: Os alunos encontraram dificuldades para montar essa
simulacado da 32 Lei de Kepler, pois tiveram que adaptar os raios das érbitas e do
periodo orbital, conforme a tabela 4.4. Mas ap6s a conclusdo da atividade, o
dinamismo da construcdo das érbitas dos trés planetas foi essencial para o aluno
entender o nimero de voltas que Mercurio e Vénus precisavam executar para se
chegar no periodo orbital da Terra. Provando, assim, que o GeoGebra é um software

que facilita a aprendizagem para os alunos, ao Trabalhar a Geometria, em geral.
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6. CONSIDERACOES FINAIS

De acordo com as nossas vivéncias e experiéncias em sala de aula, na condi¢ao
de professor de matematica, sabemos quanto é desafiador o papel do professor em
ensinar Matematica, a medida que tentamos sair do mundo da abstracao para a
praticidade dos conteldos matematicos abrangentes na educagéo basica do ensino
publico.

As escolas publicas brasileiras, na sua grande maioria, sdo desprovidas de
recursos didaticos e tecnolégicos que poderiam contribuir diretamente com o processo
de ensino-aprendizagem. Sao escolas que, além de nao oferecerem uma estrutura
fisica com o minimo conforto possivel ao aluno, n&o dispéem de um laboratério de
informatica educativa para auxiliar os educandos nas atividades escolares

relacionadas a aprendizagem da Matematica.

Esses fatores negativos exercem grande influéncia no despreparo dos alunos
para o ENEM (Exame Nacional de Ensino Médio), que ao prestar esse exame,
encontram grandes dificuldades para resolver as questdes de Ciéncias da Natureza e
suas Tecnologias, bem como as questdes de matematica e suas Tecnologias, por ndo
usufruirem dessas ferramentas informatizadas, que além de complementar as aulas
expositivas, servem como elementos facilitadores para a aprendizagem de certos

conteudos abordados que se limitam apenas na teoria.

Na tentativa de buscar melhorias diante desse contexto supracitado, pensou-se
na insercao de uma proposta metodoldgica para as aulas de Matematica, voltado para
o ensino da Geometria, onde os alunos encontraram maior dificuldade em entender
esse conteudo. Assim, o uso do software matematico dindmico conhecido por
GeoGebra, tem sido uma ferramenta pedagogica de grande importancia para auxiliar

nas aulas de Matematica em varios paises.

A escola que dispde de um laboratério de informatica e profissionais capacitados
para ensinar o aluno a manipular esse software matematico, conduz melhor a
aprendizagem de certos conteudos, que muitas vezes sao repassados com formulas

algébricas, com a Unica finalidade de se chegar a uma resposta, sem que haja a
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conectividade com as praticas do que foi exposto em uma mera questdo de
Geometria.

Diante de inumeros softwares matematicos escolhemos o GeoGebra Classic por
se tratar de um material didatico livre, de facil acesso para baixar e instalar, assim
como é uma ferramenta que resolve inimeras situagdes-problema voltados para o

ensino da Geometria no seu bojo.

Os resultados com o uso dessas tecnologias no ensino da Matematica sao
satisfatorios, visto que as aulas dos professores de matematica se tornam mais
dindmicas e compreensiveis para os alunos, a fim de os mesmos adquiram mais
estimulos em aprender as geometrias plana, espacial e analitica, bem como conseguir

interligar a teoria a pratica dos conteudos abordados.

A ciéncia e a tecnologia estdo crescendo e se desenvolvendo juntas, € 0
profissional da educacdo nao pode se abster desse processo evolutivo que atinge
varios setores do conhecimento, assim como o ambiente escolar, fazendo assim, o
uso da tecnologia para a melhoria das informacdées matematicas, que muitas vezes
se limitam ao quadro da sala de aula, e que poderiam ser vistas de maneira mais
ludica e compreensivel para aquele aluno que encontra dificuldades no ensino da

Matematica.

O professor que disponibiliza o GeoGebra em suas aulas de Geometria,
consegue levar o aluno a aprender e praticar, de forma simplificada e prazerosa, o
conhecimento que os grandes matematicos do passado nos deixaram. Com isso, 0
aluno, através do uso desse software matematico, pode manipular o programa,
criando fung¢des que geram graficos de diferentes formas, podendo gerar dinamismo
nas formas geomeétricas em 2D ou em 3D.

Dessa forma, o professor que faz uso dessa ferramenta didatica, se coloca na
condicdo de inovador de suas praticas pedagdgicas, tendo mais riquezas de
informagdes em suas aulas expositivas. E isso provoca no aluno motivacdo em
aprender a Geometria e entender a importancia dela quando se deseja deduzir uma
equacao matematica qualquer ou até mesmo em compreender determinadas leis
universais e certos fenbmenos da natureza que nos rodeiam, e que sao regidos por
funcdes com alto grau de complexidade, em que somente as aulas expositivas no

quadro, ndo levariam esse aluno a atingir o conhecimento preciso da informacao.
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