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Resumo

O presente trabalho tem, como proposta principal, apresentar um estudo introdu-
torio de Anélise de Fourier, unindo alguns dos conceitos estudados na teoria ao ensino
de fungoes trigonométricas realizado no Ensino Basico. Inicialmente estudaremos a
teoria fundamental das Séries de Fourier, e os principais resultados basicos. Apos esta
exposicao inicial, estudaremos alguns tépicos mais avancados de Anélise de Fourier,
relacionados a convergéncia pontual e uniforme das séries de Fourier. Tais topicos nos
mostrarao como o estudo das séries de Fourier na historia da Matematica permitiu
diversos avancos, principalmente no ramo da Analise. Veremos também uma aplicagao
destas na resolucao de uma Equacao Diferencial Parcial: a equagao da corda vibrante,
com o intuito de estimular o leitor a procurar topicos mais avancados na disciplina e
em areas correlatas. Finalmente, como proposta de aplicacao ao Ensino Basico, rela-
cionaremos o ensino da disciplina de Trigonometria no Ensino Médio de uma forma
interdisciplinar ao ensino da Misica e da Fisica, relacionando as fungoes trigonométri-
cas com ondas sonoras musicais, através da utilizacdo de programas como o Geogebra
e Audacity.

Palavras-chave: Analise de Fourier, Equacoes Diferenciais, Trigonometria, Som,
Timbre.






Abstract

The present work has, as main proposal, to present an introductory study of Fourier
Analysis, joining some of the concepts studied in theory to the teaching of trigonometric
functions carried out in Basic Education. Initially we will study the fundamental
theory of Fourier Series, and the main basic results. After this initial exposition, we
will study some more advanced topics of Fourier Analysis, related to the point and
uniform convergence of Fourier series. Such topics will show us how the study of
Fourier series in the history of Mathematics has allowed several advances, especially
in the field of Analysis. We will also see an application of these in the resolution of
a Partial Differential Equation: the vibrating string equation, in order to encourage
the reader to look for more advanced topics in the discipline and in related areas.
Finally, as a proposal of application to Basic Education, we will relate the teaching of
Trigonometry in High School in an interdisciplinary way to the teaching of Music and
Physics, relating trigonometric functions with musical sound waves, through the use of
programs such as Geogebra and Audacity.

Keywords: Fourier Analysis, Differential Equations, Trigonometry, Sound, Timbre.
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Introducao

Em uma sessao histérica da Academia Francesa, em 21 de Dezembro de 1807,
o matematico e engenheiro Jean Baptiste Joseph Fourier (1768 - 1830) anunciou uma
tese surpreendente e ambiciosa: de que uma funcao arbitraria, definida em um intervalo
finito e representada por um grafico arbitrariamente “caprichoso”, pode ser expressa
como a soma de funcoes trigonométricas de seno e cosseno. Tal afirmacao causou
espanto e incredulidade nos académicos da época (dentre o eles, o famoso matemético
Lagrange). Qualquer sobreposigao de tais fungoes trigonométricas sempre resultara em
fungdes infinitamente diferenciaveis (também chamada analiticas). Em outras palavras,
dada uma funcgao analitica, a propriedade desta ser infinitamente diferenciavel permite
que, em um intervalo arbitrariamente pequeno, possamos determinar de forma tnica
seu curso, tanto no sentido a esquerda quando a direita. Desta forma, como seria
possivel representar qualquer grafico arbitrario, independente de sua “forma”, através
da ideia de Fourier? A afirmacdao do matematico francés inaugurou um novo capitulo
na histéria da Matematica, proporcionando novas investigacoes e descobertas no ramo
da Anaélise.

Apesar de sua forte afirmacao, Fourier ndo conseguiu comprovar formalmente as
provas de sua teoria. Na época, as ferramentas matematicas nao eram suficientes
para tais demonstracoes, que exigiam maior rigor e formalismo nas operacoes com
séries infinitas. No entanto, isto foi um fator motivador para novas descobertas e
investigacoes fundamentais. Primeiramente, a “arbitrariedade” das funcoes que podiam
ser representadas pelas séries de Fourier precisavam de maiores investigacoes sobre
suas condi¢oes. Em 1829, L. Dirichlet foi pioneiro em tais demonstracoes. Em tempos
mais recentes, algumas investigacoes sobre fungoes mais regulares mostraram que até
mesmo séries de Fourier de funcgoes completamente continuas poderiam nao convergir
para certos pontos do intervalo de seu dominio. Um método extremamente eficaz foi
desenvolvido por L. Fejér, em 1904, consistindo de um novo procedimento em somar as
séries de Fourier, de forma que estas convirjam em todos os pontos do dominio de uma
fungao (algo bem inesperado!). A tnica condicdo exigida por Féjer era que a fungio
fosse integravel, nao sendo necessaria continuidade ou diferenciabilidade.

Uma outra extensao da classe de funcoes que pudessem ser representadas por séries
de Fourier veio através da generalizacao do conceito de “integrabilidade”. B. Riemann
desenvolveu a ideia de uma funcao ser integravel quando estudava e investigava as
séries de fungoes trigonométricas, em 1854. O conceito de uma funcao ser “Riemann-
integrével” foi generalizada posteriormente por Borel e Lebesgue, em 1904, também
motivados em estudar a aplicabilidade das séries de Fourier em uma classe ainda maior
de fungoes. O desenvolvimento da Matematica Moderna, desde a definicao e concei-
tuacao formal de funcao até a moderna Teoria da Medida, esta intimamente ligada a
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20 Introducao

histéria das séries de Fourier.

Apesar dos refinamentos da descoberta original de Fourier pertencerem ao reino da
Matematica Pura, a possibilidade de resolver diversos problemas encontrados comu-
mente no universo fisico através das vibragoes puras das fungoes seno e cosseno teve
importante repercussao em diversas areas da Fisica Matemaética. O proprio Fourier
fez sua descoberta ao estudar a teoria de conducgao do calor. No entanto, sua teoria
também é aplicada em problemas de Actstica, Elasticidade, Otica, Eletricidade e Vi-
bracoes Atdmicas. Em particular, a teoria das redes elétricas e suas ramificacoes seria
inconcebivel sem o método de Fourier, em especial a “integral de Fourier”, considerada
a mais importante descoberta do matemaético.

Exemplificaremos uma das aplicagoes da teoria de Fourier através de um sistema
de mecanismo simples: a mola vibrante. Podemos expressar a equacgao diferencial da
mola vibrante através da expressao

y'+ oy + Ky = p(t) (1)

onde a fungao y(t) representa o deslocamento da mola em fun¢ao do tempo, k é a
constante da mola e « é a constante de amortecimento causada pela friccao, enquanto
o termo p(t) representa a forca de excitacao.

Neste simples exemplo observamos algumas importantes caracteristicas mateméti-
cas, presentes em um grande grupo de fenémenos. Primeiramente, a equacao diferencial
em (1) é linear, pelo fato de y(t) e suas derivadas (neste caso, a primeira e segunda
derivadas) dependerem apenas delas mesmas, e nao de seus quadrados, produtos ou
outras combinacoes. Isto tem um significado fundamental: o principio da superposicao.
De forma simples, este principio diz que, se resolvemos o problema para certos p;(t)
e pa(t), obtendo as solugbes y;(t) e ya(t), teremos também a solucdo para a forca de
excitacao

p(t) = aip1(t) + azpa(t), (2)
que é dada por
y(t) = ar1y1(t) + aqya(t). (3)

Apesar de na formulagao inicial os termos p(t) e y(t) terem significados fisicos de
“forca de excitacao” e “deslocamento”, podemos denotar mais geralmente o termo a
direita p(t) como a entrada e a solugao y(t) como a saida da equacao diferencial. Desta
forma, a expressao “ache a solucao da equacao diferencial, dado o termo & direita” pode
ser reformulada como “ache a saida, dada a entrada do fen6meno”.

Em adicao a linearidade da equacao diferencial, observemos uma segunda propri-
edade fundamental: a equacao diferencial possui coeficientes constantes, ou seja, os
coeficientes de y(t), y'(t) e y”(t) sdo constantes dadas, e nao expressoes em funcao do
tempo t. Isto significa que, em termos fisicos, as caracteristicas do sistema se mantém
inalteradas a medida que o tempo passa. Isso é de extrema importancia. Podemos ter
sistemas fisicos em que isso nao se observa: por exemplo, em uma rede elétrica a resis-
téncia pode aquecer de acordo com a passagem do tempo. Neste caso, a resisténcia se
torna uma expressao em funcao do tempo, e a constante de amortecimento « se torna
uma funcao na variavel t. Nao nos preocupemos neste momento com sistemas desse
tipo.

Podemos testar as propriedades de nosso sistema com o seguinte experimento: como
entrada, utilizaremos a fungao senoidal Asenwt ou, mais convenientemente, a funcao
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complexa

p(t) = Ae™" = A(coswt + isenwt)

Considerando o fato de que a equacao diferencial do sistema da mola vibrante
possui coeficientes reais, a saida y(t) resolvera dois problemas. Sua parte real nos dara
a saida referente a entrada p(t) = A coswt, enquando sua parte imaginaria a entrada
p(t) = Asenwt.

Agora, a solucao da equagao diferencial

y//—i-Oéy/—I—ka:Aeth
é obtida na forma
y(t) = Be™",
onde a amplitude B deve satisfazer a condicao

B(k* — w® +iaw) = A,
e a amplitude B pode ser escrita como
A A k—w? —iaw  A(k?* — w? + iaw)

B: = . — .
k2 —w?+iaw k%2 —w?+iow k2 —w?—iaw (k2 — w?)? + olw?

O numero complexo B pode ser escrito em sua forma polar, como

B =CAe™ %,
onde
o= 1
\/(kQ _ w2)2 1 a2w?
© aw
tgp = [k

Obtemos, portanto, a solugao

y(t) = B = A6 = QA

Comparando as duas equagoes

p(t) = Asenwt,
y(t) = CAsen(wt — ¢), (4)

podemos analisar o resultado da seguinte forma: a saida para uma entrada senoidal
serd também senoidal, com mesma frequéncia mas fase e amplitude modificada. A
amplitude original A foi alterada para C'A, enquanto a fase de vibracao teve o angulo
alterado para ¢. No entanto, a frequéncia angular de vibragao w se manteve inalterada.
Este resultado s6 é possivel por duas condicoes: a linearidade da equacao diferencial
e o fato dos coeficientes serem constantes. Se alguma destas condicoes nao forem
satisfeitas, a relacao encontrada em (4) entre a entrada e a saida nao ocorrera mais.
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Apesar do sistema mola vibrante proposto em nosso exemplo ser extraordinari-
amente simples, serve como protétipo para um vasto nimero de problemas fisicos.
Podemos pensar que, ao invés de uma tinica mola, o sistema tenha um grande nimero
de molas conectadas linearmente entre si. As constantes de amortecimento e de mola
de cada um dos componentes deste sistema podem ser diferentes, mas o mesmo possui
duas caracteristicas em comum com nosso exemplo mais simples: as equacoes dife-
renciais que descrevem seu comportamento sao lineares, e os coeficientes independem
do tempo. Estas duas condi¢oes também sao satisfeitas em diversos outros problemas
fisicos. Por exemplo, uma estrutura elastica arbritraria (no caso em que a forca de
excitacdo ndo é muito forte) é matematicamente equivalente a um grande namero de
molas acopladas. O mesmo ¢é valido para uma rede elétrica arbitrariamente complexa,
para a conducao de calor em um corpo sélido, a propagacao da luz em um fluido ou em
um gas, entre muitos outros. Todos esses fenomenos tém algo em comum: nos temos
uma forca de excitacdo (seja ela a voltagem, uma fonte de calor ou de luz), que é a
entrada do sistema, e observamos uma saida (o deslocamento elastico da estrutura em
um determinado ponto, o corrente elétrica em um circuito, a temperatura em deter-
minado ponto do s6lido ou a intensidade da luz em um ponto do espago). Para todos
esse fenomenos, duas condigoes devem ser verificadas: (i) que o sistema satisfaca a
linearidade (ou seja, que uma saida para a entrada a;p;(t) + asps(t) seja equivalente
a1y1(t) +asy2(t)), e (ii) que os parametros fisicos do sistema se mantenham inalterados
com o tempo ¢.

Atendidas essas condigoes, a relagdo de entrada-saida (4) pode ser utilizada. Mas
qual a importancia dessa relacao? Por qué a entrada p(t) deve ser dada nessa forma
especial e especifica? E ai que a descoberta de Fourier se torna extremamente impor-
tante. Assumamos que a entrada p(t) se extenda a um certo intervalo, det =0at =T.
Entao, o teorema de Fourier afirma que a fungao p(t), independente de seu “formato”,
pode ser expressa como a soma de vibragoes puras de seno e cosseno:

1

p(t) = 500 + a; coswt + ay cos 2wt + ... + by senwt + by sen 2wt + ...

onde definimos

Basta sabermos o que acontece com a funcao especial de entrada

eikz,ut7
onde k£ é um namero inteiro. Dai, pelo principio de superposicao, podemos obter a
saida correspondente & funcao p(t).

E claro que precisamos conhecer de qual forma podemos representar p(t) como um
somatorio de fungoes trigonométricas. Fourier nos deu a solugao desta questao, na
forma das seguintes integrais definidas, chamadas de coeficientes de Fourier:

T
/ p(t) cos kwtdt,
0

'ﬂlw ’ﬂll\v

T
/ p(t) sen kwtdt.
0
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Em praticamente todas as aplicacoes das séries de Fourier em problemas fisicos si-
tuacoes semelhantes as anteriores se apresentam. No presente trabalho estudaremos as
séries de Fourier e suas intrigantes particularidades. Em especial, estudaremos os prin-
cipais teoremas de convergéncia das séries de Fourier e sua importante contribuicao na
historia da Matemaética e da Andlise Moderna. Entenderemos quais sao as condigoes
de uma funcao para que sua respectiva série de Fourier convirja, seja pontualmente
ou uniformemente. Nossos estudos basear-se-ao na sequéncia logica de D.G. de Fi-
gueiredo. Andlise de Fourier e equacoes diferenciais parciais. 5* ed. Rio de Janeiro:
IMPA, 2018. Procuraremos demonstrar os resultados de forma minuciosa, trazendo
materiais auxiliares para que o leitor de primeiro contato com o tema possa ter uma
experiéncia mais “suave” no decorrer do texto. Traremos também solucoes alternativas
aos principais teoremas presentes no estudo, baseadas em outros materiais que podem
ser encontrados na bibliografia deste trabalho.

Exemplificaremos, de forma sucinta, uma aplicagdo das séries de Fourier na re-
solucao de uma Equacgao Diferencial Parcial classica: o problema da corda vibrante.
Finalmente, indo ao encontro do objetivo do PROFMAT), faremos uma proposta de in-
troducao do assunto ao Ensino Médio através da representacao de ondas sonoras como
somas de funcoes trigonométricas.

Para o leitor mais interessado nos conceitos tedricos apresentados, sao poucos os
requisitos para uma boa compreensao do texto: os cursos tradicionais de Célculo,
nocdes basicas de Algebra Linear e conceitos introdutorios de Equacées Diferenciais.
Um curso introdutorio de Analise Real também serd de grande auxilio para o leitor;
no entanto, procuraremos demonstrar os principais resultados necesséarios no decorrer
do texto.






1 Séries de Fourier

1.1 Introducao

Nossa questao central tratard de estudar as fungoes f : R — R que podem ser
expressas da forma

1 o
flz) = §a0 + HZ:O (an cos? + b,, sen ?) (1.1)

que, como veremos, é chamada de série de Fourier de f.
Antes de darmos inicio ao desenvolvimento da teoria, relembraremos algumas defi-
nicoes.

Definicao 1. Seja X um conjunto nao vazio, com X C R. Uma sequéncia de fung¢oes
fn: X — R € uma correspondéncia que associa a cada n € N uma funcao f,, definida
em X e tomando valores reais.

Definicao 2. Seja (f,)n>1 uma sequéncia de funcoes f,: X — R. A soma f =5 f,
de uma série de fungoes é um caso particular de um limite de uma sequéncia: f =

lim s,, onde
n—oo

Sn:f1++fn

1.2 Funcoes periddicas

Uma funcao f : R — R é dita periddica, com periodo T se f(x +T) = f(z), para
todo = € R.

Os exemplos classicos de funcgoes periddicas sao as fungoes seno e cosseno, que sao
de extrema importancia para o estudo das séries de Fourier. Facamos a demonstracao
de sua periodicidade.

Se a funcdo seno é periddica, existe 7' € R, tal que sen(xz + T') = sen(x). Usando
as formulas de adicao de seno, temos

sen(xz + T) = sen(zx) cos(T) + sen(T") cos(z)

Notamos que, se cos(T) = 1 e sen(T) = 0, a condi¢ao sen(x + T') = sen(z) é
satisfeita. Pondo T' = 2k, com k € Z, de fato temos que cos(2km) = 1 e sen(2km) = 0,
e a funcao seno é periddica, com periodo 2km.

Analogamente, é possivel mostrar que o periodo da funcao cosseno também é 2k,
com k € Z.

25



26 Séries de Fourier

Se T é um periodo de uma funcao f, entao os valores £27, £37T, £47T ... também
sao periodos de f.
Chamaremos de periodo fundamental o menor valor positivo de 7.

No préximo resultado, determinaremos o periodo fundamental das fungoes sen 7=

e cos “Tf. O processo ¢ semelhante ao que fizemos nos exemplos anteriores. Para 0

7L7T(E

caso sen £, devemos ter

nm(x +T nmw
sen ( 7 ) =sen —, paratodo x €R
ou seja
nmx nmT n nmT nmx nmw (1.2)
sen —— Cos sen Cos —— = sen —— .
L L L L L
Pondo x = 2= em (1.2), teremos
s nmw n nm’l s s N
sen — cos —— -+ sen —— Cos — = sen —
2 L L 2 2
N s nm’l’ s N nm’l’ 1
sen — cos —— = sen — = CoS ——— =
2 L 2 L
Pela relagao trigonométrica fundamental (sen? 6 4 cos®§ = 1), ¢ imediato verificar
que sen % = 0. Como buscamos o periodo fundamental de sen 2= ”’TT , buscamos o menor
valor positivo de T', de forma que
nr’l 2L
M o T="2
L n

Analogamente, utilizando a féormula de adigdo de cossenos, também encontramos
que o periodo fundamental 7" de cos ”ET é 2nL .

Finalmente, enunciaremos uma propriedade sobre integrais de funcoes periddicas,
que sera 1util em nossas demonstracoes futuras:

Se uma funcao f, periddica de periodo T € integrdvel em qualquer intervalo de
comprimento T, entao € integravel em qualquer outro intervalo de mesmo comprimento,

e o valor da integral ¢ o mesmo, ou seja,

/a+ o)z = b+ F(@)da, (1.3)

para quaisquer a e b.

1.3 Convergéncia uniforme

Nesta se¢ao, relembraremos algumas definicoes e resultados da convergéncia de sé-
ries e sequéncias. No decorrer do desenvolvimento tedrico, mostraremos alguns critérios
de convergéncia das séries de Fourier, e esta se¢ao sera oportuna para as provas futuras.

Defini¢ao 3. Uma sequéncia numérica (a,)n,>1 € dita convergente quando, dado um
real [, para cada nimero real € > 0, dado arbitrariamente, for possivel obter um indice
no € N tal que |a, — 1| < &, para todo n > ny.
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Neste caso, dizemos que [ é um limite da sequéncia a,, e isto podera ser escrito
como

lim a,=10 ou a, —I.
n—-+oo

Exemplo 1. A sequéncia a, dada por a, = % converge para (.

Usando a defini¢ao, dado um ¢ > 0 arbitrario, deveremos encontrar um ny € N tal
que

1
la, — | <e = — <e¢e, paratodo n >ng
n

Para isto, basta que ng > %, e temos que a,, — 0.

Definigao 4. Uma série numeérica y .. a, converge se a sucessio das reduzidas
(também chamadas de somas parciais) converge. A sucessao das reduzidas € aquela

cujo termo geral é
n
An = E CLJ',
=1

sendo A,, a reduzida de ordem n.
Exemplo 2. A série geométrica y .- A", com |[A| <1 converge.

Expandindo a reduzida de ordem n da série, teremos

DN =MW (1.4)

j=1

Multiplicando a expressao (1.4) pelo fator A, obtemos

A N =N At (1.5)

J=1

E subtraindo (1.5) de (1.4), temos

~ ~ . A1=A)
1=XN)) N =x—A"" No=m
=Ny O

sendo esta conhecida como a férmula de soma de progressao geométrica.

Pelo fato de |A| < 1, temos que lirf A" =0 e o limite da sucessao das reduzidas
n—-+0oo
A

da série geométrica serd =5, mostrando que a série converge.

Definigao 5. Dada uma sequéncia de fungoes Y | fn(x), onde f, : X — R sao
funcoes reais definidas em um conjunto X C R, dizemos que a sequéncia de funcoes
convergird pontualmente para o funcao f: X — R se, dado qualquer € > 0, pode-se
obter, para cada x € X um inteiro ng = no(e,x), o qual dependente de ¢ e de x, tal
que

n>ng = |fu(zr) — f(x)] <e.
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Por defini¢ao, a série > f,, converge pontualmente num conjunto X se, e somente
se, a sequéncia de suas reduzidas s, = f1 + ... + f, converge pontualmente em X.

Definicao 6. Diremos que uma sequéncia de funcoes f, : X — R convergird unt-
formemente para uma funcao f : X — R quando, para todo € > 0 dado, existir um
no € N tal que

n>ng = |fu(r) — f(7)] <e,

seja qual for x € X.

Por definigdo, a série ) f,, converge uniformemente num conjunto X se, e somente
se, a sequéncia de suas reduzidas s, = fi + ... + f, converge uniformemente em X.

O proximo resultado, chamado de Teste M de Weierstrass, é importante no
estudo das séries de fungoes e, por consequéncia, em nosso estudo de séries de Fourier.
Ele reduz o problema da verificacao da convergéncia de uma série de funcoes ao pro-
blema de verificar a convergéncia de uma série numérica, que de forma geral, acaba
sendo mais simples.

Para a prova do Teste-M de Weierstrass, definiremos as sequéncias de Cauchy, e
enunciaremos um resultado importante, cuja demonstracao pode ser encontrada em
E. L. Lima. Andlise Real, vol. 1: Funcoes de uma Varidvel. 122 ed. Rio de Janeiro:
IMPA, 2018.

Seja f, : X — R uma sequéncia de funcoes. Ela se chama uma sequéncia de
Cauchy quando, dado arbitrariamente um ntimero real £ > 0, pode-se obter ng € N
tal que m > ng e n > ng implicam |f,, — fn| < e.

Teorema 1. Uma sequéncia de funcoes f, : X — R € uniformemente convergente se,
e somente se, € uma sequéncia de Cauchy.

Como vimos que uma série é um caso particular de um limite da sequéncia de
suas reduzidas, temos que uma série é uniformemente convergente se, e somente se, a
sequéncia de suas reduzidas é uma sequéncia de Cauchy.

Com isto, podemos enunciar o

Teorema 2. Teste-M de Weierstrass: Seja f, : X — R uma sequéncia de fungoes.
Suponhamos que existam constantes My, com k € N, tal que

| fe(@)| < M,
para todox € X ek >1, ¢
k=1

Entao a série

ka(x) < 00

converge absolutamente e uniformemente em X.
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Demonstracao: Observemos primeiro que a série ., fy(x) converge absoluta-
mente em X, utilizando o critério de comparacao com a série de termos nao-negativos

> pey My. Seja

F(z) =) fu(x).

Mostraremos que as reduzidas S, (x) = >, _, fx(x) convergem uniformemente para
F(z). De fato,

o o oo
[F(2) = Su(@)] = | Y fule)| < D i@ < > M,
k=n+1 k=n+1 k=n+1
onde utilizamos na passagem acima a desigualdade triangular e a primeira condigao
do teorema. Como a série Y M) é convergente, a sequéncia de suas reduzidas é uma
sequéncia de Cauchy, de forma que, dado ¢ > 0, podemos encontrar ny € N tal que,
para todo m > n > ng, tenhamos

m
EE:JM% < €.
k=n

Como isto é vélido para todo m > n > ng, tomando n nestas condicoes, teremos

oo
|F(z) = Su(z)| < Y My <e,
k=n+1
mostrando que a série é uniformemente convergente.

O
O estudo das séries uniformemente convergentes apresenta excelentes propriedades.
Enunciaremos algumas delas nas proposicoes seguintes.

¢~ ~ - - s . [o¢]
Proposicao 1. Suponhamos que as fungoes u,, sejam continuas, e que a sériey | U, ()

. . . ~ . o0 ’ Ve
convirja uniformemente. Entdao, a soma da série u(x) = > " u,(z) € também uma
funcao continua.

Proposicao 2. Suponhamos que as funcoes u, sejam integrdveis em um intervalo I,
e que a série Y-, u,(x) convirja uniformemente. Entao,

/] gun(x) dr = g/lun(x)dx.

Proposicao 3. Suponhamos que as fun¢oes u,(x) definidas em um intervalo I con-

virjam pontualmente para um x € I, sejam continuamente derivdveis, e que a série
o0 ’ . .. . ~

Yoo un(z) das derivadas convirja uniformemente. Entao

L ) = Y @)

As demonstracoes das proposicoes acima serao omitidas nessa leitura, mas sao
resultados classicos da Analise, e podem ser encontrados em diversos exemplos da
literatura classica.
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1.4 Os coeficientes de Fourier

Se uma funcao f for expressa como

= —ao + Z (an cos == 4 b, sen n_zx) , (1.6)

como podemos proceder para descobrir os coeficientes a, e b,? E de se esperar que
tais coeficientes estejam ligados a fungao f. Vamos supor que a igualdade em (1.6)
se verifique, e que a série convirja uniformemente. Pela Proposicao 2 da secao
anterior, a fungdo f deve ser continua (podendo ser integrada), periédica de periodo
2L pois, como vimos na segao 1.2, o periodo fundamental de cos ¥ é 2L, que também
é periodo para as demais funcoes de cosseno e seno que aparecem na série. Usando a
Proposigao 2 da segao anterior, integraremos ambos os lados de (1.6), obtendo

/f d:U—/_ —aodx—l—/ Z ancos +b sen L)da:

0 que equivale a

nmx
/ f(x)de = —ao/ dm+2an/ cos —dx+b / seanx. (1.7)

Para obtermos os coeficientes, exploraremos os conceitos de ortogonalidade. Cha-
maremos duas fungdes p(z) e 1(x) ortogonais em um intervalo [a, b] se

/ o(x)(z)dx = 0. (1.8)

S A jog nmx nmnx ~ ; ~ N ~
Proposigao 4. As fungoes cos "I e sen “I* sdao ortogonais em relagao a fungdo cons-

tante p(x) = 1 no intervalo [—L, L].

Demonstragao Definamos em (1.8) p(r) = 1 e ¥(x) = cos "%, e calculemos

a integral no intervalo [—L, L]. Pelo método de substituicdo de variaveis, tomando
A= "7 % = "7, teremos

L nror L nmw L nr
/ cos %dw = / — cos Add\ = — cos Add\ = —(sen \) =0, (1.9

L —nr T nmw J_nox nm —nm

nmx

7% ¢ analoga ao demonstrado em

para todo n € N. A prova para a funcao sen “=
(1.9).

O
Com isto, é possivel obter o coeficiente ay. Notemos que em (1.7), pelo resultado

s ) . L
da Proposicao 4, as integrais cos & "” ML dx e sen "”dw se anulam, e temos que
) "y L

/_if(x)dx:%ao/ d:U:>/ f(x :—aox
é%/if(x)dx:

L 1
= —a02L =
-L 2
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Para os coeficientes a,, e b,, exploraremos algumas relacoes de ortogonalidade:

L pre mmz
/ cos —— sen dr =0, se n,m>1; (1.10)
I L L
L
nmwT mmx L, se n=m2>1,
/_L cos —— Cos wa = { 0. se nmnm>1; (1.11)
L
nmw MmnT L, se n=m2>1,
/L Sen —— sen de = { 0, se ntmmnm3>1 (1.12)

Tais demonstracoes sao obtidas utilizando as identidades trigonomeétricas de trans-
formacao de produto em soma:

cos(a) cos(b) = %(cos(a +b) 4 cos(a — b)) (1.13)
sen(a) sen(b) = %(COS(CL —b) —cos(a +b)) (1.14)
cos(a)sen(b) = %(sen(a +b) —sen(a — b)) (1.15)

Utilizando a mesma estratégia da Proposicao 4, tem-se que, quando a # b, as
fungoes (1.13), (1.14) e (1.15) sao ortogonais. Quando a = b temos, em (1.13),

cos(a) cos(b) = %(cos(a +b) + cos(a — b)) =

= cos’(a) = %(cos(2a) + cos(0)).

Pondo a = 7%, teremos

o que implica que

L L L L
5 (NTTT 1 2nmx / 1 /

- — — = - — L

/_L Cos ( 7 ) dx 5 (/_L Cos < 7 ) dx + . cos(O)dx) 2/, dx :

como mostrado em (1.11), quando n = m. A demonstragdo para (1.12), no caso em
que n = m é andloga, e, em (1.15), quando a = b, teremos sen(a — b) = sen(0) = 0, o
que mostra que (1.10) é ortogonal, para todos n,m > 1.

Agora, multiplicando (1.6) por cos ™%, para m > 1 fixado, e integrando ambos os
lados, teremos

L
/ f(z) cos T2 gz =
L L

L 0 L 0 L
ao mmx nmwT mmx nwx mmx
= — CoS dr+ a,, COS —— COS dr+ b,, sen —— cos dz.
/_ . 2 L ; /_ I L L ; /_ I L L
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Pelas relacoes de ortogonalidade, a primeira integral da expressao acima e o soma-

. L
torio > [} b, sen 2% cos "I dx se anulam, e para n = m tem-se que

L
/ f(x) cos ?dw =a,L.
-L

mmnx

7> Leremos

Utilizando o mesmo raciocinio, multiplicando (1.6) por sen

L
/ f(z)sen n_zxdx = b, L.
L

Finalmente, apds estas demonstracoes, obtemos que

1 /L
=7 /L f(z) cos ?dw,n > 0; (1.16)

1 [F nmwT
== —d > 1. 1.17
7 pwsen S dn > (117)
Podemos assim apresentar a seguinte definigao:

Definigao 7. Seja f : R — R uma fun¢ao periodica de periodo 2L, integrdavel e abso-
lutamente integravel em cada intervalo limitado [—L, L]. Os nimeros a,, paran > 0 e
by, para n > 1, demonstrados em (1.16) e (1.17), sao denominados coeficientes de
Fourier da funcao f.

As condigoes de integrabilidade e integrabilidade absoluta da funcao f serao es-
tudadas oportunamente no desenvolvimento da teoria, e sao necessarias para que as
expressoes encontradas em (1.16) e (1.17) tenham sentido.

1.5 Série de Fourier

Pela Defini¢ao 3, e pelas expressoes dos coeficientes encontradas em (1.16) e (1.17),
podemos escrever a funcao f como

f(x) ~ —CLQ+Z <ancos—+b sen?) : (1.18)
e a expressao do lado direito sera conhec1da como série de Fourier de f.
Perguntamo-nos como sera a relagao entre a funcao f e sua respectiva série de
Fourier. A igualdade nem sempre ocorre, e existem casos em que uma série de Fourier
de uma func¢ao continua poderé divergir! No que se segue, estabeleceremos algumas
condicoes suficientes para que a igualdade entre uma funcao f e sua série de Fourier
0CorITA.
Introduziremos algumas terminologias e relembraremos de alguns fatos do Calculo
Diferencial e Integral. Quando dizemos que uma funcao f é integravel em um intervalo

la, b], dizemos que a integral
b
| #ayis

(que pode ser impropria) existe, ou em outras palavras, é finita. No decorrer dos temas
expostos nesse texto trataremos das fungoes integraveis a Riemann.
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Definicao 8. Diremos que uma funcao f : R — R ¢é seccionalmente continua se
tiver no mdzimo um ndmero finito de descontinuidades, sendo estas de primeira espécie,
em qualquer intervalo limitado. Assim, dados a < b, existem a = ag < a1 < ag < ... <
a, = b, tais que f seja continua em cada intervalo aberto (aj,a;+1),7 =0,1,...,n—1,
e existem os limites

flaj+0) = lim ) ¢ fla;=0)= lim f(z).

Quando os limites acima existem, mas sao diferentes, dizemos que a descontinui-
dade € de primeira espécie.

Definicao 9. Uma funcao f : R — R serd seccionalmente diferencidvel se ela e
sua derwada " forem seccionalmente continuas.

Notemos que a derivada f’ nao esta definida em todos os pontos; de fato, f’ nao
existe nos pontos de descontinuidade de f. Além disso, podem existir pontos onde f é
continua, mas f’ nao exista.

Com essas condigoes e defini¢oes, apresentaremos um teorema (que sera demons-
trado oportunamente) que fornece condi¢oes suficientes para a convergéncia de uma
série de Fourier de uma funcao f, e sera tutil para alguns resultados que apresentaremos.

Teorema 3. (Fourier). Seja f : R — R uma func¢ao seccionalmente diferencidvel e
de periodo 2L. Entao, a série de Fourier da func¢ao f (como em (1.18)) converge, em
cada ponto x, para 5[f(x+0)+ f(x—0)] (onde f(x+0) e f(x—0) denotam os limites
laterais o direita e G esquerda, respectivamente, de f em um ponto x ). Ou seja,

1 1 - nwT nwr
§[f(x—i—0) + f(z—0)] = 500 —l—; <ancosT —l—bnsenT) :

Utilizando este teorema, demonstremos a série de Leibniz, também conhecida
como a formula de Leibniz para mw, publicada em 1676 pelo matematico alemao, e
descoberta pelo matematico indiano Madhava de Sangamagrama em meados do século
XIV.

Exemplo 3. Série de Leibniz
Seja f a funcao definida como

L0<x<m
e periddica de periodo 27.
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=31 =21 -1 0 1 21 3m

Figura 1.1: Gréafico da func¢do f no intervalo [—3m, 37].

Calculando os coeficientes de Fourier, teremos

1 g 1 0 ™ 1 T
=— [ flo)dz=— Ode+ [ ldz) == de=1
T —r T —r 0 T 0

e, para n # 0, teremos para a,

1 [7 1
/ f(x)cos _nm: dr = / cosnrdr = — <sen nx)
T Jo T n

para todo n € N. Para b,, teremos

1 [ 1 /-
bn:—/ sennxdmz—(ﬂ>
T Jo s n

Notemos que, quando n é da forma 2k, com k£ € N, temos que cos2km = 1, e b, = 0.
Quando n é da forma 2k — 1, temos que cos(2k — 1) = —1, e entdo

™
=0,
0

7’ 1
= —(1— .
; mr( Cos nr)

2
bo 1 = ———keN
T k= D
Portanto, a série de Fourier da funcao f sera:

o0

1
~ G ; % gy sen[(2k — 1)x]. (1.19)

=317 =TT 0 u 31T

Figura 1.2: Reduzida de nimero n = 6 da série de Fourier de f.

Notemos que, para v = 7, f(z) = 1. Usando o Teorema 3 (também chamado de
Teorema de Fourier) em (1.19), teremos
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1:%+;ﬁsen [(2/{;—1)%] i%:;ﬁsen [(Zk‘—l)g}.

1 1

™

Multiplicando ambos os lados da expressao por 7, teremos

T ; (2k;1— ) S 2k = 1)3]

e dai, para k impar, teremos sen[(2k — 1)5] = 1, e para k par, sen[(2k — 1)7] = —1, de
forma que
s 1 1 1 1 (=1t
o424 =
4 3757779 Lok —1

sendo esta a série de Leibniz. Tomando a reduzida de ordem n = 5 da série de
Leibniz, por exemplo, teremos que
1

1 s
S - = = ~0.8349 ~ 3.3396.
A A RO

L1
3 5

L
4

1.6 Funcoes pares e impares

Nesta secao estudaremos as propriedades das funcoes pares e impares, e de suas
respectivas séries de Fourier.

Seja a funcdo f, definida em toda a reta ou em algum X C R. Dizemos que f(x) é
uma funcao par se

f(=x) = [f(x)

para todo x. Isto implica que o grafico de qualquer funcao par y = f(z) é simétrico
em relacao ao eixo y. Pela interpretacao da integral como a area sob o grafico de uma
funcgao, teremos, para as fungoes pares, que

/_llf(@d@" = /_(:f(l’)der/Olf(x)dx = /_(jf(—a:)da:+/0lf(a:)dx

e, com uma simples substitui¢do de varidveis (pondo u = —z e du = —dx), utilizando
as propriedades de operacoes de integrais, teremos

!ﬂﬂ@“:[{ﬂmw+ﬂﬂﬂw=—[VMM+AQmm:

/Olf(u)dqu /Olf(x)da: _ 2/Olf(a:)dx

para qualquer [ de forma que f é definida e integravel no intervalo [—1,].
Dizemos que uma funcao f, definida em toda a reta ou em algum X C R é impar se

f(=z) = —f(z)
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para todo . Em particular, para funcdes impares, temos

o que implica que f(0) = 0. O grafico de uma fungao impar y = f(z) é simétrico em
relacao a origem. Em relacao a integral de uma funcao fmpar, temos

/_llf e = [ (:f (e)dz + /Olf<w>dw= / j—f(—l’)der / ' f(e)de =

/Olf(—yc)da:—i— /Olf(:c)dx.

Usando a mesma estratégia de substituicao de varidveis usada para as fungoes pares,

teremos l | |
/l flz)ds = —/O Flu)du +/0 Flo)de = 0

para qualquer [ de forma que f(z) é definida e integravel no intervalo [—[,[] (em ambos
0s casos, a escolha da variavel x ou u nao interfere no célculo da integral).

Proposicao 5. As fungoes seno e cosseno sao impar e par, respectivamente.

Utilizando as formulas de adi¢ao de arco, temos que

sen (—0) = sen (0 — ) = sen (0) cos (#) — sen (0) cos (0) = —sen (),

cos (—#) = cos (0 — 8) = cos (0) cos (0) + sen (0) cos () = cos ().

Com isto, temos

sen(—0) = —sen(f) e cos(—60) = cos(0)

mostrando que as fungoes seno e cosseno sao fmpar e par, respectivamente. 0]
Como consequéncia da defini¢ao de funcoes pares e impares, sao validas as seguinte
propriedades:
(1) O produto de duas fungoes pares ou impares é uma funcao par;
(17) O produto de uma fungao par por uma impar é uma fun¢ao impar.
Para a prova de (i), se p(x) e ¥(z) sao fungoes pares, entao para f(r) = p(z)(x),
teremos

f(=2) = p(=2)p(=2) = p@)y(z) = f().

Quando ¢(x) e ¥ (x) forem fungdes impares, teremos

f(=2) = p(=2)p(=z) = [—p(@)][-¥(2)] = p(x)d(x) = f(z).

Para a prova de (ii), se p(x) é par e ¢(x) é impar, entao

Munidos destas demonstracoes e propriedades, verificaremos algumas caracteristi-
cas de séries de Fourier de fungoes pares e impares.
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(a) Se f for uma func¢do par, periddica de periodo 2L, integravel e absolutamente
integravel, entao

L
= %/ f(z) cos n—zxdx, b, = 0.

Isto se da pois f(x)cos %% é par e f(z)sen % é impar e pelas propriedades discutidas

: nmx — nmx nmx _
acima, temos que ff.L f ) cos M dr = 2]0 ) cos M2 dx, e f f(z)sen 2dx = 0.
Logo, a série de Fourier de uma fun(;ao par é uma série de cossenos.

(b) Se f for uma func¢ao impar, periédica de periodo 2L, integravel e absolutamente
integravel, entao

by, / f(x)sen @dx

e a prova é analoga ao realizado em (a). Logo, a série de Fourier de uma fungao impar
¢ uma série de senos.

1.7 Calculando algumas séries (interessantes) de Fou-
rier

Com os resultados obtidos, podemos calcular algumas séries de Fourier, que nos
trazem resultados interessantes.

Exemplo 4. Seja f : R — R periddica de periodo 2L, dada por f(x) = 22, para
—L<x<L.

-3L -L L 3L

I
0N
\a¥

S

I

8

[N

I
—
—
&

Calculemos sua série de Fourier. Como f é par (pois f(—x)
teremos uma série de cossenos, com coeficientes

ap = — xzdx——— = —

z/L 22% L 2L% 2L*
L J, L3lo L3 3

2 L
ap, = Z/o z2 cos nLLxda:.
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Usando o método de substitui¢ao de varidveis, pondo y = “7*, e dy = “Fdx, teremos
2L2 nm
an = —— / y? cos ydy.
n3ms J

Dai, pelo método de integracao por partes, teremos

/ y? cosydy = y* seny —/ 2y sen ydy = —2/ y sen ydy,
0 0 0 0

e integrando o termo a direita da igualdade,

nm nm

= —NT COSNT,
0

+ / cosydy = —nmwcosnm + seny
0 0

/ ysenydy = —y cosy
0

de forma que

/ y* cos ydy = 2nm cosn.
0
Entao

4172 4172
= N COS NI =
n3m3 n2m?

(_1>n7
pois cosnm oscila entre —1, para n da forma 2k — 1,k € N, e 1, para n da forma 2k.
Portanto, a série de Fourier da fungao f sera

Qn

L2 42N (-1 nmx
f(:v)fv?%— — Z 5 08 ——. (1.20)

3L L L 3L

Figura 1.4: Reduzida de niimero n = 6 da série de Fourier da funcao f do Exemplo 4.

Usando o Teorema de Fourier em (1.20), pondo « = L, teremos

L? 412 & (—1)"
L2:?—|— 22( )cosmr.
T

Para todo n € N, temos que (—1)"cosnm = 1, e podemos reescrever nossa expressao
como
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L2 421 202 412 X1 =1
LQZ— —_— —_— = — = —— —_ = — = .
3 + 2 — n? 3 2 — n? 6 ;nQ’
ou seja
7r2_1+1+1+1
6 22 32 427"

e esta ¢ conhecida como a resolucao do problema de Basiléia, proposto por Pietro
Mengoli e resolvido por Leonhard Euler, em 1735.

Exemplo 5. Seja f : R — R periddica de periodo 2w, dada por f(x) = z, para
—T<z<T.

-3 - m 3m

Figura 1.5: Gréafico da fungao f do Exemplo 5 no intervalo [—3m, 37].

Temos que f(x) é uma funcdo impar, suave, e com descontinuidades nos pontos
x = (2k + 1)7, para k € Z. Logo, pelo demonstrado na se¢ao 1.6, a serie de Fourier
serd uma série de senos, e podemos calcular seus coeficientes, de forma que

a, =0,(n=0,1,2,...),

2 [T nwx 2 [T
b, = — rsen —dr = — xrsennxdx,
0 0

™ ™ ™

e entao, usando integracao por partes, teremos,

2 [T 2
— xrsennrdr = ——x cosnx
T Jo ™

T 2 T
+ — / cosnxdx
0

0 ™

2 ™ 2 nm 2 2
=——zxcosnz| +——seny| = ——cosnt=—(—1)"t"
0

™ n? 0 n n
onde usamos y = nx como substituicao de variavel.
Entao, a série de Fourier de f seréd

(-1

flx) ~ QZ—Sennx,
n=1
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que pode ser escrita, utilizando o Teorema de Fourier, como

( sen2r  sen3x )
r=2|senx — — ...

2+3

Figura 1.6: Reduzida de ntimero n = 10 da série de Fourier da funcao f do Exemplo 5.

Exemplo 6. Seja f : R — R periddica, de periodo 2, dada por f(x) = |x|, para
—1 < x < 1. Esta € uma funcao suave por partes, e continua em todos 0s pontos.

-3 -1 1 3

Figura 1.7: Gréafico da fun¢ao f do Exemplo 6 no intervalo [—3, 3].

Pela propriedade da funcao modular, é facil verificar que f é uma funcao par
(f(—=z) = || = f(x)), e entdo podemos utilizar os resultados obtidos para as séries de
Fourier de funcoes pares.

Temos que

2

1 1 22 (1
aoz/ |x]dx:2/ xdsz(—)‘ =1
-1 0 2 0

1 1
an = / |x| cosnmrdr = 2/ x cosnrxdz.
- 0

1
Usando integracao por partes e subsituicao de varidveis,

1 1 1 1 nmw
— —/ sen nwmdm] = 2[ - = / sen udu},
o nmj n?m? Jo

sennmwx
ap = 2 [(:1:—)
nmw
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onde u = nrz (do = 2). Entao,

2

2

n —1)n —1
2 -1
n<m

a, = cos U

0 n2m?
Pelo fato de f ser par, entao b, = 0. Portanto, a série de Fourier de f pode ser
escrita como

N——i—g 22 cosnm:
n4m

Notamos que, quando n é impar, (—1) —1= -2, e quando n é par, (—1)"—1 = 0.
Logo,
I
f(z ~ 5T 2k — 1) 5 cos[(2k — 1)mx].
k=1
-3 -1 N 3

Figura 1.8: Reduzida de ntiimero n = 6 da série de Fourier da funcao f do Exemplo 6.

Usando o Teorema de Fourier na série encontrada, pondo x = 0 (e pelo fato de
f(z) = 0), encontramos um interessante valor de convergéncia:

ou seja,

1.8 Integracao de séries de Fourier

Nesta secao enunciaremos e demonstraremos um teorema muito interessante e de
grande utilidade, relacionado & integral de uma funcao f e a de sua respectiva série de
Fourier.

Teorema 4. Seja f : R — R uma funcao periddica, de periodo 2L e seccionalmente
continua, tal que a expressao

:?O+Z<ancos—+b sen?)

n=1
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€ a sua série de Fourier. Entao,

i) a série pode ser integrada termo a termo e o valor da série integrada é a integral
de f, ou seja,

T
/f d:z:—/ —dx+z<an/a COSTdaE—l—b/seana:)

ii) a funcao F(x fo Q)dt ¢é periddica de periodo 2L, continua, tem derivada
F’ secczonalmente com‘mua eé representada por sua série de Fourier

r aop LS, L~/-b, nTr o a, nmwx
/O[f“)‘?]dt:;;zﬁ;(n T e )

L

L

—Z— = — F(a:)dx

Demonstracao: Seja f uma funcao cumprindo as condi¢oes do teorema. Supo-
nhamos inicialmente que sua série de Fourier convirja uniformemente para f. Entao,
usando a Proposicao 2, concluimos que

b b % b b
_ [Tao nmx nmx
/a f(z)dx —/a 5 dx + ngl (/a iy, €OS —— dx +/a by, sen < d:)j) . (1.21)

Mostraremos que a expressao em (1.21) sera valida mesmo se a série de Fourier nao
convergir uniformemente para f, ou até mesmo se nao convergir para f.
Inicialmente definamos a funcao F' : R — R pela expressao

F(z) = /0 [f(t) - %] dt, (1.22)

que é continua. Isto se da pois, como por hipbétese f é seccionalmente continua, o
conjunto de descontinuidades de seu dominio de integragao possui medida nula. Logo,
f ¢ integravel e limitada (e, por consequéncia, a expressao f— % também). Existe uma
constante M tal que |f(x) — %| < M, para todo z € R. Entdo, para todo a,b € R,

teremos
o - 2Ja- [ [0~ 5] a1 -
/Ob [f(t)—%} dt+/a0 [f(t)—%] dt’:
b
< []s

mostrando que F' é lipschitziana e, portanto, continua.

Pelo teorema fundamental do Célculo, temos que F’(x) existe em todos os pontos
onde f é continua e F'(z) = f(x) nesses pontos. Logo, F'(x) é seccionalmente continua.
Além disso, F' é periddica de periodo 2L, pois

b

|F'(b) — F(a)| =

b
_/ M| dt = M|b— al,
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F(x+2L)—F(m):/O$+2L [f(t)—%} dt—/ox [f(t)—%} dt

= [0 - s [ s - = [T [0 -

Entao, utilizando a propriedade de integrais de fungoes peritdicas, sendo f — &
periodica de periodo 2L, teremos

/ZML [f(t) - %} dt = /_L [f(t) -~ %] dt. (1.23)

L
Podemos concluir que a explesséo em (1.23) é igual a zero, pelo fato do coeficiente

= Lf f(t)dt (ou agL = f f(t)dt ), e que a integral

L L
ag ag
—dt:—t‘ = agL.
/_L2 S I

Logo, em (1.23), teremos

[ - ar= [ s [ =t a0

—L —L

Concluindo que F(z +2L) — F(z) = 0, temos que F' ¢é continua, com derivada F’
continua por partes e periodica de periodo 2L. Pelo Teorema 3, temos que

F(z) = AO+§<A CObT—i-B sen%)

e os coeficientes A,, e B,, sao dados por

1 L
Anzz/_LF(as)cos?dx,nz(),

1 L
B, = —/ F(z)sen _mmden > 1.
I L

Como temos a derivada de F' bem definida, podemos utilizar a formula de integracao

por partes para estimar os coeficientes de Fourier de F' com os de f. Sendo cos *7*

a
L
derivada de -~ sen "It ”” , teremos

L L L L
A, =— [F(x)— sen LT / F'(x)— sen MY 1.
nmw L -1 _L nmw

Pelo fato do primeiro termo da expressao se anular, teremos

1 [t L nwT 1 [ nmwr
A, =—— F'(x)—sen —dz = —— —d
L/_L (x )mrsen 7 dr=—— Lf( x) sen 7%,

e pelo fato de LLL f(x) sen “Idx = b, L, temos que

—L
A,=—1Db,,n>1.
nm
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nmTx

T a derivada de

Fazendo o processo de forma semelhante para B,, sendo sen 7%
—L nwr

HCOS 7

1 L nmx
Bn— Z —F<I)%COST

e pela periodicidade de F, sabendo que F(L) = F(—L), pela paridade da funcao

L L L
+ / F'(x)— cos ?dw] :

~L _I nmw

cosseno (cos(nm) = cos(—nm)) e que f_LL f(z) cos "F*dx = a, L, obtemos que
L
B,=—a,,n>1.
nmw
Para calcular o coeficiente Ay, tomando x = 0 em (1.22), temos que

Qo

F(O):/OO )~ L) =0

e entdo a série de Fourier de F'(0) sera

A > Ay L0, 2L K by,
=7°+ZA";‘7°:;Z;“0:7Z;

Sendo F(x fo — @1dt, usando as expressoes dos coeficientes da série de
Fourier de F obtemos

/Oxf(t) x4 = Z— —Z( s 1TT i’; nzx) (1.24)

e isto também pode ser escrito como

nmt v nmt
/f t)dt = / dt—l—z /ancosTdt+/O bnseant). (1.25)

Observamos que, resolvendo as integrais do lado direito da igualdade em (1.25), obte-
mos (1.24) (deixamos esse resultado a cargo do leitor).

Fazendo x = a e x = b em (1.25), e entdo fazendo fob f(t)dt — [5 f(t)dt, teremos

/f t)dt— /f t)dt = /—dt/ dt+z /ancosndet /Oancosndet>
(/ by sen dt—/ by mtdtﬂ
i n 7 i sen 7
ap > b nmnt 0 nmt
/—dt+/ —dt—i—Z[(/ ancos—dt—l—/ ancos—dt>—|—
n=1 0 L a L
t 0 t
(/0 b,, sen n%dth/ b,, sen n%dtﬂ

a

b b % b b
[T nwx nwx
:>/a f(x)dx —/a 5 dx + ngl (an/a cO8 —— dx + bn/a sen —— dx) :

o que nos fornece a expressao de (1.21), concluindo nossa demonstragao.
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Observacao 1. O teorema demonstrado toma uma forma prdtica, util para aplicacoes.

Se

nmx
n €08 —— + by sen ——),
—1— Z (a cos 8 4 b, sen 7 )

entdo, usando a igualdade em ii), temos

o0

r ao 1 [E L —b, nTr - a, nwx
P = [0 - D= b [ Fpde s ESS (2 con 5T 4 O 7Y
(x) /0 f(t) 5 oL/, (x)dx + - ; —cos—— + —sen—

Faremos agora uma aplicagao interessante dessa propriedade. Consideraremos todas
as fungoes dos exemplos abaixo como func¢ées periddicas, de periodo 2L. Seja fi(x) = =,
para —L < x < L. Fazendo uma simples adaptacao no Exemplo 5 (alterando o periodo
da fungao de 27 para 2L), temos que

2L <~ (—1)FY)
f1($)~?z - sen ——.

n=1

Figura 1.9: Grafico da funcao f; e sua reduzida da série de Fourier de nimero n = 30.

Observacao 2. Consideraremos por simplicidade, nos grdficos das funcoes estudadas
nesses exemplos, L = 1.

Sendo o coeficiente 4 = 0, podemos calcular, usando o Teorema 4,

T T 2 T2
= HDdt= | tdt=—| ==
7) /0 h(t) /0 210 = 2
e
1 [ 1 [F a2 1 23 L?
5% w)de =57 | e 176

e entdo, usando o item ii) do teorema, e sabendo que os coeficientes de Fourier da f,

2L (=)D
n=0¢eb, = 7L, teremos
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2?2 L2 N L & ( 2L (—1)(+D) mrx)
Tz 4= - = cos =
2 6 7 T n? L
2?2 L2 2PN (1) nmx
7:€+ = ; — cos 7 ,—L <z <L. (1.26)

Figura 1.10: Grafico da funcao F) e sua reduzida da série de Fourier de niimero n = 5.

. 2 .
Usando novamente o teorema em (1.26), definindo f; = %-, e sendo seus coeficientes

2 2 (=1)"
ag = %7 an = %( nz) € bn = O> teremos

- [ (G- - (-5

I VS B 1ot L2\ |F L? L?

L a5l = (5o

2L J_;, \ 6 6 2L\24 12 L 48 48
Conseguimos, portanto, obter a série de Fourier da fungao Fy(x), utilizando os
coeficientes de fs:

z 133 L2
o 6 6

sen

3 L? L& <2L2(—1)" nmv) B

6 6 7 — \ 72 n? L
L2 23K (1" oz
T 68" 3 2 Sen — ,—L<z<L. (1.27)
.’3’\ -1 -1/\ -3
— —e

Figura 1.11: Grafico da fungao F; e sua reduzida da série de Fourier de nimero n = 5.

3 2 .
Usaremos novamente o teorema, chamando f3(z) = % — %, e seus coeficientes

213 (—1)"

-5 3, e entao

ar=0,a,=0eb, =
4

/x 3 L% o LR g L2z
( )dt
0

6 6/ 24 1210 24 12

Fg(ﬂf) =
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1 [F <x4 L2x2>d 1 (x5 L2x3>’L _ —7L*
of |, \2a "~ 12 120 36

obtendo entdo a série de Fourier de F3(z)

2L

~L 360 ’

zt L%2? 700 2L K (-1 g
_ _ L <z<L 1.28
24 12 360 T o T TEETS (1.28)

n=1

-3 -1 ‘ 1 3

Figura 1.12: Grafico da funcao Fj e sua reduzida da série de Fourier de niimero n = 5.

Pondo z = L em (1.28), observamos um interessante resultado de convergéncia:

LY 7Lt 2Lt SN (—1)tY

~51 = 360 + =D B cos(n)
E facil verificar que (—1)"*Y) cos(nm) = —1, para todo n € N, e entdo
8LY 2Lt N1 ™ =1
360 7wt L=t T 90 St

1.9 Forma complexa das séries de Fourier

Veremos agora como expressar a série de Fourier em sua forma complexa. Esta
expressao, também chamada de forma exponencial das séries de Fourier, é comumente
utilizada, e serd ttil para algumas demonstracoes futuras de nosso estudo. Utilizando
a formula de Euler,

e = cosf +isenb,
onde i = y/—1, teremos as seguintes consequéncias

e + e  cosf+isen + cosh — isenf

) _ 1.2
: 5 cos 6 (1.29)
e ~ ;
o _2'6—19 _ cos0+isend —2'(cos6 —isend) _ 4 (1.30)
i 1

Podemos, portanto, escrever os termos de uma série de Fourier como

inTx —inmTT inmTT —inmTx

mrx+b nmx (eL +e L >+b (e L —e L )
n COS —— nSeN —— = Qp| ——————— h\————— ) =
“ L T 2

< an _l_ bn > zanz + ( an bn > —iz'/ra:
—+ —Je ——— e .
2 21 2 21
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. inmTx L,
Chamaremos o coeficiente de e = de ¢,, que é dado por

a, b, a, n —2b, a, ib, 1( )
Cp=—+—=— — = — — — = —(a, — ib,).
2 27 2 —442 2 2 2

Utilizando os coeficientes de Fourier, a tltima igualdade pode ser escrita como

1r1 [F nmwT nwx
Cph = §[Z /Lf(x)cos—dx—z—/ f(z sen—dm} =

% f(x)(cos@ —zsen?)dz,
e entao, usando a notacao de Euler
I inm
Cn =57 Lf(x)e L dx

Podemos definir também

Portanto, se f : R — R é uma funcao periédica, de periodo 2L, integravel e abso-
lutamente integravel, entao sua respectiva série de Fourier, escrita na forma complexa,
sera

o

inTx
E cpe L,
—0o0

onde

1 L —inmTT
cn:ﬁ/Lf(x)e L dr, para n € Z.

1.10 Convergéncia das séries de Fourier

Nas secoes estudadas anteriormente, vimos que, dada uma funcao f : R — R, pe-
riodica de periodo 2L, sao exigidas condi¢coes minimas para o calculo de sua série de
Fourier: que f seja integravel e absolutamente integravel no intevalo [—L, L]. Defini-
remos essas condicoes, e outras necessarias para a convergéncia da série de Fourier de
uma fungao f.

A integral utilizada em nossos estudos ¢é a integral de Riemann, seja no sentido de
integrais definidas ou integrais improprias.

Diremos que f serd absolutamente integravel se | f| (seu valor absoluto) for integra-
vel.

Para conveniéncia em nossos enunciados futuros, adotaremos a seguinte notacao:

Definicao 10. A funcdio f serd uma funcao de classe L' quando for integrdvel e
absolutamente integrdvel.

Com isso, estudaremos o proximo resultado: se f : [~ L, L] — R for uma fungao £,
entao seus respectivos coeficientes de Fourier estarao bem definidos.
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1.11 Estimando os coeficientes de Fourier

Com as defini¢oes da secao anterior, podemos obter certas estimativas dos coeficien-
tes de Fourier de uma funcao f dada, a partir de certas hipoteses sobre a derivabilidade
da mesma.

Suponhamos que f seja periodica, de periodo 2L, de classe £'. E possivel obter
imediatamente estimativas de seus coeficientes de Fourier, de forma que

I 1 [t
o = |7 [ s@reos e < 7 [ 7@l

1 L L
bl = |7 [ sysen ™| < 1 [ r@lde,
L L —L

onde usamos, nas desigualdades apresentadas, que as fungoes seno e cosseno sao limi-
tadas, em valor absoluto por 1. Logo, com a hipétese de f ser de classe £, existe uma
constante M = 1 f r)|dz tal que

la,| < M, |b,| < M, para todo n.

Suponhamos agora que a fun¢ao f dada seja derivavel, e que a derivada f’ também
seja de classe £!. Usando o método de integracdo por partes, para n > 1, teremos

nmwx L nmx |L L nwx
—d = — —_— - — —d
/ f(x) cos T = mrf( x) sen j7 f( ) sen 74z,
e usando o fato da fungao sen “7* se anular nos valores x = L e x = —L, obtemos
L[ e " (1.31)
p = —— sen Z. :
nmw L

Tomando os valores absolutos,

1 [F 1 [F
o = | [ aysen el < o [ (el
-L

nm J_g,

Analogamente, fazendo para os coeficientes b,

nmwx —L nmx | L L nmwx
Lb,, / f(z)sen —dx = f(z) cos < | E f( ) cos I dz,
ou seja,
—L nmwx
Lb, = —(f(L)cosnm — f(—L) cos( / f'(z) cos —d:c
nw

e pela paridade da fungdo co-seno (cos(nm) = cos(—nm)) e periodicidade da fungao
f (f(=L) = f(L)), o primeiro termo da expressao acima se anula, de forma que
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1 nmx
_ 1 nr 1.32
by, — f()cos 7 dx. (1.32)

Usando os valores em médulo,

1 [E nmwr 1 [E
bl=|— | f ~—d(<_/ '(x)|dz.
ol = | | ryeos s < - [ | (@as

Concluimos que, na hlpotese de f ser continua, com derivada de classe £!, definindo
agora a constante M = f |f'(z)|dz, teremos que

M M
la,| < —, |by] < —, paratodon=1,2,...
n n

Notemos que, nestes casos, as estimativas dependerao de n, diferente das estimativas
do primeiro caso.

Suponhamos agora que a funcao f dada tenha primeira derivada continua, e segunda
derivada de classe £'. Podemos melhorar as estimativas, utilizando integracdo por
partes em (1.31) e (1.32). Integrando a expressao (1.31) por partes, teremos

1 , L nrx | L L . nrx
a, =——| — f'(x)— cos — — f (x) cos ——dux ),
nm nm L —L nm L
e usando o mesmo raciocinio da estimativa acima (a parldade da fungao cosseno e

periodicidade da f’), obtemos

nwx
an = / f"(x) cos —dm

 n2n?

Tomando valores absolutos,

L L nmx L L
la,| = ‘W/_L 1" (z) cos le" < —3 /_L | ()| da.

Analogamente, integrando a expressdo (1.32) por partes,

L L
b, < —— "(z)|dz.
ol < =5 [ 1@

Tomando, portanto, a constante M = f | f"(x)|dx, teremos

M M
|a| < , on] < 3 bara todon € N, (1.33)

e obtemos uma estimativa para os coeficientes de Fourier quando f possui primeira
derivada continua e segunda derivada de classe £!.

No proximo capitulo trataremos dos principais resultados de convergéncia pontual
e uniforme das séries de Fourier.



2 Estudando a convergéncia das séries
de Fourier

Nas proximas secoes estudaremos algumas condicoes e testes para a convergéncia
das séries de Fourier. Antes, enunciaremos e demostraremos dois teoremas que serao
de grande utilidade em nossas demonstracoes e resultados.

Teorema 5. Seja f : [a,b] — R uma funcdo L'. Entdo, dado € > 0, existe uma fungao
continua ¢ : [a,b] — R, tal que

b
/ (@) — d(a)lde < ¢

Demonstracao: (i) No primeiro caso, suponhamos que f seja limitada e integravel.
Portanto, dado ¢ > 0, existe uma particao
a=xg<r1<..<x, =0

tal que
b k c
/aj f(l')df,ﬂ — ;m]’(l’j — xj,l) < 5, (21)

com m; = inf{f(z) : ;o1 <z < z;}. Definamos a fungao x como

x(z) =m;, para x4 <z <z; eparacada j=0,1,2..

Podemos, portanto, substituir o somatorio na expressao (2.1) pela integral de x em
[a, b], de forma que

/abf(l’)dl’ - /abx(fr)drr = /ab[f(x) — x(2)]dx < % (2.2)

Notemos que o grafico da funcao x serd formado por k retangulos, de altura m;, e
base (r; —z;_1), para 1 < j < k.

Definamos agora a funcao 1, onde “substituiremos” os retangulos da funcao x
por trapézios de mesma base (ou seja, os intervalos da parti¢ao) e lados inclinados.
Chamaremos o menor angulo formado entre as retas que contém os lados dos trapézios
e 0 eixo das abscissas de “n”. E facil notar geometricamente que a diferenca entre as
areas dos retangulos da funcao y e da funcao 1, serao dois triangulos retangulos de
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altura m; e base a metade da diferenca entre a base inferior (x; —x;_1) e base superior
dos trapézios construidos. Como possuimos os angulos internos da base inferior dos
trapézios, é possivel calcular a base dos tridngulos em questao (chamaremo-as de b):
m; m;
tg(n) = -2 = b= —2>-, paratodol <j<k.
g(n) =~ ) P <j<
Portanto, usando a férmula da area do triangulo, para cada intervalo da particao,
a diferenca da area entre o retangulo e o trapézio serd dada por
2 2
2(base X altura) B 2( m; ) _om;
2 - T\2tg(n)/ tg(n)’

Temos, portanto,

k 2

/ (e) = @it =3 TR (2.3)

Como por hipotese f é limitada, existe M > 0 tal que |f(z)| < M, para todo
x € [a,b] (por consequéncia, m; < M, para todo j). Disto, em (2.3), teremos

k M2 2
/Ix ~ ul)dz g_z ‘“M>.

Pelo fato de lim tg(n) = +oo, e por k estar fixado, existird um n tal que tg(n) >
n—%

%M , e dai

/|X ~ u(a)ldr < (2.4)

De (2.1) e (2.4) temos que, dado € > 0, existe uma funcdo continua v, : [a,b] — R,
com ¥(a) = 1 (b) = 0 tal que

[ @) = ta@lde = [ 17(@) = @) + x(@) = v )l <

[ 150 - x@lae+ [ @) - vl < 5+ 5 =,

sendo v, a funcao 1 anunciada no teorema.
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Figura 2.1: A construcao das fungoes y e ¥,.

(ii) Suponhamos que f ndo seja limitada, mas seja integravel, e absolutamente
integravel, no sentido das integrais impréprias definidas anteriormente. Consideraremos
o caso em que f se torna ilimitada apenas nas vizinhancas de a e b (os demais casos
podem ser tratados de forma semelhante, separando o intervalo de integracao nos
intervalos que contenham os pontos em que f se torna ilimitada, e em intervalos que
nao contenham, e usando o mesmo raciocinio abaixo). Portanto, dado ¢ > 0, existe
0 > 0 tal que

’/ab!f(x)\dm—/ai:!f(x)!dw’ = ‘/;M]f(:c)]d;ch/b:\f(xﬂdx‘ _

:/a ]f(x)\da:+/b yf<x)ydx<§. (2.5)

-5
Como f é limitada e integravel em [a + J,b — J], como visto em (i), existe uma
fungao continua v, : [a + d,0 — 6] = R, com ¥, (a + 0) = ¢, (b — ) = 0, tal que

b—3 .
| 1)~ vl < 5 26)
a+d
Definiremos a funcao v, : la,b] — R tal que
7 (z) = Yn(x), para a+0<z<b-—J7;
i) = 0, para a<z<a+d e b—0<uz<h.

Teremos, portanto,

b

/ab|f<:c>—zﬁn(a:)mx:/a%&\f(x)\dﬁ/ab5!f(x>—wn(a:)\dx+/ |f(2)|dz,

+6 b—é

e entdo, usando as desigualdades de (2.5) e (2.6),
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/ |f(x) — in(xﬂdx <&,

completando a demonstragao do Teorema 5.

Para finalizar, faremos algumas observagoes pertinentes ao estudo das séries de
Fourier. O teorema que demonstramos diz que, dada uma fungao f : [a,b] — R, do tipo
L', existe uma sucessdo de fungoes continuas ¥, : [a,b] — R, com v, (a) = 1, (b) = 0,
tal que

b
ti [17(0) = w(e)ldo = 0.

Suponhamos agora que f : R — R é uma fungao periédica, de periodo 2L, de tipo
L' em [—L, L]. Existe uma sucessdao de fung¢oes continuas v, : R — R, periodicas de
periodo 2L (podendo tomar ¢,(—L) = 1, (L) = 0 para todo n), de forma que

L
lim |f(x) — Yp(z)|dz = 0.

n—oo | _p

Teorema 6. Lema de Riemann-Lebesgue: Seja f : [a,b] — R uma fungao L.
Temos que

b b

lim f(z) cosmzdr = lim f(z)senmadr =0,
mM—00 a m— 00 a

onde m € R.

Demonstragao: Dividamos em dois casos:

i) Suponhamos que f seja limitada, ou seja, que exista M > 0 tal que |f(x)| < M,
para todo x € [a,b]. Lembrando do critério de integrabilidade de Cauchy, dado € > 0,
existe uma particdo P do intervalo [a, b]

Pa=xy<z1<... <z, =0,

tal que
S(f;P)—s(f; P) <e,

onde
k

S(fiP) = Mj(x; —x;), M;=suplf(e): a1 <z <,

j=1

k
s(fi P) =Y my(z; — ), my=inf[f(z): 2,1 <w<ay],

j=1

com 1 < j <mn,e sup e inf significando o supremo e o infimo de f em cada intervalo

da parti¢do P, respectivamente. Em palavras, s(f; P) e S(f; P) sao as somas inferiores

. . . - . b
e superiores associadas a particao P. Demonstraremos que lim fa f(x) sen mzdz = 0.
m—00

Consideremos a parti¢io do intervalo [a, b] determinada pelos pontos z; = a+L(b—a).
Entao,
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/ F(z) sen(ma)dz — Z / ) F(2y) — ()] sen(ma)da
= Z/ f(z;) sen(mzx)dzx + Z/ xj)} sen(ma)dx
:;ﬂm/%

Observemos que

sen(mz)dr + Z/ x])] sen(mx)dz. (2.7)

—cos(mx) |

m

/] sen(mx)dz =
zj1

) Ti_1
- J

Como —1 < cos(mzx) < 1, temos —2 < cos(mxj_1) — cos(mz;) < 2, de forma que

Tj
’ / sen(mx)dx‘ =
Tj—1

Além disso, como f(x) < M, para todo x, temos que

zn:f(x]) < zn:M =nM.
j=1 Jj=1

Usando estes resultados no primeiro termo da expressao (2.7), temos

cos(mxj_q) — cos(mx;) <

2
-

m

Ty m

> 1) [ sentmajan| < 22 2.8)

Para o segundo termo da expressao (2.7), pela limitagao da fungao seno em valor
absoluto, e que

|f(z) — f(z;)] < M; —m;, para xz;1 <z <uz;.

Teremos, portanto,

’Z/ xj}senmxdx‘<’2/ —m dx‘:
= zi: [Mj — mj] (x; —xj_1). (2.9)

Usando (2.8) e (2.9) em (2.7), teremos

‘/f senmxdm‘<—+2[ ~—m]] — ).

O somatorio na expressao acima nada mais é do que a diferenca entre as somas
superiores e inferiores da particao construida. Como f é integravel por hipotese, é

! - : L ifp—
possivel tomar uma particdo de [a,b] determinada por pontos z; = a + Z(b — a) tal
que, dado € > 0, tomemos um n de forma que
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n

Z [Mj - mj] (7 — 1) <

Jj=1

DO ™

Fixando esse n, tomaremos um mg tal que % < 5, para todo m > mg. Finalmente,

dado € > 0, temos que

‘ /abf(x) sen(mac)da:‘ < e.

A demonstracao para o caso lim fab f(z)senmadz = 0 é analogo.
m—r00

i) Suponhamos que f seja um fun¢ao £' qualquer. Dado € > 0, tomemos uma
funcao continua v : [a, b] — R tal que

£
o)

b
[ 1) = v@lds < 5

usando o Teorema 5. Pelo fato de toda funcao continua em um compacto ser limitada
e integravel, podemos aplicar o resultado de i) tal que exista um mg e, para todo
m > mg, tenhamos

‘/abw(:p) sen(ma)dz| < g

Com algumas manipulagoes, teremos
b b
| t@sentma)ds = [ i) + 1) = b)) sen(ma)ds =

/ Y(x) sen(ma)dz + / [f(z) — ¢(x)] sen(ma)dx.

Mais uma vez, pela limitacao da funcao seno em valor absoluto, e pela desigualdade
triangular, teremos

b b b
’/ f(x) sen(mx)dm‘ < ‘/ P(z) sen(mx)dx‘ +/ |f(z) — Y(x)|de < e,
completando a demonstragao do lema de Riemann-Lebesgue.

Unindo os resultados da secao 1.11 e o lema de Riemman-Lebesgue, podemos enun-
ciar o seguinte resultado:

Teorema 7. Os coeficientes de Fourier de uma funcao absolutamente integrdvel se
aproximam de zero a medida que n — o0.

Nos casos em que a condicao da funcdo ser absolutamente integravel nao for sa-
tisfeita, seus respectivos coeficientes de Fourier podem nao convergir a zero, a medida
que n — oo.
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2.1 Convergéncia pontual da série de Fourier

Iniciaremos nossos estudos dando condicoes suficientes sobre uma funcao f que
garantam a convergéncia de sua série de Fourier num ponto z fixado para o valor f(x)
ou para 1 [f(z +0) 4 f(x — 0)], nos casos em que x ¢ um ponto de descontinuidade da
f. Construiremos uma hipotese sobre o comportamento de f nas vizinhancas do ponto
x, além das condicoes minimas tratadas nas secoes anteriores. Estimaremos o valor

en(z) = sule) — 3[f(z +0) + f(z—0)], (2.10)

onde s,(z) é a soma parcial da série de Fourier de f, dada por

1 - k k
sp(x) = 500 + E (ak COS % + by, sen %)
k=1

Utilizando as expressoes conhecidas dos coeficientes de Fourier, as propriedades de
integrais e somatorios, e a identidade trigonométrica cos a cos b+sen asenb = cos(a—b),
teremos para s, ()

) /L 1[1 . iCOS M]f(y)dy_ (2.11)

A expressao entre os colchetes acima é conhecida como niicleo de Dirichlet, e
iremos denoté-la como

n

km), (2.12)

1/1
D, (z) = z<§ + ) cos——

k=1

Podemos reescrever a expressao (2.11) como

[LDAx—wf@My
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_;.LV/\V/\V/\\/\\/ \//\\//\v/\\//\vf_ L

Figura 2.2: Nicleo de Dirichlet, com n = 10.

Lema 2.1. O nicleo de Dirichlet possui as sequintes propriedades:
i) D ( ) € uma funcgao par.
i) f D, (x)dx = 1.
iii) D n(x ) é uma funcao continua.
w) Dy(x) é uma funcao periddica, de periodo 2L.
v) Dy(0) = "5
vi) Vale a seguinte expressao de D, (z) para x # 0,£2L,+4L, ...

1 sen(n + l)%

(o) = o (2.13)

Sen i

Demonstracio: Demonstraremos 4i), v) e vi). E imediato verificar i) e iii), pela
paridade e continuidade da fungdo cosseno, e v) pela periodicidade da fun¢do cos 7= k’”’”
no periodo 2L, como visto na segao 1.2.

Para i1), relembrando as relacoes de ortogonalidade da Proposicao 4, temos que

L

k

/ cos ﬂdm =0,
L L

para todo k € N. Entdao, integrando o ntcleo de Dirichlet no intervalo [—L, L], teremos

L 1/1 < kmz
/_LDn(:v)dx—/_ L(Q +k:1 COST>dQS

Utilizando as propriedades de operagoes com integrais, podemos reescrever a ex-
pressao a direita da igualdade como

1 k
—/ —dx +Z / COSﬂdl‘

Como o segundo membro da expressao se anula para todo k, temos que

L 1 [t
/ D, (z)dx = —/ Sdr = =
L L), 2"~ ar

L
=1.
~L
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Para v), temos que

L1 & 1/1 1/1
0= 3+ Soom) = 1+ 551) =} 3 ).
(0) 7 2+;coso 7 2+ 7 2—|—n
Finalmente, para vi), utilizaremos a expressao

Su(0) =1+ coskb.
k=1

Lembrando da féormula de Euler, podemos reescrever a expressao como

Sn(0) = 3‘%(1 + iez‘kﬂ) _ §R<ieik0>’

onde o simbolo R(z) significa tomar a parte real do nimero z. Pela validade da férmula
da soma de progressao geométrica para nimeros complexos, temos

1— Zn+1

1+z+...+z":1—, para =z # 1.
—z

Portanto, teremos

1 — gi(n+1)o e%(e = 6i(n+%)9) o3t _ ilnt3)0
SN(Q) =R (—,9> =% 9, —i0 0 =R —io 0 )
1—e¢ 62(62 —62) €2 —ez2

para 0 # 0, 42w, £47,.... (pois, para estes valores de 6, o denominador da expressao
se anula).Utilizando as propriedades da formula de Euler, em que €% = cos ¢ + i sen ¢
e e — e % = 2isen y, e a propriedade das funcdo cosseno e seno serem par e impar,
respectivamente, temos

e — eilnt3)o cos (‘79) N 1 sen (‘7) coS [(n + %) 0] B 7 sen [(n + %) 6}

e30 _ o "~ 2isen (_79) 21 sen (_79) 27 sen (_79) 21 sen (_79)
— cos (g) sen (g) CoS [(n + %) 0} sen [(n + %) 0]
= o o T n T ; 0 + 0
21 sen (5) 2 sen (5) 21 sen (5) 2 sen (5)

Com isto, temos

seng + sen (n+ %)9

2sen g ’
e usando esse resultado no nicleo de Dirichlet, obtemos de imediato vi).
Utilizando na expressao em (2.11) os resultados de (2.12) e (2.13), fazendo a subs-

tituicao da variavel y = x — t, teremos



60 Estudando a convergéncia das séries de Fourier

/ D, (z —y)f(y)dy = / H D, (t)f(x —t)dt. (2.14)

—L+x
Como mostrado na propriedade i), D, e f sdo funcoes periodicas, de periodo 2L

e calcular a tltima integral em (2.14) é equivalente a calcular (pela propriedade de
integrais de funcoes periodicas em (1.3))

/ Dy () f(z — t)dt. (2.15)

Entao, reescreveremos (2.15) como

/()LDn(t) x—tdt—i—/ D, (t)f(z — t)dt,

e fazendo uma simples substitui¢gdo de variaveis na primeira integral (pondo t = —t,
com dt = —dt et = —L = —t = L), teremos

/ D, ( x+t)dt+/0LDn(t)f(x—t)dt.

Pela propriedade i) de D,, ser par, temos que D, (t) =

D, (
dade de inversao de intervalos em integrais, teremos

—t). Usando a proprie-

:/0 Dn(t)f(:c+t)dt+/0 Dn(t)f(:c—t)dt:/o Du(®)[f(x + ) + flx — b)]dt.
(2.16)

Observagao 3. A expressao encontrada em (2.16) permite que escrevamos a enésima
reduzida da série de Fourier de uma funcao f avaliada no ponto x na forma da integral

/0 D) [f(x+1) + flz — 1)]dt.

Tal resultado serd de extrema importincia na demonstracao do Principio de Loca-
lizacao de Riemann, quando falarmos sobre fungoes de variacdo limitada

Voltando & expressao (2.10)

en(z) = sule) = 31z +0)+ fx—0)),

pela propriedade ii) e pela paridade de D,,, temos

/OL Do(t)dt =

Podemos reescrever £[f(z + 0) + f(x — 0)] como

[F(z +0) + f(z — 0)]/0 Do ()t :/0 D) f(x+0) + fla —Odt.  (2.17)

Logo, usando (2.16) e (2.17), podemos reescrever e,, como
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- / Du(®)[f(z + ) + f(z — t)]dt — / D)l (e +0) + flo — 0))dt =

— / Du(t{lf(x+1) = fla + 0]+ [flx =) = fle —O)]}dt.  (2.18)

Utilizaremos a expressao (2.18) para a prova do resultado de convergéncia pontual
abaixo.

Teorema 8. (Teste de Dini). Seja f: R — R uma fun¢ao periddica, de periodo 2L, do
tipo L' em [—L, L]. Fizado um ponto x em [—L, L],e suponhamos que existam f(x+0)
e f(x —0) e que exista n > 0 tal que

/’7 g(@,t

gz, t) = [f(x +1) = fle +0)] + [f(z — 1) = f(x = 0)]

Entao o valor e,(x) — 0, ou seja, s,(x) — 3[f(z+0)+ f(z —0)], quando n — cc.

)’dt < o0, (2.19)

com

Demonstragao: Decomporemos o valor e, (z), separando o intervalo de integragao
em duas partes, com um § tal que 0 < § < L e utilizando a fun¢io g(z,t) definida
acima, de forma que

(1) = / DuO{[f (1) — fla+0)] + [z — 1) — f(x —0)]}dt

L 5 L
:/o Dn(t)g(x,t)dt:/o Dn(t)g(az,t)dt+/§ D, (t)g(x, t)dt

Multiplicando o integrando da primeira integral da igualdade a direita por , e
substituindo a expressao D, (t) na segunda integral pela encontrada na propriedade vi)

do Lema 2.1 do niicleo de Dirichlet, teremos

en(x) = /0(S tDn(t)@dt + /EL sen [(n + 1)7%] Mdt. (2.20)

2 2L sen 3

Para a primeira integral, tomaremos um 0 > 0 de forma conveniente para que o
valor da integral seja pequeno e usaremos a expressao (2.19) da hipotese do Teste de
Dini. Para a segunda integral, utilizaremos o Lema de Riemann-Lebesgue (Teorema
6). Notemos que

1 sen(n + %

tD =
[#Dn(t )| 2L sen -

2L ‘2L sen

sendo a desigualdade vélida pela limitagao em valor absoluto da funcao seno. Para
estimarmos a funcao a direita da desigualdade primeiramente veremos o caso quando
t — 0. Pela indeterminacao da forma , utilizaremos ’'Hopital, de forma que

t 1 4 (¢ 1 1 1
lm ———— = — lim — wlt) S

t—0 21 sen It 2L = (sen —) 2L 150 & 77 cos ot

2L L T
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Faremos o teste da primeira derivada para t € [0, L], de forma que

dt 412 sen? It

Tt Tt
d ( t >:2Lsenﬁ—7rtcosi'
2L

mt

2L sen 77

Como o denominador da primeira derivada é nao-negativo, analisaremos o compor-
tamento da funcao do numerador. Temos

d t t ’tsen It
7 (QLsen;r—L —Wtcos;r—L) — e >0,

para t € [0, L], mostrando que o numerador da primeira derivada é uma fun¢ao nao-
decrescente neste intervalo. Como para t = 0, temos

2Lsen(0 — Omrcos0 =0,

a primeira derivada de !t & ndo negativa, e portanto, a funcao ¢ nao-decrescente.
2L

2L sen 5
Pondo t = L, teremos

L 1

1
o 7L T 9
2Lbenﬁ 2sen 5 2

Portanto, podemos obter a estimativa

|tD,, <

1
< 5 Dbara t €0, L] (2.21)

t
)| < |57or
2Lsenﬁ

Agora, usando a hipotese (2.19) dado & > 0, é possivel tomar um § < min(L,n), de
forma que

5
/ ‘g(x,t) ’dt <e.
0 t

Unindo este resultado com a desigualdade encontrada em (2.21), teremos

‘/OdtDn(t)g(a;,t)dt‘ S/jan(tﬂ‘g(ﬂ;t)‘dtg%/j‘@)dmg, (2.22)

Fixando J, analisaremos a segunda integral. Para utilizar o Lema de Riemann-
Lebesgue, verificaremos se a funcao

g(x,1)

7t "’
2L sen 5T

tels L), (2.23)

¢ integravel. E imediato verificar, por sua construcio, que g(z,t) é integravel. E

it

como 0 > 0, a fun¢do 2L sen I+ nunca se anula em [4, L]. Logo, a fun¢do em (2.23) ¢

integravel. Portanto, para um n suficientemente grande, podemos aplicar o Lema de
Riemann-Lebesgue, de forma que

[ e [(os ) P smtn] <5 o0

Utilizando (2.22) e (2.24) na expressao (2.20), o Teste de Dini esté provado. O
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A utilidade deste teste esta na obtencao de condicoes suficientes para a convergéncia
da série de Fourier, que podem ser verificadas abaixo:

i) Suponha que f seja uma fun¢do Holder continua na vizinhanca de um ponto z,
ou seja, existem constantes a > 0,0 > 0 e K > 0 tais que

lf(t) = f(s)] < K|t —s|*, parat,s€[x—0,x+1]. (2.25)

Esta desigualdade implica que f seja continua em x e, portanto, f(z +0) = f(x —
0) = f(z) (os limites laterais da f sdo iguais ao proprio valor de f nesse ponto).
Utilizando este fato, temos

l9(z, O = |[f (z+8) = f@)] + [f(z = 8) = F@)]] < [f(@ + 1) = f(2)[+[f(z =) = f(2)]

< K|(z+t)—z|*+ K|(x — t) — x|* = 2Kt*.

Portanto, temos

1) 1) 1)
t 2Kt
/ ‘M‘dtg/ dt:2K/ t*dt < oo,
0 i 0 13 0

sendo isto valido para a > 0, e a a hipdtese (2.19) do Teste de Dini é verificada.

ii) Suponhamos que f tenha derivada no ponto x. Neste caso, a desigualdade
encontrada em (2.25) pode ser verificada com o = 1, e a funcéo é dita lipschitziana.
O resultado segue imediato de 7).

#ii) Suponhamos que f seja seccionalmente continua e que as razoes incrementais

flr+t) = f@+0) | fto) - fz-0)
t t

sejam limitadas para um t > 0 suficientemente pequeno. Em outras palavras, é o

mesmo que dizer que existe um K > 0 tal que

Jet ) e (oD -Se0) g
t - t -
Entao, temos que
g(z,t) f@a+t) = fle+0)1  [fla+t)— flz-0)
e | E
flett) = fe+0)| , [fet—fa=0] .

t t

Portanto, para § > 0 suficientemente pequeno, teremos

[ 17

e a condicao de Dini se verifica. Isso estabelece a validade do Teorema de Fourier
(Teorema 3).

/ 9K dt = 2K§ < oo,
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2.2 A desigualdade de Bessel

Demonstraremos nesta secao que as reduzidas s,, da série de Fourier de uma funcao
f de quadrado integravel sao os polindémios trigonométricos que melhor aproximam
f em média quadratica. Para isso, necessitamos de algumas definicoes e observagoes
prévias.

Definicao 11. Uma funcao f : [a,b] — R € chamada de quadrado integrdvel se f e
|fI? forem integrdveis. Neste caso, nomearemos a funcao como tipo L.

Algumas observacoes pertinentes em relacao as funcoes £%:

i) Se f for uma funcao limitada e integravel a Riemann, entao f serd de quadrado
integravel. Sendo f limitada em um intervalo [a, b], designemos M > 0 tal que |f(x)| <
M em [a,b], de forma que

b b
/!f(w)\zdxs/ M?dx = M*(b — a).

i) No caso de f ndo ser limitada, pode acontecer de f ser uma fungao £, mas nao
L?. Por exemplo, a funcao f(z) = \/ig para 0 < z < 1 é do tipo £!, mas

[
1

1 1
/ — —/—dx:oo
o Wz o L
1

mostrando que f nao ¢ de tipo £2, pelo fato da integral de = ser divergente em 0 <
T <1

i) Se f : [a,b] — R for £* (onde [a,b] for um intervalo limitado), entdao f é
necessariamente £!. Utilizaremos a desigualdade de Cauchy-Schwarz para integrais,
que serda demonstrada futuramente em nosso estudo.

Definicao 12. Desigualdade de Cauchy-Schwarz: Sejam f e g funcoes L* em um
intervalo [a,b]. Entao fg € absolutamente integrdvel e

[ < [ [ 16 \dx} [ ]

Utilizando a desigualdade, pondo g(x) = 1, teremos

[ o< 1 “””2“}5 /| d”fr = ([ 1r0Pa] oot

0 que comprova a observacao iii).

N

Definigao 13. Uma sucessdo (f,) de fungoes de tipo L, em um intervalo [a,b], con-
verge, em média quadrdtica, para uma funcdao f de tipo L? se

lim/|fn (2)2dz = 0,

n—oo
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€ eScrevemos

Lim. f, = f

n—oo

em [a,b], onde Li.m. € a sigla da expressao limit in (the) mean (limite na média).
Chamaremos a expressao
[ 19~ r)Pas

de erro quadrdtico na aproximacao de f por f,.

Voltemos & questao inicial da secao. Consideremos um polinomio trigonométrico
de ordem n:

a k k
to(z) = % + Z (ck cos% -+ dj, sen %)

k=1

Designemos por

o= | " Jsu(e) — ()P

= / ta(2) — f(2) e,

os erros médios quadraticos, na aproximacao de f pelas reduzidas s,, da série de Fourier
e do polinémio t,, respectivamente, no intervalo [—L, L].

Mostraremos que e, < é,. Para isso, desenvolveremos inicialmente a expressao
t,(z) — f(x)|* de é,. Notemos que

[ta(z) = F(@)]* = (ta(2))* = 2ta(2) f(2) + (f(2))*, (2.26)

e dai, usando os coeficientes de t,, e os da série de Fourier de f, teremos

(to(7))? = <CO —l—Z (ckcoskﬂ+dkseanx)>2

2 n
:%qLcOZ(ckcoskm—x—l-dksenk—m)—I—( (ckcosm—kdksenk—gj))

L L L L
k= k=1
2 a k k k
:%—Fco;(ckcos%—i—dksen%) kZ(CkCOS ﬂ)
kmx kmx - o kmx
+2 Z <ck cos —dk sen T) (dk sen T) )

k=1

Integrando f_LL(tn(x))zdx, pelas propriedades de operacdo com integrais, e explo-
rando as relacoes de ortogonalidade, teremos
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/ coz<ckcos—+dksenk%>dx
:/Lcoz<ckcos%>dx+/ C()Z(dksenkﬂ——l)dx

L

krx
= Z cock/ cos —dx + Z codp, / sen Td:c

Usando as relagoes de ortogonalidade de (1.9) (f | cos Mt dy = f | sen By = 0>
temos que

—L

k 5 k
m/ Z c; cos? ﬂ d:U—ch/ cos ﬂdm

e pelas relagoes de ortogonalidade de (1.11) (f_LL cos? By = L), temos

L n n
k
/ E (ci cos” %x)dx =1L E .
~Lk=1 k=1

Fazendo o processo de forma analoga, usando a ortogonalidade de (1.12), temos que

/Lk- d2 sen —) —LZd2

L n
k k
/ COZ (ckcos% —l—dksen%)daﬁ = 0.
k=1

k k k
iv) / QZ <ckcos—dksenﬂ>d9&—220kdk/ (cos%sen%)dw,

e explorando a ortogonalidade de (1.10) (fLL (cos k12 sen k”—x)dx = O), temos

kmx kmx
/ 22 (ck cos —dk sen T)da: = 0.

Utilizando i) a iv), teremos

L n

L

/ (to(2))?dr = Ecg +L Z(ci +d2), (2.27)
-L k=1

mostrando que t,, ¢ do tipo £2. Continuando nossa demonstracao, analisaremos o termo

2t,(z) f(z). Expressaremos f pelos coeficientes de sua série de Fourier; isto é possivel

pois, pelo fato de f ser do tipo £2, pela observagao #7) da Defini¢ao 12, f serd também

do tipo £, e como visto no Teorema 8, a série de Fourier converge pontualmente para
f. Teremos, portanto,
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n

2[(%0 + <ckcoskﬂ% + dj, sen k%)) (% + . (akcosk%x + by, sen k%))}

B
Il
—

=

n

k k k km
:2[%+% (akcosﬂerksenﬂ) +a0 <6k008%+dkseﬂ—$>

L L 2 L
k=1 k=1
n - o, kmx n - ( lmmd k:wx) n - <b kmrx lmra:)
ayCp o8> —— ag cos ——d, sen —— sen ——cg CoS ——
k=1 o L k=1 ’ L L k=1 ' L L

+ Z (bkdk sen kﬂ)]

km
COZ (akcos— + by sen —) + CLOZ <ck COS— + d sen —$)

L

n n

k kmx k k
+2 Z <akck cos? %) +2 Z (ak COoS %dk sen ﬂ) +2 Z <bk sen b Cy, COS 7r:(:)

L
k=1 k=1

+2Z (bkdk sen ’”—’r)

Integrando f_LL 2t,(z) f(z)dzx e, por consequéncia, os termos da expressao na igual-
dade anterior (como no processo realizado para o termo (,(z))?), pelas relagoes de
ortogonalidade o segundo, terceiro, o quinto e o sexto termo se anulam, e

L

CoQo

——dx = Lagcy,
. 2

/L <2iak0k COS —> = QLZCLka,
—L

k=1

L

/L (2 zn: brodje sen’ ]”Tx)dx — QLZbkdk.
- k=1 k=1

Usando os resultados anteriores, encontramos que

L n
/ 2t,(x) f(x)dx = Lagco + 2L Z(akck + brdy,). (2.28)
—L k=1

Finalmente, utilizando (2.26), (2.27) e (2.28) em é,, teremos

L n L n
6, = Ecg +L Z(ci +d3) + / |f(x)|*dx — Lagcy — 2L Z(akck + bydy).
k=1 L k=
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Utilizando a técnica de completar quadrados,

n n

R L
n = 5(63 — 2coa0 + ) + LY (¢} — 2chap + ai) + LY (di — 2dyby + b})

k=1 k=1

L
+/ \f(2)[2dz —%—LZakanQ

—L

n n L
= g(co —ap)® + L;(Ck — ak)QL;(dk —bp)* + /_L | f(z)[Pdx

L
—ﬂ - LZ +b2). (2.29)

E imediato verificar que o menor valor possivel de é, é obtido quando ¢y = ag, ¢ =
ag, dr, = by, para k = 1,...,n. Neste caso é, coincidira com e, (ou seja, os coeficientes
do polinomio t,, coincidirdo com as reduzidas da série de Fourier de f). E, em geral,
en < é,, como querfamos demonstrar.

Observamos que, por definicao, e, > 0. Logo,

0<e, = /_L |f(2)2d L“O LZ a2 + b?) (2.30)

L

(esta expressdao pode ser obtida pondo ¢y = ag, ¢y = ag, d, = by, em (2.29)). Dali,

L

LaO+LZ 2 4 12) < /|()|dx:>—+z 21 p2) < 2/ |f(2)2dz,

- ~L

sendo esta tltima expressao conhecida como desigualdade de Bessel.

2.3 Asdesigualdades de Cauchy-Schwarz e Minkowski

Enunciaremos e demonstraremos nesta secao as desigualdades de Cauchy-Schwarz
e Minkowski (a primeira utilizada na se¢ao anterior).

Desigualdade de Cauchy-Schwarz: Sejam @ = (aq, ...,a,) e b= (by, ..., b,) dois
vetores do R™. Entao, a desigualdade de Cauchy-Schwarz para vetores do R" tem a
forma

Sanl< () (28)" 231)
j=1 j=1 j=1

Desigualdade de Minkowski: Dados dois vetores @ = (ay, ..., an) € b = (b, ..., by)
do R", a desigualdade

n n

[Z(% +bj)2}5 < (Z ) (Zbg) (2.32)

J=1 Jj=1

-
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¢ conhecida como desigualdade do triangulo ou desigualdade de Minkowski.

Antes de iniciarmos as demonstracoes, relembraremos alguns conceitos e definicoes
de vetores no R2. Sejam @ = (uy,us) e U = (vi,vy) vetores de R? com componentes
nao negativas. O produto escalar entre esses vetores é definido pela expressao

£

U = w01 + u2v2. (2.33)

Chamaremos de |i] = y/u? + u3 a norma ou comprimento do vetor 4. Chamando
de 6 e v os angulos que os vetores @ e ¢ formam, respectivamente, com o semieixo
positivo dos z, podemos reescrever as componentes dos vetores como

i = (|td] cos @, |i]senb)

U = (|| cosy, |U]sen~).

O produto escalar pode ser escrito como

W - U = |u||v] cos @ cosy + |u||v] sen O seny = |u]||¥] (cos O cos vy + sen O sen ).

Utilizando a férmula de subtracao de cossenos, cos(a — b) = cosa cosb + sen a sen b,
teremos
- U = |u]|V] cos(0 — 7). (2.34)

Igualando (2.33) e (2.34), teremos

UV + ugve = |d||v] cos(0 — ) < |ul|v],

pela limitacao da fungao cosseno. Ou seja,

Uy + sy < (U3 + )2 (vF 4 02)7. (2.35)

Tomando vetores (ay,as) e (by,by) quaisquer de R?, pela desigualdade triangular,
temos
]albl + a2b2| S |a1‘|b1’ + ‘CL2Hb2|.

Aplicando a desigualdade (2.35) aos vetores (|ai|, |az|) e (|by], |b2]), obtemos

larby + asbs| < Jan]|br] + |as|bs] < (a2 + a2)2 (B2 + b3)3,

ou seja,

|arby + agby| < (a2 + a3)2 (b3 + b3)2,
sendo esta a desiqualdade de Cauchy-Schwarz para vetores do R2.
Demonstraremos agora a desigualdade de Cauchy-Schwarz (2.31) para os vetores do

R™. Tomando vetores @ = (ay, ..., a,) e th,ondet eRe b= (b1, ..., by), consideraremos
a expressao

n n n n
D aj b))’ = ad+2t> ab+2) b2
Jj=1 j=1 j=1 j=1
Notamos, primeiramente, que o primeiro membro da igualdade acima serd sempre
nao negativo, para todo t € R. Pensaremos no segundo membro da igualdade como uma
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funcao quadrética em ¢, com f: R — R tal que f(t) = at® + Bt ++, com a = Z;;l b?,
b =2 Z?Zl ajbjey = 2?21 a?. Como a > 0, a parabola de f terd concavidade voltada
para cima. Para que a condi¢ao do primeiro termo seja nao negativo, a parabola devera
ter uma ou nenhuma raiz real (ou seja, os valores de f devem ser nao negativos em

todo seu dominio). Para isso, devemos ter o discriminante A = 3% — 4ay < 0. Isto é,

n

(2§ajbj)2_4<§a;)<§bg) gow(;%y g4<za3)<§bg)

J=1 J=1

o (Son)' = (50) () =S

Jj=

< (Z)(29)

j=

mostrando a desigualdade de Cauchy-Schwarz. A igualdade ocorre se, e somente se, 0s
vetores sao miultiplos (ou linearmente dependentes).

Sejam f : [a,b] - R e g : [a,b] — R duas fung¢oes de quadrado integravel. A
desigualdade de Cauchy-Schwarz para funcoes do tipo £? se da pela expressao

[ seaa] < [ [ vora] | [ veoradt

A demonstracao nesse caso é feita de forma anéloga ao caso dos vetores do R™. Basta
considerar a expressao

/ (@) + tg(x)Pdz,

de forma que

/ab[f(x) +tg(x))*dr = /ab(f(x))de +2t /: fx)g(x)de + /ab(g(x)ydx,

Pensemos na expressao acima como uma funcao quadratica em ¢, com f: R — R
tal que f(t) = at? + Bt + v, e os coeficientes o = f;(g(:p))2d:}c, B = QfClbf(x)g(x)dx e
v = fab(f(:c))2d:1: Com isto, basta proceder de forma semelhante & demonstracao para
os vetores do R", e o resultado é imediato.

Para a demonstracao da desigualdade de Minkowski (2.32), lembremos que, dados
vetores W = (wyq, ..., wy,) € Z = (21, ..., 2,) em R", suas respectivas normas serao

n

ol = (S u?)’ e = (3 4)

J=1 J=1

respectivamente. Pelas propriedades de operagao com vetores, temos que
Uj-.- Z= (w1 + 21y eeey Wy -+ Zn>>

e sua norma sera

I+ 21 = | > (w, +zj)2f. (2.36)



As desigualdades de Cauchy-Schwarz e Minkowski 71

Poderemos, portanto, escrever a desigualdade (2.32) como

n 1 n 1 n 1
I+l = [ D tws + )7 < (Yw?) + (3o 22)" =lal + 19,
j=1 j=1 j=1
podendo ser chamada também de desigualdade do triangulo.
Elevando a identidade em (2.36) ao quadrado, temos que

iwj—l—zj Zw +2Zw]zj+z 22, (2.37)
j=1

Pela desigualdade de Cauchy—Schwarz, temos que o segundo termo do lado direito
da tltima igualdade satisfaz

2wz <2 ) (305)"
j=1 i=1

J=1

Substituindo essa desigualdade em (2.37), teremos

i(wj—i-zj <Zw +2<i ]2>§(sz2) —l—Zz

Jj=1 Jj= Jj=1 Jj=1

Observemos que o termo a direita na desigualdade pode ser reescrito como

() (L) + =[S + (54T

de forma que

Z:;(wj +2;)? < [(Z:UJ?)% + ((Z:for

Extraindo a raiz quadrada em ambos os termos da desigualdade, obtemos a desi-
gualdade de Minkowski:

[Z(wj +Zj)2] ' < (Zw]2>2 T <<2232>2
j=1 j=1 j=1
Como fizemos para a desigualdade de Cauchy-Schwarz, é possivel demonstrar a
desigualdade de Minkowski para fun¢oes do tipo £2. Para isto, tomando a identidade

b b b b
/ (@) + g(a)Pda = / (@) P + 2 / F(2)g(@)dz + / j9(z) P,

e usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz no termo 2 fab f(z)g(z)dr (analogamente
ao que fizemos na demonstragao para os vetores do R"), obtemos

/\f + gla) Pda] /!f )edz)” /\g ede]

Enunciaremos e demonstraremos uma proposi¢cao que nos remete ao Teorema 5,
mas agora com funcoes do tipo £2.
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Proposigao 6. Seja f : [a,b] — R uma funcdo do tipo L2 Entdo existe uma sucessdo
de fungoes continuas ¥, : [a,b] — R, com 1, (a) = ¥,(b) =0, tal que

hm/|f (z)*dz = 0.

Demonstracgao: Dividamos em dois casos.

i) Suponhamos que f seja limitada. Como f é £2, pela observagao #ii) da Defini¢ao
11, f também sera do tipo £!. O Teorema 5 nos garante que, dado um & > 0, existe
uma funcdo continua v : [a,b] — R, com ¢ (a) = ¢(b) = 0, limitada, e uma constante
M > 0 tal que

Y@)| <M e [f(z)] <M,

para todo z € [a,b], e

/ |f(z) — ¥(x)|dz < 2?\4 (2.38)

Com essas majoragoes de f e 1, podemos escrever, usando a desigualdade triangu-
lar,

[f (@) = ()] = [f(2) + (= @) < [f(@)] + | = ()] = |f(@)] + [ (2)] <2M. (2.39)

Finalmente, usando os resultados de (2.38) e (2.39), obteremos
(@) —v(@)Pde = [ |f(z) = d(@)[|f(z) — ¥ ()|dz <

oM [ |f(x) —(z)|de < zMﬁ -

concluindo a demonstracao para o caso 1).
i1) Suponhamos que f nao seja limitada. Faremos a demonstragdo com um caso

particular, mas o caso geral é feito de forma analoga. Tomaremos o caso em que f se
torne ilimitada nas vizinhancas de a e b. Dado ¢ > 0, escolheremos um 9§ > 0 tal que

a+d b
/a |f(2)2dz < g e /H |f(2)2da < % (2.40)

Usando a parte i) ja demonstrada, determinaremos uma func¢ao ¢ : [a+9,b0—0] — R
continua, com ¥ (a + ) = (b — ) = 0 tal que

b—4 e
/ F(2) — v(2)[2da < & (2.41)

a+d 3
Definindo a funcao

D) = Y(x), para a+d <z <b-—0;
P70, para a<z<a+d e b-d<a<bh

obtemos, usando (2.40) e (2.41),
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/ F(2) = $(x)Pda

a+6 B ) b—é 5 ) b i N ) )
- [ @ —i@pie+ [ i@ = i@+ [ @) =P

a+d

a+d ) b—§ 5 ) b ) e e e
— [ s@Pae [ 1@ - dw@Pde s [ 1P <55 5=
a a+6 b—4
concluindo a demonstragao, e podemos enunciar o corolario abaixo, que sera ttil
para a demonstracao de alguns resultados em nossos estudos.

Corolario: Suponhamos que f : R — R seja uma func¢ao periddica, de periodo 2L
e de quadrado integravel em [—L, L]. Entao, existe uma sucessao de fun¢oes continuas
Yy : R — R periodicas de periodo 2L (tomando 1, (—L) = v, (L) = 0, para todo n),
tal que

L
lim |f(z) — Yn(z)Pdz = 0.

n—oo J_

2.4 Convergéncia uniforme da série de Fourier

Estudaremos nesta secao condigoes que garantam a convergéncia uniforme da série
de Fourier de uma funcao f, periddica de periodo 2L. Para isto, aplicaremos o teste
M de Weierstrass (visto na Secao 1.3). Pelo fato de

n_””‘<|b|

nmx
ancosT‘ <la,| e

(pela limitagao das fungdes seno e cosseno), verificaremos em quais condigoes a série
numeérica

o0
> (lan| + [bal) (2.42)
n=1
converge.
Lembremos, da Se¢ao 1.11, pela expressao em (1.33), em que provamos que caso
a funcao f tenha derivada primeira continua e sua derivada segunda seja uma funcao
L', entao a série em (2.42) é majorada pela série

S (au] + [bal) < Z P oy
n=1 = n=1

E entao, pelo Exemplo 4, a série acima converge.
Podemos provar a convergéncia de (2.42) sob algumas condi¢ées com menos restri-
¢coes em f. Enunciaremos e provaremos o seguinte resultado:

Teorema 9. (Primeiro Teorema sobre a Convergéncia Uniforme da Série
de Fourier): Seja f uma funcao periddica, de periodo 2L, continua e com derivada
primeira do tipo L2. Entdo, a série de Fourier de f converge uniformemente para f.
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Demonstragao: Suponhamos que f seja continua, e que sua derivada primeira
seja uma fungio de tipo £?. Entdo, usando as rela¢oes (1.31) e (1.32), estudadas na
estimativa dos coeficientes de Fourier, teremos

= —— - f'(x) sen %dx. (2.43)

1 (L
b, =~ f'(z) sen Y e,
L),
podemos reescrever (2.43) como
L
a, = ——10),. (2.44)
nm
De forma anéloga, para b,, teremos
1 nrxr L
b, = — UL 2.45
— f (w)cos —— = —ay, (2.45)

onde a, é o coeficiente da primeira derivada de f, da forma

/ f'(x) cos @dx

Usando (2.44) e (2.45), teremos a reduzida da série de (2.42) como

n

" "L L L 1
D _(asl 10 = 3o Wl + lajl = =3 = (1a5 1+ W)

m
j=1 j=1 J j=1

Utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwarz para vetores do R", obtemos

I | < 2 (S B) [ e e

j=1 j=1

Usaremos um resultado auxiliar, através da desigualdade

(lal +10)* < 2(Jaf* + [0). (2.47)
Isto é facilmente verificado, usando o fato de que
(lal = [o)* = 0 = [al* + [b]* > 2]a][b],
desenvolvendo (2.47), teremos
lal? +2al[b] + [b]* < 2|af* + 2[b* = 2]al[b] < |af® + [b,

e o resultado é imediato. Usando-o no segundo membro de (2.46), obtemos a majoracgao

n 1 n 1 n

L) [+ ] < £ (0 2) > + ] =

J=1 Jj=1 Jj=1 j=1

=
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TS ) [t ]

=17 =1
Portanto, a série (2.42) é majorada por
V2L (= 13 [ 2
() [ ot + ) (2.48)
j=1 j=1
Pela desigualdade de Bessel, demonstrada na Secao 2.2, temos

n

1 L 1\2
S < 1 [ 1w - 4 e

j=1
n 1 L /\2- 1
[Star+ ) < 7 [ 1w - C),

mostrando que ambas as séries em (2.48) convergem, e concluindo a demonstrac¢ao
do teorema. ([l

O teorema acima exige que f seja continua em toda a reta. Quanto a derivada de f,
pode ser descontinua, e até mesmo ilimitada nas vizinhancas de pontos isolados. Se f
for descontinua em um ponto zg, a série de Fourier nao podera convergir uniformemente
para f em nenhum intervalo que contenha zy. Isto ocorre pois, conforme Proposicao 1,
o limite uniforme de uma sucessdo das reduzidas s,(z) da série de Fourier que sdo
funcoes continuas, também é uma funcao continua, que seria a prépria f. Portanto,
para a convergéncia uniforme de f em toda a reta, a funcdo f necessariamente deve
ser continua. Naturalmente, surge uma questao: e se f for continua em um intervalo
fechado [a,b], sua série de Fourier convergird uniformemente para f neste intervalo
[a,b]? Veremos isto no proximo resultado.

Teorema 10. Segundo Teorema sobre Convergéncia Uniforme da Série de
Fourier: Seja [ periddica de periodo 2L, seccionalmente continua e tal que a derivada
primeira é do tipo L. Entdo, a série de Fourier de f converge uniformemente para f
em todo intervalo fechado, que ndo contenha pontos de descontinuidade de f.

Para a demonstracao, utilizaremos o préximo lema.
Lema 2.2. Seja v uma funcgao periodica, de periodo 2L, definida por:

—3s(1+%), para —L<z<0
Y(x)=4¢ 0, para x=0
s(1—2), para 0<z<L.

Entao, a série de Fourier de 1 converge uniformemente para v em qualquer intervalo
que nao contenha pontos da forma 2Ln, para n € 7.
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Figura 2.3: Gréafico da fung¢ao v no intervalo [—3L, 3L)].

Demonstracao: Calcularemos a série de Fourier da funcao 1. Primeiramente
notemos que, para 0 < x < L, teremos

o =+ (32)] - [ 3] v

mostrando que a funcao ¢ é impar. Usando as propriedas dos coeficientes de Fourier
de uma funcao impar, temos a,, = 0 e

L

2 [t1 I !
bn:z/o\ 5 <1—%> Sen?dl‘zz\/o\ Sen?dl’—ﬁ ; xsen?daj) (249)

para todo n € N. Calcularemos as duas integrais da igualdade acima separadamente.
Temos que

1 [* 1 L L 1
i) —/ sen@dx:—<——cosw )z——(cosmr—l)
0

0 nm

L L L nmw L

i) 1 /L mrxd 1 [( Lx nwx‘L)+ L /L mrxd]
) — rsen —dr = — || — — cos — — cos —dzx
L2 J, L L? nm L lo nm Jo L

LQ

1 nmx |L 1
= —E(cosmr) + WsenT‘ = ——(cosnm),

0 nm
onde em 7) usamos substitui¢ao de variaveis e em ii) o método de integragao por partes.

Usando os dois resultados em (2.49), encontramos que

1 1 1
b, = —E(cosmr —-1)— [— E(cosnﬁ)} = —.

Portanto podemos a escrever a série de Fourier de 1) como

—sen—— = — » —sen—. (2.50)
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S S .
RN EIES

Figura 2.4: Reduzida de niimero n = 15 da série de Fourier de .

Se provarmos que para qualquer § > 0 a série em (2.50) converge uniformemente
para 0 < 6 < |z| < L, o Lema 2.2 estara provado. Para isso, escreveremos a série em
(2.50) tomando a parte imaginaria da série

> _inf

‘ (2.51)

n

n=1

T ) )
onde # = —. Mostraremos que a série converge uniformemente para 6 € [y, 7|, com

v > 0.
Definamos a expressao

3

En(g) — ezkze’
k=1
de forma que
" ikt "1,k k=1 n g
— — ijo ijo ) - .

> ko k(Ze € ) k[Ek(f)) Ey_1(0)] (2.52)

k=m k=m j=1 j=1 k=m
Como

i " k-1 n—1 J n—1

1 1 . 1 , 1

_ — - o) — gy _
ZkEk—1(9> (k‘ze ) Z <]+1ZG ) Z j_+1 j(g)7
k=m k=m Jj=1 j=m-—1 =1 j=m—1
obtemos em (2.52)

" ikt "1 " 4 "y
k = E[Ek(g) - Ek—l(e)] = EEk(e) - EEk—l(e)
k=m k=m k=m po—
n n—1
B k=m EEk(e) B [<k§;—1 k + 1E’“(9)> + n+1 n(0) Eml(e)]
1 1
=3 B0 = 3 )+ Bl = L Fa (0
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"L /1 1 1 1
= —— —Ex(0)+ —FE,(0) — —E,,_1(0 2.53
;;<k k+1)k(y+n+l (6) = 5 Ena(0) (2.53)
Utilizando a formula de soma de progressoes geométricas, temos, para 0 < 6 < 2,
ot _ piln+1)0
E,(0) = .

Como a norma do ntimero do niimero complexo |e*?| = 1, para todo ¢ € R, teremos

0 _ pi(n+1)0 0 i(n+1)6 2
M&Wﬂzk +(=ef )y_k|+k‘ | -
|1 — e |1 — e |1 — e
2 2 2
0, —i0 0, | i, —ib 0, | —ib 0, (2.54)
62(62 —62)| €2|€2 —e2 |62 —e2

Lembrando da consequéncia direta da formula de Euler

el — e
= sen ¢,
teremos em (2.54)
2 2 1
EO) < —— = ——5 = —- (2.55)
2isen 3|  [2i]|seng| sen3

Finalmente, substituindo (2.53) e (2.55) em (2.51), teremos

U 1 " /1 1 1 1
< i —1. 2.56
‘;k’_seng[kZ;(k k‘+1)+n+1+m ( )

Usando a propriedade da soma telescopica

i(l_;)_i_;
: k k+1/ m n+1

=m

na expressao entre parénteses da desigualdade em (2.56), teremos

’"em 1[1 1 1 1 2
o= -

< .
k ‘_sen— m n+1 n+1 m msen ¢
k=m 2 2

Pela relagao 0 < v < 6 < 7, temos

2 2 2
e Z 7 Z —.
msen 3 msens — msenj

De forma que

n ik 2 2
’E e)g < . (2.57)
= k msen msen 5

2
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1
Para o que falta, mostraremos que a sequéncia a,, = — — 0. De fato, dado € > 0,

m
fixemos my € N, tal que mgy > ~, € temos que
2
2 1 eseng gsen 3
m > mgo = m > - = — < = la, — 0] <
esen 3 m 2

2

Agora, para m,n > my, aplicando o resultado encontrado anterior para a sequéncia
a,, Na expressao em (2.57), teremos

< — < =c

k|~ msend 2 sen%

‘ " ekt 1 2 esend 2

k=m 2
Portanto, pelo critério de Cauchy, a série em (2.51) converge uniformemente, e a
demonstracao do Lema 2.2 esta completa.
Observacgoes: A passagem utilizada em (2.53) é conhecida como féormula de
Abel de adigdo por partes. Se (a,) e (b,) sdo duas sucesses e B, = > ' by,
temos

n

= 1 1
B, — B, {) = — B —B, — —B,,_1.
kz;nak( k k—1) Z(ak ag+1)Br + 1 - 1

k=m

Com os resultados demonstrados, poderemos provar o Teorema 10.

Demonstracao do Teorema 10: Sejam z, ..., x, os pontos do intervalo [—L, L)
em que f é descontinua. Seja w; = f(z; +0) — f(z; — 0), com j = 1,..., k, de forma
que wy, ..., wy, sejam os saltos de f nos seus pontos de descontinuidade (w; é a diferenca
entre o limite lateral & direita e & esquerda de um ponto de descontinuidade z;). Fixado
um j, a funcdo w;i(x — x;) serd descontinua em todos os pontos da forma z; &+ 2Ln,
para n € 7Z, e o salto nesses pontos é w;.

Desta forma, a fungdo f(x) —w;¢(x — x;) serd continua no ponto w; e em todos os
pontos onde f ja é continua. Para a eliminagao de todas as descontinuidades, repetimos
esse processo k vezes e teremos a funcao

(@) = f(a) = Y wiile = )

continua para todo x. Aplicando o Teorema 9, podemos ver que a série de Fourier de
g converge uniformemente para g em toda a reta. Pela demonstracao do Lema 2.2, a
série de Fourier da funcdo ¢(x — x;) converge uniformemente em qualquer intervalo
fechado que nao contenha pontos da forma z; & 2Ln. Pelo fato da série de Fourier de
f ser a soma da séries de Fourier das fungdes g e w;i(x — x;), para j = 1,.... k, ela
convergird uniformemente em qualquer intervalo fechado que nao contenha pontos da
forma z; £ 2Ln, para j = 1,....,k e n € Z, que sao os pontos de descontinuidade da
funcao f, completando a demonstracao do Teorema 10.

2.5 Nrucleos de Dirac

Nesta secao estudaremos a funcao o de Dirac, também conhecida como fungao
de impulso unitario. Ela é definida tendo as seguintes propriedades:
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5(z) = { 0, se =70, (2.58)

400, se x=0

/+<><> d(z)dx = 1. (2.59)

o0

As defini¢oes nos causam estranheza pois, a rigor, 0 nao é uma fungao, pois (se fosse)
deveria associar a cada nimero real um outro nimero real, e oo ndo é um nimero! Além
disso, como d(z) = 0 em toda a reta (com excegdo do ponto z = 0, a integral deveria
ser igual a zero, e ndo um). E apesar dessas caracteristicas excéntricas da fungao, ela
se mostra util em algumas aplica¢oes, como na Mecanica Ondulatéria.

Uma propriedade muito importante da funcao ¢ é: se ¥ for uma funcao real continua
e que se anule em um intervalo limitado, teremos

/+O° d(x)(z)dx = (0). (2.60)

o0

A expressao em (2.60) é questionéavel: o integrando nao é uma fun¢ao, e portanto,
nao poderia ser integrado. Veremos, nesta se¢ao, como justificar a expressao em ques-
tao.

Nossa ideia serd tomar uma sucessao de func¢oes continuas k, : R — R que tenha
as seguintes propriedades:

(D1) k,(z) > 0, para todo = € R;
(D2) [ ky(2)da = 1;
(D3) dados € > 0 e n > 0, existe ng € N tal que, para n > ny,

/ kn(z)dx < e.
|z>n

Estas propriedades implicam que, a medida que n cresce, as areas debaixo de k,(x) se
acumulam junto ao eixo dos x. Intuitivamente, podemos entender as funcoes k,, como
aproximacoes de §. E entdo podemos definir a expressao em (2.60) como

+00 +00
/ S()i(a)de = tim | (@) () da. (2.61)
— 50 n—oo —00

Mostraremos que, com a expressao definida em (2.61), a expressdo em 2.60 estara
correta. Precisaremos de uma definicao prévia.

Definicao 14. Uma sucessao de funcgées k, : R — R seccionalmente continuas, que
satisfagcam as condi¢oes (D1), (D2) e (D3) definidas anteriormente é chamada de uma
sucessao de nicleos de Dirac.

Vejamos um exemplo.

Exemplo 7. Seja k : R — R uma funcao seccionalmente continua, nao negativa, tal
que 0 < fjoc;o k(x)dx < oo. Particularmente, a integral serd finita se k(x) se anular
fora de um intervalo limitado.
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A ultima afirmacao se justifica pelo fato que, dado um intervalo I = [a, b] tal que
k(x) # 0 para todo x € R\I, podemos dividir o intervalo / em subintervalos da forma
la, z1], [x1, 23], ..., [Tn, ], onde 21, ..., x, sdo os pontos de descontinuidade de k. Como
k é continua nestes subintervalos, é integravel, e como se anula fora do intervalo I,
teremos

/Oo k(o) da = /abk(x)dx _ / k(x)da + / k()dz + . + / k(z)dz < oo,

o9} x1 Tn

mostrando que a integral é finita.
Denotemos a = [ k(z)dz. Entao, as funcdes

k() = gk(nx)

formam uma sucessao de nticleos de Dirac. Vejamos que as trés propriedades sao
satisfeitas.

A propriedade (D1) é satisfeita pela propria defini¢ao da fungao k(x). Como k(z) >
0e 0 < a< oo, para todo n € N teremos

satisfazendo (D1).
Para (D2), temos

/_:O kn (2)dz = /_:O 2 k(na)de = 2 /_:O k(na)dz.

« (0%

Utilizando o método de subsituicdo de varidveis, fazendo u = nz (e 2 = dz), teremos

n /+OO k(nz)de = = /+OO k(u)d—“ _ L /+OO k(u)du =1,

o) o o) o n o) o

como o = fj;o k(u)du. Logo, a propriedade (D2) é satisfeita.
Para a demonstracao de (D3), notemos que, com uma simples substitui¢do de va-

riaveis, temos
n 1
/ kn(x)de = —/ k(nx)dx = —/ k(s)ds.
|| >n @ Jja|>n @ Jls|>nn

Pelo fato de fj;o k(s)ds < oo, dado £ > 0, existe > 0 tal que

/ k(s)ds < ea.
|s|>r

Para provar esta afirmacao, suponhamos que, para todo r > 0, tenhamos

/ k(s)ds > ea.
[s|>r

Como fj;o k(s)ds < oo, para cada r > 0 escolhido, existe uma constante M > 0

tal que
/ k(s)ds = M.
[s|<r
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Dali,

oo

+oo
/ k(s)ds = / k(s)ds +/ k(s)ds > M +ea > M.
— |s|<r |s|>r

Logo, nenhum M (associado a qualquer r € R escolhido) pode ser cota superior da
integral fj;o k(s)ds, o que contraria o fato desta ser finita.

Dado um ny € N, tomando r < ngn, para todo n > ng, teremos r < nn, de forma
que

/ k(s)ds < ea.
|s|>nn

Intuitivamente podemos pensar na tltima passagem da seguinte forma: se a integral
da funcao k£ é menor do que um valor e > 0 dado fora de um intervalo limitado
I; = [—r,r], entao também serd menor fora de um intervalo I, = [—nn, nyl, tal que
I, C I5. Teremos entao

1
/ ky(x)dx = —/ k(s)ds < e,
|z[>n «a |s|>nn

mostrando que (D3) é satisfeita.

Através do enunciado a seguir, demonstraremos a propriedade bésica dos niicleos
de Dirac.

Teorema 11. Sejam (k) uma sucessio de nicleos de Dirac e f: R — R uma fun¢ao
seccionalmente continua e limitada. Entao,
(a) as funcoes f, dadas abaizo estao bem definidas,

+oo
fo(z) = / kn(z — s)f(s)ds; (2.62)
(b) supondo que k, seja uma fungao par, temos, para cada z,

~ f@+0)+ f(z—0)

n—00 2 ’

(¢) a sucessao (f,) converge uniformemente para f em todo intervalo limitado fe-
chado I que ndo contenha pontos de descontinuidade de f.

Antes de prosseguirmos com a demonstragao, definiremos a expressao em (2.62)
como o produto de convolucgao das funcoes k, e f, e usaremos f,, = k, * f para
denota-lo. O produto de convolucao pode também ser definido para outras classes
de fungoes. Por exemplo, se f: R — R e g : R — R forem fung¢oes absolutamente
integréveis, e uma delas for limitada, entao f * g estd bem definido. Uma propriedade
importante e interessante do produto de convulacao é que

fxg=gxf

Para demonstra-la, notemos que, para a integral

“+o00

frg= f(x = s)g(s)ds,
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fazendo uma simples substitui¢ao de variaveis u =  — s (du = —ds), teremos

rra= [ s = [ e —wan= [ gle—wian=ge 5,
> > - (2.63)

mostrando a validade da propriedade.

Demonstracao do Teorema 11: Demonstremos cada um dos itens do teorema.
Para (a), notemos que o integrando na expressao (2.62) é uma funcao seccionalmente
continua, para cada x fixado e integravel. Como f é uma funcao limitada por hipotese,
existe M > 0 tal que

|f(z)] < M, paratodo z€R.

E entdo, em (2.62), teremos

'/:o ko (z — 5) f(s)ds| < M/:o (1 — 5)ds

(a auséncia do modulo se da pois, por defini¢do, k, > 0). Substituindo variaveis, com
y=1x—s (dy = —ds), teremos

+00 +o0
M/ kn(x — s)ds = M/ kn(y)dy.

Como fj;o kn(y)dy = 1, é imediato que a integral em (2.62) é bem definida e, por
consequéncia, as funcoes f,.
Para a demonstragao de (b), por conveniéncia, denotaremos

F(w) = 517G +0) + [~ 0)]

Obteremos uma majoracio de f,(r) — f(x). Pela propriedade f g = g * f do
produto de convolugao, reescreveremos (2.62) como

fulz) = /_ () f( — )ds. (2.64)

[e.o]

Usando a expressao encontrada em (2.64) e a condigao (D2) (fjoc;o k,(s)ds = 1) dos
nucleos de Dirac, podemos escrever

h@—ﬂ@z/m%®m%w%—ﬂ@/w%®%

—0o0 oo

= /_+OO kn(s)f(z —s)ds — /+OO kn(s)f(z)ds = /+OO kn(s)[f(z —s) — f(x)]ds. (2.65)

o0 —00 — 00

Para a majoragao da integral & direita na igualdade em (2.65), quebraremos-la em
duas partes. Tomando um ¢ > 0 (cuja escolha sera condicionada mais adiante), teremos

—+o00

me—ﬂ@:/ Ea($)f(z — 5) — F(a))ds

oo
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:/ mwww—ﬁ—ﬂmw+/ ha(s)[f (@ — 5) — Fla)lds = I, + I,
|s|>é

Is/<6

Como, por definigao, k, é uma func¢do par, usando as propriedades k,(z) = k,(—z)
e fil kn(x)dz =2 fol kn(z)dz em I, teremos

)

I, = /|s§6 kn(8)[f(x — 8) — f(x)]ds = / ke (8)[f (x — 5) — f(x)]ds

-5
6 —

:/_ikn(s)f(x—s)ds—/_ kn(s)f(x)ds:/_ikn(s)f(x—s)ds—2/06kn<s>f(x>ds

§

:/_an(s)f(x—s)ds+/05kn(s)f(x—s)ds—2/06 () F(2)ds.

Utilizando o método de substituicao de variaveis na primeira integral da tltima

igualdade acima, fazendo s = —s (e ds = —ds), utilizando a paridade da fungao k,,
teremos

/50 En(—8)f(x +s)(—ds) + /06 kn(s)f(z — s)ds — 2 /06 ke (5) f (2)ds

0 5 5 -
:_/5 kn(s)f(aj—i—s)(ds)—i-/o k:n(s)f(x—s)ds—Q/O kn(s)f(x)ds
5 5 5
:/0 k:n(s)f(x+s)(ds)—l—/0 k;n(s)f(x—s)ds—Q/O kn(s)f(z)ds
5 5 5
:/O kn(s)f($+8)d8+/0 kn(s)f(x—s)ds—Q/O l{:n(s)%[f(:v—f—O)qu(x—O)]ds
5 5 5
:/0 kn(s)f(x+s)ds+/0 kn(s)f(x—s)ds—/o Fu(8)[f (& + 0) + f(x — 0))ds

= /0 kn(s)[f(z 4+ s) — f(x + 0)]ds —l—/o kn(s)[f(z —s) — f(x —0)]ds. (2.66)

Ressaltamos que, nas passagens de (2.66), também usamos o fato que f(z) =

1[f(z + 0) + f(z — 0)]. Tomando o valor absoluto em (2.66), e usando a desigual-
dade triangular, teremos

o] =

4kM$U@+$—f@+®M&ﬁAkd@ﬁ@—@—f@—mws

S/o kn(s)|f(x+5)—f(:c+0)|ds+/0 kn(s)|f(x —s) — f(x —0)|ds. (2.67)

Pelo fato de f ser seccionalmente continua, dado € > 0, existe um ¢ > 0 tal que,
para 0 < s < 4,

f(x+s)— flx+0)<e e |flx—3)— f(z—0)]<e¢,

de forma que, em (2.67), teremos
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L] < 22 /6 Fon(s)ds = 5/5 ou(s)ds < 5/+Oo Fon(s)ds = <. (2.68)

4 -0
Com essa definicao de 9, podemos majorar I;. Como f é limitada, existe M > 0
tal que |f(z)| < M, para todo x. Entdo, na expressao de [;

[f(z—s) = f@)] < [f(z—s)| + %If(1?+0) +f(z = 0)]

M M
< 1f(@ =)+ gl f @+ O + 5l f(w—0) < M+ T+ =20,

de forma que

|| = / kn(8)|f(x — s) — f(x)|ds < 2M kn(s)ds.
|s|>0

|s|>d
Disto, pela condi¢ao (D3) dos nicleos de Dirac, dado € > 0 existe ny € N tal que, para
n > ng, & expressao f|s|>5 kn(s)ds < g, e temos

|| <2M kn(s)ds < 2Me. (2.69)

|s|>6

Usando (2.68) e (2.69) em (2.65), dado € > 0, existe ng tal que, para n > nyg, temos

[fa(@) = f(@)| = |1 + B| < |L] + || < e+2Me = (1+2M)e,

provando o item (b).

Para a demonstracao de (c¢), usaremos a ideia em (b), decompondo uma integral
similar a (2.65) em duas partes. Sejam a e b as extremidades de um intervalo I (ou seja,
I = [a,b]). E possivel tomar um 7 > 0 tal que o intervalo fechado I’ = [a+7,b— 7] ndo
contenha pontos de descontinuidade da funcao f. Com isso, dado £ > 0, existe § > 0
tal que, para quaisquer x1, x5 € I’ tais que |r; — x9| < 0, entdo |f(z1) — f(x2)| < ¢,
que nada mais é do que a continuidade uniforme de f (este é um resultado cléssico
de Analise que diz que toda funcdo continua definida em um intervalo compacto é
uniformemente continua). Decompondo a expressdo em (2.65), temos

fula) 1) = |

|s|>d

kn(s)[f (x = s) — f(x)]ds + / kn(s)[f (x = s) = f(x)]ds

|s|<6

e entao,
Fule) — @ <2M [ ka(s)ds + / ka()|f (2 — ) — f@)lds,  (2.70)
|s|>8 s|<é

onde usamos o fato de f ser limitada no primeiro termo a direita da desigualdade em
(2.70).

Dado um ¢ > 0, podemos tomar 0 < § < 7, de forma que = — s variard no intervalo
I' se x percorrer I. Pela continuidade uniforme de f em [I’, teremos

[f(x =) = f(x)l <&, para [s| <o

Usando este resultado na segunda integral de (2.70), teremos

+0o0

kn(s)|f(x —s)— f(x)]ds < kn(s)ds < kn(s)ds = ¢,
/Sl<5<>[f< )= fads<e [ ks <z [ h(sds—e

[s|<d —o0
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onde usamos a propriedade (D2) dos niicleos de Dirac na altima passagem acima. Para
a majoracao da primeira integral do lado direito de (2.70), usaremos a propriedade (D3)
dos ntcleos de Dirac. Pelo resultado demonstrado anteriormente, dado € > 0, existe
0 > 0 tal que

/<5 ken(s)[f(z — s) — f(2)]ds < e,

e (usando agora a propriedade (D3)) existe ng tal que

/ kn(s)ds < e,
[s|>d

para todo n > ng. Logo, com os dois resultados anteriores, temos que

) = ) <20 [l [ k(IS - 5) ~ fo)lds
|s|>8 s|<é

<2Me+e = (2M + 1)¢,

para todo x € I e n > ng. Isso garante a convergéncia uniforme de f, para f em I', a
demonstragao de (c¢) e a prova do Teorema 11.

Voltemos & fungao § de Dirac, e ao resultado de (2.60). Se ¢ for uma fungao
continua e limitada, pelos itens (a) e (b) do Teorema 11, temos

Yula) = / " ha — $)b(s)ds
timg () = LT Z0 g

pela continuidade de ¢. Pondo = = 0, e pelo fato dos nucleos serem fungoes pares (ou
seja k,(—x) = k,(x)), teremos

obtendo a expressao (2.60).

2.6 Teorema de aproximacao de Weierstrass

Podemos determinar um polinémio conhecendo um nimero finito de parametros,
conhecidos como coeficientes deste polinémio. Isto torna os polinémios uma classe de
funcoes continuas e muito simples. No entanto, para que uma fun¢ao continua qualquer
seja considerada conhecida, devemos saber os valores em todos os pontos de seu domi-
nio. Em muitos casos, entretanto, necessitamos apenas de valores aproximados. Dito
isto, o teorema de Weierstrass da aproximagao por polinémios se mostrara bastante
util.

Teorema 12. (Weierstrass). Seja f : [a,b] — R uma fun¢do real continua. Entdo,
existe uma sucessao de polinomios P, que converge uniformemente para f em [a,b].
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Demonstragao Para a prova, utilizaremos o Teorema 11, definindo um tipo espe-
cial de nucleos de Dirac, conhecidos como nticleos de Landau:

0, para |z|>1,

1
Cn = / (1 — 2?)"dx.

m, para |z| <1,
L,(x) = cn (2.71)

onde

Figura 2.5: As fungoes Ls, L1, Log e Lsp.

Verifiquemos que (L,,) satisfaz as propriedades dos nicleos de Dirac.

Para (D1), temos por defini¢do que (L,,) se anula fora do intervalo [—1, 1]. Verifica-
remos primeiramente que a expressao (1 —x?) é par. De fato, definindo g : [-1,1] = R
como a funcao g(z) = 1 — x?, teremos

g(—a) =1 - (—2)’ = 1—2* = g(a).

E entao, para (1 — z?)", temos

mostrando que (1 —z?)" é par, para todo n € N. Com isso, para 0 < z < 1, temos que
0<2’°<1=-1<—-2?<0=0<1-2%<1,

e, pela paridade da expressao, temos que (1 — %)™ > 0 no intervalo [—1, 1], para todo
n € N . E como essa expressao é o integrando em c¢,, temos que ¢, > 0, e de fato
L, > 0, satisfazendo a condic¢do (D1).

Para calcularmos f_Jr;o L,(z)dx em (D2), basta calcularmos f_ll L, (z)dz. Denote-

mos .
Cp = / (1 — 2?)"dx,
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de forma que

1 1 1 — 2\n 1 1 -
[ Lz = [ Uik i = [ a-apae= oy
-1 -1 Cn Cn J_1 Cn

e a propriedade (D2) também é satisfeita.
Para a demonstragao de (D3), observemos que, para 0 < x < 1, temos

I1<l4+z<2=1<(1+4+z)"<2"

e, pela paridade de (1 — xQ)”,

cn:/_1(1—x2)"dx:2/01(1—x2)”dx:2/01[(1—:c)(l—i—x)]”d:c

1

= 2/1(1 —z)"(1+z)"dx > 2/1(1 —z)"dx = 2[(%)

Tomando 0 < § < 1, pela paridade da funcao L, e pelo fato da funcao se anular nos
intervalos |z| > 1, temos

/|r|>5 Inle)do = /_: La(@)de + /5oo Ln(z)dx

_ /_6 Lo (x)dz + /51 Lo(a)dz = 2/51 L ()do = 2/51 Ukl

1 Cn

2
= . (2.72
n+1 ( )

Calculando a primeira derivada de (1 — z?)", obtemos [(1 — 2?)") = —2zn(1 — 2?)" 1,
mostrando que a expressao é decrescente para 0 < x < 1. Disto, vem que

/ Lo(x)dz < 2 (1— 82)"(1 — ).
|z|>6

Cn

A expressao acima pode ser interpretada como a desigualdade entre a area sob o grafico
da funcao L, nos intervalos (—oo, —0) e (d,+00) e a area do retangulo de base 2(1—0)

e altura (iﬂ, que é o valor maximo da funcao L, para |r| > 0. Disto, usando o
resultado de (2.72) na desigualdade, teremos

/ Ln(z)dz < (n+1)(1 - §)"(1 - 6). (2.73)
|z|>0

Dados 0 < § < 1 e ¢ > 0, queremos mostrar que é possivel encontrar um ny € N tal
que o segundo membro de (2.73) seja < €, para todo n > ny. Para isso, mostraremos
que existe um ngy de forma que

(ng +1)(1 — 63)™(1 —9) <&,
e que, para todo n > ny,
(n+1)(1—36)"(1—-106) < (ng+1)(1—8*)"(1—34).

Para a primeira das desigualdades, temos
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3

1—62)™(1 -6 .
(1= 821 =0) < -

Como 0 < 6 < 1, temos

0<d?<éd=—0">-0=>1-6>1-56=(1-6)">(1-9",
de forma que

1

€ € no+t
=(1-9)<

1 € €
In(1 — 1 1 =1 -1 1
= In( 5)<n0+1 n(n0+1) < n(n0+1) n(e) —In(ng + 1)

= In(ng+1) <In(e) —In(1 =) =In (ﬁ) = elnno+D) o on(15)

(1=t < (1—-6%)"(1-0) <

€ 9
= l1<——=n<——-1
R

Para garantir a existéncia desse ng € N, sera necessaria a condi¢ao de que

€ € & €
—1>l==—>2=->1-0=0>1—_.
35 >l=——=>2=5> =0 > 5

Para a segunda desigualdade, queremos

(n+1)(1 = 6%)" < (ng + 1)(1 — §%)™.
Como para todo n > ng temos

n0+1
n+1

<n0+1,

teremos L
1o 1<n0+1:>n0>(1—(52)"7"0—1,

1_62 n—ng
( ) T on+

o que é trivialmente satisfeito para 0 < § < 1.

Portanto, sendo
< c 1, com 6>1 -
n —_— _ —
0 1 — 5 ) 27

as condicoes serao satisfeitas. Teremos
/ Lo(z)dz < (n+1)(1 = 62)°(1 — 6) < (ng + 1)(1 — 3™ (1 — §) < &,
|| >6

para todo n > ng, e (D3) esta satisfeita, mostrando que a funcao L, é um tipo de
ntcleo de Dirac.

Demonstracao do Teorema 12: inicialmente, tomaremos o caso em que [a, b] =
[0,1] e f(0) = f(1) = 0. Definamos a funcao

F(a;):{f(x)’ se z€10,1],

0, se z<0 ou z>1,
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que é continua e limitada em toda a reta. A seguir, definamos as funcoes

“+o0o
F.(x) = / L,(x —s)F(s)d, paratodo n € N.

—00

Pelo resultado do Teorema 11, essas fungdes convergem uniformemente para f(x)
em [0,1]. Para concluir a demonstragao, provaremos, para todo n € N, que F,(z) é
um polinémio em z, quando = € [0, 1]. Primeiramente, observemos que

Para = € [0,1], temos que |z — s| < 1. Isto implica que, para tais x, utilizando a
defini¢do do niicleo de Landau em (2.71),

F.(x) = /01 ol G 8)2]nf(s)ds = é/ol [1 — (z — S)2rf(s)ds.

Cn

Ao desenvolver a poténcia do integrando da expressao anterior, temos que

[1— (m—s)ﬂn: (1—1—21’5—352—32)”:

1+ (711) (225 — 22 — ) + <Z) (25 — 2% — 51)?

+....|.( " 1)(2$3—x2—52)"_1+(2x8—x2—82)".
n_

Observamos que temos termos mistos, e que dependem ou nao de s, de forma que
podemos obter F,(z) como uma soma de integrais da forma

1
aj:pj/ 7 f(s)ds,
0
para j = 0,1, ...,2n, e isto mostra que F,, é um polinémio de grau 2n.

Se [a, b] # [0, 1], consideremos a fun¢ao

9(y) = f([b—aly + a),

para y € [0,1]. E imediato notar que g é continua, g(0) = f(a) e g(1) = f(b). Portanto,
se tivermos uma sucessao de polinémios P, (y) que convirjam uniformemente para g(y),
entao os polinoémios

0= (220)

convergirao uniformemente para f(x) em [a,b].
Para finalizar, se ¢(0) e/ou g(1) nao forem igual a zero, consideraremos a funcao

h(y) = g(y) — g(0) — y[g(1) — g(0)],

que é continua em [0,1] e A(0) = h(1l) = 0. Logo, se tivermos uma sucessdo de
polinémio R, (y) convergino uniformemente h(y), entao os polindmios

P,(y) = Ry(y) + 9(0) + y[g(1) — g(0)]
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convergirao uniformemente para g(y). O

Uma questao natural que surge é: provamos que F,(x) é um polinémio em z para
x € [0, 1]; por que nao para todo z em R? Isto ocorre pois F,, ndo é analitica em todos
os pontos da reta. Sendo L, e f continuas, segue-se que apenas a convolucao L, * f,
que ¢é a funcao F),, é continua em toda a reta.

2.7 O teorema de Fejér

E natural, ao estudarmos Analise, nos “agraciarmos” mais com as séries convergen-
tes, achando-as mais tteis que as divergentes, que nao nos parecem tao interessantes
em um primeiro momento. KEste conceito faz com que nao percebamos que as séries
divergentes sao utilizadas, e muito se pode fazer com elas. Esta secao nos trard um
exemplo da situacao.

A convergéncia de uma série Y~ a, ¢ um conceito definido de uma forma bem
particular. Tomando a sucessao de reduzidas A, = 2?21 a;, dizemos que a série
converge se a sucessao (A,,) converge, e este é um resultado bastante 1til e classico no
estudo das séries. Veremos que é possivel utilizar outros tipos de convergéncia de série,
e introduziremos um exemplo a seguir.

A série ) (=1)""' =1—1+1—1+ ... diverge. Usando a defini¢do da sucessao
de reduzidas nessa série, o resultado da divergéncia é imediato (para n da forma 2k —1,
com k € N, o valor das reduzidas sera 1. Para n da forma 2k, o valor serd 0, o que
mostra a divergéncia). No entanto, alguns matematicos observaram que, tomando a
média aritmética da sucessao das reduzidas, esta converge para 1/2. Sendo as reduzidas
A1=1,A4,=0,A3 =1, A, =0, ..., e as médias aritméticas

A4 A,
N n

n

sao
n n
€ Oogn = 7,

2n—1 2n

formando uma sucessao o,,, convergindo para 1/2. Isso nos motiva a seguinte defini¢ao:

Oon—1 =

Definicao 15. Dizemos que uma série é Cesaro-somduvel quando as médias aritmé-
ticas das reduzidas de wma série convergem.

E facil verificar que toda série convergente no sentido comum é Cesaro-somavel,
e a soma destas séries ¢ igual ao limite da sucessao das médias aritméticas de suas
reduzidas. De fato, seja s uma série que convirja para S, s, sua reduzida de ordem n
e 0, a média aritmética da soma de sua reduzidas até ordem n, ou seja,

S1+ ...+ 8,
- .
Denotemos t,, = s,, — S, 7,, = 0, — S. Teremos entao

On

et
= - _

Queremos mostrar que 7, — 0 quando n — oco. Escolhamos A > 0 de forma que
|t,] < A. Dado ¢ > 0, escolhamos N € N tal que, para todo n > N, |t,| < €. Tomando
n > N em (2.74), teremos

(2.74)

Tn
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t t t tn NA
|Tn|§|1‘+ +’N|+’N+1|+ +’ ’< +e
n

n

Entao, ILm sup |7,] < e. Como € é arbitrario, concluimos que ILm |7.,| — 0. Por
este motivonoogonceito de somabilidade de Cesaro é tutil: ele torna snorrcizveis séries que
divergem, sem alterar o carater das que ja convergem.

Analisemos a somabilidade de Cesaro em relagao as séries de Fourier. Vimos que
uma funcao continua f : R — R, periodica, de periodo 2L, pode ser representada
por uma série de Fourier, que nem sempre convergird no sentido comum. Veremos
que essa série é Cesaro-soméavel, e através do teorema de Fejér, estudaremos sobre as
convergéncias nos pontos de descontinuidade de f.

Seja f : R — R uma fungao seccionalmente continua e perioédica, de periodo 2L. A
reduzida de sua série de Fourier s,(x), de ordem n, é dada por

1 . k k
sp(x) = 500 + Z (ak cos % + by, sen %),
k=1

e 0,41 ¢ a média aritmética de sq, S, ..., Sy, isto €

Oni1(x) = (so(x) + s1(x) + ... + su(2)).

n—+1

Por (2.11) e (2.12), podemos reescrever s, como

ul) = / Dua = f i

onde
1\ 7z
1/1 u kmx 1 sen [(n + §)f]
D, (z) = —<— —) — , 2.75
(z) L\2 * ST 2L sen 2% (2.75)
k=1 2L
para z # 0,+2L,+4L, .... Portanto, as médias aritméticas também podem ser repre-
sentadas por uma integral,
L
run@) = [ Fueslo = )7 )y (2.76)
-L

onde

Funr) = - i -3 Dule) (2.77)

e essa expressao é conhecida como niicleo de Fejér.
Enunciaremos e demonstraremos o proximo lema, que serd fundamental para a
prova do teorema central dessa secao.

Lema 2.3. O nicleo F, 1(x) de Féjer é uma funcdo par, continua, periddica de periodo
2L, que pode ser expressa como

(n+1)mx 2
1 sen
F, = 2L 2.78
() 2L(n+1) sen 57 ] ’ ( )
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para x # 0, 2L, +4L, ... e tal que

n+1

Fn-‘rl(o): 2L, )

(2.79)

para x = 0, £2L,+4L, ...

Figura 2.6: As funcoes Fy, Fig e Fis.

Demonstracao. Como o nicleo F,;1(x) ¢ um somatorio de niicleos de Dirichlet,
pelas propriedades i), iii) e iv) do Lema 2.1, segue-se diretamente que F), 1 é continua,
par e periddica de periodo 2L. Das expressoes em (2.75) e (2.77), temos

1\ 7mx 1\ 7z
1 l. o sen [(k + 5)7} 1 n sen [(k + E)T}
+1(2) n+1 kZ:O 2L sen 57 2L(n+1) kZ:O sen 57 (2:80)

Para demonstrarmos (2.78), obteremos uma expressao para
A(0) = isen [(k + 1)@]
- k=0 2/

Usando a formula de Euler, notamos que A(f) é a parte imaginaria de

n n n

Z pilk+(1/2))0 _ Zeikeeieﬂ — i0/2 Z ikt

k=0 k=0 k=0
Usando a formula de soma de progressao geométrica para nimeros complexos, teremos

oon ' _i(n+1)0 0/2(1 _ i(n+1)8 _ i(n+1)0
619/2 § ezk@ — 619/21 € : — 6 (1 . € : ) _ 1 ‘ € .
— 1 — eif 610/2<6—19/2 _ 629/2) e—10/2 _ ¢it/2

Usando uma consequéncia da formula de Euler, vista em (1.30),

0i0/2 _ o—i6/2 e—i0/2 _ i6/2

5 = sen(f/2) = 5 — —sen(0/2) & e 2?2 = _2isen(6/2),
i i
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teremos

i Sill+(1/2)6 _ 1— ™01 —cos[(n+ 1)0] —isen[(n+ 1)0] 2isen(6/2)
— ~ —2isen(f/2) —2isen(0/2) 2isen(6/2)

_ 2 sen(0/2)(1 — cos[(n +1)0])  2sen(6/2)sen[(n + 1)0]

4sen?(6/2) 4sen?(6/2)
_ sen[(n +1)0] (1 — cos[(n + 1)0))
2sen(60/2) 2sen(6/2)

Dai, tomando a parte imaginéria dessa expressao, teremos

_1- cos|(n + 1)9].

A(0)

2 sen

Usando a formula de transformacao de produto em soma

sen(a) sen(b) = —%[cos(a +b) — cos(a — b)],

com a = b,
sen’(a) = —%[COS(Q&) —cos(0)] = %[1 — cos(2a)].
Entao,
1 — cos[(n + 1)0] = 2sen® [W}

Podemos reescrever A(f) como

2
2 (n+1)9 |:Sen W]

2sen” ~——
A(9) = 92 = 7
2sen 5 sen 3
sendo isto valido para 6 # 0,42, ... Fazendo 6 = 7%, e substituindo em (2.80), temos
1\ 7z (n+1)mx 2
Foni@) 1 n_sen [(k+§)f] 1 [sen 5T } 1
n xTr) = =
i 2L(n+1) =~ sen 7 2L(n+1)  senj;y  seng;
(n+1)mx 2
_ 1 Sen oL
2L(n+1)| senZ;

obtendo a expressao em (2.78).
Para obtermos (2.79), lembremos da propriedade v) do Lema 2.1

0= 3641

de forma que, pondo x = 0 em (2.77), teremos

n

fro= n%lk:o%(“%) = 2o 2 (F 5)
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1 = "1 1 nn+1) n+1
:ZGF?5<Z;k*_Z;§>:7un+Q(: > T )

B 1 (n+1)?) n+1
- L(n+1) 2 2L

obtendo (2.79). O

Com os resultados do Lema 2.3, poderemos demonstrar o teorema abaixo.

Teorema 13. (Fejér). Seja f : R — R uma funcgao seccionalmente continua, periddica
de periodo 2L. Entao,

(i) para cada x,

lim oy (2) = ~[f(z +0) + f(z — 0)].

n—o00 2

(ii) a sucessio (o,) converge uniformemente para f em todo intervalo fechado I
que nao contenha pontos de descontinuidade de f.

Demonstracgao. Inicialmente, pela propriedade do produto de convolucao

[xg=gx*f,

utilizaremos a expressao em (2.76)

svale) = [ Frale = sy

—L

Definamos as fungoes

Foo(z),-L<x< L,
@““@::{oﬂﬂgL

de forma que

ruao) = [ " ) flx — y)dy. (2.81)

Com isto, provaremos que (P,,41) é uma sucessao de niicleos de Dirac, e aplicaremos
o Teorema 11.

Para a propriedade (D1), vemos que, de fato, ®,.1(z) = 0, para || > L, e
®,11(x) = Fuii(x), para —L < x < L. As expressoes de F, 1 (2.78) e (2.79) sdo
nao negativas, mostrando que ®,1(z) > 0, e (D1) é satisfeita.

Para a propriedade (D2), temos

+00 1 n L
| @ | Fano)te = =73 / Difa)da.

L
[e%S) —L
onde usamos (2.77) na segunda passagem. Utilizando a propriedade i) do Lema 2.1,

onde .
/ Dy(z)dr =1,

—L
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teremos

+oo 1 — [F 1 — n+1
d, dr = Dy(z)dz = 1= =1,
/ 11(z)dx n+1;/L w(x)dx —) p—

e ) k=0

e a propriedade (D2) esta provada.
Para verificarmos a propriedade (D3), sejam dados € > 0 e 6 > 0. Dividamos em
dois casos. Para 6 > L, a func¢do @, se anula no intervalo |z| > §, de forma que

/ (I)n+1(.’13')dl' = 07
|z|>d

e o resultado é imediato.
Para 0 < 0 < L, pela paridade de F},.1, temos

—+o00 L
/ G, (z)dr = / Foii(x)dx = 2/ Foii(x)dx = 2/ Fo(x)dz. (2.82)
|z|>6 |z|>6 ) 5

Usando a expressao

2
Foon () 1 sen ("ZlL)”
n xTr) = )
H 2L(n+1)| senZf
e a limitacao da funcao seno, teremos
1

Fn-i—l(x) S PR
2L(n + 1)<sen %)

T

Para um x € [4, L], pelo fato da fungdo sen Z¥ ser crescente nesse periodo, temos,

oL
7r(5< 7T:L“< 7T:> 1 < 1 1
sen — < sen — < sen —
2L — 2L — 2 seng_sem%_seng7

de forma a obtermos a majoracao

1

Fn+1(x) S 2"
2L(n+1) ( sen %)

Substituindo a dltima desigualdade em (2.82), teremos

L 1 B 1 L N
/|w>6q)n+1(m)d$§2/5 2L(n + 1) ( ﬂ)deL(nH)( ”5)2/6d

sen bYa sen bYa

L-9§
L(n+1)<sen%>2'

Portanto, para n suficientemente grande, podendo toma-lo de forma que

2L

2 )
el ( sen “—5>

2L

2
L—5—5L<sen”—5>
n >
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teremos

/ D, 11 (v)dx < e.
|z|>0

Portanto, a condicao (D3) dos niicleos de Dirac esta satisfeita. Portanto, podemos
aplicar o teorema 11, e a demonstracao do teorema de Féjer estd completa. O

2.8 Identidade de Parseval

Lembrando de um resultado da Secao 2.2, através da expressao (2.30)

r 2 Laj 2
0<e,= [ |f(x)Pd ———LZak+b

L

podemos perceber que as duas assertivas abaixo sao equivalentes

lim e, =0 (2.83)
n—oo
e
G i b2) = L 24 2.84
DaS @)= [ P (284
< B

A relagao em (2.84) é conhecida como identidade de Parseval. Mostraremos que
(2.83) ocorre, ou seja,

L
lim e, = lim |5 (2) — f(z)|*dx =0 (2.85)

n—00 n—oo [_p

para toda fungao f de tipo £ no intervalo[—L, L]. Como consequéncia, a identidade
de Parseval sera valida para tais fungoes, e a expressao em (2.85) também pode ser
escrita como

f(z) =Lim.

n—o0

kmx kmx
+Z (akcos—+bksenT)],

onde Li.m. denota o limite na média, conforme visto na Definicao 13.

Teorema 14. Seja f : R — R uma funcao periddica de periodo 2L, de quadrado
integravel no intervalo [—L, L]. Entao, a série de Fourier de f converge em média
quadrdtica (conforme Defini¢ao 13) para f, ou seja, a relagao (2.85) € vdlida.

Demonstracao. Caso i) Se f é continua, pelo teorema de Fejér da segao anterior,
a sucessao (0,) das médias aritméticas das reduzidas s, converge uniformemente para
fem [—L, L], ou seja

_max, lon(z) — f(z)| = 0, quando n — oo.

Como a diferenga em modulo |o,(z) — f(x)| assume um valor méximo no intervalo
[—L, L], de forma que

lon(z) = f(2)] < max o (z) = f(z)].

—L<z<L
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Logo,
L L
[ o) = r@fde < [ s (o) = @)l = 2L pax loa(a) = F@I
Portanto,
/LL lon(z) — f(x)]*dz — 0, quando n — oo. (2.86)

Por outro lado, utilizando os resultados da Se¢do 2.2, pela expressao (2.29), onde
provamos que as reduzidas s, da série de Fourier de uma funcao f do tipo £? sdo
os polinémios trigonométricos que melhor aproximam f em média quadratica, sendo
on(x) um polindémio trigonométrico de ordem n, temos que

/_L sofo) ~ f@dr < ou(x) — f(a)Pde

L

e, juntando com (2.86), obtemos (2.85).

Caso ii) Para demonstrar o caso geral, pelos resultados da Se¢ao 2.3, Proposigao
6, sabemos que toda funcao f de quadrado integravel pode ser aproximada em média
quadratica por uma sucessao de fun¢oes continuas v,,. Além disso, se f for uma funcao
periddica de periodo 2L, entao ¢, também o serd. Para a demonstracao do teorema,
dado € > 0, provaremos que existe ng € N tal que

L
/ |sn(7) — f(x)|*dr < e, paratodo n > ng. (2.87)
~L

Pela Proposicao 6, existe uma sucessao de funcoes v, : R — R continuas e periodi-
cas de periodo 2L, e um ny € N tal que, para todo n > ny,

/;W@-%@Mm<%. (2.88)

Sendo v, uma fung¢do continua, podemos aplicar em (2.88) o caso i) demonstrado
anteriormente. Denotando s, como a reduzida de ordem n da série de Fourier de 1,
existe um 7y € N, tal que, para n > ng

2

L 3
/_L () — &, 2 dz < T (2.89)

Usando a desigualdade de Minkowsky explorada na Se¢ao 2.3, temos, para n > max{ng, 7y},

[/If — Gz lmi [/lf +w<)—%uﬂm4
<[ [er-seora] o[ 6o

Substituindo (2.88) e (2.89) nos termos a direita da desigualdade, temos que

1
2

2

[0 -suora] < () () =54 gmem

D=
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b
/ F(2) = b () 2z < &2 < &,

para € < 1.
Mais uma vez, usando os resultados da Secao 2.2, como §,, é um polindémio trigo-
nométrico de ordem n, teremos

/L |f(z) = sp(2))Pde < /L |f(x) — &, (2)Pda < e,

paran > max{ng,no}. Essa éa expressao da tese em (2.87), concluindo a demonstragao
do teorema. 0

Antes de enunciarmos os proximos teoremas, utilizando as relagdes de ortogonali-
dade exploradas anteriormente, definiremos os conceitos de sistemas ortogonais e or-
tonormais. Um conjunto v, de fun¢oes de quadrado integravel em [—L, L] é chamado
um sistema ortogonal, se

/L Up () (x)de =0, se n#m,
L

[ s #o

para todo n € N. O sistema recebe o nome de ortonormal se

[ vtz =0, s ngm

L
| wran =1,
-L

para todo n. Pela Proposicao 4, o sistema trigonométrico

] T T 2w 2w kmx kmx
COS —, Sen —, COS ——, SeN ——, ..., COS ——, Sen ——, ...
) L Y n L Y L Y n L Y ) L Y n L )
¢ ortogonal.

Pelas relagoes de ortogonalidade em (1.11) e (1.12)

Entao, o sistema

1 1 T 1 T 1 krx 1 kmx (2.90)
——, ——C0S —, ——=sen —, ..., sen e )
V2L VL LVL L VL
é ortonormal.

Um sistema ortonomal ¢ completo se, para toda funcao f do tipo £? em [~ L, L],
tivermos

L
/ ftn =0, paratodo n, (2.91)
—L
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entdo f = 0. Dizer f = 0 significa que f(x) = 0 em todos os pontos de continuidade
da funcao f.
Com estas defini¢coes, podemos enunciar os proximos teoremas.

Teorema 15. O sistema trigonométrico (2.90) é completo.

Demonstracao. Isto decorrerd imediatamente da identidade de Parseval. Utili-
zando a expressao em (2.91) suponhamos que todos os coeficientes de Fourier de f se
anulam. Tomemos a, = 0, para todo n € N, de forma que

1 [ nmwT 1 L 1 nmwx
= — cos —dx = r)—— cos —dz,
ARICES S R,

nTl’.’E

onde na tltima passagem usamos os termos ﬁ cos £ do sistema trigonométrico (2.90).
Analogamente suponhamos que os coeficientes b = 0, para todo n € N, de forma
que todos os coeficientes de Fourier de f se anulardo no sistema trigonométrico (2.90).
Mostraremos que f = 0.
Usando o fato de todos os coeficientes da série de Fourier de f se anularem, utili-
zando a identidade de Parseval, e a expressao em (2.84), teremos

L CL2 >
/ ]f(x)\de:?o—irZ (a2 + b2) =
B k=1

L
e isto implica que f = 0. O

Teorema 16. (Unicidade da Série de Fourier). Sejam f e g funcées periddicas de
periodo 2L e de quadrado integrdvel em |—L, L]. Suponha que suas séries de Fourier

sejam as mesmas. Entao f = g (ou seja, f(x) = g(x) em todos os pontos de continui-
dade de f e g).

Demonstracao. Seja h = f — g. Como os coeficientes de f e g sdo 0os mesmos,
entao ffL hy,, = 0, para todas as 1, do sistema trigonométrico. Pelo teorema 15,
h = 0, e a demonstracao estd completa. 0

2.9 Funcoes de variacao limitada

Apresentaremos mais um teste de convergéncia pontual das séries de Fourier, que
nao contém e nem esté contido no teste de Dini. Chamado de teste de Jordan, usa o
conceito de fun¢ao de variagao limitada.

Uma funcado f : [a,b] — R é de variacao limitada se existe uma constante M tal
que, para qualquer particao

a=Tg <11 <..<x,=0

do intervalo [a, b], tenhamos

Z |f(x5) = flzj-0)] < M. (2.92)

A menor das constantes M que pode ser usada em (2.92), para todas as partigoes,
é chamada de variagdo de f em [a, b], e a designaremos por V{a, b].
Mostraremos que existem fun¢oes continuas que nao sao de variacao limitada.
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Exemplo 8. Definamos a fungao

o) = { rsen(T), se x € (0,2],

0, se z=0,

continua no intervalo |0, 2]. Neste intervalo, a fungao f ndo € de variacdo limitada.

wl\v\/ .

Figura 2.7: Grafico da func¢ao f e no intervalo [0, 2].

No intervalo (0,2], é de facil verificagdo que as fungoes g(z) = z, h(x) = sen(z)
e p(r) = ? sao continuas. Como o produto e a composicao de fungées continuas sao
continuas, temos que

9(x) - hlp(x)) = wsen (2,

X

definida em (0, 2] é continua. Basta mostrarmos, portanto, a continuidade no ponto
r=0.

De fato, dado ¢ > 0, tomemos § = ¢ de forma que z € (0,d). Como a fungao
|sen(Z)| < 1, para todo x # 0, teremos

z e (0,0) = ’xsen(%)’ <l|z|<d=e.

Em outras palavras, temos que

lim f(x) = 0= f(0),

z—0t

mostrando que f é continua em [0, 2].
Construamos agora uma particao
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2 2 2 2
"n—1"2n-37753
onde n € N. Com esta construcao, teremos, pela identidade trigonométrica sen(a—b) =
sen a cos b — sen b cos a, para n impar,

o ) s (21507 o) o () = s () oo -

0

2, (2.93)

2n—1

sen (;3) — sen ((2”%)”) — sen(n) cos (37”) ~ sen (37”) cos(nm) = —1.

Para n par, teremos (com raciocinio analogo ao acima)

sen 7; =—1
2n—1

sen 7; =1.
2n—3

Portanto, quando x for da forma 273—_1, teremos

() -
xrsenl—) = —_—
T $2n—1’

(o sinal positivo e negativo alternando quando n for par e impar, respectivamente).

Para x da forma QL,
n—3

2
xsen(z) =+ :
x 2n —3

Desta forma, para todo n > 2, tomando os pontos = como os da parti¢ao em (2.93),

teremos
2 2 2 2
_ S I R
’f(2n—3) f(2n—1)’ ‘ on — 3 (qczn—l)’

N 2 N 2 2 N 2
m—3 2n—1)| 2n—-3 2n-—1

Utilizando a expressao em (2.92), obtemos

<2+2)+(2+2>+ +( 2 42 )+ 2 (2.94)
3/ 73T T T =3 T 1) T 1 ‘

Utilizaremos um resultado auxiliar para demonstrarmos que f nao é de variacao
limitada. Mostraremos que

2 n 2 - 1
on—3 2n—1" n-1’
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para todo n > 2, n € N. Para isso, utilizaremos o principio de inducao. Inicialmente,
notemos que

2n—1>2n—-3 = L < L = 2 < 2 = 2 + 2
2n—1 2n-—3 2n—1 2n-—3 2n—1 2n-—1
2 2
<2n_3+2n_1. (2.95)
Basta mostrarmos, portanto, que
4 2 2 1
+ > =4n—4>2n—1, (2.96)

m—1 2n—1 2n—1_ n—1
para todo n > 2. Para n = 2, temos que 4 > 3, e a assertiva é valida. Suponhamos

que também ¢é valida para algum k € N, de forma que 4k — 4 > 2k — 1, (ou seja,
4k > 2k + 3). Para k + 1, teremos

4k+1)—4=4k>2k+3>2k+1=2(k+1) -1,

mostrando que a afirmacao é valida para todo n > 2.
Finalmente, utilizando a expressao em (2.94), a desigualdade em (2.95), o resultado
de (2.96) e o fato (de facil demonstracdo) de que ;2= > L1, para todo n € N, teremos

(2+2>+<2+2)+ —|—< 2 + 2 >—|— 2
3 3 5 2n—3 2n—1 2n—1

2 2 2 2 2 2 2 1 1 1 1
G G Gt Dt 1t e e
Como a série harmonica é divergente, essa soma pode se tornar arbitrariamente grande,
desde que n seja suficientemente grande. Mostramos, portanto, que nao podemos tomar
uma constante M para qualquer particao do dominio de f de forma que se verifique a
expressao em (2.92).

Existem também funcgoes descontinuas que sao de variacao limitada.

Exemplo 9. Seja a funcio g(z) =0, se 0 <x <leg(z)=1, sel <z <2. A fungio
serd identicamente nula no intervalo [0, 1), e constante no intervalo [1,2], portanto

Z l9(z;) — g(xj-1)] <1,

para qualquer particao de [0,2], e g, que € descontinua no ponto x = 1, € de variagao
limitada.

Qualquer fun¢do mondtona f : [a,b] — R é de variagdo limitada, com V]a,b] =
|f(b) — f(a)|]. Suponhamos, sem perda de generalidade, que f é ndo-decrescente. Por-
tanto, para quaisquer x,y € [a, b], com = < y, teremos f(z) < f(y). Dai, para qualquer
particao de [a,b], com a = o < 11 < ... < 2, = b, teremos

Z [f () = fzj-0)] = [f(21) = fl@o)| + [f(22) = )] + .. + [f(@n) = f(2n-1)| =

= (f(z1)—f (@) +(f(x2)—f(z1))+- A+ (f(@n) = f(Xn-1)) = flzn)—f(0) = f(b)—f(a) =
| £(b) — f(a)].
O proximo lema, relacionado as funcoes de variacao limitada, serd utilizado no
proximo teorema, um importante resultado no estudo dessa classe de funcoes.
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Lema 2.4. Suponhamos [ : [a,b] — R de variagao limitada.
Sea<x<y<b, entao

Via,y] = Via,z] + V], y] (2.97)

Demonstracao: Se r = a ou y = z, a igualdade é evidente, pois V[z,z] = 0.
Suponhamos ¢ < z < y. Dado ¢ > 0, podemos tomar uma parti¢do P de [a,y], com
a=xy <z <..<x,=1y,deforma que

Viewl == <37 1F(w) = fwin)| < Via,yl (2.98)

Se x nao é um dos extremos x; dos intervalos da particao P, podemos refina-la,
acrescentando-o aos pontos da particao, e a desigualdade acima continua sendo valida.
O segundo membro de (2.97) &, entao, o supremos de todas as somas que figuram em
(2.98). Chamando = = x;, na particdo P, teremos

Via,y] —e < Via,z] + Viz,y] < V]a,y].

Como ¢ é arbitrario, o lema esta demonstrado. O]
Para a demonstracao do proximo teorema, utilizaremos dois resultados de Anélise
sobre func¢oes monotonas.

Lema 2.5. Seja g : [a,b] — R uma fung¢ao mondtona limitada. Para todo z; € (a,b),
evistem L = lim,_ +g(x) e M = lim,_ - g(x). Para os casos das evtremidades,
eristem L' = limm_m; g(x) e M' = limxﬁbjg(x). Ou seja, existem sempre os limites
laterias de uma fungcao mondtona limitada.

Demonstragao: Sem perda de generalidade, seja g : [a,b] — R uma fun¢ao nao-
decrescente. Para um certo x; € (a,b), temos que g(z;) = L = inf{g(z);x € [a,b], 2 >
x;} Isso implica que, dado ¢ > 0, L + € nao é cota inferior do conjunto {g(z);z €
la,b],x > x;}. Logo, existe § > 0 tal que z; + 6 € [a,b], e L < g(z; +9) < L +e.
Como ¢ & nao-decrescente, para x € (z;,z; +9) = L < g(x) < L + ¢, sendo esta
a definicao de limite lateral a direita. O processo é andlogo para o limite lateral &
esquerda. Obviamente, para os extremos a e b, existem apenas os limites laterais a
direita e a esquerda, respectivamente. 0

Lema 2.6. Seja g mondtona em (a,b). Entao, o conjunto de pontos de (a,b) em que
g € descontinua € no mdximo enumerdvel.

Demonstracao: Seja g uma funcao crescente, sem perda de generalidade. Deno-
temos como E o conjunto dos pontos em que g é descontinua. Mostremos que este
conjunto é, no maximo, enumerdvel. A cada ponto z € FE, associaremos um nimero
racional r(z) de forma que

g(z —0) <r(z) <g(z+0).

Se x; < x5, temos que g(x; + 0) < g(zy — 0), de forma que r1(z) # ro(z). E possivel,
portanto, estabelecer uma correspondéncia biunivoca entre o conjunto E dos pontos
de descontinuidade e um subconjunto dos racionais, que no maximo é enumeravel. [
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Teorema 17. Qualquer funcdio f : [a,b] — R de variagao limitada € a diferenca de
duas fungoes monotonicas:

fi@) =5 (Viaal + £@), o) = 5 (Viasa] - £)).

Além disso, toda funcdo de variagao limitada tem no mdzrimo um conjunto enumerdvel
de pontos de descontinuidade.

Demonstracao: De fato, escrevamos

2fi(x) = Vla, 2] + ()

2fs(x) = Vl]a,z] — f(z).
Para dois pontos z; e x; pertencentes a uma particdo qualquer de [a, b], tais que
a<z; <z <D,

temos que

2fi(x;) = 2f1(w:) = Via, 5] + f(x5) — Ve, 2] — f(2:) = Vi, 2] + fzg) — f(2)

2fa(x5) = 2fo(wi) = Via, ;] — f(z;) — Va, ] + f(zi) = Vwi, 23] — f(x;) + f(2:),

onde utilizamos o Lema 2.4 na passagem acima. Como |f(x;) — f(x;)| < V]x;, zj], as
funcoes fi e fo sao ambas nao-decrescentes e, portanto, mondtonas.

A segunda afirmagao é demonstrada através dos resultados dos Lemas 2.5 e 2.6.
Com estes, vemos que sempre existem os limites laterais das funcoes f; e fy do resultado
anterior, e estes sao de primeira espécie. Como a funcao f original pode ser expressa
como a diferenca de f; e f5, f possuird no maximo um conjunto enumeravel de pontos
de descontinuidades, e o teorema esta provado. 0

O lema abaixo, também sobre fun¢oes de variacao limitada, sera utilizado posteri-
ormente como resultado auxiliar no Teste de Jordan.

Lema 2.7. Sejam f e g funcoes de variacdo limitada em |a,b] e seja k uma constante
arbitrdria. Entao,

i) kf é de variagcao limitada em |a, b
it) f4+g e f—gsao devariacio limitada em [a, b

Demonstragao: Para i), tomando uma particdo a = 9 < 77 < ... < x, = b,
sendo V'(f,[a,b]) a variagao limitada de f em um intervalo [a, b], temos

Z |f(zi) = flzic)| S V(f, [a,b]).

Para uma constante £ € R multiplicando a fungao f, teremos
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Z |k f(zi) — kf(zio1)| = |K| Z |f(zi) — f(zica)| < K|V (S, [a,b]),

mostrando que kf é de variacao limitada.
Para ii), tomando a mesma parti¢io que na demonstragdo em i), e utilizando as
propriedades da desigualdade triangular, teremos

D 1fwi) + g(w) = flai) = glzin)] <

n

S}:V@J—ﬂ%qﬂ+§:mw0—quﬂSV@M$D+V@MﬁD

i=1

mostrando que f + g é de variacao limitada. Para o caso f — g, basta aplicar a

propriedade i) em g, pondo k = —1, de modo que —g sera de variacdo limitada. Dai,
usando a propriedade vista acima, de que a soma de duas funcoes de variacao limitada
é de variacao limitada, o caso f — g estd demonstrado. 0

Para a demonstracao do Teste de Jordan, serd necessario usar dois resultados, o
Principio de Localizagao de Riemann e o Sequndo Teorema do Valor Médio. Para a
demonstracao do primeiro, serd necessario um resultado auxiliar, que sera demonstrado
no lema abaixo.

Lema 2.8. Sejam ¢ uma funcao do tipo L' e v uma funcao limitada e integrdvel,
definidas em um intervalo [a,b]. Entdo, o produto o é L.

Demonstracao: Antes da demonstracao, faremos uma definicao equivalente para
fungdes do tipo £'. Dizer que uma funcao f : [a,b] — R ¢ do tipo L' é equivalente a

b
/ |fldx < 0.

Sendo ¢ uma fun¢do limitada, existe uma constante M > 0 tal que || < M em
todo seu dominio. Logo, para o produto (1), teremos

b b b
/ |p|dx §/ M|g0|dx—M/ lpldr < oo.

Concluimos, portanto, que |- 1| é integravel. Logo, ¢ - é do tipo £, e provamos
o resultado. O

Teorema 18. (Principio da Localiza¢io de Riemann). Seja f uma fungao L' periddica
de periodo 2L. Entdo, sua série de Fourier em um ponto x € [—L, L] convergird para
s(x) se, e sd se, existir 0 < A < L tal que

A sen (n + %) %
lim —g(x, t)dt =0, (2.99)
n—oo Jq t

onde
g(z,t) = fz+1) + f(z —t) — 2s(x),

e s(x) denota a série de Fourier da fungao f no ponto x.
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Observacao 4. Nas hipdteses do teorema acima, nao € necessdaria a existéncia dos li-
mites laterais de f. Por esta razao, a funcao g difere da expressao definida previamente
no teste de Dini.

Demontrac¢ao. Usando a expressao em (2.16) para a n-ésima soma parcial da série
de Fourier de f, vemos que a série de Fourier de f converge para s(x) se, e so se,

L
lim D, (t)g(xz,t)dt =0 (2.100)

n—o0 0

De fato, desenvolvendo a integral na expressao em (2.100), temos que

/0 D, (t)g(z,t)dt = /0 Dy ()[f(x+1t) + f(z —t) — 2s(z)]dt =

:11D4Mﬂx+ﬂ+f@—wuﬁ—ﬁ_aﬂﬂd@ﬁ (2.101)

Lembremos de um resultado demonstrado na expressao em (2.16)

/)D Fle+6) + fla— 8)dt, (2.102)

Utilizando as propriedades i) e i) do Lema 2.1, referente ao niicleo de Dirichlet,

temos que
L 1
/’Dﬂmﬁ:-
0

e como s(z) independe de ¢, temos que

/D £)2s(x /D é)—s(x). (2.103)

Substituindo (2.102) e (2.103) na expressao em (2.101), temos

/D g(x,t)dt = s, (x) — s(x)

Passando o limite na igualdade encontrada, obtemos

L
tim [ Dy@g(a)at = lim (5,(2) = s(o)
Como

nh_)rrolo sn(x) = s(x)

(ou seja, o limite das reduzidas de uma série de Fourier quando n — oo é a propria
série de Fourier), teremos

L
lim D, (t)g(z,t)dt = lim (s,(z) — s(x)) = s(x) — s(x) =0,
n—oo 0 n—oo
e mostramos que a expressao em (2.100) é valida.
Utilizaremos um resultado demonstrado na expressao em (2.24).Por construcao, a
expressao g(x,t) é integravel em relacdo a variavel t. De fato, como
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por hipotese f é L1, e s(x) independe de t.
g(@t) ,)

Para qualquer A € (0, L) o denominador da expressao =% nunca se anula quando
2

t varia em (A, L), e portanto é integravel. Logo, podemos aplicar o Lema de Riemann-
Lebesgue na expressao abaixo, de forma que

im [ D, (09t )t = Tim i/Lsen [(ml)ﬁ—t} 9l o (2108

n—oo [ n—oo 21, 2/ L1sen g7

Separando os limites de integracdo na expressao em (2.100), temos que

/L D, (t)g(z,t)dt = /)\ D, (t)g(z,t)dt +/ D, (t)g(z,t)dt =
A L L
= /o D, (t)g(z,t)dt = /0 D, (t)g(z,t)dt —//\ D, (t)g(x,t)dt.

Passando o limite com n — 0o na expressao acima, teremos

A
lim D,(t)g(x,t)dt = lim (/ D, (t)g(x,t)dt — / D,(t)g(z,t) dt)
n—oo 0 n—oo

L L
= lim D, (t)g(x,t)dt — lim D, (t)g(x,t)dt

Utilizando os resultados dos limites encontrados nas expressoes em (2.100) e (2.104)
na tultima igualdade, teremos

A
lim D, (t)g(x,t)dt =0 —0

n—o0 0

Portanto, a convergéncia da série de Fourier para s(z) equivale a

A
lim D, (t)g(z,t)dt =0, (2.105)
n—oo 0
para algum \ € (0, L).
Consideremos agora a fungao
1 1
h(t) = —— — —,
Sen ﬁ 5L

que é continua para 0 < t < A < L. Analisaremos o comportamento de h quando
t — 0*. Simplificando a expressao de h, temos

it ot

h(t) __ 2L sen op 2L
- Tt

sen 37 - 37

Quando ¢ — 0T, a expressao em h se torna uma indeterminacao da forma
Podemos aplicar a regra de 'Hépital, de forma que

olo
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T ﬂ'COSﬁ
lim A(t) = lim 2Lt 2L
t—0+ t—0+ msen 37 n2tcos It
2L 4r?
Novamente teremos uma indeterminacao da forma %, e aplicaremos novamente
I’Hopital.
7T2 Sel’lQ;% 0
lim A(t) = lim ——*%——— = — =0
t—0+ t—0+ TECos o motsen 5 T

2Lz T 3L3 212

Portanto, h — 0 quando ¢ — 0%. Logo, h é continua e limitada no intervalo (0, L)
portanto integravel.

Portanto, pelo Lema 2.8, o produto h(t)g(xz,t) ¢ £

, e é possivel aplicar o lema de
Riemann-Lebesgue, de forma que

i L[ + N g, )t = 0 2.106
nBoo 2L J, Sen[(” 2)[,] gla, t)dt = (2.106)
Expandindo a expressao de h(t) na integral do limite acima, temos

oz | [0 3) ot =g [ o) 7] g - ot

Tt
Sen 2L 2L

“p [ [Ce )R 5 [ ()T S
el %Eﬂw_ﬁ L[ el 25
o2 [l
= % OAsen [(n + %) 7;] ‘Zén’;j dt — % Oksen [(n + %)%t] h(t)g(x,t)dt.

Passando o limite de n — oo na igualdade acima, teremos

1 1\ 7t t
lim —/ sen [(n + —) W—] 9(z. )dt
n—oo T Jo 2) L t

1 I\ 7wt g(x,t) I 1\ 7t
= Bm — [( —) ] Jdt — Tim [( —)—}ht t)dt
n300 QL/O A 2/ L senﬂ n—ro0 2L, sen [+ 2/ L (Dg(w.1)

Utilizando os resultados dos limites encontrados em (2.105) e (2.106) nas duas
ultimas integrais da igualdade acima, temos

1 1\ mt
711220% i sen[<n+2>z}g(t )dt—() 0. (2.107)
A igualdade em (2.107) é possivel se, e somente se,

X sen (n + %) %
lim _

n—oo J t

g(x,t)dt =0,
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e o teorema esta provado. O

Relembremos agora um resultado de um teorema sobre condicoes de integrabilidade,
cuja demonstracao pode ser encontrada em E. L. Lima. Curso de Andlise. 1* ed. Rio
de Janeiro: IMPA, 1976, e que serd usado no resultado do préximo lema.

Teorema 19. Seja f : [a,b] — R limitada. As seguintes afirmacgoes sao equivalentes:

(1) f € integrdvel;

(2) Para todo € > 0 existem parti¢oes P,Q do intervalo |a,b] tais que S(f;Q) —
s(f; P) <e;

(3) Para todo € > 0, existe uma particao P do intervalo [a,b] tais que S(f; P) —
s(f; P) <e;

(4) Para todo € > 0, existe uma particio P = tg,ty,...,t, do intervalo [a,b] tal que
Yo wilti —tisg) <&, ew; = M; —my; a oscilagao de f no intervalo [t;—1,t;] (e M; e
m; 0s valores mdximo e minimo, respectivamente, de f neste intervalo).

Para a prova do Segundo Teorema do Valor Médio, sera utilizado o resultado do
lema abaixo.

Lema 2.9. Toda fun¢ao mondtona f : [a,b] — R € integrdvel.

Demonstracao: Sem perda de generalidade, seja f nao-decrescente e nao-constante.
Dado € > 0, construamos uma particao P = {to,...,t,} de [a,b], cujos intervalos tém
todos comprimento menor que €/[f(b) — f(a)]. Para cada i = 1,...,n, denotemos
w; = f(t;) — f(ti—1) a oscilagdo (a diferenga dos valores méaximo e minimo) de f no
intervalo [t;_1,t;]da particdo P. Teremos, portanto, >  w; = f(b) — f(a), de forma que

€

€
Zwi(ti_ti—1> < M'Zwi_M'f(b)_f(a)_g‘

Logo, f é integravel. O

Antes de demonstrarmos o Segundo Teorema do Valor Médio, enunciaremos o Te-
orema do Valor Intermediario (que sera usado nesta demonstragio) e o Teorema do
Valor Médio. As provas destes poderao ser encontradas em W. Rudin. Principios de
Andlise Matemdtica. 1* ed. Rio de Janeiro: Ao Livro Técnico S.A., 1971.

Teorema 20. (Teorema do Valor Intermedidrio) Seja f : [a,b] — R continua. Se
f(a) < d < f(b) entdo existe ¢ € (a,b) tal que f(c) = d.

Teorema 21. (Teorema do Valor Médio para Integrais) Seja f : [a,b] — R continua.
Existe ¢ € (a,b) tal que

b
| Harda = 10)- (b= a)
Lema 2.10. (Segundo Teorema do Valor Médio). Sejam g : [a,b] — R uma funcao

nao negativa em (a,b] e nao decrescente e f : [a,b] — R uma fungao L. Entdo, existe
d € [a,b] tal que

b 5 b
/ gfdx = gla+ O)/ fdx + g(b— O)/ fdx. (2.108)
a a )
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Demonstracdo. Demonstraremos (2.108) para o caso em que g(a +0) =0, e o
caso geral se seguira deste, aplicando-o a funcao g(z) — g(a + 0). A funcao

b
= / f(z)dz
t
¢ uma fun¢do continua em [a, b].

Sejam agora M e m o maximo e minimo de F' em [a, b], respectivamente. Obser-
vemos que a existéncia de g(b — 0) é garantida pelo fato de g ser nao decrescente em
[a, b], assumindo seus valores minimo e maximo em g(a) e g(b), respectivamente (estes
valores podem ser os mesmos, no caso de g ser constante). Logo, existe uma constante
W tal que |[g(x)] < W, para todo z € [a,b]. A fungdo g, portanto, é mondtona e
limitada, e a existéncia dos limites laterais é garantida pelo Lema 2.5. Desta forma,
g(b—0)F(t) é continua em [a, b, e o resultado sera consequéncia do Teorema do Valor
Intermediario se mostrarmos que

mg(b—0) < /bgfdx < Mg(b—0). (2.109)

Por outro lado, temos

/sofdx—Z/ —fdx— jz:j/:jlfdx.

Usando a funcao F'(t) definida anteriormente, temos

F(xj_q) — F(x;) / fda:—/ fdx—/ fd:z:+/ fd:c—/ fdzx,

de forma que

b n
/ pfdr = — Z] (xj-1) <Z]F Tj_1) Z F(ZL‘])>

j=1

= %(F(ﬂfo) +> jF(ria) =Y (= DF(z,- 1))

7j=2 7=2

S

<F Zo +Z]F Tj_1) — ' (j—l)F(:nj_l)—nF(xn)>

A
n

R
=
s
N
+
o
|| M 3
no
.
=
S
Q.
L
|
3
—~
<
|
=
=
8]
<o
L
|
3
o
=
&
Q
S)
~_—
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Dai, sendo m e M os valores minimo e méaximo, respectivamente, de F' em |[a, b], se
segue que

A A
7j=1 Jj=2
de forma que

b
Am < / pfder < AM. (2.110)

Entao, usando (77?) e (2.110), e o resultado auxiliar de que

(p(z) = g(x)) - [(z) < (p(2) = g(2)) - |/ (2)]
= —(p(x) = g(2)) - [f(2)] < =(p(x) = g(x)) - f(2),

para todo x € [a, b] (usando o fato de p(z) — g(x) ser nao negativo), teremos

am =2 < [ ogar— [0~ gnar < [(osae [ oa

= /ab(sﬂ —p+g)fdr = /abgfdrc.

Além disso, sabendo que

(9(z) — p(@)) - f(z) < [g(x) — ()] - | f ()],

para todo x € |a, b], temos

/abgfdxZ/ab(g—<p+<ﬁ)fd:v=/:sofdx+/ab(g—so)fd:v

b b A b
< [Cosazs g elifide < ar+ 2 [ fla,

de forma que

A b b A b
Am——/|f\dx§/gfd:c§AM—i——/|f\dx.
n a a n a

Fazendo n — oo, obtemos a expresido em (2.109), demonstrando o lema. 0]

Observacgao 5. A relagao em (2.108) € vdlida se substituirmos a hipdtese de g pela de
esta ser nao-crescente. Basta substituir x por —x na demonstracao anterior.

Aplicagao. Afirmamos que existe uma constante M > 0 tal que

b senx
dx
e T

para b > a > 1. Pelo limite trigonométrico fundamental, quando = — 0, senz/z — 1.
Um resultado classico do Calculo diz que o quociente de funcoes continuas é continua
em todos os pontos aonde o denominador nao se anula. Logo, o integrando =% ¢

(2.111)
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continuo. Usando o Lema 2.10, pondo g = % e f = senx na expressao (2.108), existira

um 0 > a tal que
1[0 1 b N1 b
—/ sena:da:+—/ sen xdx )+—<—cosa:)>
a J, b 5 a b )

b

‘/ senz

e X

1 1 1 1
—(cosa—cos5)+E<0086—cosb> §—|cosa—cos5|+g|cosé—cosb]:
a a

.
—| — COST
a

1 1 1 1 1 1
= a| cos a+(— cosé)|+g| cos d+(—cosb)| < E| cosa|+a|—c085]+g| cosé]+g|—cosb|

1 1 1 1
= —|cosa| + —|cosd| + —|cosd| + —| cosb| < 4,
a a b b

o que mostra que a assertiva ¢ verdadeira. Nas passagens acima, usamos a desigualdade
triangular, a limitagao da funcdo cosseno (|cosz| < 1) eofatodea > 1 e b > 1 implicar
em % <le % < 1.

Com estes dois resultados, podemos enunciar e demonstrar o teste de Jordan.

Teorema 22. (Teste de Jordan). Seja f uma fun¢ao de variag¢ao limitada e periddica
de periodo 2L. Entao, sua série de Fourier converge para [f(x + 0) + f(x — 0)]/2.

Demonstracao. Aplicaremos o Teorema 18, definindo
glz,t) = fle+t) + f(z —t) = fz+0) = f(z = 0).

Para cada z fixado, pela hipotese de f ser de variacao limitada, utilizando as pro-
priedades do Lema 2.7, a funcao g é de variacao limitada em t. Pelo Teorema 17,
existem fungées ndo-negativas monotonas e nao-decrescentes ¢i(t) e got) tais que
g(xz,t) = g1(t) — g2(t) e ¢1(0 +0) = ¢g2(0 +0) = 0. A segunda igualdade (em que
os limites laterais a direita no ponto t = 0 das fun¢oes g; e g2 € igual a zero) se justifica
pelo fato de que, para um x fixado,

lim g(z,t) = lim [f(a: YO+ fr—1) — flz+0)— flz— 0)]
t—0t t—0+
— i I ) - ~ flr—
T f(z )+ lim f(z— 1)~ f(z+0) ~ f(z ~0)
— J(r 4+ 0) + fr—0) = f(z+0) — f(z—0) =0
Logo,
0= t1_1>1(1)f1+ g(z,t) = tl_lfoll gi(t) — t1_1>%1+ 92(t) = tl_l)%i 9i(t) = t1_1>%1+ 9(t)
Caso lim+ gi(t) = a # 0, para i = 1,2, basta substitui-las pela funcao g(t) =
t—0
g:(t) — lirgl+ g:(t), de forma a garantirmos a condic¢ao
t—

91(040) = g2(0+0) = 0.

Pelo Teorema 18, basta demonstrar que

e [(nt ) 7]

n—oo fo t

gi(tydt =0, i=1,2. (2.112)
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Dado ¢ > 0, tomemos 0 < A < L tal que |g;(t)| < 57, parat € (0,\), e M ¢é a

constante em (2.111). Podemos, portanto, decompor a integral em (2.112) como

[ R Py T (RS E

t t

Em virtude do Lema de Riemann-Lebesgue, o segundo termo da expressao acima tende
a 0 quando n — oco. Para estimarmos a primeira integral, utilizaremos o Lema 2.10,
tomando 0 € (0, \), tal que

[rles D8],

t
Cong [l a3
—gi(0+0>/0 t dt+gz~<A—0)/6 )il
vvan [T,y P,

em virtude de ¢;(0 + 0) = 0, para i = 1,2. Fazendo uma substitui¢do de variaveis,

pondo y = (n+ )3t (‘e dy = (n+ 3)7dt), teremos

sen

()t

A 1\ «t A
_.I_ =) £&
/ sen [(n 2) L]gi(t)dt:gi()\—O)/ dt
0 t 5 t
(n+1/2)7\/L (n + l>7T Ld
:gi()\—O)/ —2seny—y
(n+1/2)76/L Ly (n + %)w

(n+1/2)7\/L sen y
= gi(A—0) / dy.
(n+1/2)78/L Y

Como |g;(t)| < <, para t € (0, ), e usando o resultado em (2.111), teremos

£
M>

Nsen [(n 4+ 1) = (n+1/2)7\/L
/ Lt 3) L]gi(t)dt—gi(k—o)/ iy < = M=¢
0 t (n+1/2ms/L Y M

e o0 teorema estd demounstrado. O

2.10 Fenomeno de Gibbs

Consideremos uma funcao f periddica, de periodo 2L, seccionalmente continua e
de forma que sua primeira derivada seja integravel e absolutamente integravel. Pelo
Teorema 10, sua série de Fourier converge uniformemente em todo intervalo fechado
que nao contenha pontos de descontinuidade de f. Portanto, se o intervalo contiver um
ponto de descontinuidade, a convergéncia em tal intervalo nao pode ser uniforme, como
visto na Proposicao 1. Sendo £ um ponto de descontinuidade de f, o fen6meno de
Gibbs mostra um aspecto curioso da convergéncia da série de Fourier na vizinhanca
deste ponto. Designando por w,(&, ) a diferenga entre o maximo e o minimo da soma
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parcial s,(z) no intervalo [§ — ¢, & + €], veremos que w, (£, <) nao aproxima o salto de
f em & (isto é, a diferenga f(£ +0) — f(£ — 0)), ndo importando quao pequeno seja
€. Estudaremos, através de uma funcao 1 definida anteriormente no Lema 2.2, que
a soma parcial da sua série de Fourier ultrapassa o valor maximo de 1 na vizinhanca

de 0. E veremos que os graficos das somas parciais na vizinhanca do ponto x = 0 se

1

3 2} e esse intervalo é

aproximam de um segmento do eixo y, que é maior do que [
chamado de intervalo de Gibbs.

Seja £ um ponto onde f tem um salto de descontinuidade. Um ponto (£, y) perten-
cerd ao intervalo de Gibbs em x = ¢ se existirem sucessoes (ny) de inteiros positivos e
) — & tais que

lim s, (zx) = v.

k—o0
Lema 2.11. O intervalo de Gibbs da funcao ¢ definida no Lema 2.2, no ponto x = 0
€ o conjunto dos y, tais que
1 [TsenT
lyl < = / dr.
)y T

Demonstracdo. Conforme calculado em (2.50), a n-ésima soma parcial da série
de Fourier de v pode ser expressada como

Z_sen’”_f‘f

Utilizando a integral abaixo, e calculando-a através do método de substitui¢ao de va-
riaveis,

krz/L L kmx
— sen —,

/a: Lkt g L kmx/L p L
COS — cosuau = —Ssenu
0 L k 0 " kn L

k:wo T

podemos reescrever a expressao de s, como

kmt
Sn( LZ/ cosldt

Usando a expressao do niicleo de Dirichlet dada por (2.12), temos

£ - k:7rt ] — kmt
Dntdt:/ + dt /—dt+/ — cos —dt =
| pawie= [ (3 2 cos L2
2L LZ/ COS@dt

Entao, podemos reescrever s, (x) como

D, ( dt——
/ 2L

Usando a expressao (2.13) da propriedade vi) do niicleo de Dirichlet, teremos

sp(x) = pr

2L 2L

v q sen[(n—l— )%]dt_i—i/x % sen[(n—i—%)’%] T
0

57 = dt — —
o 2L sen 77 2L 2L 2L

Sel -+
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1\t
1 [= ot sen [(n—l——)—]
- (1+L—1> P
0

T 2L 0 % 2L sen% % 2L
L o [(n i )%] dt L ’ —1 ! L dt 2.113
3L Jy = T3y \senzr = )5 |13 T)dgp G113

Analisaremos os comportamentos das integrais acima quando r — 0 e n — oo.
Para a ultima integral, definamos a fungao

1 1

)= —— — — 9.114
g9(t) sn L ( )

Como visto na demonstra¢ao do Teorema 18, a fun¢ao g é continua em 0 < [t| < L e
g(t) — 0 quando t — 0. Mostraremos que o integrando da segunda integral em (2.113)
tende a zero quando x — 0, uniformemente em n.

Para provar tal informacao, tomaremos um ¢ de forma que 0 < ¢t < z. O fato de
que

lim g(t) = 0

implica que, dado € > 0, existe um 6 > 0 tal que

1 1
0<|t|]<o= — — —| <e.
2L 2L

Desta forma, dado € > 0, para todo ¢ cumprindo a condicao 0 < |t| < ¢, teremos

1 1 [( +1)7rt] 1 1 [< +1>7rt}
— sen |(n _ sen |(n
seni ;ri 27 L seni ;rz 27 I
- [( +1)7rt]
elsen |(n
27 L

e dai, pela limitacao da funcao seno, temos

T

<eg,
2L 2L

mostrando que o integrando converge uniformemente para zero, para todo ¢t que satis-
faca a condicao dada e para todo n € N.
Para a primeira integral, usando substituicao de variaveis, com

1\ 7t I\N7
T—<n+§)f e d7—<n+§)zdt.

1/xsen[(n+ )%}dt:

Entao,

[n+(1/2)|7wx/L sen T
— — / dr.
2L o7 0

1
s T
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Para prosseguiremos, facamos a seguinte observacao, que pode ser facilmente veri-
ficada:

Observacao 6. Dado a, —oco < a < 00, existird uma sucessao x, — 0 tal que

+1 7T5L’n_>
n4+ = Q.
2) L

De fato, basta tomar a sucessao x, = (ni—‘i)ﬂ, e a demonstracao € imediata.
2

Usando esta observagao, podemos concluir que, para a sucessao (z,):

n—oo e T

1 o
lim s, (2,) = —/ T (2.115)
0

A titulo de curiosidade, a integral presente em (2.115) define a funcao

sua)::j/ N
0

T

¢ conhecida como a funcao seno-integral, muito importante no estudo da transfor-
mada de Fourier e outras aplicacoes.
E imediato que a funcao Si(«) é uma func¢ao impar. De fato, sendo

Si(—a) = / seanT’
0

T

usando substitui¢ao de varidveis, ponto u = —7 (du = —dr, e pelo fato da fungao
seno ser impar, teremos

Si(—a) :/ N gr :/ —Mdu: —/ i
0 T 0 —u 0 —u

_ _/ SN G — —Si(a),
0

u

mostrando que a fungao é impar.

Tomando ~
lim Si(«) :/ T
0

a—0o0 T

teremos a expressao conhecida como integral de Dirichlet, cujo valor apresenta um

™

resultado interessante: 5
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(1, Si(m))

Figura 2.8: A funcao seno-integral e seu ponto de méximo global.

Observando o grafico da fun¢ao (sen)/7 e interpretando-a como a primeira deri-
vada da funcao Si(«), encontraremos seu ponto de méaximo global, e veremos que o
valor maximo da funcao ocorre em o = 7.

Para isso, utilizaremos o lema enunciado abaixo. Antes, facamos uma definicao:

Defini¢ao 16. Parti¢cdo pontilhada: partilhar uma particao P = {to,...,t,} € esco-
lher, em cada intervalo [t;_1,t;], com i =1,...,n, um ponto §. Portanto, t;_ 1 < & < t;.

Lema 2.12. Seja f : [a,b] — R uma fungdo integrdvel. Dada uma sequéncia (Pr) de
partigoes pontilhadas, com lim |P}| =0, resulta que f;f(x)dx = lim Y (f; Pr).
n—00 n—0o0

Demonstracao: Pelos resultados classicos de Analise referente a integrais, temos
que, para qualquer particao pontilhada P,

s(fsPa) < (F;Pr) < S(f; Pa) (2.116)

onde s e S denotam, respectivamente, as somas inferiores e superiores da funcao f
em relagdo a particio P,, e > (f; P¥) a soma de Riemann de f em relagdo & mesma
particao pontilhada. Além disso, temos que

lim s(f; P) = hm S(f; P) / f(z (2.117)

|P|—0 |P|—

para qualquer particdo P, com |P| denotando a norma da partigao.
Dai, sendo P, e P* sequéncias de parti¢des (e seus respecitvos pontilhamentos)
com os mesmos subintervalos de parti¢do, para todo n € N, temos que lim |P}| =
n—oo

lim |P,| = 0 (ou seja, a norma das parti¢oes da sequéncia (P7) tendem a zero quando
n—oo

n tende a infinito). Passando o limite com n — oo em (2.116) e o resultado em (2.117),
teremos

/bf( dx:hms(fP)<hmeP*<thfP /f

n—oo

Pelo teorema do confronto, demonstramos que
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[ fde= 1 S5,

n—oo

OJ
Para a demonstracao do ponto méximo global da fun¢ao seno-integral, primeira-
mente notemos que os pontos criticos da fungao

Si(oc):/ T
0

T

sao os pontos nos quais sua derivada se anula, ou seja,

sen T
=0.

-
Estes pontos sdo da forma k7, com k € Z — {0}.

-3 =21 -'IT/ m 21 3

sen(z)

Figura 2.9: A funcao e os pontos criticos da fungao seno-integral.

Para analisar se @ = 0 é ponto critico da funcao seno-integral, calculemos a derivada
nesse ponto usando a definicao de limite. Teremos

foa =dr — foo =dr

T T

. _ . « wd
$1(0) = lim 20 =510 _ o iy o T

a—0 o — 0 a—0 0% a—0 0%

Pela continuidade da integral, temos

& ST gr 0 sent /-

Si’(0) = lim i = Jo .
a—0 « 0

Pela indeterminacgao do tipo %

expressao acima,

encontrada,usaremos a regra de I’Hopital, obtendo, da

d @ gen T
@ sent g = ( f = dT)
Si(0) = lim b =y . — lim 22
a—0 Q a—0 E(O‘) a—0

mostrando que o = 0 nao é ponto critico da funcao.

Por simplicidade (e pelo fato da fun¢do ser impar), consideraremos k > 0. Para
analisarmos se tais pontos criticos sao de méximo ou minimo local, utilizemos a segunda
derivada da funcdo seno-integral (equivalente & primeira derivada do integrando *27),
de forma que, pela regra do quociente, teremos

dr T2 T T2

d (sen7) _cos(T)T —sen(T) cosT senT
T
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Para os pontos da forma km, com k impar, teremos

coskm senkw -1

kr  k2m2 - kn’

e esses pontos serao de maximo local. Analogamente, para k par, teremos

coskm senkw 1

kr k2r2 kn

e estes serao de minimo local.
Tomemos um intervalo da forma [k, (k 4 2)7], com k fmpar. Para 7 pertencente
aos intervalos da forma (km, (k + 1)m), temos que

senT < 0.

Tomando 7 > 0 teremos, para 7 € (km, (k+ 1))

sen T

< 0.

-
Utilizando o mesmo raciocinio, pela positividade da func¢ao seno nos intervalos da
forma ((k + 1), (k + 2)7) teremos, para um 7 pertencente a este intervalo,

sen Tt

> 0.

T

Consideramos os intervalos da forma [k, (k+2)7] tais que kr > 0. Como a funcao
ST ¢ integravel, podemos utilizar o Lema 2.12, construindo uma sequéncia de particoes

T

da forma

£~ {im e D 4 D (14 2)r

(k‘—i— n21>7r, (k‘+ n;li_Q)W,..., (k:+ 2#)#}

Pela construgao, cada intervalo da particao P, tem comprimento igual a =, e

. —
lim |P,| = lim — =0.
n—00 n—oo N,

Toda particao P, possuira fixos os pontos dos extremos (km e (k + 2)m) e o ponto
médio do intervalo ((k + 1)7).
Uma observacao interessante ¢ que da forma que construimos a sequéncia das par-

tigoes, para n > 2, para cada ponto </<r + %)ﬂ' € (km,(k+1)m),com 1 < j <n-—1,

é feita uma translacao de comprimento 7, obtendo os pontos da forma <k + "—:L”)W €

((k+ 1)m, (k+ 2)m).
Consideraremos a partir de agora, sem perda de generalidade, as particoes de nossa
sequéncia (P,) com n > 2. Pontilhemos a partigao P, da seguinte forma: para cada

subintervalo da forma
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com 1 < ¢ < 2n, escolheremos os pontos & = (k + %)’N Pela observagao anterior,
temos que os pontos da forma &,,,., com 1 < r < n sao obtidos fazendo

&+ =Enir
Por facilidade de notacao, chamaremos n + r = s. Dai, &. + 7 = &,.
Lembrando da propriedade trigonométrica, de que sen(z 4+ 7) = — sen(z), teremos,

para 1 <r<nen4+1<s<2n,coms=n+4r,

sen(&s) = sen(§, + m) = —sen(§,). (2.118)

Para todo r # n, a construgao da nossa parti¢cao faz com que os pontos da forma
&, pertencam aos intervalos da forma (km, (k + 1)7), com k impar, e teremos
sen(§,) < 0.

De forma analoga, observamos que sen(&s) > 0, para todo s # 2n (nos casos dos

pOﬂtOS gn € SQna Sen(gn) = Sen(§2n) = 0)
Além disso, como &, < & = &, + 7, temos

Como vimos que sen(&;) > 0, para todo s # 2n , e usando (2.118), temos, para
todo 1 # n, s # 2n definidos anteriormente,

sen(&y) - sen(&y) N sen(&y) - —sen(&,)

&s & &s &
sen(¢r) | sen(§s) sen(§r) | —sen(§) sen(§r) | sen(&ntr)
= ‘ + 2 < 3 + g = 3 + oo < 0.

Agora, usando a soma de Riemann para a particao pontilhada construida, e usando
o resultado demonstrado anteriormente, teremos

sen@ s seng, T sen;, T
Z T Z -;+Z & n

"\ [ sen §T sené, ., 7
-—<0.
1 fnJrr n

r=

Notemos que, na tltima passagem, usamos o fato de que, para cada r fixado, teremos
s=n-+r.

A desigualdade é valida para qualquer particao pontilhada do intervalo da forma
[km, (k4 2)7] da sequéncia construida. Denotando

e entdo, usando novamente o Lema 2.12, temos para todo k € N e impar



122 Estudando a convergéncia das séries de Fourier

(k427 gon 7

lim :PY) = dr < 0. 2.119
lm SR = [ (2119)

Observagao: o fato de termos tomados as particoes P: com n > 2 se justifica
pelo fato de que, para Py, usando a observagao demonstrada anteriormente de que

sen(&;) = sen(§,) = sen(&y,) = sen(&y) = 0, teremos

. sené m sené sen &
fiPf) = C- = T+ - = 0.
Z( ) 1) Z 1 51 52
Além disso, como nos interessamos nas particoes P, em que n — 0o, podemos
tomar, sem perda de generalidade, n > 2.
Conforme demonstrado anteriormente, os pontos de méaximo local da funcao seno-
integral sao os da forma (2n + 1)7, com n € NU {0}. Para n # 0, teremos

2n+1)w
Si((2n + 1)7) = / T g7
0

T

T 37 (2n+1)m T
:/ SeanT—i—/ SeanT—O—...—l—/ T g < / SeanT:Si(ﬂ'),
0 T ( 0

T T 2n—1)7 T T

e mostramos, de fato, que dentre os pontos de maximo local da fun¢ao seno-integral,
o ponto em que a funcao assume seu valor maximo é no ponto o = 7, sendo este o
ponto de maximo global. Notemos que, na ultima desigualdade, usamos o resultado
encontrado em (2.119).

Dando continuidade a demonstracao, por (2.115), segue que o intervalo de Gibbs
contém o intervalo

I= [— Lsiim, 181(7?)] =~ [0, 5445, 0, 5445].
m

™

Para a conclusao da demonstracao, usando a Observacao 6, observemos que, dado um
ponto y pertencente ao intervalo de Gibbs, existe a tal que

1 [ 1
Y= —/ T gy = —Si(a),
0

™ T ™

como queriamos demonstrar. O

Observemos que o comprimento do intervalo de Gibbs para a funcao ¥ no ponto
x = 0 éigual a 1,089. Como o pulo de descontinuidade da funcao 1 no ponto z = 0
¢ igual ao valor 1, isto mostra que as aproximacoes por séries de Fourier ultrapassam
cerca de 9% da funcao v na vizinhanca deste ponto.
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g_

((1)y(m)) si
1/2 9

T-((1y/(m) sicm)

Figura 2.10: O fenémeno de Gibbs.

Teorema 23. Seja f uma funcgao periddica de periodo 2L, seccionalmente continua,
com deriwada primeira integrdavel e absolutamente integravel. FEntao, o intervalo de
Gibbs de f no ponto de descontinuidade € é o conjunto dos y tais que

w [TsenTt
S - dT?
TJo T

onde w=|f(£+0)— f(&—=0)| € o salto de f no ponto .

f€+0)+ f(€-0)
2

Demonstracao. Observemos que a fun¢ao

g9(x) = f(z) = [f(€+0) + f(€ = O)]v(x =€)

é continua nas vizinhangas de £&. Como a série de Fourier de g converge uniformemente
nesse intervalo, entao o intervalo de Gibbs de f é o mesmo da fungao w, completando
o resultado. 0






3 A corda vibrante

O problema consiste em estudar o movimento de uma corda fixada em suas extre-
midades e que possa vibrar livremente. Podemos pensar em um sistema fisico como as
cordas de um instrumento musical (um violao, por exemplo). Descrevamos brevemente
alguns fendmenos fisicos que serao a base de nosso estudo. Sao eles:

e 0 movimento harmoénico simples,
e ondas transversais e longitudinais,
e harmonicos e sobreposicao de tons.

Entender esses fatos empiricos observados nesses fendomenos motivara a abordagem
matemética das cordas vibrantes.

3.1 O movimento harmonico simples

O movimento harmonico simples descreve o comportamento do sistema oscilatorio
mais basico (o oscilador harmoénico simples), e é uma introdu¢do natural do estudo
das vibragoes. Consideremos uma massa m acoplada a uma mola horizontal, e esta
acoplada a uma parede fixa. Assumiremos também que o sistema estd sobre uma
superficie sem fricgao.

Escolheremos um eixo cuja origem coincida com o centro da massa em seu repouso
(ou seja, a mola nao esta nem esticada nem comprimida). Quando a massa é deslocada
de seu estado inicial de equilibrio e solta, inicia-se 0 movimento harmoénico sim-
ples. Tal movimento podera ser descrito matematicamente, assim que encontrarmos a
equacao diferencial que o descreve.

T m

y 0 Y 0 y(t)
Figura 3.1: O oscilador harménico simples.

Seja y(t) a fun¢ao que descreve o movimento da massa em um tempo t. Assumi-
remos que a mola é ideal, ou seja, que satisfaca a lei de Hooke: a forca restauradora

125
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F exercida pela mola é dada por F' = —ky(t). A constante k£ > 0 é uma quantidade
fisica chamada de constante da mola. Aplicando a lei de Newton (for¢a = massa X
aceleragao), obtemos

—ky(t) = my"(1),

onde a notagao y” denota a segunda derivada de y em relagao a t. Pondo ¢ = \/k/m,
a equacao diferencial de segunda ordem se torna

y(t) + y(t) = 0. (3.1)
A solugao geral de (3.1) é dada por

y(t) = acosct + bsen ct,

onde a e b sdo constantes (maiores detalhes sobre essa solugdo podem ser encontra-
dos em G. F. Simmons. Differential Equations with Applications and Historical Notes.
2% ed. New York: McGraw-Hill Science/Engineering/Math, 1991).

Na expressao de y(t), a quantidade ¢ é dada (pois depende da massa e do coefici-
ente de mola), mas a e b podem ser quaisquer niimeros reais. Para determinar uma
solucao particular da equacao, devemos impor duas condigoes iniciais para determinar
as constantes desconhecidas a e b. Por exemplo, se forem dados y(0) e 3/(0), ou seja,
a posicao e velocidade inicial da massa, entao a solucao do problema fisico serd tnica
e dada por

y'(0)

y(t) = y(0) cos ct + —= sen ct.
c

E possivel verificar também que existem constantes A > 0 e ¢ € R tais que

acosct + bsenct = Acos(ct — ).

I

Figura 3.2: Grafico da funcao A cos(ct — ).
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Pela interpretacao fisica dada acima, a constante A = v/a? + b? é chamada de am-
plitude do movimento, ¢ é sua frequéncia natural, ¢ sua fase (unicamente determinada
por um multiplo inteiro de 27), e 27/c o periodo do movimento.

Duas observagoes importantes: a descricao matematica de muitos dos sistemas
oscilatorios elementares (ou seja, os movimentos harmonicos simples) envolve as fungoes
trigonométricas mais basicas, cost e sent. Além disso, a conexao entre essa funcoes e os
nimeros complexos, em especial a identidade de Euler, e = cost+isent, é de extrema
importancia no estudo desses fendmenos. A outra é que o movimento harmonio simples
é expresso como uma funcao em relagao ao tempo e com duas condicoes iniciais, uma
determinando sua posi¢ao, e outra a velocidade (especificadas, por exemplo, no tempo
t = 0). Essa propriedade também é presente em diversos outros sistemas oscilatorios
mais gerais.

3.2 Ondas transversais e longitudinais

A corda vibrante pode ser interpretada como o movimento de uma onda unidimen-
sional. Descreveremos dois tipos de movimentos, que podem ser representados por uma
interpretacao grafica simples.

e Primeiro, consideraremos as ondas transversais. Nelas, existe um perfil inicial
y = o(x) que representa a onda no tempo t = 0, e um fator de amplificacao 1 (t),
em funcao de ¢, de forma que y = u(zx,t), com

u(x,t) = p(z)(t).

A evolucao desta forma de onda no decorrer do tempo pode ser vista conforme
grafico abaixo.

Figura 3.3: Uma onda transversal em diferentes momentos: ¢t =0 e t = t,.
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e Um segundo tipo de movimento de onda, comumente observado na natureza, é o
das ondas longitudinais. Sua descri¢ao é simples: existe um perfil inicial F(z)
de forma que u(z,t) = F(x) quando t = 0. A medida que ¢ passa, esse perfil
é deslocado para a direita por ct unidades, quando ¢ é uma constante positiva.
Isto é

u(z,t) = F(x — ct).

Tal movimento também pode ser representado graficamente, conforme figura
abaixo.

Figura 3.4: Uma onda longitudinal em dois momentos diferentes: t =0 e t = .

Como o movimento em ¢ estd em uma taxa c, essa constante representa a veloci-

dade da onda.

3.3 Harmonicos e a sobreposicao de tons

Facamos uma ultima observacao fisica, que exploraremos com maiores detalhes pos-
teriormente, sobre o sistema estudado. Esta observacao é conhecida por miisicos ha
muito tempo (na realidade, Pitdgoras foi o “responséavel” por descobrir tal conceito): a
existéncia dos harmonicos (também chamados de overtones). Os tons puros (também
chamado de fundamentais) sdo acompanhados pelos harmonicos, que sdo os princi-
pais responsaveis pela construcao do timbre (propriedade que permite reconhecer e
diferenciar os sons) de um instrumento. A ideia de combinacao e sobreposicao de tons
é explicada matematicamente pelo conceito basico de linearidade.

Daremos énfase ao nosso objetivo principal, entender e descrever o movimento da
corda vibrante. Para isso, derivaremos a equagao de onda, a equacao diferencial parcial
que governa o movimento da corda.

3.4 Derivando a equacao da onda

Imaginemos uma corda homogénea localizada em um plano bidimensional, com
coordenadas (x,y), esticada ao longo do eixo-z entre os pontos x = 0 e z = L. Se
estimularmos a vibracao dessa corda, seu deslocamento y = u(x,t) serd uma funcao de
x e t, e nosso objetivo sera derivar a equacao diferencial que determina essa funcao.

Para este proposito, analisaremos primeiro este problema de forma discreta. Con-
sideremos que a corda seja dividida em um grande numero N de massas (que podemos
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pensar como particulas individuais), distribuidas uniformemente pelo eixo-z, de forma
que a n-ésima massa tenha sua coordenada no eixo-z igual a x,, = nL/N. Desta forma,
consideraremos que a corda vibrante serd um sistema complexo de N particulas, cada
uma delas oscilando apenas na direcao vertical; no entanto, ao contrario do oscilador
harmoénico simples, cada uma destas particulas teréd sua oscilacao conectada a particula
vizinha imediata, pela tensao da corda.

Y1

Xn -1 n n+1

Figura 3.5: Uma corda vibrante representada como um sistema discreto de massas.

Definamos a posigao de cada particula em relagdo ao tempo pela fungao y,(t) =
u(zp,t), e denotemos x, 41 —x, = h, com h = L/N. Assumindo que a corda tenha uma
densidade constante p > 0. E razoavel que representemos a massa de cada particula
como ph. Pela lei de Newton, a forca atuante em cada n-ésima particula seréd igual a
phy,(t).

Facamos agora a simples afirmacao de que a forca atuante é decorrente do efeito
das duas particulas mais proximas, aquelas com as coordenadas x, 1 € x,1. Podemos
assumir também que a forca (ou tensdo) proveniente da regiao a direita da n-ésima
particula é proporcional a (Y11 — yn)/h, onde h é a distancia entre =, e x,. Desta
forma, podemos podemos representar a tensao como

(%)(ynJrl — Un),

onde 7 > 0 é o coeficiente de tensao da corda.
Analogamente, existe uma forca similar proveniente do sentido a esquerda, repre-
sentada por

(F) -0

Ao adicionar essas forgas, obtemos a relacdo desejada entre os osciladores y, (1),
expressando-as como

Ph(D) = 2 {1 (8) F v-a (1) — 20a(0)). (3.2

Por outro lado, usando a notacao escolhida anteriormente, notamos que
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Yna1(t) + Yn_1(t) — 2y, (t) = u(x, + h,t) + u(z, — h,t) — 2u(x,, t). (3.3)
Por definigdo, para uma fun¢do F(x) que possua segundas derivadas continuas,
temos que
F(x+h)+ F(x —h) —2F(x)
2

— F"(z),

quando h — 0.
Dividamos a expressdao em (3.2) por h, de forma que, usando (3.3), tenhamos

Yni1(t) + Yn-1(t) — 2yn(t)
PYn(t) =T 3
h
u(z, + hyt) +u(z, — h,t) — 2u(x,,t)
2
Fazendo agora h tender a zero (ou seja, o nimero N de particulas tender a infinito),
a expressao pode ser escrita como

Pu _ 0
Porz = Tor2

Tomando ¢ = /7 /p, podemos reescrever como

1 0% 0%u
Eor  dr

Essa relacao é conhecida como equacao da onda unidimensional, ou mais sim-
plesmente, equagao da onda. Veremos, oportunamente, que o coeficiente ¢ > 0 ¢
chamado de velocidade do movimento.

Associado a esta equacao diferencial, introduziremos um observacao simples, mas de
grande importancia: o ato de escalar, ou em linguagem fisica, mudanca de unidades.
Isto significa que podemos pensar na coordenada x como x = aX, onde a é uma
constante positiva apropriada. Desta maneira, o intervalo 0 < x < L se torna 0 <
X < L/a. Semelhantemente, podemos alterar a unidade ¢ por ¢t = bT', onde b também
¢ uma constante positiva. Pondo U(X,T) = u(x,t), pela regra da cadeia, temos

o
0X _a&r
e
U i
0X?2 ¢ or?

De forma semelhante, podemos fazer isso para a variavel t. Escolhendo a e b ade-
quadamente, a equacao da onda unidimensional é expressa por

0*U B 02U

or?  9X?'
que possui a propriedade de que a velocidade ¢ é igual a 1. Além disso, podemos
transformar o intervalo 0 < z < L no intervalo 0 < X < 7 (esta escolha pode se mostrar
conveniente na resolu¢ao de alguns problemas). Isto pode ser feito tomando a = L/7
e b = L/(cm). Resolvendo a equacdo dessa forma, podemos voltar a equagao original,
fazendo a mudanca inversa de variaveis. Desta forma, nao perdemos generalidade se
pensarmos na equagao da onda em um intervalo [0, 7| e velocidade ¢ = 1.
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3.5 Solucao para a equacao da onda

Tendo derivado a equacao da corda vibrante, explanaremos dois métodos de reso-
lucao:

e usando ondas longitudinais,

e usando a superposicao de ondsa transversais.

O primeiro método se mostra simples e elegante, mas nao nos traz um discernimento
completo do problema. Ja o segundo método o faz, e possui maior abrangéncia de
aplicacao. Acreditava-se, primeiramente, que o segundo método s6 era possivel em
casos mais simples, onde a posicao inicial e velocidade da corda eram dadas como
superposicoes de ondas transversais. No entanto, como consequéncia das ideias de
Fourier, provou-se que o problema também funciona com condig¢oes iniciais diferentes.

3.6 Ondas longitudinais

Para simplificar, e sem perda de generalidade, assumamos que ¢ =1 e L = 7, de
forma que a equagao que desejamos resolver se torne
Pu  0%u

otz 0x%’
para 0 <z < 7. Observemos que, se F' for uma funcao duas vezes diferenciavel, entao
uw(z,t) = F(x +t) e u(z,t) = F(x —t) resolvem a equagdo da onda (maiores detalhes
sobre esta resolugao podem ser encontrados em E. M. Stein e R. Shakarchi. Fourier
Analysis: An Introduction. 1* ed. New Jersey: Princeton University Press, 2003). Isto
é facilmente verificdvel pois, pela regra da cadeia, temos

OF (x +t)
— = F t
- (4 1)
e
PF(x+t) 0 (OF(x+1) OF'(z + 1)
_— = — = - F// t .
o2 (o) ot (@+7)
Analogamente, em relacdo & variavel x, encontramos
O?F(x +1)
e =P,
e a igualdade ¢é valida. Para a fungdo F'(x —t), temos
OF(x — 1) ,
——2 =—F(r—t
- (o= 1)
e
PF(x—t) 0 0F(x—1) O(—F'(x —1))
—_— = — = =F'(z —1t).
o2 at< ot ) ot (z=1)
Para a variavel z, temos
OF(@—t) _ Fl(z —t),

ox
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P - (=) 0 ey,

0x? - Ox Ox Ox
e a igualdade também é verificada. O grafico da fun¢ao u(z,t) = F(x — t) no tempo
t = 0 é simplesmente o grafico de F'. Quando o tempo é igual a ¢t = 1, o grafico de F' é
transladado para a direita por 1 unidade. Podemos pensar na funcao F'(z—t) como uma
onda que “viaja” para a direita com velocidade 1. Semelhantemente, u(x,t) = F(x+1)
pode ser pensada como uma onda que viaja para a esquerda, com velocidade constante

Figura 3.6: Ondas longitudinais em ambas as direcoes, com ¢t = 5.

A breve explanacao anterior sobre tons e suas combinagoes nos conduz & observagao
de que a equagdo da onda é linear. Isso significa que, se u(x,t) e v(z,t) sdo solugdes
particulares, entdo au(z,t) 4+ fv(z,t) também é, onde a e § sdo constantes. Portanto,
podemos sobrepor duas ondas, viajando em direcoes opostas, e encontrar que para
funcoes F' e G duas vezes diferenciaveis, entao

u(z,t) =Flx+t)+Gx—1t)

é solucao da equacao da onda. Mostraremos que todas as solugoes serao dessa forma.

Deixemos de lado, por um momento, que 0 < x < 7, e suponhamos que u seja
uma funcao duas vezes diferencidvel que resolva a equacao da onda para todo x e t
reais. Consideremos o novo conjunto de variaveis £ = x +t e n = x — t, definindo
v(&,n) = u(x,t). Escrevamos

o) :u<(£—2#n)’ (5;77))_

Entao, utilizando as formulas de mudanca de variaveis, teremos

0 0 0 o 0 on 2 B g
De forma analoga, temos que
0 0 0
%u(l”t) - 8_€U(€77]) + a_nv(§7 T])
Analogamente, para as segundas derivadas, temos
82 32 2 82
Hrt(:t) = 8—52“(5, n — Qaganv(f’”) + a—ngv(f, n) (3.4)



Ondas longitudinais 133

0? 0? 0? 0?
@u(l‘vt) = 652 (5 77) 86877”(5’ 77) + 8_7721)(57 77) (35)

Como a fungao u(x,t) é solucdo da equacao de onda, temos

9%u _ 0%u N 9%u B 0%u 0
otz Oz o2 oxz

Subtraindo (3.4) de (3.5), encontramos

2 2
aga v(€,n) = aganv(fﬂﬁzz

Isso implica que, integrando duas vezes a relagao encontrada, podemos escrever

v(€,n) = F(&) + G(n),

ou seja
u(z,t) = Fz +1)+ Gz - 1),

para alguma funcao F' e G.

Conectemos agora esse resultado com nosso problema original: a movimento fisico
da corda. Impondo novamente as restricoes 0 < z < 7, a forma inicial da corda
u(z,0) = f(x) e o fato de que a corda tenha suas extremidades fixas, especificamente,
u(0,t) = u(m, t) = 0, para todo t € R. Para usarmos o resultado anterior, estenderemos
a funcao f para toda a reta dos reais, colocando a condicao desta ser uma fungao impar
no intervalo [—, ], periodica na variavel z, com periodo 2, e de forma que, para todo
t € R, tenhamos u(z,t) = u(x+2kn, t), para todo k € Z. Entao, a extensao u resolvera
a equacao da onda para todos os reais, com u(x,0) = f(x), para todo = € R. Como
vimos, u pode ser expressa na forma u(x,t) = F(x +t) + G(z — t), e considerando
t = 0, encontramos

F(z) + G(z) = f(x).
Como diversas escolhas de F' e G satisfazem a identidade, podemos impor uma

outra condigdo para u (semelhante as duas condigoes iniciais no caso do movimento
harménico simples), sendo esta a velocidade inicial da corda, que denotaremos por

g(z):

2 0,0) = gla)
onde ¢g(0) = g(m) = 0 (pelo fato das extremidades serem fixas). Novamente expandire-
mos a funcao g para todos os reais, colocando a condicao desta ser uma funcao impar
no intervalo [—m, x|, periodica na variavel x, com periodo 27. Derivando a funcdo u
em relagao a t, temos

d 0 / /
au(x t) = at(F(x—i—t)—i—G(x—t)):F(x+t)—G(x—t),

e podemos descrever o sistema de equacoes das condigoes iniciais

{ F(z) + (@ f(z)
F'(z) = G'(x) = g()
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Diferenciando a primeira equacao do sistema acima teremos

F'(z) + G'(x) = f'(2),

e somando-a com a segunda equagao do sistema, teremos

2F (z) = f'(z) + g(x).

Semelhantemente, subtraindo agora a segunda equacao, encontramos

26/ (x) = f'(x) — g(x).

Integrando as duas expressoes encontradas acima, teremos

Fa) = 5[#@)+ [ o]+
Gla) = 5[7(0) [ty + Ca,

onde C e Cy sdo as constantes de integracdo. Como F(z) + G(z) = f(x), é imediato,
a0 somar as expressoes acima, que C + Cs = 0, e entao a solucao final da equacgao da
onda com as condi¢oOes iniciais tera a forma

ety = 5[+ 0+ 5w =0] +5 [ gty

A forma dessa solugao é conhecida como férmula de d‘Alembert. Observamos
que as extensoes escolhidas para as fungoes f e g garantem que a corda sempre tenha
as extremidades fixas, ou seja u(0,t) = u(w,t) = 0, para todo t.

Como observacao final, a passagem de ¢t > 0 para t € R, e depois novamente para
t > 0 mostra a propriedade de reversao do tempo para a equacao da onda. Em outras
palavras, a solucao u para a equacao da onda, parat > 0 leva a uma solucao u~ definida
para um tempo negativo ¢ < 0, simplesmente considerando u™ (z,t) = u(z, —t), fato
este possivel pela invariancia da equacao da onda pela transformacao t — —t. Tal
situacao nao é observada em outros fenomenos fisicos, como o da equacao do calor.

3.7 Sobreposicao de ondas transversais

Voltemos ao segundo método de resolucao da equacao da onda, que ¢ baseado em
duas conclusoes fundamentais das observagoes fisicas feitas previamente. Em nossas
consideracoes sobre as ondas transversais, tentaremos chegar a solugoes especiais na
forma ()1 (t). Esse procedimento, que também funciona bem para outros fenémenos,
como o da conducao do calor, ¢ chamado de separagao de variaveis, e proporciona
solucoes chamadas de tons puros ou fundamentais. Entao, pela linearidade da equacgao
da onda, podemos combinar esses tons puros de forma a obter combinagoes mais com-
plexas de sons. Ampliando ainda mais essa ideia, podemos expressar a solucao geral
da equacao da onda em termos de somas de solucoes desta forma.

Notemos que, na equacao da onda, de um lado temos apenas a diferenciacao em
relacao a variavel z, enquanto do outro lado apenas a varidvel t. Essa observacao nos
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d& uma motivagao para procurar solugoes da equacao na forma u(z,t) = p(z)1(t) (ou
seja, separar as variaveis): a de reduzir uma equagao diferencial parcial em um sistema
de equacoes diferenciais ordinarias. No caso da equacao da onda, sendo u da forma
mencionada, teremos

0? 0?
T T @) = 0.
de forma que
V(t) _ ¢'(x)
v(t)  ple)

E importante observarmos que o termo & esquerda da expressio acima depende
apenas de t, enquanto o termo a direita apenas de z. Isso s6 é possivel se ambos os
lados da igualdade forem iguais a uma constante, que chamaremos de A. Teremos,
portanto

(t) " _
S =A== =0
e
" () _ " _
e com isso o sistema de equacoes diferenciais
P(t) = M(t) =0
L o <o (36)

Focaremos primeiramente na resolucao da primeira equacao do sistema acima. Re-
conhecemos que sua forma é a mesma que obtemos no estudo do movimento harmonico
simples. Notemos também que precisaremos apenas considerar o caso em que A < 0,
j& que quando A > 0 a solucao ¥ nao sofrerd oscilacao a medida que o tempo varia
(a justificativa desta escolha pode ser encontrada em Simmons, Differential Equations
with Applications and Historical Notes, op. cit.). Escrevamos A = —m?; e a solugao da
equacao serd, analogamente a solugao do movimento harmonico simples, da forma

Y (t) = Acosmt + Bsenmt.

De maneira similar, obtemos a solucao da segunda equacao de (3.6), que sera da
forma 3 5
o(x) = Acosmaz + Bsenmz.

Usaremos agora o fato de que a corda esta fixa nos ponto r = 0 e x = 7. Isso
significa que ¢(0) = ¢(7) = 0 para todo t. Teremos, portanto,
0=(0) = Acos0 + Bsen0 = A,
ou seja, o coeficiente A=0.
Para x = m, teremos
0 = @(7) = Bsenmm,

e a igualdade ocorre quando B = 0 ou m € Z. Se m = 0, a solucao sera identicamente
nula. Para m < —1, podemos renomear as constantes e reduzir para o caso m > 1, ja
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que a funcao seno é impar e a cosseno par. Finalmente, chegamos no resultado de que,
para cada m > 1, a funcao

Um(z,t) = (A, cosmt + B,, sen mt) sen mz,

que denotaremos como a onda transversal, uma solucao para a equacao da onda.
A verificacdo de que a expressao acima satisfaz a equacao parcial é um exercicio de
diferenciacao.

Antes de prosseguir com a analise da equagao da onda, facamos uma breve discussao
sobre as ondas transversais. Esta terminologia vem de analisar o grafico da funcgao
um(z,t), quando t é fixo. Suponhamos que m = 1, e que a funcdo u(x,t) = costsen x.
A figura abaixo nos mostra o grafico de u para diversos valores de t.

)
)

/\Eg %g’/\

Figura 3.7: O tom fundamental (a) e o primeiro overtone (b) para t =3,5e 7.

O caso em que m = 1 corresponde ao tom fundamental, também chamado de
primeiro harmonico da corda vibrante.

Para o caso em que m = 2, olharemos para a funcao u(x,t) = cos2tsen2x. Esta
corresponde ao primeiro overtone ou ao segundo harmoénico, e seu movimento é
descrito na figura abaixo. Notemos que u(m/2,t) = 0, para todo t. Estes pontos, que se
mantém sem movimento, sao chamados nés, enquanto os pontos que se movimentam
e atingem a amplitude maxima sao chamados de anti-noés.

Para maiores valores de m, obtemos mais overtones e harménicos maiores. A
medida que m aumenta, a frequéncia também o faz, e o periodo 27/m se torna cada
vez menor. Sendo assim, o tom fundamental é aquele que tem a menor frequéncia de
todos os harmonicos.

Voltemos a nosso problema original. Lembremos que a equacao da onda ¢é linear,
no sentido de que se u e v sao solucoes, entao au + [fv também é, para quaisquer
constantes « e (§ reais. Isso permite que possamos construir mais solucoes, tomando
combinagoes das ondas transversais u,,. Essa técnica, conhecida como sobreposicao,
leva-nos a construir uma solucao final para a equacao da onda, dada por

u(z,t) = Z(Am cosmt + B,, sen mt) sen mx (3.7)
m=1
Suponhamos que a expressao acima nos da todas as solucoes da equacao da onda.
Colocando as condicoes iniciais da corda no tempo ¢ = 0, sua posicao inicial ¢ dada
pelo grafico da fun¢ao f no intervalo [0, 7], com extremidades fixas f(0) = f(m) = 0.
Teremos, portanto, u(z,0) = f(x), e entao

u(z,0) = Z(Am cos 0 + By, sen0) sen max = Z A senmz = f(x).

m=1 m=1
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Tais afirmacoes justificam a necessidade do estudo da convergéncia e condicoes ne-
cessarias das séries de Fourier. Afinal, sendo uma soma infinita, quais sdo as condicoes
de convergéncia. E dada uma func¢ao f : [0, 7] — R, com as condi¢oes iniciais acima
explicitadas, é possivel encontrar coeficientes A,, de forma que

Z A senma = f(x) (3.8)

Como vimos anteriormente, existe uma forma eficiente de calcular tais coeficien-
tes, no caso em que a expressao em (3.8) é valida. Multiplicando ambos os lados da
expressao por sennx e integrando no intervalo [0, 7|, obtemos

/ f(z)sennxdr = / <Z A, sen ma:) sennxdr =
0 0 m=1

oo T T
= g Am/ senmx sen nxdr = A, - —,
2

m=1 0

onde usamos o fato provado anteriormente de que
™
/ sen mx sen nxdxr = 0,
0

param #n e

v
T
/ sen mx sen nxdxr = 5
0

para m = n.
Portanto, o coeficiente A,,, chamado de n-ésimo coeficiente da funcao seno de Fou-
rier, € dado pela expressao

A, = %/OW f(z)sennxdx (3.9)

E natural questionar-se se é possivel expandir tal questdo para o intervalo [—, 7].
Se podemos expressar a fun¢do f em um intervalo [0, 7] como uma série de fungoes
seno, essa expressao também é valida no intervalo [—, 7| se estendermos a funcao neste
intervalo, tornando-a uma funcdo impar. Semelhantemente, é natural questionar-se se
é possivel expressar uma fungao par, definida no intervalo [—m, 7|, como uma série de
cossenos, na forma

g(z) = Z Al cosmax
m=1

Mais geralmente, se uma funco arbritaria F' em [m, 7] pode ser expressa como f+g,
onde f é uma funcao impar e g par, seria possivel expressar F' como

F(x) = Z A, senmx + Z Al cosma?
m=1 m=1
(podemos tomar, por exemplo, f(x) = [F(z) — F(—x)]/2 e g(z) = [F(x) + F(—x)]/2.
A verificagdo de que f e g sdo fungoes impar e par, respectivamente, é imediata).
Usando a identidade de Euler e = cosx + isenx, a funcao F pode ser expressa
como
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F(z) = i ame™,
m=1

onde
1 v

:% ,

(a forma de computa-lo é analoga ao procedimento que fizemos com a fung¢ao seno). O
termo a,, € chamado n-ésimo coeficiente de Fourier na forma complexa, como vimos
no estudo da teoria.

Fourier, ao estudar o fenomeno fisico da conducgao do calor, acreditava que qualquer
funcao F' poderia ser representada por uma série de funcoes trigonométricas, ou seja,
que qualquer funcao ¢ a combinacao linear das fun¢oes fundamentais sen mx e cos mx,
onde m é um nimero inteiro. Como visto no estudo da convergéncia das séries de
Fourier, no decorrer da histéria da Matemaética e na evolucao dos estudos da Anélise,
extraordinarios matematicos nos deram as condigoes necessérias para que uma funcgao
F, definida no intervalo [—m, | pudesse ser representada como

F(z)e ™ dx

G,

oo o0
F(x) = Z A, senmx + Z Al cosmu.
m=1 m=1

Tais estudos e resultados foram de extrema importancia no desenvolvimento de
novas teorias matematicas, e no estudo de fenémenos fisicos similares.

Retornemos a equacao da onda. Para formular o problema corretamente, necessita-
mos determinar duas condicoes iniciais, como indicado pelos fenomenos do movimento
harmonico simples e das ondas longitudinais. Essas condigoes relacionam-se a posigao
inicial e a velocidade da corda. Ou seja, é necessario que a solucao u satisfaca a equacao
difencial e as duas condigoes

ou
u(z,0) = f(z) e E(m,()) = g(x),
onde f e g sao funcoes predeterminadas. Observemos que tais afirmagoes sao condi-
zentes com a expressao determinada em (3.7), requerendo que as expressoes de f e g

sejam expressas como

f(z) = Z A, senmax

e pelo fato da ¢ ser expressa como a derivada parcial da solucao u em relagao a t,
quando t = 0, temos

0 0 [ —
a—?(m, t) = 5 mZZI(Am cosmt + B,, senmt) sen mx

= Z (mB,, cosmt — mA,, senmt) sen mx,

m=1
de forma que
X — T ml?m COS mAm Sen sen max
g ot

m=1
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o0
= E mB,, sen mx.

m=1

3.8 A corda dedilhada

Vejamos agora o problema da corda dedilhada. Por simplicidade, escolheremos
unidades de forma que a corda seja localizada no intevalo [0, 7], e que satisfaca a
equacao da onda com ¢ = 1. Assumamos que a corda é dedilhada em uma altura h, no
ponto p com 0 < p < 7, e tenha uma velocidade inicial g(x) = 0. Ou seja, a posi¢ao
inicial é dada pela forma triangular, conforme figura abaixo, e definida pela fungao

zh
= para 0<z<p
f(ZE) - h{)(w—z) < <
wp » bara p<z <
h
®
o’ m
0

Figura 3.8: Posicao inicial da corda dedilhada.

Com isso, podemos calcular os coeficientes de Fourier da fungao f (assumindo que
possa ser determinada conforme a expressao em (3.8)). Inicialmente, divideremos o
intervalo do comprimento de corda nos subintervalos [0, p] e [p, 7|, de forma que, para
o primeiro subintervalo

P p xh h P
/ f(z)senmadr = / — senmzdr = — / rsenmaxdz.
0 o P b Jo

Integraremos por partes a funcao xsenmx, de forma que fgh’ = gh — fg’h, to-

mando g =z e h = =™ teremos ¢’ = 1 e ' = senmuz, logo
m
P —xcosmax |’ P _ cosmx
rsenmzds = ———| — —dx
0 m 0 0 m

—XI COSMT

m

cosmx

P P cosmx
+ dx
o Jo M
Resolvamos agora a integral f . Usando o método de substituigao de varidveis,
du

considerando u =mz e 9% =m (ou seja, dor = %du), teremos

P cos ma: P cos u
cosmxdxr =
0 m m

senu|™
=— cosudu = 5
m? J, m

0
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Substituindo a ultima igualdade na anterior, teremos

p mp

_senmp  pcosmp

= 5 ,
0 m

—X COSMI senu

2

m m m

D
/ zsenmxdr =
0

de forma que

h / P h /senmp  pcosmp h(senmp — mp cos mp)
xsenmxdx:—< — ) =
0

5 p\ m? m m2p

Para o intervalo [p, 7|, teremos

/f(x)senmxdx:/ Msenmxalx: —h /(I—w)senmxdx.
p p TP T=PJp

Novamente, integrando por partes, tomando g = x — 7w, h =

h' = sen mx, teremos
™ h ™ ™
T—2X T — T) COSMT — cos mx
/ gsenmxdmz—( ) —/ —dx
p P p m
T T cosmx
+ dx
p Jp M

T—p m
Usando o resultado da integral anterior, temos que

/ h(m — x) sermads — _(z—m)cosmx
, T—D m

(x — ) cosmzx

m

K mm

senu

m2

p mp

(p — ) cosmp N senmm  senmp  (p—m)cosmp  senmp

m m?2 m?2 m m2
sen mm

>~ = 0, para todo m inteiro. Dali,
m

—h /W(ﬂﬁ — 7) sen madx = —h <(p— ) cos mp B senmp>
p

pois

T—Dp T—Dp m m?2
_ —h (m(p — ) cosmp — senmp) _ hmcosmp N h senmp
CoT—p m?2 N m?2 (m — p)m?

Substituindo as integrais computadas em ambos os intervalos, teremos

/O £() sen madz — h(senmp ;L;;Z,p cos mp) n h cqo;;np (Z s_er;;nn};
hsenmp hmpcosmp  hmcosmp h senmp
T omip mPp m? (m — p)m?
_ (m—p)hsenmp = phsenmp  whsenmp

(r—pym?p  (r—pym?*p (7 —p)m?>p’
Concluimos, portanto, que

whsenmp 2h sen mp

2 (7 2
Am:—/ xr)senmzxdr = — - = ,
™ Jo fl@) T (r—p)m’p (7T —p)m?p
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que é o coeficiente de Fourier da funcao f,

flz) = Z A, senma,
m=1

e a solucao u é expressa como

u(z,t) = Z A, cosmt sen max,

m=1

que converge absolutamente.

Figura 3.9: Grafico da funcao w.

A solugao também pode ser expressa na forma de ondas longitudinais:

flx+t)+ flz—1)

u(xr,t) =

(z.1) u
Neste caso, f é definida da seguinte forma: é estendida ao intervalo [—m, 7], de

forma que f(—xz) = —f(z), para todo z € [—m, 7] (ou seja, a funcdo é impar nesse

intervalo), e depois estendendo-a a todos os reais, de forma que f(z + 2k7w) = f(z),
para todo k € Z (ou seja, tornando-a periddica, de periodo 27).
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't-f

Figura 3.10: Posicoes da corda dedilhada nos instantes t =0,t =4 et = 8.

Notemos que a expressao acima é obtida utilizando a expressao encontrada para u,
e usando a identidade trigonométrica

1
cosasenb = §[sen(a + b) + sen(a — b)].

Como observagao complementar e final, notemos que a fungao inicial f(z) para a
corda dedilhada nao possui segunda derivada continua, como também a funcao u ex-
pressa na forma de ondas longitudinais. Dessa forma, u nao é efetivamente uma solugao
da equacao da onda, pois nao satisfaz a equacao diferencial parcial que determina o
fendmeno! No entanto, isso é compreendido em uma evolucao natural no estudo da
Anélise, na teoria das “solugoes fracas” e das “distribuicoes”. De forma simplificada, a
solucao u resolve a equacgao, mas em um sentido apropriadamente generalizado. Dei-
xamos tal comentario como carater curioso e motivador para os leitores interessados
no desenvolvimento da teoria.
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do som

A matematica e a misica possuem uma relacao intima desde os tempos da anti-
guidade. As ligacoes entre as duas ciéncias sao das mais variadas, indo desde as inter-
pretacoes puramente matematicas (ou fisicas) até as actsticas (ou musicais). Questoes
como os fundamentos cientificos da construcao e funcionamento dos instrumentos musi-
cais e as relagoes harmonicas entre os sons musicais utilizam a modelagem matematica
como parte fundamental na organizacao e entendimento desses conceitos. Além do es-
tudo fisico de conceitos como altura, intensidade, duracao e timbre do som, tal relacao
ainda influencia nos estudos psicofisicos relacionados aos estimulos fisicos e respostas
fisiologicas ligados & percepgao do som.

Fazendo uma breve revisao historica, notamos diversos exemplos e referenciais de
pesquisas cientificas que utilizam elementos e estruturas matematicas no estudo da
acustica fisica e fisiologica. Os antigos gregos utilizaram a matemética para entender
o som e as relacoes harmonicas entre as notas musicais, através de experiéncias com
o monocoérdio (como veremos mais adiante). Grande parte das regras de harmonia
que utilizamos até os dias de hoje vém das relacoes descobertas por Pitagoras e seus
contemporaneos.

Como visto na introducao deste trabalho, na segunda metade do século XVIII o
problema da vibracao da corda intrigou grandes nomes da matemaética, e seu estudo le-
vou ao desenvolvimento de novas ferramentas, como as séries de Fourier, objeto central
de nosso estudo. Em particular, veremos como a Andlise de Fourier esta diretamente
relacionada a uma das quatro propriedades do som: o timbre.

Apesar da riqueza historica relacionando matemaética e musica, observa-se que
pouco deste material é utilizado no desenvolvimento de estratégias de ensino da ma-
teméatica. Os livros didaticos mais comumente usados possuem abordagens majorita-
riamente abstratas, longe da realidade dos estudantes e desconectados de experiéncias
cotidianas, apresentando os conceitos formalmente, muitas das vezes com férmulas
prontas para resolucao de problemas cléssicos. Tal metodologia de ensino acaba ge-
rando dificuldades na aprendizagem, e trazendo ainda mais desinteresse as disciplinas
relacionadas. Com objetivo de mudar positivamente este cenario, alguns estudiosos
da educacao matematica e fisica propde o desenvolvimento de oficinas pedagogicas
interdisciplinares, conectando matematica e musica.

Dentre alguns destes estudiosos, Abdounur, em seu artigo O. J. Abdounur. “Arqué-
tipos e miiltiplas representacoes: um estudo no ambito das relagoes entre matematica
e musica’. Em: Epsilon. Revista de la Sociedad Andaluza de Educacion Matemdtica
"THALES"[S.1.] 15 (1999), pp. 121-136, propoe a reconstrugao de alguns experimentos
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histéricos, como o monocordio de Pitagoras, estudar fracoes através das consonancias
perfeitas, as relacoes percebidas entre altura e frequéncia, construcoes de escalas classi-
cas, entre outras propostas didaticas. Uma de suas propostas esta intimamente ligada
ao presente texto: a relacdo entre as séries de Fourier e as séries harmonicas, funda-
mentais no desenvolvimento do conceito de timbre.

H4 uma riqueza muito grande nas possibilidades de enriquecer o estudo da mate-
matica utilizando como fator motivador as experiéncias sonoras que os alunos trazem
para a sala de aula. Diante desse fato, proporemos uma atividade didatica para ser
aplicada no ensino das fungoes trigonométricas para o Ensino Médio. Resumidamente,
apresentaremos os principais conceitos fisicos e matematicos relacionados ao som, que
possam ser apresentados a alunos do Ensino Médio. Alguns desses conceitos também
foram mencionados na secao anterior, porém decidimos aborda-los novamente para
que o leitor que “pulou” o trecho anterior nao perca esta parte importante do con-
teido. Além disso, a linguagem usada neste momento serd muito mais apropriada a
aplicacao no Ensino Basico. Através de recursos tecnologicos, analisaremos as curvas
de timbre de instrumentos musicais, associando a relacao entre as séries de Fourier
e as séries harmonicas, decompondo ondas sonoras de determinados instrumentos em
ondas senoidais através da Transformada Rapida de Fourier (FFT), e recriando o som
original do instrumento estudado através de sons digitais. Finalmente, analisando o
espectrograma dos sons estudados, identificaremos as frequéncias e amplitudes de cada
onda senoidal, e reconstruiremos graficamente cada onda sonora através das reduzidas
das séries de Fourier.

4.1 O que é som?

Sons sao fendémenos que nos rodeiam em diversos aspectos de nossa vida. No mo-
mento do nascimento de uma crianca, a primeira “manifestacao de vida” do bebé é o
som do choro, trazendo tranquilidade e comocao para os pais. Sons permitem que nos
comuniquemos uns com os outros, nos alertam sobre eventuais perigos, nos satisfazem
com emocgoes ao apreciar uma Opera, e também podem nos irritar através de um ba-
rulho inconveniente! Mas, afinal de contas, o que é o som? Como podemos defini-lo
formalmente?

De um ponto de vista fisiologico e psicologico, sons sao fenémenos percebidos pelo
nosso sistema auditivo, e sua respectiva interpretacao pelo nosso cérebro. Podemos
estudar os sons, portanto, de uma maneira bastante pessoal e emocional. No entanto,
para os objetivos de nossos estudos, procuraremos uma defini¢cao mais racional e obje-
tiva sobre o tema. Entraremos no reino da actstica. A acustica é um ramo da fisica
que estuda ondas mecanicas em gases, liquidos e soélidos, incluindo topicos como vi-
bracoes, sons, ultrasons e infrasons. De forma geral, a actustica estuda os eventos
actusticos. Um evento aciistico consiste de trés etapas: na primeira, o som é originado
por uma fonte. Na segunda, ocorre a transmissao do som por um meio. Finalmente,
o som ¢ interceptado e processado por um receptor. Vejamos estes conceitos com
mais detalhes.

4.1.1 A fonte do som

A fonte de um som sempre é uma vibracao de alguma espécie. Por exemplo, o som
de um violao é iniciado pela vibracao de sua(s) corda(s). A voz humana é um outro
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exemplo de som, ocasionada pela vibracao das cordas vocais e pelos fenémenos actsticos
que ocorrem em nosso corpo. Diferentemente dos exemplos anteriores, em que as
vibracoes sao causadas por uma a¢ao humana, um alto-falante é um sistema vibratorio,
atuando como um transdutor que converte sinais eletronicos em sinais actisticos. A
invencao do alto-falante possibilitou a uniao entre os estudos da eletronica e da actistica
(chamamos essa uniao de audio), responsavel por um avanc¢o tecnologico e cultural
muito importante em nossa sociedade (como a transmissao de radio e TV).

Veremos que as vibragoes sao elementos basicos no estudo da acustica; desenvol-
veremos suas terminologias e relagoes matematicas bésicas nas secoes seguintes.

4.1.2 A transmissao do som

Voltemos ao exemplo do violao. Ao dedilhar (ou palhetar) as cordas de um violao,
ocasionamos vibragoes nessas cordas, o que faz com que o ar ao redor do objeto também
vibre. Essa vibracao se propaga como uma onda através do ar. Os fendmenos das ondas
sao amplamente estudados na fisica, e nao é de aplicacao exclusiva as ondas sonoras. O
estudo das ondas caracteriza também a transmissao da luz e de ondas de radio (através
da dtica e radiacao eletromagnética).

E importante ressaltar que a transmissao do som de uma fonte a um receptor
nao ocorre por um caminho reto; na realidade, na transmissao de uma onda sonora
podem ocorrer fenomenos de reflexao (por exemplo, nas paredes de um quarto), refragao
(quando a onda é propagada em diferentes meios), entre outros.

4.1.3 O receptor do som

O receptor mais importante do som é nosso sistema auditivo: o ouvido e o cérebro.
Por este sistema, as ondas sonoras sao ouvidas, interpretadas e apreciadas. Existem,
basicamente, duas matérias no estudo da audi¢cao humana: a primeira ¢ a anatomia
e a fisiologia do sistema auditivo, que descrevem as ferramentas que utilizamos como
“ouvintes”. A segunda é a psicoactistica, que descreve as func¢oes dessas ferramentas,
convertendo ondas sonoras em percepcgoes. Algumas destas percepgoes incluem a in-
tensidade, altura, timbre e localizagao do som (veremos alguns destes conceitos
oportunamente).

4.2 Vibracoes

Como vimos, sons comecam com vibracdes. E natural, portanto, que iniciemos
nosso estudo de actustica com o estudo das vibracoes. De uma forma simples, vibra-
coes sao movimentos de “vai e vem”, podendo ser simples, como o balancar de um
péndulo, ou complexos, como a juncao dos sons dos instrumentos de uma orquestra.
Para as formulacoes mateméticas que representam essas vibragoes, consideraremos e
descreveremos o sistema mais simples possivel: o movimento harmoénico simples. Este
fendomeno é estudado na fisica do Ensino Médio, e nos auxiliard na representacao de
vibragoes (e futuramente das ondas sonoras) através de fungoes trigonométricas.
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4.2.1 Sistema massa-mola

Imagine uma certa massa, pendurada verticalmente por uma mola. Se nao existir
nenhum movimento (ou seja, nenhuma vibragao), a for¢a da gravidade atuando sobre a
massa (puxando-a para baixo) é balanceada pela for¢a da mola (que a puxa para cima).
Neste caso, a massa esta em repouso, e dizemos que o sistema estd em equilibrio. Se
a massa se afasta de sua posicao de equilibrio, dizemos que houve um deslocamento.
Por conveniéncia, consideraremos que, se esse deslocamento leva a massa acima do
ponto de equilibrio, serd positivo. Quando a massa estd no ponto de equilibrio, o
deslocamento é zero. E caso contrario, o deslocamento serd negativo.

Se o sistema massa-mola se move (vibra) livremente, sem a interferéncia de outras
forcas, a massa sofrera um movimento harménico simples. A medida que a massa se
movimenta para cima e para baixo, seu deslocamento alterna entre positivo e negativo.
O deslocamento, que chamaremos de x, pode ser reproduzido em um grafico como uma
funcao de variavel ¢, que representa o tempo. Veremos em breve que esta funcao serd
uma func¢ao trigonométrica.

Chamaremos de amplitude o deslocamento maximo (em valor absoluto) atingido
pela massa, partindo do ponto de equilibrio. O movimento harménico simples é um
exemplo de movimento peridédico, um movimento que se repete indefinidamente, atra-
vés de um padrao basico, chamado ciclo. A duragao deste ciclo é chamada de periodo,
que ¢ medido em uma unidade de tempo.

Surge uma questao: nesse nosso sistema ideal, como a massa pode continuar se
deslocando indefinidamente? Isto ocorre por um fendémeno fisico chamado momento.
Nao exploraremos este conceito em detalhes, mas imaginemos o seguinte cendrio: fa-
remos um deslocamento negativo na massa (puxando-a para baixo), esticando a mola
de nosso sistema.

Com isso, existird uma forca, proveniente da mola esticada, atuando na massa e
tentando trazé-la novamente ao seu ponto de equilibrio. Quando a massa atinge exa-
tamente o ponto de equilibrio, nao existe mais essa forca atuando sobre ela. Com
isso, a massa para ao atingir o ponto de equilibrio? Sabemos que nao! Por ter ad-
quirido velocidade, e pelo corpo possuir certa quantidade de massa, o mesmo adquiriu
momento. Devido ao momento, a massa passa o ponto de equilibrio, em um sentido
de deslocamento positivo, comprimindo a mola do sistema, e fazendo com que uma
forca agora atue em sentido negativo, levando a mola novamente ao ponto de equi-
librio. Novamente, ap6s a massa passar pelo ponto de equilibrio, adquire momento,
agora em direcao oposta, até atingir novamente o ponto de amplitude negativo do ini-
cio de nosso cenario hipotético. Com isto é completado o primeiro ciclo, que se repete
indefinidamente. O tempo necessario para completar este primeiro ciclo ¢ um periodo.

Ora, mas o que tudo isso tem a ver com o som? Veremos que, ao representar
ondas sonoras através de funcoes trigonométricas, os conceitos apresentados acima
serao fundamentais para o desenvolvimento de nosso estudo. Além disso, o sistema
massa-mola é uma classica abordagem inicial para as disciplinas de ondulatoéria, na
fisica, e no estudo de equagoes diferenciais ordinarias.

4.2.2 A representacao matematica

Podemos representar matematicamente movimento harmoénico simples através da
funcao trigonométrica seno. Algumas vezes, o movimento harmoénico simples é cha-
mado de “movimento da onda senoidal”, e pode ser representado pela expressao
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x(t) = Asen(360t/T + ¢), (4.1)

onde A é a amplitude, T ¢é o periodo (dado em segundos) e ¢ ¢é a fase (dada em graus
ou em radianos).

Exploremos um pouco mais a expressao anterior. As unidades da amplitude A serao
as mesmas das unidades de z, ou seja, das unidades de deslocamento. Em alguns casos,
essa unidade pode ser representada em milimetros. Por convencdo, A é sempre um
niimero real positivo. Notemos que, caso A = 0, a expressiao em (4.1) se torna a fungao
identicamente nula, e nao ha mais o que se falar em uma expressao representativa de
uma onda. Como os valores minimos e maximos da funcao seno sao, respectivamente,
—1 e 1, a amplitude, que multiplica a fun¢ao seno, faz com que (4.1) tenha valores
minimos e maximos, respectivamente, de —A e A.

O valor entre parénteses na expressao (4.1) é chamado de argumento da funcao
seno, e ¢ uma medida em angulos. Portanto, 360t/T + ¢ é um angulo, e a fase ¢ é
o valor do angulo quando ¢t = 0 (neste caso, ¢ é chamada de “fase inicial”). Como
trataremos de ondas sonoras, os valores da variavel ¢ que nos interessam sao quando
t>0.

A funcao seno é uma funcao periodica, ou seja, ela repete seu ciclo a cada vez que
um angulo é acrescentado em 360° (ou 27 radianos). Com isso, a expressao z(t) mostra
que, se a variavel de tempo t inicia em algum valor t', apds T segundos a fungao repete
o mesmo valor de que em t'. E por este motivo, T" ¢ chamado de periodo.

O inverso multiplicativo do periodo permite que definamos a frequéncia, f, de uma
onda senoidal,

1
f = TJ
e as suas unidades de medidas sao ciclos por segundo, ou Hertz (Hz). Com isso,
podemos reescrever a expressao (4.1) como

z(t) = Asen(360ft + ¢).

Chamaremos o argumento da fungao seno, 360 ft+¢, de fase instantinea, representando-
a pela letra ©. Lembremos que © também é um angulo, representado por graus ou
radianos. Com isto, podemos reescrever novamente a expressao, de forma que

x(t) = Asen(0),

possibilitando a separacao da periodicidade da funcao e a dependéncia do tempo.
Quando duas ondas senoidais tém a mesma frequéncia, mas diferentes fases iniciais,
diz-se que uma delas conduz ou atrasa a outra.

4.2.3 Modos Naturais de Vibracao

O conceito apresentando nessa secao ¢ de extrema valia no estuda da mecanica e
da acustica. Informalmente, o conceito de modos de vibragao ja nos foi apresentado no
estudo do sistema massa-mola. Neste sistema, em que o corpo de massa se movimenta
em uma dimensao, dizemos que existe um modo de vibra¢cao. Um modo é descrito pelas
seguintes propriedades:
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1. Frequéncia: Um modo possui uma frequéncia especifica. Por exemplo, o sistema
massa-mola possui a frequéncia dada por

1 /s
f_g E:

onde s denota a rigidez da mola, medida em N/m (Newtons por metro). A
quantidade m é a massa do corpo, normalmente medida em kg (kilogramas).

2. Forma: Um modo de vibracao possui uma forma. No caso do sistema massa-
mola, essa forma é o movimento “baixo-cima” da mola. No caso de alguns sistemas
musicais, com ondas sonoras, estas formas nao sao tao obvias.

3. Amplitude: Se aplicarmos muita energia em um modo de vibracao, sua ampli-
tude serd grande. No entanto, a amplitude, efetivamente, nao é uma propriedade
do modo. Ela apenas sinaliza quanta “acao” ocorre em um modo de vibragao.

4.2.4 Sistemas Multimodais

Como vimos, o sistema massa-mola unidimensional possui apenas um modo de
vibra¢ao. A grande maioria dos sistemas estudados na fisica (dentre eles sistemas mu-
sicais) possuem mais de um modo. Por exemplo, utilizando duas massas e duas molas,
podemos construir um sistema de dois modos de vibracao, com formas e frequéncias
diferentes. Nao exploraremos melhor este conceito neste trabalho, mas, indutivamente,
podemos construir sistemas com trés massas e trés molas que possuam trés modos de
vibracao, com quatro massas e quatro molas, possuindo quatro modos de vibracao, e
assim por diante. Estes sistemas sao chamados de sistemas discretos. No caso de sis-
temas musicais, como as cordas de um violao e a pele porosa de uma caixa de bateria,
chamamos de sistemas continuos. Tais sistemas possuem um grande nimero de mo-
dos; no entanto, veremos que, ao estuda-los, apenas alguns destes modos sao realmente
importantes para analisarmos as propriedades de um sistema. Nosso proximo exemplo,
usando uma antiga ferramenta musical, ilustrara isso.

4.2.5 O Diapasao

O diapasao é uma ferramenta utilizada para afinar instrumentos e a voz humana.
De material metalico, possui um formato de forquilha, e através de um golpe em sua
superficie, produz uma determinada frequéncia, servindo como referéncia para afinacao.
A frequéncia mais comum de um diapasao é a de 440 Hz, sendo esta conhecida como
a nota “La de afinagao” de orquestras e grupos musicais.

Um diapasao é um sistema vibratorio, com diversos modos de vibragao. Veremos
que um destes modos acaba tendo mais “relevancia” do que os demais.

e Modo Principal: O modo principal de um diapasao possui a frequéncia de
referéncia da ferramenta. Por exemplo, o diapasao do “La de afinacao” possui
o modo principal com a frequéncia de 440 Hz. Um diapasao cuja frequéncia
do modo principal é de 256 Hz produz a nota D6 dos “tons cientificos”. Como
curiosidade, se duas orquestras, no momento de sua afinacao, utilizarem os diapa-
soes supracitados separadamente, soarao totalmente diferentes! Isto ocorre pois
cada uma dessa frequéncias esta atrelada a um sistema de afinagao diferente: a
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primeira, ao sistema de Stuttgart, e a segunda o sistema de Sauveur. O modo
principal de um diapasao é referéncia de frequéncia pois possui uma sonoridade
muito estavel.

e Outros Modos: Existem outros modos de vibragao em um diapasao. Estes mo-
dos possuem frequéncias maiores do que o modo principal. Quando um diapasao
é tocado, essas frequéncias podem ser ouvidas; no entanto, a frequéncia principal

2

é a malis evidente.

e Adicao de Modos: Quando um sistema vibra em diversos modos simultanea-
mente, a vibracao resultante é a soma de cada um destes modos individualmente.
Como vimos em nosso estudo das séries de Fourier, este fendmeno é conhecido
como “sobreposicao”. O resultado desta adi¢ao ¢ que o modo principal e os de-
mais modos de um diapasao coexistem, e o ouvinte escuta e interpreta todos esses
modos simultaneamente.

e Amortecimento: Em nosso estudo inicial, consideramos um sistema massa-
mola ideal, sem a interferéncia de forcas externas, cujo movimento oscilatoério
acontecia indefinidamente. No entanto, sabemos que o mundo real nao contempla
a utopia dos sistemas ideais. Portanto, forcas como o atrito e resisténcia do ar
causam o amortecimento desses sistemas. No caso do sistema do diapasao, os
modos de vibragao além do principal tém suas amplitudes reduzidas rapidamente
logo apo6s o diapasao ser tocado, pelo efeito do amortecimento. No entanto, o
modo principal dura um tempo muito maior: em alguns casos, ap6s um minuto
o modo principal ainda pode ser ouvido! Neste caso, em que os demais modos
foram “extintos”, o sistema se torna um sistema de um tinico modo.

e Forma dos modos: Como visto no caso de um sistema de um modo de vi-
bragao, um sistema multimodal pode ter cada um dos seus modos representados
individualmente, especificando seus respectivos deslocamentos e amplitudes.

4.2.6 Ressonancia

O conceito de ressonancia requer que existam dois sistemas fisicos: um sistema de
diregcdo e um sistema dirigido. O sistema de direcao providencia energia para o sistema
dirigido. Como exemplo, pensemos em um saxofone. O saxofone ¢ um instrumento de
sopro, feito de metal, de corpo tubular, em que o som é produzido através da vibragao
de uma palheta (de madeira ou sintética), encaixado em uma boquilha, que é soprada
pelo musico. Neste caso, o sistema de direcao serd o conjunto boquilha-palheta, e
o sistema dirigido o corpo de metal do saxofone. O corpo do saxofone vibra com
a energia providenciada pela vibragao da palheta, e é resposavel por irradiar o som.
(Nao exploraremos os detalhes, mas no caso do saxofone, o proprio conjunto palheta-
boquilha é um sistema de direcao-sistema dirigido, tornando-se depois um tinico sistema
de direc¢ao, se comparado ao corpo do instrumento).

A ressonancia requer que o sistema dirigido tenha alguns modos de vibracao. Por-
tanto, existem frequéncias “especiais” em que esse sistema vibra naturalmente quando
estimulado por uma energia externa. A ressonancia ocorre, portanto, quando o sis-
tema dirigido é estimulado por uma dessas “frequéncias especiais”, respondendo com
entusiasmo e resultando em vibragoes com grandes amplitudes.
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4.2.7 O Espectograma

J& vimos que podemos representar uma vibracao através de uma funcao em relacao
a variavel tempo, em um grafico em forma de onda. Uma representacao alternativa
¢ a representacao espectral. Esta descreve uma vibragao como uma funcao da
frequéncia. Um espectograma de amplitude mostra a amplitude plotada em relacao a
frequéncia de cada modo. Veremos que o estudo da Anélise de Fourier serd essencial
para representarmos as ondas sonoras através de um Espectograma. Através da trans-
formada de Fourier, e de seus correspondentes algoritimos discretos (como o DFT -
Discrete Fourier Transform e FFT - Fast Fourier Transform), podemos “visualizar” o
som e suas frequéncias, e reconstrui-lo através da adicao de cada um de seus modos de
vibracao.

4.2.8 Ondas de Som

Até o momento, vimos que podemos representar determinados sistemas de vibracao
através de uma funcao onda, ou a soma de diversas funcoes onda, através do principio
de sobreposicao. E natural, portanto, surgir o questionamento: o que é uma onda?

Uma onda pode ser interpretada como um meio fisico de propagagao de energia,
momento e informagdo, sem ocorrer o transporte de massa. Existem diferentes tipos
de onda: ondas de luz, ondas de radio, raios-X, entre outras. Apesar desta grande
diversidade, as ondas apresentam algumas caracteristicas em comum: elas possuem
frequéncia, sao caracterizadas com uma direcao e velocidade de propagacao, esta tltima
podendo variar de acordo com o tipo de onda.

Em particular, uma onda sonora é uma pequeno distirbio na pressao do meio
de propagacao. O som pode ser propagado em meios solidos, liquidos e gasosos. Para
nosso estudo, consideraremos a propagacao da onda sonora no ar. Desta forma, quando
uma onda sonora possui um “pico”, a pressao do ar se torna um pouco maior do que a
pressao atmosférica. Em contrapartida, quando uma onda de som possui um “vale”, a
pressao do ar se torna um pouco menor do que a pressao atmosférica. Essas alteragoes
na pressao do ar, apesar de pequenas, fazem com que percebamos os sons.

Existem duas direcoes associadas com uma onda, a direcao de propagacao e a dire¢ao
de deslocamento. Uma onda é dita transversal quando a direcao de deslocamento
¢ perpendicular & direcao de propagacao. Por exemplo, se amarrarmos a ponta de
uma corda a um poste, e balancarmos constantemente a outra ponta, a onda sera
propagada na direcao horizontal da corda, enquanto sua direcao de deslocamento faré
o movimento “cima-baixo”, perpendiculares a direcao de propagagao. Logo, essa onda
¢ uma onda transversal. Uma onda transversal s6 pode existir em um meio que ofereca
certa resisténcia para ser “curvado”.

Uma onda é dita longitudinal se a direcao de deslocamento é paralela & direcao
de propagacao. Este tipo de onda s6 pode existir em um meio que ofereca resisténcia
para ser comprimido. Por exemplo, o ar e a dgua apresentam resisténcia para com-
pressao, podendo suportar ondas longitudinais. Quando o som é propagado em um
meio gasoso (como o ar), a onda é longitudinal, pelo fato do ar nao oferecer resisténcia
para ser “curvado”. Analogamente, no sistema massa-mola, a onda estudada também
¢ longitudinal.
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4.3 Analise e Sintese de Fourier

Como vimos na primeira parte deste trabalho, podemos representar uma forma de
onda como a soma de ondas (fungbes) senoidais. Esta afirmagao nos introduz a dois
conceitos: a sintese e a andlise de Fourier.

A Sintese de Fourier é uma ferramenta que possibilita que uma vibracao complexa
possa ser criada adicionando movimentos harmonicos simples de variadas frequéncias.
Assim, pela teoria formulada por Fourier, podemos sintetizar uma onda complexa
através da soma de ondas senoidais.

O oposto da sintese é a Andlise de Fourier. Nela, o processo é, de certa forma,
invertido: analisando uma onda complexa, identificamos como sao as ondas senoidais
que a compoem. Um profissional que estuda Acustica, ao analisar uma onda sonora,
pode identificar quais (e quantificar) as frequéncias de ondas senoidas que estdo pre-
sentes nesse som complexo, de maneira tnica. Portanto, o teorema de Fourier nos diz
que uma onda complexa é uma soma tinica de ondas senoidais.

Resumidamente, na sintese de Fourier utilizamos os espectros (fungoes em relagao a
frequéncia) de fase e frequéncia para gerar uma onda complexa (uma fungao em relagao
a tempo). Na andlise de Fourier, usamos uma onda complexa para obtermos, como
resultado, espectros de fase e frequéncia.

4.3.1 A Onda Senoidal

Como vimos, o formato de onda mais simples contem um tinico componente, o que
a torna uma onda senoidal pura. Exploraremos mais adiante que ¢ possivel reproduzir
uma onda senoidal simples digitalmente.

Suporemos um sinal senoidal, com amplitude de 60 unidades de deslocamento (nao
especificaremos, nesse caso, a unidade de medida), frequéncia de 1000 Hz e uma fase
de 0°. Usando a expressao em (4.1), teremos

z(t) = 60sen(360 - 1000t 4 0). (4.2)

Variaremos alguns parametros da expressao em (4.2), alterando a amplitude para
40 unidades, e a fase para 90°. Neste caso, a expressao sera

2(t) = 40 sen(360 - 1000¢ + 90).

Representando graficamente as duas funcoes, podemos perceber as diferencas nos
formatos das ondas.
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Figura 4.1: Representagio grafica das funcoes x(t) e Z(t).

4.3.2 Ondas Complexas

Como vimos, uma onda complexa é formada por uma soma de ondas senoidais.
Para uma simples exemplificacao, consideraremos uma onda de dois componentes. O
primeiro componente serd o modo fundamental de vibracao, com frequéncia de 200
Hz e amplitude de 45 unidades. O segundo componente possui frequéncia de 600 Hz,
e amplitude de 15 unidades. Em ambos os casos, a fase é igual a zero. Novamente,
utilizando a expressao (4.1), teremos

2(t) = 45 sen(360 - 200¢ + 0) + 15 sen(360 - 600 + 0). (4.3)

Na figura abaixo representaremos os graficos das funcoes do primeiro, do segundo
componente e da onda complexa (a soma de ambos os componentes), chamando-os,
respectivamente, de x(t), z2(t) e x(t). Notemos que, para cada instante ¢ contido no
intervalo em que plotamos os graficos, o valor de z(¢) da onda complexa é igual a soma
dos valores de z(t) dos primeiros e segundos componentes da onda.

x(t) N S \ ;

Figura 4.2: Representacao grafica dos componentes e da fungao complexa.

Analogamente, se alterarmos algum dos componentes de (4.3) (por exemplo, alte-
rando a fase do segundo componente para 90°), obtemos

z(t) = 45sen(360 - 200t 4 0) 4+ 15sen(360 - 600t + 90).

Conforme figura abaixo, vemos que a alteracao na fase do segundo componente da
onda causa uma mudanca substancial em relacao & onda original. Curiosamente, esta
mudanca de fase nao altera a forma como ouvimos o som representativo dessas ondas.
Pela “lei de fases de Ohm”, a audicdo humana nao percebe mudancas de fases.
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Figura 4.3: Representacao grafica dos componentes e da fungao complexa, com a fase
alterada.

4.3.3 Periodicidade

Consideremos a onda complexa da segao anterior (sem a alteragdo de fase do se-
gundo componente). Afirmamos que a periodicidade dessa onda é 1/200s (ou 5 ms).
De fato, apdés 5 ms, o componente de frequéncia 200 Hz completa um ciclo, enquanto
o componente de frequéncia 600 Hz completa trés ciclos, e o ciclo de ambos reinicia.
Essa ¢ a base da periodicidade. O primeiro componente é o de menor frequéncia e,
nesse caso, ¢ também o modo fundamental da onda.

Analisemos um caso um pouco diferente. Construamos uma onda complexa, com
trés componentes com frequéncia de 400, 600 e 800 Hz (nao sera necessario nos preocu-
parmos com a amplitude e a fase nesse caso). Apos 1/400s (2, 5ms), o componente de
400 Hz completa um ciclo, e o de 800 Hz completa 2 ciclos. No entanto, o componente
de 600 Hz completa apenas 1,5 ciclos, que nao é um valor inteiro! Portanto, apos os
2,5 ms, o ciclo nao esta pronto para reiniciar. Neste caso, como faremos para descobrir
o periodo da onda?

Para isso, utilizaremos um conceito matematico: o maximo divisor comum (m.d.c.)!
Calculando o m.d.c entre 400, 600 e 800, encontramos o valor de 200. No caso de um
componente de 200 Hz (que neste caso esta faltando na onda original), encontramos um
periodo de 1/200s (ou 5 ms). E de fato, nesse periodo, o componente de 400 Hz da onda
complexa completa 2 ciclos, o componente de 600 Hz 3 ciclos e o de 800 Hz 4 ciclos, e
o ciclo da onda esta pronto para reiniciar! Neste caso, a frequéncia de 200 Hz, mesmo
nao presente na onda, ¢ chamada de frequéncia fundamental, e as frequéncias presentes
de 400, 600 e 800 Hz sao chamadas de 29, 3% e 42 harmonicos, respectivamente.

Dois ou mais componentes (modos de vibragao) de um tom (ou seja, de uma onda
sonora) sao chamados de harmonicos quando suas frequéncias sao miltiplos inteiros de
uma frequéncia base. Esta, também chamada de frequéncia fundamental, é o primeiro
harménico; o segundo harménico possui o dobro da frequéncia fundamental, o terceiro
o triplo, e assim por diante.

Veremos que os harmonicos desempenham um importante papel na definicao de
uma propriedade do som: o timbre.

4.3.4 Timbre

Facamos um exercicio mental. Imaginemos que dois instrumentos musicais distintos
(uma guitarra e um trompete, por exemplo) produzem uma mesma nota, com altura,
intensidade e durac¢io idénticas (estas sdo trés das propriedades do som, que repre-
sentam sua frequéncia, amplitude e tempo de execu¢io, respectivamente). Mesmo que
nao visualizemos a agao, conseguimos identificar, pela audicao, se a nota esti sendo
tocada pelo primeiro ou segundo instrumento. E, mesmo que os instrumentos estejam
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tocando simultaneamente, nossos ouvidos conseguem “separar” e identificar os sons in-
dividualmente. Isto é possivel por uma outra propriedade do som, independente das
outras trés: o timbre.

Do ponto de vista da psicoactistica, o timbre representa a coloratura do som, pos-
sibilitando que o ouvinte classifique os sons de um modo emotivo e adjetivo: uma
guitarra com distorcao normalmente é associada a um som agressivo; um trompete é
associado a um som majestoso; um oboé, a um som pastoral, sereno.

Como vimos anteriormente, a teoria das séries de Fourier originalmente apareceu
num contexto de pesquisa de condutividade térmica e, posteriormente, veio a ser apli-
cada como solucao para o problema da corda vibrante. A resposta da representacao
matematica dos componentes harmoénicos de um som na andlise espectral veio a ser
encontrada por George Simon Ohm, em um artigo de 1843, com o titulo “On the Defi-
nition of a Tone with the Associated Theory of the Siren and Simular Sound Producing
Devices.”. Fazendo uso de instrumentos como tubos sonoros e sirenes de discos, es-
tudou as relacoes entre a frequéncia de um som e a respectiva altura percebida pelo
ouvido humano. Analisou também a influéncia das frequéncias dos harmonicos de um
instrumento na construcao e percepcao de um som complexo. Segundo Ohm, o ouvido
humano analisa e interpreta os sons complexos como uma combinacao de tons puros,
em uma decomposicao que é conhecida como a série harmoénica do som. As descon-
bertas de Ohm influenciaram o trabalho de outros estudiosos, como Lord Rayleigh e
Helmoltz.

Tradicionalmente, o conceito de timbre é introduzido como a propriedade do som
que permite com que identifiquemos sua origem (ou fonte). No entanto, procurare-
mos apresentar este principio através da compreensao de que um som produzido por
qualquer instrumento musical é composto por tons puros e estes, quando sobrepostos,
geram o som caracteristico do instrumento. Esta serd nossa ideia fundamental para a
apresentacao do timbre musical.

4.3.5 Ondas Estacionarias

Ao contrario de uma onda “viajante”, uma onda estacionéaria nao se move. Mas isto
nao significa que nao exista variacao na onda quando o tempo varia. O que ocorre é
que essas mudancas ocorrem de forma diferente de uma onda “normal”.

Se tirarmos diversas “fotografias” de uma onda viajante, veremos que uma onda
viajante se move rigidamente em um espaco de tempo. Se a dire¢cao de propagacao da
onda for da esquerda para a direita, apds certo tempo, registraremos que a forma da
onda se “deslocou” para a direita.

Se fizermos o mesmo procedimento com uma onda estacionéria, o resultado serd
diferente. Apos um determinado ponto, veremos que a onda nao se moveu, mas sim
sofreu uma alteracao em seu tamanho! Se ordenarmos as fotografias que tiramos da
onda, veremos que, apds a posicao inicial, a onda comeca a se “achatar”, até atingir uma
posicao “nula”. Logo apos, seu formato “segue” em direcao oposta, até atingir o valor
méaximo (amplitude) oposto & posicao original. Apds este ponto, a onda comeca a se
achatar novamente, agora em sentido oposto ao achatamento original, e 0 movimento
continua até atingir a amplitude original, completando um ciclo. Notemos que, apds o
primeiro ciclo, o formato da onda é idéntico ao formato inicial (estamos considerando
neste caso um sistema ideal, sem a interferéncia de forcas de amortecimento).

A diferenca primordial entre uma onda viajante e a estacionéria é que, na primeira,
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todo valor no espaco de propagacao da onda sofre algum tipo de deslocamento. Ja na
onda estacionaria, existem alguns pontos no espago onde nao ocorre nenhum tipo de
deslocamento. Independente da mudanca na variavel tempo, nesses pontos nao ocorre
nenhuma ac¢ao. Tais pontos sao chamados de nds.

4.3.6 Ondas estacionarias em uma corda

Pensemos em uma corda de violao. Esta corda esti esticada e presa em duas
extremidades: o rastilho e a pestana do violao. Ao tocarmos esta corda, as reflexoes
acontecem em ambas as extremidades. Nelas, a corda nao deve vibrar. Isto nos lembra
de um conceito matematico que vimos no inicio de nosso estudo das séries de Fourier: as
condicoes de fronteira da equacao diferencial parcial da corda vibrante. Estas condigoes
exigem que nao exista nenhum deslocamento nas extremidades da corda. A onda
estaciondaria que ocorre em uma corda de violao, obrigatoriamente, deve cumprir essas
condigoes. E isto significa que os comprimentos de onda dos modos de vibragdao da
corda de uma guitarra devem “caber” no comprimento da corda. Veremos isto com
mais detalhes.

Suponhamos que nossa corda tenha comprimento L = 65 cm. O maior compri-
mento de onda compativel com essa corda é A = 130 ¢m (1,3 m). Isto ocorre pois o
comprimento de onda é exatamente o dobro do comprimento da corda, e metade da
onda “se encaixa” perfeitamente na corda. Desta forma, o ciclo se completard apos
percorrer duas vezes o comprimento de corda, conforme explanado na secao anterior.
Este serad o maior comprimento de onda possivel para a corda estudada, e chamaremos
este modo de vibracao como o primeiro modo. Este modo possuird a menor frequéncia
de som produzida por esta corda. E esta frequéncia depende da velocidade do som
nesta corda.

Consideremos que a velocidade do som nesta corda é vy = 107 m/s. Neste caso, é
facil calcular a frequéncia da corda:

f=v,/A=107/1,3 = 82,3. (4.4)

Como vimos, a unidade de medida da frequéncia serd em Hertz. Esta situacao
proposta representa, na realidade, é a frequéncia fundamental produzida pela corda
mais grave do violao, de 82, 3 Hz, e o nome da nota associada a mesma é a nota Mi.

Como o comprimento de onda é o dobro do comprimento da corda, podemos rees-
crever a expressao em (4.4) como

f:fl :US/QL'

O segundo modo de vibragao da corda possui um comprimento de onda que encaixa
perfeitamente no comprimento da corda (ou seja, dois meio-periodos da onda se en-
caixam perfeitamente na corda). Analogamente, podemos calcular a frequéncia desse
modo, considearando A\ = 0,65 m:

fo = vs/A =107/0,65 = 165 Hz.

O terceiro modo possui um comprimento de onda de dois tercos do comprimento
2L _ 13

da corda. Neste caso, A = 5 = == = (,4333... m, e sua respectiva frequéncia sera:

f3 = vg/A = 107/0,4333... ~ 247 Hz.



156 O ensino da Trigonometria através do som

O primeiro modo nao possui nenhum n6 (nao estamos considerando os pontos fixos
das extremidades). O segundo modo, apenas um no; o terceiro, dois nos, e assim
indutivamente. Nao existe um limite para o ntimero de possiveis modos de vibracao, que
radiam por meio do corpo do violao. Estes diferente modos criam os harmonicos de um
som produzido pelo violao. O primeiro modo cria o tom fundamental, também chamado
de primeiro harmoénico. O segundo, cria o segundo harmoénico, e assim por diante.
Como vimos, a frequéncia de cada harmoénico ¢ um miultiplo inteiro da frequéncia

original.
Desta forma, para a corda esticada, podemos utilizar a expressao
Vs
=—-n 4.5
fo= o (45)

como uma maneira muito simples de calcular a frequéncia do n-ésimo modo (ou n-ésimo
harménico).

Apesar de nao abordarmos o calculo dos harmonicos de outros instrumentos (como
istrumentos de sopro e de percussao), os mesmos possuirao modos de vibragao corres-
pondentes ao som produzido por cada instrumento. Em alguns casos, a correspondéncia
serd semelhante a da corda; em outros, a derivagao nao é tao simples.

4.3.7 Pitagoras e as consonancias

Sabemos das importantissimas contribuicoes de Pitagoras de Samos para a historia
e construcao da mateméatica. Veremos que o filésofo e matematico grego também foi
o responsavel pela conducao de um dos primeiros experimentos cientificos da humani-
dade: o monocoérdio, que permitiu a construcao de escalas e harmonia tradicional da
Miisica.

Apesar da falta de um relato historico, diz-se que Pitagoras, ao passar por uma
oficina de ferreiro (profissional que forja armas de guerra), ficou fascinado pelos sons
de diferentes martelos batendo em uma bigorna, e a forma como estes se combinavam.
Inicialmente, achou que os diferentes sons produzidos eram resultado de diferentes
forcas que o ferreiro aplicava ao martelar; no entanto, verificou que, mesmo aplicando
forcas menores, os martelos conservavam os mesmos sons no momento das batidas.
Decidiu realizar a pesagem de quatro desses martelos (os que os respectivos sons mais
combinavam entre si), achando a relacdo entre as unidades de peso (do mais pesado
ao mais leve) de doze, nove, oito e seis unidades. Estas relagoes entre os pesos dos
martelos fizeram com que Pitagoras idealizasse a construcao do monocordio.

Pitagoras, ao observar que uma corda tensionada produzia um determinado som,
realizou um experimento: se ele variasse o comprimento da parte ativa da corda (por
meio de um cavalete movel, em relagdo a sua extremidade), obteria sons diferentes.
Alguns destes sons combinavam mais com o som original da corda do que outros;
Pitagoras, portanto, decidiu aplicar as relagoes encontradas no peso dos martelos no
monocordio.

Inicialmente, dividiu o comprimento da corda ao meio. Ao vibra-la, percebeu que o
som produzido era idéntico ao som original, porém mais agudo (no estudo da Misica,
isto é conhecido como intervalo de oitava, formado por doze semitons equidistantes).

Posteriormente, Pitdgoras testou as razoes 2/3 e 3/4 da corda, e estes sons tam-
bém soavam bem! Respectivamente, esses sons representam na Miusica os intervalos de
quinta (sete semitons) e quarta (cinco semitons). Esta descoberta possibilitou a for-
magao de escalas musicais e de acordes (combinagdo de sons simultaneos), que foram a
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base e fundacao da teoria musical construida a partir dos séculos, e predominante nas
musicas e técnicas de composi¢ao até o fim do periodo Classico (século XIX).

De um ponto de vista da teoria musical e da psicoactustica, os sons que combinam
“bem” sao chamados de consondncias, e os que nao combinam, dissondncias. Estes
conceitos sao totalmente relativos e subjetivos: por exemplo, o intervalo de sétima
(seis semitons) era terminantemente proibido na era da musica medieval eclesiéstica, e
pela sua qualidade dissonante, foi cunhado de diabolus in musica em meados do século
XVIII. J& na estrutura harmonica do Blues (um estilo musical originado na regiao sul
dos Estados Unidos, em meados de 1860), o intervalo de sétima é obrigatoriamente
predominante nas progressoes harmonicas utilizadas em sua forma musical. Vemos,
portanto, que a classificacao de dissonancia ou consonancia de um intervalo tem relagao
direta com as caracteristicas e estilo de uma composi¢ao musical.

Nao abordaremos com detalhes este ponto no presente trabalho, mas no estudo
da disciplina de Contraponto Musical, os intervalos considerados como consonancias
perfeitas sao obtidos através das frequéncias dos primeiros harmonicos de um som,
vistos na secao 4.3.6.

4.4 Proposta didatica: o ensino da trigonometria atra-
vés do som

Faremos uma proposta de plano de aula para unir o ensino das func¢oes trigonomé-
tricas com o da anélise de um som musical. Nossa pretensao nao é que esse plano seja
obrigatoriamente aplicado da forma que propomos, mas sim que o professor em sala de
aula tenha a liberdade de adapté-lo conforme suas experiéncias e as dos alunos.

Como recursos necessarios, perceber-se-a que nosso plano é, de certa forma, sim-
plista. Os recursos tecnologicos necessarios sao aplicativos open-source (softwares de
codigo aberto), com requisitos necessarios minimos exigidos de um processador. Uma
sala de aula com projetor e caixa de som simples é suficiente para nosso objetivo.
Vamos, portanto, apresenta-lo.

4.4.1 O objetivo

Nosso plano de aula consiste em apresentar aos alunos o conceito de um som mu-
sical (por defini¢do, um som que possui uma frequéncia bem definida e reproduzivel),
e como este pode ser representado através de uma soma de fungoes trigonométricas,
cada uma dessas associada a uma onda senoidal digital. Através do programa Au-
dacity, analisaremos um som musical (que pode ser reproduzido na sala de aula pelo
professor ou por algum dos alunos da turma, ou de alguma outra fonte da Internet),
mostrando que este apresenta um padrao periodico, e que pode ser decomposto em
sinais mais simples. Para tal decomposicao, utilizaremos a Analise de Fourier, através
do algoritmo Fast Fourier Transform (FFT), disponivel no préprio programa. Nossa
pretensao nao é explorar o algoritmo em si, mas sim mostrar que ¢ um recurso ma-
tematico e computacional de analisar sinais digitais (podendo ser musicais, imagens,
entre outros), que permite identificar as principais frequéncias e amplitudes que o com-
poem. Apoés andlise e decomposicao desse som, geraremos ondas senoidais digitais com
as respectivas frequéncias e amplitudes encontradas. Reproduziremos cada onda di-
gital individualmente, e depois as uniremos, tentando identificar se a uniao dos sons
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assemelha-se de alguma forma ao som original analisado. Analisaremos como a adicao
de cada uma dessas ondas senoidais a frequéncia fundamental (ou seja, a sobreposi¢ao
dos harménicos) influencia no som obtido.

Finalmente, através do aplicativo Geogebra, tentaremos reconstruir a fungao do
som original do instrumento, representando cada onda senoidal como uma func¢ao tri-
gonométrica, alterando suas frequéncias e amplitudes (e vendo qual a consequéncia
dessas alteragoes no grafico da funcao). Ao somar as fun¢oes trigonométricas cons-
truidas, analisaremos se o grafico dessa nova funcao assemelha-se ao grafico da onda
sonora, e como isto se relaciona ao som digital construido anteriormente.

Para a construcao das atividades, os estudantes nao necessitam ter conhecimento
musical prévio. Os conceitos de som e ondas fisicas podem ser apresentados baseando-
se nos conteidos explanados anteriormente nesta secao. O ferramental matematico
necessario também é minimo: o estudante precisa apenas conhecer o conceito de funcao,
como representa-las graficamente e uma certa familiaridade com as nog¢oes basicas de
fungoes trigonométricas, exponenciais e logaritmicas. Todos os conceitos, no entanto,
podem ser revistos pelo professor com os alunos, se assim o achar necessario.

4.4.2 Os recursos tecnolégicos

Para nossa proposta de aula, utilizaremos dois softwares open-source: o Audacity
e o Geogebra. As atividades que apresentaremos serao demonstradas com as inter-
faces desse programas. Todavia, caso o professor tenha familiaridade com programas
semelhantes a estes, tera total liberdade de adaptar o plano de aula e seu formato.

O Audacity é um software livre de edicao digital de audio, disponivel nas plata-
formas Windows, Linux, Mac e outros sistemas operacionais. O programa tem muita
popularidade devido seus recursos de edicao, sua grande disponibilidade em multiplas
plataformas, suporte e licenca aberta que permite ao programa ser gratuito. Dentre os
recursos que o Audacity apresenta, estao

e Importacao e exportagio em formato WAV, MP3 (via LAME, copiado separada-
mente), Ogg Vorbis, e outros;

e Gravacao e reproducao de sons;

e Edicao simplificada com Cortar, Copiar, Colar e Apagar;
e Desfazer ilimitados para qualquer passo;

e Mixagem em miiltiplas faixas;

e Efeitos digitais de som e mais plug-ins de efeitos (pode-se criar novos plug-ins
com a linguagem Nyquist);

e Edicao de amplitude sonora em formato envelope;
e Remocao de ruidos;

e Suporte para modo multicanal, com taxa de amostragem de até 96 kHz e 24 bits
por amostra;

e A habilidade de alterar a velocidade do som, sem alterar sua altura, para sincro-
nizac¢ao perfeita com video (em dublagens);
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e [acilidade de uso;

e Nivelador;

e Remocao de estalidos;
e Inverter audio;

e Compressor;

e Equalizador;

e Taxa de projeto de até 384000 Hz.

O Geogebra é um aplicativo bastante conhecido (e querido) dos professores de Mate-
matica. E um aplicativo de matematica dinamica, que combina conceitos de geometria
e dlgebra em uma tnica interface grafica. Sua distribuicao é livre e, semelhantemente
ao Audacity, esta disponivel em véarias plataformas. Apesar da riqueza dos recursos que
ambos os programas oferecem, os necessarios para as nossas atividades sao de simples
utilizacao; ao usuario, uma simples navegacao pelos sistemas dos programas dara as
habilidades necesséarias para nossa utilizagao. No entanto, apresentaremos as principais
telas e agOes necesséarias em nosso plano de aula.

4.4.3 O inicio da experiéncia

A matéria-prima necessaria para o inicio de nossa experiéncia nao poderia ser ou-
tra: o som! Particularmente, queremos estudar o som musical, que tem a propriedade
de ter uma frequéncia bem definida (como vimos, medida em Hertz) e que possa ser
reproduzido por outros instrumentos. Nossa ideia inicial é que o som seja reprodu-
zido “ao vivo”, seja pelo professor (se este possuir algum conhecimento ou dominio de
instrumentos musicais) ou algum aluno da turma que possua a habilidade com algum
instrumento musical. Caso nao seja possivel a execugao de um instrumento em sala de
aula, o docente podera utilizar algumas fontes online e gratuitas. Indicamos o website
freesound.org, que é uma database colaborativa de sons que possuem Licenca Cria-
tiva Comum, onde o usuario podera pesquisar, compartilhar e fazer download de sons.
Deixamos também livre para o professor utilizar sons conforme o gosto pessoal.

Nossa tnica recomendagao é que o som utilizado possua uma frequéncia fixa (ou
seja, nao haja variagao de altura no som emitido). Exemplificando, o som a ser emitido
ou utilizado devera ser de uma tinica nota musical, e ndo uma sequéncia de notas (esca-
las) ou trechos de obras. Nao que nao seja possivel analisar tais tipos de sons complexos
(na verdade, o espectro de frequéncia de trechos e frases musicais permitem reconhe-
cer padrdes extremamente interessantes), mas para nosso objetivo buscaremos analisar
sons mais simples, que possam ser comparados com outros instrumentos executando
a mesma nota musical. Como dito anteriormente, através dessa analise conseguire-
mos entender os aspectos fisicos que diferem os timbres dos instrumentos, e para que
haja uma comparacao justa, os instrumentos analisados deverao executar a mesma
frequéncia a ser comparada.

Os nossos exemplos serao dados com a execugao da nota A4 (notacao cientifica para
a nota La de 440 Hz), através de um saxofone tenor. Tal escolha nao tem motivacao
cientifica; apenas o carinho do autor por tal instrumento. Nao exemplificaremos com
outros instrumentos, mas o processo é analogo para qualquer um, como também para
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qualquer frequéncia executada. Mais uma vez, o professor tera liberdade total nessas
escolhas.
Sons a obra!

4.4.4 Analisando o som

Para analisar um som, o programa Audacity lé arquivos nos formatos MP3 ou WAV.
Além disso, também é possivel gravar um atudio na propria interface do programa,
conforme orientagao abaixo.

Recomendamos que o audio utilizado tenha uma extensao minima de 3 segundos.
Este € um tempo suficiente para que os alunos possam perceber o som e suas carac-
teristicas. Um tempo menor do que este pode distorcer a interpretacao do aluno, e
impossibilitar a comparagao com os sons digitais que iremos criar.

Ao importarmos ou gravarmos um audio no Audacity, o programa nos fornece
imediatamente o formato da respectiva onda sonora digital. E necessario que facamos
uma breve, mas importante observacao: vimos que as ondas sonoras se propagam de
forma continua no tempo e no espaco. Quando representadas em formato digital,
o processador converte o comportamento continuo (também chamado de analdgico)
em uma série de valores discretos (por consequéncia, descontinuos). Tais valores sdo
representacoes numéricas (binarias) que representam as amostras (também chamadas
de samples) do som. Esta transformagao é chamada de conversao analdgica/digital
(CAD). Neste caso inicial, em que tocamos um instrumentos musical e gravamos este
som para que o computador o interprete, estamos convertendo um som analégico em
um som digital. No momento de nosso experimento em que criarmos ondas digitais para
depois reproduzi-las, faremos o processo oposto: criaremos sinais digitais representados
por nimeros bindrios, que serao convertidos em sinais anal6gicos por meio de um
processo de conversao digital/analégica (CDA).

Nao exploraremos a fundo esses assuntos, mas sao de extrema importancia no es-
tudo e andlise de dudio. Para os interessados em aprofundar o tema, o Processamento
Digital de Sinais é uma vasta area de estudos de diversas areas, como a Matematica,
Engenharia Elétrica e Producao Musical. Para nosso objetivo pretendido, introduzire-
mos um conceito importante da analise de sinais: a amostragem.

Como vimos, o processamento digital do audio transforma informacoes continuas
em discretas. Para isso, utiliza o conceito de amostragem. Basicamente, trata-se
da conversao do analégico para o digital, realizada por uma sequéncia de amostras da
variacao de voltagem do sinal original. Estas amostras sao arredondadas para o nimero
mais proximo da escala usada, e depois convertidas em ntmeros digitais binarios, que
sao armazenados na memoria do processador.

A seguinte questao surge naturalmente: qual o nimero de amostras devemos tomar
para analisar-se um som? E de que forma faremos isso? Cada amostra é medida em um
intervalo fixo de tempo. Chamaremos de taxa de amostragem o nimero de vezes em
que se realiza a amostragem em determinada unidade de tempo. Convencionalmente,
medimos essa taxa em Hertz, e tomamos a taxa de amostragem no valor de 44.100
Hz: ou seja, sao tomadas 44.100 medidas da variacao de voltagem do sinal em um
segundo. Essa medida é utilizada, por exemplo, em um audio de CD. Quanto maior
a amostragem, mais precisa ¢ a representagao do sinal. E o porqué de tomarmos a
taxa como 44.100 Hz? Pelo simples motivo de que o ouvido humano é capaz de ouvir
frequéncias entre 20 e 20.000 Hz; ou seja, a taxa de amostragem escolhida é mais do
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que o dobro da frequéncia méxima percebida por nossos ouvidos, sendo suficiente para
representacao dos sons que estamos acostumados a perceber.

Voltemos ao nosso experimento. Emitiremos a nota A4, de 440 Hz, com o saxofone
tenor. Ao gravar esse som no programa, obtemos a seguinte representacao grafica da
onda sonora, demonstrada na imagem abaixo.
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Figura 4.4: Representacao grafica no Audacity da nota A4, de 440H z, emitida por um
saxofone tenor.

Esta imagem meio “estranha” nao nos da muitas informacgoes sobre o som produzido.
Afinal, como podemos perceber algum tipo de padrao de frequéncia e periodicidade
nesse sinal que parece tao disforme?

Notemos que a frequéncia de som produzida é de 440 Hz, ou seja, o padrao de
onda se repete 440 vezes por segundo! Obviamente, tentar observar tais padroes na
escala apresentada pela interface do programa é uma tarefa praticamente impossivel.
No entanto, a riqueza de recursos do Audacity permite que ampliemos a escala do
tempo, vendo com maiores detalhes o comportamento da onda em intervalos menores
de tempo. Fazendo isso, podemos observar e reforcar com os alunos que é realmente
possivel identificar um padrao de periodicidade, e como o formato de onda encontrado
assemelha-se ao grafico de uma fungao trigonométrica!
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Figura 4.5: Padrao periédico da nota A4, e a fungao Aumentar Zoom do Audacity.
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Até o momento, identificamos o padrao que uma onda sonora com frequéncia bem
definida apresenta. Veremos agora como decompor essa onda sonora complexa, e como
representa-la como uma sobreposicao de ondas sonoras mais simples. Para tal, faremos
uma Analise do Espectro de Frequéncia do som, utilizando um recurso do Audacity
que baseia-se no algoritmo Fast Fourier Transform.

4.4.5 O espectro do som

Para realizar tal analise, escolheremos um intervalo de tempo em média de um se-
gundo do som executado. Nao analisaremos o periodo inteiro do som, pois ¢ normal que
a execucao do musico/musicista possua pequenas variagoes durante o periodo tocado,
e isso pode dar divergéncias sutis na andlise das frequéncias. Apods escolhido o pe-
riodo a ser analisado, usaremos a funcao Analisar Espectro de Frequéncia do Audacity,
conforme instrugao abaixo.
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Figura 4.6: A funcao Analisar Espectro de Frequéncia do Audacity.

O resultado obtido é o espectro de frequéncia do som estudado. O espectro de
som é uma representacao de um som - geralmente uma pequena amostra de um som
- em termos da quantidade de vibracao em cada frequéncia individual. Geralmente é
apresentado como um grafico da intensidade ou pressao do som em funcao da frequén-
cia. A intensidade ou pressao é geralmente medida em decibéis e a frequéncia é medida
em vibragoes por segundo (ou Hertz) ou milhares de vibragoes por segundo (kiloHertz,
kHz). Podemos pensar na analise do espectro de som como uma receita de som: pegue
essa quantidade dessa frequéncia, adicione essa quantidade dessa frequéncia, e mais um
pouco da outra frequéncia, até que tenhamos uma boa representacao de um som mais
complexo.

A imagem obtida do espectro apresenta alguns picos “montanhosos”. Tais picos
indicam as principais frequéncias que compoem o som, e suas respectivas amplitudes.
Ao passarmos o mouse por cada um destes picos, o programa nos da a frequéncia
predominante em Hertz e sua amplitude. Cada uma dessas frequéncias representa
um harmoénico do instrumento executado: o primeiro pico representa a frequéncia
fundamental, ou primeiro harmoénico: esta é a frequéncia do som que nosso ouvido
interpreta (ou seja, os 440 Hz). Os proximos picos representam as frequéncias dos
proximos harmonicos que compoem o som. Tecnicamente, um som possui infinitos
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harmeénicos; no entanto, o leitor que acompanhou as duas primeiras partes deste texto
lembrar-se-4 de um teorema estudado na convergéncia das séries de Fourier, que diz
(usando a linguagem do tema atual) que a amplitude dos harménicos de um som
aproxima-se cada vez mais de zero a medida que analisamos harmonicos cada vez mais
altos (o Lema de Riemann-Lebesgue, encontrado no Teorema 6). Desta forma, para
obtermos uma boa representacao do som estudado (seja esta sonora ou matematica),
basta analisarmos um nimero finito de harmonicos. Pela simplicidade do objetivo
dessa proposta de aula, analisaremos até o quinto harmoénico do som do saxofone
tenor.

Andlise do Espectro de Frequéncia O >

[TELLT]

50Hz 100Hz 200Hz 400Hz 1000Hz 2000Hz 4000Hz 8000Hz 20000Hz

Figura 4.7: O espectro do som do A4, de 440H z.

Utilizaremos uma tabela para nos auxiliar em nossas futuras construcdes. E im-
portante que este momento seja bem explorado com os alunos, pois tais informagoes
serao fundamentais para a construcao das ondas senoidas digitais e as reprentagoes
graficas e mateméticas de tais ondas. Associaremos as frequéncias e amplitudes de
cada harmonico com as respectivas propriedades de altura e intensidade dos sons pro-
duzidos (veremos mais adiante que a unidade de medida dB é uma grandeza relativa.
No Audacity, as unidades em decibéis sao dadas em valores negativos).

H Frequéncia Amplitude H

440 Tz 9,7dB
880 Hz  -25,9 dB
1320 Hz  -20,6 dB
1760 Hz  -25,8 dB
2200 Hz  -13,2 dB

Tabela 4.1: Tabela com as frequéncias e amplitudes dos cinco primeiros harmonicos da
nota A4.
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4.4.6 Produzindo sons digitais

Um dos recursos mais intrigantes do Audacity é a possibilidade de programar e
reproduzir ondas senoidais, especificando sua frequéncia e sua amplitude. A ideia é ex-
plorar junto aos alunos o que as alteragoes de frequéncia e amplitude (representadas em
Hertz e decibéis, respectivamente) ocasionam nos sons produzidos. Exploraremos tam-
bém qual o efeito de tocarmos estes sons simultaneamente, e se alterar as frequéncias
das ondas muda nossa percep¢ao de se os sons soam bem ou mal juntos (em linguagem
musical, sdo consoantes ou dissonantes). Finalmente, reproduziremos as ondas senoi-
dais baseadas nas frequéncias e amplitudes encontradas na analise do espectro do som,
sobrepondo-as e vendo se o som resultante assemelha-se, de alguma forma, com o som
original executado.

O programa Audacity possui a funcao Gerar Tom, que permite criar ondas digitais
(no formato senoidal, quadrada e dente de serra) especificando sua frequéncia (Hz),
amplitude (que pode variar de 0 a 1) e sua duragdo em segundos. Antes de represen-
tarmos os harmonicos do som estudado, nossa proposta ¢é realizar alguns experimentos
com os alunos, alterando frequéncias e amplitudes das ondas senoidais e vendo como
essas mudancas alteram o som percebido. Neste momento, o professor podera tam-
bém explorar as alteracoes nos graficos de func¢oes senoidais quando sao alteradas suas
amplitudes e frequéncias. Tal assunto, no entanto, também serd mencionado quando
representarmos as ondas senoidais dos harmonicos no Geogebra.

Recomendamos que a primeira onda senoidal seja criada com a mesma frequéncia
do som original estudado (no nosso caso, 440 Hz). Isso possibilita que o professor
explore as comparacoes do som digital com o som do instrumento: suas semelhancas
(no caso, dar énfase & mesma frequéncia / nota executada) e suas diferengas (como
timbre e intensidade). Como padrio, utilizaremos a amplitude no valor de 0,5, e as
diferencas em amplitudes serdo nossa primeira experiéncia de percepcao sonora. As
especificacoes dessa onda sao mostradas a seguir.
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Figura 4.8: A funcao Gerar Som e a onda senoidal de 440H z, com amplitude 0, 5.

Criemos uma nova onda senoidal, de mesma frequéncia, mas com o dobro da am-
plitude original (ou seja, 1,0). Ao reproduzir o novo som, o professor podera explorar
qual a percepcao da turma de alunos com essa alteracao: o som ficou mais forte ou
mais fraco? O volume (ou intensidade) do som foi alterado? E de que forma? Da
mesma forma, o professor pode reduzir a amplitude original (para 0,25, por exemplo),
e explorar essa alteracao com os alunos, associando o aumento e diminuicao da am-
plitude da onda com intensidades de som maiores e menores, respectivamente. Demos
um unico exemplo, mas o docente é livre para explorar esse conceito de outras formas:
por exemplo, gerando ondas de frequéncia diferentes mas de mesma amplitudes nos faz
perceber sons de diferentes alturas (diferentes notas), mas de mesma intensidade.

Estudaremos agora quais consequéncias que as alteracoes de frequéncia ocasionam
na percepcao do som. Para isso, manteremos a amplitude da onda senoidal original,
e alteraremos a frequéncia para o dobro da frequéncia original (ou seja, 880 Hz, a
nota A5). Ao reproduzirmos esse novo som individualmente, podemos explorar com
os alunos qual a percep¢ido da turma: quais as semelhangas com o som inicial (a
intensidade e a semelhanca das notas musicais) e quais as diferengas (se o segundo som
é mais agudo - ou fino - do que o primeiro, por exemplo). Analogamente, criando uma
onda senoidal com metade da frequéncia original (220 Hz, a nota A3), exploraremos se
tal som é mais grave - ou grosso - que o original.

Neste momento, o professor podera explorar o conceito de consonancias musicais,
apresentando o intervalo musical mais perfeito: o intervalo de oitava. Tal intervalo é
obtido dobrando-se a frequéncia de um determinado som: em nosso exemplo, a onda
senoidal de 880 Hz representa a nota musical da onda de 440 Hz tocada uma oitava
acima, e a de 220 Hz uma oitava abaixo. Tais ondas digitais também poderao ser
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tocadas simultaneamente, alternando-as (por exemplo, a de 440 e a de 830 Hz, a de
440 e a de 220 Hz e as trés simultaneamente) e explorando suas rela¢oes de consonancia:
essas notas soam bem se tocadas ao mesmo tempo? A possivel percepcao da sala de
aula serd que a resposta dessa pergunta é sim.
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Figura 4.9: As ondas senoidais de 440H z e 880H z, tocadas simultaneamente.

Poderao ser explorados também outros intervalos e relacoes de consonancia: o que
acontece quando reproduzimos uma onda senoidal com frequéncia que seja um miultiplo
inteiro da frequéncia original? Por exemplo, tomando a onda sonora de 1320 Hz (o
triplo da frequéncia original), obtemos o intervalo de quinta (a nota E5), que também
é considerado uma consonancia musical perfeita. Qual serd a percepcao dos alunos?
Estes sons combinam? Combinam mais ou menos do que o intervalo de oitava? As
relacoes encontradas por Pitdgoras podem ser exploradas usando o mesmo raciocinio.
O intervalo de terga, por exemplo (considerado uma consonancia imperfeita), pode ser
obtido gerando uma onda senoidal com frequéncia cinco vezes maior do que a original
(ou seja, 2200 Hz, a nota C#7). Nota-se, no entanto, que a nota da frequéncia original
¢ muito mais grave do que a atual: o professor poderé, nestes casos, dividir a frequéncia
por miltiplos de 2, obtendo a mesma nota oitava(s) abaixo, permitindo uma melhor
percepcao dos alunos. Podemos, por exemplo, dividir a frequéncia de 2200 Hz por 4,
obtendo a frequéncia de 550 Hz, a nota C'#5. Ao compararmos a razao entre essas
frequéncias, obtemos

550
0~
a razao do intervalo de terca obtida por Pitadgoras. Mais uma vez questionamos a
turma: esse novo intervalo obtido soa bem? Soa melhor do que os dois intervalos
obtidos anteriormente?
Finalmente podemos explorar um intervalo mencionado anteriormente, que por
muito tempo foi considerado um intervalo dissonante e proibido: o tritono. Para
obter tal frequéncia, basta calcularmos

)
4

)

440 - V2 ~ 622,25

e obtemos o intervalo de tritono (ou intervalo de quarta aumentada / quinta diminuto,
a nota D#5) referente & frequéncia de 440 Hz. Sera que a turma classificard esse som
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como consoante ou dissonante? (Qual o sentimento que esse som traz quando o ouvimos?
Tal pergunta também pode ser explorada nos outros experimentos, e o professor podera
usar da criatividade e liberdade para testar outros intervalos e frequéncias.

Para finalizarmos os experimentos com o Audacity, reproduziremos ondas senoidais
referentes a cada um dos harmonicos do som do saxofone tenor obtidos através do
espectro do som.

4.4.7 Reconstruindo o som

Apos realizar os experimentos, explorando os conceitos de intensidade e frequéncia
do som, veremos como construir o timbre do som original estudado através da sobrepo-
sicao de sons senoidais mais simples, utilizando as frequéncias e amplitudes encontradas
na analise do espectro através do programa Audacity.

Antes de gerarmos tais ondas, transformaremos as amplitudes dos harmonicos, que
estdo em uma escala logaritmica (a de decibéis), em uma escala linear. Tal transfor-
macao tem dois motivos: o primeiro é que a programacao da amplitude no Audacity
é linear; o segundo é que as amplitudes lineares nos auxiliarao na reproducao gréfica
dos harmoénicos e da onda sonora original através do aplicativo Geogebra.

Faremos uma breve explanacao sobre os decibéis. O decibel, usado para mensurar
0 som e a oscilacao na pressao dos meios que atravessa, nao é uma unidade de medida!
Bom, nao como as unidades de medida que estamos mais acostumados: quilémetros,
quilogramas, horas, entre outras. O decibel é uma grandeza adimensional, ou seja,
nao ha uma unidade fisica que a defina. O decibel, na realidade, ¢ um quociente de
unidades e é uma grandeza relativa.

O decibel ndao é uma grandeza com crescimento linear: isso significa que um som
de 50 dB (decibéis) ndo tem o dobro de intensidade de um som de 25 dB. Veremos
logo adiante que é bem mais que o dobro, pois o decibel ¢ medido em uma escala
logaritmica. Por ser uma grandeza relativa, e nao absoluta, precisa de um comparacao
como referéncia; esta pode ser especificada ou implicita. O motivo para que a inten-
sidade de um som seja medida em escala logaritmica ¢ simples: a pressao, a poténcia
e a intensidade dos sons captadas pelo ouvido humano compreendem uma extensa
faixa de variacdo. Por exemplo, pessoas sussurrando emitem uma poténcia de 107
W (watts, uma conhecida unidade de poténcia). Duas pessoas brigando, discutindo
energicamente, geram uma poténcia sonora de 1073 W. Um conjunto tocando a quinta
sinfonia de Beethoven pode gerar até 10 W. J4 um avido a jato gera 10° W! Desta
forma, as escalas logaritmicas sao mais adequadas para medir tais grandezas fisicas.

A féormula utilizada para encontrar a quantidade de decibéis em um determinado
som é dada por

I
dB =10 - logy, ([—>
ref
onde I,.¢ é um referencial fixado. Para encontrarmos a razao de intensidade entre dois
sons, usando regras simples de exponenciacao, tendo o valor da diferenca em decibéis
e fixado um referencial, teremos

I dB I
dB =10 - logy, ([—) < 1p = logw ([—> & 101 = 100800/ ) o
ref ref
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& =101

Iref

Desta forma, tomando o exemplo anterior, a razao de intensidade entre dois sons
cuja diferenca é de 25 dB sera de

I

25
= 101 ~ 316, 22,
]7'ef

ou seja, um som é aproximadamente 316,22 vezes mais intenso do que o outro!

Com tais defini¢oes, utilizando as informacgoes da tabela dos harmoénicos analisados
pelo Audacity, poderemos representar as amplitudes de forma linear, encontrando as
relagoes de intensidade (amplitude) entre os harmonicos e a frequéncia fundamental
(que seré& nosso referencial fixado). Fixaremos, ao criar a onda senoidal da frequéncia
fundamental de 440 Hz, a amplitude de 0, 5, e as amplitudes dos proximos harmonicos
podem ser encontradas, utilizando a férmula acima, e obtendo os valores da tabela a
seguir.

H Frequéncia Amplitude (linear) H

140 Hz 0,5

880 Hz 0,011994
1320 Hz 0,040642
1760 Hz 0,012274
2200 Hz 0,223342

Tabela 4.2: Tabela com as frequéncias e amplitudes lineares dos cinco primeiros harmo-
nicos da nota A4.

Com isso, criaremos as ondas senoidais digitais dos cinco primeiros harmonicos do
som original executado pelo saxofone tenor. A proposta é explorarmos com a turma
se os sons digitais criados assemelham-se, de alguma forma, com o som original. Para
esses experimentos, o Audacity apresenta duas funcdes interessantes: a primeira é a
possibilidade de tocar todas as ondas senoidais simultaneamente. Com isso, é possivel
verificar, de imediato, se os sons sobrepostos dos cinco harmoénicos assemelha-se com o
som original. A segunda func¢do é a Silenciar, apresentada na proxima imagem.
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Figura 4.10: A funcao Silenciar do Audacity.

Esta funcao permite desconsiderar uma ou mais ondas senoidais no momento da
reproducao simultanea. Isso permite identificar a influéncia de determinado harmoénico
no som resultante; o professor podera tocar um, dois, trés ou quatro harmonicos,
permutando-os e explorando com a turma quais dos sons obtidos assemelham-se com
o som original.

Da mesma forma que nos experimentos anteriores, o docente tera a liberdade de
usar a criatividade e explorar os conceitos de timbre. O que acontecera se alterarmos
as amplitudes dos harmonicos? E se adicionarmos ainda mais harmonicos? Quais
as semelhancas do som final obtido com o som original? E quais as diferencas entre
os dois sons? O professor também poderd relacionar tais construcoes com a logica
de funcionamento de alguns instrumentos musicais modernos, como sintetizadores e
controladores, mostrando alguns exemplos musicais compostos com tais instrumentos.

Finalizando nossos experimentos, veremos como representar cada um dos harmoni-
cos encontrados graficamente e matematicamente através de fungoes trigonométricas.
Serd que, somando-as, o resultado grafico obtido assemelha-se ao formato da onda do
som original?

4.4.8 Representando o som matematicamente

No 1ltimo dos nossos experimentos, representaremos as ondas senoidais dos harmo-
nicos criadas digitalmente, utilizando as frequéncias e amplitudes (lineares) dos respec-
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tivos harmonicos. Para isso, usaremos o aplicativo Geogebra, comumente utilizado
no meio dos docentes de Matematica.

Uma consideracao importante é que, para representar a onda senoidal da frequén-
cia fundamental de 440 H z, utilizaremos uma espécie de normalizagao. Como vimos
anteriormente, para identificar o padrao periodico da frequéncia fundamental, precisa-
mos dar um “zoom” no eixo que representa o tempo. Da mesma forma, se quisermos
representar uma funcao senoidal que se repete 440 vezes em uma unidade de tempo
(que podemos fixar como 27), representariamos esta na forma

f(z) = sen(440x)

No entanto, a representagao grafica desta no Geogebra nao seria favoravel para
analisarmos e compararmos o comportamento da onda. A razado entre as escalas dos
eixos das abscissas (que representa o tempo) e o das ordenadas (que representa a
amplitude, nesse caso variando de —1 a 1) seria muito discrepante, dificultando a
visualizacao. Por simplicidade, tomaremos que a frequéncia fundamental de nosso som
tem periodo 27, de forma que, usando a amplitude fixada em 0, 5, representaremos o
primeiro harménico como

fi(z) = 0,5 - sen(x)

que, conforme imagem abaixo, é de melhor visualizacao e representacao da onda.

+0.5
05
—r .

Além disso, essa escolha pode ser aplicada para qualquer frequéncia inicial escolhida
pelo professor, seja esta maior ou menor do que a que escolhemos em nosso exemplo.
Como os demais harmonicos sao representados por miltiplos inteiros da frequéncia
fundamental, encontramos uma férmula para representar cada um dos harmoénicos do
som original, expressa por

Figura 4.11: A fungao f;.

fn(z) = a, - sen(nx), (4.6)

onde n € Z representa a razao entre a frequéncia do n-ésimo harmonico e a frequéncia
fundamental, e a,, sua respectiva amplitude (transformada linearmente).

Antes de representarmos cada onda dos harmoénicos individualmente, o professor
podera fazer um exercicio semelhante ao de alterar as frequéncias e amplitudes das
ondas senoidais digitais, explorando quais as consequéncias dessas alteracoes nos sons
obtidos. Neste momento, no entanto, as observagoes serao associadas as transformacoes
que o grafico da funcao seno sofre quando alteramos sua amplitude e frequéncia.

Para isso, utilizaremos duas varidveis livres, a e b, onde a representard a amplitude
da funcao, e b sua frequéncia. Representando a funcao

f(z) = a-sen(bx),

o professor podera usar a ferramenta Slider Tool do Geogebra nas varidveis livres
a e b, alterando-as e explorando com os alunos o que tais mudancas ocasionam na
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amplitude e na oscilagao do grafico da funcao senoidal. Se achar conveniente, podera
inclusive chegar na representacao dos harmoénicos do som original usando a ferramenta
de slider tool.

Faremos a representagao grafica e matematica de cada harmoénico analisado do nosso
som original. Usaremos a expressao em (4.6), utilizando as amplitudes e razdes entre
as frequéncias de cada um dos harmonicos. Analogamente ao que fizemos ao repre-
sentar cada harmonico digitalmente com sons, faremos também com as representagoes
matematicas.

Inicialmente o professor poderé analisar cada funcao de harmonico individualmente:
as diferentes amplitudes e frequéncias também diferenciam os graficos entre as fungoes?
Depois, analogo ao que fizemos no experimento de produzir sons digitais, o professor
podera somar as funcoes senoidais. Nesse momento, recomenda-se que seja ressaltado
que o processo de somar as funcoes tem o mesmo efeito de tocar sons diferentes si-
multaneamente: a nova fun¢do obtida com a soma representa a onda sonora gerada
ao tocar dois ou mais sons. E, da mesma forma, o docente podera somar dois, trés
ou quatro sons, permutando-os, e verificando as semelhancas e diferencas das novas
funcoes obtidas.

Finalmente, somaremos as fungoes dos cinco harmonicos do som original. O objetivo
é analisar se a fungao obtida assemelha-se ao padrao periédico da onda actstica original,
executada no saxofone tenor e gravada pelo programa Audacity. Observemos abaixo
que ambas as representacoes apresentam semelhancas.

f(x)

Figura 4.12: A representacao matematica da soma dos cinco harmonicos do som origi-
nal.

Obviamente, nao sao idénticas. Este fato pode ser explorado com a turma, trazendo
a lembranca o conceito de que um som actstico, na realidade, é formado por infinitos
harmoénicos. Nosso experimento considerou apenas os cinco primeiros; por este motivo,
podem existir pequenas diferencas nas representacdes. A medida que trabalhamos com
mais harmonicos, a representacao torna-se mais fiel a original.

Estes experimentos, conduzidos de forma extremamente simples, permitem mostrar
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uma pequena parcela da beleza da matemaética: como conceitos simples, como o de
funcoes trigonométricas, podem unir os mais diferentes assuntos e areas de estudo - a
fisica, a actustica, a computacao, a musica, e outros. E, muito mais do que essa uniao,
as atividades escolhidas permitem reforcar a ideia de que a matematica estd em tudo
ao nosso redor: naquilo que sentimos, vemos e (agora com toda a certeza) ouvimos!



5 Consideracoes finais

A Analise de Fourier é uma disciplina extremamente bela e elegante. Como dito
anteriormente, seu estudo motivou diversos avancos nas teorias, no formalismo e rigor
matemético. O estudo da convergéncia das séries de Fourier é uma excelente introducao
aos topicos mais avancados da anélise matematica; ¢ natural seguir com o estudo
de medida e integracao, equacoes diferenciais parciais, andalise harmonica e muitas
outras areas correlatas. A presente exposicao permite que o leitor familiarizado com as
disciplinas do calculo (e com alguns poucos conceitos introdutorios de anélise) construa
uma boa base para tal sequéncia de estudos, familiarizando-se com as provas mais
rigorosas e formais presentes na anélise.

Na terceira secao de nosso estudo vimos uma interessante aplicacao das séries de
Fourier: a resolucao de uma equacao diferencial parcial. Esta ¢ uma das muitas apli-
cagoes possiveis, que refor¢a a elegancia da teoria. Em outras areas das ciéncias, como
o processamento digital de sinais (dentre estes o proprio som, objeto de nosso estudo),
as séries de Fourier mostram-se extremamente tteis.

Finalmente, como proposta do PROFMAT de aplicacao ao Ensino Basico, nosso
plano de aula foi construido de forma a ser livremente adaptavel ao professor. A
ideia principal é mostrar como as temidas fun¢oes mateméaticas podem ser vistas, pelos
alunos do Ensino Médio, como ferramentas para construgao de conceitos de nossa rea-
lidade. A interdisciplinaridade proposta ainda permite que o plano possa ser aplicado
em conjunto com outras disciplinas escolares, destacando ainda mais a importancia da
matematica.
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