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RESUMO

O presente trabalho apresenta uma proposta de utilizacdo da Escala de Cuisenaire
no estudo sobre os sistemas de numeracdo, com foco no sistema de numeragao
posicional em uma base qualquer. O objetivo desta pesquisa é propor uma maneira
de adaptar o uso da Escala de Cuisenaire, conhecida por seu uso em operacdes em
bases decimais, visando facilitar a compreensdo dos significados das operacdes
aritméticas entre numeros naturais representados em bases ndo decimais,
minimizando a repeticdo e memorizacdo dos algoritmos. Além disso, 0 presente
trabalho traz uma proposta de atividade para ser aplicada em sala de aula, seja de
forma presencial ou remota, e que pode ser desenvolvida tanto com material

manipulavel, quanto com o auxilio da ferramenta digital Polypad.

Palavras-chave: Escala de Cuisenaire; Sistemas de numeragao; operacdes

fundamentais; base nao decimal.



ABSTRACT

The present work presents a proposal for using the Cuisenaire Scale in the study of
numbering systems, focusing on the positional numbering system in any base. The
objective of this research is to propose a way to adapt the use of the Cuisenaire Scale,
known for its use in operations in decimal bases, aiming to facilitate the understanding
of the meanings of arithmetic operations between natural numbers represented in non-
decimal bases, minimizing repetition and memorization of the algorithms. In addition,
this work brings a proposal for an activity to be applied in the classroom, either in
person or remotely, and which can be developed both with manipulative material and

with the aid of the Polypad digital tool.

Keywords: Cuisenaire scale; numbering systems; fundamental operations; non-

decimal base.
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Introducéo

Na sala de aula, muitas vezes temos a sensacdo de que as dificuldades dos
alunos com determinados assuntos poderiam ser minimizadas se dispuséssemos de
outra maneira de abordar ou alguma ferramenta facilitadora. Durante uma experiéncia
em um curso preparatério eu percebi uma grande dificuldade dos meus alunos do 9°
ano ao abordar bases nao decimais e operacdes nestas bases. Ao corrigir as tarefas,
era comum vé-los convertendo os niumeros para a base decimal para realizar uma
operacao e, em seguida, convertendo de volta para a base dada. Foi quando percebi
gue isso era um indicativo de que os alunos ndo compreendiam os significados das
operagdes basicas, uma vez que apenas repetiam os algoritmos memorizados nos

anos do primeiro segmento do ensino fundamental.

Durante uma aula da disciplina de MA1l — Numeros e Fungdes Reais, no
mestrado PROFMAT, quando o professor abordou aquele assunto que tinha ficado
em minha mente desde a dificuldade apresentada pelos alunos, comecei a repensar
sobre o ocorrido e sobre como eu poderia, em uma nova oportunidade, melhorar a
abordagem com a finalidade de facilitar o ensino deste assunto. Comecei a pesquisar
sobre materiais e metodologias em diversos lugares, contudo ndo encontrava nada
significativamente diferente daquilo que eu ja fazia em sala de aula. Lembrei-me,
entdo, de um material que usei em diversas oportunidades durante a minha graduacéo
chamado Escala de Cuisenaire. Trata-se de um material manipulavel, criado na
década de 1950 pelo professor Emile Georges Cuisenaire Hottelet, e muito utilizado
para ensinar operagdes basicas no ensino fundamental, primeiro segmento. Por conta
disso, pensei que poderia ser simples adaptar seu uso para o ensino das mesmas

operacfes em bases ndo decimais.

O objetivo deste trabalho é apresentar uma maneira de adaptar o uso da Escala
de Cuisenaire visando facilitar a compreensdo dos significados das operacdes

aritméticas entre nimeros naturais representados em bases ndo decimais.

A utilizacdo dos materiais manipulaveis, através de
modelos concretos, permite a crianca construir, modificar,
integrar, interagir com o mundo fisico e com 0s seus pares, a
aprender fazendo, desmistificando a conotagcdo negativa que se
atribui & Matematica. (MALAGA, 2009, p.13).



Na figura abaixo, podemos observar a composi¢cédo da Escala de Cuisenaire:
séo dez barras de tamanhos diferentes, cada uma representando um namero natural
de 1 a 10.

NUMERO

cor REPRESENTADO

-

Branco (ou cor de madeira)
Varmelho
Verde-clarn
Rosa (ou lias)

Amarelo
Verde-escuro
Preto
Castanho
Azu
Cor de laranja (ou cor de madeira)

W e N AW N

)
=

s

Figura 1: Escala de Cuisenaire
Fonte: Site da Ed. Positivo, 2014

POM |
"l

Além disso, outro objetivo é contribuir para a constru¢do dos significados das
operacdes basicas, minimizando a repeticdo e memorizacdo do algoritmo,
promovendo a compreenséo do processo como um todo e o porqué da realizacéo de
cada etapa. A importdncia desta construcdo é destacada pelos Parametros
Curriculares Nacionais:

E importante destacar que as situagdes de aprendizagem
precisam estar centradas na construcdo de significados, na
elaboragdo de estratégias e na resolucao de problemas em que o
aluno desenvolve processos importantes como intui¢cdo, analogia,
inducéo e deducéo, e ndo atividades voltadas para a memorizacao,

desprovidas de compreenséo ou de um trabalho que privilegie uma
formalizacao precoce dos conceitos. (BRASIL, 1998, p. 63).

Ademais, depois de todas as mudancas que o ano de 2020 trouxe para as
nossas vidas e principalmente no ambito escolar, ndo poderiamos deixar de pensar
de qual forma uma proposta como esta poderia ser também aplicada no ensino
remoto. Nesta dire¢céo, as atividades que sao propostas podem ser feitas tanto com o

material manipulavel quanto com o auxilio de tecnologias digitais. Apresenta-se aqui



uma proposta de uso da escala de Cuisenaire na plataforma Mathigon?, que pode ser
adaptada tanto em aulas remotas sincronas quanto em atividades assincronas no
ensino remoto ou, até mesmo, em aulas presenciais em escolas que disponham de
recursos tecnolégicos (tablets ou computadores com acesso a internet). Esta proposta
de integracdo das tecnologias na aula de Matematica é pensada a partir de uma
perspectiva que coloca a ferramenta ndo apenas como um atrativo, mas como meio
de construcdo de conhecimento matematico, e a sua utilizacao nas aulas a servi¢co da
reflexd@o, da intuicdo, elaboracao de estratégias e da producao de sentidos. Esta visdo
esta em conformidade com o que preconiza, a Base Nacional Comum Curricular
(BNCC), em sua competéncia geral 5:
“Compreender, utilizar e criar tecnologias digitais de
informac&o e comunicacgédo de forma critica, significativa, reflexiva e
ética nas diversas praticas sociais (incluindo as escolares) para se
comunicar, acessar e disseminar informacdes, produzir

conhecimentos, resolver problemas e exercer protagonismo e
autoria na vida pessoal e coletiva. ” (BNCC, 2018).

Para compor a fundamentacdo tedrica deste trabalho foi realizada uma
pesquisa bibliografica sobre a Escala de Cuisenaire e suas aplicacbes em operacdes
basicas, materiais manipulaveis no ensino da Matematica, operacfes em bases nao
decimais e o0 uso da tecnologia na Educacao. O primeiro capitulo apresenta a Escala
de Cuisenaire com um pouco mais de detalhes, abordando aspectos da sua criacéo e
difusdo entre a comunidade de professores de matematica. Em seguida, discutimos
sobre os sistemas de numeracgdo, lancando algumas bases mateméticas tedricas e
histéricas para a representacdo dos numeros, abordando as principais diferencas
entre 0s sistemas posicionais e nado posicionais de numeragédo. Dentro do contexto
dos sistemas posicionais exploramos o sistema decimal e concluimos o segundo
capitulo com os sistemas alvo do nosso estudo, 0s sistemas posicionais com uma
base b qualquer.

No terceiro capitulo tratamos dos algoritmos das operacdes fundamentais em
uma base qualquer. Este capitulo, além de justificar teoricamente os passos dos
algoritmos, nos serve de comparacdo da resolucdo das operacbes através dos
algoritmos versus a resolucéo utilizando a Escala de Cuisenaire. O capitulo seguinte
€ a secao mais importante deste trabalho, ele contém a ideia central e discute

desenvolvimento de opera¢cdes fundamentais em uma base qualquer utilizando a

1 https://pt.mathigon.org




Escala de Cuisenaire. Este texto é finalizado na quinta secdo, que consiste da
proposta de atividade que pode ser realizada em sala de aula, seja no formato
presencial tradicional, ou no contexto do ensino remoto que vivemos atualmente, com
o0 auxilio da tecnologia digital.

Destaca-se que, dentro das bases de dados em que a pesquisa bibliogréfica foi
realizada, ndo encontramos producdo académica e cientifica que apresentasse uma
proposta de uso da Escala de Cuisenaire para o ensino de operacdes aritméticas em
bases n&o decimais. Desta forma, ressaltamos que a proposta apresentada neste
trabalho tem potencial inovador tanto no que diz respeito a contribuicdo para o ensino
das operacdes aritméticas na educacao basica quanto para as discussfes no ambito

da formacéao de professores que ensinam Matematica.



2. A escala de Cuisenaire

A escala de Cuisenaire é um material manipulavel composto por um conjunto
de barras (ou réguas, ou bastbes) que sdo prismas retos retangulares com bases
guadradas de 1cm? de area e altura variando entre 1 cm e 10 cm. A altura determina
gual numero a barra representa: a barra de altura 1 cm representa o niumero 1, a de
altura 2 cm representa o niumero 2 e assim sucessivamente até a barra de altura 10
cm, que representa o numero 10.

Esta escala foi criada na década de 50 pelo professor belga Emile George
Cuisenaire Hottelet que viveu entre os anos de 1891 e 1976 a partir de dificuldades
encontradas pelos seus alunos em numeros, operacdes fundamentais e conceitos
mateméticos. A partir desta dificuldade, George Cuisenaire buscou uma maneira de
solucionar o problema observado e resolveu criar um material manipulavel para
auxiliar seus alunos: um conjunto de 10 barras de madeira cujos comprimentos
variavam de 1 a 10 cm (aumentando de 1 em 1 cm). Como George Cuisenaire era,
além de professor, pedagogo musical, ele se inspirou nas teclas dos teclados para
fazer as barras, e as pintou de cores primarias e secundarias com cada cor
representando um numero. A escolha das cores se deu de forma que 0os numeros
pudessem ser agrupados por “familias de cores” (tons diferentes de uma mesma cor),
indicando propriedades aritméticas dos numeros.

Ademais, ele também escolheu as cores madeira natural e preto para os
nameros que estdo sozinhos. Para Cuisenaire sdo nimeros que tém caracteristicas
proprias e ndo devem ser alocados em nenhuma das outras familias, mas sim ter
familias proéprias.

Um kit completo da Escala de Cuisenaire contém 241 pecas de madeira

distribuidas pelos numeros de 1 a 10, conforme mostra o quadro abaixo.



Comprimento das reguinhas em cm : é 3 Familia %‘3?
e nimero que simbolizam s B| Cor “ éza H
2 cores |3«
1 50 ';:f"f; MADEIRA| 50 |
N 2 50 | vermelho 100

—4 25 | lilis | VERME- | 100 |
8 12 | marom 98

5 | 20 | amarelo 100 |
WEEPCINERNEED | -l
10 | laranja 100 |
225 3 | 33 |verde-dlary % |
RERRREEEE 6 16 | e | venoe | gg |
9 1 anl Q9
— 7 14 | préto PRETO | 98

Figura 2: Tabela das barras separadas por familias de cores
Fonte: Livro Didatica das Matematicas Elementares — Angel Diego Marques

George Cuisenaire denominou que o numero 1 fosse da cor de madeira natura
apoiado no fato de que ele é divisor de todos os outros numeros, a madeira natural
estd presente em todas as outras barras. Como o nimero 7 nao é divisor e nem
multiplo de nenhuma das outras barras foi atribuida a ele a cor preta, ja que ela ndo
estad em nenhuma das outras cores.

Outra curiosidade é que dentro de uma mesma familia a cor mais clara € a que
representa a barra menor e conforme aumenta-se o comprimento da barra a cor vai
ficando mais escura.

A associacao de cor se deu para facilitar o reconhecimento de cada barria
separada sem a necessidade de as ficar colocando em ordem crescente para a
percepcao de tamanho.

A escala de Cuisenaire foi muito trabalhada por George Cuisenaire antes da
sua divulgagao em 1952, conforme afirma o préprio Cuisenaire: “trabalhei durante 23
anos, antes de tornar publico o meu método; estudei, ensaiei, experimentei, provei, fiz
e refiz. Somente apdés muitos anos, em 1952, decidi tornar publica a minha obra”
(MARQUEZ, 1964, p. 29). Ele tornou publica a sua obra através do livro Les Nombres

en Couleur (Nameros em Cor, em traducdo livre) apresentado na Universidade Livre



de Bruxelas. A partir desta apresentacdo e divulgagcdo o método ganhou fama no
mundo todo e passou a ser utilizado em diversos paises.

Desde a divulgacéo da primeira edi¢cdo do livro que trata deste material, ele ja
recebeu diversas denominacdes diferentes. As mais conhecidas sdo: Réguas de
Cuisenaire, Barras de Cuisenaire, Escala de Cuisenaire, Numeros em Cores.
Tamanha foi a fama e a aclamacéo pelo método que o Grupo Francés de Educacéo
Nova (GFEN) se propds a estudar de forma experimental o método e um de seus

pesquisadores declarou:

“A experiéncia de Cuisenaire nos leva a repensar certos problemas
fundamentais da iniciacdo do célculo e talvez a rever igualmente um bom
ndmero de nossas concepgodes tradicionais. A propria experiéncia suscita um
bom ndmero de problemas. ” (R. Gloton apud Marquez, 1964, p. 33).

A partir da divulgacdo do método, muitos estudiosos se empenharam em
estuda-lo e um deles foi o professor Caleb Gattegano, da Universidade de Londres.
Gattegano ficou fascinado pelo modo como a matematica era ensinada através das
barras e como as criancas aprendiam com facilidade os conceitos matematicos e seus
fundamentos, a partir da psicologia do saber aplicada através daqueles processos de
aprendizagem. Assim, Gattegano passou a ser um grande incentivador da Escala de
Cuisenaire e teve papel fundamental em sua divulgagdo. Foi Gattegano quem
apresentou George Cuisenaire ao escritor Angel Diego Marquez, que teve um
importante papel no relato das ideias de Cuisenaire. Apesar de Cuisenaire afirmar que
se inspirou nos ideais de Jean-Ovide Decroly, outro professor belga, Marquez
relaciona as ideias de Cuisenaire com a psicologia de Piaget, que investigou a génese
do numero na crianga na sua obra La Genése du nombre chez l'enfant.

A obra de Marquez é como um manual que auxilia e ensina o professor como

utilizar a escala de Cuisenaire.

“E uma espécie de excelente vade-mécum que ilustra e orienta ao
mesmo tempo que ressalta com argumentos validos a importancia de um
método cuja acertada aplicagdo, como ja se disse, “resulta numa experiéncia

destinada a revolucionar o ensino das matematicas”. ” (Manuel Santiago
ROCCA, apud Marquez, 1964, p.11).

Por fim, vale destacar que a escala de Cuisenaire € um material bastante
adaptavel e que pode estimular e facilitar a investigacdo matematica em varios
conteudos, como por exemplo: nimeros naturais, quatro operagcdes fundamentais,

potenciacédo, fracao, area, perimetro, forma, volume, comparacdo entre tamanhos e



guantidades e como vamos explorar aqui: as quatro operagdes fundamentais em

bases nao decimais.



3. Sistemas de Numeracao

Os sistemas de numeragao surgiram a partir de uma necessidade social de
contar, medir, entre outras coisas e principalmente com o intuito de registrar

guantidades, conforme relatado por IFRAH (2005).

“Erigida sem duvida sobre bases empiricas, a invengéo dos nimeros deve ter
correspondido a preocupacdes de ordem pratica e utilitaria. Aqueles que guardavam
rebanhos de carneiros ou de cabras, por exemplo, precisavam ter certeza de que,
ao voltar do pasto, todos os animais tinham entrado no curral. Os que estocavam
ferramentas ou armas, ou que armazenavam reservas alimentares para atender a
uma vida comunitaria, deviam estar aptos a verificar se a disposicdo dos viveres,
armas ou instrumentos era idéntica a que eles haviam deixado anteriormente.
Aqueles, afinal, que mantinham relacdes de inimizade com grupos vizinhos
necessitavam saber, ao final de cada expedicdo militar, se o efetivo de seus
soldados estava completo ou ndo. Os que praticavam uma economia de troca direta
deviam estar aptos a “avaliar” para poder trocar um género ou mercadoria por outro.

(p-25).

Muitos sistemas de numeragdo surgiram em diversas épocas e culturas
diferentes até termos um que fosse universal. Dentre eles os mais conhecidos sdo: o
romano, o egipcio, o chinés, o babilénio, 0 maia e o indo-arébico. Este ultimo é o que
deu origem ao nosso sistema de numeracao atual, decimal e posicional (em que se
usa apenas 10 simbolos para representar todos os nameros: 0,1, 2,3,4,5,6,7,8,9).

A maioria dos sistemas citados acima, tém uma caracteristica em comum:
utiizavam a ideia de repetir os simbolos e agrupa-los em quantidades iguais,
estabelecendo um novo simbolo sempre que atingissem essa quantidade maxima.
Porém, nem todos estipularam um termo para identificar a ideia de vazio (0 que
chamamos no nosso sistema atual de zero) ou de valor posicional. Fato este que os
tornou mais obsoletos em relacdo aos sistemas de numeracdo que utilizam valor
posicional e 0 zero, que se mostram mais vantajosos quando se deseja registrar
grandes quantidades.

Para a discussao sobre os sistemas de numeracao, consideramos importante
diferenciar, resumidamente, o0s conceitos de numero, numeral e algarismo.
Entendemos numero como sendo um ente matematico de natureza puramente
abstrata que é usado para descrever quantidades, (seja com o intuito de contar ou
enumerar), também para medir ou para ordenar, por exemplo, as palavras dois ou two
e os simbolos Il ou 2, sdo utilizados para representar a quantidade dois. O numeral é
representacdo grafica do numero, por exemplo, se quisermos representar
graficamente a quantidade cento e cinquenta podemos fazé-lo usando o numeral 150,

ou CL (numeral do sistema romano). Os algarismos, por sua vez, sdo os simbolos



gue utilizamos para escrever um numeral, ou seja, cada simbolo representa um
algarismo, por exemplo, no numeral 243 temos os algarismos 2, 3 e 4, ja no sistema

romano usa-se as letras do alfabeto como algarismos.

3.1. Sistemas posicionais e ndo posicionais

Os sistemas de numeragdo ndo posicionais tem como método agrupar
simbolos e troca-los por outro simbolo quando atingir a quantidade, assim como
fazemos nos sistemas posicionais, porém, a diferenca estd em que cada simbolo
representa um valor e para descobrirmos o valor do nimero que esta representado
devemos somar os valores de cada simbolo registrado.

O exemplo mais conhecido atualmente de um sistema ndo posicional é o
sistema de numeracdo romano. E um sistema que utiliza sete letras do alfabeto latino

para representar quantidades, assim como mostramos na tabela abaixo.

I \Y, X L C D M
1 5 10 50 100 500 1000

Os sistemas de numeracdo ndo posicionais cairam em desuso ndo sé pela
dificuldade de utiliza-los para registrar grandes quantidades, mas também, por serem
ineficazes quando se quer realizar operacdes basicas como adi¢cdo, subtragéo,
multiplicacéo e divisao.

Os sistemas de numeracéao posicionais, que séo o alvo do nosso estudo, foram
surgindo a partir das necessidades citadas acima. S&0 os sistemas em que o valor de
cada algarismo (simbolo) depende da sua posicdo no numero. Cada posicao
corresponde a uma ordem, cujos valores normalmente aumentam da direita para a
esquerda. No quadro abaixo, o algarismo 7 da 32 ordem tem valor maior que o

algarismo 7 da segunda ordem.

32 ordem | 22 ordem | 12 ordem

7 7 5

A quantidade que define o valor de cada ordem, ou seja, a partir de quando

colocamos um algarismo na proxima ordem é o que chamamos de base do sistema.



E a quantidade a partir da qual ndo temos mais um novo simbolo para representé-la
mas passamos a repetir os simbolos existentes em novas posi¢des. O que fazemos é
adicionar uma unidade a ordem imediatamente a esquerda (ordem superior) e
recomecar o uso dos algarismos na ordem em que estavamos. Abaixo, podemos ver
um exemplo desta representacdo em base 4, mostrando as quantidades agrupadas
em quadras, a descricdo dos agrupamentos e ao lado, a representacdo explicada,
utilizamos os algarismos 0, 1, 2, 3 e ao chegar na quantidade 4 colocamos o algarismo
1 na ordem imediatamente a esquerda e recomecamos a partir do 0 na primeira

ordem.

Quantidades agrupadas Descricao dos Representacao em
em quadras agrupamentos base 4
0 unidades 0
- 1 unidade 1
H 2 unidades 2
e’ 3 unidades 3
e 1 quadra e 0 unidades 10
H 1 quadra e 1 unidade 11
sols 1 quadra e duas unidades 12
- 1 quadra e 3 unidades 13
HHEH 2 quadras 20
[(HH- "::"::':' 1 quadra de quadras, 3 133
::“:{ s quadras e 3 unidades

O sistema de numeracéo posicional também permitiu, através do numero O,
indicarmos as ordens que nao possuem quantidade, e assim, de maneira simplificada,
podemos representar as poténcias da base de numeracdo utilizando apenas os
algarismos 1 e 0: 10, 100, 1000, 10000, etc.

facilita tanto a representacdo de qualquer niumero quanto a realizacao das operagcdes

O sistema posicional possibilita e

basicas. Mesmo que o sistema tenha apenas 2 algarismos, como € o caso do sistema



de numeracdo binario (em base 2). Ou seja, ndo importa a quantidade de elementos
gue um sistema posicional possua, com ele conseguimos realizar os registros e

operacodes aritméticas para as necessidades da sociedade atual.

3.2. Sistema de numeracéao decimal

O sistema de numeracgao decimal tem este nome pelo fato de sua base ser dez
e ter como simbolos os dez algarismos 0, 1, 2, 3,4,5,6, 7, 8, 9.

E um sistema posicional em que cada ordem tem valor dez vezes maior que a
gue esta imediatamente a sua direita. Portanto, os valores posicionais de uma
determinada ordem na base dez sao obtidos a partir da multiplicacdo do algarismo
pela base, que neste caso é 10, elevada ao valor da ordem subtraido de uma unidade.

O que aprendemos no Ensino Fundamental | sobre o sistema decimal é que
agrupamos seus elementos de 10 em 10, ou seja, a cada 10 unidades temos 1
dezena, a cada 10 dezenas temos uma centena, a cada 10 centenas temos uma
unidade de milhar e assim sucessivamente, desta forma aprendemos e ensinamos o
gue € ordem e valor posicional neste sistema de numeracéao.

Além das ordens, no sistema decimal, a cada 3 ordens temos uma classe,
assim temos as seguintes classes: unidade (unidade, dezena e centena), milhar
(unidade de milhar, dezena de milhar, centena de milhar) e, da mesma forma para as

classes milh&o, bilh&o, trilhdo e etc.
Exemplo 3.2.1 No numero 21.483 temos 3 unidades, 8 dezenas, 4 centenas, 1
unidade de milhar e 2 dezenas de milhar, ou seja, se decompomos este numero

teremos 20.000 + 1.000 + 400+ 80 + 3

Vamos ao segundo exemplo, em que temos uma tabela de distribuicdo

especificando as ordens e classes dos nimeros.

Exemplo 3.2.2




Semelhante ao que temos na base 10 podemos ter em outra base b, tal que b é
naturale b > 1.
3.3 Sistemas de numeracgao de base b

Para construir um sistema de numeracao posicional de base b, em que b é um
namero natural e b > 1, precisamos escolher b simbolos distintos e ordena-los para
que representem as quantidades de 0 até b — 1. E comum que, para bases menores
gue 10, utilizemos os mesmos algarismos do sistema decimal, e, para bases maiores,
passemos a utilizar as letras do nosso alfabeto, com A representando a quantidade
11, B a quantidade 12 e assim sucessivamente. De maneira genérica, podemos dizer
gue na base b os algarismos sdo 0,1,2,...,b—2,b— 1. A partir disso, temos as
ordens formadas deste sistema, sabendo que n&do podemos ter em cada ordem a
guantidade b, ou seja, ao atingirmos a quantidade de elementos b temos uma unidade
da ordem seguinte e voltamos a contar do zero na unidade anterior.

Algumas bases recebem uma nomenclatura especial. A seguir, temos uma

tabela com exemplos de nomes e simbolos comuns das bases mais conhecidas.

Nome Base Algarismos
Binaria 2 0,1

Octal 8 0,1,2,3,4,56,7
Decimal 10 0,1,2,3,4,56,7,8,9

0,1,23,45,6,7,89,A,B

Duodecimal ou dozenal | 12 |0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,C (dek), £ (el)

0,1,2,3,4,56,7,8,9, » #

Hexadecimal 16 0,123,4,5,6,7,89,4,B,C,D,E

Exemplo 3.3.1 A base 2, que chamamos de binéria, s6 possui 2 algarismos, séo eles
Oel.



Exemplo 3.3.2 Temos o nimero 3 na base 4, ao adicionarmos uma unidade a este

namero ficaremos com o nimero 10 na base 4, pois ao fazermos isso chegaremos ao

limite da base que é 4 e devemos passar imediatamente para a ordem posterior e

voltar a contar a ordem inicial do zero.

Base 12 10 5 3 2
Algarismos | {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,A,B} | {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} | {0,1,2,3,4} | {0,1,2} | {0,1}
0 0 0 0 0
1 1 1 1 1
2 2 2 2 10
3 3 3 10 11
4 4 4 11 100
5 5 10 12 101
6 6 11 20 110
7 7 12 21 111
Numeros
8 8 13 22 1000
9 9 14 100 1001
A 10 20 101 1010
B 11 21 102 1011
10 12 22 110 1100
11 13 23 111 1101
12 14 24 112 1110
13 15 30 120 1111




14 16 31 121 | 10000

Como foi dito anteriormente, podemos realizar as mesmas operacfes em
gualquer sistema de valor posicional de base b, em que b é nimero natural e b > 1.
Este fato se da devido a uma aplicacdo do algoritmo da divisdo euclidiana, que tem
como enunciado:

Sejam x € NU {0} e b € N. Entéo, existem unicos q € N U {0} e r € N U {0}, tais
quex=b.q+re0<r<b.

Ademais, o seguinte Teorema 2.3.1, que se da a partir de uma aplicacdo da
divisdo euclidiana, mostra que, se fixarmos um b (natural e maior que 1) como base
do sistema, qualquer numero natural x pode ser representado na base b com uma
representacdo Unica na forma:

x=a%b,+a* L b,_4+--+a'.by+a’ by

Em (CORCHO, OLIVEIRA, 2012) os autores propdem o seguinte teorema:

Teorema 3.3.1 (Bases Numeéricas). Dados a, b €N, com b>1, existem Unicos nimeros

naturais ry,ry,..., 1, taisque 0 <, < b — 1,0 < i < n,e satisfazendo:

a = 1b"+ 1 b" 1+ +1r b+,

A representacao acima € dita representacao de a na base b e usaremos a notacéo

a = (Faln-1--- T170)p,

para fazer referéncia a esta.

Demonstracgio. Apliqguemos sucessivamente a divisdo euclidiana como segue:

a = bqy + 15,79 < b,
qdo = bql + N, < b,



ql = qu + rz,rz < b,

Qj—l = bq] + T}lr] < b;

E assim por diante. Como a > qo > q; > q; > -+ > g1, para algum j = n deveremos
ter que g, —1 < b. Logo, q; = 0 para todo j = n, assim como r; = 0 para todo j =

n + 1. Das igualdades acima, para 1 < j < n, tem-se

a = bqy + 19,
bqy = b*q, + bry,
bqu = b3q2 + bZT'z,

bn_lqn—z = bnqn + bn_lrn—l
b"qn_l = p"*t1Q + b™r,

Efetuando a soma de todas as igualdades em obtemos

a = 1rb"+ 1 b1+ + 1 bl +1y.

A unicidade dos numeros r; vem da unicidade dos restos na divisdo euclidiana. m

Em termos gerais 0 que essa demonstragdo nos informa é que se queremos
escrever um numero a na base b, temos que efetuar a divisdo (com resto) de a por b.
O resto sera o algarismo da primeira ordem, e o quociente serd o novo dividendo.
ApGs a divisdo o0 novo resto sera o algarismo da segunda ordem e 0 quociente é o
proximo dividendo. Prosseguimos assim até que o quociente fique menor que b (ou

equivalentemente, até que o quociente seja zero).



To

Gn—1

n 0

'm—1

a = (fp-1-- "T0)p

Por exemplo, o nUmero 107 na base 6 se escreve como (255), pois

107 = (255)¢ = 2.6°+ 5.6 + 5

Desta forma, podemos concluir que qualquer numero natural x pode ser

representado na base b com uma representacdo Unica.



4. Operacdes fundamentais em uma base qualquer

Agora que ja vimos sobre os sistemas de numeragdo, vamos abordar os
algoritmos criados para as operacdes fundamentais em qualquer base b, tal que b é
naturale b > 1, do sistema de numeracéo posicional, ou seja, veremos os algoritmos
da adicao, subtracdo, multiplicacdo e diviséo.

Esta abordagem e visualizacdo dos algoritmos e do modo de realizacdo das
operacdes nos mostrara a comparacao entre a realizacao das operacdes através dos
algoritmos e através da Escala de Cuisenaire, exibindo a facilidade que o segundo

método nos traz tanto no ensino quanto na aprendizagem.

4.1 Adicéo

Vamos considerar os numeros x e y, com x e y € N e ambos escritos na mesma

base b, tal que b é naturale b > 1.

X=X, b+ x5 1. D"+ -+ x1. b + x4. b

Y=Y b™ + Vi1 D™ 4 -+ 9 b + y4. B

Agora, vamos adotar, sem perda de generalidade, que n > m, portanto havera
dentro do x poténcias com expoente m. Para facilitar nossa compreensédo, vamos
escrever as poténcias maiores que m, até a poténcia n no y, de forma que seus
coeficientes sejam zero para nao alterar o valor de y. E, vamos escrever o x com as
poténcias de m e m — 1 aparentes.

Assim temos:

X=X b+ Xy 1. DV b x g D™ X D A Xy D™+ o+ X0 B + X DO

y=0.b"+0.0""14 -4+ 0™ +y D™+ 7y, 1. b+ 4y bl + y,.b°

Depois disso, podemos somar esses dois numeros, somando 0s termos que
multiplicam a mesma poténcia da base, ou seja, 0s termos que possuem a mesma
ordem e colocando esta poténcia em evidéncia.

Logo, ficamos com:



x+y=(,+0)b"+ (xp_1 +0).b" 1+ + (xpy + V). b™ + (X1 + Yim—1)-b™ 1

+ 4 (x1 +y1). b+ (x0 + y5). b

X+Y=x.b"+x5_1. D"+ o+ (o + Vi) D™ + (et + Y1) D™+ -+ (2

+ y1).bt + (xg + o). b°

Logo, escrevendo na forma de numeral teremos:

X+Y=xpXn_1 o Xy + Ym) Xm—1 + Ym—1) - (X1 + ¥1) (X0 + ¥o)

Exemplo 4.1.1.

24532 + 2456 = (2.10* + 4.10% + 5.10% + 3.10% + 2.10°) + (2.103 + 4.10% +
5.10! + 6.10°)

= (2.10%) + [(4 +2).103] + [(5 + 4).10%] + [(3 + 5).101] + [(2 + 6).10°]

= (2.10%) + (6.10%) + (9.10%) + (8.10") + (8.10°) = 26988

(1010), + (101), = (1.23 + 0.22 + 1.2* + 0.2°) + (1.2%2 + 0.2 + 1.2°)
= (1.23) + [(0 + 1).22] + [(1 + 0).21] + [(0 + 1).2°]
= (1.23) + (1.2%) + (1.2Y) + (1.2°) = (1111),

(2331)5 + (2102)5 = (2.5% + 3.52 + 3.51 + 1.5%) + (2.53 + 1.52 + 0.5 + 2.59)
=[(2 +2).5%] + [(3 + 1).52] + [(3 + 0).5] + [(1 + 2).5°]
= (4.5%) + (4.52) + (3.5)) + (3.5%) = (4433);

Todavia, pode acontecer de a soma de dois termos dar um valor maior ou igual

ao valor da base, ou seja, x; + y; = b , assim, deveremos escrever x; +y; = b + k,

onde k € N e k < b. Desta forma, ficaremos com k na poténcia b' e acrescentamos

uma unidade na ordem seguinte, ou seja, no coeficiente de bi*'. Isso se da pelo fato

de termos:

(x; +v))-b* = (b + k).b* = b.b" + k.b" = b1 + k.b' = 1.b"*! + k. b!

Exemplo 4.1.2.

35459 + 1322 = (3.10* + 5.10% + 4.10% + 5.10% + 9.10°) + (1.103 + 3.10% +
2.101 + 2.10%)

= (3.10%) + [(5 + 1).103] + [(4 + 3).102] + [(5 + 2).10%] + [(9 + 2).10°)]

= (3.10%) + (6.10%) + (7.10%) + (7.10%) + (11.10°)

= (3.10%) + (6.10%) + (7.10%) + (7.10) + [(10.10°) + (1.109)]



= (3.10%) + (6.10%) + (7.102) + (7.10%) + [(1.101) + (1.10%)]
= (3.10%) + (6.10%) + (7.10%) + [(7.10%) + (1.101)] + (1.10°)
= (3.10%) + (6.10%) + (7.10%) + (8.10%) + (1.10°) = 36781

o (1435)¢ + (2013)4 = (1.63 + 4.6 + 3.6! + 5.6°) + (2.6% + 0.6% + 1.6! + 3.6°)
=[(1+2).63]+[(4+0).62]+[(3+ 1).6'] + [(5+ 3).6°]
= (3.63) + (4.62) + (4.6)) + (8.6
= (3.63) + (4.62) + (4.61) + [(6.6°) + (2.6")]
= (3.6%) + (4.6%) + (4.6 + [(1.61) + (2.69)]
= (3.6%) + (4.6%) + [(4.6Y) + (1.61)] + (2.6%)
= (3.6%) + (4.6%) + [(4 + 1).6'] + (2.6%)
= (3.6%) + (4.6%) + (5.61) + (2.6%) = (3452)¢

e (11011),+(1101), = (1.2* + 1.23 + 0.22 + 1.27 + 1.2°) + (1.2%3 + 1.22 + 0.2" +
1.29)
=12+ [1+ D.23]+[(0+ 1).22] + (1 + 0).21] + [(1 + 1).2°]
= (1.2 + (2.23) + (1.2 + (1.2H) + (2.29
= (1.2%) + (2.2%) + (1.2%) + (1.21) + [(2.2°) + (0.29)]
= (1.2% + (2.23) + (1.22) + (1.21) + [(1.21) 4 (0.29)]
= (1.2% + (2.23) + (1.23) + [(1.2YH) + (1.2H] + (0.29
= (1.2 + (2.23) + (1.23) + [(1 + 1).21]1 + (0.29)
= (1.2% + (2.2%) + (1.2%) + (2.2 + (0.29
= (1.2% + (2.2%) + (1.23) + (2.2 + (0.29
= (1.2%) + (2.2%) + (1.22) + [(2.2Y) + (0.21)] + (0.2%)
= (1.2% + (2.23) + (1.23) + [(1.2%) + (0.21)] + (0.29)
= (1.2%) + (2.23) + [(1.2%) + (1.2H)] + (0.21) + (0.29)
= (1.2%) + (2.2%) + [(1 + 1).22] + (0.21) + (0.29)
= (1.2%) + (2.23) + (2.2%) + (0.21) + (0.29)
= (1.2%) + (2.2%) + [(2.2%) + (0.2%)] + (0.21) + (0.29)
= (1.2%) + (2.2%) + [(1.23) + (0.2%)] + (0.21) + (0.2%)
= (1.2%) + [(2.2%) + (1.2®)] + (0.2%) + (0.21) + (0.29)
= (1.2% + [(2 + 1).23] + (0.2%) + (0.21) + (0.29)
= (1.2% + (3.2%) + (0.2%) + (0.21) + (0.29



= (1.2%) + [(2.2%) + (1.23)] + (0.22) + (0.21) + (0.29)

= (1.2% + [(1.2%) + (1.23)] + (0.2%) + (0.21) + (0.2%)

= [(1.2%) + (1.29)] + (1.23) + (0.2%) + (0.21) + (0.29)

= [(1+ 1).2%] + (1.23) + (0.2%) + (0.21) + (0.29)

= (2.2% + (1.2%) + (0.2%) + (0.21) + (0.29

= [(2.2%) + (0.2H] + (1.23) + (0.22) + (0.21) + (0.29)

= [(1.2%) + (0.2H)] + (1.23) + (0.2%) + (0.21) + (0.29)

= (1.25) + (0.2%) + (1.23) + (0.2%) + (0.21) + (0.2°) = (101000),

Podemos observar que a resolucao a partir do algoritmo fica muito extensa, por
isso, foi criado um algoritmo mais compacto que utiliza apenas os numerais na hora
da adicéo, armando um numeral embaixo do outro, com cada algarismo respeitando
suas respectivas ordens. E, quando o valor da base for atingido, subimos 1 unidade
para somarmos na proxima ordem e deixamos como resultado da ordem a diferenca

do valor encontrado e o valor da base.

Exemplo 4.1.3.
e 2389+ 153
2131809
+ L 5 3
2 5 4 2
o (1231),+ (1322),
(1 *23 1),
+ (1 322),
(3 2 130,
e (354), + (253),
('3 '5 4),
+ (2 53)

(6 40);



Assim, vemos que solucédo a partir do primeiro algoritmo fica muito extensa,
enguanto pelo algoritmo mais compacto fica menor, porém o aluno precisa ter atencéo
nas transformacoes, 0 que veremos que se torna mais pratico utilizando a Escala de

Cuisenaire.

4.2. Subtracao
Para realizar a operacao de subtracéo, ja vamos adotar o x e y que adaptamos
na adicao, ou seja, 0 que temos os coeficientes zero no y e os termos de ordem m e

m — 1 aparentes no x. Portanto, sdo os numeros abaixo.

X =Xp. b+ Xy 1. BV o 1 B 4+ X D™+ Xy D™+ o+ X bY + x. BO

y=0.b"+0.b""1+ -+ 0.b™1 +y b+ y,_1.b™ 1+ -+ y,. b +y,.b°

Analogamente ao que fizemos na adigao, vamos fazer na subtra¢do. Portanto,
vamos subtrair 0s termos que possuem mesma ordem e colocar a poténcia da base
em evidéncia.

Desse modo, temos entao:

x—y=(x,—0).b"+ (xp_1 —0). D" 1+ + (X — V)- b™ + (X1 — Ym—1)-b™ 1
+ o4 (2 = y1)- bt + (%9 — ¥0)-b°

X—Y =% b+ Xy 1. D"+ o+ (o — Vi) D™ + (et — Y1) - D™+ -+ (2
—y1)-b' + (xo — ¥o)-b°

Logo, escrevendo na forma de numeral teremos:

X =Y =XnXn—q1 e (Xm — Ym) Xm-1 — Ym-1) - (X1 — ¥1) (X0 — Yo)

Exemplo 4.2.1.
e 13895 — 1543 = (1.10* + 3.103 + 9.10% + 7.10* + 5.10°) — (1.103 + 5.10% +
4.10* + 3.10°)
= (1.10%) + [(3 = 1).103] + [(8 — 5).10%] + [(9 — 4).10'] + [(5 — 3).10°]
= (1.10%) + (2.10%) 4 (3.10%) + (5.10%) + (2.10°) = 12352



e (4322)s —(2301)5 = (4.53 +3.5%2 + 2.5 + 2.5%) — (2.53 + 3.52 + 0.5 + 1.59)
= [(4 —2).5%] + [(3 — 3).5%] + [(2 — 0).5'] + [(2 — 1).59]
= (2.5%) + (0.5%) + (2.5Y) + (1.5%) = (2021)¢

o (6457)g — (425)g = (6.8% + 4.82 + 5.8 + 7.8%) — (4.82 + 2.8! + 5.80)
= (6.8%) + [(4 — 4).8%] + [(5 — 2).8'] + [(7 — 5).8°]
= (6.8%) + (0.8%) + (3.81) + (2.8°) = (6032),

Todavia, pode ocorrer que a subtracédo de dois termos dar um valor menor que
zero, ou seja, x; +y; < 0, assim, deveremos retirar uma unidade da ordem posterior,
qgue é aordem i + 1 e adicionar a ordem i. Ndo podemos esquecer que este valor que
vamos adicionar na ordem i € o valor da prépria base b. Mostramos isso através de:

1.b*1 = b. b

Este é o famoso “pedir emprestado”.

Exemplo 4.2.2.

e 24683 — 3458 = (2.10* + 4.10% + 6.102 + 8.10' + 3.10°) — (3 + 4.10% +
5.10 + 8.10°)

= (2.10%) + [(4 — 3).10%] + [(6 — 4).102] + [(8 — 5).10"] + [(3 — 8).10°]
= (2.10%) + (1.10%) + (2.102) + (3.10%) + (=5.10°)

= (2.10%) + (1.10%) + (2.102) + (2.10%) + [10.10° + (=5.10%)]

= (2.10%) + (1.10%) + (2.102) + (2.10) + [(10 — 5).10°]

= (2.10%) + (1.10%) + (2.10%) + (2.101) + (5.10°) = 21225

o (3412)¢ + (3205) = (3.6% + 4.62 + 1.6 + 2.6°) — (3.6% + 2.6% + 0.6! + 5.6°)
= [(3 = 3).6%] + [(4 — 2).62] + [(1 — 0).61] + [(2 — 5).6°]
= (0.6%) + (2.62) + (1.6 + (—3.6%)

= (2.62) + (0.61) + [6.6° + (—3.6%)]



= (2.6%) + (0.101) + [(6 — 3).6°]

= (2.6%) + (0.10%) + (3.6°) = (203),

o (1001), — (110), = (1.23 + 0.22 + 0.2" + 1.2°) — (1.22 + 1.2' + 0.2°)
= (1.23) + [(0 — 1).22] + [(0 — 1).21] + [(1 — 0).2°]
= (1.2%3) + (=1.2%) + (=1.21) + (1.2%)
= (0.23) + [(2.2%) + (-1.2H)] + (-1.2H) + (1.29)
=[(2 — 1).22)] + (—1.2Y) + (1.29)
= (1.2%) + (-1.21 + (1.29
= (0.2%) + [(2.2Y) + (=1.2D)] + (1.29)
=[(2 — 1).21)] + (1.2%)
= (1.25 + (1.2%) = (11),

Assim como na adi¢do, podemos observar que a resolucédo a partir do algoritmo
fica muito extensa, logo, também foi criado um algoritmo mais compacto que utiliza
apenas 0s numerais, armando um numeral embaixo do outro, com cada algarismo
respeitando suas respectivas ordens. E, quando o valor do algarismo da linha de cima
for menor que o valor do que o algarismo da linha debaixo, pegamos 1 unidade da
ordem posterior e adicionamos aguela ordem, de forma que ao passar para outra

ordem adicionamos nela o valor da base.

Exemplo 4.2.3.
e 3485 — 236
3 47815
= 2 3 6
3 2 2 9

e (2312), — (1322),



(3 "\‘s\sx 2)4
(A B 202)
(0 3 30),

o (526);7 — (345)7

(*5.7°2. 6)7
(3 45),
(1 51);

Assim, vemos que solucao a partir do primeiro algoritmo fica muito extensa,
enguanto pelo algoritmo mais compacto fica menor, porém o aluno precisa ter atencéo
nas transformacgdes, 0 que veremos que se torna mais pratico utilizando a Escala de

Cuisenaire.

4.3. Multiplicacao

Sabemos que multiplicar nada mais é que somar varias vezes a mesma
parcela, logo, a multiplicacéo sera bem parecida com a adi¢ao, visto que é um caso

particular da mesma.

Para realizar a operacao multiplicacdo, vamos adotar o x e y iniciais, porém
vamos agrupa-los mais, escrevendo de forma que apenas o termo de maior grau e o

de menor grau aparecam. Portanto, teremos 0s himeros abaixo.
X = Xp. b™ + -+ x0. b°
Y = Ym-b™ 4+ yo.b°

A multiplicacao é feita como a multiplicacéo de polinémios fazendo a distributiva

dos termos.
Assim, temos:
Xy =(Xp b+ -+ x0.5°) X (Y. B™ + -+ + ¥5.5°)
Fazendo a distributiva:
Xy = (e Yo DT™) 4 o+ (0. V0. D) + - + (x0- Y- BOT™) + (x0. Y. BO10)

Xy = (n. Vi BT + -+ (0. V0. B™) + -+ + (X0, Vi B™) + (X0. V0. b°)



Portanto, podemos afirmar que no resultado deste produto teremos n + m

termos.

Além disso, analogamente ao que temos na adi¢do, se a multiplicacdo de dois
termos der um valor maior ou igual ao valor da base, ou seja, x; + y; = b , assim,
deveremos escrever x; +y; = b+ k, onde k € N. Se k < b colocamos k na poténcia
b' e acrescentamos uma unidade na ordem seguinte, mas se k > b faremos a divisdo
de k por b, 0 quociente desta divisdo sera somado na préxima ordem, ou seja, a de
poténcia b**! e seu resto ficara na resposta da ordem que estavamos utilizando, ou

seja, b'.
Exemplo 4.3.1.
e 41523 = (4.102 +1.10* + 5.10°) - (2.10* + 3.10°)

= (4-2.102*1) 4 (4 - 3.102%%) 4 (1- 2.10%+1) + (1-3.101*0) + (5 - 2.109*1) + (5 -
3.10°%9)

= (8.10%) + (12.10%) + (2.102) + (3.10%) + (10.10%) + (15.10°)

= (8.10%) + [(10.10%) + (2.10%) + (2.102)] + [(3.10%) + (10.10Y)] + [(10.10°) +
(5.10%)]

= [(8.10%) + (1.10®)] + [(2.10%) + (2.10%) + (1.10%)] + [(3.10Y) + (1.10")] + (5.10°)
=[(8+ 1).103]+[(2 + 2 + 1).10%] + [(3 + 1)]. 10] + (15.10°)

(9.10%)+(5.10%) + (4.10%) + (5.10°) = 9545

o (211);-(12)3 = (2.3 + 1.3 + 1.3%) - (1.3' + 2.39)
= (2-1.32%1)(2-2.32%0) + (1- 1.3M*1) + (1 - 2.31F0) + (1 - 1.3%F1) + (1 - 2.30+9)
=(2.3%) + (4.3%) + (1.3) + (2.3YH) + (1.31) + (2.39
=(2.3%) + [(4.3%) + (1.39)] + [(2.3Y) + (1.3H)] + (2.39
= (2.33) + [(4.3%) + (1.3)] + (3.31) + (2.39)
=(2.3%) + [(4.3%) + (1.3%) + (1.39)] + (0.31) + (2.39)

=(2.33)+[(4+1+1).3%]+ (031 + (2.39



= (2.3%) + (6.3%) + (0.31) + (2.3%)
= (2.3%) 4 [(2.3.32) + (0.3%) + (0.31) + (2.39)
= [(2.3%) + (2.33)] + (0.3%) + (0.3}) + (2.39)
= (4.3%) + (0.3%) + (0.3') + (2.39)
= [(3.3%) + (1.3%)] + (0.32) + (0.31) + (2.3

(1.3%) + (1.3%) + (0.32) + (0.31) + (2.3%) = (11002);

o (1234)s-(3)s = (1.5% + 2.52 + 3.5 + 4.5%) - (3.59)
= (1-3.53%%)(2-3.52%%) + (3 - 3.51*9) + (4 - 3.5°%0)
= (3.53) + (6.5%) + (9.51) + (12.59)
= (3.5%) + (6.5 + (9.5!) + [(2.5.5%) + (2.59)]
= (3.53) + (6.5%) + [(9.51) + (2.5Y)] + (2.5%
= (3.53) + (6.5) + [(9 + 2).5] + (2.5%)
= (3.5%) + (6.5%) + (11.5) + (2.5°)
= (3.53) + (6.5%) + [(2.5.5) + (1.51)] + (2.5%)
= (3.5%) + [(6.5%) + (2.52)] + (1.5Y) + (2.59)
= (3.5%) + [(6 + 2).52] + (1.5Y) + (2.5°)
= (3.53) + (8.5%) + (1.5%) + (2.59)
= (3.5%) + [(5.5%) + (3.52)] + (1.5Y) + (2.5%)
= [(3.5%) + (1.5%)] + (3.5%) + (1.5%) + (2.5%)
=[(3 + 1).53] + (3.52) + (1.5%) + (2.5
= (4.53) + (3.5%) + (1.5) + (2.5%) = (4312);

Assim como vimos na adi¢do e subtracdo, também foi criado um modo mais

rapido de realizar a multiplicacéo.



Este modo consiste em escrevermos um numero embaixo do outro, onde o de
cima chamaremos de multiplicando e o debaixo de multiplicador. Multiplicaremos o
namero debaixo por cada termo do de cima, caso tenhamos dois ou mais algarismos
no multiplicador deveremos multiplicar cada um deles apds o término do anterior,
sempre comecando numa nova linha toda vez que mudarmos o algarismo do
multiplicador. Deveremos comecar sempre da direita para a esquerda. Além disso,
para cada algarismo além do primeiro no multiplicador, antes de multiplicarmos
deveremos deixar 0 espa¢o de uma ordem vazia ou preenche-la com o algarismo zero.
Isto se da pelo fato de cada algarismo superior ao primeiro ter base b'*!, logo ao
realizarmos a multiplicagdo automaticamente este algarismo passara para ordem

seguinte, por isso a primeira casa fica vazia.
Apos isso devemos somar os resultados

Exemplo 4.3.2.
e 2389-25

+
O =
O [N =
~N |~ O
N (0 >
o

* (213)4 (24

(2'3'1);

X (2)4
(1122),

* (354);-(11)7

(35 4),;

X (11),
(*3 5 4);

+ (*3 54 0),
(4 224),

Assim, vemos que solucédo a partir do primeiro algoritmo fica muito extensa,

enquanto pelo algoritmo mais compacto fica menor, porém o aluno precisa ter atencéo



nas transformagdes, 0 que veremos que se torna mais pratico utilizando a Escala de

Cuisenaire.

4.4. Divisao

Segundo Paterlini (2012), ha pelo menos duas interpretacdes possiveis para a
divisdo entre nimeros naturais: reparticdo e comparagdo. Assim, podemos enxergar

a diviséo de D por d, sendo D > d de duas maneiras distintas.

Primeiramente, usando a interpretacdo de reparticdo, teremos que separar D
objetos em d grupos, de forma que essas quantidades sejam iguais. Fazendo a
distribuicdo de uma unidade para cada grupo teremos D —d objetos a serem
distribuidos, logo, faremos novamente a mesma distribuicdo, desta forma teremos
(D —d) —d, que é D — 2d, portanto fazendo isto de forma sucessiva D —d, D — 2d,
D — 3d, ... e pararemos quando a quantidade de objetos for menor que d, ou seja, nao
tivermos mais objetos para distribuir em todos os grupos. Entdo, o conceito de
reparticdo nada mais é que realizarmos subtracdes sucessivas e quantificarmos essas
sucessoes, a esta quantidade chamamos de quociente (g), e a quantidade que sobrou
ao pararmos essas subtracdes chamamos de resto (r). Assim sendo, temos r = D —

d.q,oquenosdaD =d.q+r.

Exemplo 4.4.1 46 ~ 7

46 —7 =39
39-7=32
32—-7=25
25—-7=18
18—-7=11
11-7=4

Ja na interpretacdo da divisdo como comparagao vamos comparar o divisor e
o dividendo, usando o dividendo como uma espécie de unidade de medida.
Precisamos quantificar quantas vezes um numero esta dentro do outro, ou seja,
quantas vezes o dividendo “cabe” dentro do divisor. Essa quantidade de vezes
chamamos de quociente (gq) e a sobra é o que chamamos de resto (r). Novamente

temos,r =D —d.q,oquenosdaD =d.q+r.

Exemplo 4.4.2 23 +5



Quantas vezes 0 5 “cabe” no 23? Temos que 5-4 = 20 , portanto o 5 “cabe”
no 23, 4 vezes, logo nosso quociente é 4. Fazendo a subtracdo teremos: 23 — 20 = 3,

portanto nosso resto é 3.

Ambas as interpretacfes levaram a igualdade D = d.q + r que conhecemos
atualmente como Algoritmo da Diviséo Euclidiana. Como sao dois processos distintos,
poderiam levar a resultados distintos, em principio. Este ndo € o caso, pois, se
considerarmos o fato de que 0 <r <d, o Teorema 4.4.1 abaixo, garante que q e r

sSao unicamente determinados.

Teorema 4.4.1 (Algoritmo da Divisdo Euclidiana) Sejam dados dois nUmeros naturais
a e b, coma > 0 e b qualquer. Existem dois niUmeros naturais g e r, unicamente

determinados, tais que
b=aq+ r,com0 <r < a.
Demonstragéo:

Queremos comparar 0 numero natural b com os multiplos do nimero a. Para isto,
considere todos os intervalos da forma [na,(n + 1)a), para n um numero natural

gualquer. Isto nos da uma particdo de N, ou seja,
N = [0,a) U [a,2a) U [2a,3a) U---U [na,(n + 1)a) U---

e os intervalos acima sao dois a dois sem elementos em comum. Portanto, o nimero
b estard em um e apenas um dos intervalos acima. Digamos que b pertenca ao

intervalo
[qa, (¢ + 1) @).
Logo, existem dois numeros naturais q e r, unicamente determinados, tais que
b=aq+ r,com0<r < a.
Exemplo 4.4.3.
e 2285

Temos que o algarismo de maior ordem 2 € menor que o divisor 5. Isto significa

gue o quociente nao tera algarismo na ordem das centenas. Entdo, vamos para ordem

das dezenas: em 228 ha 22 dezenas, portanto utilizamos o 22 e dividimo-o por 5.

Como 5-4 = 20, colocamos 4 no quociente (representando 4 dezenas) e fazemos a



subtracdo de 22 — 20, o que nos resta 2. Ou seja, 0 5 cabe 4 dezenas de vezes em

220 e restam e sobram 2 dezenas.

Vamos para a ordem inferior somando as 20 dezenas restantes com o 8 da
ordem inferior ficando com: 20 + 8 = 28 unidades, assim temos 28. Como 55 = 25,
colocamos 05 (unidades) no quociente a direita do 4 que j4 haviamos colocado, e
fazendo a subtracdo 28 — 25, temos como resto o 3. Portanto, temos que na divisdo

228 + 5 0 quociente é 45 e o resto € 3.

o (312)4+(2)4

Temos que o algarismo de maior ordem (3), € maior que o divisor (2),, portanto
podemos efetuar a divisdo, isto é, no quociente havera algarismo ndo nulo na 32
ordem. Como (1), - (2)4 = (2)4, colocamos (1), no quociente e fazemos a subtracéo
(3)s — (2), = (1), . (Que é a maneira simplificada de representar (300), — (200), =
(100)4).

Vamos para a ordem inferior adicionando o algarismo dela ao que nos restou,
que foi (1), na ordem imediatamente superior, portanto multiplicamos este (1), com
a base que é 4, (1), - (10), = (10), , somando com o (1), da ordem inferior teremos
(10)4 + (1), = (11)4, assim temos (11),. Como (2), - (2), = (10), , colocamos o (2),

no quociente a direita do (1), e fazemos a subtracéo (11), — (10), = (1),.

Novamente, vamos para ordem inferior adicionando seu algarismo ao que nos
restou, que foi (1), na ordem imediatamente superior, portanto multiplicamos este (1),
com a base que € 4, logo (1), - (10), = (10), , somando com o (2), da ordem inferior
teremos (10), + (2), = (12),, assim temos(12),. Como (3),-(2), = (12), ,
colocamos o (3), no quociente a direita do (2), e fazemos a subtragdo (12), —
(12)4 = (0)4.

Portanto, temos que na divisdo (312), + (2), 0 quociente é (123), e o resto €
(0)4.

o (1432)5 + (3)s

Temos que o algarismo de maior ordem é (1) € menor que o divisor (3)s, entdo

ndo havera no quociente algarismos na quarta ordem, dai vamos para a terceira



ordem e utilizamos o (14)s. Como (3)5 X (3)s = (14)5, colocamos (3)s no quociente

e fazemos a subtragéo (14)s; — (14)s = (0)s .

Vamos para a ordem inferior, como o0 que nos restou, foi (0)s utilizamos apenas
o algarismo da ordem inferior, que é (3)s. Como (1)s - (3)s = (3)s , colocamos o (1)s

no quociente a direita do (3)s e fazemos a subtracéo (3)s — (3)s = (0)s.

Novamente, vamos para ordem inferior e nosso resto novamente foi (0)s,
portanto utilizamos apenas o algarismo da ordem inferior, que € (2)s. Como (0)s -

(3)s = (0)s, colocamos o (0)s; no quociente a direita do (1)s e fazemos a subtragéo
(2)s = (0)5s = (2)s.
Portanto, temos que na divisédo (1432)s + (3)5 0 quociente é (310)s e o resto €

(2)s.

Diferente de como vimos nas outras operacfes nesta operacdo o método visual

nada mais € do que reproduzir o raciocinio ja descrito, porém com a divisdo armada.

Este modo consiste em escrever o dividendo a esquerda e o divisor a direita,

abaixo do divisor vai o quociente e o resto vai abaixo do dividendo.

D | d
ro|4q

Utilizamos o primeiro algarismo do dividendo a esquerda se ele for maior que o
divisor, sendo utilizamos os dois primeiros algarismos e repetimos a mesma
comparacao, se este novo numero é maior que o divisor e s6 paramos de acrescentar
os algarismos quando for. Agora, deveremos analisar qual nUmero que ao ser
multiplicado pelo divisor tem o resultado igual ou préximo ao valor que estamos
utilizando do dividendo, assim colocamos esse nimero no quociente e subtraimos o
seu produto com o divisor do niUmero que estamos utilizando do dividendo. Deveremos
fazer desta forma até que o ultimo algarismo do dividendo sendo utilizado, assim o
valor que sobrar da subtrac&o do ultimo nimero do dividendo com o produto do ultimo

algarismo do quociente com o divisor é o resto.

Exemplo 4.4.4.
o 228-=+5



228 5
-20 45
28
_ 25
3

o (312)4 + (2)4

(312)4 | (2
s | (123),
(11)4
—(10),4

(12)4
—(12)4
(0)s

e (1432)5 +(3)s

(1432), | (3)s
—(14), —{31&)5
(03)s
-3,
(02)s
- (2

(2)s

Assim, vemos que solugéo a partir do primeiro algoritmo fica muito extensa,
enquanto pelo algoritmo mais compacto fica menor, porém o aluno precisa ter atencéo

nas transformacdes, o que veremos que se torna mais pratico utilizando a Escala de

Cuisenaire.



5. Operacdes em bases nao decimais com a Escala de Cuisenaire

O objetivo deste capitulo é apresentar uma proposta de utilizacdo da Escala de
Cuisenaire como ferramenta de apoio ao ensino e a aprendizagem da representacao
dos numeros e das quatro operagbes em bases ndo decimais. Pela natureza da
proposta, ela pode tanto ser aplicada diretamente com os estudantes da educacéo
basica para o ensino deste conteudo, quanto ser trabalhada em cursos de formacao

(inicial ou continuada) de formacéo de professores que ensinam matematica.

A proposta busca estar fundamentada na ideia da construgéo de significados
para cada uma das etapas realizadas nos algoritmos de cada operagéo, em oposi¢cao

a memorizacao pura e simples da sequéncia de procedimentos.

Como o objetivo de deixar o processo mais claro, realizaremos aqui no texto
primeiramente exemplos com a base decimal, assim fazendo uma anamnese para
compreensao e construcdo dos fundamentos necessérios, para depois passarmos
para as bases ndo decimais ja com o0s conceitos construidos, o que facilitara a
reproducédo do fundamento. Sugerimos que ao aplicar as atividades com alunos da
educacao béasica que ja conhecem os algoritmos o mesmo seja feito. Ademais, para
uma melhor explicacdo, parte deste capitulo sera desenvolvido através de videos

explicativos da resolugéo dos exemplos propostos.

Uma importante observacdo € que: para que possamos realizar essas
operacdes da maneira proposta os nimeros deverao estar representados na mesma
base numérica. Por conta disso, e como ndo € o intuito da proposta trabalhar a
operacdo de mudanca de bases numéricas, nossos exemplos serdo sempre com
operagOes entre numeros representados em uma mesma base. Outro ponto a ser
destacado é que como as barras da Escala de Cuisenaire somente vao até 10, as

bases que vamos utilizar nos exemplos serdo todas menores que 10.

A primeira etapa de todas as operacfes é sempre dispor os nimeros na Escala

e apos isso armarmos de acordo com cada uma das operacoes.
5.1 Adicéo

Na adicdo, dispomos as barras uma embaixo da outra separadas pelas ordens

das classes de cada parcela. Assim como na figura abaixo.
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Figura 3: Adicdo 341 + 234
Fonte: Acervo da autora

Apos isso, faremos a adicdo de cada ordem separadamente (assim como
fazemos com nimeros), para isso unimos as barras de cada ordem e verificamos qual
a barra equivale aguela medida, usando a barra com o tamanho da base como régua
para 0s casos em que a soma ultrapasse o valor da base. Cada vez que isso
acontecer, devemos substituir a régua da base em uma dada ordem pela peca de
tamanho 1 na ordem seguinte.
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Figura 4: Adicao em mdltiplas bases
Fonte: Acervo da autora

E importante para o aluno a visualizacdo de que o famoso “vai um” é porque
apareceu uma régua da respectiva base, este método € importante na construcao dos
significados dentro algoritmo.

Vamos aos exemplos, que serdo resolvidos em video e o link disponibilizado
logo abaixo.

Exemplo 5.1.1 137 + 48



3%ordem

2°ordem

3
1 =

1%ordem

Figura 5: Adicdo 137 + 48
Fonte: Acervo da autora

Explicagcéo disponivel no link: https://youtu.be/-MAOWAVICss

Exemplo 5.1.2 (341)5 + (234)5

3% ordem

_|_

®

2% ordem

1% ordem

Figura 6: Adicdo (341)s + (234);s
Fonte: Acervo da autora

Explicacdo disponivel no link: https://youtu.be/VQaWyyYdOSk

Exemplo 5.1.3 (1001), + (111),

4%ordem

3%ordem

2°ordem

1°ordem



https://youtu.be/-MA0wAv9Css
https://youtu.be/VQaWyyYdOSk

Figura 7: Adicdo (1001), + (111),
Fonte: Acervo da autora

Explicacdo disponivel no link: https://youtu.be/M-4E__ 2gMTU

Desta forma, verificamos como a operacao se torna mais pratica utilizando a

Escala de Cuisenaire.

5.2 Subtracao

Na subtracéo as barras sédo dispostas como na adicdo, mas devemos separar

esta operacao em dois casos.

[) 1° caso — quando na ordem tivermos um numero no minuendo maior que no

subtraendo

Neste caso, colocamos uma barra em cima da outra e verificamos qual das
barras de que temos de 1 a 10 encaixa no pedaco que falta, a barra que foi encaixada

€ a resposta daquela ordem.

Aplicando assim o conceito de diferenga ou “o que falta no nimero menor para

chegar ao numero maior”.

Exemplo 5.2.1(364), — (253),

(364), - (253),

[ [ ] .
3%rdem 2%ordem 1%ordem

Figura 8: Subtracéo (364), — (253),
Fonte: Acervo da autora
Explicac&o disponivel no link: https://youtu.be/yxiLItOpRES8

[I) 2° caso - quando na ordem tivermos um numero no minuendo menor que no

subtraendo


https://youtu.be/M-4E__2gMTU
https://youtu.be/yxiLItOpRE8

Neste caso, primeiro deveremos trocar a barra da préxima ordem por uma que
tenha valor uma unidade a menos e ao trazer para ordem em que estamos devemos
adicionar uma régua da base. Este método é o famoso “pegar um emprestado”, porém
nao podemos esquecer que este um emprestado significa uma vez o valor da base na

ordem anterior, por isso, 0 “um” emprestado se transforma na régua da base.

Apos isto, temos novamente o 1° caso e basta repetir como realizamos a

operacao naquele exemplo.

Este método facilita a construcéo dos significados do algoritmo da subtragéo,
desconstruindo o fato de que devemos apenas colocar o numero 1 na frente do
namero da ordem anterior e compreendendo que este fato se da pois, na base
decimal, foi somado 10 unidades ao valor que ja tinhamos e, a partir desta
compreensao com a base decimal, facilita na resolucdo de outras bases utilizando o

mesmo raciocinio.

Exemplo 5.2.2 45 - 29

®
2%ordem 1%ordem

Figura 9: Subtracéo 45 — 29
Fonte: Acervo da autora

Explicacdo disponivel no link: https://youtu.be/hVP1Iz6ghkc

Exemplo 5.2.3 (210); — (112);


https://youtu.be/hVP1Iz6qhkc

L ] L ]
3*ordem 2%ordem 1%ordem

Figura 10: Subtracdo (210); — (112)4
Fonte: Acervo da autora

Explicacéo disponivel no link: https://youtu.be/zAVggoxd4Xs

Desta forma, verificamos como a operagcdo se torna mais pratica utilizando a

Escala de Cuisenaire.

5.3 Multiplicacéao

O processo da multiplicacdo envolve e remete o0 processo que utilizamos na
adigdo, com o conceito de verificarmos a medida do resultado através da equivaléncia

com a barra da base.

Porém, antes disso, devemos novamente separar oS ndmeros em suas
respectivas ordens e efetuar o processo de multiplicagcdo de cada ordem, repetindo a
barra do multiplicando de acordo com o namero do multiplicador. ApGs isto, néo
podemos esquecer de que antes de colocarmos os valores na resposta da sua
respectiva ordem, devemos primeiro realizar 0 mesmo processo citado da adi¢ao, que
é verificar a medida do resultado daquela ordem em equivaléncia com a régua da
base. Aqui pode ser que seja necessario usar mais de uma vez a régua da base, e a
regra neste caso € usar 0 maior numero possivel de réguas da base, para entédo
determinar o “resto”. O valor que sera acrescentado na proxima ordem € o total de

vezes que a régua da base foi utilizada.


https://youtu.be/zAVggoxd4Xs
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Figura 11: Multiplicagdo em multiplas bases
Fonte: Acervo da autora

Utilizar um processo similar ao da adicdo nos remete que a multiplicacdo é a
adicao de varias parcelas idénticas, assim, podemos relembrar e solidificar mais este
significado com os nossos alunos.

Exemplo 5.3.1 425 x 3

® ®
3%ordem 2%ordem 1%ordem

L ]

Figura 12: Multiplicagdo 425 x 3
Fonte: Acervo da autora

Explicacdo disponivel no link: https://youtu.be/oxXvXxRA3Zg

Exemplo 5.3.2 (23), X (2),

®
2%ordem 1%ordem
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Figura 13: Multiplicag&o (23), X (2),
Fonte: Acervo da autora


https://youtu.be/oxXvXxRA3Zg

Explicagéo disponivel no link: https://youtu.be/zMO5hqTP8So

Exemplo 5.3.3 (135)¢ X (4)6
(135)x (4)

® ®
3*ordem 2%ordem 1*ordem

Figura 14: Multiplicacdo(135)¢ X (12),
Fonte: Acervo da autora

Explicac&o disponivel no link: https://youtu.be/yWTfLHmM1Gw4

Desta forma, verificamos como a operacao se torna mais pratica utilizando a

Escala de Cuisenaire.

5.4 Divisao

Para fazer a divisdo usaremos principalmente a ideia de comparacao e verificar

guantas vezes a barra do divisor cabe na do dividendo.
- HEl
. )

Figura 15: Divisdo por comparacao
Fonte: Acervo da autora

As etapas da diviséo longa utilizando a Escala de Cuisenaire sdo semelhantes
a conta que fazemos normalmente no papel. Assim, a primeira coisa que deveremos

fazer é armar nossa conta e depois abaixar os primeiros niumeros de forma que


https://youtu.be/zMO5hqTP8So
https://youtu.be/yWTfLHm1Gw4

possamos efetuar tal divisdo. Ndo podemos esquecer que cada namero pertence a
uma ordem e quando juntamos um determinado algarismo a outra de uma ordem
anterior a ele, devemos levar em conta que ele precisa ser multiplicado pela régua da
base para entdo soméa-lo com o nimero da ordem anterior. Somente apds isso € que

podemos dividir.

Apoés feita essa transformacdo, se necessario, devemos pegar a barra
correspondente ao divisor e comparar com o0 Vvalor que encontramos na
transformacdo, para verificar quantas vezes ela cabe e entdo completar o espaco que

ficard sobrando (resto).

Se a divisdo ndo acabar apés o primeiro resto, devemos fazer a transformacao
daquele resto multiplicando ele pela base correspondente e depois somar com o
namero da proxima ordem, e repetindo este processo da esquerda para a direita até

encontramos o quociente e o resto.

E possivel sem maiores dificuldades, com a Escala de Cuisenaire, continuar o
processo de divisdo para se obter os numeros “depois da virgula®”, contudo esta

extensado foge ao escopo deste texto.

Este processo através da Escala de Cuisenaire auxilia na percepcdo de que
guando obtemos um resto no meio do processo e apenas “abaixamos o préximo” para
continuar com a diviséo (na base decimal realizamos todo este o0 processo sem pensar
no porqué) estamos, na verdade, realizando uma operacao de transformar uma ordem

na anterior e somando os valores: 1 centena + 2 dezenas = 12 dezenas.

Exemplo 5.4.1 146 +~ 4




Figura 16: Divisdo 146 +~ 4
Fonte: Acervo da autora

Explicacdo disponivel no link: https://youtu.be/ vU47kR9 pY

Exemplo 5.4.2 (130), =~ (2),

Figura 17: Diviséo (130), + (2),
Fonte: Acervo da autora

Explicac&o disponivel no link: https://youtu.be/voCd0zsHmPs

Exemplo 5.4.3 (243)¢ ~ (3)6

®

Figura 18: Divisdo (243), + (3),
Fonte: Acervo da autora

Explicacdo disponivel no link: https://youtu.be/voCd0zsHmMPs

Desta forma, verificamos como a operacao se torna mais pratica utilizando a

Escala de Cuisenaire.


https://youtu.be/_vU47kR9_pY
https://youtu.be/voCd0zsHmPs
https://youtu.be/voCd0zsHmPs




6. Proposta de atividade utilizando a ferramenta digital Polypad

A tecnologia tem-se mostrado cada vez mais presente e pode ser aproveitada
como uma grande aliada da Educacdo no contexto da aprendizagem escolar. No
ambito da Educacdo Mateméatica contribui de diversas formas, dentre as quais
destacamos a visualizagdo como um dos pilares para a construcdo e compreensao
mais profunda dos objetos e ideias mateméaticas. Por sua natureza abstrata, a
matematica se beneficia de modelos visuais que podem trazer uma certa concretude
ao produzir modelos imagéticos que refletem informac6es matematicas.

A despeito do reconhecimento da importancia e das facilidades que a
tecnologia traz para a sala de aula de matemdtica, a utilizacdo de recursos
tecnoldgicos incorporados as praticas de sala de aula ainda é bastante timida seja por
falta de preparacdo e formacdo por parte dos professores, seja por falta de infra-
estrutura nas escolas. Uma pesquisa realizada pela organizacdo Todos pela
Educacdo? em 2017 aponta que pouco mais da metade dos 4000 professores
entrevistados utiliza tecnologias em sala de aula e desses, 72% as utilizam para
apresentar informacdes sempre ou as vezes. A pandemia de Covid-19 que neste ano
de 2020 e 2021 obrigou a todos estarem separados fisicamente proporcionou um
grande aumento na necessidade das tecnologias educacionais e uma consequente
aceleracdo na busca por capacitacdo e por ferramentas que suprissem essas
necessidades.

Dentre as diversas ferramentas digitais disponiveis em que era possivel simular
a escala de Cuisenaire, escolnemos a Polypad. Trata-se de uma ferramenta de
visualizacdo matematica, interativa e gratuita, disponivel na internet desde 2018 e que
tem expandido suas funcionalidades ao longo do ultimo ano. Ela faz parte de um
conjunto de funcionalidades da plataforma educacional Mathigon, e pode ser
acessada diretamente pelo link https://pt.mathigon.org/polypad ou no menu principal
superior da pagina principal desta plataforma https://pt.mathigon.org. Ha ainda a
possibilidade de baixar nas lojas de aplicativos o app Mathigon, contudo destacamos
que as atividades propostas aqui podem nao funcionar bem em telas pequenas como
as de um telefone celular. Por isso recomendamos que sejam realizadas

preferencialmente em um tablet ou computador.

2 Disponivel em https://todospelaeducacao.org.br/noticias/o-que-pensam-os-professores-brasileiros-
sobre-a-tecnologia-digital-em-sala-de-aula/ . Acesso em 14/08/2021



https://todospelaeducacao.org.br/noticias/o-que-pensam-os-professores-brasileiros-sobre-a-tecnologia-digital-em-sala-de-aula/
https://todospelaeducacao.org.br/noticias/o-que-pensam-os-professores-brasileiros-sobre-a-tecnologia-digital-em-sala-de-aula/

“Mathigon é um livro-texto digital e interativo para
matematica secundaria (equivalente aos anos finais do ensino
fundamental e ensino médio). Todo o contetido é disponibilizado
gratuitamente e de cddigo aberto. A plataforma tem 400.000
usuarios ativos por ano e visa promover habilidades como
criatividade e resolucdo de problemas. Pode ser usada por
professores em salas de aula ou por estudantes
individualmente.” (traduzido de EverybodyWiki, disponivel em
https://en.everybodywiki.com/Mathigon, acesso em 20 de agosto
de 2021)

4 Mathigon [ii Cursos & Polypad W Atividades # ParaProfessores &

O Livro Didatico do Futuro

Interativo. Personalizado. Livre.

P Visdo geral do relégio

Figura 19: Pagina inicial da plataforma Mathigon
Fonte: site https://mathigon.org/

A ferramenta Polypad tem diversos recursos visuais, interativos, jogos para o
ensino e a aprendizagem matematica. As interacdes disponiveis estdo na aba Tiles
(traduzido para Azulejos na versdo em portugués) e ficam categorizadas em grupos:
Geometria, Nameros, Fracdes, Algebra, Probabilidade e Dados, Ferramentas e Eixos.
A escala de Cuisenaire encontra-se no grupo Niumeros, dentro da sub-se¢cdo Barras
e molduras numéricas.

Embora o uso da ferramenta Polypad seja bastante intuitivo, no endereco

https://pt.mathigon.org/tasks?f=00001 h& alguns tutoriais introdutérios das principais

funcionalidades e, especificamente em https://pt.mathigon.org/task/tutorial-numbers é

possivel encontrar um rapido tutorial (com o titulo Number Bars) de como interagir
com as barras da escala de Cuisenaire, ativar a malha quadriculada, exibir/esconder

0s nUmeros das barras, dentre outras coisas.


https://en.everybodywiki.com/Mathigon
https://pt.mathigon.org/tasks?f=00001
https://pt.mathigon.org/task/tutorial-numbers
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Figura 20: Escala de Cuisenaire na ferramenta Polypad
Fonte: site https://mathigon.org/polypad

As atividades consistem de telas interativas em que ha pecas da escala de
Cuisenaire e operacdes propostas em bases diferentes. Elas foram criadas pensando
numa progressao do aluno na compreenséo tanto da mecéanica do material da Escala
de Cuisenaire, quanto no assunto proposto (operacdes aritméticas em bases nao
decimais). Ademais, as atividades foram planejadas para servir também de inspiracao
para uma abordagem apenas as operacdes fundamentais na base decimal, visto que
€ um assunto muito importante em que alguns alunos ainda apresentam dificuldades,
principalmente se tratando das operac¢des de multiplicacao e divisao.

As atividades estdo organizadas em quatro blocos, separadas por operacdes,
com previsdo de 1 tempo de aula para cada um, incluindo realizacéo e discussao com
os estudantes. Podem ser acessadas pelos links a seguir:

e Adicdo: https://mathigon.org/polypad/sTgLL9G4dZaaw ;
e Subtragéo: https://mathigon.org/polypad/xtsZ5VRgl2UIUA ;

e Multiplicacao: https://mathigon.org/polypad/juOF7NXIqgRRFKQ ;
e Divisao: https://mathigon.org/polypad/i/mkBWZGLVVK2Nqg .

Os mesmos links podem ser enviados aos alunos que terdo acesso a uma tela
interativa. ApOs realizar a atividade os estudantes podem salvar uma copia, contudo,
para isso, € preciso estar registrado (“Entrar” ou “Criar uma conta nova”). Caso o
professor queira atribuir essas atividades para sua turma de maneira automatica

sugerimos assistir ao tutorial em video disponivel em


https://mathigon.org/polypad/sTgLL9G4dZaaw
https://mathigon.org/polypad/xtsZ5VRgl2UlUA
https://mathigon.org/polypad/ju0F7NXIqRRFKg
https://mathigon.org/polypad/jmkBWZGLVVK2Ng

https://www.youtube.com/watch?v=EIrwbEUM--w (é possivel ativar legendas

automaticas em portugués). A seguir faremos uma descricdo detalhada das atividades

propostas.

6.1 Adicéao
Para trabalhar adicdo comecamos com uma atividade na base decimal para
gue o aluno tenha mais familiaridade para entdo realizarmos as operagdes em outras

bases.

6.1.1 Adicdo 1
A primeira atividade consiste em uma adigdo com “vai um” na base decimal,
desta forma o aluno deve somar as barras e realizar a medi¢cdo da barra com a base

decimal, para verificar que “vai um”.

Resolva as adTgEes utilizando a Escala de Cuisenaire

35+97

2*ordem 1*ordem

.I_-_

Figura 21: Atividade adicdo 35 + 97
Fonte: Acervo da autora

Resolucao


https://www.youtube.com/watch?v=EIrwbEUM--w

Resolva as adigdes utilizando a Escala de Cuisenaire

35+97

2°ordem 1%crdem
=
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Resposta: 132

Figura 22: Resolucgéo da atividade adigéo 35 + 97
Fonte: Acervo da autora

Devemos armar a conta com uma barra de 3 e apés, separadamente, uma de
5 embaixo do 3 devemos colocar a barra do 9 e embaixo do 5 a barra do 7.

Comecamos da direita para a esquerda, portanto pela casa das unidades,
vamos unir a barra do 5 com a do 7 e verificamos com a régua da base, que neste
caso é 10, que é maior do que a régua da base, ao lado da régua do 10 ficou um
espago vazio e assim vemos que € a barra do 2 que se encaixa ali, portanto,
colocamos uma barra do 1 em cima da barra do 3 na casa das dezenas e a barra do
2 fica no resultado na casa das unidades.

Vamos realizar a mesma operacao para a casa das dezenas, unindo a barra
do 3, ado 9 e ado 1 que colocamos em cima da barra do 3 na casa das dezenas,
temos uma barra maior que a régua da base novamente, logo medimos a barra e
verificamos que o0 espago vazio é equivalente a uma barra do 3, portanto colocamos
uma barra do 1 na casa das centenas e a barra do 3 fica no resultado da casa das
dezenas, como ndo tinhamos nenhuma barra na casa das centenas logo fica 1
mesmo.

Assim, verificamos que o resultado da nossa adi¢cédo é 132.

6.1.2 Adicao 2



A segunda atividade consiste em uma adicdo na base quinaria (base 5), esta
atividade nao “vai um” que € para o aluno se familiarizar a resolver a adicdo em uma

base nao decimal.
(132)+ (211),

sordem V1 zordem T 1*ordem

+ ==

Figura 23: Atividade adic¢éo (132)s + (211)s
Fonte: Acervo da autora

Resolucao
(132) + (211)_
3fordem * 2®ardem ? 1%ardem
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Resposta: (343),

Figura 24: Resolucéo da atividade adicdo (132)s + (211)s
Fonte: Acervo da autora



Devemos armar a conta com uma barra de 1, a sua direita, separadamente,
uma de 3 e a direita, separadamente, uma barra de 2. Embaixo do 1 devemos colocar
a barra do 2, embaixo do 3 a barra do 1 e embaixo 2 a barra do 1.

Comecamos da direita para a esquerda, portanto pela casa de ordem um,
vamos unir a barra do 2 com a do 1 e verificamos que é menor que a régua da base,
gue neste caso é 5, e que é do tamanho da barra do 3, portanto colocamos a barra do
3 no resultado na casa de ordem um.

Vamos realizar a mesma operacao para a casa de ordem dois, unindo a barra
do 3 com a barra do 1 temos uma barra menor que a régua da base novamente, logo
verificamos que é semelhante a barra do 4, portanto colocamos uma barra do 4 no
resultado da casa de ordem dois.

Novamente, realizamos a mesma operacao para a casa de ordem trés, unindo
a barra do 1 com a barra do 2 temos, de novo, uma barra menor que a régua da base
e verificamos que é semelhante a barra do 3, portanto colocamos uma barra do 3 no
resultado.

Assim, verificamos que o resultado da nossa adi¢édo é (343)s.

6.1.3 Adicao 3

A terceira atividade, Ultima atividade de adicdo, consiste em uma adi¢do na
base 7, com “vai um”, ou seja, ela sintetiza a aprendizagem dos outras duas
atividades, que € o “vai um” e a adicdo na base nao decimal, realizando a progressao
da dificuldade das atividades.

(354) + (35)
7 7

. . [} .
3%rdem 2"ordem Pordem

Figura 25: Atividade adicdo (354), + (35),
Fonte: Acervo da autora



Resolucao
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Resposta: (422)_

Figura 26: Resolugdo da atividade adigao (354), + (35),
Fonte: Acervo da autora

Devemos armar a conta com uma barra de 3, a sua direita, separadamente,
uma de 5 e a direita, separadamente, uma barra de 4. Embaixo do 5 devemos colocar
uma barra do 3 e embaixo do 4 uma barra do 5.

Comecamos da direita para a esquerda, portanto pela casa de ordem um,
vamos unir a barra do 4 com a do 5 e verificamos com a régua da base, que neste
caso € 7, que é maior do que a régua da base, ao lado da régua do 7 ficou um espaco
vazio e assim vemos que a barra do 2 se encaixa ali, portanto, colocamos uma barra
do 1 em cima da barra do 5 na casa de ordem dois e a barra do 2 fica no resultado na
casa de ordem um.

Vamos realizar a mesma operacao para a casa de ordem dois, unindo a barra
do 5, ado 3 e ado 1 que colocamos em cima da barra do 5 na casa de ordem dois,
temos uma barra maior que a régua da base novamente, logo medimos a barra e
verificamos que o0 espaco vazio € equivalente a uma barra do 2, portanto colocamos
uma barra do 1 na casa de ordem trés e a barra do 2 fica no resultado da casa de
ordem dois.

Novamente, realizamos a mesma operacéao para a casa de ordem trés, unindo
a barra do 1, que foi colocado em cima da barra do 3, com a barra do 3 temos, uma
barra menor que a base e verificamos que € semelhante a barra do 4, portanto
colocamos uma barra do 4 no resultado.

Assim, verificamos que o resultado da nossa adigédo é (422),.



6.2 Subtracéao
Assim como na adicdo, na subtracdo comecamos com uma atividade na base
decimal para que o aluno tenha mais familiaridade com o material ludico para entdo

realizarmos as operacdes em outras bases.

6.2.1 Subtracao 1
A primeira atividade consiste em uma subtragdo com “pedir emprestado” na
base decimal, desta forma o aluno deve pedir emprestado da ordem superior de forma

gue uma a barra do 10 com a da ordem que j& estava realizando a operacéo.

Resolva as subtracoes utilizando a Escala de Cuisenaire

255-47
N L nE L ] -
Fordem L ordem 1*ordem
[ 2 |
N
™ -
. .
Figura 27: Atividade de subtracdo 255 — 47
Fonte: Acervo da autora
Resolucao
255 - 47
F*ordem ! 2ordem 1 1*ordem
En | 4| | 7 | & |
i | 4 | R
[ 4|
En [ 8 |
[ [

Resposta: 208

Figura 28: Resolucdo da atividade de subtracéo 255 — 47
Fonte: Acervo da autora



Devemos armar a conta com uma barra de 2, a sua direita, separadamente,
uma de 5 e a direita, separadamente, outra barra de 5. Embaixo da primeira barra de
5 devemos colocar uma barra do 4 e embaixo da segunda barra de 5 uma barra do 7.

Comecamos da direita para a esquerda, portanto pela casa das unidades,
verificamos que a barra do minuendo € menor que a do subtraendo, logo precisaremos
“pedir emprestado” para casa das dezenas, desta forma a barra da casa das dezenas
diminui em 1, logo trocamos por uma barra do 4, e a barra das unidades sera
acrescentada uma régua da base, ou seja, uma régua do 10.

Agora, realizando a operacao, na casa das unidades vamos colocar a barra do
minuendo em cima e a do subtraendo embaixo e verificar qual barra se encaixa
naquele espaco, verificamos que € a do 8, portanto colocamos o 8 na diferenca.

Vamos realizar a mesma operagao para a casa das dezenas, verificamos que
a barra do minuendo é igual a do subtraendo, portanto ndo teremos espacgo vazio,
logo a resposta é 0, como ndo temos barra na Escala de Cuisenaire que representa o
zero deixamos 0 espaco vazio na resposta daquela ordem.

Novamente, realizamos a mesma operagao para a casa das centenas, como
s6 temos a barra do 2, portanto colocamos o 2 na diferenca.

Assim, verificamos que o resultado da nossa subtracdo € 208.

6.2.2 Subtracao 2
A terceira atividade consiste em uma subtracéo na base 4, esta atividade é uma
subtragao simples, com o intuito do aluno se familiarizar a resolver a subtracdo em

uma base nao decimal.

(123) (11),

— | ] - ®
3%ordem 2% rdem 1%ordem

_|_

Figura 29: Atividade subtracéo (123), — (11),
Fonte: Acervo da autora



Resolucao

(123) - (11),

a

3"ordem ? 2%ordem * 1*ordem
[ 3 3|
—1- [ 2 |
L ]
[ 2 |
[ ] [ ]

Resposta: (112),

Figura 30: Resolucgéo da atividade de subtracéo (123); — (11)3
Fonte: Acervo da autora

Devemos armar a conta com uma barra de 1, a sua direita, separadamente,
uma de 2 e a direita, separadamente, uma barra de 3. Embaixo da barra do 2 devemos
colocar uma barra do 1 e embaixo da barra do 3 outra barra do 1.

Comecamos da direita para a esquerda, portanto pela casa da primeira ordem,
verificamos que a barra do minuendo é maior que a do subtraendo, logo podemos
realizar a operag&o. Vamos colocar a barra do 3 em cima e a do 1 embaixo e verificar
gual barra se encaixa no espaco que falta, verificamos que € a do 2, portanto
colocamos o 2 na diferenca.

Vamos realizar a mesma operacao para a casa da segunda ordem, verificamos
gue, novamente, a barra do minuendo é maior que a do subtraendo, logo podemos
realizar a operacdo. Vamos colocar a barra do 2 em cima e a do 1 embaixo e verificar
gual barra se encaixa no espaco que falta, verificamos que é a do 1, portanto
colocamos o 1 na diferenca.

Novamente, realizamos a mesma operacdo para a casa da terceira ordem,
como s6 temos a barra do 1, portanto colocamos o 1 na diferenca.

Assim, verificamos que o resultado da nossa subtragdo é (112),.



6.2.3 Subtracao 3

A terceira atividade, Ultima atividade de subtracdo, consiste em uma subtracéo
na base binaria (base 2), com “pedir emprestado”, ou seja, ela sintetiza a
aprendizagem das outras duas atividades, que € o “pedir emprestado” e a subtracao

na base ndo decimal, realizando a progressao da dificuldade das atividades.

(101) - (12),

.- L -
3%rdem 2%ordem 1*ordem

T

Figura 31: Atividade de subtracéo (101), — (11),
Fonte: Acervo da autora

Resolucao

(201)- (12),

L i L Z
I%ordem 2*ordem 1*ordem

Resposta: (10,

Figura 32: Resolucgédo da atividade de subtracédo (101), — (11),
Fonte: Acervo da autora



Devemos armar a conta com uma barra de 1, a sua direita, na casa de segunda
ordem devemos deixar um espaco vazio pois ndo temos barra na Escala de
Cuisenaire que represente o zero, e a direita, separadamente, outra barra de 1.
Embaixo do espaco que deixamos vazio na casa de segunda ordem devemos colocar
uma barra do 1 e embaixo da barra de 1 da casa de terceira ordem outra barra do 1.

Comecamos da direita para a esquerda, portanto pela casa da primeira ordem,
verificamos que a barra do minuendo é igual a do subtraendo, verificamos que néo
sobra nenhum espago vazio para encaixar outra barra, portanto a resposta seria 0,
como ja mencionado, ndo temos barra do zero na Escala de Cuisenaire, portanto
deixaremos um espaco vazio na resposta na casa da terceira ordem.

Vamos realizar a mesma operacao para a casa da segunda ordem, verificamos
gue ndo temos a barra do minuendo, portanto precisamos “pedir emprestado” para a
ordem seguinte, que € a terceira ordem, assim a barra da terceira ordem diminui uma
unidade, ou seja, como era a barra do 1 ficara 0, logo deixamos um espaco vazio. Na
segunda ordem adicionamos a régua da base no minuendo, que neste caso é 2, como
nao tinhamos nenhuma barra ficara a barra do 2. Agora podemos realizar a operacgao,
vamos colocar a barra do 2 em cima e a do 1 embaixo e verificar qual barra se encaixa
no espaco que falta, verificamos que € a do 1, portanto colocamos o 1 na diferenca.

Como nédo temos mais nenhuma barra na casa da terceira ordem nossa
operacéao acabou.

Assim, verificamos que o resultado da nossa subtracao é (10),.

6.3 Multiplicacao

Do mesmo modo que fizemos na adicdo e na subtracdo, na multiplicacdo
comecamos com uma atividade na base decimal para que o aluno tenha mais
familiaridade com o material ludico para entédo realizarmos as operacfes em outras

bases.

6.3.1 Multiplicacéo 1
A primeira atividade consiste em uma multiplicacdo que utiliza o que ja vimos
na adicao, o “vai um”, na base decimal, desta forma o aluno deve colocar as barras a

guantidade de vezes do multiplicador e realizar todas as vezes a medicéo da barra do



10, para verificar quantas réguas do 10 cabem e saber qual o niumero subird na

proxima ordem, ou seja, nem sempre sera o um.

Resolva as multiplicagées utilizando a Escala de Cuisenaire

84x3

2®ordem 12ardem

Figura 33: Atividade de multiplicacéo 84 x 3
Fonte: Acervo da autora

Resolucao
84 x3

ﬂ i ZPordem ? 1*ordem

| a4 | a4 | 4 |

s | [+ | EN

X . I T Y S S
EN [ 2 |
) L ]

Resposta: 252

Figura 34: Resolugédo da atividade de multiplicagéo 84 x 3
Fonte: Acervo da autora

Devemos armar a conta com uma barra de 8 e a direita, separadamente, uma
de 3, embaixo da barra do 4 colocamos uma barra de 3.

Comecamos da direita para a esquerda, portanto pela casa das unidades,
vamos colocar a quantidade barras que indica o multiplicador, ou seja, 0 nosso
multiplicador € 3 entdo vamos colocar trés barras do 4. Verificamos que essas trés
barras juntas sdo maiores que a régua da base, que é 10, logo verificamos que cabe

uma régua do 10 e no espaco que sobra encaixamos uma barra do 2, portanto



colocamos 0 2 no resultado da casa das unidades e adicionamos a barra do 1 na
proxima ordem, a das dezenas.

Agora, vamos repetir o processo na casa das dezenas, colocaremos trés barras
do 8 juntas, pois 3 é o multiplicador, e juntamos a barra do 1, que veio do processo
feito nas unidades, verificamos que as quatro barras juntas sdo maiores que a barra
do 10, portanto vamos ver quantas réguas do 10 cabem, podemos ver que cabem
duas réguas do 10. Agora vamos olhar para o espaco que sobrou, vemos que a barra
gue encaixa € a barra do 5, logo colocamos o 5 no resultado e as duas réguas do 10
gue achamos, subimos o 2 para somarmos com o resultado da proxima ordem, que
seria a ordem das centenas.

Como néo temos nenhum valor para ser multiplicado na ordem das centenas,
apenas repetimos a barra do 2 que subiu na resposta.

Assim, verificamos que o resultado da nossa multiplicacédo é 252.

6.3.2 Multiplicagao 2

A segunda atividade consiste numa multiplicagdo com “vai um” na base ternaria
(base 3), como o aluno ja fez exercicios com o “vai um” na adigéo e ja fez um exercicio
sobre multiplicagdo na base decimal, o pensamento foi de aplicar um exercicio que
engloba todo o conteudo da parte de multiplicagdo, sem a necessidade de um

exercicio de multiplicacdo simples de uma base nao decimal.

(120) x (2),

2a * . '
> ordem 4 orgem 1%rdem

Figura 35: Atividade de multiplicagédo (120); x (2)5
Fonte: Acervo da autora

Resolucao



(120) x (2),

L ] L ] L ]
3%ordem 2%ordem 1%ordem

EN ENEN
3

Resposta: (1010)

Figura 36: Resolugdo da atividade de multiplicagdo (120); x (2)5
Fonte: Acervo da autora

Devemos armar a conta com uma barra do 1, a direita, separadamente, a barra
do 2, como o algarismo da primeira ordem é zero devemos deixar um espago vazio,
como ja foi dito anteriormente, a barra do multiplicador, que € a do 2, colocamos
embaixo do espaco vazio, que seria 0 zero, na casa da primeira ordem.

Comecamos da direita para a esquerda, portanto pela casa da primeira ordem,
como é zero, o resultado seréa zero, portanto na resposta também deixamos o0 espaco
vazio na casa da primeira ordem.

Agora, vamos para a casa da segunda ordem, vamos colocar a quantidade
barras que indica o multiplicador, ou seja, o nhosso multiplicador é 2, entdo vamos
colocar duas barras do 2. Verificamos que essas trés barras juntas sédo maiores que
a barra da base, que é 3. Verificamos que cabe apenas uma barra do 3 e sobra um
espaco, que cabe a barra do 1, assim colocamos o 1 no resultado e a barra do 3 que
achamos significa que “vai um”.

Agora, vamos repetir o processo na casa da terceira ordem, colocaremos duas
barras do 1 juntas, pois 2 é o multiplicador, e juntamos a barra do 1 que subiu,
verificamos que as trés barras juntas sdo maiores iguais a barra do 3, que € a base,
portanto deixamos um espaco vazio, que equivale ao zero, na resposta da casa da

terceira ordem e subimos uma barra do 1.



Como néo temos nenhum valor para ser multiplicado na casa da quarta ordem,
apenas repetimos a barra do 1 que subiu na resposta.

Assim, verificamos que o resultado da nossa multiplicacdo é (1010).

6.4 Divisao
Assim como nas outras operacdes, na divisdo comecamos com uma atividade
na base decimal para que o aluno tenha mais familiaridade com o material lidico para

entdo realizarmos a operacao em outras bases.

6.4.1 Divisdo 1

A primeira atividade consiste em uma divis&o na base decimal que ao “abaixar”
o primeiro termo do dividendo ele € menor que o divisor e € necessario “abaixar’ o
segundo termo também, trabalhando assim o que esse primeiro termo adiciona no

segundo.

Resolva as divisoes utilizando a Escala de Cuisenaire

135:6
®

HEN s |

L ®
[ ]

Figura 37: Atividade de divisdo 135+ 6
Fonte: Acervo da autora

Resolucao



135:6

b

Resposta: Quociente 22

Resto 3

Figura 38: Resolucdo da atividade de divisdo 135 + 6
Fonte: Acervo da autora

Vamos colocar uma barra do 1, a sua direita, separadamente, uma barra do 3
e a direita, separadamente, uma barra do 5, mais distante, vamos colocar a barra do
divisor, que é 6.

Primeiro vamos pegar o primeiro termo do dividendo, agora da esquerda para
a direita, observamos que ele € menor que o divisor, logo precisaremos pegar junto o
segundo termo, que é 3. Para isso precisamos entender que o 1, por ser de uma
ordem superior a do 3, equivale a uma barra da base, que € 10, logo antes de
juntarmos as barras precisamos trocar a barra do 1 por uma barra do 10. Agora,
podemos juntar a barra do 10 com a barra do 3 e verificar quantas barras do 6, que é
o divisor cabem nas duas barras que juntamos, observamos que cabem duas barras
do 6 e 0 espaco que falta cabe uma barra do 1, portanto colocamos a barra do 2 no
guociente e colocamos a barra do 1 embaixo do 3 do dividendo.

Semelhante ao que fizemos anteriormente, agora vamos “abaixar” o 5 e colocar
sua barra ao lado da barra do 1, para juntarmos a barra do 1 que é de uma ordem
superior com a barra do 5 precisamos transforma-la em uma régua da base, logo uma
régua de 10. Juntando a régua do 10 com a barra do 5, vamos verificar quantas barras
do 6 cabem nelas juntas, verificamos que cabem duas e o espaco que falta cabe uma
barra do 3, portanto colocamos uma barra do 2 no quociente, a direita da que ja
tinhamos colocado, e uma barra do 3 embaixo do 5 do dividendo. Como n&o temos
nenhum termo a direita do 5, podemos finalizar nossa conta.

Assim, a divisdo 135 + 6 tem como quociente 22 e como resto 3.



6.4.2 Divisao 2

A segunda atividade consiste em uma divisdo simples na base ternaria, base
3, ou seja, a divisdo ndo necessita agrupar barras de ordens distintas como fizemos
na atividade anterior. O intuito € que o aluno compreenda a divisdo em uma base nao

decimal antes de fazer transformacdes, o que torna a operacado mais dificil.

(221): (2),
L ]
KN EN [
[ L ]
®

Figura 39: Atividade de divisdo (221); + (2)5
Fonte: Acervo da autora

Resolucao
{221}3: (2,
| ]
[ 2 | (2 |
= T 1
L ]

Resposta: Quociente (13),

Resto (1),

Figura 40: Resolucéo da atividade de divisdo (221); + (2)5
Fonte: Acervo da autora



Vamos colocar uma barra do 2, a sua direita, separadamente, outra barra do 2
e a direita, separadamente, uma barra do 1, mais distante, vamos colocar a barra do
divisor, que é 2.

Primeiro vamos pegar o primeiro termo do dividendo, agora da esquerda para
a direita, observamos que ele € igual ao divisor, logo j& podemos resolver a operacao.
Usando a barra do 2, veremos quantas vezes a barra do divisor, que € 2, cabe nela.
Como as duas barras sao iguais vemos que s6 cabe uma vez e ndo sobra espaco,
portanto colocamos uma barra do 1 no quociente e nada embaixo do dividendo.

Semelhante ao que fizemos anteriormente, agora vamos olhar para o segundo
termos, que € 2 e vemos que novamente € igual ao divisor, portanto, usando a barra
do 2, veremos quantas vezes a barra do divisor, que é 2, cabe nela. Novamente as
duas barras séo iguais, logo vemos que s cabe uma vez e ndo sobra espago, portanto
colocamos uma barra do 1 no quociente a direita da barra que ja tinhamos colocado
e nada embaixo do dividendo.

Agora, olhando para o terceiro termo observamos que sua barra € menor que
a do divisor, portanto ndo podemos dividir. Como ndo temos nenhum termo a direita
do 1, colocamos o 0 no quociente, pois a barra do 2 ndo cabe nenhuma vez na barra
do 1, como ja dito ndo temos barra que represente o zero, portanto deixamos um
espaco vazio, e finalizamos nossa conta com a barra do 1 no resto.

Assim, a divisdo (221); + (2)3 tem como quociente (110)5; e como resto (1);.

6.4.3 Diviséo 3

A terceira atividade consiste em uma divisdo na base quaternaria, base 4, ou
seja, esta atividade une as outras duas anteriores, de forma que necessita transformar
restos durante a operacao e trabalha com uma base nédo decimal. Desta forma,

verificamos o progresso do aluno na operacéao.



{112}4: [3}4

]
Figura 41: Atividade de divisdo (112), + (3),
Fonte: Acervo da autora

Resolucéo

{112}4: [3}14

ol EN),. (3),-
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Resposta: Quociente (13),

Resto (1) 7|

Figura 42: Resolugdo da atividade de divisao (112), + (3),
Fonte: Acervo da autora



Vamos colocar uma barra do 1, a sua direita, separadamente, outra barra do 1
e a direita, separadamente, uma barra do 2, mais distante, vamos colocar a barra do
divisor, que é 3.

Primeiro vamos pegar o primeiro termo do dividendo, agora da esquerda para
a direita, observamos que ele é menor que o divisor, logo precisaremos pegar junto o
segundo termo, que é 1. Para isso precisamos entender que o 1, por ser de uma
ordem superior a do outro 1, equivale a uma régua da base, que é 4, logo antes de
juntarmos as barras precisamos trocar a barra do 1 por uma régua do 4. Agora,
podemos juntar a régua do 4 com a barra do 1 e verificar quantas barras do 3, que é
o divisor, cabem nas duas barras que juntamos. Observamos que cabe uma barra do
3 e 0 espaco que falta cabe uma barra do 2, portanto colocamos a barra do 1 no
guociente e colocamos a barra do 2 embaixo da segunda barra do 1 no dividendo.

Semelhante ao que fizemos anteriormente, agora vamos “abaixar” o 2 e colocar
sua barra ao lado da outra barra do 2 que colocamos no dividendo, para juntarmos a
barra do 2 que é de uma ordem superior com a barra do 2 que abaixamos precisamos
transforma-la em duas réguas da base, logo duas réguas de 4. Juntando as duas
réguas do 4 com a barra do 2, vamos verificar quantas barras do 3 cabem nelas juntas,
verificamos que cabem trés e o espaco que falta cabe uma barra do 1, portanto
colocamos uma barra do 3 no quociente, a direita da barra do 1 que ja tinhamos
colocado, e uma barra do 1 embaixo da segunda barra do 2 no dividendo. Como nao
temos nenhum termo a direita do 2 no dividendo, podemos finalizar nossa conta.

Assim, a divisao (112), + (3), tem como quociente (13), € como resto (1),.

Desta forma, esperamos que estes exemplos de exercicios tenham contribuido
com ideias para os colegas docentes aplicarem em suas aulas, sejam numeros

distintos, bases distintas ou, na base 10 com turmas de anos inferiores.



Consideracdes Finais

A ideia que motivou o presente trabalho era de simplesmente discutir uma
possibilidade de utilizacdo da Escala de Cuisenaire como facilitadora do ensino das
opera¢des fundamentais em bases ndo decimais. Todavia, o trabalho foi além das
minhas expectativas, pois na construcdo e desenvolvimento da pesquisa pude
perceber o quanto precisava me reinventar pedagogicamente para ter uma melhor
atuacdo como professora, e especialmente ajudar os meus alunos em conteudos
elementares mas que ndo haviam sido bem construidos, e que fazer isso usando
apenas quadro, piloto e caderno ndo mais bastava.

Neste caminho de repensar a minha pratica docente, me dei conta do quanto
priorizamos a memorizacdo de algoritmos e esquecemos de trabalhar os conceitos
gue séo fundamentais para a compreensao das operacdes basicas. Acredito ser esse
um dos principais motivos para que o ensino da Matematica seja tachado dechato e
mondtono por parte dos alunos, visto que eles ndo compreendem o que estao
fazendo, sé repetem.

Minha grande motivagéo de trabalhar as operagdes em bases ndo decimais
veio por intermédio de uma experiéncia com uma turma de 92 ano. No fim desta
pesquisa, tive a oportunidade de trabalhar com alunos do 62 ano, apés um ano e meio
sem aulas presenciais e pude observar que possuiam uma grande defasagem nos
conhecimentos sobre as contas de multiplicacéo e divisdo em bases decimais. Diante
disso resolvi, entéo, aplicar em sala de aula com eles atividades utilizando a Escala
de Cuisenaire com o auxilio do Polypad. Na minha percepcao, a atividade foi um
sucesso, a turma ficou extremamente concentrada e interessada. Este evento de
aplicacdo em sala de aula me gerou novas ideias para o trabalho com a Escala de
Cuisenaire, como por exemplo, trabalhar nas opera¢cdes fundamentais as
propriedades de associatividade, distributividade e comutatividade. Este material na
sua simplicidade, se mostra quase uma fonte inesgotavel de aplicacdes, o que me
gera mais admiracao ainda por este material.

Esta pesquisa, para além de ser um material de apoio a professores que
ensinam matematica na educacdo basica, tem o objetivo de contribuir para a
ampliacédo das possibilidades de utilizacdo da Escala de Cuisenaire, uma vez que néo

encontramos textos que falassem deste material no contexto das operagcdes em bases



nao decimais. Algumas sugestdes de contelido e pesquisas que podem seguir a partir
das ideias iniciadas neste trabalho séo: discussdo mais aprofundada sobre mudancas
de base de numeracédo; divisibilidade; representacdo e operagcdes com nameros
racionais (e sua representacao com virgula); a utilizacao da Escala de Cuisenaire para
0 ensino de pessoas cegas ou com baixa visdo; explorar esta e outras funcionalidades
da plataforma Polypad.

N&o obstante, posso afirmar que esta pesquisa colaborou muito com o
planejamento de minhas aulas e 0 meu crescimento profissional, visto que, agora,
consigo realizar as operagcdes em bases ndo decimais mentalmente com rapidez e
pensando sempre nas barras da Escala de Cuisenaire.

Estas consideragdes, sdo enfatizadas por Cruz (2007) ao falar sobre pratica

docente:

“Falar de pratica docente em sala de aula é falar de um saber-
fazer do professor repleto de nuances e de significados. Implica
falar que os professores possuem saberes profissionais cheios de
pluralidade (TARDIF, 2000) que vém & tona no ambito de suas
tarefas cotidianas. N&o sé saberes, mas, também, sensibilidades
cultivadas ao longo de sua formacéo e atuagcdo que orientam sua
acdo no contexto de uma sala de aula. Falar de pratica docente
exige, portanto, que falemos de sujeitos que possuem um oficio
(ARROYO,2000), o saber de uma arte, a arte de ensinar, e que
produzem e utilizam saberes préprios de seu oficio no seu trabalho
cotidiano nas escolas. ” (p. 192)
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