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Resumo

Este trabalho apresenta a andlise de alguns fenémenos periédicos com objetivo de exem-
plificar a aplicacao da trigonometria circular e hiperbdlica, visando tornar seus conceitos

significativos para o aluno.

O fato motivador para elaboracao deste trabalho, por ir ao encontro do que é postu-
lado pelos grandes educadores e satisfazer o desejo dos educandos; é responder a duas

perguntas:

1. Por que se deve estudar e entender as fungoes trigonométricas no ensino bdsico?

2. Onde serdo aplicados os conteidos da trigonometria?

Neste texto a trigonometria é apresentada como o importante conteiido que modela e
explica: os fenomenos periddicos, ondulatorios e vibratorios; o periodo sinddico; as fases e o
calendario lunar; a altura das marés; a velocidade das ondas do oceano e as de um tsunami;
o percurso dos pistdoes no motor a combustao; o funcionamento dos amortecedores de um
carro; a frequéncia cardiaca e pressao sanguinea; a ritmicidade biolégica do ciclo claro-
escuro; a construcao de pontes suspensas e a disposicao espacial das linha de transmissao
elétrica. Também é apresentada a série de Fourier, sua aplicagdo na analise harmonica e

a modelagem das ondas quadradas.

Os contetdos trigonométricos carecem de marketing pro-ativo porque muitos alunos e
educadores tém uma postura temerosa em relagdo a trigonometria; por isso, é preciso

evidenciar suas aplicacao e funcionalidades para tornar atrativo seu aprendizado.

Palavras-chaves: Aplicacao da Trigonometria. Trigonometria hiperbélica. Fenémenos

periddicos. Série de Fourier. Catenaria.






Abstract

This work presents an analysis of some periodic phenomena with the objective of exempli-
fying the application of circular and hyperbolic trigonometry, making its concepts defined
for the student.

The motivating fact for the preparation of this work, for meeting what is postulated by

the great educators and satisfying the students’ desire; is to answer two questions:

1. Why should one study and understand trigonometric functions in basic education?

2. Where will the concepts of trigonometry be recognized?

In this text, trigonometry is presented as the important content that models and explains:
periodic, wave and vibratory phenomena; the synodic period; the phases and the lunar
calendar; the height of the tides; the speed of ocean waves and those of a tsunami; the
path of the pistons in the combustion engine; the functioning of a car’s shock absorbers;
heart rate and blood pressure; the biological rhythmicity of the light-dark cycle; the
construction of suspension bridges and the spatial arrangement of electrical transmission
lines. The Fourier series, its application in harmonic analysis and square wave modeling

is also presented.

Trigonometric content lacks proactive marketing because many students and educators
are fearful about trigonometry; therefore, it is necessary to highlight its applications and

characteristics to make learning more attractive.

Key-words: Application of Trigonometry. Hyperbolic trigonometry. Periodic phenomena.

Fourier series. Catenary.
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Introducao

As ultimas quatro décadas ficaram marcadas pelas mudancas na sociedade e pelos

impactos dessas mudancas na forma de educar.

A escola, antiga guardia dos costumes e baluarte da conservagao e do continuismo,
assumiu papel de protagonista nessas mudancas; ressignificando velhos paradigmas, evi-
denciando novas tendéncias, tornando-se a caixa de ressonancia da sociedade a qual per-

tence.

No bojo dessas mudancas vimos a palavra “significativo” assumir varios vieses.
Tivemos o “contetdo significativo”; classificado segundo a Otica de diretores, coorde-
nadores e professores; depois o “ensino significativo”, para contemplar habilidades e
competéncias. E por fim; chegamos ao “aprendizado significativo”, com o aluno assu-
mindo o protagonismo no processo da aprendizagem. Sob esse prisma, educar passou a
ser o ato de dar significado as informagoes que estao disponiveis para o aluno nas midias

sociais e na internet.

O ensino da matematica foi impactado de forma direta. A matematica cientifica
e académica, incentivada a partir dos anos 50 e 60, impulsionada pelo desejo de enviar o
homem a Lua, deu origem a matematica significativa, cujo objetivo é instrumentalizar

o cidadao para que possa assumir seu papel na sociedade.

A Aritmética, dlgebra, geometria e trigonometria continuaram a ser os grandes
eixos formadores no ensino da matematica e sao trazidos nos livros didaticos. Nao houve
mudanca na quantidade de contetido a ser ministrado; entretanto, os professores de ensino
médio tinham uma carga horaria de seis tempos por semana e agora, nas escolas publicas
do Distrito Federal, tém apenas trés tempos de aulas semanais. Essa quantidade é con-
siderada insuficiente pela maioria dos docentes. O ensino da matematica que precisava
ficar mais efetivo se tornou superficial e muitos conteidos passaram a ser preteridos por

professores, alunos e até pelas avaliacoes externas.

A trigonometria continua presente nos livros e nos curriculos. Porém, sua aplicagao
e relevancia é questionada pelos alunos e até por professores. E imperativo que seja apre-
sentado aos alunos significado para os contetidos trigonométricos. Uma forma de torna-los
relevantes e atraentes é mostrar exemplos de sua aplicagao nas diversas areas da ciéncia

que impactam na vida do aprendiz.

(FELJO, 2018), traz um relato detalhado sobre o desenvolvimento histérico da
trigonometria e a define como sendo a area da matematica que estuda as medidas de um

triangulo e suas aplicagoes.
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Segundo Boyer (1974) e Eves (2004), em (LUCENA, 2020b), os conceitos da tri-
gonometria nasceram, em 190 antes da era crista, motivados pela necessidade do homem
diante dos desafios com a astronomia. Os egipcios e babilénicos aplicaram a trigonometria
para mediar angulos e distancias entre pontos na face da Terra e os mugulmanos usaram
a trigonometria para construgdo de suas tabuas de logaritmos. Os conceitos da trigono-
metria evoluiram para suprir a demanda gerada pela agrimensura e pela navegacao. Para
Siqueira (2013), também em (LUCENA, 2020b), a trigonometria chegou ao Brasil para

instrumentalizar a formacao nas Escolas de Artilharia.

A aprendizagem da trigonometria comeca conturbada porque os alunos, no inicio, a
veem como uma parte da geometria que necessita das equagoes algébricas para modelagem
de seus problemas; com isso, a trigonometria herda as dificuldades interpretativas da
geometria e as deficiéncias na resolugao de equacgoes. Isso se dd, justamente, no momento
que o aluno esta se preparando para entrar no ensino médio e em um periodo confuso do

seu desenvolvimento biolégico.

A apresentagao da trigonometria no tridngulo retadngulo, comeg¢a como uma con-
tinuagao natural dos estudos da geometria plana dos tridngulos. Esse comeco misturado
com a geometria tira da trigonometria o protagonismo e passa ao aluno a ideia de que as

razoes trigonométricas tém pouca relevancia diante do gigantismo da geometria plana.

E necessario lembrar que o aluno, nessa idade, est4 no apice de sua guerra hormonal
e isso o torna, naturalmente, disperso. Somando-se a esse fato biolégico o comprometi-
mento existente na leitura interpretativa e na resolucao de equagoes algébricas basicas, a
modelagem de problemas aplicando as razoes trigonométricas seno, cosseno e tangente se

tornou um tormento didatico para professores e alunos.

O aluno até entende os conceitos de hipotenusa, catetos e razoes trigonométricas,
orém, como muitos dizem: “eu s6 nao sei quando devo usar o seno, quando devo o cosseno
) )

e quando devo usar a tangente.”

Segundo (LUCENA, 2020b), a trigonometria no triangulo retdngulo deixou de
constar em boa parte dos livros didaticos do ensino fundamental, seguindo orientacao da
Base Nacional Comum Curricular (BNCC).

Um ou dois anos a mais na maturidade do aluno ajudard o entendimento dos
conceitos trigonométricos, porém em contra partida, tem-se mais um contetdo a ser mi-

nistrado no ensino médio sem que haja aumento da carga horaria.

O quadro se agrava porque uma boa parte dos alunos apresentam acentuado com-
prometimento tedrico nos pré-requisitos basicos. O grande desafio é encontrar uma forma
eficiente de fazer o aluno aprender trigonometria, dada a importancia desse contetido para
a futura vida académica, principalmente, daqueles que optarem por cursos na area das

-

exatas. E recomendavel o entendimento dos conceitos trigonométricos devido a necessi-
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dade de utilizagdo dos mesmos na explicacao e modelagem dos fenémenos periédicos.

Os tedricos da educacao indicam que o aprendizado s6 se torna efetivo quando
¢ internalizado criando ligagoes com os saberes pré-existentes; dessa forma, passa a ser
significativo para o aprendiz; com isso, serd facilmente relembrado e ainda servira de
ponte para aprendizagem de novos saberes. E necessdrio apresentar para o aprendiz a
importancia do contetdo e suas aplicagdes. Ou seja, responder aquelas velhas perguntas:

Professor! Onde que eu vou utilizar isso na minha vida? Para que serve isso?

A Teoria da Antropologia do Didético (TAD), de Chevallard (1998); os estudos da
Neurociéncia Cognitiva, trazidos por (SA; NARCISO; FUMIA, 2020) apub (BARROS et
al., 2004) e (BARBOSA et al., 2016) e também os Niveis de Funcionamento do Conheci-
mento (NFC) de Robert (1997 e 1998) trazidos por (FONSECA, 2015) indicam que uma
saida viavel é levar os conceitos trigonométricos para realidade do aluno, fazendo com que

ele experimente a sensacao de pertencimento ao mundo trigonométrico.

E impossivel prever onde o aluno vai aplicar os conceitos trigonométricos, isso seria
exercicio de adivinhagao ou futurismo. Porém, é possivel mostrar onde a trigonometria é

aplicada; sua importancia para o desenvolvimento atual e para o contexto histérico.

Para (SILVA, 2019), a matemética é uma constru¢do humana; por isso é necessa-
rio ter contato com a historia de sua génese e da sua evolucao para que a forma como
¢é apresentada para nos nos dias de hoje, tenha algum significado. A histéria da génese
e evolucao da matematica é um deleite que todos deveriam ter a oportunidade conhe-
cer. Ela representa um espelho de como a humanidade se beneficiou dos conhecimentos
matematicos por intermédio das respostas dadas as perguntas: “para que? e por que?”

Questionamentos que continuam a ser ouvidos pelos professores em suas aulas.

Sob a dtica da epistemologia da Neurociéncia Cognitiva (NC), da Teoria da An-
tropologia do Didatico (TAD) e dos Niveis de Funcionamento do Conhecimento (NFC),
responder a esses questionamentos dos alunos implica dizer de que forma e onde os co-
nhecimentos matematicos foram aplicados e quais os percalcos e obstaculos que surgiram

no trato do desse conhecimento.

A proposta desse trabalho é pesquisar os fenomenos periédicos que possam ser
modelados aplicando os conceitos trigonométricos. O objetivo de analisar os fendomenos
periddicos tem a finalidade exclusiva de tornar os contetidos significativos para o aluno

do ensino basico.

Para que esse objetivo seja atingido, outros objetivos secundarios também deverao
ser alcancados, tais como: analisar as fragilidades existentes no aprendizado da matema-
tica, em especial no aprendizado das fungoes trigonométricas, sob a 6tica dos trabalhos
escritos nos ultimos anos; bem como, mostrar o que as teorias tém indicado para que essas

fragilidades sejam mitigadas.
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Pretende-se, como consequéncia imediata desse trabalho, responder as perguntas:

» Por que se deve estudar e entender as fungoes trigonométricas no ensino basico?

« Onde serao aplicados os contetdos da trigonometria?

Como produto dessa dissertacao, sera confeccionado e alimentado um site, apli-
cando a ferramenta Google Sites, para difusdo dos contetidos e aplicagoes trigonométricas
estudadas. Esse site, estara vinculado ao dominio da Secretaria de Estado de Educagao do
Distrito Federal (SEEDF), dessa forma, poderd servir como fonte de pesquisa, facilitando

o acesso dos discentes e docentes do ensino bésico a essa produgao académica.

Este trabalho foi dividido em seis blocos logicos: O primeiro bloco ¢ formado
por este capitulo introdutério que explica o trabalho e seus objetivos. O segundo bloco
é formado pelo capitulo 1, e traz os pressupostos tedricos didaticos que buscam explicar
a necessidade da aprendizagem ser significativa no ensino da trigonometria em confor-
midade com o pensamento dos grandes tedricos da educagao; corroborados pelas teorias
da Neurociéncia Cognitiva, da Antropologia do Didatico, pelos Niveis de Funcionamento
Conhecimento e por estudos que expoem as dificuldades do aprendizado matematico e
trigonométrico. No terceiro bloco, composto pelos capitulos 2,3 e 4, estao todos os
componentes tedricos especificos da trigonometria circular, hiperbdlica, necessarios para
analise e modelagem dos fendmenos que serdao apresentados. O quarto bloco, formado
pelos capitulos 5 e 6, traz as aplicacoes da trigonometria circular e hiperbdlica na mo-
delagem de fendmenos periédicos e no Movimento Harmonico simples (MHS); em &reas
como: Engenharia Civil, Mecanica e Elétrica; Medicina; Fisica; Geografia e Arquitetura.
No quinto bloco, é apresentado o site: https://sites.google.com/edu.se.df.gov.br /aplica-
trigonometria. Produto direto da pesquisa para esta dissertacao, a confeccao e alimentacao
deste site objeta ratificar a resposta as duas perguntas motivadoras deste trabalho e a
difusdo dos conceitos e aplicagdes trigonométricas. O sexto e ultimo bloco ¢ formado

pelas consideragoes finais e as referéncias.
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1 APRENDIZAGEM E CONHECIMENTO

1.1 APRENDIZAGEM SEGUNDO AUSUBEL

Para Ausubel, em (MOREIRA, 1999), os novos conhecimentos sao ancorados pelos
ja existentes. Portanto, é fundamental que seja do conhecimento do educador os contetidos

que o aluno ja possui para que os novos tépicos sejam entendidos com facilidade.

O pior que pode acontecer para a aprendizagem significativa, nao é a falta dos
conhecimentos prévios, denominados por Ausubel de subsuncores!, mas sim, o professor
presumir que os alunos ja os tenham. Com isso, novos conceitos nao serdao internalizados

devido a falta de ancoras para a acao dos mecanismos internos.

Parte do novo contetdo serd retido em funcao das pressoes naturais do ambiente
escolar e da memoria do aluno, pelo menos até a avaliagao, porém a aprendizagem nao
serd efetiva. O que explica o ciclo vicioso dos conteidos vistos e esquecidos, ou seja, nao
aprendidos. Para Ausubel, em (MOREIRA, 1999), existem trés tipos gerais de aprendi-

zagem:

« Cognitiva, aquela que é resultado do armazenamento organizado de informacgoes

na mente do aprendiz.

o Afetiva, é resultado de sinais interno do individuo; proveniente de experiencias

sensoriais tais: prazer, dor, alegria, descontentamento etc.

o Psicomotora, aquela atrelada a respostas musculares adquiridas por treino ou

pratica.

Embora reconhega a importancia da experiéncia afetiva e os resultados da psico-
motricidade, Ausubel é um representante do cognitivismo que se baseia na ideia de que
existe uma estrutura na qual a organizacao e integragao se processam para o individuo

adquirir o conhecimento.

A aprendizagem significativa, acontece via os “subsuncores”. Contetidos novos sao
acrescentados aos conhecimentos prévios por meio de comparagoes e assimilagoes. A
informagcao nova é recebida pelos subsuncores que a transforma em uma nova estrutura in-

terna de conhecimento, acontecendo a internalizagdo do novo contetido. Na aprendizagem

L (MOREIRA, 1999), traz que para Ausubel “Subsungor” é a tentativa de aportuguesar a palavra inglesa
“subsumer” que significa inseridor, facilitador ou subordinador. Equivale a uma espécie de indice que

organiza os novos conceitos aproveitando conceitos parecidos que o individuo ja possua.
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significativa sao formadas redes de relacionamentos com os conhecimentos pré-existentes.

Figura 1.

Comparagcéo e assimilagio

Conhecimentos prévios

Figura 1 — Diagrama da aprendizagem significativa, segundo Ausubel

Fonte: (SANTOS, 2010)

A aprendizagem memoristica, nao cria vinculo, nem forma rede entre os conheci-
mentos. A memoria é utilizada quase que exclusivamente; a falta de uso constante leva ao
esquecimento e, na maioria das vezes, o conhecimento nao faz sentido devido a falta de
vinculos com os conteudos anteriores. os conhecimento escolares devem ser significativos
para quem esta aprendendo e devem ser organizados de forma logica para facilitar a agao
dos mecanismos internos (subsungores). A assimilagdo gradativa se deve a forma logica

da organizacao dos contetidos e a formacao de relagdes de equivaléncia.

A valorizagao da pessoa e de sua histéria foi trazida pela teoria da aprendizagem
significativa. Portanto, o que for ensinado criara ecos internos e viabilizara o aprendizado
de novos contetidos. Ao comegar com o que estd mais proximo ao aluno, é valorizado a

pessoa que vai aprender e nao os conteidos transmitidos.

1.2 APRENDIZAGEM SEGUNDO VYGOTSKY

Para Oliveira, em (ALECRIM, 2010); a funcao psicoldgica tem suporte nas ativida-
des do cérebro; contudo, sofrem influéncia do ambiente externo, variando em conformidade
com as atividades vivenciadas e as necessidades futuras do individuo. Vygotsky procurava

integrar o homem enquanto ser biologico e social.

A plasticidade do cérebro o faz evoluir e também as suas fungoes psicologicas.
Para Vygotsky em (ALECRIM, 2010), ndo é apenas o cérebro que é responsavel pela
formagao das fungoes psicoldgicas do individuo, as relagoes estabelecidas com o mundo
exterior, o processo histérico do individuo e a cultura na qual se encontra inserido também

contribuem para essa formacao. O processo de formacao das Funcgées Psicolégicas
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2

Superiores” acontece de forma indireta mediante a acao de mecanismos mediadores

ou sistemas simbélicos conhecidos como Instrumentos?® e Signos*
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Figura 2 — Formagao das fungbes psicolégicas superiores

Fonte: (SANTOS, 2010)

O desenvolvimento das fungoes psicoldgicas superiores acontece a partir dos meca-
nismos intermediarios, conforme mostra a figura 2. Nota-se que o conjunto mais interno
é composto pelas agoes reflexas automatizadas que sao inerentes ao individuo desde o
nascimento, tendo como exemplo, os estimulos naturais é a sucg¢ao do seio materno. Os
processos intermediarios sdo compostos pelos instrumentos e signos, que levam até fungoes

psicolégicas superiores.

Segundo Vygotsky em (ALECRIM, 2010), os signos externos que pertencem a cul-
tura do individuo vao sendo internalizados e passam a ser signos internos que representam
mentalmente objetos da realidade. Para o autor o desenvolvimento se da de “fora para
dentro”, na medida em que as agOes externas efetuadas pelo individuo sdo interpretadas

pelas pessoas ao seu redor em conformidade com os padroes culturais estabelecidos.

As interpretacoes das agoes externas do individuo por parte do grupo retornam
e sao ressignificadas e internalizadas passando a fazer parte dos processos psicoldgicos
interiores necessarios para a vida do individuo no grupo social. Portanto, a origem das
fungoes psicologicas superiores ¢é social e historica estando impregnada de instrumentos e

signos do meio cultural que cerca o individuo.

A aprendizagem é melhor alcancada quando o individual participa de grupos onde

2 Para Oliveira em (ALECRIM, 2010), consiste na capacidade do individuo de pensar em objetos ausen-

tes, imaginar acoes futuras e planejar suas execugdes. Tornam possivel a tomada de decisao a partir
de uma informagdo nova é o que Vygotsky denominou de comportamento intencional e voluntario
caracteristico do ser humano.

Segunda a teoria de Vygotsky, instrumentos sdo objetos utilizados para realizacdo de tarefas.

Signos sdo simbolos que representam outros objetos. Para Vygotsky os signos sdo instrumentos psi-
colégicos que auxiliam nos processos nao concretos. Exemplo: utilizar de mapa, planta para construir
uma casa, ou letra para representar um ndimero.
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suas vivéncias sao potencializadas pela interagdo com outros individuos, essa interacao
facilita a internalizacdo dos novos contetidos em suas fungoes superiores. Vygostsky em

(ALECRIM, 2010),

Segundo a teoria de Vygotsky existem dois desenvolvimentos: Real e Potencial.
O desenvolvimento real expressa tudo que posa ser realizado pelo individuo sem a ajuda
de terceiros. Ja o desenvolvimento potencial é formado pelas tarefas que o individuo, para
realiza-las, necessita da ajuda e orientagao de outra pessoa com mais conhecimento ou
experiéncia. A tendéncia natural é que o conhecimento potencial se torne conheci-

mento real.

Para Vygotsky, em (DILLI, 2018), a Zona de Desenvolvimento Proximal
(ZDP) é o espaco que existe entre o nivel desenvolvimento real e o nivel de desen-
volvimento potencial. Uma espécie de portal em constante mudanca, no qual, devem ser

concentradas as agoes pedagogicas para que ocorra uma aprendizagem significativa.

Esta regiao pode ser imaginada como sendo uma faixa intermediaria que contém o
conjunto do Nivel de desenvolvimento real e esta contida dentro do conjunto Nivel

de desenvolvimento potencial. Figura 3.

Figura 3 — Zona de Desenvolvimento Proximal-ZDP

Fonte: (SANTOS, 2010)

1.3 APRENDIZAGEM SEGUNDO PIAGET

Segundo (ALECRIM, 2010), duas das perguntas que nortearam a teoria da Psi-
cogénese Cognitiva de Jean Piaget (1969) foram: como os conhecimentos se formam? E

como os conhecimentos evoluem de um patamar menor para um estagio mais elevado?

A teoria considera que os conhecimentos estao interligados, sdo incompletos e atu-
alizados constantemente; dependentes da maturacao organica do individuo e sao afetados

pelo ambiente fisico e sociocultural no qual esté inserido o individuo.

Para Piaget (1969), em (ALECRIM, 2010), o desenvolvimento surge da adaptagao
psicologica constante ao meio devido ao desequilibrio que existe entre o conhecimento

interno e externo do individuo. O desenvolvimento é fruto da “Equilibragdo” progressiva
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e continua que tem fluxo de fora para dentro. O ser humano, qualquer que seja a etapa do
desenvolvimento na qual se encontre, busca explicar o mundo a sua volta. Logicamente, as
bases cognitivas para explicacdo do ambiente no qual vive, aumenta em conformidade com
o desenvolvimento fisico do individuo. Porém, existem algumas fungdes constantes que sao
comuns a todas as idades; sao denomina func¢oes de “Invariantes” do desenvolvimento;

Como exemplo tem-se: a curiosidade e o interesse.

O construtivismo a que se refere Jean Piaget (1969) é a construgdo por camadas
autossustentaveis que formam o conhecimento intelectual inacabado do individuo. Para
sustentar sua teoria Piaget define os conceitos de: esquema, assimilacao e acomodagao.
A concatenacgao destes conceitos interage com o ambiente na formacao do entendimento
cognitivo. O modelo sugerido por Piaget agrega as funcoes invariantes do desenvolvimento
novos conceitos do ambiente por meio da assimilagao. Ao ser gerada a zona de desconforto,
o individuo modifica as suas estruturas e esquemas anteriores, acomodando os novos
conceitos em busca do novo equilibrio. Acontece entdo, a adaptacdo ao conteido mais

recente e um novo esquema equilibrado de conhecimento ¢é gerado.

A curiosidade e o interesse em explicar os fendmenos a sua volta retira os recursos
psicolégicos e os conhecimentos anteriores do individuo da zona de conforto levando-o
a um desequilibrio, ao buscar o equilibrio, o individuo diante de novos esquemas faz
a comparacao com seus esquemas mentais, ja existente, acontecendo a assimilacao ou
acomodacao e novos conteudos sao agregados aos conhecimentos anteriores, acontecendo

desta forma o aprendizado. Figura 4.

Ambiente Fisico e Social

Novos esquemas

Esquemas

’

Invariantes do desenvolvimento -

= = = =

Figura 4 — Aprendizagem e evolucao segundo Piaget

Fonte: (SANTOS, 2010)
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Para (ALECRIM, 2010), a Psicogénese do Desenvolvimento Cognitivo de Jean
Piaget ajuda no entendimento da forma de pensar do aluno e elucida como acontece o
processo de construcao do conhecimento. A teoria mostra ao educador que o conhecimento
intelectual é fruto de uma busca por equilibrio e que é inerente ao individuo a predisposicao

ao aprendizado.

Cabe ao professor organizar o ambiente educacional para que a mente do aluno
seja levada ao desequilibrio e os processos internos, naturalmente, a levem a um novo

equilibrio em um patamar mais alto do desenvolvimento.

Também ¢é tarefa da escola, organizar o conteido, em nivel crescente de dificul-
dade, levando em consideracao o desenvolvimento bioldgico e a cultura do individuo. A
Psicogénese do desenvolvimento indica para o educador a importancia de se valorizar o
processo de construgao do conhecimento. Para Piaget (1969), em (ALECRIM, 2010), o

caminho para se chegar a um resultado é mais importante que o resultado esperado.

Portanto, é possivel notar que existe uma concordéncia entre os trés teéricos da
Educagao. Ausubel, Vygostsky e Piaget. Cada um, seguindo sua logica, descrevem o pro-
cesso de aprendizagem como consequéncia da influéncia do meio externo, no qual o in-
dividuo esta inserido. Para os autores citados, a aprendizagem acontece do exterior para
interior, ou seja; o conhecimento para que possa ser internalizado, precisa ter significado

para o individuo aprendiz.

As ancoras presentes nos “subsuncores” descritos na teoria da aprendizagem signi-
ficativa de Ausubel equivalem aos conhecimentos presentes na “Zona de Desenvolvimento
Proximal”, da teoria desenvolvimentista de Vygostsky, e também equivalem as “Invarian-
tes” e aos “Esquemas” da teoria da Psicogénese do desenvolvimento Cognitivo de Jean

Piaget.

Os Trés tedricos indicam que a agao pedagogica do professor além de ser consonante
com os conhecimentos ja presentes na mente do aprendiz, deve oportunizar a socializacao
para que todos possam guiar e serem guiados na efetiva transformagao dos novos conceitos
em conhecimentos consolidados nas fungoes superiores. O que tem significado para o
individuo é aprendido, essa é a realidade. Tedricos como Ausubel e Vygotsky e Piaget

trazem isso de forma clara e contundente.

Para corroborar com a visao dos teéricos Ausubel, Vygostsky e Piaget; (SILVA,
2019), sob a 6tica da Neurociéncia Cognitiva, cita o inspirado Rabuske (1999, p. 161)
“Pelo corpo, o homem esta no tempo, pelo espirito o tempo esta no homem, enquanto o

homem se desprende do agora, recorda o passado e prevé o futuro”.

Segundo (SILVA, 2019), sempre hd uma transigao entre o que esté sendo feito no
presente e o que sera feito no futuro, tendo como régua de referéncia aquilo que ja foi

feito no passado. E impossivel, para o homem, fugir de sua histéria e nao construir o seu
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conhecimento a partir de sua perspectiva histérica.

1.4 NEUROCIENCIA COGNITIVA

(SA; NARCISO; FUMIA, 2020), apub (BARROS et al., 2004) trazem a Neuroci-
éncia Cognitiva como uma subdivisao da Neurociéncia que se ocupa em entender como
o cérebro aprende, ou seja, esse campo de pesquisa investiga o cérebro visando entender

como ele sustenta as atividades mentais cognitivas para efetivar a aprendizagem.

(BARBOSA et al., 2016) em (SA; NARCISO; FUMIA, 2020), indicam que os
estudos da Neurociéncia Cognitiva estao relacionados de forma direta com a teoria da
Neuroplasticidade, segundo essa teoria as interferéncias no sistema nervoso modificam a

forma, tamanho e funcionalidade do cérebro.

Ao evidenciar que a quantidade de neuronios e suas sinapses®. sofrem alteracoes
em face das experiencias vivéncias pela pessoa, os estudos da Neurociéncia Cognitiva vao
ao encontro do que é defendido pelos teéricos da educacao. Para Schiffman (2005), em
(VIEIRA; FONSECA; SILVA, 2016), “quanto mais forte o estimulo, maior a frequéncia
dos potenciais de acao”. Ou seja, quanto mais significativo for o contetido para o aprendiz

mais efetivo sera o aprendizado.

D’Ambrésio (1993) em (SA; NARCISO; FUMIA, 2020); classifica a matemética
como uma disciplina investigativa e indica que seu escopo vai além da simples aplicacao
de algoritmos na resolugao de problemas. A matemaética tem papel social porque melhora
o raciocinio e a forma de pensar do cidadao, da subsidios para que o aluno pense de forma

critica sendo isso, fundamental para o processo de tomada de decisao.

Contudo, (SA; NARCISO; FUMIA, 2020) alertam para o perigo da divulgagdo
dos achados cientificos da Neurociéncia Cognitiva estarem sendo traduzidos de forma
reducionista e simplista para publico externo ao meio académico, gerando os chamados
Neuromitos.® Essas conjecturas falaciosas atrapalham a aplicacdo das contribuicoes da

Neurociéncia Cognitiva na melhoria da aprendizagem significativa.

(VIEIRA; FONSECA; SILVA, 2016), estudaram a aprendizagem das relagoes trigo-
nométricas no tridngulo retangulo sob a 6tica da Neurociéncia Cognitiva, nesse estudo fica
evidenciado a ideia de que problemas contextualizados com recursos visuais e sequéncia 16-
gica, melhoram a associa¢do do contetido e aumentam o processamento e armazenamento

das informacoes no cortex cerebral. Os estimulos viso-espaciais, presentes na contextu-

5  Sinapse é a conexdo ou juncdo entre os terminais do axénio da célula nervosa que envia a informacio

e a parte do corpo celular ou dendritos da célula que recebe a informagio. (VIEIRA; FONSECA;
SILVA, 2016)

Neuromitos sdo informagoes incompletas e ou equivocadas sobre o funcionamento do cérebro geradas
por interpretacoes generalizagoes falaciosas sobre publicagoes da Neurociéncia Cognitiva. (POMPEIA,
2016; BRUM, 2108) em (SA; NARCISO; FUMIA, 2020).
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alizacao dos problemas envolvendo as relagoes trigonométricas no tridngulo retangulo,
foram analisados quanto a qualidade da contextualizacao, a relacao da figura com
cotidiano e relacado da figura com o conteiido estudado. Para os autores, quanto
maior for o estimulo inicial da figura associada ao problema, maior serd a frequéncia dos

potenciais de acao no cortex cerebral visando a aprendizagem das nogoes matematicas.

Por exemplo, (VIEIRA; FONSECA; SILVA, 2016); apud (SCHIFFMAN, 2005),
indicam que na figura de uma ponte conhecida pelo aluno, a razao tangente deve ser asso-
ciada a capacidade de medir o que nao se alcanca. Desta forma, os estudos da Neurociéncia
Cognitiva indicam que a razao tangente deve ser apresentada primeiro que as razdes seno
e cosseno, isso fard com que seja aproveitado todo potencial sensitivo do processo inicial

de deteccgao e codificacao da energia do ambiente.

1.5 TEORIA DA ANTROPOLOGIA DO DIDATICO

A Teoria da Antropologia do Didético (TAD) foi apresentada em 1998 pelo ma-
tematico francés Ives Chevallard. Segundo (FONSECA, 2015), foi a primeira teoria de-
senvolvida para analisar a aprendizagem matematica, utilizando a prépria estrutura da

matematica para analisar o comportamento humano.

Para Chevallard, em (FONSECA, 2015), qualquer atividade humana pode ser
observada e modelada por um modelo teérico que foi denominado Praxeologia.” Anos
mais tarde, Chevallard (1998) considerou como facilitadores na aprendizagem do saber
matematico: a capacidade de modelagem; a abrangéncia do termo “Antropolégico” e os

fazeres praticos (praxeologia).

O saber fazer na pratica é caracteristica do individuo que possui conhecimento so-
bre um tema e tem habilidade de realizar tarefas aplicando esses conhecimentos sem ajuda
de uma pessoa mais experiente para indicar-lhe o caminho. A aquisicdo da competéncia
do “saber fazer” pode acontecer sob a luz da teoria, em institui¢des como a Escola, ou
como resultado do processo de “tentativa e erro” em institui¢des como familia, traba-
lho ou sociedade. Esse saber adquirido pela experiéncia do processo “tentativa e erro” é

conhecido como o saber do “chao de fabrica”.

O saber matematico e o saber didatico no ensino da matematica, para muitos pro-
fessores, sao adquiridos pelo processo “tentativa e erro”. Os fracassos e sucessos durante os
anos de ensino lhes conferem uma praxeologia eficiente. Porém, as mudangas no curriculo,
tanto na forma, como no viés, e também na sua abrangéncia, juntamente com reducao na
quantidade de horas de regéncia, estao tornando esses saberes incompativeis e obsoletos

muito rapidamente. Os novos professores chegam com uma boa bagagem tedrica, porém

7 Praxeologia: do grego préxis, (acdo, habito, pratica); logos (conhecimento, teoria). Indica saber fazer

na préatica. (FONSECA, 2015).
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com pouco “saber-fazer” praxeologico.

Os professores experientes estao deixando a sala de aula devido aposentadoria,
doenca ou 6bito. O fluxo de reposicao esta sendo afetado por fatores como: poucos egressos
das academias, alto indice de professores apresentando doengas somativas e desvios do
magistério. A quantidade de pessoas que buscam os cursos de licenciatura diminuiu. O

magistério nao é a preferéncia do jovem ao terminar o ensino médio.

Uma parte dos professores regentes sao afastados do oficio por apresentarem do-
encas somativas. Essas doencas, em parte, resultam da internalizagdo de angustias e frus-
tragoes no trabalho; seja pela natureza do proprio labor pedagogico ou por fatores sociais
externos a sala de aula, tais como: desamparo social do aluno, precariedade das

escolas, pouco reconhecimento e remuneracao defasada.

O “saber-fazer praxeolégico" fica comprometido; o conhecimento adquirido no
“chao de sala” nao flui de uma geragao para outra. Apenas uma parte dos professores
consegue continuar em sala, melhorando sua forma de ensinar e interagir com os alunos.
Esses professores, buscam nas academias formacao continuada e cruzam os conhecimentos
académicos com o seu conhecimento pratico, melhorando, efetivamente, sua forma de
lecionar. Para esses professores, a Teoria da Antropologia do Didatico (TAD), serve como
grande aliada e pode lhes conferir autonomia para tratar os conteiidos dos curriculos como
objetivos factiveis e nao como grades que engessam e dificultam a aprendizagem por

parte do aluno.

Para (SANTOS; FREITAS, 2017) a TAD possibilita o estudo da matematica den-
tro do conjunto de atividades humanas e de institui¢oes sociais. Para Bosch e Chevallard
(1999), em (SANTOS; FREITAS, 2017), “tudo é objeto”. As instituigoes sdo objetos, os
individuos sao sujeitos dessas instituicoes, porque para que um objeto exista basta exis-
tirem pessoas ou instituicoes que tenham relagoes com esse objeto. Esse modelo “teia de
existéncia e inter-relacionamento” de conteiido é semelhante ao modelo de mapeamento
utilizado pelas redes sociais. Atualmente, ou as pessoas estao participando diretamente
de alguma rede social: Facebook, Instagram, Telegram, WhatsApp; ou de forma indireta

quando tém alguém proximo a elas que participa.

Para a TAD, o conhecimento é ofertado sempre que houver a demanda para o
mesmo; quando o questionamento do aprendiz o conduz a fronteira de seu conhecimento,
sua mente passa a explora novos objetos, entao, novas demandas aparecem e a essa teia faz
surgir novos objetos, conduzindo o aprendiz para fora da sua zona de conforto. Ou seja,
um questionamento leva a outros tantos questionamentos e as respostas a essas perguntas

acabam abrangendo e por vezes extrapolando o curriculo demarcado.

Segundo a TAD, em (FONSECA, 2015), existe o meio interno, formado pelo cére-

bro e o meio externo, composto pelas instituicoes, dentre as quais a escola. O individuo
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ao participar da vida escolar sofre modificagoes na plasticidade do seu cérebro, essas mu-
dancas ocorrem devido a acdo de neurotransmissores durante as sinapses. A escola esta
preparada para auxiliar o individuo a modelar seu cérebro por meio de um desenvolvi-

mento social e cognitivo, inclusive, com o aprendizado da matematica.

(SANTOS; FREITAS, 2017) e Chevallard (1998) em (FONSECA, 2015), qualifica-
ram as praxeologia ou praxis como um conjunto de elementos associados e concatenados.

Nomeando "t", como uma tarefa qualquer; “T”, como um tipo de tarefa; "r", como uma

técnica; "6", como uma tecnologia; e "©", como uma teoria.

Para (SANTOS; FREITAS, 2017), citando Chevallard (1998), ainda em (FON-
SECA, 2015), a praxeologia é representado pela notacao: [T|7]0|0], indicando que uma
tarefa "t", pertence a um determinado tipo de tarefa “T”, que para ser resolvida necessita

de uma técnica "7", que estd amparada em uma tecnologia "0"e é justificada pela teoria
'©". Figura 5.

[ TEORIA
®

_——— TECNICA —\
T

Tipo tarefa

T

tarefa

Figura 5 — Representagao de praxeologia segundo TAD
Fonte: O autor (2021)

(SANTOS; FREITAS, 2017), trazem que a TAD possibilita a investigagao da pra-
tica do docente por meio da proxeologia. Para entender a matematica realizada em sala de
aula, segundo a organizacao dos conteidos valorizados pelo professor em sua pratica sao
necessarias trés atividades: observacao, descricao e analise dos aspectos didaticos

e matematicos.

A organizacao mateméatica dos contetidos caracteriza o objeto matematico sob os
quatro componentes descritos na figura 5: Tipo de tarefa,(T); técnica, "7"; tecnologia,
"#"e teoria,"®".

Chevallard (1998), em (FONSECA, 2015), denomina de bloco pratico-técnico
[T|7] ou saber-fazer, como a primeira parte de uma organizac¢ao praxeoldgica e a segunda

parte denominou de bloco tecnolégico-tedrico [0|0)], equivalente ao discurso tedrico ou

simplesmente sinénimo de saber. O autor indica que a tecnologia,'d"; tém trés fungoes
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basicas: justificar, explicar e produzir a técnica,"r".

Porém, para Chevallard (1998), ainda em (FONSECA, 2015), existe uma assime-
tria na utilizagao das func¢oes da tecnologia, "0"; principalmente nas praxeologias na area
da matematica. A funcao de justificar a técnica "r", é muito mais valorizada que a func¢ao
explicar e tornar inteligivel a técnica "7". Existe uma predisposicao para exigéncia das

demonstragoes em detrimento da explicacao.

Como exemplo da assimetria que acontece entre os dois blocos [T|7] e [0|©], Che-
vallard (1998), em (FONSECA, 2015), exemplifica como o tema de estudo, ¢ identificado
por uma determinada tecnologia. No caso os Teoremas de Pitagoras ou de Tales, sdao
identificados, implicitamente, com o bloco, [#|0]; por produzir e justificar as técnicas "7"
relativas a diversas tarefas. O mesmo acontece com “fatoracao” e “resolucao de equagoes”;

temos tecnologia e teoria sendo usada como tipos de tarefas.

As praxis pedagbgicas que costumam valorizam, acentuadamente, a técnica tendem
a usar até a teoria como técnica. Bordoes didaticos como: “a interpretacdo faz parte
da prova” evidenciam que o comando da atividade valoriza o bloco tecnolégico em
detrimento do bloco tedrico; a func¢do justificar, do bloco tecnoldgico-tedrico [0]0O)], estd

sendo mais valorizada que a funcao explicar.

Contudo; Gascén (2003), em (SANTOS; FREITAS, 2017), resume as instituigdes
em um espaco tridimensional descrito por trés eixos: modernista, no qual esta a expe-
rimentacao; teoricista, no qual esta o bloco [0|©], e o tecnicista, no qual estd o bloco
[T|7]. Figura 6.

Géscon (2003), ainda em (SANTOS; FREITAS, 2017), informa que os eixos teo-
ricista e tecnicista sao processos didaticos mecanicos que consideram o discente como
“caixa vazia” ou como “automato”, respectivamente. Porém, o eixo da experimentacgao
valoriza a exploragdo de problemas que desafiam o educando a utilizar varias técnicas
diferentes juntamente com os conhecimentos e saberes ja internalizados. Portanto, o eixo
modernista, corrobora com as teorias de valorizacdo do processo social e historico do

individuo.
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Figura 6 — Modelo epistemoldgico de organizacoes didaticas.

Fonte: O Autor (2021)

Da combinagdo do tecnicismo [T|7], com o teoricismo [0|O], surge a episte-
mologia classica. Para os cldssicos, o processo de ensino é controlado na integra pelo
professor. Os eixos teoricista [0|©] e modernista combinados formam o plano que re-
presenta a abordagem construtivista. Para o construtivista, as atividades contextua-
lizadas tornam o aprendizado resultado ativo da construcao do conhecimento. Por fim, o
plano empirista, que resulta da combinagao do eixo da experimentagao como o eixo
tecnicismo [#|©]. A organizagao epistemoldgica empirista considera o aprendizado mate-
matico como resultado de um processo indutivo que tem como base a imita¢gado do modelo

proposto utilizando varias técnicas de abordagens.

Apesar da praxeologia ter ficado evidenciada apds a divulgagdo dos estudos de
Chevallard (1998), estudos anteriores do autor indicam que a praxeologia tem sua génese
na Teoria da Transposigao Didética (TTD) cujo objetivo, segundo (FONSECA, 2015), é

entender e unificar as diversas relacoes entre os fenémenos didaticos.

Para Chevallard (1998) tanto em (FONSECA, 2015); como em (SANTOS; FREI-
TAS, 2017); na génese da TAD estao presente trés axiomas: Objeto (0), Pessoas (X) e

Institui¢oes (I); formando a trinca ordenada (0,X,I).

O objeto é a pedra fundamental da construcao de toda teoria, como particula
inicial tudo é objeto. E aceito, por axioma, que a existéncia de um objeto estd vinculada,

apenas, a condi¢ao de que uma pessoa “X” ou uma instituicao “I” o reconheca.

Chevallard (1998), tanto em (FONSECA, 2015); como em (SANTOS; FREITAS,
2017); representou R(X,0), como a relagdo de uma pessoa “X” com um objeto “O” e

R;(0), como a relagao de uma instituigao “I” com um objeto “O”.

(FONSECA, 2015) indica que a taxonomia dos objetos é trazida por Chevallard
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(1994) e por Bosch e Chevallard (1999). Objetos ostensivos (0O,), sdo aqueles que tém
forma sensivel ou material e podem ser manipulados; enquanto os Objetos nao ostensi-
vos (O,,) sdo os conceitos e ideias e ndo podem ser manipulados, apenas evocados quando

da manipulagao dos objetos ostensivos.

(FONSECA, 2015), designou a manipulagao do objeto ostensivo como O, —m e a
evocacao do objeto nao ostensivo como O,,, —e. A tabela 1 apresenta a classificagdo dos

objetos ostensivos com respectiva exemplificacao.

Tabela 1 — Taxonomia dos Objetos Ostensivos

EXEMPLOS
LAPIS, CANETA COMPASSO
GESTOS, ACENO

OBJETOS OSTENSIVOS |
|

GRAFICOS | ESQUEMAS e DESENHOS
|
|

MATERIAIS
GESTUAIS

ESCRITURAIS ESCRITAS e FORMALISMO
DISCURSIVOS PALAVRAS e DISCURSOS

Fonte: O Autor (2021)

A figura 7, mostra um exemplo da relagao entre objetos ostensivos e nao ostensivos
descrito por Chevallard (1994), em (FONSECA, 2015). Nesse exemplo, do campo da
matematica, a relacao entre objetos ostensivos e nao ostensivos aplicados na resolucao da
equacao exponencial 2% = 10, é aplicada a definicao de logaritmo e a uma técnica para

chegar ao resultado.
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Tarefa (t)
Resolver a equagao 2* = 10

Tipo de tarefa (T)
Resolver equagdo de tipo a* = b.

Técnica (1)
Objetos Ostensivos Objetos nio
Manipulados ostensivos
0, —m Enre O, — me 0, 6 — & evocados
Uﬂtﬂ — e
Ostensivos O conceito
discursivos *T~—s de logaritmo
Supor um Sistema
Ostensivos é
“tomamos gestuais O, de objetos
o logaritmo ||  Ostensi ostensivos mencionado |
stensivos ;
conectados e por meio do

dos dois escriturais: Ly s
articulados a certo objeto nao

membros” 2* =10 .
In2* =In10 numero de objetos ostensivo
x-In2 =1In10 / ndo ostensivos. escritural ou
In10 . discursivo
=Tz quando
estao
disponiveis.

Figura 7 — Constituicao da técnica 7 O, —-m e O,, —e

Fonte: O autor (2021)

A tarefa (t), resolver a equagao 2 = 10, é um caso especifico de resolugao do
tipo de tarefa (T), resolver a equagdo da forma genérica a® = b. A técnica (1), aplicada
consiste em aplicar, por evocacao, o objeto nao ostensivo, logaritmo; a evocacao acontece
por meio do objeto ostensivo discursivo: "Tomamos o logaritmo natural dos dois
membros', a evocagao do logaritmo por meio do discurso pode ser acompanhado por

objetos gestuais; a solucao ¢é registrada no papel ou no quadro por meio dos ostensivos

In 10
In2 °

escriturais ou graficos até a conclusao da tarefa, onde o valor de z =

Percebe-se que o dominio sobre os elementos nao ostensivos (O,,) é proporcional
a quantidade de manipulagao dos objetos ostensivos (O,). Ou seja, se o aluno tem a sua
disposi¢ao uma grande quantidade de nogoes e defini¢oes, entao precisara de mais objetos

ostensivos para manipular os conceitos visando realizar a tarefa (7). (FONSECA, 2015)

E interessante mostrar um exemplo aplicado no campo das funcoes trigonomé-
tricas. A figura 8, mostra a relagdo entre os objetos ostensivos (O,) e nao-ostensivos,

Ono para resolucao da tarefa (7). Para ficar alinhado com o tema deste trabalho foi
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apresentado a construgdo, no plano cartesiano ortogonal, do gréafico da funcao, F(x) =

2.sen(4x) + 1, para o dominio 0 < z < 27.

Para resolver a tarefa (t): construgcdo do grdfico da funcao trigonométrica,
F(x) = 2.sen(4x) + 1; é necessario saber que a tarefa (t) estd contida no tipo de tarefa

(T): construgcao do grifico de fungées da forma: F(x) = b.sen(cx + d) + a.

Para aplicar a técnica (1), é preciso evocar, dentre outros, os objetos nao ostensivos
(Ono): conceito e representagao em plano cartesiano, conceito de fung¢ao seno e nogao da
forma senoidal modificada pelos parametros “a” , “b”, “c” e “d”; no¢ao de determinacao

[1whi

do conjunto imagem com os parametros “a” e "b”, no¢ao de determinacao do periodo por
meio do parametro “c”; e o deslocamento no eixo horizontal, determinado pelo parametro
“d”. Na evocagao dos objetos ndo manipulaveis (O,,), sdo utilizados objetos ostensivos
discursivos, gestuais e escriturais. Esses objetos sao usados para explicar e concate-
nar as sentencas pensadas, ou seja, os objetos ostensivos organizam o saber interno do
individuo. Desta forma, é coerente a fala de Bosch e Chevallard (1999) em (FONSECA,

2015). “Tudo é objeto”.
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Tarefa (t)

Construir o grafico da fungdo F(x) = 2. sen(4x) + 1.

Tipo de tarefa (T)

Construir o grafico da funcdo da forma: F(x) = b.sen(cx +d) + a.

OSTENSIVOS DISCURSIVOS,
GESTUAIS e ESCRITURAIS

Técnica (1)
Objetos ostensivos 0, —m Objetos nao
Manipulados 0, — m e ostensivos
O — ¢ || ayocados 0,, — e.

+ O conjunto
imagem &
determinado
pelo
intervalo
[a— ba+ Bb].

s A sendide
inicia no
ponto (d.a)

+ O periodo da
funcgdo
determinado

orz:r
por —.

+ Dominio:
[-d.2m — d]

a=1
b=2
c=4
d=10
Im=[-13]
(0,1) Inicio da
sendide.
2p = Zf:

2p = z

2

D =[0,2m]

Construcie do

grafico senoidal

Os
conceitos e
nogoes sao
evocadas e
expressas

pelos
ostensivos
discursivos
gestuais e
escriturais.

Conceito de plano
cartesiano,
Conceito de fungio
seno e nogéo da
forma senoidal.

Nocio para
encontrar a
imagem.

Nogéo para
encontrar o

periodo da fungéo.

Nogio para
encontrar o
dominio da fungao.

Figura 8 — Organizacao Praxeologica, objetos nao ostensivos e ostensivos
do grafico da fung¢ao seno

Im = [-1, 3]; periodo, P =
(0,1); foi possivel a determinac¢ao do objeto ostensivo: construgao do grafico da senoide,
F(x) = 2.sen(4z) + 1.

togonal. Figura 9.

Fonte: O Autor (2021)

na construcao

Apoés obtencao e escrituragao dos objetos ostensivos (O,): conjunto imagem,

; conjunto dominio, D = [0, 2] e ponto de corte no eixo v,

Para representar o grafico foi utilizado o objeto ostensivo, plano cartesiano or-
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f(x)= 2sen(4x) + 1

[-1.3]
IMAGEM

~ ’

% [0,271] & PERiODO = 7 rad

DOMINIO
Figura 9 — Ostensivos: Plano Cartesiano Ortogonal e a Senodide.

Fonte: O autor (2021)

Para Chevallard (1998), em (SANTOS; FREITAS, 2017), a equipagem praxeolo-
gica matematica do professor nao deve se resumir aquilo que esta restrito nos curriculos
ou na organizacao praxeologica didatica da instituicdo a qual pertence. Porque, segundo
Bosch e Gascon (2010), também em (SANTOS; FREITAS, 2017), o modelo epistemolégico
da matematica dominante na organizacao sustenta e apoia essa organizagao praxeoldgica
didatica. O professor ao entender o ambiente escolar e as restricbes imposta na pratica
deve organizar sua sequéncia praxeoldgica didatica conforme os seis momentos didaticos
proposto por Chevallard (1998). Tabela 2.

Tabela 2 — Momentos Didaticos Propostos

MOMENTOS DIDATICOS E PRAXEOLOGIA EM MATEMATICA

1 | ORGANIZACAO MATEMATICA

2 | EXPLORAGCAO DO TIPO DE TAREFA (T)

3 | CONSTITUICAO DO AMBIENTE TECNOLOGICO-TEORICO 0

| TRABALHO COM A TECNICA T

4
O | INSTITUCIONALIZAGAO
6 | AVALIACAO

Fonte: O Autor (2021)

1. Organizacao matematica, iniciar novos contetdos pelas definicdes basicas

ou por uma situagao problema, realizando um determinado tipo de tarefa (T).
2. Exploragao do tipo de tarefa (T), é elaboracio de uma técnica (7).

3. Constituicdo do ambiente tecnoldgico-tedrico (6), relativo a técnica (7).
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4. Trabalho com a técnica (7‘); testar e melhorar a técnica verificando se atende
a resolucao de todas a tarefas (t), para um tipo (7T) de tarefa visando torna-la mais

confidvel e eficaz.

5. Institucionalizacao, o professor decide quais conteiidos sao relevantes para serem

cobrados no sexto momento.

6. Avaliagao, articulada como a institucionalizagao, o professor, analisa com os
alunos, a praxeologia adotada, seus limites e possibilidades, decidindo se a avaliagao

deve ou nao existir.

1.6 NIVEIS DE FUNCIONAMENTO DO CONHECIMENTO

(FONSECA, 2015), traz os NFC como sendo um conjunto de ferramentas desenvol-
vidas pela pesquisadora francesa Aline Robert (1997 e 1998) visando montar uma andlise

epistemoldgica e didatica que possibilite a organizagao hierarquica dos conhecimentos.

Essa organizacao hierarquica auxilia na preparacao dos cenarios didaticos de apren-
dizagem. Para Robert (1987 e 1998), em (FONSECA, 2015), os contetidos segundo os NFC
sao subdivididos em trés niveis: Nivel técnico (NT); Nivel Mobilizavel (NM) e Nivel
Disponivel (ND).

Esses niveis mensuram o grau operacional de funcionamento dos conhecimentos.
Por meio dessa classificacao é possivel identificar em que etapa do desenvolvimento ma-

tematico e trigonométrico se encontro estudante.

A pesquisa conduzida por Robert (1987,1988) e trazida por (FONSECA, 2015),
indica que esses Niveis de Funcionamento do Conhecimento NFC, podem ser aplicados
nas tarefas, nas avaliagoes de aprendizagem e nas avalia¢oes de diagnosticos. A hierarquia
desses niveis indica um aumento de complexidade do nivel técnico para o nivel disponivel,
passado pelo nivel mobilizavel. Para a pesquisadora é fundamental que seja respeitada a
ordem de complexidade das tarefas para melhor oportunizar o aprendizado e compreensao

das noc¢oes matematica, em especial, as trigonométricas.

As figuras 10, 11 e 12; trazem em detalhes a hierarquia das tarefas e o que
representam para Aprendizagem Matematica conforme os niveis: NT, NM e ND, seguindo
a classificacao de Robert (1997, 1998) em (FONSECA, 2015).
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NIVEL TECNICO - NT

Aprendizado Matematico representa um trabalho local, isolado e concreto.

Tarefas cuja resolucéo depende apenas da aplicagdo direta ou imediata de uma
ou mais vertentes a seguir. Nesse nivel o aluno usa memdria e apenas repete
cominhos definidos para reforcar teoremas, definicdes, propriedades e internalizar
férmulas.

Teorema Propriedades Definicdes Férmulas

EXEMPLO:

1) Sabendo que Cosx = ; e 0<x< g; determine:
a) Senx b) tgx

2) Calcule, aplicando congruéncia de arcos, o valor de:

a) tglsw b) seni:

Figura 10 — Detalhamento do Nivel Técnico

Fonte: O Autor (2021)

NIVEL MOBILIZAVEL - NM

Aprendizado Matematico representa um frabalho mais amplo que o nivel técnico,
esta entre o concreto e o abstrato.

Nesse nivel a tarefa apresenta resolucdo que depende de aplicacdes simples com
as propriedades entrando uma por vez; o que & pedido na tarefa esta explicito para
0 aluno. O aluno pode receber indicacbes para solucéo, porém, faré a tarefa se
souber ligar a propriedade a técnica de resolucéo da tarefa.

Propriedades Definicoes

EXEMPLO:

1) Determine o valor da constante real “k” para que equac&o tenha solugéo né&o
vazia no conjunto dos reais.
a) cosx= Z— b) senx = 5k + 10
2) Determine o periodo das funcoes:

a) F(x)=4+2sen(3x+3) b) F(x) = 2tg(4x)

Figura 11 — Detalhamento do Nivel Mobilizavel

Fonte: O Autor (2021)



48 Capitulo 1. APRENDIZAGEM E CONHECIMENTO

NIVEL DISPONIVEL - ND

Aprendizado Matematico representa um frabalho que transcende o concreto e
depende da capacidade de abstracdo do aluno para gerar um modelo de solugdo.
Pode-se usar mais de uma teoria, definicdo, propriedade e formula para que tarefa
executada. Aplicacoes concatenada de formulas, definicdes e propriedades.

Tarefas cuja resolucdo depende Unica exclusivamente da capacidade do aluno
associar teorias, propriedades e definicdes. Nenhuma indicacdo € passada ao aluno,
o comando, apesar de claro ndo restringe a atuacdo do aluno a um campo do
conhecimento.

Propriedades Teoremas Definicoes Formulas

EXEMPLO:

Enem 2019 (adaptada) - Os movimentos ondulatorios (periddicos) sao
representados por equacoes do tipo +4sen(we + &), que apresentam parametros
com significados fisicos importantes, tais como a frequéncia w = ‘7‘ ,emqueTéo

periodo; A € a amplitude ou deslocamento maximo; € & o dngulo de fase 0 < # < "—' ,
que mede o deslocamento no eixo horizontal em relacdo a origem no instante inicial
do movimento. O grafico representa um movimento periodico, P = P(t), em
centimetro, em que P € a posicado da cabeca do pistdo do motor de um carro em um
instante t, conforme ilustra a figura.

Determine expressao algébrica que representa a posicdo P(t), da cabeca do pistdo,
em fungdo do tempo t

Figura 12 — Detalhamento do Nivel Disponivel

Fonte: O Autor (2021)

Os Niveis de Funcionamento do Conhecimento NFC, de Robert (1997,1998) des-
crevem como o conhecimento precisa ser capilarizado para que o aluno consiga assimila-lo,
a dosagem é funcional e a hierarquia crescente possibilita que o aluno que tenha dificul-
dade passa vencer as etapas, bastando para isso aumentar a sua curva de esforco pessoal.
Ja o aluno que apresentar menor dificuldade pode avangar sem que haja o risco de ficar

ocioso e deixar de se sentir desafiado.

-

E necessario estar atento porque mesmo o nivel técnico, no ensino das fung¢oes
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trigonométrica, para muitos alunos, pode apresentar caracteristica dos niveis mobilizavel

e disponivel.

Para calcular o valor de £g157, o aluno precisa saber:

e a nocao de tangente no circulo,

e 0 conceito e aplicacao de radiano,

a localizagdo de arcos e sua composicao no sentido anti-horario,

« associar por equivaléncia (157) com (7),

relacionar o arco com segmento linear que representa a tangente.

Para calcular o senz, partindo do cosseno e vice-versa, o aluno precisa aplicar a
relacdo fundamental da trigonometria. Realmente é nivel técnico; porém, existe alguns
entraves que podem equiparar essa tarefa de nivel técnico aos niveis mais complexos.

Muitos alunos apresentam:

« Dificuldade em entender o que significa 7 < z < 37“ e que aparece no enunciado.
Apesar de muitos alunos chegarem na resposta correta, o fato de nao apresentarem
o resultado negativo do senx, indica que estao condicionados a considerarem apenas
a raiz positiva; e nao a condi¢ao do sinal positivo do seno e do cosseno, devido a

condigao imposta por 7 < z < 37“

« Dificuldade em aceitar que cosx é o termo a ser substituido na relagao fundamental
da trigonometria: sen’x + cos?s = 1; existe resisténcia em considerar o cosx como

uma variavel a ser substituida.

« Dificuldade em operacionalizar a resolucao de equacao. Os principios aditivo e mul-

tiplicativo e a radiciacao sao processos que os alunos costumam nao acertar.

(FELJO, 2018) indica que a trigonometria é a um assunto dificil por si s6 e cita
Demir e Heck (2013) que diz: “a natureza complexa da trigonometria torna desafiador para
o aluno compreender o tema de forma profunda e conceitual”. Essa posicao é corroborada
pela fala de Weber (2005), também em Raquel (2018): “a trigonometria é um dos primeiros

topicos da matematica que relaciona o raciocinio algébrico, geométrico e grafico”.

Portanto, mesmo nas tarefas mais simples das fungoes e equagoes trigonométricas
¢é necessario usar uma gama de operacoes aritméticas, nas quais, historicamente, o aluno
nao esta no nivel operacional. O fato é que a trigonometria paga um prego alto porque

expoe a fragilidade do aluno na aritmética basica e na algebra elementar; mesmo nao
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sendo a causa do baixo desempenho dos alunos a trigonometria é taxada como matéria

dificil, tanto no ensino basico, como no ensino superior.

(AZEVEDO; REGO, 2016), trazem que a mateméatica possui uma linguagem pré-
pria e especifica cujo os temas nem sempre guardam relagao direta com a lingua materna.
O ensino da matematica tem por base a comunicacao na lingua materna, mas o professor
precisa evitar distanciamento entre a linguagem matematica e a lingua materna. Porém a
linguagem matematica para ser compreendida requer processos cognitivos de assimilacao

e compreensao diferente dos usados na lingua materna.

Para D’Amore (2006), em (AZEVEDO; REGO, 2016), uma raziao para lingua-
gem matematica ser tao especifica é o fato dos seus objetos nao poderem ser acessados
diretamente, por serem objetos que remetem e evocam ideias, conceitos e axiomas. A ca-
racteristica de ser precisa e concisa e sua universalidade tem acarretado dificuldade para

o estudante porque no seu cotidiano utiliza apenas o discurso em lingua materna.

D’Amore (2006), citado por (AZEVEDO; REGO, 2016), indica ainda que além das
caracteristicas de precisao e concisao a linguagem matematica ainda possui um codigo
simiético® préprio capaz de conferir a essa linguagem uma densidade de informacoes
muito grande, o que lhe confere um poder de sintese acentuado, com o qual podem ser

geradas defini¢oes e proposicoes que se apresentam desprovidas de sentido para o aprendiz.

O que precisa ficar claro é que a trigonometria ¢ uma linguagem e como tal requer
que o aluno passe por um processo de alfabetizacdo. Aprender uma linguagem requer
tempo, para maturagdo dos conceitos e oportunidade para utilizacdo dos mesmos. O
aluno tem pouco tempo para efetivar a sua alfabetizagdo na trigonometria, basicamente
em apenas trés meses o aluno tem que sair do nivel zero de conhecimento para o nivel de

fluéncia operacional.

Na questao do ENEM? apresentada do nivel ND, figura 12; sdo incontdveis os
processos e saberes que um aluno precisa ter para chegar a solucao. Apenas saber as mo-
dificagoes causadas pelos diversos pardmetros que transformam a funcao trigonométrica;
nao seria suficiente para responder a questao, sobretudo quando se leva em consideragao o
tempo disponivel para resolucao e as condigoes de pressao a qual estd submetido o aluno.
Mesmo para um aluno dotado de um bom letramento em lingua portuguesa e trigonome-
tria e com uma capacidade de leitura dindmica acima da média a questdo é considerada
dificil.

Isso leva a uma outra questao perigosa para o ensino dos fundamentos da trigono-

metria; a quantidade de questoes que aparece nas provas externas é pequena e o grau de

Relativo a semidtica, “[...] é a ciéncia que tem o objeto de investigagdo todas as linguagens possiveis,
ou seja, o exame dos modos de constituigdo, produgdo de significado e sentido [...]” (SANTAELLA
1988, P. 15) em (AZEVEDO; REGO, 2016).

Exame Nacional do Ensino Médio.
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dificuldade dessas questoes é considerado muito alto, sua resolugao requer muitos saberes
que devem ser usados concatenados e de forma analitica. E comum ouvir de bons alunos,
e até de professores, a seguinte frase: “questao de trigonometria, pula! Deixa para

resolver no final, se sobrar tempo vocé volta e tenta resolver”.

Ou seja, é necessario entender que os NFC devem ser respeitados, e os deficits
nos pré-requisitos da Aritmética, da Algebra e da Geometria devem ser considerados e
sanados. Porque, mesmo se for considerada apenas hipdtese extrema e subestimada de
que o unico beneficio do ensino da trigonometria seja motivar o aluno a completar as
lacunas existentes em seus conhecimentos basicos nas areas acima citadas; ainda assim, o

beneficio do ensino da trigonometria ja seria incalculavel.

Para corroborar com os preceitos dos NFC de Robert(1997,1998), a nocao de
obstéculo didatico de Guy Brausseau (1983), trazida por (SILVA, 2019), faz alusdo aos
obstaculos epistemologicos de Gaston Bachelard e a teoria de equilibragao de Piaget; para
o autor esses obstaculos didaticos estao ligados intrinsecamente a erros na escolha do tipo

de tarefas.

(SILVA, 2019) cita, Brausseau (1983) e Almouloud (2007) para indicar que esse
erro é consequéncia do surgimento de concepgodes espontaneas ou reconstruidas que se
tornam obstaculos didaticos na aquisicdo e entendimento de novos conceitos quando sao

acrescidos a uma rede de representagoes cognitivas.

Para Brausseau (1983), ainda em (SILVA, 2019) os obstaculos se manifestam pela

incapacidade do aprendiz de compreender certos problemas (tarefas para TAD).

Portanto, é necessario aplicar os NFC nas tarefas trigonométricas nao s6 para
oportunizar o letramento nesse ferramental tdo importante para modelar os fendmenos
periddicos; mas também, para minimizar o surgimento dos obstaculos didaticos de Braus-
seou (1983) e Almouloud (2007) citados em (SILVA, 2019). Afinal, quando a tarefa esta
muito acima da capacidade do aprendiz, simplesmente, é abandonada e o beneficio da

tentativa e erro ¢ perdido.

1.7 DIFICULDADE NO APRENDIZADO

A literatura académica que trata do tema Dificuldades no Aprendizado da Ma-
temética (DAM) é pouco abundante, diz (FELJO, 2018), citando: Weber (2005), Moore
(2010), Demir (2012); Demir e Heck (2013). Porém, a autora ressalta o fato da produgao
académica atual ser capaz de trazer luz a esse tema de relevancia inquestionavel para as

ciéncias exatas.

(SILVA, 2019) cita Feij6 (2018) para informar que as dificuldades de aprendizagem

se caracterizam por impedir o percurso natural de aquisicao de conhecimento. Para o
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autor, as dificuldades estao ligadas a obstéculos didaticos de Brausseau (1983), fazem
parte do processo de constitui¢ao e construgao do conhecimento e precisam ser estudas e

entendidas para que seja retirada do seu status a aversao.

Para (FONSECA, 2015), as dificuldades na aprendizagem da matemética, em es-
pecial, na aprendizagem das fungoes trigonometria (DAMFT), levam a dificuldades na
disciplina Calculo Diferencial I; porque a resolugao de limites reque um trato diferenciado

das propriedades das fungoes trigonométricas.

Para (SILVA, 2019), Fonseca (2015) chegou a essa conclusdo apos articular o seu
trabalho tendo como ancora as relagoes com Psicologia Cognitiva e a Neurociéncia Cog-
nitiva, e como bussola as lentes de Ausubel (1982) e Sternberg (2010).

Além disso, sua conclusao foi corroborada por autores como Nasser (2009), que
tentou entender a etiologia'® das Dificuldades de Aprendizado Matematico (DAM) e fez
alusao ao desempenho dos alunos na disciplina Céalculo I e por Resende (2013), quando
observou que as dificuldades na disciplina Calculo I, sdo de origem epistemoldgica e estao
na articulagao da geometria com as fungoes. Para o autor, a transposicao deve acontecer

no ensino médio por meio de tarefas que envolvam variedades de funcoes.

Canindé (2006), em (SILVA, 2019), argumenta sobre a importancia dos conheci-
mentos das fungoes trigonométricas para a compreensao dos conceitos da fisica classica,
principalmente para compreensao de vetores e decomposicao cartesiana de forcas. O autor
relata que em seus 18 anos de trabalho com turmas de 82 ano e do ensino médio, os alunos
apresentaram dificuldades ou durante as aulas de trigonometria, ou quando sao aborda-
dos problemas relacionados com o tema. Para o autor, as dificuldades podem impactar,
negativamente, a resolucao de situacoes problemas que envolvam trigonometria e fisica

classica.

(SILVA, 2019), apresenta os resultados da investigacao de Brito e Morey (2004),
nele esta indicado que a raiz historica das dificuldades dos professores de ensino funda-
mental com o tema trigonometria, estd relacionada com a sua formacao académica. O
excesso de formalismo foi apontado como maior impasse porque os professores tendem a

reduzir esse formalismo na sala de aula.

Lobo da costa (1997), também em (SILVA, 2019), verificou que as sequéncias
didaticas, no ensino da trigonometria, que apresentaram maiores eficicias sao aquelas
que comecam com materiais manipulaveis e depois passam para pratica computacional; a
prerrogativa principal da investigagdo de Lobo da costa (1997); para (SILVA, 2019), é a
concretizacao de conceitos visto, porque a trigonometria tem seu aprendizado dependendo

de um nivel alto de abstragao por parte dos alunos.

10 Ramo do conhecimento que se dedica ao estudo e & pesquisa acerca daquilo que pode determinar as
causas e origens de um certo fendmeno (ou de qualquer coisa). https://www.dicio.com.br /etiologia/
acessado em 12 marco 2021 as 13:20h.
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Weber (2005), em (FELJO, 2018), ressalta o papel das figuras geométricas na
aprendizagem dos conceitos das fungoes trigonométrica. Saber relacionar com clareza as

fungoes trigonométricas com modelos geométricos apropriada é fundamental.

Na argumentagao de sua pesquisa o autor relata que muitos alunos tiveram dificul-
dade de determinar o senfl, mesmo tendo acesso ao valor de 6; para uma parte dos alunos
seria necessario ter acesso a um tridngulo com informacgoes extras. Falta a esses alunos
a habilidade de construir mentalmente objetos geométricos para ajuda-los na modelagem

trigonométrica.

Orhun (2004), em (FELJO, 2018), destaca as dificuldades apresentadas por uma

parte de alunos de sua pesquisa com estudantes do ensino médio:

« nao perceber que um numero real pode expressar um angulo formando o argumento

de uma funcao trigonométrica;

o acham inadequado usar radiano para conceituar e para medir definir

Em outro estudo Orhun (2010), também em (FEIJO, 2018), a pesquisa com alunos

do primeiro ano apresentou:

o muitos estudantes s6 consideram o angulo em radiano quando apresentam 7 no

argumento,

« apesar de fazerem corretamente a convencao a transformacao de angulos em grau
para radiano, nao conseguem trabalhar de forma eficiente com angulos representados

por um numero real quando estes estao sem notagao de grau,

e uma parte apresentou como resposta a questao: qual o dominio da funcdo seno?
o intervalo [0°,360°]; outra parte, (mais expressiva), apresentou como resposta o
intervalo [—1,1]. Para o autor esse fato evidenciou erros conceituais na definicao e

na transposicao do circulo para reta real.

o Apesar de conhecer o conceito de funcao, duvidas na interpretacao ficam eviden-
tes quando tratam as fungdes trigonométricas como as fungoes polinomiais quando

realizam operacoes.

Brown (2006), em (FEIJO, 2018), apresentou o estudo realizado com cento e vinte
alunos de alto desempenho, concluiu que é incompleta e ou fragmentada a compreensao
dos alunos em relacao as formas de ver o seno e cosseno, quer seja como coordenadas de

um ponto no circulo unitario, ou como proporgoes dos lados de um triangulo retangulo
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ou como grafico das fungoes. Para autora, é fragil a concepcao de angulo para uma boa
parte dos alunos; e aponta que ha falha na conexao entre uma rotacao ciclo unitario e um

ponto no gréafico das fungoes.

Independente da forma como sao definidas e apresentadas as fungoes trigonomé-
tricas, quer seja por razao dos lados de um tridngulo retangulo, ou pelo método de circulo
unitario ou pela combinag¢ao dos dois métodos, seus graficos nao passam de diagramas
produzidos por calculadora grafica ou por software de matematica e permanecem miste-
riosos. E o que conclui o estudo, com alunos da educacio bésica de Demir e Heck (2013),
presente no trabalho de (FELJO, 2018).

Quando o seno, cosseno e tangente apresentam valores negativos os alunos tém
interpretacao inadequada e nao conseguem identificar o quadrante. Essa é conclusao do
estudo Chiconga (2016) em (FELJO, 2018).

O trabalho de Gur (2009), em (FEIJO, 2018), indica que a relacdo fundamental
sen® + cos® = 1, ¢ memorizada, mas, estd desassociada de sua justificativa. O estudo
também apresentou a taxonomia dos erros no ensino da trigonometria apresentados em

cinco grupos:

o dados mal usados,

 interpretagao equivocada da linguagem,

« inferéncias légicas invalidas,

o defini¢oes destorcidas,

« erros técnicos e/ou mecénicos.

A raiz do erro ¢ classificada por Gur (2009), ainda em (FEIJO, 2018), em trés

grupos: conceitos, processos e procepto!!. Figura 13.

1 «quando um simbolismo é usado tanto para representar um processo de manipulacdo quanto o resul-

tado desse processo”. (TALL 2002, p. 262; traducio de (FEIJO, 2018))
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CLASSIFICACAO QUANTO A RAIZ DO ERRO
GRUPO "
DESCRICAO EXEMPLO
Relacionado ao objeto ou | ndo conseguir
simbolo matematico. identificar a
CONCEITOS - . .
Interpretacdo equivocada. | hipotenusa.
Relacionado a capaci-|Ndo encontrar a
dade de usar operacdes. | aproximacao do
PROCESSOS . . .
Estao contidos aqui 0s | sen@, dado o valor
erros técnicos. do cosB.
Relacionado a capaci- || Nao reconhecer o
dade de reconhecer um | senx como funcdo e
PROCEPTOS | . . .
simbolismo como pro- | também como um
cesso. valor numeérico.

Figura 13 — Classificagdo quanto a Raiz do Erro.

Fonte: o Autor (2021)
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2 FUNCOES TRIGONOMETRICAS

Em (LAGES et al., 1997), temos que o objetivo inicial da trigonometria era a
resolucao de problemas de tridngulos, apdés a criagao do Calculo Infinitesimal e do seu
prolongamento para a Analise Matematica, surgiu a necessidade de atribuir ao seno,
cosseno, tangente, secante, cossecante e cotangente o status de funcao Real de varidvel
Real.

Para (LAGES et al., 1997), a importancia das fungoes trigonométricas foi ex-
ponenciada quando da descoberta, em 1822, de Joseph Fourier de que toda funcao
periddica, com poucas restrigbes, ¢ uma soma finita ou infinita de fung¢des do tipo:
a. cos(nz) +b.sen(nz). Como as fungoes trigonométricas circulares sao periddicas e adap-
taveis a modelagem de fendmenos periddicos, oscilatorios ou vibratoérios aconteceu a dis-

seminagao e aplicagao do seu uso em fenémenos como:

e movimento planetario;
« ondas sonoras;
« corrente elétrica alternada;

 circulacao de sangue e batimentos cardiacos.

Para o aluno do ensino bésico, aprender trigonometria e suas fung¢oes é condic¢ao
indispensavel para entender como acontece a modelagem dos fendmenos periédicos. Além
dessa relevancia incontestavel, ainda existe o beneficio colateral do processo de aprendi-
zagem da trigonometria revelar quanto conhecimento nas areas de aritmética, geometria
e algebra o aprendiz possui. Isso porque, grande parte da dificuldade no aprendizado da
trigonometria esta atrelada a falta de conhecimento dos pré-requisitos nas citadas areas.
Portanto, o aprendizado da trigonometria é mais uma oportunidade para o aluno aprender

esses pré-requisitos.

Pegg (1992, p.33) e Weber (2005, p.91), em (FELJO, 2018), indicam que existir
evidéncias da necessidade do aluno estda em um nivel adequado de pensamento geomé-
trico para comecar a estudar trigonometria. Caso contrario, nao conseguira relacionar de

maneira consistente e fluidica os raciocinios algébrico, geométrico e grafico.

2.1 FUNCAO SENO

Antes de definir as func¢oes seno e cosseno é importante lembrar que a funcao de

Euler associou a cada arco da circunferéncia, em radiano, o nimero real “t”. (LAGES et
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al., 1997)

A mesma preocupagao teve (PAIVA, 2015), quando mencionou que cada medida
de arco “x” associada a um ponto da circunferéncia de raio 1, pode ser identificado com
o numero Real “x”. O autor concluiu afirmando que cada Real “x” pode associar apenas
um tunico valor para o seno de x e um tnico valor para cosseno de x.

(PAIVA, 2015), define a funcao seno como aquela que associar a cada nimero Real
U,

x”, o numero também real y, determinado pelo seno de x e limitado no intervalo Real,

[—1, 1]. Simbolicamente, F' : R — [—1, 1] tal que f(x) = senz, tem-se:

e D=R;

e Im={yeR -1<y<1}

Para (LAGES et al., 1997), a fungao seno ¢é a ordenada y, da fun¢ao de Euler
E(t) = (cost, sent), marcada na circunferéncia unitaria. Ou seja, y = sent, com t € R e
-1<y<l

(NETO, 2015) indica como fungio senR :— R, aquela que associa a cada x € R
o valor do seno de um arco x radianos. Para o autor o conjunto imagem esta no intervalo
[—1, 1] e a fungdo deve ser qualificada como impar e periédica. Dessa forma, tem-se que

sen(—x) = sen(x).

Observa-se que o deslocamento de um ponto sobre a circunferéncia de raio unitario,
no sentido anti-horério, projeta um segmento no eixo vertical y.E importante perceber que
arcos marcados sobre a circunferéncia provocam segmentos marcados sobre o eixo Y. Ou
seja, a fungao seno transforma "pedagos" de curvas (arcos) em segmentos de retas. E
importante também a percepcao de que cada volta dada na circunferéncia equivale a
um ciclo completo de deslocamentos sobre o eixo Y. Considerando a funcao f(a:) =

b.sen(kzx); para k = b = 1, observa-se que a variagao no eixo y:

e comega em zero e vai até 1, para arcos do 1° quadrante. Figura 14;
e comeca em 1 e vai até zero, para arcos do 2° quadrante. Figura 15
e comega em zero e vai até —1, para arcos do 3° quadrante. Figura 16

o por fim, comeca em —1 e volta a ser zero, para arcos do 4° quadrante. Figura 17

Nas voltas subsequentes tudo se repete. Portanto, a fungao f(x) = senx; tem
periodo T' = 27 e conjunto imagem limitado ao intervalo —1 < y < 1. Apesar das figuras

14, 15, 16, 17; representarem o que acontece na projecao f(z) = senx, para a primeira
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volta; é possivel generalizar que para funcao; f(x) = b.sen(kx), com z,b,k € R e b,k # 0.

Tem:

e periodo T = %;

M,

o imagem "y” estd limitada ao intervalo —b < y < b, onde ”b” representa o raio da

.77

circunferéncia ”A” na qual estdo marcados os arcos "z”.

0 < senx <1

senxy o :4

y!

senxy o4

A

Figura 14 — Variacao da fun¢do seno no 1° quadrante

Fonte: O Autor (2021)

figura 14 traz a variagao dos arcos do 1° quadrante, 0 < x < 7, projetando
segmentos sobre o eixo vertical y. O aumento do arco "z” faz aumentar o valor do segmento
em y até chegar em 1. Portanto, quando os arcos variam de zero a 5 radianos as imagens
y = senx, crescem de zero a 1; 0 < senx < 1, tornando a funcao seno crescente e

positiva para o primeiro quadrante.
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1<senx=<0

Figura 15 — Projecao da fungdo seno no 2° quadrante
Fonte: O Autor (2021)

2
segmentos no eixo vertical y, o aumento do arco "x” faz diminuir a medida do segmento

A figura 15 traz a variacao dos arcos do 2° quadrante,Z < x < m, projetando
em y, de 1 até chegar em zero. Portanto, quando os arcos variam de 7 a 7 radianos,
a imagem y = senx, varia de um a zero, 1 > senx > 0; tornando a fungdo seno

decrescente e positiva para arcos do segundo quadrante.

os

“1<senx=<0

J sen x,
>

sen Ty

{3 rad

Figura 16 — Projecao da fungao seno no 3° quadrante

Fonte: O Autor (2021)

A figura 16 traz a variacao dos arcos do 3° quadrante, 7 < z < 37”, projetando

segmentos no eixo vertical y, o aumento do arco "z” faz diminuir o a medida do segmento
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em "y'de "zero'até chegar em —1. Portanto, quando os arcos variam de 7 a 3?” radianos,
a imagem y = senz varia de zero a menos um, 0 > senx > —1; tornando a fungao seno

decrescente e negativa para arcos do terceiro quadrante.

-08

Sen Iy -os

3n
} 71'ud

Figura 17 — Projecao da fungao seno no 4° quadrante

Fonte: O Autor (2021)

3
2

segmentos no eixo vertical y, o aumento do arco "x" faz aumentar o segmento em "y" de

A figura 17 traz a variacao dos arcos do 4° quadrante, < x < 2m, projetando
—1 até chegar em zero. Portanto, quando os arcos variam de 37” a 27 radianos, a imagem
y = senx, varia de menos um a zero; —1 < senz < 0, tornando a fung¢ao seno crescente

e negativa para arcos do quarto quadrante.

A senoide, ou ciclo completo da proje¢ao da funcao seno, F(z) = b.sen(kx); b =
k =1 sera apresentado na figura 18. Percebe-se um comportamento crescente para os
quadrantes 1 e 4; decrescentes para os quadrantes 2 e 3. O sinal da projecao senoidal é

positivo para os quadrantes 1 e 2 e negativo para os quadrantes 3 e 4.
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CELTEERTY  EeE EEEE .
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Figura 18 — Sendide definida por F(z) = senx para 0 < x < 27

Fonte: O Autor (2021)

2.2 FUNCAO COSSENO

Para (NETO, 2015), a funcao cosR :— R é aquela que associa a cada x € R, o
valor do cosseno do um arco "x” radianos. O autor indica que a imagem est4 no intervalo
[—1,1] e classifica a fun¢ao como par e periédica. Dessa forma temos que cos(—z) =

cos(x).

(PAIVA, 2015), define a func¢ao cosseno como aquela que associa a cada nimero
Real ”2” o nimero Real y, determinado pelo cosseno do arco x e limitado no intervalo
Real, [—1,1]. Simbolicamente, F': R — [—1, 1] tal que f(z) = cosz, temos:

e D=R;

e Im={yeR -1<y<1}

Para (LAGES et al., 1997), a fungao cosseno é a abscissa x, da fungido de Euler
E(t) = (cost, sent) marcada na circunferéncia unitaria. Portanto, o valor f(t) = cost, com
te Re —1<cost <1.

Analogamente ao que foi feito para a funcao seno, observa-se que o deslocamento
de um ponto sobre a circunferéncia de raio unitario, no sentido anti-horario, projeta
um segmento no eixo horizontal x, dessa forma, é importante a percepcao de que arcos
marcados sobre a circunferéncia provocam segmentos projetados sobre o eixo horizontal
das abscissas. Ou seja, a fung@o cosseno associa (arcos) a segmentos de retas e a cada
volta dada na circunferéncia equivale a um deslocamento completo da projecao no inter-
valo [—1,1]. Para a fun¢do F(x) = b.cos(kx), com k = b = 1; observa-se que a variagao

no eixo x:
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e comegca no valor méaximo 1 e vai até o zero, para arcos do 1° quadrante. Figura 19;
» comega no valor zero e vai até —1, para arcos do 2° quadrante. Figura 20;
e inicia em —1 e vai até zero, para arcos do 3° quadrante. Figura 21;

e por fim, comega em zero e volta ao valor maximo 1, para arcos do 4° quadrante.

Figura 22.

O mesmo acontece para as demais voltas, porque a fungao f(x) = cosz; tem
periodo T = 27 e o conjunto imagem limitado ao intervalo —1 < cosx < 1. As figuras:
19, 20,21 e 22; representam o que acontece para projecao da fungao F(x) = cosz, em
uma volta; portanto, é possivel concluir que a funcio é periédica e limitada. '? Para
f(z) = b.cos(kz), com z,b,k € R e b,k # 0. Tem-se:

e periodo T = f—’?;

e imagem "y’ limitada ao intervalo —b < y < b, onde "b" representa o raio da

circunferéncia ”A” na qual estdo marcados os arcos "x".

T2
Ty
L ~_||0rad
0 cOSIy cosTy 1

0<cosx=<1

Figura 19 — Projecao da fungdo cosseno no 1° quadrante

Fonte: O Autor (2021)

12 Funcdo limitada, em seu dominio, é aquela cuja imagem estd contida num intervalo. I'm C [a, b] com
'a'e "b"ntimeros reais. |f(z)| < M, com M = maxz{|al,|b|}. http://ecalculo.if.usp.br. Acessado em 26
margo 2021, 09:20H.
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A figura 19 traz a variacdo dos arcos do 1° quadrante, 0 < z < 7, projetando

segmentos no eixo horizontal, o aumento do arco "z” faz diminuir a medida do segmento

s

horizontal até chegar a zero. Portanto, quando os arcos variam de zero a 7 radianos as

imagens, F'(z) = cosxz decrescem de 1 a zero, ou seja, 1 > cosx > 0; tornando a fungao

cosseno decrescente e positiva para arcos do primeiro quadrante.

-“1Scosxs0 T orad r
) 2

IA
8
IA
3

COSTy COSIy

Figura 20 — Projecao da fungdo cosseno no 2° quadrante

Fonte: O Autor (2021)

A figura 20 traz a variacao dos arcos do 2° quadrante, § < x < 7, projetando
segmentos no eixo horizontal, o aumento do arco "z” faz diminuir a medida do segmento
no eixo horizontal até chegar em —1. Portanto, quando os arcos variam de 7 a 7 radianos
as imagens F'(x) = cosx, decrescem de zero a —1, ou seja, 0 > cosx > —1; tornando a

funcao cosseno decrescente e negativa para arcos do segundo quadrante.



2.2. FUNCAO COSSENO 65

-1<cosx=0,,

cosxT) COST2

——rad
5 TG

Figura 21 — Projecao da fungdo cosseno no 3° quadrante

Fonte: O Autor (2021)

3
2

segmentos no eixo horizontal, o aumento do arco "z” faz aumentar a medida do segmento

horizontal de —1 até chegar em zero. Portanto, quando os arcos variam de 7 a 37” radianos

as imagens F'(x) = cosz, crescem de —1 até zero, ou seja, —1 < cosz < 0; tornando a

A figura 21 traz a variacao dos arcos do 3° quadrante, 7 < x < =X, projetando

funcao cosseno crescente e negativa para arcos do terceiro quadrante.

0<cosx <1

Figura 22 — Projecao da fungao cosseno no 4° quadrante

Fonte: O Autor (2021)

figura 22 traz a variacao dos arcos do 4° quadrante, 37” < x < 27, projetando
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segmentos no eixo horizontal, o aumento do arco "z” faz aumentar o segmento horizontal
3r
2
radianos as imagens da fungao F(z) = cosz, aumentam de zero a 1,0u seja, 0 < cosz < 1;

de zero até chegar em seu valor maximo 1. Portanto, quando os arcos variam de =* a 27

tornando a fun¢ao cosseno crescente e positiva no quarto quadrante.

A cossenoide, ou ciclo completo da projegao da fungao cosseno, F'(z) = b.cos(kzx);
para b = k = 1, estd presentada na figura 23. Nota-se um comportamento crescente
para os quadrantes 3 e 4; decrescentes para os quadrantes 1 e 2. O sinal da cossenoide

¢é positivo para os quadrantes 1 e 4; negativo para os quadrantes 2 e 3.

; rad
|
rad P x
: 0
0§ ‘ \
3
711- rad

Figura 23 — Cossenoide definida por F(x)=cosx para 0 < z < 27

Fonte: O Autor (2021)

2.3 FUNCAO TANGENTE

A definicao de tangente do dngulo de um triangulo pode ser estendida para
tangente de um arco na circunferéncia. Para isso, é preciso aplicar a funcao de Euler.
Associando a cada niimero Real z, um arco « sobre a circunferéncia; esses arcos definem

um angulo central de medida «, no sentido anti-horario, a partir da posicao A = (1,0).

Ao marcar o ponto P, sobre a circunferéncia trigonométrica, a tangente do angulo
central a é equivalente ao segmento AT, onde A = (1,0) e T é a projecao do ponto P =
(cosa, senar), sobre a reta que passa tangente a circunferéncia no ponto A = (1,0).Figura
24.
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Figura 24 — — Projecao da tangente do arco «

Fonte: O Autor (2021)

Analisando a figura 24, nota-se que os triangulos OT A e OP, P sao semelhantes
pelo caso angulo-angulo. Ou seja:
OP,P = OAT = 90° e TOA = POP,.
Como OP, = PP, = senc; entdo, OP, = cosa e AT = tga. Tem-se, pela proporcionali-
dade dos lados, que:
AT OA tga 1

* PP, = OP, = sena = cosx = thé =

sena .
cosa’

« com cosa # 0. Logo, a # 5 +km, k € Z.

(LAGES et al., 1997), traz a fungao tangente como resultado do quociente 7%
dessa forma, a funcgao tangente existird apenas quando cosa # 0. Portanto, quando x #
54 km, k€ Z. O autor define F'(z) = 2222 = tgz; com "z” sendo um arco que pertence
ao intervalo (km — 7, k7 + §). Mesmo a fungdo tangente nao estando definida em todos

reais é classificada como periddica, tg(z + 7) = tg(x); ou seja, seu periodo é T' = 7.

Para (NETO, 2015), a funcao tangente esta definida se, somente se, v # § + km,
para k € Z. O autor indica que o dominio maximal da tangente é D = R/{5+km; k € Z}.
Ou seja, tg: D — R, com x € D e tgr € R. A tangente tem paridade impar porque:

o tg(—x) = sen(-2) _ —sent — _t0o para todo z € D.

cos(—zx) cosx

(PAIVA, 2015), define a funcao tangente como aquela que associar a cada niimero

real “x”, x # § + km e k € Z, o nimero também real y, tal que y = tgx.
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e D={zcRlz#7%+km keZ}
e Im=R;

e Periodo =7

O segmento y = tgx é projetado sobre a reta que passa tangente a circunferéncia

trigonométrica no ponto A = (1,0). A Figura 25, traz o grafico da tangente para o

intervalo (5, 2) U (%, 1).

)

F(x)

B <1 T T e T

Figura 25 — Gréfico de F'(z) = tgx para & <z <

Fonte: O Autor (2021)

Da anadlise figura 25, percebe-se:

« crescente em todos os quadrantes;

s

 positiva, para arcos 0 <z < Jourm <z < 37”; 1° ou 3° quadrantes; com variagao

de zero a +oo.

« negativa, para arcos 5* <z < (0 ou § < x < 7; 2° ou 4° quadrantes; com variagao

de —o0 a zero.

Percebe-se que é necessario “x” variar 7w radianos para Y = tgx, completar seu

ciclo; por isso seu periodo é P = 7. A tangente além de periddica possui retas assintotas

. 13 _ - _ T _ 37
verticais'™® que passam em r = 5 , X =35 € T = 5.

13 Retas verticais para as quais a funcéo se aproxima indefinidamente. No caso de ser uma reta horizontal
para a qual a curva se aproxime indefinidamente,tem-se uma assintota horizontal.
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A figura 25, representa o que acontece para funcao F(x) = tgz, para o intervalo
de dominio, (5, 2) U(%, %); porém ¢ possivel inferir que a fungao; F(z) = b.tg(kz), com

bk € R e bk # 0; tem o periodo T" = ﬁ e como conjunto imagem todos os reais;

independentemente, do valor de "b”.

2.4 RECIPROCAS TRIGONOMETRICAS

2.41 FUNCAO SECANTE

Para (PAIVA, 2015) a fungao secante é aquela que associar a cada ntmero real
X, com v # 5 + ke k € Z, um tinico nimero real y = secx com Im = {y € Rly <
—louy > 1}.

(MEDEIROS et al., 2006), indica que a secante ¢ determinada pela projegao de
um ponto P, sobre a circunferéncia, na reta horizontal que suporta o cosseno de "P”.
Para os autores, a secante é equivalente ao segmento que vai da origem O(0,0) até o
ponto B, determinado pela intersecao do eixo horizontal (6;(2 ) com a reta tangente a

circunferéncia no ponto "P”. Figura 26.

B
secante | ox

Figura 26 — Projecao da secante do arco «

Fonte: O Author (2021)

Analisando a figura 26, percebe-se que os tridngulos retangulos OPB e OPM sao
semelhantes pelo caso angulo-angulo OPB = OMP = 90° ¢ BOP = MOP ¢ que o
segmento OM = cosa. Pela proporcionalidade entre os lados tem-se:

OoP

OB __ secae __ _1 1 .
* W—OiM:> 1 —cosajseca—cosa’

com cosa # 0.
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O fato do cosseno estd no denominador da fragdo implica que para os arcos onde
cosseno seja igual a zero a secante deixa de existir. Em conformidade com o grafico da

fungao secante para o intervalo de dominio [0, %’r] comz # 5, T # 37“ x # 57” Figura 27

D={zeRlx#7F +km keZ}

« conjunto imagem formado pelo intervalo (—oo, —1] U[1, +00);

« retas assintotas verticais passando em x = g, Tr=5%5 € I = 3
« comportamento crescente para os quadrantes 1 e 2;

« comportamento decrescente para os quadrantes 3 e 4;

« sinal positiva (+), para o 1° e 4° quadrantes;

« sinal negativa (—), para o 2° e 3° quadrantes.

Ainda no grafico apresentado na figura 27, a comparagao entre as fungoes secante
e cosseno evidéncia que as func¢oes tém a mesma variacao de sinal nos quadrantes; porém,
no quadrante onde a secante cresce o cosseno decresce e vice-versa. Percebe-se ainda que
a unido entre os conjuntos imagens das duas fungoes ¢ o conjunto dos Reais; tendo como

intersecao apenas os valores -1 e 1.

1 1
1 1
Sec x : :
1 1
1 |
1 I
1 1
1 R . I
1 1 1
" 1 1
" 1 1
c 1 1
os X 1 | |
1 o o
01 s 1
I 1 1
I 2| I
1 1 1
1¢----1- S et |
1 1 1
1 1 1
1 | 1
1 I 1
Sec x I i I
1 1 1
1 1 1
1 1 1

Figura 27 — Gréfico de F(x) = secx para 0 <z < 2F

Fonte: O Autor (2021)

2.4.2 FUNCAO COSSECANTE

(PAIVA, 2015), traz que a funcdo cossecante é aquela que associar a cada nimero
real x, com x # km, k € Z, um tnico niimero real y = cossecr com imagem Im = {y €
Rly < —louy > 1}.
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(MEDEIROS et al., 2006), indica que a cossecante ¢ determinada pela projecao
de um ponto P, da circunferéncia, sobre a reta vertical que suporta o seno de “P”. Para
os autores, a cossecante é equivalente ao segmento que vai da origem O(0,0) até o ponto

' . . ~ . . 7 . . N
P, determinado pela intersecao do eixo vertical OY com a reta tangente a circunferéncia

no ponto P. Figura 28.

cossec a

sena

o]

Figura 28 — Projecao da cossecante do arco «

Fonte: O Autor (2021)

Analisando a figura 28, percebe-se que os tridngulos retdngulos OPP ¢ OPM

sao semelhantes pelo caso angulo-angulo, OPP = 90° ; OMP = 90° POP = MOP e
que o segmento OM = sena. Pela proporcionalidade entre os lados, tem-se:

o W — @ =, cosseca 1 1

Op OM 1 = = cosseco =

seno senx

com sena # 0.

Devido ao fato do seno esta no denominador da fragdo implica que para os arcos
onde o seno for igual a zero a cossecante deixa de existir. De acordo com o gréafico da
funcdo cossecante para o intervalo de dominio [0, ] com z # 0 z # 7 x # 2m, figura

29; tem-se:

e D={zx € Rlx#km kelZ}
e conjunto imagem formado pelo intervalo (—oo, —1] U[1, +00);

« retas assintotas verticais passando em x =0, v = 7 e x = 2;
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» comportamento crescente para os quadrantes 2 e 3;

» comportamento decrescente para os quadrantes 1 e 4;

e sinal positiva (+), para o 1° e 2° quadrantes;

o sinal negativa (—), para o 3° e 4° quadrantes.

Ainda analisando a figura 29, a comparacao entre as fungoes cossecante e seno

mostra que elas tém a mesma variacao de sinais nos quadrantes; porém, no quadrante

onde a cossecante cresce o seno decresce e vice-versa. A unidao entre os conjuntos imagens

das duas fungoes é o conjunto dos niimeros reais, tendo como interse¢ao apenas os valores

-lel.

Cossec x

-
I
I
I
I

[ N -

)
= |
o
E ]

Sen x

(=]
S S S S —

____(g_‘____

Cossec x

Figura 29 — Grafico de F'(x) = cossecx para 0 < z < 572

Fonte: O Autor (2021)

2.43 FUNCAO COTANGENTE

(MEDEIROS et al., 2006), indica que a cotangente do arco « é equivalente ao

segmento BT, sendo T a projegao do ponto P = (cosa, sena) na reta ﬁ que passa

tangente a circunferéncia trigonométrica no ponto B.

Analisando a figura 30, nota-se que os triangulos OBT e OPP, sao semelhantes
pelo caso angulo-angulo, OpyP = OBT =90° ¢ TOB = POPy. Como OP, = PP, =

cosa; OB, = senac e BT = cotga. Pela proporcionalidade dos lados tem-se:

PP,

OPy

= e — L - cotga =

cosa .
sena’

com sena # 0.
Cosx sena



2.4. RECIPROCAS TRIGONOMETRICAS 73

Figura 30 — Projecao da cotangente do arco «

Fonte: O Autor (2021)

PAIVA, 2015), indica que o sen(§ — x) = cosz e cos(§ — x) = senx; porque 0s

arcos (3 — x) e r sdo complementares. Portanto:

sen(

* tg(% _'I) = cos(

CosxT
senx

:f)) = = cotgx;

INJEINTE

e comzr#krekeZ.

(PAIVA, 2015), define a funcao cotangente como aquela que associar a cada niimero
real x, o valor real y, tal que y = cotgz. Sendo necessario que x # km e k € Z. O segmento
y = cotgx é projetado sobre a reta que passa tangente a circunferéncia trigonométrica no
ponto B = (0,1). A figura 31, traz o grafico da F(z) = cotgz para o intervalo (0, 27).

Nota-se:

D ={xz € Rlx #km, ke Z};

e Im=R;

é necesséario x variar 7 radianos para F'(z) = cotgx, completar seu ciclo; por isso

seu periodo é T' = T;

A cotangente é peridodica e possui retas assintotas verticais que passam em

=0, r=7 ex =2m;

¢é decrescente em todos os quadrantes;
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¢ ¢ positiva, para arcos 0 < x < § ou 7 < 1w < 37“ ; 1° ou 3° quadrantes; com
variacao de 400 a 0;
¢ negativa, para arcos § < x < 7T ou % < <7;2° oud4® quadrantes; com

variacao de 0 a —oo;

o a funcao; F(z) = b.cotg(kz), com b,k € R e b,k # 0; terd o periodo T' = ‘%‘ e o

conjunto imagem I'm = R; para qualquer valor nao nulo de "b" e de "k" .

@
A

J

Figura 31 — Gréfico F'(z) = cotgr para 0 < x <menm <z < 27

Fonte: O Autor (2021)

2.5 PROJECOES TRIGONOMETRICA

O estudo individual de cada funcao trigonométrica pode passar ao aluno a ideia de
que as projegoes ocorrem de forma isolada, desta forma, é importante mostrar ao aprendiz
que as projecoes do seno, cosseno, tangente, cossecante, secante e cotangente ocorrem
simultaneamente para cada arco da circunferéncia. O movimento de uma particula sobre
a circunferéncia tem como efeito modificagoes em suas projecoes, internas e externas a

circunferéncia, nos eixos horizontal, vertical, tangente e cotangente.
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2.5.1 PROJECOES PARA ARCOS DO PRIMEIRO QUADRANTE

cossec a

Figura 32 — Projecoes para arcos do 1° quadrante

Fonte: O Autor (2021)

A andlise dafigura 32, indica:

» todas as fungbes trigonométricas tém sinal positivo para arcos do primeiro qua-

drante;

« as fungdes o seno, tangente e secante apresentam comportamento crescente;

« as fungOes cosseno, cotangente e cossecante apresentam comportamento decres-

cente.
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2.5.2 PROJECOES PARA ARCOS DO SEGUNDO QUADRANTE

cosseca

N

Sec a 4 - Cosa

Tga

Figura 33 — Projecoes para arcos do 2° quadrante

Fonte: O Autor (2021)

Na andlise Figura 33, nota-se:

» as fungdes seno e cossecante sdo positivas para arcos do 2° quadrante;

« as fungoes cosseno, secante, tangente e cotangente sao negativas para os arcos do

2° quadrante;

e 0 comportamento crescente é apresentado pelas fungoes cossecante, secante e tan-

gente;

« o comportamento decrescente esta presente nas funcgoes seno, cosseno e cotangente.
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2.5.3 PROJECOES PARA ARCOS DO TERCEIRO QUADRANTE

Cotg a

~

Cossec a .

]

]

|

]

|

]

1

|

]

I

1

]

< |
|

|

1

I
M

Figura 34 — Projecoes para arcos do 3° quadrante

Fonte: O Autor (2021)

Na figura 34, percebe-se:

 as fungbes tangente e cotangente sdo positivas para arcos do 3° quadrante;

« as funcgoes seno, cosseno, cossecante e secante sao negativas para os arcos do 3°

quadrante;

« O comportamento crescente ¢é apresentado pelas func¢oes cosseno, cossecante e tan-

gente;

» o comportamento decrescente esta presente nas fungoes seno, cosseno e cotangente.
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2.5.4 PROJECOES PARA ARCOS DO QUARTO QUADRANTE

Cosseca

Figura 35 — Projecoes para arcos do 4° quadrante

Fonte: O Autor (2021)

A Figura 35, traz:

« as fungbes cosseno e secante sao positivas para arcos do 4° quadrante;

« as fungbes seno, cossecante, tangente e cotangente sao negativas para os arcos do

4° quadrante;
« O comportamento crescente ¢é apresentado pelas funcoes seno, cosseno e tangente;

« o comportamento decrescente estd presente nas funcoes cossecante, secante e co-

tangente.
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3 INVERSAS TRIGONOMETRICAS

(LAGES et al., 1997), trazem como consequéncia da inversao de fungao a corres-
pondéncia biunivoca de dois conjuntos. Considera-se que g : ¥ — X é a inversa de
f: X — Y, apenas quando g¢g(f(x)) = x e f(g(y)) = y ; para quaisquer = € X e
y € Y. Portanto, quando a fungao ”g” é inversa da funcdo " f” tem-se que g(y) = z se, e

somente se, f(z) = y. Figura 36

X f: X-=Y y Y gyY—X
INJETIVA INJETIVA
SOBREJETIVA SOBREJETIVA

Figura 36 — Funcao f: X — Y esuainversag: Y — X

Fonte: O Autor (2021)

Como as fun¢oes trigonométricas sao peridédicas, existem varias imagens para cada
dominio, isso faz com que deixem de ser fungoes injetoras sendo impossivel possuirem in-
versas. Porém, pode-se restringir o dominio da fun¢ao trigonométrica criando as chamadas
funcoes restrigoes das fungoes trigonométricas, gerando as desejadas bije¢oes entre

o conjunto de segmentos e de arcos.

3.1 FUNCAO ARCO-SENO

A funcgado seno nao é bijetora porque existem varios arcos x € R cujo seno tem a
mesma medida real y. Portanto, é necessario que seja feita uma restri¢do no dominio da

funcao seno para que exista a sua inversa.

(PAIVA, 2015) traz a restricdo da funcao F'(x) = senxz, com dominio D = [-7, 7]

e contradominio C'D = [—1, 1]. Haverd uma correspondéncia biunivoca entre o conjunto

dos arcos: —g <z< g e o conjunto dos segmentos —1 <y < 1. Figura 37



Capitulo 3. INVERSAS TRIGONOMETRICAS

80
y
1
y = Sen x
e uxam
2 2
A
Figura 37 — F(z) = senz, —5 <x <73

Fonte: O Autor (2021)

A inversa da fungéao bijetora, F(x) = senx, representada na figura 37, com domi-
nio D = [~7, 7] e contradominio C'D = [~1,1]; é a funcdo F'(x) = arcsenz, cujo dominio
D = [~1,1] e o contradominio CD = [-7, 7]. Portanto, y ¢ o arco cujo seno ¢ igual a x.
Figura 38.

o AY
2]

y = Arcsen x

|
N[

3]

Figura 38 — Funcao F(z) = Arcsenr, D = [-1,1]e CD = [-7,

Fonte: O Autor (2021)

3.2 FUNCAO ARCO-COSSENO

A funcgdo cosseno também nao é bijetora para o dominio D = R. Portanto, é
necessario que seja feita uma restricdo no seu dominio para torna-la bijetora e sua inversa

exista. (PAIVA, 2015), traz a restrigao da fungao F'(z) = cosx, com dominio D = [0, 7] e



3.3. FUNCAO ARCO-TANGENTE 81

contradominio CD = [—1,1]. Desta forma, havera uma correspondéncia biunivoca entre

o conjunto dos arcos 0 < x < 7 e o conjunto dos segmentos —1 <y < 1. Figura 39 .

y =cos X

-1

Figura 39 — F(z) = cosz, D =[0,7] e CD =[—1,1]

Fonte: O Autor (2021)

A inversa da fungao bijetora, F(x) = cosz, representada na figura 39, D = [0, 7]
e contradominio C'D = [—1,1]; é a fungao F(z) = arccosz, cujo dominio D = [—1,1] e o

contradominio C'D = [0, 71]. Portanto, y é o arco cujo cosseno é igual a z. Figura 40

y = Arccos x

a1 0 1 %

Figura 40 — F'(z) = Arccosz, D =[-1,1] e CD = [0, 7]

Fonte: O Autor (2021)

3.3 FUNCAO ARCO-TANGENTE

E necesséario gerar uma fungao que seja uma restricio da tangente para que seja

possivel existir a sua inversa. (PAIVA, 2015), traz a restricio da fungdo F(z) = tgz,

—-T

com conjunto dominio D = (5, 7) e contradominio C'D = R. Desta forma haverd uma
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correspondéncia biunivoca entre o conjunto dos arcos & < z < 7 e o conjunto dos

segmentos —oo < y < oo. figura 41

y|=tg x

Nla'x

Figura 41 - F(z) =tgr, D= (5,5)eCD =R

Fonte: O Autor (2021)

A inversa da funcdo bijetora, F(x) = tgx, figura 41, com conjunto dominio D =
contradominio C'D = (

) e contradominio CD = R.; é a fun¢ao F(x) = arctgx, cujo dominio D = R e o

=, %5). Portanto, y é o arco cujo tangente ¢ igual a z. Figura 42

]

y = Arctg x

u
2

Figura 42 - F(z) = Arctgr, D=Re CD = (5",%)

Fonte: O Autor (2021)
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3.4 SIMETRIA COM AS INVERSAS

(LAGES et al., 1997), trazem a no¢ao de simetria de um ponto em relagdo a uma
reta. Se X e Y sdo conjuntos reais e a funcao f~1:Y — X éainversa de f: X — Y,
entdo o grifico das fungoes f~1 e f sdo simétricos em relagio a reta y = z (fungao

identidade'®). Conforme figura 43.

Figura 43 — Simetria das funcoes f~! e f em relacdo a reta y = x

Fonte: O Autor (2021)

3.4.1 SIMETRIA ENTRE A RESTRICAO DO SENO E O ARCO-SENO

A funcdo arco-seno, f~!(x) = arcsenz; D = [—1,1] e CD = (5, 5) e a restri¢ao
da fungdo seno, f(r) = senz; D = (5, 5) e CD = [~1,1]; sdo simétricas em relacdo a

funcao identidade y = x, bissetriz dos quadrantes impares. Figura 44

= Arcsenz
,,,,,,,,, y =x

[N 1]

= 'f ------- -1

x
2

Figura 44 — Simetria de f~!(z) = Arcsenx e f = senx em relagio a y = x

Fonte: O Autor (2021)

[

15§ a funcdo de dominio real e imagem também real que associa a cada dominio “x” a imagem y=x.
Seu grafico é uma reta que divide o 1 e 3 quadrantes em partes iguais. Ou seja, forma um angulo de
45° com o eixo das abscissas.
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3.4.2 SIMETRIA ENTRE A RESTRICAO DO COSSENO E O ARCO-COSSENO

A fungdo arco-cosseno, f~!(z) = arccosx; D = [—1,1] e CD = [0, 7] e a restri¢io
da funcao cosseno, f(x) = cosx; D = [0,7] e CD = [—1,1]; sdo simétricas em relagdo a

reta y = x, bissetriz dos quadrantes impares. Conforme mostra a figura 45.

= Arccosx

y EX

f(x) =cos x
Figura 45 — Simetria de f~!(z) = Arccosz e f(x) = cosr em relacio a y = x

Fonte: O Autor (2021)

3.43 SIMETRIA ENTRE A RESTRICAO DA TANGENTE E O ARCO-TANGENTE

A fungdo arco-cosseno, [~'(z) = arctgz; D = R e CD = (5F, %) e a restri¢ao da
funcdo tangente, f(x) = tgz; D = (5, 5) e CD = R; sdo simétricas em relagao a reta

y = x, bissetriz dos quadrantes impares. Figura 46.

f(x) =tg x

Ll = Arctga

1 T

SE]

Figura 46 — Simetria de f~!(z) = Arctgzr e f(x) = tgr em relagio a y = x

Fonte: O Autor (2021)
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4 FUNCOES HIPERBOLICAS

Para (VASCONCELOS, 2013), as hiperbdlicas sao fungoes obtidas a partir da
hipérbole equilatera, existindo uma evidente analogia com as funcgoes trigonométricas
obtidas a partir do circulo trigonométrico. Para que seja tragcado uma paralelo entre
a trigonometria na circunferéncia e na hipérbole, é fundamental que seja entendido o
conceito da funcao de Euler, que relaciona um valor Real com um ponto na circunferéncia

e com um angulo central; e que se saiba as defini¢des de angulo e projegoes na hipérbole.

4.1 FUNCAO DE EULER

Para (LAGES et al., 1997), a relagao fundamental cos®a + sen?a = 1, mostra que
para cada angulo "', existe um ponto P = (cosa, sena); da circunferéncia A : (z,y) €
R%* 22 +y? =1, de raio 1 e centro C = (0,0).

(cosa , sena)

Figura 47 — Fungao de Euler, transi¢ao entre P = (z,y) e P = (cosa, sena)

Fonte: O autor (2021)

Conforme mostrado na figura 47, nota-se que cosa = § e sena = ¥; logo, P=(x,y)
P = (cosa, sena). Ou seja, cada dngulo central "a" serd relacionado com um ponto sobre
a circunferéncia de raio unitario. A funcdo Euler, £ : R — \, faz a correspondéncia
entre valor de t € R com o ponto, E(t) = (z,y), da circunferéncia "\". Considerando a

primeira volta, no sentido hordrio (-) ou no anti-horédrio (+) temos para 0 < |t| < 27:

« Quanto ¢ = 0, o ponto P estard sobre a circunferéncia na posicao E(0) = (1,0).

e Quando t > 0, o ponto P estara sobre a circunferéncia em uma posicao "t" unidades

distantes da posigao (1,0), em uma trajetéria no sentido anti-horario (+).
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e Quando t < 0, o ponto P estara sobre a circunferéncia em uma posicao "t" unidades

distantes da posi¢ao (1,0), em uma trajetéria no sentido horario (—).

E(t)
r\ 05
E(0)
L (:iu;; I e (}oa
- 0.5 /_t
E(-t)

Figura 48 — Fungao de Euler E: R — A\, E(t) = (z,y) e 0 < |t| < 27w

Fonte: O Autor (2021)

O segmento de reta que contem “t” esta sendo enrolada na circunferéncia como se
fosse uma linha em um carretel, a origem é a posigdo F(0) = (1,0) e a posicao final E(t),
dependera do tamanho do segmento "t". Como o raio da circunferéncia é 1, entdo, o seu
comprimento serd "C' = 27", Para valores de t > 27; a fungao de Euler, FE(t), comeca a
repetir valores; descrevendo o comportamento de uma funcao periédica de periodo T = 2,
para todo t € R.

Sao formandos arcos congruentes a cada volta dada na circunferéncia, tanto no

sentido anti-hordrio (+); como no horério (-). Figura 49.

t<0 e E(-t) = E(—t — k.2m), para volta (k+1) no sentido horario.

E(—t) = E(—t — 2.2m), para volta 3 no sentido horario.

s E(—t) = E(—t — 1.2m), para volta 2 no sentido horario.

E(—t) = E(—t + 0.2m), para volta 1 no sentido horario.

e E(t) = E(t+0.2m), para volta 1 no sentido anti-horario.

t>0 E(t) = E(t + 1.2m), para volta 2 no sentido anti-horario.

4t

-
I
<

— I

E(t) = E(t + 2.2m), para volta 3 no sentido anti-horario.

e E(t) = E(t + k.2m), para volta (k+1) no sentido anti-horario.

Figura 49 — Funcao Euler e os Arcos Congruentes

Fonte: O Autor (2021)
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4.2 ANGULO HIPERBOLICO

(VASCONCELOS, 2013) faz um paralelo entre o angulo central circular com o

angulo hiperbdlico. Existe uma proporcao entre o angulo central 6 e a area do setor

0

circular determinado por 3.

A 4rea do setor circular (Ageor), estd para o Angulo central (#); assim como, mR?

estd para o angulo central 27 radianos. Como o raio da circunferéncia trigonométrica vale

9

1; tem-se que o angulo central 0, é equivalente, em area, ao dobro do setor circular 3.

Figura 50

. e
AOB = 0 Agpor = 2

Figura 50 — Setor circular determinado pelo angulo central ¢

Fonte: O Autor (2021)

Pelo principio da proporcionalidade:

Area do setor circular Angulo central
Asetor 9
TR? 27

Portanto;

e como o raio da circunferéncia trigonométrica vale uma unidade R = 1;

e temos: (Aseror)(2m) = (TR2)(0) = Agepor = T 4, = 70,

o Asetor = % unidade de area.

De forma anéloga, ao dngulo central determinado no circulo trigonométrico; (VAS-

4

CONCELOS, 2013), traz que o dngulo hiperbélico 6, determina um setor hiperbdlico 3.

Figura 51
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B
L A.‘um A()P: a

Figura 51 — Setor hiperbdlico g, determinado pelo angulo hiperbdlico

Fonte: O Autor (2021)

Tomando o ponto P, sobre um braco da hipérbole equildtera X2 —Y? =1, e o
ponto A, intersecao do eixo coordenado x com o mesmo brago da hipérbole. O angulo
AOP = 6, determina um setor hiperbélico de area igual a ¢ (VASCONCELOS, 2013).

Para (SANTOS, 2015), o &ngulo hiperbélico 7y, é sempre o dobro do setor
hiperbdlico % Apesar da definicao analoga ao angulo circular, que varia de 0° a 360° ou
de 0 a 27 radianos. O angulo hiperbdlico v, varia de —oco a 400, medido em unidade de

area. Figura 52

Figura 52 — Angulo hiperbélico

Fonte: (SANTOS, 2015), p 26

43 RAZOES TRIGONOMETRICAS HIPERBOLICAS

(VASCONCELOS, 2013) e (SANTOS, 2015) utilizaram a hipérbole equilatera uni-
taria 22 — y? = 1, para determinar as razoes trigonométricas hiperbdlicas e correlacionar

com as razoes trigonométricas circulares. Figura 53
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w

0 Al Q
\.:1:2 —yi=1

Figura 53 — Hipérbole equilatera e as razoes trigonométricas

Fonte: O Autor (2021)

A figura 53, mostra um dos bracos da hipérbole equildtera z? — y? = 1, o angulo
hiperbdlico 6, o tridngulo retangulo OQP e o ponto A = (1,0), na intersegao da hipérbole,

com o eixo das abscissas e com a reta AB, tangente a curva hiperbdlica no ponto A. tem-se:

3
()

« seno hiperbélico de 6, senh(f) = 5%; como OA = 1, isso implica senh(f) = PQ;

218

« cosseno hiperbélico de 6, cosh() = 22; como OA = 1, isso implica cosh(f) = OQ;

« tangente hiperbdlica de 6, tanh(f) = % = SCZ’:Z((;))) . Isso porque o tridngulo OQP é
semelhante ao tridngulo OAB, vale a proporcionalidade entre os lados, % = g—:(j,

como o segmento OA = 1; entdo £2 = AB. Portanto, tanh(f) = 0.

0Q cosh(0) ’
« cotangente hiperbdlica de 6, coth(6) = P:—g = EZZZ((Z)),
o secante hiperbdlica de 0, sech(0) = % = Cos}l(@);
« cossecante hiperbodlica de 6, csch(f) = IOD;S = Sen}L(e)'

4.4 HIPERBOLICAS E A EXPONENCIAL DE BASE NATURAL

4.4.1 SENO; COSSENO E A EXPONENCIAL NATURAL

(FREITAS, 2015), indica que as curvas senhx e coshx ficam préoximas da curva %,

. —x —x
quando x cresce e se aproximam da curva —%— ou -; quando x decresce.

Para (SANTOS, 2015), a funcio senh(f) = <= ¢ o coshf = % Para

2
ambas fungoes o dominio é qualquer 6 real; entretanto, o conjunto imagem para o seno

hiperbdlico sdo todos reais e para o cosseno hiperbdlico é o intervalo [1, +o0].

(VASCONCELOS, 2013), aplicou as propriedades de limites e as regras de deri-

vagao para construir os graficos das funcoes: senh = {(z,y) : y = senhx = %} e

e’ +e”
2

cosh = {(x,y) : y = coshx = “}. Ambos mostrados, respectivamente, nas figuras 54

e 5.
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-

e 7

Figura 54 — Seno hiperbélico balizado por 5 € —67

Fonte: O Autor (2021)

Nota-se:

. . 71 . . . x 7
« a curva senoidal hiperbolica se aproxima por baixo da exponencial -, quando x ¢

positivo;

. . ek . . . -
« a curva senoidal hiperbdlica se aproxima por cima da exponencial —<-, quando x

é negativo;

« a imagem do seno hiperbdlico é a reta dos Reais;

vale a relacdo de ordem: —<~ < senh < ;

« a funcao senh é sempre crescente.

—x

z _
e Senh = %

e~

2

Figura 55 — Cosseno hiperbdlico balizado por % e

Fonte: O Autor (2021)

Nota-se:

. 71 . . . x
« a curva do cosseno hiperbolico se aproxima por cima da exponencial <, quando x

é positivo;
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. /7. . . . -
 a curva do cosseno hiperbdlica se aproxima por cima da exponencial -, quando x

é negativo;
« a imagem do cosseno hiperbdlico é intervalo [1,400);
« a funcao cosh é decrescente para r < 0 e crescente para x > 0;

T

e Cosh = e“rTe*

4.42 TANGENTE HIPERBOLICA E A EXPONENCIAL NATURAL

Conhecido seno e o cosseno hiperbdlicos, em funcdo das curvas exponenciais,

aplica-se a relacao para gerar a tangente hiperbodlica:

« como tanh = .
cosh
T _ T
o tem-se tanh = 7= = G =
2
. o 6293_ 1
e portanto: tanh = &

________________ 1#-----,____
F(x) = tanh(x)
_—4 ____________________

Figura 56 — Tangente hiperbdlica

Fonte: O Autor (2021)

A anélise da figura 56 mostra sobre a tangente hiperbdlica:

« seu dominio é o intervalo (—oo, +00);
e seu conjunto imagem é | — 1, 1];

e ¢ uma fungao impar tanh(x) = —tanh(—zx).

A trigonometria hiperbdlica nao é objeto de estudo no ensino bésico, porém seu
entendimento ¢é facilitado quando feita a correlacao com a trigonometria circular. O cir-
culo é bem mais conhecido que a hipérbole na educagao basica; porém, como existem bons
exemplos de fendmenos modelados pela trigonometria hiperbdlica é vantajoso apresentar
a correlagao entre as duas trigonometrias para que seja possivel mostrar os exemplos
aplicando as curvas catenarias na engenharia civil, na arquitetura e nas linhas de trans-

missoes elétricas; creditando tudo na conta da trigonometria. A relagdo com os conceitos
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de funcao exponencial de base natural, se torna um atrativo a mais que vai ao encontro

da interdisciplinaridade entre os contetidos na modelagem dos fenémenos.

A tabela 4, apresenta comparacio entre a trigonometria circular e a hiperbélica. E

possivel notar a correlagao entre as férmulas; contudo, a trigonometria hiperbélica, ainda

apresenta ligacdo com a funcao exponencial de base natural "e". Apesar de nao ser preciso

adentrar nos detalhes, ¢ importante para o aprendiz saber que o contetido apresentado em

sala é apenas a ponta de um "iceberg" de contetidos que se entrelagcam para explicar os

fendmenos que nos cerca. Alguns alunos sao avidos por esse tipo de informacao; portanto,

¢ importante oportunizar a pesquisa sobre o tema.

Tabela 3 — Trigonometria Circular Versus Hiperbolica

CIRCULAR

HIPERBOLICA

F(z) = senx

F(z) = cosz
Senl’
COST
1
COST
1
senx

tgr =

SECT =

CSCTr =

Ccosx
senx

2

cotgr =

sen?x + cos’r = 1

sen(x +y) = senxcosy + senycosx |

cos(x + y) = cosxcosy — senxseny |

tyla+y) = 2

1—tgxtgy

sen2x = 2senxcosx

cos2x = 2cos’r — 1

_ 2tgz
tg2r = = t%

x cosr—1
seny =+ 5
COS* + cosm—l—l

T __ cosr—1
th - cosz+1

F(x) = senhx
F(z) = coshx
__ senx
tanh = coshx
sechx =
coihx
cschx =
senfibwr
___ cosnx
COtgh — senhx

xr__ ,—x
senhr = “—F
2
e |
tanhaj = 6217511
sechx = ﬁ
cschx = efx%
2.1/
il
cotghr = &t

cosh? — senh? =1

senh(x +y) = senhxcoshy + senhycoshz

cosh(x + y) = coshxcoshy + senhxcoshy

__ tanhx+tanhy
tanh(x + y) ~ 1+tanhxtanhy
2z _ 2z
senh2x = 2senhxcoshx | senh2x = € 26
2x —2x
cosh2x = cosh?x + senh?x | cosh2x = +2€
_ 2tanhx _ et
tanh2x = Trianh’s tanh2x = 1
r __ coshz—1 r _ tVer4e T2
senh2 = 4/ 5 senh2 = 5
r __ coshz+1 r _ EVer4e 42
cosh2 = :I:\/i2 cosh2 = S
xr __ coshr—1 T __ et+e -2
tanh? o :IZ\/ conhz+1 tanhQ =+ eT+eT+2

Fonte: O Autor (2021)
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5 APLICACAO DA TRIGONOMETRIA CIR-
CULAR

5.1 FENOMENOS PERIODICOS

(PAIVA, 2015), traz que o movimento dos planetas e das marés; as estagoes

do ano e as fases da lua, sdo fendmenos que se repetem a intervalos iguais de tempo;
) b

por esse motivo sao chamados de fenémenos periddicos e podem ser representados por

funcgoes trigonométricas.

Para (SANTOS, 2004), uma fungao f é dita periddica se existe um nimero real
positivo P, denominado periodo da funcao f, tal que f(z) = f(x + nP); para todo x

pertencente ao dominio da fungao (Dy) e n pertence ao conjunto dos inteiros (Z2).

o fl)=fx+nP)comz €Dy, neZePeR;
— Temos entdo que f(x) tem imagem igual para os termos da sequéncia: ((x-
np),...,(x-1P), x, (x+1P),... (x+nP)).

— O menor valor positivo de "nP” serd o Periodo fundamental da fungao f(z) e

sera representado pela letra T

— O periodo Fundamental T' é espaco do dominio que a fungio gasta para com-

pletar um ciclo ou pulso. Figura 57.

QﬁAAYAAAX

NP el

»
T Periodo fundamental da funcio

Figura 57 — Gréfico de Func¢ao Peridédica

Fonte: O autor (2021)

Nao é raro o pensamento que as fungoes peridédicas limitam-se apenas as fungoes
trigonométricas: seno, cosseno, tangente, ou suas reciprocas. Considerar fungao periodica

como sinénimo de fungao trigonométrica é um engano comum. As fungoes trigonométricas
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sdo as mais conhecidas e modelam os fenémenos periédicos de forma eficiente porque
possuem uma gama de ferramentas e teoremas que podem ser aplicados na modelagem

dos fenémenos periddicos.

(LUCENA, 2020a), traz como exemplo de fun¢ao periddica a fungao parte decimal;

f(z) = x; na qual x = x — |x| com sendo |x] a parte inteira de z. Portanto:

« fle+1)=f(2)

» Para todo x real, temos que 7" =1 é o periodo fundamental; da funcao
f(:C) =T — I_:UJ Figura 58

« (LAGES et al., 1997), denominou essa func¢do de dente-de-serra e a definiu como

sendo:

— f(k)=0sekeZ e f(k+a)=a quando0<a <1 ekeZ.

Figura 58 — Grafico da funcao periédica f(z) =z — |z]

Fonte: (LUCENA, 2020a)

(MARKUS; JUNIOR; FERREIRA, 2003), trazem que os fenémenos peridédicos
permeiam toda a nossa existéncia e ressaltam a extrema importancia desses fenémenos,
indicando que sem os mesmos nao seria possivel o desenvolvimento da percepc¢ao do tempo
nem sequer a sua definicdo. Para os autores os fendomenos peridédicos constituem o alicerce
da ciéncia, porque as leis da fisica tém como base a deteccao de eventos que ocorram
de forma repetitiva e previsivel. Os fendmenos peridédicos permitem a visualizacdo de um
mundo extraordinariamente complexo devido a existéncia de uma ordem subjacente, nao
percebida a primeira vista. A logica interna, a coeréncia da nossa representacao mental do
mundo externo, e por extensao nossa propria mente dependem da percepcao dessa ordem

subjacente.

A descricao entusiasmada e eloquente dos fendmenos periédicos acima; nao foi feita
por matematicos, mas sim, por cientistas da area bioldgica. Os professores de matematica
atuam no letramento matematico e trigonométrico dos alunos visando o entendimento e
modelagem dos fendmenos peridédicos. Portanto, ¢ importante que o discente saiba que

a trigonometria nao é a vila, seus conceitos e saberes sdo frutos da persistente agao
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da humanidade em explicar e entender os fendmenos periddicos que sao descritos por

cientistas como essenciais para a vida humana.

(MARKUS; JUNIOR; FERREIRA, 2003) e (LUCENA, 2020a), indicam que esses

fendomenos estao presentes em varios estudos nas mais variadas areas, exemplo:

o Movimentos planetarios e Fases da lua.
« Cronobiologia.!®;

e Fendémeno climéatico El Ning.'7.

o Movimentos vibratorios.

e Sistema massa e mola.

e Ondulatéria.

¢ Medicina do sono.

(PAIVA, 2015), define movimento peridédico como aquele atribuido a um mével descre-
vendo o mesmo movimento repetidas vezes consecutivas em intervalos de tempo iguais. De-
fine Periodo (p) como sendo o tempo necessario para realizar cada movimento e Frequéncia

(f) como nimero de movimentos realizados em determinada unidade de tempo.

O movimento oscilatorio ou periddico é que realiza movimentos de ida e volta em
torno de uma posicao que esteja em equilibrio. Para a autora todo movimento oscilatorio
também é periddico porque depende de um Periodo (P) que é o tempo necessario para
completar uma oscilagdo. A autora traz a equacao p = % que relaciona o periodo com a
frequéncia. Dentre tantos exemplos de aplicagao dos Movimentos Periédicos ou Oscilatorio

alguns sao mostrados na tabela 4.

16 Ciéncia que estudo os ritmos da natureza, observa a influéncia do tempo em diferentes situacdes e como
cada organismo estd sincronizado com ciclos do meio ambiente. https://www.cpapvital.com.br/blog/o-
que-e-cronobiologia-e-qual-a-sua-relacao-com-o-sono/ , acessado em 14 03 2021 as 0925H.

17 £ um fenoémeno atmosférico-ocednico caracterizado por um aquecimento anormal das dguas super-

ficiais no Oceano Pacifico Tropical. Altera o clima regional e global, mudando os padrées de vento

a nivel mundial, afetando assim, os regimes de chuva em regides tropicais e de latitudes médias.

http://educacao.globo.com/artigo/el-nino-e-la-nina. Acessado em 14 03 2021 as 10:00 h.
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Tabela 4 — Exemplos de Aplicacao dos Movimentos Periddicos

MOVIMENTOS PERIODICOS OSCILATORIO

APLICACAO

TIPO

Giro com velocidade constante. Movimento Circular Uniforme (MCU).
CIRCULAR Mecénica celeste, movimento do sol, Lua e satélites.
Relégio Biolégico Circadiano; ou Nicleos Supraquiasmético (NSQ)'.

Determinacédo de area metropolitana das cidades.
Relégio Pendular Mecanico.

Movimentos da maré

Movimentos dos pistoes nos motores a combustao.
Diagnésticos de doengas do sono como (MPMS)*®.

Marcapasso'®.

PENDULAR (VAI e VEM)

Fonte: O Autor (2021)

Os livros didaticos do ensino médio trazem muitas paginas dedicadas ao ensino da
trigonometria. Porém, nao fica claro para o aluno, nem para o professor, qual a utilidade
desse material. Existem muitas aplica¢oes para parte inicial (trigonometria no tridngulo),
onde sdao mostrados exemplos de aplicacao da tangente para calculo de distancias inaces-
siveis. Entretanto, para parte de fungoes as aplicagdes sao poucas e na maioria das vezes

vém nos exercicios.

As secoes seguintes trazem exemplos de fendmenos periddicos que aplicam a trigo-
nometria circular e hiperbdlica; visando conscientizar da relevancia desses contetdos para

formacao dos alunos.

5.2 MOVIMENTO HARMONICO SIMPLES

A trigonometria circular esta associada diretamente aos fendmenos periddicos. As
fungoes seno e cosseno sao ferramentas aplicadas na modelagem desses fenomenos. Asso-
ciar o movimento oscilatorio ao de uma particular se deslocando em uma circunferéncia é
um caminho natural para fazer o aluno do ensino médio entender o Movimento Harmonico

Simples.

(VENCESLAU, 2015), traz que as oscilagoes e vibragoes sdo fenémenos presentes
nas atividades cotidianas e impactam diretamente os sentidos: audicao, fala e visao. A
membrana timpanica vibra ao ser atingida por ondas sonoras; as cordas vogais vibram e
produzem ondas mecanicas e a retina € sensibilizada ao ser atingida pela luz visivel que é
uma onda ou perturbacao eletromagnética. O organismo humano ainda apresenta, no pul-
mao e coracao, movimentos oscilatérios vitais que viabilizam a respiragao e a circulacao
sanguinea. A autora também traz que as vibragoes estao associadas aos fenémenos sismi-
cos e moleculares, tém impacto multidisciplinar e sao aplicados na fisica, quimica, biologia,

medicina e engenharia. Associar aos movimentos oscilatério a trigonometria circular au-
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mentou exponencialmente a importancia e significancia da aprendizagem dos contetidos

trigonométricos no ensino basico.

As vibragoes estao associadas a equipamentos que melhoram o bem estar das
pessoas, exemplo: micro-ondas; maquina de lavar; amplificadores elétricos e GPS, den-
tre tantos outros. Porém, na engenharia civil uma consequéncia nefastas das vibragoes
¢ a Ressonancia.'® Quando, nio previstas e/ou mitigadas podem provocar falhas em

estruturas e maquinas que levam ao colapso ou a ineficiéncias desastrosas.

(SILVA, 2008), indica o Movimento Harménico Simples como uma aplicagao da
trigonometria que consiste no movimento de um corpo com oscilacdo em torno de um
ponto de equilibrio. Os coeficientes a, b, ¢ e d; caracteristicos da fungao y = a+bsen(cz+d)
ouy = a+bcos(cr+d) sao substituidos por constantes fisicas que representam importantes

aspectos do MHS. Para o autor "a" ¢ considerado zero, devido ao sistema ter origem
na posicao de equilibrio; b é a amplitude "A"; c, representa a frequéncia angular w; d
é a fase inicial ¢; e (w.t + ¢) é denominado fase do movimento no tempo "t". Portanto,

tem-se:

o = Asen(w.t +¢) oux = A.cos(w.t + )

(VENCESLAU, 2015), define Movimento Harménico simples (MHS); como o mo-
vimento peridodico no qual uma particula se move em uma trajetoria em consequéncia
da acao de uma forga restauradora, exercida por uma mola ou elastico, dirigida para um

ponto de equilibrio.

Considerando uma particula se deslocando sobre uma circunferéncia de raio R,
seguindo um movimento Curvilineo e Uniforme (MCU); ao se deslocar a velocidade angu-
lar contante (w), o angulo central « varia em fun¢do do tempo (t). A projegao do ponto
"P" varia de -R a R; tanto na vertical como na horizontal; descrevendo um movimento

oscilatorio e peridédico; porque a cada volta os valores da projegoes de "P" se repetem.

18 Aumento na amplitude de vibracdo natural do material provocado por uma vibracdo externa de
frequéncia coincidente.
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+R rzp = R.cos(w.t = R.sen(w.t
. 5 P(xp,yp) P A ( ) Yp A ( )
yy e R Ty (ST T URRPET SITRP AR, » 3
H a=0+¢
MHS o
0
-R
-R 0 TP 4R
MHS -R

Figura 59 — Particula em MCU projetando MHS

Fonte: O Autor (2021)

A particula ao sair do ponto H para P, descreve um arco arco H P = #; a velocidade

angular w é a taxa de variacao instantanea do angulo central pelo tempo "t". Ou seja:

o w= Z—(t’, entao df = w.dt.

c Hdo=wfidt = 0 =uw.l

« O angulo central a =6 +¢; logo, o =w.t +e.

« Como sen(a) = %, logo, implica yp = Rsen(w.t +¢)
o cos(a) = £, implica que xp = Rcos(w.t + €). Onde:

— "w "é a velocidade angular,
n_onz s o~ e s . ,
— "¢ "é a posicao inicial da particula,
— "t" ¢é o tempo de deslocamento no MCU,

— "R" é o raio da circunferéncia.

Os sistemas vibratoérios podem gerar movimentos harmonicos ou nao harmonicos.
Mesmo o movimento nao harmonico, caso tenha periodicidade, pode ser modelado por
meio da superposicao de movimentos harmonicos representados através de combinagoes
lineares de fungoes periddicas (trigonométricas); também conhecido como andlise de Fou-

rier.

5.2.1 SERIE DE FOURIER

Segundo (AMORIM; TRINDADE; JUNIOR, 2019), a ideia de decompor fungoes
por meio de suas componentes trigonométricas surgiu em torno de 1750, apds as tentativas

de resolucao do problema de vibragao de uma corda. No ano 1723, Daniel Bernaulli (1700-
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1782), tinha apresentado a expressao como solugao do problema de vibragao da corda de

comprimento m quando vibra por um deslocamento de sua posi¢ao de repouso.

o u(x,t) = iojl apsen(nz)cos(nct)
ne
Personalidades como D’Alembert, Euler e Lagrange deixaram suas contribui¢oes para o
tema, porém coube a Fourier (1768-1830), no ano 1811 em seu trabalho, Teoria Mate-
matica de Conducao de Calor, especificar os coeficientes da séria que hoje recebe seu
nome. Para os Autores; a principal contribui¢ao de Fourier, mesmo nao estando integral-
mente correto, foi afirmar que qualquer func¢ao continua ou nao de um variavel poderia

ser expressa pela série:
1 &= nTT b nwT
o 500+ X (ancos™E + bysen™®).
n=0

Em (CARMO; MORGADO; WAGNER, 2005), Jodo Bosco Carvalho afirma que
a introducao das séries de Fourier mostrou a posicao central das func¢oes trigonométricas

na analise mateméatica moderna.

Domingues, em (IEZZI, 2013), traz como resultado fundamental de Fourier o teo-
rema que assegura que a toda funcao periddica, no que se refere ao som, pode ser repre-

sentada por uma soma da forma:
e aisenbit + assenbyt + assenbst + ...

na qual, as frequéncias das senoidais sdo multiplas da menor das frequéncias. A série de

Fourier viabiliza a analise do sinal sonoro periédico.

(FIGUEIREDO, 1977), no prefacio de seu livro, traz que a analise de Fourier tem
como ingredientes a Série de Fourier e a Transformada de Fourier, essa andlise é aplicada
na resolucao de equagoes diferenciais parciais. A série de Fourier viabiliza a analise de
sinal periddico, ou seja, aquele que apresenta repeticao de seus valores a intervalo definido
de tempo conhecido como periodo. Esse sinal peridédico é representado por uma funcao

periédica. E uma série trigonométrica formada por seno e cosseno.

(FIGUEIREDO, 1977), define como a funcao f : R — R; periédica de periodo

fundamental 2L, integravel e também absolutamente integravel. tal que:

1 X nwx b nwxT\.
. f(z) ~ a0+ ngo(ancosf + by sen™7t);

« o perfodo da funcdo é T = 2L para n=1, tem-se perfodo fundamental T = 2L;

e (AMORIM; TRINDADE; JUNIOR, 2019), demonstraram que os coeficientes da

série Fourier sdo:
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[ s

-

=

L
- a, = / f(a:)cos? dx, para n > 0;
L

L
— b, = % /_L f(x)senn—f dz, paran > 1;

Segundo (GUEDES, 1992), a anédlise de Fourier traz o enunciado: "Uma gran-
deza periddica retoma as mesmas caracteristicas ao fim de um intervalo". Esse
intervalo T, chama-se periodo. O autor aplica a série de Fourier e sua transforma discreta
para fazer a analise harmonica das ondas nao sinusoidais, decompondo essas ondas em

seus termos harmonicos.

Os dois proximos topicos trazem exemplos de aproximagao pela Série de Fourier
para fungoes que representam as ondas quadrada e triangular; essas aproximagoes aplicam
técnicas de integracao que fogem do escopo do ensino médio; porém é salutar que o
aprendiz de ensino médio saiba que os contetidos de trigonometria do ensino médio tém
aplicagao interna, ou seja, na propria matematica e em outras areas. Para aplicar o seno e
cosseno na modelagem por Fourier é necessario aplicar técnicas de integracao das fungoes

trigonométricas.

5.2.1.1 ONDA QUADRADA APROXIMADA POR SUA SERIA DE FOURIER

s f(x)
?""""1"&“"' --== ".—
: e s :

i T E() i.‘.’ §'_)T.'
; { i :
_.-.-.1 _______ ._‘___

b) Fourier Onda Quadrada P =27

Figura 60 — Onda Quadrada e sua Representacao por Fourier

Fonte: O Autor (2021)
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A figura 60 traz a representacao grafica da onda quadrada, figura 60-a, definida
) —1; se —m <2 <0 )
pela fungao periédica f(z + 7) = f(x), com f(z) = ; também
1; se0 <<

traz o grafico da aproximacao dessa onda quadrada construido pela série de Fourier,
figura 60-b.

Com a série de Fourier ¢ possivel se aproximar tanto quanto se queira da funcao

analisada, bastando para isso aumentar a quantidade de termos da série.

Lo 1 X N nTT
« Nasérie: f(x) ~ a0 + Zo(ancos T+ bysen™t").
n=

e Como T = 2L = 27; implica L = 7.

L
Sabendo que ag = % / dx, tem-se:
-L

ap=—10+7]+i[r—-0 = -1+1 =0

CLOZO

L
- , . nmx
« O préximo passo é determinar o valor de @, = + f(z)cos—— dx, tem-se:
LJr L

0 1 ™
a, = / f(z cosw dex = 7/ (—1)cosn7rdx+—/ (1)cosnm dx
7 Jo

—T

a, = —-2[0+ sen(n7)] + L [sen(nm) — 0]
a, = —ﬁ[OﬂLO] + %[O — 0]

a, = 0.
, . L (F nmwx
e Para o célculo do coeficiente b,, = + f(z)sen—— dx, tem-se:
LJoL L
nmwx

by =+ /Tr f(x)sen— dr = —/ l)sennmdr + — / )sennm dx

= [cos(nm) — cosO]

bp = —=[cos0 — cos(nm)] —
b, = -=[1 — cos(nm)] — = [cos(nm) — 1]
bn = 2[1 — cosn].

« Se n for par, entdo cos(nm) = 1; isso implica b, = 0.

« Se n for impar, entao cos(nm) = —1; entdo b, =
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e Comon é impar, n =2k+1 ek € Z; substituido os coeficientes ag; a, e b, na

aproximacao de Fourier:

f(@) ~ tag+ ngo(ancos% + by sen™E)

F@) ~ §(0) + 3 ((0)cos™2= + (£ )sen?2e)

flz) ~ § “Lsen(nz) =1 § Lsen(nx).
n=0 n=0

o Portanto, a série de Fourier para a onda quadrada, mostrado na figura 58-b ¢é

determinada por:

=

&
2

SEIS

]EO %113671(2]6 + 1)z, ou seja:

=
=
12
W~

1 1 1
(senx 4 zsendr + gsendr + zsenTw + ...)

™

5.2.1.2 ANALISE HARMONICA

Processo utilizado para decomposicao de grandezas fisicas periddicas e nao sinu-
soidais em seus termos harmonicos. Podem ser utilizadas tanto a série de Fourier como

sua transformada discreta.

A anélise harmonica das ondas nao sinusoidais, consiste em decompor essas on-
das em seus harmonicos utilizando o teorema de Fourier. Segundo (GUEDES, 1992), a
analise de Fourier traz o enunciado: "Uma grandeza periédica retoma as mesmas
caracteristicas ao fim de um intervalo". Esse intervalo T, chama-se periodo. Em
seu estudo, o autor, traz a analise de grandezas fisicas periddicas com formato de onda
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nao sinusoidal’’ atreladas as maquinas elétricas. Esse estudo analisa a interferéncia das

grandezas peridédicas nao sinusoidais no desempenho individual das méquinas, na estabi-
lidade e na eficiéncia da rede elétrica. Para o autor a geracdo de termos harménicos?
tém origem nos materiais ferromagnéticos, nas especificidades de construcao ou nas carac-
teristicas das grandezas elétricas do sistema de alimentagdo. O estudo dessas grandezas
e das consequéncias no comportamento da maquina elétrica pode ser feito por meio da

andlise harmonica das grandezas. Figura 61

19 Aquela que ndo é sinusoidal; ndo pode de ser representada pela senoide.
20 Sio distorgdes das formas de onda das grandezas fisicas. Sdo responsaveis por fenémenos parasitas
que prejudicam o funcionamento da méaquina.
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Figura 61 — Onda alternada nao Sinusoidal

Fonte: (GUEDES, 1992)

Dessa forma, por meio da aplicacao da teoria de Fourier, mesmo as ondas nao
sinusoidais podem ser analisadas ao serem decompostas em suas harmonicas. Dai a im-

portancia das fungoes periédicas e em especial as trigonométricas.

5.2.2 SISTEMA MASSA-MOLA

Um sistema que funciona vibrando possui elementos que guardam a energia po-
tencial (mola ou eldstico), um armazenador de energia cinética (massa) e um dissipador
de energia (amortecedor ou um aplicador de atrito). No sistema perfeito ou conservador
a energia mecanica geral ¢ conservada; toda energia potencial ¢ transformada em cinética
e vice versa. Claro que o sistema real é nao conservadorista e parte da energia é perdida
por atrito, calor ou outro meio. (VENCESLAU, 2015)

O conjunto massa-mola é um sistema mecanico onde elementos fisicos atuam juntos
para simular um fené6meno. A massa representa o conjunto da massa de todas as parti-
culas envolvidas e a mola representa todos elementos do sistema que sofrem deformacao
linear quando submetidos a uma forga aplicada. Esse conjunto ao funcionar descreve um
movimento Harmonico Simples, portanto sua modelagem acontece por meio das fungoes
trigonométricas. Todos processos ou equipamentos modelados por um sistema mecanico

massa-mola ¢ uma aplicacao da trigonometria.

A forca peso impoem uma elongacao na mola, provocando um deslocamento
para baixo; as especificidades da mola sao traduzidas pelo seu coeficiente de deformacao
linear "K". A lei de Hooke indica K = A%/; onde P é forca peso e A y é a deformagao
sofrida devido a agdo da forga. Como no sistema ideal a energia mecanica é conservada;
na descida toda energia potencial elastica da mola se transforma em energia cinética;

contudo, no percurso de volta; a agao da mola recompode a energia poténcia eldstica e o
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corpo passa pelo ponto de equilibrio até a posicao +yg. Figura 62

Y = —yo.Sen(wt)

Figura 62 — Sistema Massa e Mola (Energia Mecanica conservada)

Fonte: O Autor (2021)

Nas subsegoes seguintes tem-se exemplos de aplicacao do sistema massa-mola na

suspensao de veiculo e nos elementos estruturais de uma construcao.

5.2.2.1 SUSPENSAO DO VEICULO

A suspensao do veiculo é um conjunto mecanico modelavel por uma sistema massa-
mola; com dois graus de liberdade,[19]! composto pelas massas m; e my, interligadas
pela mola K5 e pelo amortecedor "c¢"; esse conjunto esta ligado a mola K, e também
estd sujeita a acao da forga advinda das imperfei¢bes do terreno. Entretanto, a energia
mecanica nao é conservada, pelo contrario, devido a agao de amortecedores ou geradores

de atrito a energia é absorvida com a finalidade de estabilizar o conjunto.

A acgado do conjunto de suspensao tem como objetivo neutralizar as variagoes ver-
ticais causadas pela atuacao da forca peso e das forcas geradas pelas imperfeicoes do
terreno. As variagoes verticais, em func¢ao do tempo, descrevem uma sucessao de movimen-
tos harmonicos representados por fung¢oes trigonométricas com amplitudes decrescentes

devido a drenagem da energia cinética do sistema pelo amortecedor, mola e pneu.

(VENCESLAU, 2015), apresenta a modelagem simplificada da suspensdo de uma
das rodas. A massa suspensa foi denominada ms; a massa das pecas nao suspensas
como pneu, roda, eixo e os demais itens; foram representadas por my; a rigidez do pneu
foi representado pela constante K;; o coeficiente de amortecimento do amortecedor foi
representado por "c", a rigidez da mola de suspensao foi representada como Ks; o
deslocamento vertical do conjunto foi representado por y» e y; medidos a partir da
posi¢do de equilibrio estatico e também por 1y, que varia em funcdo das oscilagdes do

terreno. Figura 63

1 E o ntimero minimo de varidveis independentes necessarias para determinar com exatidao a posicio e

a orientacdo dos elementos de um sistema. (VENCESLAU, 2015).
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Figura 63 — Suspensao independente do Veiculo

Fonte: O Autor (2021) com base em (VENCESLAU, 2015)

5.2.2.2 VIBRACOES NAS ESTRUTURAS

Um sistema vibratorio gera os movimentos harmonicos simples, muitos deles perié-
dicos que podem ser modelados por sistema massa-mola que sao, em sua génese, fungoes
trigonométricas. As vibragoes naturais nas estruturas edificadas sdo motivos de preocu-
pacao dos engenheiros e construtores porque caso essas vibragdes entrem em ressonancia
com alguma vibragao externa a estrutura pode entra tragicamente em colapso estrutural.
Como no caso da ponte Tacoma Narrows, Estados Unidos; que foi inaugurada em julho
de 1940 e entrou em colapso no dia 7 de novembro daquele mesmo ano. (VENCESLAU,
2015).

Os elementos estruturais podem ser modelados por sistemas massa-mola para re-

presentar as vibragoes verticais e horizontais das estruturas; Como exemplo tem-se:

e Viga em balan¢o com massa na extremidade;
» Viga bi-apoiada com carga no centro;
» Viga bi-engastada com carga no centro;

» Vibragao estrutural nas edificagoes.

5.2.2.2.1 VIGA EM BALANCO COM MASSA NA EXTREMIDADE

As estruturas possuem vigas que devido a sua natureza vibratoria podem ser mo-
delados como sendo molas ou superficies elasticas. Para o caso de ser viga em balanco;
aquela presa apenas em uma das extremidades, nao considerando seus componentes de
amortecimento e sua massa; pode-se modelar o comportamento dessa estrutura como um
conjunto massa-mola de deslocamento vertical. Para esse caso, a massa da extremidade
'm" esta sujeita a forca peso que traciona a mola de rigidez ou constante eldstica K

impondo ao sistema um deslocamento y, em funcao de um tempo t. Figura 64
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Figura 64 — Viga em balango com massa na extremidade

Fonte: O Autor (2021), com base em (VENCESLAU, 2015)

Segundo (VENCESLAU, 2015), com base nos conhecimentos sobre resisténcia de

. . ~ 7 . . . . 7/ 3
materiais, a deflexao estatica da viga em sua extremidade livre é dada por: 0,5, = %.

o Com P igual ao peso da massa "m"; E é o médulo de elasticidade do material; T é

o momento de inércia da seccao transversal da viga e L é a comprimento da viga.

« Portanto, K = -£- = K:% - K:%

(sméz

5.2.2.2.2 VIGA Bl APOIADA COM CARGA TRANSVERSAL NO CENTRO

Mais um exemplo da modelagem de vibracao vertical representada pelo sistema
massa-mola com uma grau de liberdade. O massa da viga e sua capacidade de amorte-
cimento nao devem ser consideradas. Considerando-se apenas a carga da massa "m" no

centro do vao; a constante de elasticidade dada por K = 4%? ; com E, sendo o médulo da

elasticidade do material; I, o momento de inércia da seccao transversal e L, o comprimento

da viga. Figura 65
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Figura 65 — Viga bi apoiada com carga transversal no centro

Fonte: O Autor (2021), com base em (VENCESLAU, 2015)

Y = —yp.Sen(wt)
5.2.2.2.3 VIGA Bl ENGASTADA COM CARGA TRANSVERSAL NO CENTRO

Quando a viga esta bi-engastada e sua massa é desprezivel em relagdo a massa da
carga transversal colocada ao centro, o modelo se assemelha ao da viga bi-apoiada; porém

a constante de elasticidade passa a ser dada por K = 192EI . Figura 66

~-wo-Sen(wt)

]
I Y(t)

192E1
=73

Figura 66 — Viga bi engastada com carga transversal no centro

Fonte: O Autor (2021), com base em (VENCESLAU, 2015)

5.2.2.2.4 VIBRACAO EM ESTRUTURA COM UM ANDAR

A estrutura das edificagoes vibram naturalmente, esses movimentos podem ser mo-
delados de forma simplificada por sistemas massa-molas, com grau de liberdade associado
ao numero de andares. Considerando que nao existe compressao e elongagao axial das vi-
gas e que as massas das colunas sao despreziveis, o deslocamento horizontal na estrutura

¢é associado ao sistema massa-mola horizontal. Para prédios de um andar a modelagem
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acontece por meio do sistema massa-mola, com um grau de liberdade, que considera a
massa da coluna desprezivel e seu coeficiente de elasticidade K; a massa m do sistema é
a massa da viga, o deslocamento horizontal x(t) ocorre em fun¢ao do tempo t. Como nao
sao considerados amortecedores que capturem a energia do sistema a vibracgao é livre e a
energia total do sistema é preservada; por tanto, a energia potencial elastica F, = %K x?
somada a energia cinética E. = imv2 ¢ igual a constante real H. Tem-se:

« Como v é velocidade do sistema; aplicando a equacao da velocidade v? = v3 + 2ax

comvyg =0 = v?=2az;e asendo aceleracdo do conjunto.

« BEe+E.=H = 1K*+im2ax=H = L(1Ka2?+ im2ax)= 4H.
Entao, Kz + ma = 0.
« Isso implica que |z| = |=2¢|. Ou seja, K = £ ¢ a constante de deformacao linear

da mola (ou elasticidade da coluna) indica pela lei de Hooke.

e Como um sistema de vibracao livre gera MHS associado a uma particula que gira
livre sobre uma circunferéncia, conforme mostrado na figura 59. A frequéncia natural
de vibragao é w = \/g e o deslocamento em funcao do tempo é determinado por
x(t) = A.sen(wt + ¢); com "A” sendo a amplitude da senoide que representa a
vibragao ou o raio "R” da circunferéncia associada ao deslocamento. (VENCESLAU
2015)

— l_ : .0 A | . x(U=Asen(wirg)
? F—+x
o [
’ e :
oo }“/

Figura 67 — Estrutura com um andar

Fonte: O Autor (2021), com base em (VENCESLAU, 2015)

5.3 APLICACAO NA MEDICINA

A importancia da medicina para humanidade é incontestavel. Preservar a vida e
promover o bem estar humano é o nobre objetivo dessa ciéncia. O coracao é motor do

corpo; ou seja, o propulsor da vida. Bombear sangue por todo corpo, distribuir o oxigénio
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e recolher o gas carbonico é uma tarefa que requer forca nos batimentos e ritmo para a

pressao nos vasos e 6rgaos nao ser demasiada nem aquém da necessaria.

A monitoragao dos batimentos cardiacos e da pressao sanguinea é uma tarefa
igualmente relevante. A trigonometria torna possivel a monitoracao e diagnoéstico do co-
ragao e da pressao sanguinea arterial, portanto o saber trigonométrico é importante para

o entendimento desse 6rgao vital vida.

5.3.1 FREQUENCIA CARDIACA E PRESSAO SANGUINEA

(OLIVEIRA, 2013), apresenta a modelagem da frequéncia dos batimentos cardia-
cos. O nimero de batidas em fungao do tempo é medido em bpm (batimentos cardiacos
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por minuto); dessa forma, pode-se registrar a pressdo sanguinea ou arterial®' da pes-

Soa.

Para medir ou aferir a pressao é necessario registrar o maior e menor valor. A maior
pressao acontece quando o coracao esta contraido, essa pressao € denominada sistélica;
a menor acontece quando o coragao esta em repouso, pressao diastdlica. Tem-se ai um
movimento periddico, isso possibilita a modelagem por meio da funcao trigonométrica:
F(z) = a+ beos(cx 4 d).

O batimento médio do coracdo é 80 bpm e a pressdo normal oscila entre 120 e
80 mm Hg. Tem-se uma variacdo de 40 mm Hg entre a maior e a menor pressao; a
modelagem comega com o calculo dos parametros "a e "b"; em seguida, calcula-se valor de
"¢". O coeficiente "d" pode ser considerado zero porque o primeiro batimento sera iniciado

no instante "t=0".

a+b=120;
1. Tem-se: =20=200 = a=2" = a=100.
a — b= 80;

Portanto, 100 +b =120 = b =120 —-100 = b= 20.

2. O periodo T é o tempo, em segundo, gasto para o coragao realizar um batimento;

como o coragao bate 80 vezes por minuto, tem-se:

_ 1min __ 60seg _ 3.

s I'="g="% =~ T=5
_ 2 3 _2r — 8w
e ComoT = = 171 = € 3

3. Substituindo-se os valores encontrados na fungao, obtém-se a modelagem da variacao

da pressao sanguinea(em mm Hg), em fungao do tempo (em segundo).

« P(t) =100 — 20cos(5rt)

21 Forca exercida pelo sangue ao ser bombeado pelo coracio
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« (OLIVEIRA, 2013), indica o argumento da fun¢do como (%”t), em radianos,
com t em segundos; logo, um batimento demora 0,75 segundos. Conforme

mostra a figura 68.

120

100

0,75 t(segundo)

Figura 68 — Modelagem do Batimento Cardiaco

Fonte: Autor (2021)

Com a realizagao dessa modelagem, tem-se o beneficio da resolugao de sistema
linear e equacao; além da oportunidade de mostrar a aplicagao pratica da trigonome-
tria. Entretanto, essa nao é a tnica aplicagao na medicina; quando conjugada a elétrica
e a ondulatéria tem-se algumas aplicagoes na medicina de diagnoéstico, tais como: eletro-

cardiogramas e eletroencefalograma.

5.3.2 MEDICINA DO SONO

Parece até contraditorio associar a trigonometria a medicina do sono; isso porque,
para muitos esse conteudo esta associado a privacao do sono devido as noites dedica-
das ao entendimento de seus conceitos. Contudo, o aumento do bem estar, o diagnéstico
de doencas e muitos transtornos sao possiveis devido a aplicacao da trigonometria. A
psicobiologia é um ramo da ciéncia beneficiado com a utilizacdo dos conceitos trigono-
métricos no diagnéstico, acompanhamento e avaliagao de enfermidades como: Alzheimer,
doenca de Parkinson, esquizofrenia, doencas cardiovasculares, transtorno do défice de

atengao/hiperatividade (TDAH) e sindrome de Asperger.

A cronobiologia é o campo da ciéncia que busca entendimento de como os seres
vivos manuseiam as recorréncias temporais e como sao capazes de sincronizar as suas
atividades com as variagoes da luminosidade, Esse campo da ciéncia surgiu da investigacao

de padroes regulares da ritmicidade biolégica e sua interacao com ritmicidade ambiental.
(MARKUS; JUNIOR; FERREIRA, 2003)
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Segundo (ANDREOLI, 2013), Cronobiologia é a ciéncia que investiga e estuda os
mecanismos da estrutura temporal biologica e seu objetivo é ajudar na compreensao da

atividade humana e explicar o papel dos relogios bioldgicos nessa atividade.

Os reldgios bioldgicos, juntamente com alguns sensores, sdo responsaveis pela mar-
cagao enddbgena do tempo, independente das variagoes ambientais. Nos mamiferos exis-
tem dois aglomerados de neurdnios no hipotalamo; do lado do quiasma o6ptico, que sao
responsaveis pela marcacao da ritmicidade circadiana, sdo denominados Nicleos Supra-

quiasmaticos (NSQ). (MARKUS; JUNIOR; FERREIRA, 2003)
(ALOE; AZEVEDO; HASAN, 2005), definem os Niicleos Supraquiasméticos (NSQs)

como marcapasso circadiano formados por uma aglomerado de 10 mil células, localiza-
dos no hipotdlamo anterior, acima do quiasma 6ptico. Esse relogio biolégico é capaz de
gerar ritmo enddégeno proprio que pode ser sincronizado por sincronizadores internos ou

pela luz solar.

(GONCALVES, 2013), define os ritmos circadianos como variagoes em processos
fisiologicos que auxiliam os seres vivos na adaptacao dos ciclos ambientais claro e escuro
que ocorrem no periodo de 24 horas. A sincronizacao acontece em decorréncia da acao
do oscilador biolégico denominado Nicleo Supraquiasmético (NSQ). Para o autor essa
ritmicidade confere ao individuo a capacidade de se antecipar as mudancas que acon-
tecem diariamente no ambiente. A génese da ritmicidade circadiano estd no movimento
de rotacao da Terra; devido as alteracoes que acontecem no ritmo circadiano pelo ciclo
claro e escuro. A integridade da ritmicidade circadiana tem implicagao direta na quali-
dade de vida e no bem estar do ser humano, alteragao no ritmo circadiano é responsavel
por problemas de satide como: obesidade, propensao a cancer, transtornos mentais e de

cognicao.

Para Moore (1999) em (GONCALVES, 2013), os ritmos circadianos permanecem
mesmo quando o individuo esta submetido a condi¢bes de auséncia de pistas temporais
(ambiente permanentemente claro ou escuro); o sistema endégeno NSQ permite a anteci-

pacao a mudancas ambientais, a disponibilidade de alimentos e até a procura de parceiros.

A esse conjunto de osciladores, (GONCALVES, 2013), deu o nome de Sistema de
Temporizagao Circadiano (STC), que é composto pela via de recepg¢ao; presente na retina,
pelos niicleos supraquiasmaticos (NSQ) e por uma via que possibilite o controle de saida

(em hamsteres sdo variagoes na concentragdo intracelular de C'a®").

(GONCALVES, 2013), indica que o estudo da ritmicidade circadiana pode aconte-
cer por experimentos ou por modelos matematicos que simulam tais experimentos. Porém,
o autor relata que o ritmo de repouso e atividade (sono-vigilia, na medicina do sono) é

estudado pela actimetria.?? O modelo matemético ajusta uma funcdo cosseno aos da-

22 Técnica aplicada para avaliacio do sono, contudo os dados obtidos podem ser aplicado para determinar
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dos colhidos pela actimetria e sao gerados parametros como amplitude, mesor, acrofase
e o periodo do ritmo. O calculo dos parametros nesse modelo matematico é determinado

pelo programa Cosinor de regressao qui-quadrada.

O sistema Cosinor é um método de ajuste a uma fungao cossenoide. (CORNELIS-
SEN, 2016), descreve o programa "Cosinor simples" e indica que o mesmo foi desenvolvido
para analise de séries curtas e esparsas com dados equidistantes. Mesmo tendo a limitacao

3

de ser sensivel aos autliers®, a aplicacao do método dos minimos quadrados possibilita

o ajuste do conjunto de medic¢oes e iguala, para dados equidistantes, os resultados nas
sequéncias de Fourier e nas transformadas discretas de Fourier. Para o autor, o modelo
de regressao ¢ determinado pela equacao Y(t) =M + ACOS(% + gb) + e(t), onde:

o« '"M" é 0 mesor - valor médio ajustado pelo ritmo;

o "A" é a amplitude - distdncia do mesor (M) ao valor mais alto ou metade da

extensao da variagao dentro do ciclo;
o 79" é a acrofase - tempo para chegar na Amplitude maxima;,

o '"T" é o periodo - tempo necessario para completar um ciclo, nesse caso é um dia,

ou 24 horas;

« 'e(t)" é termo de erro na regressao.

Desenvolvendo-se cos(% + @), por meio da férmula do cosseno da soma de arcos,

tem-se:

. cos(3 + ¢) = cos(*F).cosp — sen(3F).send. Considerando:

— [ = Acosg;
—x= cos(%);
— v = —Aseng;

— z = sen(%h).

o A equagao pode ser reescrita da forma:

- Y(t) =M+ Bx + vz +e(t)

o ritmo de atividade e repouso. (GONCALVES, 2013)

23 S30 pontos fora da curva porque estdo muito defasados dos demais
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Figura 69 — Defini¢ao das caracteristicas do ritmo Circadiano

Fonte: (CORNELISSEN, 2016)

(GONCALVES, 2013), relata que a actimetria é usada também para registar o

ritmo de atividade e repouso. Para o autor existem dois tipos de variaveis que regis-

tram o ritmo atividade e repouso; aquelas baseadas em parametros da fungao cosseno,

calculadas no COSINOR; e as variaveis nao paramétricas.

Segundo o autor, as parametrizadas do Cosinor: mesor, amplitude, acrofase e a

significancia do periodo sao ineficazes para modelar o ritmo de atividade e repouso porque

0 seu comportamento nao segue uma cossenoide.

Witting et al (1990), em (GONCALVES, 2013), prop6s que fossem calculadas as

variaveis nao parametrizadas:

Variabilidade intra didria (IV) - representa a fragmentagao do ritmo decorrentes

da sonoléncia diurna e ou despertares noturnos.

Estabilidade intermediaria (IS)- informa a sincronizacao do ritmo ao ciclo claro

escuro (24 horas).

Menor atividade durante 5 horas seguidas (I5) - varidvel determinada pela
soma das atividades durante as 5 horas consecutivas menos ativas; indica a medida

da fase de repouso.

Maior atividade durante 10 horas consecutivas (M10) - Soma das atividades

durantes as 10 horas consecutivas de mais atividade.

Amplitude Relativa do Ritmo (RA) - Pode ser determinada pela diferenga
entre M10 e L5; dividida pela media entre M10 e L5.
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(GONCALVES, 2013), utilizou fungdes seno; com periodo de 24,5 e 25 horas;
durante 2, 14 e 100 ciclos (100 dias) para registar as séries temporais dos valores da

varidvel Estabilidade Intermediaria IS.

—245h
—25h
0.8
06
@
0.4
0.2
0
0 20 40 60 80 100

Dias
Figura 70 — Estabilidade Intermediaria-IS

Fonte: (GONCALVES, 2013) p 65

5.4 MOVIMENTO DA MARE E ALTURA DAS ONDAS

A trigonometria é aplicada na elaboragao e representacao das tdbuas de marés; esse
conjunto de informagoes possibilita a previsibilidade da altura das aguas e dos periodos
melhores de atividade para pesca. O movimento e posi¢ao do Sol e da Lua influenciam na
atividade de pesca, na altura e duracao das mares. No periodo de 24 horas acontecem a
intercalacdo de duas marés baixas (baixa-mares) e duas marés altas (preia-mares). Esse
fendmeno periédico acontece como resultado da combinagdo do movimento de rotacao da

Terra e das forgas gravitacionais do Sol e da Lua sobre a Terra.
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Figura 71 — Altura de Marés em Recife, 31 de maio 2021

Fonte: https://tabuademares.com.br, acessado em 31 maio 2021, as 15:30H

Da figura 71, foram extraidos os valor das duas preia-mares e baixa-mares, com

seus respectivos horarios e montada a tabela 5.

Tabela 5 — Preia-mares e Baixa-mares

RECIFE 31 MAIO 2021 | 1° MARE | 2°MARE | 3* MARE | 4° MARE
HORARIO | 01:20 H | 07:35 H | 14:12H | 20:25 H
ALTURA | 07m | 210m | 06m | 19m

Fonte: O Autor (2021) - extraido https://tabuademares.com.br, 31 maio de 2021

Ajusta-se os dados a func¢ao cosseno: A(t) = a + b.cos(c.t + d). Onde A(t) é a
altura da maré, em metros e "t" é o tempo em horas. Os coeficientes "a", 'b", "c"e "d",
sao os parametros de ajusta da funcdo. Serd calculado primeiro "a" e "b"; em seguida

calcula-se "¢" e por fim "d". Contudo, é necessario calcular a média dos valores das mares

altas e baixas antes do calcular o valor da translagao vertical e a variagao na amplitude.

Tabela 6 — Média das marés em 31 maio 2021

RECIFE: 31 MAIO 2021 | ALTURA (m) | PARAMETROS
MEDIA DAS PREIA-MARES ‘ M =2,0 ‘ a+b
MEDIA DAS BAIXA MARES ‘ w = 0,65 ‘ a-b

Fonte: O Autor (2021)

a+b=20; 065
1. Tem-se: = 2a4=12,60 = a==" = a= 1,325
a—0b=0,65;




116

Capitulo 5. APLICACAO DA TRIGONOMETRIA CIRCULAR

Portanto, 1,325 +b=2,0 = b=20-1,325 = b = 0,675.

O semiperiodo % ¢ o tempo gasto para ir de uma maré baixa a uma alta ou vice-
versa. Como existem trés semi-perimetros na intervalo de 24 horas apresentado na
figura 68; sera feita determinado o semiperimetro médio %

T _ (7:35—1:20)+(14:12—07:35)+(20:25—14:12) _ 18:56 _ = . 10 _

z= 3 = =2 =0:19=06,3166H

Entao, o perfodo médio 7" = 2(6 : 19) = 12 : 38 = 12,6333H.

Como T =2 = |¢| ==

Ic| 12,6333"

Portanto, ¢ =

63166

Para o calculo do parametro "d", translagao horizontal; aplicando-se as coordenadas
da primeira maré na funcao A(t). Tem-se o tempo t = 1 h e 29" ou 1,4833horas e
altura A(t) = 0,70 metros:

A(t) = a+ b.cos(c.t + d)

0,7=1,325+0, 675003(“'1’4833 +d) = cos(’r'l’4833 +d) = 0,7-1,325

6,3166 6,3166 0,675
71,4833 _ 71,4833 _ s opfa. 714833 _
cos(%3165 +d) = —1 = cos(Gges +d) = cos(m); entdo, Tgpr +d=7
___ wl,4833 _ 6,31667—1,4833x _ 4,8333x
d=m— 5566 = 6,3166 = d= 36 -

. Portanto, A(t) = 1,325+ 0,675cos(2=t + =237)  Com o auxilio do GeoGebra

6,3166
foi possivel a construcao do grafico dessa funcao. Figura 72

Altura (m) T 4.83337
A(t) = 1,325+ 0,675.C R
! By =1,32540; 05( 6.3166" 6.3166)
2)0
H |
0,/65° | ' : i

129 H 7:35H 14 : 12H 20:25H 24H

Figura 72 — Ajuste ao Cosseno da Altura de Maré em Recife, 31 de maio 2021

Fonte: o Autor (2021)
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Nota-se que a curva apresentada na figura 72, ficou muito proxima da curva da
figura 71, retirada do site que divulga a tabua de Marés em Recife-PE. Ou seja, os alunos
podem escolher a informacao disponivel no site e modelar com aplicacdo do contetdo
trabalhado em sala; além de dar credibilidade a informacao, modelagem ajuda a destacar
o papel dos coeficientes da funcao e a tornar significativo o contetdo porque fica evidente

a utilizacao do que estd sendo ensinado.

A quarta linha da tabela 7 traz os valores das alturas obtidas por meio da subs-
tituigdo dos valores do tempo "t" na fungdo ajustada de A(t). A comparaciao com os
valores previstos na terceira linha, também da tabela 7, indica que os valores calculados
pelo modelo estao muito proximos dos previstos, isso mostra que a modelagem esta bem

apropriada.

Para (MAIA, 2018), mesmo que a curva ajustada traga dados distantes dos reais,
ou seja, o modelo nao se ajuste perfeitamente, o beneficio do aluno entender o processo de
modelagem nao fica comprometido porque o resultado é apenas um detalhe. A manipu-
lacao dos dados brutos e a aplicacao das operacoes matematicas basica ja sdo de grande

valia para o aprendiz.

Tabela 7 — Altura das Marés previstas e calculadas

RECIFE 31 MAIO 2021 | 1* MARE | 2°MARE | 3° MARE | 4° MARE

HORARIO | 01:290H | 07:35H | 14:12H | 20:25 H
ALTURA | 07m | 20m | 06m | 19m
ALTURA CALCULADA | 0,65m | 1,99m | 065m | 1,99 m

Fonte: O Autor (2021) - extraido https://tabuademares.com.br, 31 maio de 2021

Como relato pessoal do autor, temos a informacgao que durante os anos letivos de
pandemia do Corona virus (2020 e 2021), o ensino passou a utilizar a tecnologia como
ferramenta béasica, programas de construcao de graficos, como o GeoGebra, se populari-

zaram. Dessa forma, a modelagem ficou mais rapida e pratica.

Antes da pandemia o professor dependeria de um laboratério de informatica para
levar os alunos ou de um projetor e computador para que todos acompanhassem o desen-
volvimento. O autor revela que antes de 2020, no ensino presencial, eram necessarias trés
encontros para completar a modelagem; nas aulas remotas, durante a pandemia, uma ou

no maximo duas aulas foram suficientes.
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55 PISTOES NOS MOTORES A COMBUSTAO INTERNA

Figura 73 — Conjunto pistao-carvilhao-biela, com suporte no pé da biela

Fonte: (BIZARRO, 2015) p 55

Associar o movimento peridédico ao circular é a forma eficiente de garantir que o
estudo dos fenémenos periddicos possa ser beneficiado de todo arsenal tedrico da trigo-
nometria circular. Essa associagao nem sempre ¢ imediata, porém um exemplo bem real

é o caso do movimento do pistao na camara de combustao dos motores automotivos.

(BIZARRO, 2015), descreve o pistdao com um dos principais componentes do motor
de combustao interna, indicando-o como ponto de partida para o projeto de um motor
porque partindo de suas dimensoes sao calculadas outros componentes fundamentais do
motor. (PAIVA, 2015), define pistao como "peca cilindrica metélica deslizante que realiza

um movimento de vaivém no interior de um cilindro no motor de combustao interna'.

A Engenharia Mecénica usa o mecanismo formado pelo virabrequim, biela e pistao
para fazer a transferéncia da energia térmica em energia angular. A explosao na camara
de combustao faz o pistdo movimentar-se linearmente (vaivém) e como o mesmo estd

conectado faz girar o virabrequim que esta preso ao eixo do pistao pela biela.

Figura 74 — Virabrequim, biela e pistao

Fonte: https://autocarup.com.br/. Acessado em 10 06 2021, as 1900H

Observa-se que os pistoes estdo agrupados dois a dois e esses conjuntos estao
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defasados 180 graus; assim, quando dois estao descendo, dois estao subindo; isso completa
o gira de 180 graus; fazendo girar as engrenagens, transformando a energia da explosao

do combustivel (energia térmica) em movimento circular (energia angular).

O esquema matematico dessa transformacao consiste em associar um circulo de
didmetro igual ao percurso do pistao (péndulo). Imaginando um ponto percorrendo a
circunferéncia no sentido anti-horario; para cada angulo formado, tem-se uma distancia
percorrida; dessa forma, o ponto ao girar meia volta m rad, faz o pistdo completar o

movimento de ida; e ao girar mais 7 rad, faz o pistdo completar o movimento de volta.

Supondo que um pistao percorra 20cm no movimento de ida e volta, conforme
figura 75. Para modelar o deslocamento desse pistao, primeiro vamos associar esse movi-

mento periddico ao deslocamento de uma ponto em um circula e ajusta-lo a fungao:

« F(x)= a + b.sen(cx + d).

Figura 75 — Deslocamento do Pistao e o giro circular

Fonte: o Autor (2021)

1. Como o percurso do pistao é 20 cm; 10 cm na ida e 10 cm na volta; o didmetro do

circulo também serda 10cm; o que torna o raio R = 5 cm.

2. Para calcular os coeficiente "a'e "b", considera-se:

a—+b=10;
a—0b=—-10;

=a=0.

=2a=0 :>a:g

Portanto, 0 +b =10 = b= 10.

3. Para completar 20 cm de percursos o pistao percorre 2 pedagos de 10cm; apds
comparagoes e ajustes da curva no GeoGebra, ficou evidente que o periodo é T' = 4,

como T = %
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4. Por fim, pode-se considerar d = 0, porque o deslocamento do pistao inicia no instante

que o ponto comecar seu giro na circunferéncia.

5. Portanto, a funcao ajustada que descreve o deslocamento do pistdo em decorréncia
da modificacao dos valores de « é:

D(a) = 10sen(5)

As figuras 76 a 80; mostram o deslocamento do pistao em decorréncia do giro do

ponto sobre a circunferéncia e o respectivo grafica deste deslocamento no plano cartesiano.

D(a) = lUscn(g)

Figura 76 — Deslocamento do pistao para a = 0 rad

Fonte: O autor (2021)

D(a) = m.w,n.(:)

Figura 77 — Deslocamento do pistdao para o = = rad

Fonte: O Autor (2021)
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Figura 78 — Deslocamento do pistao para o = 7 rad

Fonte: O Autor (2021)

Figura 79 — Deslocamento do pistao para o = 37” rad

Fonte: O Autor (2021)

D(«a) = 1[].5.‘{311.((;) z

|3y

Figura 80 — Deslocamento do pistao para o = 27 rad

Fonte: O Autor (2021)

Considerando a importancia do pistao para o motor a combustao e o relevante pa-
pel desses motores na revolucao industrial e tendo em mente que essa revolugao transfor-
mou de forma impar a sociedade que vivemos; nao é exagero dizer que sem as ferramentas
disponibilizadas pela trigonometria circular nao seria possivel a sociedade ter evoluido

com tanta maestria.
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5.6 PERIODO SINODICO E CALENDARIO LUNAR

Lua Quarto Crescente ‘r”"
D) g
.. -~
, Terra ,
Lua €heia \ Lua.Nova

Lua Quarto Decrescente
Figura 81 — Fases da Lua

Fonte: O autor (2021)

A trajetéria da Terra em torno do Sol e a da Lua ao redor da Terra e do préprio
Sol, sao fendmenos periddicos que impactam de forma decisiva na vida terrestre. Utilizar
esses fendomenos como exemplo de aplicagdo das fungoes trigonométrica é fundamental

para motivar e justificar seu aprendizado.

A literatura apresenta como exemplo de aplicagao da trigonometria: 1) célculo da
duragao do més sin6dico?*; 2) montagem do calendério lunar; 3) modelo cinemético das
orbitas da Lua e a da Terra. Neste, trabalho serao apresentados, apenas, as aplicagoes 1
e 2.

(SILVEIRA, 2001), informa que as quatro principais fases da Lua sao: Nova,
Quarto Crescente, Cheia ¢ Quarto Minguante. Essas fases acontecem nessa sequén-
cia durante o periodo de um més sinédico ou lunagao. O més sindédico dura, aproximada-
mente, 29,53 dias; entretanto, devido as especificidade da érbita lunar em torna da Terra;
os periodos entre as fases consecutivas podem variar de 6 a 9 dias. O autor mostra que
no periodo de 1940 a 2020; 487 dos intervalos entre fases tém 7 dias; 49,9/ tém 8 dias;
8,3 / tém 6 dias e 2,87 tém 9 dias. As quatro fases da Lua acontecem quando o angulo

entre os trés astros: Sol, Terra e Lua; variar de 0 a 27 radianos.

Quando a Lua estd alinhada entre o Sol e a Terra, temos a fase Lua Nova; quando
a lua estd alinhada com a Terra e Sol, porém a Terra esta entre os dois astros tem-se a
Lua Cheia; quando o angulo entre o Sol a Terra e Lua for de 900 ou 2700; temos Lua

Quarto Crescente e Lua Quarto Decrescente, respectivamente. Figura 81

(SILVEIRA, 2001), informa que o plano que contém a érbita da Lua em torno da

Terra estd inclinado cinco (5) graus em relagao ao plano que contém a 6rbita da Terra ao

24 Periodo, em dias, entre duas Luas Novas.
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redor do Sol (plano ecliptico); esse é o motivo de nao se ter eclipse da lua a cada fase de

Lua Cheia, nem eclipse do Sol a cada fase de Lua Nova.

Figura 82 — Inclinagao érbita da Lua com a Ecliptica

Fonte: O Autor (2021)

5.6.1 PERIODO SINODICO

O célculo da duragao do més sinédico (lunagao) é uma aplicagao direta da fungao
cosseno. Segundo (SILVEIRA, 2001), a modelagem desse fen6meno periédico foi determi-
nada com base nas tabelas de lunacao de 1940 a 2020, a equacao é resultado da aplicacao
do pacote estatistico SPSS - versao 10.0. Através da regressao nao linear foi estimado o
periodo do més sinddico, em dias, em fungdo do nimero de lunagao (N). Esse N, comegou
a ser registrado pelos institutos cientificos na segunda década do século passado. A funcao

gerada pela regressao foi:

o Periodo Sindédico Ty;neaico = A+ B+ 29,5306

A = 0,00866.Cos[2Z_(N — 953) + 0, 298]

12,3689

B = 0,1817C0s| 52 (N — 953) + 0, 602]

A figura 83 traz o grafico dessa regressao e foi construida com auxilio do programa Geo-
Gebra.
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Figura 83 — Duragao do meés sinddico

Fonte: O Autor 2021

Nota-se na figura 83, uma oscilagdo cossenoidal, para representar a duracao dos
meses sinddicos; o recorte apresentado é do periodo dezembro 2019 a agosto 2021. A
ultima Lua Nova do ano de 2019, aconteceu em 26 dezembro, foi a lunacdo N = 1200
registrada e durou um pouco menos que 29,61 dias; a ultima Lua Nova do recorte (08
agosto 2021) lunacdo N = 1220 tem previsao de durar 29,53 dias, exatamente o centro
das oscilagbes. Apds, alguns calculos de afericdo dessa curva o erro variou até 3 pontos

percentuais.

Portanto, o ciclo de mudancas das fases da Lua gastam 29,53 dias, porém esse
valor é apenas uma referéncia porque existem varios pertubacoes siderais que causam
irregularidades no movimento lunar e impactam diretamente o més sinético. Dentre varias
pertubagoes, Payne-Gaposchkim e Haramundanis(1970) em Silvério (2001 p 10), indicam

trés:

1. Variagao, sao fenéomenos que adiantam as fases Nova e Cheia e retardam as Quarto

Crescente e Decrescente.

2. Equagao Anual, causada pela variacao da forga gravitacional do Sol em decorréncia

da orbita eliptica que a Terra descreve.

3. Rotacao da linha Apside, semi-eixo imaginaria que passa pelos perigeu e apogeu,
respectivamente, sao pontos onde a Lua esta mais distante e mais préoxima da Terra.
A linha apside é o semi-eixo maior da érbita eliptica da Lua. Esse conjunto, de centro
de massa em um dos focos, gira 40° a cada ano; em nove anos a linha apside completa

sua rotagao.

Além, dessas trés pertubacoes siderais, existem catalogadas mais de 150 efeitos

que podem influenciar no duragao do meés sinédico. Porém, essa modelagem por cosseno
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faz uma aproximagao muito realista do tamanho do ciclo lunar. Dada a influéncia desse
satélite para a vida na Terra, poder antecipar seus movimentos ¢ vital para melhoria
da qualidade de vida no planeta. Esse é o tipo de fato meritoso que os professores de
matematica precisam reivindicar para trigonometria visando motivar e dar significado a

seu aprendizado.

5.6.2 CALENDARIO LUNAR

Com a previsibilidade da duracao dos meses sinddicos ficou possivel a construcao
do calendério lunar. Processos estatisticos aplicados aos dados de registros dos diversos
periodos de duracao entre as fases da Lua; possibilitaram chegar a fun¢des matematicas
que determinam a data e hora das fazes da Lua. Dentre as fungoes usadas estd a fungao

cosseno.

(SILVEIRA, 2001), traz as fungoes que possibilitam determinar data e hora das
quatro principais fases da lua; essas fungoes sao resultado da aplicacao do pacote estatis-
ticos SPSS - Versao 10.0 nos dados sobre as fases da Lua desde 1940; o erro para os
resultados, segundo o autor, afeta apenas o tltimo algarismo significativo do resultado.

As equagoes calculam o tempo, em dias, a contar do hora zero de 01 janeiro do ano 2000.

As fungoes usam como varidvel dominio o niimero de lunagao (N) que para o més
de janeiro de 2000 é N = 953. A varidvel independe é o tempo "T", expresso em dias;
contados a partir de 01 janeiro do ano 2000. Percebe-se que as fungoes sao retas crescentes
com coeficiente angular 29, 53, valor de duracao do més sinddico, esse nimero multiplica
a diferenca entre a lunacao(N) desejada e a lunagdo referéncia (N = 953). Porém, o
coeficiente linear da funcao é determinado pela soma de duas fungdes cossenos e uma
constante. As fungdes podem ser expressas como:

T =29,53(N—-953)+ (A+ B+ C)
N é o ntimero da lunacao desejada;
A e B sao fungbes cosseno.

C é uma constante.

Com base nos dados trazidos por (SILVEIRA, 2001) e considerando "N" a lunagao
para a qual se deseja estimar a data e hora da fase da Lua; foram organizadas as quatro
funcoes: Tnova, Lorescente; Lheia € ThMinguante- Para todos os quatro casos a funcao resul-
tante é a soma de uma fungdo de 1° grau, com duas fungoes cossenos e uma constante.
Como as quatro fungoes sao similares, serd representada graficamente, apenas a funcao

que estima o tempo para fase Minguante. Figura 84

1. CAalculo de Tempo para Lua Nova.

TNova = LNova + ANova + BNova + C'Nova
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Lnova = 29,5305888(N — 953)

Anova = 0,1723.Cos[ 2= (N — 953) — 1, 526]

12 3686 (

Biova = 0,4067.Cos[ 2% (N — 953) + 5, 089)]

13, 94436 (

CNova = 95,4716

2. Calculo de tempo para Lua Quarto Crescente.
TCrescente - LCres + AC’res + BCres + CCTes
Lorese = 29,5305888(N — 953)

Acres = 0,1723.Cos[ 2 (N — 953) — 1,401]

12, 3686

Beyes = 0,6280.C0s[-=2%— (N — 953) + 0, 4888]

13, 94436 (

Clores = 12,8571

3. Calculo de tempo para Lua Cheia
TC’heia = LCheia + ACheia + BCheia + CCheia
Leheia = 29,5305888(N — 953)

Acheia = 0,1723.Cos[—2Z_ (N — 953) — 1,143]

12 3686

Bepeia = 0,6280.Cos[—2=— (N — 953) + 3, 856]

13, 94436 (

Ceheia = 20,2366

4. Calculo de tempo para Lua Quarto Minguante
TMing = LMing + AMing + BMing + CMing

Lting = 29,5305888(N — 953)
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Apting = 0,1723.Cos| 55655 (N — 953) — 1,272]

Biting = 0,6280.C0s[ 557555 (N — 953) +2,172]

Chring = 27,6163

As fungoes que estimam as datas para todas as quatro fases da Lua sao resultante
da soma das funcao "L", "A", "B'e "C". Sera calculado como exemplo as datas e horas
de ocorréncia da fase Quarto Minguante, para os meses julho e agosto de 2021; lunagdes
N = 1219 e N = 1220. Apés a determinacao das datas, sera feita comparacdo com
os dados oficiais divulgados pelo Departamento de Astronomia do Instituto de

Astronomia, Geofisica e Ciéncias Atmosféricas, (Figura 88).

Os valores das funcoes: "L", "A" e "B" para as lunacdes N = 1219 e N = 1220,
somados ao valor de "C=27,6163" resulta no valor da fun¢ao Tuinguante- A figura 84
apresenta o grafico da funcao L Ming); as figuras: 85 e 86 apresentam os graficos de fungao
AMing) e B(Ming) e por fim a figura 87, mostra o grafico da resultante Tysinguante que
estima o tempo, em dias a partir de 01 janeiro 2000, para as fases minguantes relacionadas
as lunagoes N = 1219 e N = 1220.

7920 | piAS /

7900 | Lpfing = 29,5305888(IN — 953)
788467 - ===-=======-==---

785514 === == m -

7840

7820

7800

! | LUNAGAO
1217 1218 2019 2019 1221
Jun 2021 Ago 2021

7760
Figura 84 — Calculo Funcao "L"para Fase Quarto Minguante

Fonte: O Autor (2021)

A funcao Ljying, tem como grafico uma reta quase vertical porque o coeficiente

angular 29,5305888 representa uma inclinagao de 88,06°. A figura 84, foi construido com
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auxilio do programa GeoGebra, seu eixo vertical foi deslocado para posicdo N = 1217;

e o eixo horizontal foi

marcado na posicao L = 7780; a razao entre os eixos horizontal e

vertical estda em 1 : 40, desta forma, foi possivel a reta ficar com inclinagdo confortavel

visualmente. Figura 84

=0.02
-0.04
-0.06

-0.08
-0.1

DIAS /

27(N — 953
Awting = 0, 1723.Cos| ull )

———— 1,272
12.3686 272

Jul 2021 Ago 2021 /I_LJ NACAO (N)

1216
-0.12

~-0,1448
-0,17

Figu

12171218 4219 1220 12 1222 1223 1224 1225

ra 85 — Funcao "A" para Fase Quarto Minguante

Fonte: O Autor(2021)

\ I
DIAS
2m(N — 953
Buing = 0. 6280.C05[% +2,172]
-0,6061 | _____ '
-0.62
]
-0.64 Jul 2021 Ago 2021 LUNA@AO (N)
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-0.66 ;
i
1
-0,6875|~========F= 7=~ "
Figura 86 — Funcao "B" para Fase Quarto Minguante

Nas figuras: 85

Fonte: O Autor (2021)

e 86; estao graficos das funcoes Apring € Basing, foram construidos

no programa GeoGebra, Seus eixos horizontal e vertical estdo na razao 30 : 1; o eixo

vertical foi deslocado

para posicao x = 1217 e o eixo horizontal foi marcado em y =

7780; esse artificio possibilitou apresentar de forma destacada o recorte para as lunagoes
N =1219 e N = 1220.
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Dias i
Triing = Ling + Aning + Baing + 27,6163

7912,28
30 Ago 2021

788275 _ _ _ __ __ ____________

31 Jul 2021
7860

7840

7820
En | ! LUNAGOES

1215 216 1217 1218 1219 1220 1221
JUL 2021 AGO 2021
780

Figura 87 — Tempo para Fase Quarto Minguante

Fonte: O Autor (2021)

No grafico da figura 84 estao determinados os tempos, em dias, para Lua Minguante
de 31 julho de 2021 (7882,75 dias) e 30 agosto de 2021 (7912,28 dias); relacionados as

lunagoes (N = 1219 e N = 1220). Essa fungao é resultante da soma de trés fungoes,

L, A e B; coma a constante 27,6163. A funcao "T"tem inclinagdo muito verticalizada,

aproximadamente 88,06°. Para fins didatico, seu grafico foi deformado horizontalmente

na razao 1 : 42, assim o recorte para as lunagoes 1219 e 1220 ficou convenientemente

apresentado.

1. Data da Lunagao 1219 (31 julho 2021)

Como e entre os anos 2000 e 2021 existem cinco anos bissextos; entao, o total
de dias passa a ser: 7882,75 — 5 = 7877, 75.

7877,75 + 365 = 21,582876712 = (21 + 0,582876712) anos.
0,582876712(365) = 212,75 = (2124 0,75) = 212 + 0,75(24) = 212 dias e 18

horas.

Os 212 dias de 2021, equivalem aos meses: janeiro, fevereiro, margo, abril, maio,
junho e julho; (31 + 28 + 31 + 30 + 31 + 30 + 31).

Portanto, a partir das zero horas de 01 janeiro de 2020, tem-se: 21 anos; 7
meses e 18 horas. Esse tempo equivale a data calendéario: 31 julho 2021 as
18:00 horas.

2. Data da Lunacgao 1220 (30 agosto 2021)

Entre os anos 2000 e 2021 existem cinco anos bissextos; entao, o total de dias
passa a ser: 7912,28 — 5 = 7907, 28.
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e 7907,28 + 365 = 21,663780822 = (21 + 0,0663780822) anos.

« 0,066378082(365) = 242,28 = (242 + 0,28) = 242 + 0,28(24) = 242 dias, 6

horas, 43 minutos.

o Os 242 dias de 2021, equivalem aos meses: janeiro, fevereiro, marco, abril, maio,
junho, julho e agosto; (31 + 28 4+ 31 + 30 + 31 + 30 + 31 + 30).

« Portanto, a partir das zero horas de 01 janeiro de 2020, tem-se: 21 anos; 8 meses,
6 horas e 43 minutos . Esse tempo equivale a data calendario: 30 agosto 2021
as 06:43 horas.

@ | (

LUA NOVA LUA CRESCENTE m LUA MINGUANTE

06 Jan 2021 - 06:37

13 Jan 2021 - 02:00 20 Jan 2021 - 18:01 28 Jan 2021 - 16:16 04 Fev 2021 - 14:37

11 Fev 2021 - 16:05 19 Fev 2021 - 1547 27 Fev 2021 - 05:17 05 Mar 2021 - 22:30
11 Abr 2021 - 23:30 20 Abr 2021 - 03:58 27 Abr 2021 - 00:31 03 Mai 2021 - 16:50
10 Jun 2021 - 07:52 18 Jun 2021 - 00:54 24 Jun 2021 - 15:39 01 Jul 2021 - 18:10
08 Ago 2021 - 10:50 15 Ago 2021 - 12:19 22Ag02021-09:01 + 30Ago2021-04:13 ¢
06 Out 2021 - 08:05 13 Out 2021 - 00:25 20 Out 2021 - 11:56 28 Out 2021 - 17:05

04 Nov 2021 - 18:14 11 Nov 2021 - 09:45 19 Nov 2021 - 05:57 27 Nov 2021 - 09:27

04 Dez 2021 - 04:43 10 Dez 2021 - 22:35 19 Dez 2021 - 01:35 26 Dez 2021 - 23:23

Fonte: Departamento De Astronomia Do Instituto De Astronomia, Geofisica E Ciéncias Atmosféricas

Figura 88 — Fases da Lua para 2021

Fonte: https://portal.inmet.gov.br/paginas/luas, acessado as 14:00 18 junho 2021

Fazendo a comparacao entre os resultados obtidos por meio da fun¢do e o calen-
dério (Fases da Lua 2021) do Departamento de Astronomia do Instituto de Astronomia,
Geofisica e Ciéncias atmosférica; nota-se que houve diferenca apenas na hora dos eventos;
para a lunagao 1219 ( 31 julho 2021) a diferenga foi 7 horas e 45 minutos e para lunagao
1220 (30 agosto 2021) a diferenga foi 2 horas e 30 minutos. Tabela 8
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Tabela 8 — Valores: Previsto, Determinado e Diferenca

LUNACAO | TEMPO (DIAS) | CALENDARIO | ESTIMADO | DIFERENCA
1219 7882.75 ‘ 31/07/2021 10:15 ‘ 31/07/2021 18:00 ‘ 07:45
1220 ‘ 7912.28 | 30/08/2021 04:13 | 30/08/2021 06:43 | 02:20

Fonte: O Autor (2021)
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6 APLICACAO DA TRIGONOMETRIA HI-
PERBOLICA

6.1 A CURVA CATENARIA

A trigonometria hiperbdlica aumentou muito o leque de aplicacdo da trigonome-
tria. A engenharia civil é responsavel por varias aplica¢oes das hiperbdlicas tanto em
pontes pénseis como em coberturas. Na natureza temos a modelagem dos contornos do
ovo, asas de borboletas e outros insetos. Ainda podem ser citadas: construcao de linhas
de transmissoes de energia e o cdlculo da velocidade das ondas do mar. Dentre tantas

aplicagoes aquelas que envolvem a curva Catenaria tém papel de destaque.

(SANTOS, 2015), traz que o estudo da curva catenéria despertou a atencao da
ciéncia em 1690, quando o suico Jakob Bernoulli (1654-1705) apresentou o problema do
fio suspenso e prop6s um concurso para determinar a forma da curva. Muitos nomes de
vulto tentaram a solucdo, por muito tempo tentou-se a modelagem por fungao parabdlica;
porém o problema foi resolvido 50 anos mais tarde pelo irmao de Jakob Bernoulli, o Johann
Bernoulli, juntamente com Leibniz (1446 - 1716) e Christiaan Huygens (1629-1695) . A

curva catenaria é modelada por:
« y=acosh(!)+k ou y==%(ea+ea)+k

(VASCONCELOS, 2013) informa que a catenéria é, com frequéncia, confundida com a
parabola. Apesar da parabola ter equacao polinomial e a catenaria ser transcendental e
ter modelagem pelo cosseno hiperbdlico. O autor indica que a catenaria se forma quando
uma fio flexivel, homogéneo e nao elastico é suspenso por suas extremidades e fica sob

acao do seu proprio peso.

(FREITAS, 2015), traz que o nome catenaria foi dada por Leibniz e significa
corrente em latim. Segundo autora um ponto do fio suspenso pelas extremidades esta
sujeito a trés forcas: uma delas é a forca peso, empurrando para baixo; as outras duas sao
forcas resultantes dos outros pontos adjacentes. Portanto, a curva catendria é uma curva
cuja forma assumida ¢ a de um cabo suspenso pelas extremidades sob acao de seu proprio

peso; logo, as tensoes internas equilibram de forma natural o peso.
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F(z) = A.cosh(i) +B

Figura 89 — Curva Catenaria

Fonte: o Autor (2021)

6.1.0.1 CATENARIA E A PONTE PENSIL

Seguramente a aplicagdo mais conhecida da catendria é na construcao de ponte
Pénsil. (TALAVEIRA, 2008), traz a definicdo do Novo dicionario Aurélio da Lingua Por-

tugués: "Ponte cujo tabuleiro é sustentado por cabos ancorados”.

(SANTOS, 2015), indica que a catendria vem sendo utilizada a milhares de anos
na engenharia e na arquitetura. O autor traz que existem relatos indicando o uso da
catendria na construcao de ponte Pénsil pelos chineses por volta de 400 a.c. feitas usando

bambu e outros elementos naturais.

(FREITAS, 2015), traz como exemplo de ponte Pénsil no Brasil a ponte Juscelino
Kubitschek, onde o tabuleiro central é suspenso por trés catenarias invertidas concatena-
das. Segundo a autora os arcos catenarios sao definidos por:

o y(z) = —180cosh(—-%)

180

Figura 90 — Ponte Juscelino Kubitschek

Fonte: http://www.comerciojardimbotnico.com.br/pontos-turisticos-de-brasilia/. Em (FREITAS, 2015)



6.1. A CURVA CATENARIA 135

6.1.0.2 CATENARIA E A ARQUITETURA

A catendria invertida apresenta muita estabilidade e harmonia arquitetonica com
o ambiente; essas caracteristicas possibilitaram sua aplicacdo em varias construgoes his-

toricas em todo mundo.

(FREITAS, 2015), apresenta exemplos da aplicagdo da equacao catenaria no mo-

numento:

o Gateway Arch, em St. Louis - EUA, as margens do rio mississippi. E um monumento
que tem a forma de uma catenaria invertida, inaugura em 1968, conta com 192
metros de altura sendo o maior monumento em solo norte-americano. Projetado
por Eero Saarinem (Finldndia) e Hannskrl Bandel (Alemdo) para homenagear a

expansao para o Oeste no século XIX.

Figura 91 — Gateway Arch

Fonte: http://en.wikipedia.org/wiki/gateway-arch. (FREITAS, 2015)

6.1.0.3 CATENARIA E A ELETRIZACAO FERROVIARIA

Nos grandes centros urbanos o controle e administracao da mobilidade passou a
ser preocupacao constante do gestores. O dinamismo no transito das grandes cidades se
torna possivel quando existe um transporte coletivo eficiente a um custo aceitavel para po-
pulacao. Dentre as formas de transportes coletivos adotadas tem-se os trens subterraneos
e de superficie, viabilizados gragas a alianca entre a eletricidade e os meios transporte.
Contudo, para essa alianca ser possivel cabos flexiveis precisavam ser estendidos sobre os
trilhos para fornecimento de energia; dai as catenarias passaram a integrar os cenarios

urbanos possibilitando a fluidez de pessoas e materiais para garantir a oxigenacdo das



136 Capitulo 6. APLICACAO DA TRIGONOMETRIA HIPERBOLICA

metrépoles. Como cada catendria traz na sua formacgdo uma fungao cosseno-hiperbdlica,

tem-se mais uma aplicacao da trigonometria garantindo o bem estar das pessoas.

&)

GOVERNO ™
ESTADO o

Figura 92 — Trem Unidade Elétrica (TUE)-Fortaleza/CE

Fonte: <http://www.metrofor.ce.gov.br>Acesso em junho de 2018. Em (FILHO, 2018)

(FREITAS, 2015), defini como catendria o sistema de distribuicdo e alimentacao
elétrica aérea disposto sobre os trilhos dos trens. Essas catenarias sao tencionadas nas
extremidades por contrapesos que tém mais da metade do peso da catendria para garantir

o contado dos cabos com os pantégrafos?® viabilizando a alimentacao elétrica dos trens.

(FILHO, 2018), informa que no metro de Fortaleza (METROFOR), linha sul; o
sistema de alimentagao possui dois tipos de catenarias; as fixas, para as partes subter-
raneas e as auto compensadas por meio de roldanas e contrapesos; para o circuito a céu
aberto. As catenarias autocompensadas sao fixadas por meio de suportes auto-regulaveis
que garantem o contato permanente da catenaria com os pantografos e também a sinuo-

sidade do contado para permitir o desgaste uniformes dos grafites nas extremidades dos

mensageiro
”
'

Voo
suspensorio

pantografos.

suporte

fio de contato

Figura 93 — Esquema da Catendaria do metré de Fortaleza

Fonte: Pires (2006). Em (FILHO, 2018) p 58

25 Q3o dispositivos elétricos dispostos sobre os trens que servem para transferir a energia das catendrias
para os dispositivos elétricos dos trens.
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6.2 VELOCIDADE DAS ONDAS DO MAR

A funcao tangente hiperbdlica é aplicada no calculo da velocidade das ondas do
oceano. Para (SANTOS, 2015), a velocidade de uma onda estd em func¢do do seu com-
primento de onda, com influéncia da intensidade do campo gravitacional e espessura da
lamina de liquido. O autor classificou como ondas de gravidades (gravity waves), aquelas
que se propagam na superficie do oceano em virtude da iteragao entre a forca do vento e

a forca gravitacional.

Para Elmore e Heard (1985, p. 187), em (SANTOS, 2015); a velocidade de propa-

gacao das ondas na superficie do oceano é dada pelo férmula:

- V= \/gﬁtanh(zgd). Onde:

— d é a espessura da lamina de liquido;
— A é o comprimento da onda;

— g ¢ a intensidade da forga gravitacional.

20|V (m/s)
15 \/g.)\t L Zmd] 9 9,8m/ s
10 v= /S otanh(——)  4=30m

5/
-5 o 10 15 20 25 30 35 40 45 )\(m)
-5

Figura 94 — Velocidade das ondas para d= 30m e g = 9,8m/s?

Fonte: O Autor (2021)

O gréfico na figura 94 mostra que a velocidade se aproxima de um valor limite
quando o comprimento de onda A\ assume valores grandes. Para A = 10d a velocidade se
aproxima valor limite. Esse fato pode ser melhor notado quando se analisa o grafico da

figura 95.
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d=5000m

200 4

Y (m's)

100 «
80 «

60 «

40 «
0 d=100m

d=50m
20 4 ) —
104 d=10m
6« d=5m
b«

&=I2:n

"¢ %2 BE EE BB :
A (m)

Figura 95 — Variacao da velocidade das ondas maritimas

Fonte: G. Pino, (2012). Em (SANTOS, 2015) p 61

(SANTOS, 2015), ressalta que a velocidade de propagagdo (v) cresce em fungao
do comprimento de onda A, independentemente da espessura da lamina de dgua (d). Esse
crescimento fica préoximo do limite, quando A se aproximar do valor "10d". O autor ainda
indica duas situacgoes especiais para o limite da funcao tangente hiperbdlica:
2r.d
)

1. Para valores em que A < 2d, o limite da funcao tcmh( = 1; com isso:

A . A
. v:\/gﬁ.tanh(%;d) :\/§:> v:\/%.

» Exemplo:

Para um situacdo em alto mar a lamina de agua tem espessura "d" em km;

supondo que o comprimento de onda seja A = 500 m a velocidade de propagacao

n__n

v', serd determinada pela igualdade:

v = ,/927?3?1040 >~ 27,93 m/s ou 100,54 km /h.

2. Quando o valor do comprimento de onda A for muito maior que a espessura da

lamina liquida d, (A > d); entdo o limite tanh(#%%) = 254, Dessa forma:
. v:\/%.tanh(¥)2¢%.¥i v = \/g.d

« Exemplo:

Em uma tsunami, o comprimento de onda A supera a espessura da lamina de
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agua. Supondo que essa onda aconteca em um local onde d = 4 km; tem-se

portanto, a velocidade de propagacao "v'calculada pela igualdade:

v =4/9,8.4000 = 197,98 m/s ou 712,72 km/h.

6.3 TRANSMISSAO DE ENERGIA

6.3.1 EXPONENCIAL, TRIGONOMETRIA, HIPERBOLICA E COMPLEXO

(AGUIAR, 2018), traz a férmula Euler como elemento vinculador entre as fungoes
exponenciais, trigonométricas e hiperbdlicas; dentro do contexto do conjunto dos
numeros complexos. Da interse¢do desses campos surgem aplicagoes importantes na

Engenharia Elétrica e de forma particular na area da transmissao de energia.

NUMEROS COMPLEXOS

FUNGAO
HIPERBOLICA

FUNGAO
EXPONENCIAL

DE ENERGIA

FUNGAO
TRIGONOMETRICA

Figura 96 — Intersecao da trigonometria, exponencial e hiperbdlica

Fonte: O autor (2021)

Para (AGUIAR, 2018), um ponto sobre uma hipérbole pode ser expresso na forma
cartesiana, exponencial, polar e paramétrica. Considerando a unidade imaginaria (j =
v/—1); a base dos logaritmos naturais (€~ 2,71) e o médulo do complexo atrelado ao
ponto (r); apés manipulagao algébrica entre as formas, chega-se a forma complexa do
ponto em funcdao do cosseno e seno hiperbédlico. Conforme mostrado na tltima linha
da tabela 9.
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Tabela 9 — Formas do ponto na Hipérbole

FORMAS DO PONTO SOBRE A HIPERBOLE

CARTESIANA ‘ (:C, y)
EXPONENCIAL ‘ Zeje
POLAR ‘ Z/e
PARAMETRICA | x =rcoshf e y=rsenhf
COMPLEXA | (x,y) = r(coshf + jsenhf)

Fonte: O Autor (2021)

A funcgao exponencial complexa e a trigonometria basica sao lincadas na férmula
de Euler; essa relagio ¢ determinada pela derivada da fungao f(x) = e/*(cosz — jsenz);
chegando-se ao resultado da expressao de Euler, que viabiliza importantes aplicagoes para
as férmulas de somas tanto das fungoes trigonométricas, como das hiperbdlicas. (DALLA
VERDE, 1953); em (AGUIAR, 2018).

1. €9 = cosx + jsenz ou e I% = cosx — jsen.
2. Apoés manipulagao algébrica das expressoes anteriores tem-se:
ejac+e—jm 6]@76_3.‘77

® COST = 9y e senxr = 2j

3. As fungoes hiperbdlicas reais podem ser expressas em func¢do das exponenciais tais

que:

T —x T _ ,—x
e coshr = % e senhr = “=°

4. Substituindo o nimero real x pelo complexo (jx) nas equagoes do item 3; obtém-se:

eJ® 4 eI

o cos(r) = 5 = cos(x) = cosh(jz)
 cosh(z) = L= = cosh(z) = cos(jz).

e senh(z) ==~ = sen(z) = %ﬁm)

o sen(z) = % = senh(jz) = —jsen(jx).

5. As fungbes hiperbdlicas de niimeros complexos, da forma (x +jy), sdo fungdes com-
plexas que envolvem as fungoes trigonométricas e hiperbdlicas de ntimeros reais;
podem ser expressas como:

o cosh(z + jy) = cosh(x).cos(y) + jsenh(x).sen(y)
o senh(x + jy) = senh(x).cos(y) + jcosh(x).sen(y)
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6.3.2 LINHAS DE TRANSMISSAO DE ENERGIA

Geracao Transmissao Distribuicéo
Od———+-
Sub E S biga
ubestacao ubestacao ... .-
Elevadora Abaixadora Utilizagao

Figura 97 — Diagrama bésico simplificado de um Sistema de Energia

Fonte: (AGUIAR, 2018) p 13

A energia elétrica é transportada do local de geracao para os pontos de distribuicao
utilizando as linhas de transmissao; as principais grandezas e constantes elétricas no

processo de transmissao da energia sao:

1. Tensdo no terminal emissor Vg e Corrente de emissdo Ig; no inicio da linha de

transmissao, na saida da subestacao elevadora.

2. Tensao de recepcao Vi e Corrente no terminal receptor Ig; no final da linha de

transmissao, na subestagao abaixadora.

3. As equagoes que regem o fluxo de energia nas linhas de transmissoes segundo
(AGUIAR, 2018); sao:

L VS:AVR+B[R (S [RICVR+D[R

o Com A = cosh(yx) ; B = Z.senh(yx); C= se”giw) e D = cosh(yx)

6

« v é a constante de propagacao da linha e Z, é a impedancia?® inerente a

linha de transmisséo.

4. Portanto, a tensao e a corrente elétrica em uma linha de transmissao em um ponto

nn

distante "x" km da distribuicao de carga, sao determinadas pela aplicacao do seno
e cosseno hiperbdlico segundo as equagoes:
o V., =cosh(yx).Vg + Z..senh(vyz).Ig
o [, = %.VR + cosh(yx).Igr
5. A constante de propagacdo -y, nas férmulas do item 4, pode assumir um valor

complexo determinado pela constante de atenuacdo o e constante de fase

B. Dessa forma tem-se: v = a + j[.

26 Medida da capacidade de resposta de uma circuito, quando percorrido por uma corrente alternada.
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" "

6. O processo de energizacao da linha "u" ou velocidade de propagacao da onda

na linha ¢ determinada pelo produto do comprimento da onda A por sua frequéncia
"f"‘
e u=A.f.

e O comprimento de onda A\ = %” Se for considerado 3 = 0,001256, tem-se que

A = 5000 km.

o Como a frequéncia elétrica f = 60 hz; entdo a velocidade de propagacao da
onda u = 5000.60 = 300.000 km/s.

7. Considerando a equacao do item 5: v = « + j3; ao multiplicar ambos os lados
pelo comprimento de onda )\ e calcular seno e cosseno hiperbdlico tem-se as

equacoes:

o YA=a A+ 5.0\
o cosh(a.X\+ j.5.\) = cosh(a.\).cos(8.)\) + jsenh(a.X).sen(B.)).
o senh(a.X+ j.5.\) = senh(a.\).cos(S.\) + jeosh(a.\).sen(5.)).

8. Quanto a atenuacao do sistema de transmissao for considerada nula; ou seja, a = 0;

implica .\ = 0. Logo, cosh(a.A\) =1 e senh(a.\) = 0. Portanto:
o cosh(vy.\) = cosh(j.0.\) = cos(B.)\).

o senh(y.\) = senh(j.0.\) = j.sen(B.N).

9. Aplicando os resultados do item 8, nas igualdades do item 4, considerando z = A

tem-se:

o V, =cosh(yx). Vg + Z..senh(yx).Ig
o Vo =cos(BN).Vr + Z..jsen(BN).Ig ou

Ve = cos(Bx). Vg + jIpZ.sen(fx) .

6.3.2.1 GRAFICO DA PARTE REAL DA TENSAO NA LINHA DE TRANSMISSAO

A parte real é determinada por meio uma funcao cosseno, se for usada a cons-
tante de fase (3; ou determinada por uma funcio cosseno hiperbélico, quando usada a
constante de propagacgdo ). Para construcao da figura 98; foi utilizada a parte real da

funcao V,; expressao por:

. PReale = COS(B%’).VR.

o A constante de fase = 0,001256 e a tensdo de recepgcao Vi = 220 volts.
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PARTE REAL DA TENSAO NA LINHA
TRANSMISSAO

300

6000

TENSAO EM VOLTS

-300

DISTANCIA - Km

Figura 98 — Parte Real da Tensao na Linha de Transmissao

Fonte: O Autor 2021

6.3.2.2 GRAFICO DA PARTE IMAGINARIA DA TENSAO NA LINHA DE TRANSMISSAO

A parte imaginaria da tensdo na linha de transmissao a x Km de distancia do
local de carga é determinada pelo seno hiperbdlico, caso seja usada a constante de
propagacgdo \. Ou pela fungao seno circular, no caso de ser usada a constante de fase
[£. Na construcao do grafico da figura 99, a parte imaginaria da funcao V; é expressao

por:

o Prnagv, = jIrZ.sen(fz).
o Considerando a constante de fase 5 = 0,001256;
e a corrente de recepcao I[r = 300 amperes;

e e a impedancia da linha Z. = 0,9

PARTE IMAGINARIA DA TENSAO NA LINHA DE
TRANSMISSAO

o w
=] =]
> 1

i
=)
>

AN
o
S

270jSen(0,001256x)

Py
=}
a

DISTANCIA - Km

Figura 99 — Parte Imaginaria da Tensao na Linha de Transmissao

Fonte: O Autor 2021
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6.3.2.3 GRAFICO DA TENSAO NA LINHA DE TRANSMISSAO

A tensao na linha de transmissao a uma distancia x, em quilémetros, do local de
carga é modelada no conjunto dos niimeros complexos. A parte real esta associada a tensao
que se deseja entregar Vi e também a fungao cosseno, circular ou hiperbodlico; conforme
escolha. A parte imaginaria da tensao depende da corrente que se pretende entregar Ig,

da impedancia da linha de transmissao Z¢ e do seno circular ou hiperbdlico.

A tensao na linha é representada por um ponto no plano cartesiano (PReal(Vz), PImag(Vz));
no qual a parte real é representada no eixo horizontal e a parte imaginaria, atrelada a
unidade imaginaria j = /—1; fica representada no eixo vertical. A figura 100 é formada

com as imagens das funcoes Parte real Ppreq(v;,) € parte imagindria Pryqqv, -

TENSAO NA LINHA DE TRANSMISSAO - V,

300

L] 200 L]

L 100 L]

PARTE IMAGINARIA DA TENSAO - VX
L
X

-250 e -200 -150 -100 -50 0 50 100 150 200 o 250

L -100 .

* -200 .

-300

PARTE REAL DA TENCAO - Vx

Figura 100 — Tensao na Linha de Transmissao

Fonte: O Autor 2021
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7 SITE APLICA TRIGONOMETRIA

Um dos objetivos desta pesquisa foi responder aos questionamentos dos alunos
sobre a relevancia e utilidade dos conceitos trigonométricos para vida. Por ser um questi-
onamento recorrente nao s6 para o aprendiz, mas também para muitos colegas professores,
ficou evidente que os conceitos e aplicagdes da trigonometria necessitavam ser disponibi-
lizados para a comunidade escolar, tanto no ambito da Secretaria de Estado de Educacao
do Distrito Federal (SEEDF) como fora do seu dominio.

O recorte temporal especial no qual esta inserido a execucao desta pesquisa favo-
rece a busca por formas alternativas de ensinar, devido a suspensao das aulas presenciais
em virtude do distanciamento social imposto pela pandemia do Corona virus (covid-19);
a comunidade escolar teve de se reinventar e passar a utilizar formas de ensino remoto

por meio de tecnologias didaticas ainda pouco difundidas no meio escolar.

A Secretaria de Estado de Educacao do Distrito Federal por meio do seu pro-
grama de formacao continuada passou a ofertar cursos das ferramentas Google para
educagao. Dentre essas, foi escolhida a ferramenta 'sites da Google" para auxiliar na
divulgacao e difusdo dos contetidos trigonométricos abordados nesta pesquisa. Apés rea-
lizagdo de curso de formagao continuada na Unidade de Educacao Bésica (UNIEB); da
Coordenagao Regional de Ensino do Nucleo Bandeirante (CRE-NB) da Secretaria de Es-
tado de Educacao do Distrito Federal (SEEDF) foi possivel elaborar e alimentar o site;
https://sites.google.com/edu.se.df.gov.br/aplica-trigonometria.

Este site é portanto, um legada da presente pesquisa; viabilizado em decorréncia
da convergéncia de trés fatores: necessidade de tornar significativo para o aprendiz os con-
ceitos trigonométricos; disponibilizacao e difusdao desses contetidos na comunidade escolar

e aplicacao de tecnolédgicas remotas em virtude da proibigao impostas as aulas presenciais.

O site "aplica-trigonometria" foi elaborado com a ferramenta Google sites e esta
hospedado no dominio "edu.se.df.gov.br"; pode ser acessado por qualquer pessoa e tem
facil navegabilidade; sua finalidade exclusiva é difundir os conhecimentos e aplicagdes da
trigonometria no tridngulo, na circunferéncia e na hipérbole. As figuras 101 a 111 na

sequencia, trazem suas principais paginas.
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1{ZlMBA APLICA TRIGONOMETRIA INICIO  OBJETIVO v  NOTRIANGULO v  NOCIRCULO v  NAHIPERBOLE v Q

BEM VINDO

AO MUNDO DAS APLICACOES

TRIGONOMETRICAS

PROXIMA

ESTE SITE FOI MONTADO PARA RESPONDER A DUAS PERGUNTAS BASICAS QUE O ALUNO SEMPRE FAZ: °

1) Porque se deve estudar e entender as fungoes trigonométricas no ensino basico?

Figura 101 — Pégina INICIO do site Aplica-Trigonometria

Fonte: https://sites.google.com/edu.se.df.gov.br/aplica-trigonometria

VZIMBA RERCNIE VT INICIO  OBJETIVO v  NOTRIANGULO v  NOCIRCULO v  NAHIPERBOLE v = Q

OBJETIVO

ANTERIOR PROXIMA

1) MOSTRAR AS APLICACOES DA TRIGONOMETRIA.
2) TORNAR ATRIGONOMETRIA SIGNIFICATIVA PARA QUEM APRENDE.

Figura 102 — Pagina OBJETIVO do site Aplica-Trigonometria

Fonte: https://sites.google.com/edu.se.df.gov.br/aplica-trigonometria

WAL LY. APLICATRIGONOMETRIA INICIO  OBJETIVO v NOTRIANGULO v  NOCIRCULO v NAHIPERBOLE v Q

'POR QUE

ANTERIOR PROXIMA

Por que se deve estudar e entender as funcées
trigonométricas no ensino basico?

Figura 103 — Pagina POR QUE ESTUDAR? do site Aplica-Trigonometria

Fonte: https://sites.google.com/edu.se.df.gov.br/aplica-trigonometria
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VZIMBA RGECS TS TN

INICIO  OBJETIVO v NOTRIANGULO v NO CIRCULO v

NAHIPERBOLE v = Q

ONDE APLICAR?

ANTERIOR PROXIMA

Onde sao aplicados os conceitos da trigonometria?

Figura 104 — Pagina ONDE APLICAR? do site Aplica-Trigonometria

Fonte: https://sites.google.com/edu.se.df.gov.br/aplica-trigonometria

WYALYN:Y.Y APLICATRIGONOMETRIA

INICIO  OBJETIVO v NOTRIANGULO v  NOCIRCULO v NAHIPERBOLE v = Q

NO TRIANGULO

ANTERIOR PROXIMA-

A apresentacdo da trigonometria no tridngulo retangulo, comega como uma continuagdo natural dos
estudos da geometria plana dos tridangulos. Esse comego misturado com a geometria tira da

v
trigonometria o protagonismo e passa ao aluno a ideia de que as razdes trigonométricas tém pouca
relevancia diante do gigantismo da geometria plana.

Figura 105 — Pagina NO TRIANGULO do site Aplica-Trigonometria

Fonte: https://sites.google.com/edu.se.df.gov.br/aplica-trigonometria

ZIMBA RGN 03 1T

IN[CIO  OBJETIVO v NOTRIANGULO v  NOCIRCULO v  NAHIPERBOLE v Q

NO CIRCULO

s

A trigonometria circular estd associada diretamente aos fendmenos periédicos. As fun¢des seno e
cosseno sdo ferramentas aplicadas na modelagem desses fendmenos; associar o movimento o
oscilatério ao de uma particular se deslocando em uma circunferéncia € um caminho natural para
fazer o aluno do ensino médio entender o Movimento Harménico Simples.

Figura 106 — P4gina NO CIRCULO do site Aplica-Trigonometria

Fonte: https://sites.google.com/edu.se.df.gov.br/aplica-trigonometria
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“LIIUNJCIO---OBIETIVO v NOTRIANGULO v NO CIRCULO'S;. NAHIPERBOLE v Q

PERIODO SINGDIED E FASES DA LUA

/I IVENUS. ¥
0677 RS

i

A trajetéria da Terra em torno do Sol e a da
Lua ao redor da Terra e do préprio Sol, sdo
exemplos de aplicacgdo das fungoes

trigonomeétrica. °

Figura 107 - Pagina PERIODO SINODICO do site Aplica-Trigonometria

Fonte: https://sites.google.com/edu.se.df.gov.br/aplica-trigonometria

VZIMBA RGN 3TN INICIO  OBJETIVO v  NOTRIANGULO v  NOCIRCULO v  NAHIPERBOLE v Q

NA HIPERBOLE

Figura 108 — P4gina NA HIPERBOLE do site Aplica-Trigonometria

Fonte: https://sites.google.com/edu.se.df.gov.br/aplica-trigonometria

WYALUN:Y.Y APLICATRIGONOMETRIA IN[CIO  OBJETIVO v NOTRIANGULO v  NOCIRCULO v  NAHIPERBOLE v Q

CURVA CATENARIA

F(z) = A.cush(:;) + B

Figura 109 - Pégina CURVA CATENARIA do site Aplica-Trigonometria

Fonte: https://sites.google.com/edu.se.df.gov.br/aplica-trigonometria
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V ZIMBA RGN 003107 INICIO.  OBJETIVO v,  NOTRIANGULO v  NOCIRCULO v  NAHIPERBOLE v Q

TRANSMISSAQ DE ENERGIA

NUMEROS COMPLEXOS

FUNGAO
HIPERBOLICA

FUNGAO
TRIGONOMETRICA

Figura 110 — Pagina TRANSMISSAO DE ENERGIA do site Aplica-Trigonometria

Fonte: https://sites.google.com/edu.se.df.gov.br/aplica-trigonometria

){ZIMBA APLICATRIGONOMETRIA INICIO  OBJETIVO v NOTRIANGULO v NOCIRCULO v  NAHIPERBOLE v O}
TENSAO NA LINHA DE TRANSMISSAO - V,
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Figura 111 — Pagina LINHAS TRANSMISSAO do site Aplica-Trigonometria

Fonte: https://sites.google.com/edu.se.df.gov.br/aplica-trigonometria

Atualmente o site conta com vinte nove paginas que trazem: figuras, animagoes,
carrossel de imagens e textos explicativos em uma linguagem direta visando facilitar o
entendimento e despertar no leitor a curiosidade sobre o mundo trigonométrico. Existe o
plano de, no futuro, completar o site com paginas que tragam os tedricos e as teorias da

educagao, o histérico da trigonometria e as aplicagoes da trigonometria na esfera.
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CONSIDERACOES FINAIS

Os conteudos apresentados, no primeiro capitulo deste trabalho, deixaram evidente
que a aprendizagem precisar ter significado para o educando. As teorias de Ausubel, Vy-
gotsky e Piaget; juntamente com a Teoria da Antropologia do Didatico (TAD); os pres-
supostos didaticos da Praxeologia dos Niveis Conhecimento, corroborados pelos estudos
da Neurociéncia indicam que é preciso mudar a forma de ensinar. Sobretudo, a forma
de lecionar matematica. Valorizar os contetidos ja vivenciados e presentes no universo do

aluno é apenas o primeiro passo; para essa mudanga.

No caso da trigonometria, ficou claro que sua aplicacao impacta de forma direta
na vida do aprendiz; as aplicagbes mostradas nos capitulos 5 e 6, respondem de forma
cabal a segunda pergunta motivadora desse trabalho, (Onde serdo aplicados os contetidos
da trigonometria?) Foram mostradas aplicagoes diretas na Medicina; Engenharia Civil,
Elétrica e Mecéanica, Geografia e Arquitetura. Se forem consideradas as formas indiretas
de aplicacao; tem-se um crescimento exponencial na quantidade de aplicacao da trigono-
metria. Porque s6 a Série de Fourier e suas transformadas tém aplicagoes em incontaveis

processos.

A resposta para primeira pergunta (Por que se deve estudar e entender as fun-
¢oes trigonométricas no ensino bdsico?) esta subentendida no conjunto deste trabalho. As
funcgoes circulares, vistas no ensino basico, dao subsidios para o futura cidadao entender
os fendomenos periddicos com os quais convive. Além disso, os conteudos trigonométricos
interagem com a geometria analitica, as exponenciais, as conicas, e até com os niume-
ros complexos. Ainda existe o fato, dos célculos trigonométricos servirem para mensurar
o quanto os contetdos bésicos da aritmética, algebra e geometria foram internalizados;
oportunizando, caso necessario, uma retomada de posicao visando mitigar as dificuldades
apresentadas. Supondo o caso extremo, no qual, o tinico beneficio do ensino da trigono-
metria seja a ratificagdo do aprendizado dos contetidos basicos, ja citados, mesmo assim;

esse tnico beneficio ja justificaria ensinar trigonometria aos alunos.

Levando em consideracao os beneficios agregados a humanidade pela trigonometria
triangular na area da astronomia, agrimensura e navegacao; adicionando-se os beneficios
trazidos pela aplicacao da trigonometria circular e hiperbdlica em vérias areas funda-
mentais a vida cidada; pode-se dizer que optar pelo nao entendimento dos conceitos da

trigonometria é uma decisao pouco saudével social e economicamente.

Foi gracas a trigonometria que o homem se tonou capaz de medir o tempo. Apenas
esse fato, ja tornaria imprescindivel a sua aprendizagem; portanto, como é impossivel

calcular a magnitude do prejuizo causado pela falta dos conhecimentos trigonométricos,
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é imperativo apresentar esses conteudos e suas aplicagdes as novas geragoes; tornando

significativo o seu aprendizado para que possa ser internalizado de forma eficiente.

O capitulo 7 apresentou o site: https://sites.google.com/edu.se.df.gov.br/aplica-
trigonometria, elaborado com a ferramenta Google Sites, no dominio da Secretaria de
Estado de Educacao do Distrito Federal (SEEDF), é um dos legados desta pesquisa e
tem como objetivo difundir os contetidos e aplicacoes da trigonometria junto aos alunos
e professores da Rede de Ensino Béasico. A trigonometria, enquanto produto, necessita
de marketing agressivo e pro-ativo que dé destaque a sua importancia e aplicagdo. As
perguntas respondidas por esse trabalho precisam reverberar na comunidade de forma

contundente e incontestavel.

O saber trigonométrico é essencial. Portanto, precisa ser popularizado e passar a
fazer parte do inconsciente coletivo porque o essencial; pode até ser invisivel aos olhos,
seguindo o que diz o poeta; porém, conforme os grandes tedricos da educacao, precisa
estar internalizado na mente para servir de ancora na Zona de Desenvolvimento Proximal,

formando esquemas e invariantes que o torne significativo para o aprendiz.
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