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Resumo

No presente trabalho pesquisamos os nuimeros de Stirling e suas relagdes com
polinémios e binomios. Estes surgem do estudo de uma familia de polinomios e podem
ser utilizados para interligar a dlgebra e a combinatéria. Os conceitos envolvidos nesse
estudo terao diferentes graus de profundidade dependendo do interesse e objetivo dos
professores que os utilizarem., podendo ser trabalhados desde o ensino médio, através
de resolucao de problemas em permutacoes circulares, até o ensino superior, através de
demonstracoes e problemas mais elaborados.

Palavras-chave: Polinomios, Relagoes de Girard, Numeros de Stirling.
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Abstract

In the present work we research the Stirling Numbers and their relationships
with polynomials and binomials. These numbers arise from the study of a family of
polynomials and they can be used to link algebra and combinatorics. The concepts
involved in this study will have different degrees of depth depending on the interest and
objective of the teachers who use them. elaborate. they could be worked from high
school, through problem solving in circular permutations, to higher education, through
demonstrations and more elaborated counting and algebric problems.

Keywords: Polynomials, Girard Relations, Stirling Numbers.
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Introducao

O estudo de polinomios e equagoes polinomiais esta longe de ser um tema recente.
Em civilizacoes e épocas distintas a matemaética se desenvolveu de maneiras diferentes.
Podemos observar, por exemplo, a diferenca da matematica grega e egipcia: enquanto
0s gregos se preocupavam com as demonstragoes de seus teoremas e a beleza destes,
os egipcios trabalhavam com uma matematica extremamente pratica e voltada para os
problemas reais de seu cotidiano, especialmente na Geometria.

No que tange o estudo de polinomios podemos citar, trés grandes contribuicgoes
dentre as dezenas, ou mesmo centenas das que existiram. Comegando com o Papiro
de Rhind, escrito por Ahmes por vota de 1650 a.C.. Esse papiro ficou conhecido pelo
nome do historiador escocés que o comprou no século XIX, Alexander Henry Rhind,
e apresenta muito do que sabemos da matematica egipcia antiga, descrevendo diversos
métodos como de multiplicacao, divisao, problemas de area e até alguns tipos de fragoes.
Todos eram apresentados em forma de problemas praticos seguidos de suas respectivas
solucoes.

Um dos muitos métodos apresentados no Papiro de Rhind é a regra da falsa
posicao que consiste em escolher um valor arbitrario para a incégnita de uma equacgao
polinomial e se comparar o resultado utilizando esta com o resultado esperado. Entao,
utiliza-se um fator de correcao para chegar cada vez mais préximo ao resultado desejado.
Por causa desse tipo de problema, o Papiro de Rhind representa uma marca na historia
no estudo dos polinomios, ja que foi um dos primeiros documentos em que temos registro
do emprego de equacoes polinomiais.

Outra figura importante na histéria dos polindomios foi Simon Stevis (1548-1620).
Nascido em Brugues e, entre outras profissoes, professor e engenheiro, Simon teve grandes
contribuicoes em estatica e matematica, sendo que na ultima ele foi pioneiro em um
estudo metddico e minuciosa dos nimeros inteiros, dos ntimeros irracionais, do sistema
de fragoes decimais e suas aplicagoes.

Todos esses estudos facilitaram o cdlculo algébrico, isto é, “... reuniao de proces-



sos empregados para efetuar as operagoes algébricas, ou seja, os processos usados para
transformar uma expressao algébrica em outra equivalente ”, [27]. Stevis também fez
estudos sobre equacoes quadraticas e apresentou uma forma de encontrar raizes aproxi-
madas para equagoes polinomiais de um grau genérico n.

Por fim, temos Nicolo Fontana, mais conhecido como Tartaglia. Ele nao teve
acesso a uma educacao formal devido as baixas condi¢oes financeiras, mas estudou como
pode através de livros que conseguia encontrar e escrevendo com carvao nas paredes de
casa, por nao ter dinheiro para tintas, penas e papéis [27].

Tartaglia, sendo um grande autodidata, aprendeu a ler e escrever sozinho e pu-
blicou diversas trabalhos. Em especial, publicou um tratado sobre aritmética, no qual
abordou operagoes numeéricas e regras comerciais. Seu destaque em polindmios, no en-
tanto, estd na descoberta da solucdo geral para equacoes do tipo 23 + pz? = q.

Tendo em vista estas e outras contribuicoes ao longo da histéria, podemos ob-
servar avancos significativos no desenvolvimento da humanidade pautados na busca por
conhecimentos relativos a algebra e, mais especificamente, ao estudo de polinomios. De
14 para cd, nota-se como estes estudos e descobertas podem auxiliar na reinterpretagao
da realidade, ou seja, modelos que envolvem funcoes polinomiais, tornando-se, entao,
parte dos conhecimentos essenciais para a matematica escolar de hoje.

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) é um documento de carater nor-
mativo que define o conjunto das aprendizagens essenciais a serem trabalhados ao longo
das etapas da educagao basica brasileira. Dentro da area de Matemadtica e suas Tec-
nologias para o ensino médio, entende-se que a abordagem no ensino deve contribuir
para o desenvolvimento das capacidades de abstracao, generalizacao e argumentacao.
Neste sentido, este documento destaca que “Os estudantes tém também a oportunidade
de desenvolver o pensamento algébrico tendo em vista as demandas para identificar a
relacao de dependéncia entre duas grandezas em contextos significativos e comunica-la,
utilizando diferentes escritas algébricas, além de resolver situagoes-problema por meio
de equagoes e inequagoes.”, [13, p. 527].

Nosso trabalho visa, mais ainda, uma relacao entre diferentes conceitos, corrobo-
rando assim com a quarta competéncia da area de Matematica e suas Tecnologias para
o Ensino Médio presente na BNCC, que é “Compreender e utilizar, com flexibilidade
e precisao, diferentes registros de representagdo matemadticos (algébrico, geométrico,
estatistico, computacional etc.), na busca de solugdo e comunicacao de resultados de
problemas”, [13, p. 538].

Muitos materiais didaticos matematicos e questoes de concursos ou vestibulares
trabalham com equacoes, funcoes polinomiais e sequéncias numéricas ou de figuras que



podem recair em sequéncias numéricas recorrentes. Portanto, a exploragao desses con-
ceitos tem ainda uma importancia pratica para os estudantes e deve ser explorada em
sala pelos professores.

Tendo em vista os pontos citados acima, este trabalho tem por objetivo abordar
o tema de polinomios e contribuir com um estudo sobre sequéncias, que, como veremos,
podem ser aliadas na resolucao de equacgoes algébricas, em particular os niimeros de
Stirling do primeiro tipo que pode ser definido por meio de uma familia de polinémios.

Para tanto, o texto foi estruturado da seguinte maneira: no primeiro capitulo,
fazemos um breve estudo sobre polinémios e equacoes polinomiais com uma visao em
nivel médio, trabalhando as operacoes matematicas, o valor numérico de um polinémio
e a resolucao das equagoes polinomiais.

Em seguida, no Capitulo 2 é explicado o que sao e como funcionam as relagoes
de Girard, muito usadas na equacgao quadratica para encontrar as raizes da equagao,
que chamados de soma e produto. Além disso, é uma ferramenta util. O foco principal
desse capitulo é aplicar as relagoes de Girard para as classes de polindmios que geram
os numeros de Stirling do primeiro tipo e obter identidades, cuja a natureza combi-
natorias delas permite obter novos resultados inerentes a essa sequencia. Para facilitar
a compreensao, alguns exemplos sao apresentados.

Ja no Capitulo 3 fazemos um estudo sobre sequéncias de Stirling do primeiro tipo,
contextualizando historicamente sua construc¢ao matematica e como estas se conectam
com as relacoes de Girard apresentadas no capitulo anterior.

Por fim o Capitulo 4, baseado em [19], foi adicionado com o intuito de propor
uma situagdo problema em sala de aula (pensando em uma turma do terceiro ano do
ensino médio) onde os conhecimentos dos capitulos anteriores podem ser utilizados para
desenvolvimento dos estudantes com base no desejado pela BNCC.



Capitulo 1

Uma releitura das operacoes de
polinomios

Todo o primeiro capitulo, no qual faremos uma breve revisao sobre polinomios
para sustentar teoricamente os capitulos seguintes, estd embasado em [10]. Durante esse
capitulo usaremos um corpo qualquer K como referéncia para defini¢coes e demonstracoes.
Como nosso objetivo é definir uma classe de polinémios cujos coeficientes sao reais e as
raizes sao inteiras, na maior parte dos nossos exemplos abordaremos K = R, entretanto
no estudo de equacgoes polinomiais de grau n, pelo Teorema Fundamental da A,lgeblra,7
quando trabalhamos em R elas tem no maximo n raizes, ja em C, é conhecido da
literatura, que teremos exatamente n raizes. Assim, ao trabalharmos no Capitulo 3 com
polinomios, essa ideia de que teremos exatamente n raizes para um polinomio de grau
n serd importante, e por isso teremos exemplos e demonstragoes envolvendo o conjunto
dos Complexos também.

A seguir seguem algumas defini¢oes importantes:

Definicao 1.0.1. Seja K um corpo qualquer. Chamaremos de um polindmio sobre K
em uma indeterminada x a uma expressio p(x) = ap + a1x + - + apx™ + ... onde
a; €K, Vie N edn €N tal que a; =0, Vj > n.

Definigao 1.0.2. Dois polinémios P(x) = ag + a1x + -+ + apa™ + ... e Q) =
bo + bixz + - + ba® + ... sobre R sdo ditos iguais se e somente se a; = b; em K,
Vi € N.

Deste modo, se o polinomio P escrito por um aluno no seu caderno é da forma
P(x) = ag + a1z + asx® + -+ + a,x™ e o polinémio @Q escrito por uma aluna em seu
fichdrio é da forma Q(x) = by +byx +byx®+- - - + b,,2™, estes serdo idénticos se, e apenas



se, obedecerem a seguinte condicao: m =n e

ag = bo;
a; = by;
ag = by;
a, = by,.

Note que, neste caso, as sequéncias definidas pelos coeficientes dos polinomios P
e () serao exatamente iguais.

Definigao 1.0.3. Quando P(z) =0+ 0x +--- + 02™ + ... indicaremos P(x) =0 € o
chamaremos de polindmio identicamente nulo sobre K. Desse modo, um polinomio

P(z) = ag + a1z + -+ + apx™ + ... sobre K € identicamente nulo se, e somente se,
aiZOEK,ViGN.

Definigao 1.0.4. Se a € K diremos que P(x) = ap+ a1x + -+ + apna™ +--- =a se, e
somente se, ag = a, e a; =0, Vi > 1. O polinémio P(x) = a, a € K, € dito polinémio
constante a.

Apos os fatos mencionados anteriormente, podemos verificar que polindémios sao
expressoes algébricas formadas por nimeros (coeficientes) e letras (parte literal). Ou
seja, temos que

P(x) = ap + a1z + apx® + - - + a 2" + . ..

tem como coeficientes a sequéncia ag, aq,...,a,,... € como parte literal simbolo x.

Exemplo 1.0.1. A exemplo de polinomios, podemos tomar:

a) F(xr) =2+ 3z + 52% — 723, com coeficientes ag = 2, a; = 3, ay =5, a3 = —7 ¢
com parte literal x.

b) G(m) = 2m + 4m?, onde os coeficientes sao ag = 0; a; = 2; a5 =0, a3 =4 e a
parte literal é m.

Definigao 1.0.5. Seja P(z) = ap + a1z + -+ - + a,2™ + ... um polinomio sobre K, tal
que a, # 0 ea; =0, Vj > n. Dizemos que n € o grau do polinémio P(z) e indicamos
por gr(P) = n, simultaneamente podemos dizer que a,, € o coeficiente dominante do
polinomio.

Por exemplo, o polinémio P(x) = 27 + 92° + iz* + 23 + 7 possui grau 7, isto é,
gr(P) = 7. J4 o polinémio Q(z) = 3 tem grau 0, pois temos Q(z) = 3 = 3z e, portanto,
gr(Q) =0.



1.1 As operacoes de soma e multiplicacao no con-
junto dos polindmios

Denotando com K|z] o conjunto de todos os polinémios sobre K, em uma indeter-
minada x, podemos observar que nao esta definido o grau do polinomio identicamente
nulo. Assim, ¢ pode ser interpretada como uma funcao do conjunto de todos os po-
linomios nao nulos no conjunto N.

¢:Klz] — {0} = N
P(z) = ¢P(x) = gr(P)

O conjunto dos polinomios pode ser munido de duas operagoes usuais, chamadas
de soma e multiplicagao.

Dados dois polinomios P e @, tais que P(z) = ag + a1 + agx? + -+ - + a,2" + . ..
e Q(x) = by + bix + baa? + -+ + bya™ + ... e, definimos a soma P(z) + Q(z) =
co+cix+ - +cpxf+ ..., onde ¢; = a; + b;.

A operagao de multiplicacao de dois polinémios, por sua vez, é dada por P(x) -
Q(SL’) =cot+Ccir+-- '+Ckl'k+. R onde Cop = aobo, Cc1 = aob1 +a1b0, Co = a0b2+a1b1 +(12b0,
ooy € = agby + arbi—y + - -+ a0y + by, i € K.

Observe que se dois polinomios P(x) e Q(x) nao nulos tém graus m e n, supondo
sem perda de generalidade que n < m, entao:

e Sem#n=gr(P+Q)=gr(P—Q)=m;
e Sem=n=gr(P+Q)<megr(P—Q)<mou o polinomio resultante é nulo.
e Em qualquer um dos casos, gr(PQ) = m + n.

Exemplo 1.1.1. Sejam A(x) = 2* + 2z e B(x) = x + 4. Entdo,

C(z) = A(x) - B(x)
= (2" +22) - (x+4)
=23 4+ 42 + 227 + 8z
= 2° + 62° + 8.



D(z) = [A(x)]’ = A(x) - A(z) - A(x)
= (xQ + 2x) . (x2 + 21‘) . (x2 + 2x)
= (x4 +42® + 4x2) . (x2 + Qx)
= 25 4+ 62° + 122" + 823,

1.2 O valor numérico de um polinémio P(z)

Dado um polinémio P(z), quando substituimos a varidvel z por um nimero
complexo z qualquer e efetuamos os calculos indicados, obtemos P(z), que é o valor
numérico de P(x) para z = z.

Quando P(z) = 0, dizemos que o ntiimero complexo z é raiz do polinémio P(z).

Exemplo 1.2.1. Dado um polinomio P(x) = —3z% — 5% +4x — 2, vamos calcular P(1).
Para tal, substituimos x por 1 na expressao que fornece P(x).

P1)=-3-(1*-5-(1)*+4-(1)-2=-3-5+4—-2=—6.
Note que P(1) equivale a soma algébrica dos coeficiente de P(x).

Exemplo 1.2.2. Vamos encontrar o valor de b em P(x) = 223 — bx? + x — 2, para que
—2 seja raiz desse polindmio. Para isso, devemos ter P(—2) = 0.

Assim, substituindo x por —2 na expressao que fornece P(x), obtemos:

P(=2)=2- (=2 —b(=2)*+(-2) —2=—16 — 4b — 4 = —20 — 4b.

~ - _ _ 20 _
Como queremos que —2 seja raiz, ficamos com —20 —4b = 0, logo, b = =; = —5.

1.3 Equacoes polinomiais ou algébricas

Definicao 1.3.1. Equagao polinomial ou algébrica é toda equacao na forma
A" + Q18" H Ay 4 ag? + i +ag =0

sendo x € C a incognita, a,,a,_1,...,as,a1,aq coeficientes complexos, com a, # 0, e
n € N*



Note que a,x™ + ap_ 12" + ap_ox™ 2 + - - - + a2? + a1 + ag, com a, # 0, é um
polinomio de grau n. Neste sentido, diremos que a equacgao polinomial correspondente
tem grau n.

Exemplo 1.3.1. Vejamos as trés situacoes a sequir:

o 22+ 52+ 6 =0 € uma equacdio polinomial do 2° grau.
e 205+ 32% — 22+ 2 =0 € uma equacdo polinomial de grau 5.

o ka® 4+ 6x — 8 = 0 ¢ uma equacao polinomial de grau 3 se k # 0, e de grau 1 se
k=0.

Definicao 1.3.2. Um nimero complexo o € raiz de uma equagdo algébrica P(x) = 0,
de grau n, quando « € raiz de P(x), ou seja: a,a™+ap_ 10"+ a, 9" 2+ 4 aza® +
a4+ ag = 0.

Sabemos que resolver uma equacao consiste em determinar os valores de z (ou
qualquer outra incégnita), em um determinado universo, que a tornam verdadeira. O
conjunto solucao de uma equagao algébrica é o conjunto de todas as raizes dessa equagao
que pertencem ao conjunto considerado.

Exemplo 1.3.2. Vamos verificar se 2 é raiz da equagio P(x) = 6x*+72% — 72 +6 = 0.
Substituindo x por 2 no polinomio P(x), temos:

6-2'+7-2°—-36-22—7-246=96+56—144 — 14+ 6 = 0.
Logo, 2 é uma raiz da equagao dada.
Exemplo 1.3.3. Vamos mostrar que —5 € raiz da equacio x> + 52* —x — 5 = 0, mas

nao € raiz da equacao x® — x* + x = 0. Substituindo x por —5 no primeiro membro da
1% equacao, obtemos

(=5 +5-(=5)2 = (=5) —5=—125+5-254+5—5=0.
Por outro lado, substituindo x por —5 no primeiro membro da 2* equacao, temos

(=5)% — (=5)2 + (=5) = =125 — 25 — 5 = —155 # 0.



Exemplo 1.3.4. Vamos determinar o conjunto solucao em Z, da equacao x*>+x—6 = 0.
Fatorando o trinomio do 2° grau do 1° membro da equagao, temos:
(x—=2)(x4+3)=0=2—-2=0 ou z+3=0
=>r=2o0uzr=—3.

Logo, o conjunto solug¢ao é S = {—3,2}.

O resultado a seguir, comumente conhecido como Teorema Fundamental da Algebra,
foi originalmente demonstrado pelo matematico Carl F. Gauss, em 1799, em sua tese de
doutorado e sua demonstragao pode ser encontrada em [12]. Esse e o Teorema 1.3.2 serdo
utilizados extensivamente no Capitulo 2, enquanto o Teorema das Raizes Conjugadas
(1.3.3) apenas foi incluido para ser utilizado posteriormente no Exemplo 2.2.4.

Teorema 1.3.1 (Teorema Fundamental da Algebra). Toda equagdo algébrica P(x) =0
de grau n, com n > 1, admite pelo menos uma raiz complexa (real ou ndo).

O Teorema 1.3.1 é importante para entendermos as relacoes entre raizes e a forma
fatorada de um polindémio. Por ele, toda equacao polinomial P(z) = 0 sempre possui
solugao complexa, ou seja, qualquer polinémio P(z) de grau n, com n > 1, tem ao menos
uma raiz complexa.

O Teorema da Decomposicao é consequéncia do Teorema Fundamental da Algebra
e é enunciado a seguir. Sua demonstragao pode ser encontrada em [18].

Teorema 1.3.2 (Teorema da Decomposicao). Todo polinomio P(x) = ap,x™+a, 12" '+
Upox™ 2 + -+ + asx? + a1x + ag em C de grau n maior do que ou igual a 1 pode ser
fatorado da sequinte forma:

Pz)=a, - (r—a1) - (z—ag) - (zr—a3) (. —an_1)  (x — )
sendo a, o coeficiente dominante e oy, g, 3, ..., 0, 1,0y aS Taizes desse polindmio.
Exemplo 1.3.5. Vamos escrever P(x) = —32%+ 6z — 3 na forma fatorada. Temos que
P(z)=-37"+6r-3=-3(a? -2z +1) = -3 (v — 1)*.

Exemplo 1.3.6. Vamos verificar que —2, 1 e 4 sdo raizes do polinémio P(x) = 22 —

622— 122 + 16 e escrevé-lo decomposto em fatores de grau 1. De fato,

o P(—2)=2- (=2 —6-(—2)2—12-(=2) + 16 = 0;
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13—6-12-12-14+16 =0;
43 —6-42—12-4+16 = 0.

Pelo Teorema da Decomposicao, temos
Pz)=2-(x+2)-(z—1)-(x—4).

Teorema 1.3.3 (Teorema das Raizes Conjugadas). Consideremos um polinomio P(x)
de grau n e coeficientes reais. Se o mumero itmagindrio z = a + bi, a, b € R, € raiz de
P(z), temos que Z (o conjugado de z) também é raiz de P(x).

Demonstragdo. Seja P(r) = a,a" + a, 12" ' + -+ + ay;x + ag, onde ag, ay, ..., a, sao
nimeros reais. Se z é raiz de P(z), temos

P(2) = 2" + ap 12" '+t arz+ag=0 (1)
Calculemos P(Z),
P(Z)=a,z2" +a, 12" '+ -+ a1z +ap. (I1)
Ja que ag, ay, ..., a, sao reais, temos

a; = a;, paratodo i€ {l,...,n}.

Usando esse fato e que para um numero complexo qualquer w é valido que:

@)" = ().

A igualdade (I7) transforma-se em

P(Z) = @p(2") + Gp1(z" ) + -+ @1z +ag
=a,2" + ap 12" P+ -+ aiz+ag=P(z) =0=0.
Assim, se P(Z) =0, Z é raiz de P(z). [

Exemplo 1.3.7. O polinomio P(z) = x* — T2 + 41z — 87, tem raizes 3, 2+ 5i e 2 — bi,
e pode assim ser fatorado como:

(x—3)-(x —2—>5i) - (v —2+ 5i).

Calculando o produto dos dois ultimos fatores, as partes imagindrias sao cance-
ladas, resultando em:

(x —3) - (2* — 4z + 29).

Os fatores nao-reais surgem em pares que quando multiplicados fornecem po-
linomios quadrdticos com coeficientes reais.
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Capitulo 2

As relacoes de Girard e algumas
aplicacoes

As relacoes entre os coeficientes e as raizes de uma equacao algébrica podem
auxiliar na resolucao de equacoes polinomiais, tais relacoes sao denominadas relagoes de
Girard. Para determinar as relagoes existentes entre os coeficientes e as raizes de uma
equagao, iremos tomar como referéncia principal [13], Se¢ao 2.4.

Iniciaremos o capitulo estabelecendo os casos n = 2 e n = 3, onde relacionamos
as respectivas raizes dessas equacoes de grau 2 e 3, com seus coeficientes. Em seguida
apresentaremos o caso geral.

Em seu livro, Invention nouvelle en algébre, Albert Girard introduziu o problema
que consistia em encontrar o numero de raizes de uma equagao, ou seja, ele afirma
que todas as equacoes polinomiais possuem tantas solugoes quanto o grau da referida
equacao, esta foi a primeira versao que conhecemos hoje que é o Teorema Fundamental
da Algebra. Em (ROQUE, 2012, 1. 6692), relata que:

As técnicas empregadas para a solugdo de equagbes evoluiram durante os
séculos XVI e XVII para uma teoria das equacoes que buscava féormulas ge-
rais para exprimir as raizes. O simbolismo de Viete foi aos poucos sendo
incorporado e permitiu maior generalidade no tratamento das equagoes. Os
primeiros a colocar a questao da existéncia das raizes de uma equagao qual-

quer foram Girard e Descartes, na primeira metade do século XVII.

H&a diversas formas de estabelecer féormulas para o céalculo das raizes de uma
equagao de grau 2, em [28] é apresentado um método para resolucao de equagoes com-
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pletas do segundo grau, que deve-se a Viete. O método prova também a expressao
conhecida no Brasil como férmula de Bhaskara, usada para encontrar raizes de equacoes
dessa classe.

Vamos considerar ax? + bz + ¢ = 0, com a,b,c € R e a # 0, fazendo a mudanca
de variavel x = u + v transformamos a referida equagao em uma equacao denominada
incompleta. Substituindo x = v + v em az? + bz + ¢ = 0 obtemos:

a(u+v)?+b(u+v) + ¢ =0, ou seja, a(u® + 2uv + v?) + bu + bv + ¢ = 0.

Reescrevendo a (u? + 2uv + v?) + bu + bv + ¢ = 0, obtemos a seguinte equacao
nas variaveis u e v reais.

av® + (2au + b)v + au® + bu + ¢ = 0.

b
Fazendo u = —— obtemos:
2a
b b\’ b
av’+ (2ax (—— ) +b|lv+al——) +b(—— | +c=0,
2a 2a 2a
ou seja,
b? b2
2
2 —0
av® + 1a %4 +c
b2 — 2% 44 —b*+4
Isto é, av? + oAt 0, e isto implica que, av? + Tt tee 0 e com
4a 4a
_ ) b? — 4dac
isso, av® = ———.
4a
- , b —dac
Multiplicando av®* = ———— por — obtemos:
4a a
2 _
02— b 4ac'
4a?
Assim,
Nl [b2 — 4ac e o] = [b2 — dac _ Vb2 — 4ac'
4a? 4a? 2|al
, b? — 4ac Vb% — 4ac
Dessa forma, concluimos que v = ——— ouv = S v Como x = u+v
a a
b Vb2 —4 b+ vA
eu=——entdox = —— + @°__ ,onde A = b% — 4ac.
2a 2a 2a 2a
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As relagoes de Girard em algumas situagoes podem ajudar na resolugao de alguns
sistemas nao lineares. Para isso veremos alguns casos particulares que envolvem tais
relagoes.

2.1 O Cason =2

No caso de n = 2, temos que uma equagao do 2° grau possui a seguinte lei de
formacao: ax? 4 bx + ¢ = 0, onde a # 0, e os coeficientes a,b,c € R. As identidades
que relacionam as raizes de uma equacao do 2° grau e seus coeficientes sao fundamen-
tadas por meio das relagoes de Girard e que podem ser um forma resolutiva das raizes
dessa equacao. Ou seja, as fundamentacoes de Girard sao responsaveis pela relacao
existente entre os coeficientes de uma equacao algébrica e suas raizes. Na equagao do
2° grau, as relacoes sao obtidas por meio das férmulas da soma e do produto: _Tb e,

respectivamente.

As equagoes polinomiais do 2° grau possuem como lei de formagao a equagao
algébrica: ax®+ bx +c = 0,coma # 0 e raizes x,, x5 complexas. A decomposicao dessa
equacao permite a determinacao de expressoes matemaéticas capazes de relacionar as
raizes da equacao, para isso observe:

ar’ +br+c=a(x —x1) (r — 13)
:a(mQ—me—mxl—I—xl-mg)

=a|2® — (z1 + ) 4 (11 - 29)] .
Dividindo a equacao por a, temos:

b c
1‘2—ESB—|—E=$2—(ZE1+$2)1’+(ZE1-$2).

Realizando a igualdade entre os polindmios:

b c
T1+Tog=—— € Ty Ty = —.
a a

Essas relagoes de Girard podem ser utilizadas para resolver equacoes quadréticas,
o método é comumente chamado de Resolucdo por meio da Soma e do Produto. Vejamos
um exemplo.
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Exemplo 2.1.1. Seja 222 —8x+6 = 0 uma equacao polinomial do sequndo grau. Vamos
resolvé-la utilizando o Método da Soma e do Produto. Como

b c
T1+ax9o=—— € x1-x9=—, obtemos
a a
-8
T+ T2 = — 5
6 )
1+ T2 = 5

. T1+x9 =4
ou ainda, .
Iy - X2 =3

E trivial que x1 = 3 e xo = 1. Verificando as solugoes temos:
Para x1 = 3,
2.32-8:346=2-9-244+6=18-18=0, e
para ro =1,
2:-1°-8:-146=2-1-846=2-2=0.

Exemplo 2.1.2. Seja —2% + 10z — 25 = 0 uma equacdo polinomial de sequndo grau.
Usando novamente as relagoes de Girard caracteristicas das equacgoes quadrdticas, obte-
mos

{Q?l +x9 = 10

Ty - T2 =25

Logo, x1 = x5 = 5, e, pelas relacoes de Girard, concluimos que a equacio —x? + 10x —
25 =0 possui & como raiz dupla.

Exemplo 2.1.3. Resolva o sistema:

Temos que:



Dai fazemos:

Lyl —q2  fuimo g2 (4 —12 |4 —q
1 o = r1T2 = o2 = o2

1 _ 1 _ 1 _ - 1
T1T2 =20 T1T2 =20 o2 20 92 =135
Entao, 01 =12 e 05 = ;—(2) = % Logo,
3 3 3
01 5 33'1—|'.f132 :5 i) :5—;1:1
o =L T \arw =4 \m(@owm) =&
2 20 172 =39 1\5 1) =20
3 3
Ta =:—n T2 =5~ I
= 2, 3 51 = 2, 3 1 K :
—Ty -+ 5371 =30 —Iq —+ gx ~ 30 0
Resolvendo a equagao:
3 1
—$f+5x1—2—0:O@—203ﬁ+12x1—1:0,

encontramos x, = % ou ] = %0' Ainda, se x; = %, entao xo = %. Se 1 =
1
To — R

Portanto, S = {(%, %) ; (i %)}

107

2.2 Ocason =3

As equagoes polinomiais do 3° grau possuem como lei de formacao a equagao
algébrica ax®+ bx?+cx+d = 0, com a,b,c,d € R, a # 0 eraizes z1, 75 e 3 complexas. A
decomposicao dessa equacao permite a determinacao de expressoes matematicas capazes
de relacionar as raizes da equagao, para isso observe:

ar’ + b’ +cr+d=a(r —x) (v — 22) (x — 23)

:CL[(L’?’—(.T1+l’2+$3)$2+($1'l’2+$1'$3+$2$3)$—($1'ZE2'I3)].

Dividindo a equacao por a, temos:
5 b,y ¢ d 3 2
A —(x1+ a0+ x3) 2"+ (1 - T2+ 1 - T3+ T2 T3) T — (T1 - T2 - T3).

Realizando a igualdade entre os polindmios:
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b

ZE1+$2+ZE3:——;
a C
T1 Ty +T1 T3+ To+:Tzg = —;
a
d
1T Tz = ——.
a

Questoes que envolvem solucoes de algumas classes de sistemas nao lineares,
solucoes de equacoes racionais, entre outras, podem fazer uso das relagoes de Girard em
suas resolugoes. Os exemplos de 2.2.1 até 2.2.5 foram retirados de [16], j& os exemplos
2.2.6 e 2.2.7 foram adaptados pelo autor.

Exemplo 2.2.1. (ITA) Seja k € R tal que a equagdo 223 + 72> + 4z + k = 0 possua
uma raiz dupla e inteira x1 e uma raiz xo (ou Seja, as raizes $ao Ty, Ty e x3), distinta
de x1. Determine o valor de (k + x1)xs.

Utilizando as relacoes de Girard para a soma e a soma aos pares, obtemos o sistema

7

T+ 21+ g = 221 + 22 = — 3,
=22 +2 =4_9
121 + 21T + 1T = 2] + 20129 = 5 = 2.

Eliminando x4, obtemos

322 4+ Tx, +2 =0,

: o : 3
cuja raiz inteira € r1 = —1. Assim, 1o = 3 e, portanto,

3
$1$1$2:—§:—§§k:3-

Logo, (k + 1)z = (34 (—1))(—2) = -3.
Exemplo 2.2.2. Sdo dados a,b,c € R. Sabe-se que
a+b+c>0, ab+ac+bc>0, e abc>0.

Prove que a >0, b >0 ec>0.

Seja 13 — Az? + Bx — C = 0 a equacdo cuja raizes sao a, b, c. De acordo com o caso
n = 3 das relagoes de Girard, temos

A=a+b+c=A>0,
B=ab+ac+bc= B >0,
C=abc=C>0.
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Suponha que as condicoes a > 0, b > 0, ¢ > 0 nao ocorram simultaneamente. Ou seja,
existe uma raiz v € {a,b,c} tal que r < 0. Porém, nessas condigoes

3 — Ar® + Br — C < 0,

contrariado o fato de r ser raiz. Portanto, a > 0, b >0, ¢ > 0.

Exemplo 2.2.3. (IME) Determine o valor da soma das raizes da equagao
Y+ By + 2y +8=0.

Vamos comecar com a substituicao y% =ux. A equacdo se torna
23+ 527+ 2r + 8 = 0.

Todavia, devemos ficar atentos que nao nos interessa o valor de x1 + xo + x3, uma vez
que a letra x nao € a incognita inicial.

Nosso objetivo é calcular
Y1+ Y2 + ys = o] + 75 + 13,
ou seja,
Y1+ 1y Fys = (21 + 20 + 13) — 2(2179 + Tox5 + 2371) = (=5)? — 2(2) = 21.
Exemplo 2.2.4. (OCM) Mostre que 1 € a tinica raiz real da equacao x* + x* = 2.

Inicialmente, veja que 1 é raiz de x° + 2% = 2, pois 13+ 12 = 2, e que essa equacdo pode
ser reescrita como a3 + 12 — 2 = 0.

Suponha que, além da raiz 1, essa equagao possua uma raiz complexa e nao-real a + bi.
Como temos a condi¢do do Teorema 1.3.3 (que é termos coeficientes reais), a—bi também
deve ser uma raiz. Seque das relacoes de Girard, caso n= 3 que:

l+a+bi+a—bi=—-1=a=-1,
1-(a+bi) - (a—bi)=2=1+0"=2=b==l.

Temos, assim, raizes 1, —1 £ 14, que verificam a relagcao de Girard restante
(=14 +1(-1—4)+(-14+4)(=1—12)=0.

Assim, 1 €, de fato, a unica raiz real.
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Exemplo 2.2.5. Resolva o sistema:

1 1 1 7
T1 + ) + T3 8
1 1 1 7
T1T2 T173 roxy 32
1
T1T2T3 64°
De modo andlogo ao exemplo anterior, temos:
Ti1xo42123+w03 _ T _
21 ToT =3 T1+ To + X3 =14
T1t+z2+T3 _ _
o1ToTs = 35 = { 1129 + 1123 + Tox3 = 56
T1T9T3 =64 T1T9X3 = 64

Pelas relagoes de Girard, encontramos uma equacdao polinomial de grau 3 que tenha xq,
Ty € T3 COMO Taizes:

- =14 b = —1l4a
¢ =56=<c =56a =a°—142”+560—064=0, tomandoa = 1.
—4 =64 d = —64a

Podemos observar que 2 é uma raiz desse polinomio, entdao, pelo Teorema da Decom-
posicao, temos: (x —2)(2? =120 +32)=0=>x=2ouxz =4 ouz =8§.

Seque o conjunto solugao: S = {(2,4,8);(2,8,4);(4,2,8);(4,8,2);(8,2,4); (8,4,2)}.
E interessante observar que nos dois sistemas dos exemplos 2.2.6 e 2.2.7 temos
apenas dois e trés valores distintos, respectivamente, como possiveis solugoes para cada

termo, mas eles podem ser permutados em diferentes ordens, dai o fato de termos dois
pares ordenados como solucao no primeiro e seis trincas ordenadas no segundo.

2.3 O caso geral

Em geral, dado p(x) = 2" + a,_12" ' +...... + asx? + a1z + ag, a; € R, cujas
n raizes complexas sa0 T, T, ..., T,. Segue de [13], que existem funcgoes o1, 09,...,0,
que dependem de x1, 9, ..., x, definidas por
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(

n
01 (21, %2, ..., Tp) =1+ To+ -+ 2 = Dy,
=1
02 (xla T, ... 73:71) = Z Lj1Tja)
j1<j2
_ 2.1
3 (xlax%"'vxn) - Z Lj1LjaLjs s ( )
.j1<j2<j3
L On (X1, Tay ..., X)) = T1Tg ... Ty
Essas fungoes 01,05 ..., 0, relacionam as raizes complexas de p(z) com os res-

pectivos coeficientes do polindémio de p(x), a,_1, -
polinomios, ou seja,

p(x)

" — o o™

Dessa forma, concluimos essas relagoes

Ap—1 = —01, ..

.., a3, a1, ag por meio de igualdade de

"+ ap 12" 4 asr? + az + ag
(x—z1) (x —x0) (. —x3) (x —4) ... (T — )
+ (=1)"0y,.

., Q9 = (_1)?1*20,”72’ a) = (_1)"*10-77]717 ag = (_1)n0n

que chamamos relacao de relagoes de Girard de grau n e serao muito utilizadas na ultima

secao do Capitulo 3 deste trabalho.

Caso P nao seja o polinomio nulo, temos
e outra forma de visualizar essas relacoes seria

( il' o Gp—1
i - _
j=1 Qn,
J1%7J2 - J
J1<jo an
_ Gp-3
D TpTpTG, = —
.]1<j2<j3 an
_ k
Sy — (-1
T1Tg ... Ty =(=1)"
\

a, # 0, pois é o coeficiente dominante,

Qo

)

an

onde Sy seria a soma de todos os C,, ; produtos de k raizes da equagao [1].
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Exemplo 2.3.1. Dado um polinomio P(x) = asx* + azx® + asx® + a1x + ag do quarto
grau, podemos construir as sequintes relacoes de Girard:

( 0,3
$1+$2+ZU3+334 = ——
Gy
Qa2
T1T2 + T1X3 + T1T4 + Tok3 + ToTy + 3Ty = —
a
< aq 4
T1X9x3 + T1X9Xy + T1X3L4 + ToX3Ly = ——
a
Qo 4
T1X2X3Ty4 = —
\ aq

Exemplo 2.3.2. (IME) Seja
p(z) = 2° + ba* + ca® + da® +ex + f

um polinémio com coeficientes inteiros. Sabe-se que as cincos raizes de p(x) sdo nimeros
inteiros positivos, sendo quatro deles pares e um impar. Determine o nimero de coefici-
entes pares de p(zx).

Sejam p1, P2, P3, P4 aS quatro raizes pares e i a raiz impar. Seque das relagoes de Girard,
no caso n=y, que —b € a soma de quatro numeros pares e um impar, ou seja, b € impar;
0s demais coeficientes serdao somas de produtos em que pelo menos um fator é py (k =1,
2, 3 ou 4) e, portanto, sao todos pares. Logo, p possui quatro coeficientes pares.
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Capitulo 3

A sequéncia numérica de Stirling do
primeiro tipo via funcao polinomial

No contexto de funcao geradora, os niimeros de Stirling do primeiro tipo, definidos
em [14] e [15] sdo definidos como coeficientes de 2* de uma fungdo polinomial de grau n
com 0 < k£ < n. Ou seja, tratam-se de uma sequéncia numérica gerada por uma classe
de polinomios, fixado o respectivo grau n, que é um numero inteiro positivo, sendo que
os coeficientes das poténcias de = sao elementos dessa sequéncia. A técnica da funcao
geradora teve origem nos trabalhos de A. De Moivre (1667-1754) e, posteriormente,
foi utilizada por L. Euler (1707-1783) em problemas da Teoria Aditiva de Ntmeros,
principalmente na Teoria de Particoes. Essa técnica permite abordarmos problemas
de natureza combinatéria de forma algébrica. Além disso é possivel obter solucoes de
recorréncias.

Na literatura também ha os nimeros de Stirling do segundo tipo e a sua natu-
reza combinatoria desperta o interesse de pesquisa - los em diversos contextos. Esses
nimeros sao definidos, como por exemplo em [26] e [14], fixados os nimeros natu-
rais n,k com 0 < k < n de forma algébrica por meio da classe de funcoes racionais
B,(z) = (lf:p)(lfg;)...(lfnx)’ sendo que os coeficientes de z* na expansao em série de
poténcias da fun¢ao B,(x) sao os nimeros de Stirling do segundo tipo.

De acordo com [14], os niimeros de Stirling do primeiro tipo podem ser represen-
tados formalmente como os coeficientes na expansao do polinémio z(x + 1)(z + 2)(z +
3)..(x +n — 1). Segue de [26] que os nimeros de Stirling do primeiro tipo podem ser
definidos, combinatoriamente, como nimero de permutagoes de n que se decompoem em
exatamente k ciclos disjuntos. Inclusive [19] traz a seguinte defini¢do para os nimeros
de Stirling do primeiro tipo que consiste em responder a seguinte questao: de quantas
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maneiras n pessoas podem se sentar em volta de k mesas circulares indistinguiveis, sem
que nenhuma mesa fique vazia?

Tendo como base o conceito dos ntiimeros de Stirling do primeiro tipo a proposta
deste capitulo é apresentar a definicao de niimeros de Stirling do primeiro tipo, de acordo
[14] e [15], e provar propriedades imediatas. Além do mais, estabelecer identidades que
envolvem nimeros de Stirling e, usando as relagoes de Girard iremos provar tais identi-
dades. Em seguida algumas interpretagoes combinatéria para as respectivas identidades
serao estabelecidas.

3.1 Numeros de Stirling do Primeiro tipo: definicoes
e exemplos

Nessa segao iremos definir o nimero de Stirling, de acordo com [14], e algumas
propriedades dadas em [26] serdo provadas de acordo com essa defini¢do. Para isso,
considere um numero natural n, n > 1 e definimos a familia de polinémios p,(z) como
segue,

po(z) =2(x+ 1)(z+2)...(x + (n— 1)) (3.1)

paran > 1

e po(z) = 1 e, constatamos por meio da defini¢cao que o grau de p,(z), paran > 1
¢ igual a n e o coeficiente de z" é igual a 1.

Expandimos a expressao z(z + 1)...(x + (n — 1)) e obtemos o polinémio

_.n n n—1 n k n
po(z) =2 +[n_1}x +...—|—[k]x +{1}x, (3.2)
onde [ Z 1 é o coeficiente de z* e é chamado nimero de Stirling do primeiro

tipo e escevemos como } como n colchete k. De acordo com a definicao, seguem

k

as sequintes propriedades imediatas: [ Z } =1le [ g } =0e [ Z } =0,paran >1e

n> k.
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Por meio de po(z) = 1, definimos [ 8 } = 1. Listamos alguns exemplos de p,(z),

paran € {1,2,3,4,5,6}.

1) pr =m;

2) pao(a) = (z+ Dpi(2) = 2% + ;

3) p3(x) = (z + 2)p2(x) = 23 + 322 + 21;

4) py(z) = (x + 3)p3(z) = ' + 623 + 112% + 6x;

5) ps(z) = (x + 5)py = 2° + 102* + 352° + 5022 + 24u;
6) ps(z) = 25 + 152° + 852 + 22523 + 27422 + 120z.

Z n=1|n=2|n=3|n=4|n=5|n==6
k=1 1 1 2 6 24 120
k=2 0 1 3 11 50 274
k=3 0 0 1 6 35 225
k=4 0 0 0 1 10 85
k=5 0 0 0 0 1 15
k=6 0 0 0 0 1

Tabela 3.1: Numeros de Stirling do primeiro tipo 1 <k <6el1<n <6

Fazendo avaliagoes nas funcgoes polinomiais que geram numeros de Stirling do
primeiro tipo obtemos o seguinte resultado que consiste em somar as colunas da tabela
3.1, por exemplo. No contexto combinatério de permutagoes, que consiste em contar o
total de permutacoes de n que se decompoem em k ciclos disjuntos, vemos que se n = 5
e somando a sexta coluna (n =5e k=1,2,3,4,5,...) a soma ¢é igual a 120 que é total
de permutacoes de 5.

Proposicao 3.1.1. Seja o inteiron > 1, entao

£[i]-

k=0
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Demonstracao. Fazendo x = 1 em 3.1 e 3.2, obtemos a igualdade:

11+ 1)1 +2)..(1+(n—-1) = [’8 +H}+...+{
1-2:3-...n = :O[H
Portanto,

3.2 Uma recorréncia para os numeros de Stirling do

Primeiro tipo

O teorema a seguir estabelece uma recorréncia para os nuimeros do stirling do
primeiro tipo e usa o conceito de igualdades de polinomios para o respectivo resultado.
Comparando com a prova dada em [26] para o mesmo resultado vemos que o uso de

polinomios torna a prova mais curta, nesse caso.

Teorema 3.2.1. Sejam n, k naturais tais que 1 < k < n. Entao:

=l e

Demonstracdo. Podemos escrever:

po(z) = ;x(x +1)..(z+(n— 2)1(% +(n—1))

Pn—l(w)
= po-1(z)(z+ (n—1))
= app_1(x) + (n— Dp,_1(z).
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O coeficiente de x* em p,(x) é por defini¢ao [ "

X } . Por outro lado, o coeficiente

de z¥ em z - p,_1(x) + (n — Dp,_1(x) é
n—1 n—1
|:k__1:|+(n—1>|: n }
Segue de 3.4 a identidade:

lg]:[}z:”ﬂn—l)l”;l]. (3.5)
[ |

O Teorema 3.2.1, no contexto dos numeros de Stirling do primeiro tipo, pode
ser entendida como o total de distribuigoes de n pessoas em k mesas idénticas, sem que
nenhuma fique fazia, tornando o niimero de Stirling do primeiro tipo em um caso geral

da permutagao circular. Pois, no caso £ = 1, o nimero de Stirling é igual o

n
1
total de distribuir n pessoas em uma mesa circular, de acordo com [19]. A prova dessa
proposicao segue do Teorema 3.2.1, juntamente com o Principio de inducao finita.

Proposicao 3.2.1. Para todo n > 1,{ T } =(n—-1).

Demonstracdo. Faremos a prova por inducao sobre n. Claramente o resultado é valido

para n = 1. Suponha que [ T } = (n —1)! para todo n > 1.
Segue de Teorema 3.2.1 que
n+1l] | n n
ENEUEN

Como H} —0e {H — (n— 1)! entdo {n—li_l]:n(n—l)!:n!. m

A recorréncia obtida no teorema 3.2.1 é similar a relagao que enunciamos no Lema
3.2.1, que também é uma recorréncia, além disso, envolvem os coeficientes binomiais.

Lema 3.2.1. Dados n, k €, com k <n en # 0, temos:

(im)+ ()= (0)
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Demonstracao. Vamos apenas desenvolver a igualdade comeg¢ando do segundo membro
até chegar no primeiro:

ny n! B n(n —1)!

(k) Cn—k)K Ek—D!(n—k)(n—k—1)!
(n—1)! n
Din—k—1) k(n—k)

)
(n—1)! 11
1wn_k_nf(n—k+z>
B (n—1)! (n—1)!
T D= —k=1 T RE=Din—k—1)
B (n—1)! (n—1)!
S k=Dn—k)!  kl(n—Fk-1)
(n—1)! (n—1)!
(k—Dn—1—-k+1)!  El(n—k-1)!

()

(k

(k

Na literatura, a relagao recursiva que demonstramos no Lema é chamada relacao
de Stifel e ela permite construirmos um triangulo aritmético formado por nimeros cha-
mado de Triangulo de Pascal. Esse triangulo é obtido recursivamente, inicialmente des-
crevemos os lados que limitam o triangulo pela direita e pela esquerda e sao constituidos
exclusivamente de nimeros 1, a regiao no meio deste, é formada por nimeros inteiros,
em cada elemento é a soma de seus vizinhos situados linha acima, por exemplo a linha
0; o elemento ¢é 1; a linha 1 é formada por 1 1, a linha 2 é formada 1 2 1, observe que o 2
da linha abaixo e formado por meio da linha acima 1+1, a terceira linha é formada por 1
142 241 1, ou seja, 1 3 3 1, e assim sucessivamente. Vamos dar um exemplo ilustrativo
de um triangulo com 5 linhas.
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Figura 3.1: Triangulo de Pascal

/N
/NN

VAV VLN
VAV VLN
VAV VOV

1 5\ /10\ /10\ /' 5 1

Da mesma forma que a relagao de Stifel permite dispor os ntimeros binomiais num
triangulo, a reorréncia para os numeros de Stirling do primeiro tipo também permite
dispor os nimeros de Stirling em um triangulo de nimeros, para mais detalhes veja [19].

A recorréncia dos nimeros de Stirling do primeiro tipo também permite dis-
por esses nimeros na forma triangular; esse triangulo formado é similar ao
Tridngulo de Pascal formado pelos coeficientes binomiais. Os coeficientes bi-
nomiais podem ser interpretados combinatoriamente como o niimero de sub-
conjuntos com k elementos de um conjunto com n objetos, enquanto que o
nimero de Stirling do primeiro tipo pode ser interpretado como a quantidade

de permutagoes de um conjunto de n elementos que se decompoe em k ciclos.

Sendo mais explicito, temos as representacoes

Figura 3.2: Triangulo de Stirling A Figura 3.3: Triangulo de Stirling B
] !
I 11
)L
1 1
6 11 6 1

ik
HikkN
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3.3 Coeficientes binomiais e alguns nimeros de Stir-
ling do primeiro tipo

Esta segao é destinada para estabelecer algumas identidades que envolvem os
nimeros de Stirling do primeiro tipo e os coeficientes ou nimeros binomiais. Os ntimeros

binomiais P podem ser definidos, combinatoriamente como o niimero de maneiras

de escolher k objetos de um conjunto de n objetos. Por outro lado, os nimeros de
Stirling do primeiro tipo, de acordo com [19], podem ser definidos como o niimero de
maneiras de distribuirmos n pessoas em k mesas circulares idénticas sem que nenhuma
fique fazia. Apesar dessa natureza combinatdria de ambas as sequéncias de numeros,
iremos apenas enunciar as identidades e prova-las por indugao, entretanto o leitor pode
investigar a possibilidade de provas combinatérias para tais identidades.

Proposicao 3.3.1. Para todo n natural, n > 3, é valido

n ([ n n
n—3 | \ 2 4 )
Demonstracao. Faremos a prova por indugao sobre n. Claramente o resultado é valido

3
paran = 3, pois [ ?) ] =0e (4) = 0. Suponha que para todon > 3, temos [ nﬁg } =

() ()

Segue que o Teorema 3.2.1., a hipdtese de indugao, a proposigao 3.2.3 e a Relacao
de Stifel para:
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alido para n = 2, pois
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ultado é va

Proposicao 3.3.2. Para todo n natural,n > 2

Demonstracao. E claro que o res



(3

N

n—2

3
|
=
TN
w 3
——

Suponha que para n > 2, [ " } =

Assim, pelo Teorema 3.2.1, a hipétese de inducgao e a relagao de Stifel, segue que

3n+1)—1/n+1\ 3n+2/n+1\ 3n+2
4 3. ) 4 3 )

N
w 3
+

n+2(n
! <3)
n—1/(n 3(n n+2(n
T4 (3)+Z(3) 4 (2)
3n—1/(n 3 nn—1)(n—-2) 3n+2(n
T4 <3)+Z' 3l T (2)
_3n—1<n)+n(n—1).n—2+3n—|—2<n)
4 3 2 4 4 2
n—1(n n\y n—2 3n+2(n
T4 (3)+(2>' TR (2)
n—1(n n\n—2-+3n+2
T4 (3)+(2) 1
n—1(n n
() 6)
n n n—+1
:[n—2]+n[n—1]:[n—l]
Portanto, pelo Principio da Indugao Finita, temos:
n 1 n
[nte] =0 (5)
|

A proposigao (3.3.3) é provada nesta segao usando o Principio de indugao como
segue, entretanto na proxima se¢ao (1.4) a prova desse resultado é dada por meio de
avaliacoes na funcao polinomial que define os ntmeros de Stirling do primeiro tipo,
juntamente com as relagoes de Girard.

Proposicao 3.3.3. Para todon > 1, [ n7_L 1 } = < g )
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I . . P .| 2
Demonstracao. E claro que para n = 2 a identidade é valida, pois [ 1 } =1le

(1)

n n
Suponha que n > 2 e {n—l}:<2>'

Segue do Teorema 3.2.1

e e P

n(n—1)

= = +n
~n(n—1)+2n

B 2
~n(n—1+2)

B 2

n(n +1) n+1
()

3.4 As relacoes de Girard e os numeros de Stirling
do primeiro tipo

Agora, motivados por [14], vamos demostrar o teorema 3.4.1. por meio das
relagoes de Girard, caso geral. Vamos utilizar 3.1 e 3.2, juntamente com as relagoes
de Girard descritas em 2.1 para as raizes 1 = 0,20 = —1,23 = -2, ..., 2, = —n-+1leo
polinémio p,(z). Dessa forma,

pu(z) = (z=0)(z—(=1)).(z = (-n+1))
= 2" — o 2" o P4 4 (=)o 4 L+ (= 1), (3.6)

sendo que o coeficiente de 2" % em (3.6) é (—1)""""Mg, _, 1) = (=1)koy, paral < k <
n.
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Por outro lado,

Assim, concluimos:

[ . ﬁ I 1 = (=1)*oy, paral <k <n. (3.7)

Proposicao 3.4.1. Para todo n > 1, { ni 1 } = ( g >

Demonstracao. E claro que para n = 1 a identidade é valido e suponha n > 1 e, segue
de 2.1, para 1 =0, 9 = —1,...,2, = —n + 1, que:

01(0,-1,-2,..,—(n—1)) = 0+ (-1)+(-2)+..+(—n+1)

= —(1+2+...+(n_1)):_—(”_21>‘"

n
(1) o
Segue de 3.7 que

L] evm=cnen ()= (5)

Teorema 3.4.1. Sejam n e k naturais tais que n > k > 1. Entao

{nik}z > i g i (3.9)

0<11<i2<... <1

11,82,..,i €{1,...,n—1}

33



Demonstracao. Segue de 2.1, para 1 =0, ...,x, = —n + 1 que

0r(0,—1,-2,....,—n+1) = Z Tiy + e Ty,
0<i <...<1g
= > (—i1) - (=) - oor - (—i)
11<12<...<lj

i1, €{0,1,...,n—1}

_ Z (=D)F iy -y,

11<12<...<ik
i1, €{0,1,...,(n—1)}

= (—1) > i g (3.10)
i1 <ig<... <ip
i1,emin€{l,...,n—1}

Segue de 3.7 e 3.10 que:

n . .
{n_k] = (=1 (=1)*- > PRI
11 <...<i
il,...,ike{l,...,nfl}

ou seja,

i Do e
= U e - g
n—=k K
11 <...<tp
i1, in€{l,...n—1}

O Teorema 3.4.1 permite estabelecer uma interpretacao combinatéria para os
nimeros de Stirling do primeiro tipo, e segue diretamente desse resultado o coroléario a
seguir.

Corolario 3.4.1. Sejam n e k naturais tais que n > k > 1. Entao,

o]

€ igual a soma de todos os produtos com k fatores distintos, cujos fatores sao elementos

de {1,2,...,n-1}.
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Exemplo 3.4.1. Para todo natural n > 1:

n

0
soma de todos os produtos com n fatores distintos, cujos fatores sao elementos de
{1,2,....,n—1} = 0.

1) Temos, para n > 0 que [ " = { = 0. Por outro lado, [ " ] € a
n—n n

2) Temos que " = ). Por outro lado, " ¢ a soma de todos 0s
n—1 2 n—1
produtos com 1 fator, cujo fator é o elemento de {1,2,...n—1} =142+ ... +

== (h)

Exemplo 3.4.2. 1) Temos que 5 E 4| = ? = 24. Por outro lado, [ 5 E 4 ]
€ a soma de todos os produtos de 4 fatores distintos, cujos fatores sao elementos

de {1,2,3,4}.
Observe que:
g =1x2x3x4=24
5—4 | o

5 5 5 ;
2) Temos que [5_3} = [2] = 50. Por outro lado, [5_3} € a soma de

todos os produtos formados por 3 fatores distintos, cujos fatores sao elementos de

{1,2,3,4}.

Observe que:

[553] =1x2x3 + 1x2x4 + 1x3x4 + 2x3x4=6+8+12+24 = 50.

Segue do Teorema 3.4.1. e da Proposicao 3.2.3. a identidade que relaciona soma
de produtos de dois inteiros positivos distintos i1,i2 € {1,...,n — 1} e o coeficiente
binomial.

Corolario 3.4.2. Para todon > 2,

{nﬁQ]:%(Sn—l)(gL): zn: 1.
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Os corolarios a seguir também sao uma extensao do Teorema 3.4.1. e da Pro-
posigao 3.2.4., pois relaciona o coeficiente binomial e a soma de produtos de trés inteiros
positivos distintos i1, is, i3 pertencentes ao conjunto {1,2,...,n — 1}.

Corolario 3.4.3. Para todon > 3 ,

x5 (5)(0)

11<12<13

’L’l,iQ,iSG{l,...,ﬂ*l}

Corolario 3.4.4. Considere o natural n, tal que n > 2 , entdo a soma de todos o0s
produtos com 3 fatores distintos , cujos os fatores sao os elementos de {1,2,...n—1} é

aata () ()
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Capitulo 4

Uma proposta para sala de aula

4.1 Introducao

Desde a antiguidade o homem ja apresentava a necessidade de contar objetos,
quantidade de animais, de frutos, entre outras coisas. Ao longo de seu desenvolvimento
estes problemas foram se tornando cada vez mais complexos. Sendo assim, buscando
facilitar esse processo foram surgindo varios métodos e estabelecendo diversas férmulas
que possibilitasse a contagem de modo mais pratico e preciso, podendo ser empregados
em diversas situacoes do nosso cotidiano. Dessa forma, deu-se origem a uma area da
matemaéatica voltada para o estudo e resolucao de questoes relacionadas a contagem,
sendo denominada Anélise Combinatoria.

Deste modo, juntamente com o desenvolvimento da sociedade e os avancos tec-
nologicos

[..] a andlise combinatéria vem tendo um crescimento muito grande nas
dltimas décadas. A importancia de problemas de enumeragao, ou seja, pro-
blemas de contagem tem crescido enormemente devido a teoria dos grafos, em
andalise de algoritmos dentre outros. Muitos problemas importantes podem
ser modelados matematicamente como problemas de teoria dos grafos (pro-
blemas de pesquisa operacional, de armazenamento de informagoes em bancos
de dados nos computadores) e também problemas de matemética pura. (AL-
VES, 2015, p. 15-16).

Assim, em razao da importancia da anélise combinatdria, seus contetidos integram
uma parte dos curriculos do ensino fundamental e, mais amplamente, do ensino médio.
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No entanto, apesar de essenciais, muitos alunos apresentam dificuldade no aprendizado
e principalmente na resolucao de problemas propostos que envolvem esta teoria.

4.2 Metodologia: Os elementos teodricos

A metodologia empregada foi a pesquisa bibliografica, objetivando compreender
tanto os aspectos didéaticos, quanto a fundamentacao tedrica matematica, necessarios
para a elaboracao e aplicacao de uma aula abordando o conceito de niimero de Stirling
do primeiro tipo explorando sua natureza algébrica por meio de func¢oes polinomiais.

Contudo, apds entendermos as fases da Engenharia Didética, que consiste em
uma metodologia de pesquisa vinculada com uma metodologia de ensino, come¢amos
a fazer uso desta para a elaboracao de nossa sequéncia didéatica. Esta metodologia
consiste em quatro etapas e, atualmente, a primeira, a analise preliminar, consiste em
fazer uma investigacao das turmas que vamos desenvolver o projeto, a fim de conhecer
suas dificuldades e facilidades, bem como o nivel do conhecimento do contetido que sera
passado nas aulas.

Outra caracteristica dessa fase é compreender como os elementos matemaéticos
a serem explorados pelos alunos e, tendo em vista que os livros didaticos é o recurso
didatico mais empregado em sala de aula nao apresenta o conteiido de niimero de Stir-
ling do primeiro tipo, o leitor poderd fazer um estudo dos capitulos anteriores desse
trabalho, alem de [26]. E natural a contagem ser por meio de féormulas ou exemplos
de casos de enumeracao de um conjunto com numero de elementos viavel para fazer
essa contagem sem usar formulas, para mais detalhes tedricos e ver exemplos de outros
raciocinios consulte [24]. Entretanto o leitor nao ird ter um livro didético especifico que
trata somente os numeros de Stirling do primeiro tipo, mas deixamos nos capitulos an-
teriores um aporte tedrico do tema e também deixamos indicados alguns alguns autores
que exploram a natureza combinatoria desse sequéncia. O interessante dessa sequéncia
numérica é que ela é um caso geral do da permutacao circular.

Voltando nossos olhares para a abordagem de pesquisa e investigagao optamos
por uma que apresentam em suas caracteristicas singularidades e fases, tal metodologia
em questao é a Engenharia Didatica. Iremos usar essa teoria para elaborar um roteiro
cujo eixo norteador é ensinar configuragoes discretas geradas geradas por uma sequéncia
numérica que sao os numeros de Stirling do primeiro tipo e, por apresentar uma diversi-
dade de problemas de natureza combinatdria para mais detalhes veja [26] e o conceito de
fungao geradora definido em [24] é fundamental para desenvolver esse trabalho, pois o
intuito é explorar a natureza algébrica dos problemas confrontando com a combinatoéria.
Esta metodologia, a Engenharia Didética, idealizada por Artigue, surgiu em decorréncia
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de uma vertente conhecida como Didatica da Matematica. Conforme, Douady (1985)
define a Didatica da Matematica como a area da ciéncia que estuda o processo de trans-
missao e aquisicao de diferentes contetidos no ensino bésico e na graduagao, propondo-se
a descrever e explicar os fenomenos relativos ao ensino e a aprendizagem especifica da
Matematica e ainda, segundo a autora, a Didatica da Matemadtica, nao se reduz a pes-
quisar uma boa maneira ou modelo de ensinar uma determinada noc¢ao ou conceito
particular.

Com relacao ao conteudo matemaéatico proposto, temos que a Analise Combi-
natoria ocupa-se em resolver problemas de natureza discreta e muitas vezes apenas
aplicar uma férmula nao é suficiente, pois é exigido um pouco mais de raciocinio com-
binatorio, dessa forma podemos explorar outros tipos de raciocinios para resolver um
problema de contagem como, por exemplo, o raciocinio algébrico introduzindo um con-
ceito novo na Anélise Combinatéria do Ensino Médio que é funcao geradora, dando um
leque de possibilidades para um mesmo problema. Segundo BRASIL (1999) é importante
a compreensao de problemas combinatérios com intuito de: desenvolver:

[...] as habilidades de descrever e analisar um grande nimero de dados, reali-
zar inferéncias e fazer predi¢ées com base numa amostra de populagao, aplicar
ideias de probabilidade e combinatéria a fenomenos naturais e do cotidiano
sao aplicacoes da Matematica em questoes do mundo real que tiveram um

crescimento muito grande e tornaram-se bastante complexas.

Diante disso, a partir dos elementos matematicos analisados: funcao geradora,
que em certos contextos podem ser vistas como funcgoes polinomiais e a analise combi-
natoria, mais especificamente os nimeros de Stirling do primeiro tipo. A Engenharia
Didatica sera o referencial teérico metodologico, deixando claro nessa investigacao os mo-
vimentos e fases inerentes dessa sistematizacao, além de um conjunto de aporte tedricos
sobre funcao geradora, analise combinatéria com as técnicas de contagem usuais e o
conceito de polindmios com suas propriedades. Com esses conceitos em maos descre-
vermos uma conexao entre eles e elaboramos um roteiro com uma lista de problemas
de contagem que envolve nimeros de Stirling do primeiro do tipo, que é um caso ge-
ral da permutacao circular e possui natureza combinatoria que casa muito bem com a
algébrica entao partirmos para nova fase que é elaborar um roteiro embasado na Enge-
nharia Didética para que possa ser aplicado em alguma escola, enfatizando que o suporte
é a Engenharia Didatica sabendo que a mesma se caracteriza a propor

[...] uma sequéncia de aula(s) concebida(s), organizada(s) e articulada(s) no
tempo, de forma constante, por um professor-engenheiro para realizar um

projeto de aprendizagem para certa populacao de alunos. No decurso das
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trocas entre professor e alunos, o projeto evolui sob as reagoes dos alunos e
em funcdo das escolhas e decisdes do professor (DOUADY,1993 apud MA-
CHADO, 2002, p. 198).

Segundo [8] ( p. 1), ao observar a Engenharia Didatica expressa que a mesma
possui em seu quadro diddtico uma dupla funcionalidade “ [...Jcomo metodologia de
pesquisa e como de produgao de situagoes de ensino e aprendizagem, [...]”. Essa mesma
visao encontramos nos ensinamentos de Douady:

“[...] el término ingenieria diddctica designa un conjunto de secuencias de
clase concebidas, organizadas y articuladas eneltiempo de forma coherente
por unprofesor-ingeniero para efectuarun proyecto de aprendizaje de uncon-
tenido matemaético dado para un grupo concreto de alumnos. A lo largo
de losintercambios entre elprofesor y losalumnos, elproyecto evoluciona bajo
lasreacciones de losalumnosenfunciéon de las decisiones y eleccionesdelprofe-
sor. Asi, laingenieria didactica es, al mismotiempo, unproducto, resultante
de unanalisis a priori, y unproceso, resultante de una adaptacion de lapuesta
em funcionamiento de un producto acorde conlas condiciones dindmicas de
una clase.” (Douady, 1996, p. 241).

Conforme [3] a metodologia denominada Engenharia Didatica compde-se em qua-
tro fases investigativas: a primeira fase sao as andlises preliminares; a segunda fase sao
as andlises a priori de experiéncias didatico-pedagdgicas a serem desenvolvidas na sala de
aula de Matematica; a terceira fase é a experimentacao e por fim, a quarta fase baseada
na analise a posteriori e validacao da experiéncia. Vale ressaltar que as quatro fases nao
ocorrem de maneira a ser engessada e sequencial e é preciso, em alguns momentos, da
antevisao, da associacao e a aplicacao de elementos caracteristicos destas quatro fases,
como apontal20]. Uma pesquisa que segue os principios da Engenharia Didatica per-
passa pela fase das andlises preliminares é a fase que vai embasar a engenharia didatica;
E nesta fase que é discutido o quadro tedrico, os estudos pertinentes ao tema discutido
onde se busca o conhecimento do que ja foi feito anteriormente.

Seguindo os principio da Engenharia Didética segue um plano de aula para in-
troduzir o conceito de niimero de Stirling o primeiro tipo explorando sua natureza com-
binatdria, e esse plano foi embasados em [5], [6], [7], [20] e [24] com o intuito de explorar
os diversos pensamentos matematicos que podem surgir em analise combinatéria com
suas técnicas de contagem. De acordo com [21] em configuragoes discretas que a or-
dem dos objetos em questao nao importam pensamentos separados em classes como:
algébrico,geométrico e combinatério (usar a férmula do livro didatico, fazer a listagem
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das possibilidades ou usar diagrama de &rvores) aparecerem na resolugao dos proble-
mas propostos. Dessa forma esse plano de aula proposto tem por objetivo analisar as
solucoes dos alunos para alguns problemas onde os niimeros de Stirling do primeiro tipo
também podem ser usado, identificando solucoes algébricas para problemas que pode ser
modelado como um problema de contagem, além de outros solugoes que as vezes nem
esperamos.

4.3 Plano de aula para introduzir niimeros de Stir-
ling do primeiro tipo

1) Nivel de escolarizacio/Escola: 3° ano do ENSINO MEDIO.
2) Contetddo: produto de polindémios, igualdade de polinomios e permutagao circular.

3) Preferencia de conteldo para introduzir os nimeros de Stirling do primeiro
tipo: permutacao circular, nesse caso o professor ja trabalhou anteriormente permutacao
circular.

4) Duragao da Aula: 3 aulas de 50 minutos.

5) Objetivos:

e Explorar problemas combinatérios de diferentes maneiras e apresentar a viabili-
dade de resolver de forma algébrica.

e Confrontar as solugoes obtidas, tais como algébrica, combinatéria, listar todas as
possibilidades e fazer o diagrama de arvores.

4) Habilidades da BNCC a serem desenvolvidas: Compreender e utilizar, com
flexibilidade e precisao, diferentes registros de representacao matemaéticos (algébrico,
geométrico, combinatdria, etc.), na busca de solugdo e comunicacao de resultados de
problemas.

5) Materiais necessarios: Slides, listas de problemas, quadro e giz.

6) Resumo da aula: Serdo formados grupos com 3 alunos e, em seguida apresen-
tado uma classe de polinomios formados por n fatores e os alunos irao expandir esses
polinémios e circular seus coeficientes. Apesar de trabalhoso o professor pode traba-
lhar com 12 desses polinomios. Em seguida, montar uma tabela variando o n de 1 até
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12 e nas colunas colocar os coeficientes e ordem crescente de cada. O préximo passo
¢é apresentar os problemas combinatérios que envolve nimeros de Stirling do primeiro
tipo, como por exemplo, de quantas maneiras podemos distribuir n pessoas e k mesas
circulares idénticas sem que nenhuma mesa fique vazia. Escolher valores para on e o k
pequenos que constam na tabela sugerir para eles listarem as possibilidades e contarem
quantas, depois consultar a tabela se aparece alguma regularidade. Depois de diversas
discussoes caso nao alguém nao note a regularidade o professor podera revelar esse fato
matematico. Observar se algum aluno percebe a permutacao circular olhando a segunda
linha quando k=1.

4.4 Os problemas para o plano de aula

As escolhas dos problemas que irdo nortear o andamento da turma é fundamental,
entretanto alguns percalgos podem ocorrer e o professor com sua experiéncia pode soli-
citar problemas auxiliares durante a aula de acordo com o questionamento dos alunos.
Neste caso, estamos apenas sugerindo um plano de aula tendo a Engenharia didatica
com base tedrica metodoldgica, entretanto o professor pode usar essa ideia por meio
de outras metodologias, bem como o método tradicional, sendo o ideal deixar o aluno
tentar responder primeiro as questoes.

Problema 1: De quantas maneiras quatro pessoas podem sentar-se em volta de tres
mesas circulares idénticas, sem que nenhuma mesa fique vazia?

Objetivos do Problema 1: Refletir em como encontrar a solugao com conceitos ja
conhecidos.

Justificativa do Problema 1: Introduzir a solugao utilizando ntimeros de Stirling do
primeiro tipo.

Estratégia para a Resolucao: Esse problema pode ser resolvido de trés diferentes
maneiras. Espera-se que os estudantes utilizem uma das duas primeiras a seguir e
pretende-se usar este exemplo para mostrar a funcionalidade da terceira em relagao as
outras duas.

1#) Através de alguns conceitos da Anélise Combinatéria do Ensino Médio e raciocinio
l6gico. Nesse caso sabemos que nenhuma mesa ficard vazia, logo temos pelo menos
uma pessoa em cada e assim sobra apenas uma para permutar entre elas.

Como as mesas sao idénticas, quem sentara em cada uma € irrelevante, do mesmo
modo, como as mesas sao circulares, na mesa que tiver dois nao importa a ordem
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desses dois, apenas quem sao. Sendo assim, resumi-se em um problema de encon-
trar quantas duplas nao ordenadas podemos formar a partir de 4 pessoas, ou seja,
combinagao de 4, dois a dois:

4 _ 4 43,
2 ) 2120 9 T

2%) Arvore de possibilidades ou diagrama semelhante;

1 4
YOO
NIV ANV NS NN &/ N
NN /7\(7\ .

\__/ \/ LY

o |

YYD YYD

NNV AN/

Pelo diagrama ficam evidente os 6 casos possiveis.

3%) Utilizando alguma das expressoes encontradas no decorrer deste trabalho, no caso a
expressao dada por: Proposicao 3.3.3. Um caso particular de permutacao circular
onde temos n pessoas para sentarem-se em k = n — 1 mesas circulares idénticas
sem que nenhuma delas fique vazia.

n| n [ n
El | n—1/| \2
Nesse caso, n =4 e k = 3, assim:
4 4
4] (2) -
Problema 2: Em um bar ha 6 mesas circulares idénticas. Se existem sete pessoas no

bar no momento e se deseja que cada mesa tenha pelo menos uma pessoa, de quantas
maneiras podemos organizar essas pessoas?
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Objetivos do Problema 2: Resolver o problema utilizando a nova expressao dada
pelo professor.

Justificativa do Problema 2: Verificar se os alunos entenderam com se utiliza a
expressao da Proposicao 3.3.3 e a relacao entre n e k para fins praticos nos nimeros de
Stirling.

Estratégia para a Resolucao: Esse problema poderia ser resolvido dos mesmos modos
que o anterior, mas espera-se (e pede-se) que os estudantes usem o 3° método, assim,

7 7 7! 7-6
)= (5) s e

Antes de dar sequéncia, diga que essa férmula trabalhada até o momento sé serve
para o caso do numero de pessoas exceder em apenas um o numero de mesas, e que
temos também as seguintes férmulas que podem ser utilizadas nos casos de 2 e 3 pessoas
a mais que mesas, respectivamente’.

=g (5) o [0 ]=G)0)

Problema 3: O que aconteceria se retirdassemos uma das mesas no problema anterior?
Qual o nimero de formas diferentes de se sentar agora?

Objetivos do Problema 3: Descobrir qual expressao das apresentadas utilizar e re-
solver o problema através dela.

Justificativa do Problema 3: Verificar se os alunos escolheram expressao da Pro-
posicao 3.3.2 e entenderam como ¢é utilizada.

Estratégia para a Resolugao: Esse problema poderia, em teoria, ser resolvido dos
mesmos modos que o primeiro, no entanto envolveria situacoes muito complexas no
primeiro tipo de solugao e muitos desenhos no segundo, portanto espera-se (e pede-se)
que os estudantes escolham (com argumentos légicos) e usem uma das novas expressao
dadas, o que se encaixaria no 32 método, assim,

1 20 7! 6
{ 7 }:1(3-7—1)(7>: 0.7 _5. 785 4

79 3 43 7 32

Comprovando que se fosse feito pelo diagrama, seria um trabalho imenso (175 desenhos!).

1 As expressdes foram demonstradas nesse trabalho nas Proposicoes 3.3.2 e 3.2.1, respectivamente,
mas nao se aconselha passar qualquer demonstragao para os estudantes, ji que isso foge do nosso
objetivo.
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Problema 4: E se, depois de retirada a mesa do item anterior, chegasse mais uma
pessoa, qual o total de maneiras distintas delas se sentarem agora?

Objetivos do Problema 4: Descobrir qual expressao das apresentadas utilizar e re-
solver o problema através dela.

Justificativa do Problema 4: Verificar se os alunos escolheram expressao da Pro-
posicao 3.3.1 e entenderam como é utilizada.

Estratégia para a Resolucao: Esse problema poderia, em teoria, ser resolvido dos
mesmos modos que o primeiro, no entanto envolveria situacoes muito complexas no
primeiro tipo de solucao e muitos desenhos no segundo, portanto espera-se (e pede-se)
que os estudantes escolham (com argumentos légicos) e usem uma das novas expressao
dadas, o que se encaixaria no 3° método, assim,

8 8\ (8 8-7 8- 7-6-5
{8—3]_(Q><4>_ 5 1.3.2 =7-8-7-5=1960.

Comprovando que se fosse feito pelo diagrama, seria um trabalho imenso (1960 dese-
nhos!).

Dependendo da turma, podem haver duvidas sobre como ou quando utilizar cada
formula, nao apresente a resposta diretamente! Tente chamar a atencao dos alunos para
a diferenga entre os dois valores no nimero de Stirling em cada igualdade é a diferenca
entre o numero de mesas e pessoas em cada problema, a partir dai deixe por conta deles e
apenas avalie seu desenvolvimento de acordo com os critérios que achar mais importante
em sua turma naquele momento (participagao, desenvolvimento, resposta final, etc).
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Conclusao

Durante o trabalho foram feitas recapitulagoes (capitulos 1 e 2) de vérios temas
do Ensino Médio e Superior com o intuito de chegar no climax com o leitor preparado
para ele, a apresentagdo dos numeros de Stirling do primeiro tipo (capitulo 3) e uma
proposta de aula factivel (capitulo 4).

De modo geral, as demonstracoes e escritas matemaéticas foram feitas do modo
mais claro possivel, e todo seu desenvolvimento foi justificado através da utilizacao

posterior, seja para demonstracoes futuras ou exemplos, mesmo que apenas no capitulo
final.

O Capitulo 4 nao teve demonstragoes, mas foi focado na parte pedagdgica, através
da Engenharia Didatica, uma dinamica norteadora para elaboragao e analise de situacoes
didaticas que possuam objetivo de criar um cendario de aprendizagem significativa em
sala de aula. Acreditamos ter chego num resultado satisfatério com uma proposta de
plano de aula que pode (e deve) ser adaptada para a realidade de cada professor, mas que
é uma possivel ferramenta para mostrar aos estudantes que muitas vezes temos diversas
maneiras de resolver um problema e ainda trabalhar diversos conceitos com eles, como:
combinacao, polinomios, operagoes com nimeros inteiros e fragoes.
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