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RESUMO

Foram estudados aqui um pouco da visdo metafisica da infinitude de Deus e as inter-
pretacoes acerca disso que moldaram minha atual opinido a respeito. H4 a apresentacgao
de alguns famosos paradoxos da Matematica e histérias sobre o desenvolvimento da
idéia do infinito. Passa-se pela idéia de cardinalidade e da existéncia de infinitos maio-
res que outros, bem como de séries; comecando por sequéncias curiosas que podem
despertar o interesse nos alunos pelo assunto, ampliando o conceito para a convergéncia
e a aplicacdo de uma famosa série. O trabalho termina propondo atividades para serem

aplicadas junto a alunos do ensino fundamental e médio.

Palavras-chave: infinito, cardinalidade, limite
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ABSTRACT

A little bit of the metaphysical point of view of God’s infinity and interpretations
about it that shaped my current opinion on were studied here. We presents some
famous mathematical paradoxes and stories about the development of the idea of the
infinite. One passes through the idea of cardinality and the existence of infinities greater
than others, as well as series; we start with some curious sequences that could arouse
students’ interest to the subject, applying the concept for convergence and it’s role on a
famous series. The work ends by proposing activities to be applied to elementary and

high school students.

Keywords: infinity, cardinality, limit
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INTRODUCAO

O espacgo, a fronteira final...
Audaciosamente, indo onde nenhum
homem jamais esteve!
— James Tiberius Kirk, Star Trek
Com essa frase, iniciava-se a série de ficcao cientifica "Star Trek", que foi exibida
nos EUA de 1966 a 1969, e reprisada no Brasil durante boa parte da década de 1970
e 1980. Tendo gerado vdrios filmes para o cinema, com releituras nos anos de 2009
a 2016. A velocidade de dobra espacial da nave, muitas vezes superior a velocidade
da luz era impossivel para nossos conceitos de Fisica, mas altamente adequada para
um universo ficcional. Mesmo com essa velocidade tremenda, tudo que conseguia era
percorrer pequenas fragcdes do espaco. Qual seria o tamanho do Universo? E de Deus?

Quando se comeca uma contagem, existe um fim nisso?

O termo infinito tem alguns significados principais: o Matemdtico que se preocupa
com a qualidade de uma grandeza, o teoldgico que procura néo limitar um potencial

divino, e o metafisico, que trata da ndo completude, de algo que nédo pode ser acabado.

O proposito deste trabalho é iluminar algumas dessas visdes, concentrando-se na
Matematica; na aplicacdo do conceito de infinito em séries e alguma de suas aplicagoes,

trazendo também algumas possibilidades de atividades para aplicacdo no Ensino Médio.
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ALGUNS ASPECTOS METAFiSICOS DO
INFINITO

— Guido Grandi, monge e matematico

italiano nascido em 1671.

Em 1703, Guido Grandi publicou Quadratura Circula et Hyperbolae per Infinitas
Hyperbolas Geometrice Exhibitata, onde, explorando a série {1 —1+1—1+1...},

concluiu que Deus havia criado o mundo a partir do nada.

Seu raciocinio baseou-se inicialmente na ordenacdo dessas séries: caso rearranjasse a

série separando o primeiro elemento, obteria:
1+(-1+D+(-1+1D)+(—-1+1)...=1,
mas com um agrupamento diferente obteria:
Q-1+ -D+A—-1+...=0.

Ja que se tratam da mesma série, teriamos que 0 = 1, de onde concluiu que do nada foi
criado 1, a unidade, entio Deus teria criado do nada, toda a existéncia. Como veremos,

o erro de Grandi foi tratar séries infinitas da mesma maneira que as séries finitas.

Aristételes! criou a idéia de Infinito potencial, como algo que nio seria real, nem
qualidade de uma realidade. Deu a isso um significado que seria o de algo que nédo
pudesse ser percorrido, por ndo poder ser visto, ou aquilo que pudesse ser percorrido

em uma parte, mas ndo em sua totalidade; ja que néo teria fim. Analisando assim,

Discipulo de Platdo e mentor de Alexandre Magno, Aristételes foi um filésofo grego do século V a.C. com
trabalhos que percorrem as areas da fisica, metafisica, leis da poesia e do drama, mudisica, l6gica, a retdrica,
0 governo, a ética, a biologia, linguistica, economia e a zoologia; sendo ainda o autor do primeiro sistema

estruturado de filosofia ocidental. Ver [4]



ALGUNS ASPECTOS METAF{SICOS DO INFINITO

conclui-se que sempre se poderia obter algo de novo, finito, mas diferente. Usando
o tempo como um parametro familiar, diria-se que o dia, apesar de finito é sempre

diferente.

Plotino percebeu que o Infinito seria alguma coisa que nao pode ser exaurido, em
termos de grandeza ou de numero de suas partes; a primeira sendo encaminhada ao

infinitamente grande, e a segunda, ao infinitesimal.

Usando de um menor rigor conceitual um pouco menor na linguagem, filésofos da
escolastica? da Idade Média, que utilizavam o conceito de inexauribilidade e de nio
completude. Sdo Tomas de Aquino concordou com os primeiros fildsofos ao afirmarem

que: "as coisas derivam do primeiro principio ao Infinito".

Sdo Tomds, em sua Suma Teolégica®, afirma que algumas coisas sdo movidas e tudo
o que é movido é movido por outro. Ja que ndo € possivel retornar até o infinito
nos moventes e movidos, torna-se necessario haver um primeiro motor; um primeiro

principio, que é Deus.

1.1 A LOGICA DE SAO TOMAS DE AQUINO E A INFINITUDE DE DEUS.

Sado Tomas de Aquino, um representante da escolastica(3), no seu Artigo 7, sobre a
infinitude de Deus, questiona as suposicoes correntes sobre o criador, destruindo-as,

logo em seguida, com sua logica e rigor.

Quando afirma que tudo que é infinito, é imperfeito, por estar implicando em
caracteristicas da parte e da matéria, conclui que Deus ndo € infinito, ja que ele é
perfeito. O infinito e o finito se referem a matéria e como Deus ndo tem corpo, nio
poderia ser infinito. Outra conclusdo é que aquilo que estd em um lugar e ndo estd em
outro ¢€ finito naquele local, ou estaria em toda parte, também tem-se que aquilo que é
uma outra coisa nao poderia ser outra, como a madeira ndo poderia ser ferro. Se Deus

¢ apenas ele mesmo e nada mais, ndo poderia ser de substancia infinita

A Filosofia Escoldstica ou simplesmente Escoléstica, foi uma das linhas da filosofia medieval. Surgiu na
Europa no século IX e permaneceu até o inicio da Renascimento, no século XVI. A escolastica , além de
seu carater filoséfico, apresentou-se como um método de pensamento critico, influenciando as areas do

conhecimento das Universidades Medievais. Ver [7]
Suma Teoldgica ou Summa Theologica (por vezes Summa Theologiz) € o titulo da obra basica de Sao

Tomas de Aquino, frade, tedlogo e santo da Igreja Catdlica, um corpo de doutrina que se constitui numa
das bases da dogmatica do catolicismo e considerada uma das principais obras filoséficas da escolastica.

Foi escrita entre os anos de 1265 a 1273. Ver [15]



1.2 CARTAS ENTRE HENRY MOORE E DESCARTES

Sado Tomas enfrenta esses questionamentos alegando que a matéria é limitada pela
forma, e nédo o inverso; se o infinito atribuido a matéria é imperfeito, mas o infinito
atribuido a uma forma sem matéria seria perfeito. E Deus que foi atribuido a si mesmo,

e em nenhum lugar mais, € portanto, perfeito e infinito.
Limitantes se referem a matéria, a quantidades, e isso niao pode ser vinculado a Deus.

Se a subsisténcia de Deus se dd nele mesmo, e em nenhum outro, o temos distinto de

todos e qualquer, caracterizando-o como tnico em seu poder e infinitude.

1.2 CARTAS ENTRE HENRY MOORE E DESCARTES

Henry Moore, nascido em 1614, foi um poeta inglés e filésofo de religido mais
conhecido do chamado Platénicos de Cambridge. René Descartes, nascido em 1596,

era um cientista, matematico e filésofo francés.

Descartes abandonou a escola de Aristételes e desenvolveu uma ciéncia baseada na

observacao e experimentacao, recebendo o titulo de pai da filosofia moderna.

Houve uma troca de cartas entre Henry Moore e Descartes sobre o Infinito e Deus e
algumas com certa agressividade. Henry questionando inicialmente o porque Deus nao
poderia dividir a matéria ad infinitum, se assim determinasse. Descartes afirmou que se
a divisdo da matéria fosse estendida ao infinito, isto colocaria fronteiras a Deus ja que
ele nunca terminaria de dividir, ja4 que essa acdo é infinita, o que seria um limite para
ele. Moore reconhece a infinitude de Deus e sua presenca em todos os lugares, ndo
fazendo sentido imagina-lo inativo por ndo estar em algum lugar, portanto o espago

deveria ser igualmente infinito.

Descartes alega ser crivel um Deus infinito, mas ndo um espaco infinito, como também

ndo seria concebivel medir o nada, algo que néo existe.

Henry investe dizendo que se Deus quisesse destruir esse mundo e , em algum
momento depois, séculos, ou segundos, reconstrui-lo, teria se passado alguma unidade
de tempo mensuravel, o que indica ser possivel medir esse lapso em km , 1éguas ou

outra unidade.

Descartes revida afirmando que se ndo existisse o mundo,haveria muito menos
qualquer unidade de mensuracdo. Afirmar algo nesse calibre seria definir Deus como
um ser temporal, mutdvel. Pode haver a infinitude de Deus, mas ndo a do mundo

material.



ALGUNS ASPECTOS METAF{SICOS DO INFINITO

Moore continuou com algumas divergéncias quanto a Descartes e insistiu quanto
a presenca de anjos, almas e do préprio mundo em Deus. Descartes saiu distinto em
alguns conceitos apds o contato com Moore. Persistiu na infinitude de Deus e a ndo
infinitude do mundo, acreditando ser um objeto intelectual e imaginativo impor limites
a um mundo fisico enquanto Santo Anselmo afirma ser Deus um ser que ndo podemos

pensar maior (ens quo maius cogitari nequit).

1.3 AS DIMENSOES DO UNIVERSO CONHECIDO

Quando se fala sobre o Universo; suas dimensdes, sua idade, quando comparadas a
qualquer referéncia nas civilizacoes humanas ou em sua nocdo corriqueira de distancias,
isto se torna inimagindvel. A comecar pelo inicio que teria ocorrido no Big Bang
hd aproximadamente 13,7 bilhdes de anos, tornando-se necessdrio entao, recorrer a
analogias que incluem até o ano-luz, que € a distancia que a luz percorre em um ano, o

que valeria 9,46 trilhdoes de Km. Um ntimero absurdo e incompreensivel para nés.

Para que isso se torne mais digerivel, pensamos em nossa Via Lactea com sua dimen-
sdo de 100.000 anos-luz sendo representada por um cm, em uma trena cosmica que

faria com que Andrémeda, a galdxia mais préxima da nossa estar a 27,5 cm.

Chamamos de Universo Conhecido, o que a humildade humana teve a coragem de
reconhecer como incapaz de mensurar em seu tamanho total, um didmetro aproximado
de 93 bilhdes de anos-luz. Em nossa trena Cdésmica teriamos entdo, a Via Lictea
representada por um cm, enquanto o Universo Conhecido ocuparia um medida de 9,3
km.Quando retornamos ao diametro real, de 93 bilhdes de anos -luz, observamos que o
universo continua em expansao a uma velocidade de 73,2 quilémetros por segundo por
megaparsec. (Um megaparsec é igual a 3,26 milhdes de anos-luz, ou cerca de 3 x 10'°
km).



O INFINITO: ALGUMAS HISTORIAS

2.1 CALCULANDO O COMPRIMENTO DE UMA CIRCUNFERENCIA

Outro local onde a nocao de infinito aparece quase que obrigatoriamente, ainda que
disfarcadamente, é no cédlculo do famoso ntiimero 7, definido como a razéo entre o

comprimento de uma circunferéncia e seu diametro.

Culturas ancestrais ja haviam percebido que o comprimento da circunferéncia e o
didmetro eram multiplos e que esse multiplo era aproximadamente 3. Os babilonios,
por volta de 2000 A.C a 1600A.C, ja utilizavam a aproximacdo de 3% para o 7, mas

Arquimedes! foi o primeiro a adotar um método sistemético para calcular o valor de 7.

Sendo a geometria grega tao ligada a poligonos com suas linhas retas, o circulo,
com suas curvas, foi limitado, por Arquimedes por dois poligonos: um, interno, com
um perimetro menor que o circulo, e outro, com um perimetro maior. A ideia é que
o comprimento do circunferéncia estd em algum lugar entre o perimetro o poligono

interno e o perimetro do poligono externo.

1 Arquimedes de Siracusa (Siracusa, 287 a.C. — 212 a.C.) foi um matematico, fisico, engenheiro, inventor, e

astrOnomo grego.
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A) B)

D)

Figura 1: Poligonos internos e externos ao circulo.

Para facilitar sua vida, Arquimedes seccionou os lados de um hexagono regular,
obtendo figuras com 12, 24, 48 e até 96 lados. Seus cdlculos provaram que 3% <7<

31, 0 que se encontra entre 3, 1408 e 3, 1429.

Para obter uma maior precisdo, Arquimedes deveria aumentar o nimero de lados
do poligono. Mas ainda assim, por maior que fosse o niumero de lados usados por
Arquimedes, a conta nunca seria exata, uma vez que a circunferéncia ndo é um poligono.
Assim, este processo iterativo de bisseccdo deveria ser feito infinitas vezes para calcular

o valor exato de 7.

Com isso tudo Arquimedes ndo conseguiu provar que 7t era de fato irracional, entdo

optou por admitir que alvez néo fosse.

Hoje conhecemos outros métodos iterativos para calcular o valor de 7r, mas todos
eles com a mesma limitacdo: para obtermos o valor exato seriam necessarias infinitas

iteracoes.

O valor de 7 ja foi calculado com bilhdes de casas decimais, por pura curiosidade
ou para testar poderosos computadores. Um numero assim tem pouca utilidade, ja
que com 5 ou 6 decimais se consegue boa aproximacdo para a maioria dos problemas
praticos. Em dezembro de 2006, Yasumasa Kanada e uma equipe de 9 pessoas com o
supercomputador Hitachi SR8000, calculou o 7t com 1,24 trilhdo de casas decimais, em

um esfor¢o computacional de 600 horas (25 dias ininterruptos!)



2.2 HOTEL DE HILBERT

2.2 HOTEL DE HILBERT

Por volta de 1900, o matemdtico David Hilbert, com seu interesse peculiar pelo

infinito pensou em um Hotel incomum: um hotel com infinitos quartos.

Figura 2: Uma das representacdes do Hotel.

Em uma certa época, o Hotel de Hilbert estava lotado quando apareceu um turista e
pediu um quarto. Em um hotel finito, por maior que fosse, o viajante ndo conseguiria
acomodacdo, mas ndo neste hotel. O gerente afirmou ao turista que apenas pediria
a pessoa do Quarto 1 que se mudasse para o Quarto 2; a pessoa do quarto 2 que se
mudasse para o quarto 3, a pessoa do quarto 3 que se mudasse para o quarto 4, a
pessoa do quarto #n se mudaria para o quarto n + 1, e assim por diante. E deste modo o

quarto 1 ficaria livre e o turista poderia se acomodar ali.

Figura 3: Deslocamento do quarto original para o quarto seguinte.

Em um hotel comum, finito, isso ndo daria certo, porque a pessoa com o0 maior
numero nao terd para onde ir; mas em um hotel infinito, ndo ha um quarto com o maior

numero.
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Logo apos a resolucao desse problema, chega um 6nibus com infinitos passageiros
sentados nas poltronas 1,2,3, etc. O gerente logo percebeu que ndo poderia utilizar
o mesmo método anterior, porque mesmo que pedisse que milhGes de pessoas se
deslocassem milhGes de quartos a frente, isso s liberaria milhdes de quartos, o que

nao seria o suficiente!
T T T
AERRRRRRRRRRRRRRRNRNRRRRRRRRRRRREEENDN

-
<

Figura 4: TED Ed.O Paradoxo de Hilbert-Jeff Dekofsky

Pensou entdo em pedir que o ocupante do quarto 1 se deslocasse para o quarto 2,
que a pessoa do quarto 2 se deslocasse para o quarto 4, que a pessoa do quarto 3
se deslocasse para o quarto 6 e assim por diante. Em geral, a pessoa do quarto n se
deslocaria para o quarto 2n. Isso faria com que todos os quartos impares fiquem livres,

o que acomodaria aos turistas do 6nibus infinito.

Quando todos os passageiros do 6nibus infinito haviam se acomodado, chega 4 porta
do hotel , infinitos 6nibus com infinitos passageiros em cada um. O gerente disse que

apesar do hotel estar lotado, ele conseguiria acomodar todos.

A maneira como pensou isso, € genial. O gerente pediu que se alinhassem os 6nibus
lado a lado e re-enumerassem as poltronas usando uma ordem em diagonal. A poltrona
1 do primeiro O6nibus receberia o nimero 1, a seguir a poltrona 2 do primeiro 6nibus
receberia o numero 2, a poltrona 1 do segundo 6nibus ficaria com o nimero 3, e assim
por diante. Em geral, nesta nova ordem a poltrona n do 6nibus k seria sucedida pela
poltrona n — 1 do 6nibus k + 1, e quando n fosse igual a 1, a préxima poltrona seria a
k+1 do 6nibus 1.

O que parecia impossivel; colocar todos os infinitos passageiros de infinitos 6nibus
em um Onibus de infinitos lugares, se tornaria possivel, ja que cada pessoa receberia
um numero diferente e poderiam entdo, seguindo essa ordem, ser alocados no primeiro
onibus. E essa situacdo, de apenas um Onibus com infinitos passageiros, o gerente ja

sabia resolver.



2.3 O PARADOXO DE ZENAO - AQUILES E A TARTARUGA.

Esta histéria esta contada em diversas fontes, e os leitores interessados podem

procurar mais informacoes em [11] e Ver [2].

2.3 0 PARADOXO DE ZENAO - AQUILES E A TARTARUGA.

Zenao de Eléia foi um pensador grego que nasceu em 489 A.C e continuou com alguns

questionamentos de Parménides, de quem era discipulo, a respeito do movimento.

Aristoteles afirmou que Zendo fundou a dialética, que é um caminho entre idéias,
levando a outras idéias. Foi criador também de paradoxos, que tem sua palavra formada

por para (contrario) e doxo (opinido), o que dé o significado de opinido contréria.

Zenao propds que fosse feita uma corrida entre Aquiles, o herdi grego, e uma

tartaruga.

Aquiles e a Tartaruga.

Aquiles era o herdi mais veloz, de acordo com a mitologia grega. Segundo Zenao,
em uma corrida entre os dois, se fosse dada uma pequena vantagem para a tartaruga,
Aquiles nunca a alcancaria. Isso porque apds algum tempo, Aquiles chegaria no ponto
onde a tartaruga estava, mas nesse instante, a Tartaruga ja haveria se movido, ficando

um pouco a frente.

Para ilustrar isso, pode-se construir uma tabela, imaginando com numeros adequados
para facilitar o calculo, que Aquiles correria a uma velocidade absurda de 100 m por

segundo, e a tartaruga a uma velocidade incrivel de 10m por segundo.

Instante (t) | Posicdo da tartaruga (x;) | Posicao do heréi (s;)

to 100 0
t 110 100
t 111 110
ts 111,1 111

Tabela 1: Posi¢cdes de Aquiles e da tartaruga em funcéo do tempo.
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Tal problema ficou conhecido como paradoxo de Zendo, e se baseava na idéia que
o espaco € infinitamente divisivel e que, para Zendo, o movimento nao existia, sendo

apenas uma ilusao.

Do modo como colocamos acima, seriam necessarias infinitas iteracbes como as
mencionadas acima para que Aquiles encontrasse a tartaruga. Mas isso gera a pergunta

de quanto tempo essas infinitas iteracoes demorariam para serem feitas?
Utilizando os acima e imaginando um movimento uniforme, teriamos:
e S, = 0m (posicéo inicial de Aquiles);
e St =100m (posicdo inicial da tartaruga);
e V4 =10m/s (velocidade de Aquiles);
e Vr =100m/s (velocidade da tartaruga)

Assim, caso os dois se encontrassem, isso deveria acontecer no instante ¢ para o qual
SA+VA't=ST+VT-t,

onde ¢ é o tempo transcorrido medido em segundos.
Ou seja,
0+ 100t = 100 + 10¢.
: _ 10
Concluindo que t = .

Isso mostra que as “infinitas” iteracOes descritas acima deveriam acontecer em apenas
10/9 segundos!!

Voltaremos a esse problema nos préximos capitulos!

2.4 ALEF-ZERO: O MENOR DOS INFINITOS.

No problema do Hotel de Hilbert vimos o infinito como uma quantidade, como o
“total de elementos” em um dado conjunto. Seja ele quartos em um hotel ou poltronas
em um Onibus. Vimos também que nossa intuicdo quando se trata de quantidades
infinitas nem sempre funciona, e que infinitos 6nibus com infinitos lugares cada um, de

algum modo possuem um total de poltronas igual a apenas um destes 6nibus.

Essa dificuldade de lidar com o infinito € histérica, e aparece em diversos outros

contextos. O trecho abaixo é de 1638 :Discorsi e Dimostragioni Matematiche Intorno a



2.4 ALEF-ZERO: O MENOR DOS INFINITOS.

Due Nuove Scienze, de Galileu (discursos e demonstracoes matematicas relacionadas a
duas novas ciéncias) foi ligeiramente editado, quando da publicagédo de [12] por Ian

Stewart, que reproduzimos abaixo em mais uma traducgao livre para o portugués.

"Salviati: Nao podemos falar de quantidades infinitas como sendo uma
maior ou menor que ou igual a outra. Suponho que vocé saiba quais
numeros sdo quadrados e quais néo sao.

Simplicio: Estou perfeitamente ciente de que um nimero ao quadrado
é aquele que resulta da multiplicacdo de outro nimero por si s6; assim
4, 9, etc., sdo numeros ao quadrado que vém da multiplicagédo 2, 3, etc.,
sozinhos.

Salviati: Muito bem; e vocé também sabe que, assim como os produtos
sdo chamados de quadrados, os fatores sdo chamados de lados ou raizes.
Portanto, se eu afirmar que todos os numeros, incluindo quadrados e ndo
quadrados, sdo mais do que quadrados, eu direi a verdade, ndo devo?

Simplicio: Certamente.

Salviati: Se eu perguntar mais adiante quantos quadrados existem, pode-
se responder verdadeiramente que existem tantos quantos o nimero cor-
respondente de raizes, ja que cada quadrado tem sua propria raiz e cada
raiz seu proprio quadrado, enquanto nenhum quadrado tem mais de uma
raiz e ndo hd raiz mais de um quadrado... Dado isso, devemos dizer que ha
tantos quadrados quanto nimeros porque eles sdo tdo numerosos quanto
suas raizes e todos os niimeros sdo raizes.

Sagredo: O que entdo devemos concluir nessas circunstancias?

Salviati: Até onde eu vejo, sé podemos inferir que a totalidade de todos os
numeros € infinita, e os atributos ’igual’, 'maior’ e ‘'menor’ ndo sado aplicaveis

a quantidades infinitas, mas apenas a finitas."

De um modo muito livre, matematicos se utilizam do termo infinito, indicando, de
um modo ndo tdo rigoroso, alguma coisa cujo tamanho nédo possa ser determinado
com numeros inteiros comuns nem com numeros reais. Ja que esse “nimero”, nao é
encontrado, substitui-se por “infinito”, mas o infinito ndo € um nimero, nem tampouco
o maior dos nuimeros possivel. E os conceitos de ordem e igualdade normalmente
aplicadas para numeros sdo mais complicados de entender quando lidamos com o
infinito (ver [13] e [14]).

Mas a intuicdo de Salviati estava errada em um ponto: é possivel comparar infinitos,

dizendo que um é menor que o outro. Cantor engendrou um modo de comparar
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conjuntos infinitos, definindo o total de elementos do conjunto dos naturais como sendo

o menor dos conjuntos infinitos e o batizando de Ny.

Seus conhecimentos da cultura hebraica justificam a escolha desse simbolo: ele é
a primeira letra do alfabeto hebraico, representando boi, forga, lideranca e também
um valor numérico: 1 ou 1000; sendo que para o 1 ha a interpretacgéo religiosa da
unicidade de Deus, e para o 1000, a semente da multiplicacdo, a infinidade, os mistérios

inefaveis de Deus.

As palavras seguintes comecam com a letra X, em hebraico:

Ein Sof - infinitude de Deus
Ehad - um

Eloim - Deus

N representaria a unicidade de Deus e um novo comeco para a Matematica.

Criancas que aprendem a contar, normalmente pensam em um nuimero gigantesco
como 1.000.000, ou quem sabe, 1.000.000.000. Mas quase que imediatamente sentem
a necessidade de explorar qual seria o maior de todos, e percebem que adicionando um

a qualquer ntimero pensado, obtém-se um ainda maior.

Cantor raciocinou que os conjuntos seriam cole¢des de objetos e que criancas também
compartilham do conceito que conjuntos tem a mesma quantidade de elementos quando

estes podem ser postos em correspondéncia.

S6 haveria um modelo de conjunto infinito caso houvesse a possibilidade de corres-
ponder um conjunto infinito com qualquer outro infinito. Cantor definiu entdo que
o conjunto de niimeros inteiros seria o conjunto infinito basico e também definiu um
conjunto contavel como aquele que pudesse ser colocado em correspondéncia com o

conjunto dos niimeros naturais.

O conjunto dos inteiros é obviamente contavel, fazendo a correspondéncia com si

mesmo.

— > =
N <— N
W > W
NQEPIENNN
g1 <= O,



2.4 ALEF-ZERO: O MENOR DOS INFINITOS.

No Hotel de Hilbert vimos a correspondéncia

= <= N
N <— W
W <=
B~ < O
gl <— O

E Salviati prop0s a seguinte correspondéncia entre quadrados perfeitos e niimeros

naturais dada por

149 16 25
111113
123 4 5

Cantor denominou seus ntimeros infinitos de cardinais, mas o nome que acabou
sendo usado foi o de cardinais transfinitos ou cardinais infinitos e provou que poderia
associar os numeros racionais aos nimeros naturais e fazer a contagem, obtendo o

mesmo cardinal: o N.

Usando um argumento diagonal similar ao usado no problema do hotel de Hilbert,

Cantor ordenou os racionais entre O e 1 da seguinte forma:

W=
(6118
[S1][¢8)
Ul
NG

WIN
I
Q=
=

N=
W=

Dessa maneira, conseguiu escrever todos os racionais possives, e associando a cada um
deles um natural correspondente, conseguiu mostrar que os nimeros racionais possuem

a mesma cardinalidade .

Cantor descobriu também que existem infinitos maiores que outros. A cardinalidade

do continuum, ou cardinalidade dos nimeros reais, representada por I', € maior que Ny.

Voltaremos a falar disso nos préximos capitulos!
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Hotel de Hilbert

Se um hotel possuisse infinitos quartos,
todos ocupados, e aparece mais um
hdspede querendo um quarto, como o
gerente poderia resolver esta situacdo?

— David Hilbert, matematico aleméo

3.1 CONTANDO ELEMENTOS EM UM CONJUNTO

Se for perguntado a alguma pessoa: "Qual dos conjuntos possui mais elementos?"
{0,1,2,3,4,5...} ou {1,2,3,4,5...}

€ bem provavel que a resposta seja o primeiro, porque tem o zero a mais. No entanto,
se perguntar a um Matematico, ele vai dizer que os dois conjuntos tem a mesma

quantidade de elementos.

Para compreender isso precisamos primeiro entender o que Cantor fez para para

“contar” e comparar conjuntos infinitos.

Precisamos, a principio, mensurar a quantidade de elementos de um conjunto.
Representaremos entdo por 1n(A), a cardinalidade, que é a quantidade de elementos do

conjunto A.

Disso temos, para conjuntos finitos, que se A C B, entdo n(A) < n(B),ese A C B, A

tem menos elementos que B, ja que n(A) < n(B).
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Mas essa relacdo ndo abarca conjuntos infinitos, ja que por exemplo, o conjunto dos
naturais estd completamente contido no conjunto dos inteiros e ambos tem a mesma

cardinalidade.
Ver [3]

Podemos entender essa proposta, quando definimos o que é conjunto infinito e
como contar seus elementos. Conta-se o numero de elementos de um conjunto finito,
retirando um elemento desse conjunto (que pode ser uma colecdo de revistas, um
grupo de brinquedos...) e associando a ele o niumero 1, retiramos mais um elemento e
associamos o nuimero 2, e assim consecutivamente, até que se acabem os elementos a

se contar.

Desse modo, para a contagem do numero de elementos de um conjunto do tipo:
{O, A, 11,0}, teriamos que retirar um elemento, por exemplo, () e associar-lhe o
numero 1; extrair um elemento do conjunto restante (A,I1, ®) por exemplo, A, e
associar-lhe o nimero 2;extrair IT ou ® do conjunto restante, por exemplo, IT e
associar-lhe o nimero 3; e por ultimo, retirar o elemento ©, associando-lhe o nimero
4 ordem em que ¢ feita essa escolha ndo tem importancia e, ao fim desse processo,

dizemos que o conjunto {(), A,I1,®} tem 4 elementos, como vemos na Figura 5.

Oe—
A o—

©Oe

Figura 5:

E preciso observar que a ordem com que vio acontecendo as extraces é indiferente.
Poderiamos ter extraido inicialmente o elemento ® e associado a ele o numero 1; ao
elemento IT, associarmos o nimero 2; ao A, associariamos o numero 3; e finalmente,
ao elemento () ,associariamos ao numero 4. J4 que se exauriram os elementos, o

procedimento € interrompido, e dizemos que o conjunto tem 4 elementos.



3.1 CONTANDO ELEMENTOS EM UM CONJUNTO

V

~—l’

©3a>O

Figura 6:

Afirmamos, desse modo, que um conjunto tem n elementos, se realizamos uma
bijecdo entre os elementos deste com o conjunto de nimeros naturais I, = {1,2,3...n}.

Deve ser observado que somente o conjunto vazio possui O elementos.

Definicdo 3.1. Dado um numero natural n, dizemos que um conjunto A tem #n elemen-
tos, ou que A tem cardinalidade n (representado por n(A) = n), se podemos estabelecer

uma relagdo de bijecdo entre os elementos de A e o conjunto de niimeros naturais
{1,2,3..n}.

Dizemos que um conjunto A é finito se existe algum natural n tal que n(A) = n.

Chamamos de infinito aquele conjunto que nao é finito.

Segue dai que dois conjuntos finitos A e B tem a mesma cardinalidade quando

podemos estabelecer uma correspondéncia biunivoca entre estes conjuntos.

u A
Q) B
vV oe— -0 ('
0
D
A B

Figura 7:
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Essa é uma conclusdo importante, pois pode ser facilmente aplicada a conjuntos

infinitos, nos permitindo entdo comparar a cardinalidade de conjuntos infinitos.

Definicao 3.2. Dois conjuntos quaisquer A e B terdo a mesma cardinalidade quando
houver uma bijecdo entre A e B. Dizemos assim que A é equipotente a B,ou A ~ B, e

também que n(A) = n(B).

Quando discutimos o hotel de Hilbert e a definicdo de Cantor para ¥, comentamos
sobre algumas destas bijecoes. Ali estdvamos especialmente interessados em bijecoes
com os numeros naturais, que a partir de agora denotaremos por Ny = {0,1,2,3...} e

N; ={1,2,3,4...}, quando quisermos ou néo incluir o 0.

Tais bijecOes tem um significado especial na matematica, uma vez que os numeros
naturais sdo os numeros usados para contar. Portanto, assim como identificamos
conjuntos finitos com subconjuntos dos naturais, tomaremos IN; como referéncia para

estudar a cardinalidade de conjuntos infinitos.

3.2 CONJUNTOS ENUMERAVEIS

A partir de agora estudaremos mais a fundo, e de maneira um pouco mais formal,

uma classe importante de conjuntos, chamados de enumeréaveis.

Definicdo 3.3. Diremos que um conjunto B é enumeravel quando B for finito ou
quando existir uma bijecdo f : IN; — B. Neste caso, chamaremos f de uma enumeragdo

dos elementos de B.

Mais explicitamente, escrevendo f(1) = x1, f(2) = xo,..., f(n) = x,, ...}, temos que

B={x1,x2- X}

Como anteriormente, definiremos por I, o conjunto I, = {1,...,n} dos niimeros

naturais de 1 a n. Ou seja,

L ={peN;1<p<n}.



3.2 CONJUNTOS ENUMERAVEIS

Vale recordar que o conjunto vazio tem zero elementos, e que o conjunto B para o

qual exista algum n € IN e uma bijecédo
¢:I, =B

tem 7 elementos (ou cardinalidade n).
Sao consequéncias das defini¢oes:
A) cada conjunto I, € finito e possui n elementos;

B) se f: A — B é uma bijecdo, um desses conjuntos € finito se, e somente se, 0 outro

7

e.

Os conjuntos enumeraveis infinitos formam uma classe bastante rica de conjuntos,
e foi tentando entender estas relagdes que alguns dos problemas que discutimos no

capitulo anterior tiveram origem.

O que fizemos no problema do hotel de Hilbert (e que voltaremos a tratar com mais
detalhes) foi mostrar algumas propriedades importantes de tais conjuntos, como o fato
deles possuirem subconjuntos préprios de mesma cardinalidade, ou mesmo que a unido
de uma quantidade enumeravel de tais conjuntos é ainda enumeravel! Tais resultados
sdo altamente contra-intuitivos, e por isso voltaremos a eles com mais calma um pouco

mais a frente.

Mas antes, vamos entender melhor algumas relacées e propriedades dos conjuntos

finitos.

3.2.1 Conjuntos Finitos

A seguir elencaremos alguns resultados sobre conjuntos finitos, a maior parte deles
bastante intuitivos. Apresentaremos também a prova da maior parte deles, e algumas

consequéncias interessantes.

Comecemos estudando os conjuntos I, e seus subconjuntos.
Proposicao 3.4. Seja A C I,. Se existir uma bijecdo f : I, — A, entdo A = .

Demonstragdo. Para mostrar este resultado, usaremos inducdo em .

O resultado € claro para n = 0, uma vez que o Unico conjunto com cardinalidade 0 é

0 vazio.
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Supondo entdo que o resultado seja vdlido para um certo n, consideremos uma

bijecdo f : I,.1 — A.

Tomando entdo a = f(n + 1), a restricdo de f a I, fornece uma bijecdo ' : I, —
A —{a}.

Assim, se tivermos A — {a} C I, entdo pela hipdtese de inducéo, concluiremos que

A—{a} =1I,,deondetemosa=n+1e A = [,,1.

Se, porém, néo tivermos A — {a} C I, entdo deve-se ter n +1 € A — a. Neste caso,

existe p € I, tal que f(p) = n+ 1. Entdo definiremos uma nova bijecéo

g:I,s1 — Apondo g(x) = f(x)sex # pex #n+1, enquanto g(p) = a,g(n+1) =n+1.
Agora , a restricdo de g a I, nos dard uma bijecdo ¢’ : I, - A — {n+1}. Evidentemente
A—{n+1} C I,,donde A = I;4;. O

Do mesmo modo, se existem duas bijecbes ¢ : I, — Be ¢ : I,, — B, deve-se ter

m = n(B) = n.

Outra consequéncia € que ndo pode existir uma bijecdo f : B — Y de um conjunto

finito B sobre uma parte prépria Y C B.

De fato, sendo B finito, existe uma bijeco ¢ : I, — B. Seja A = ¢ }(Y) = {k € I, :
¢(k) € Y}. Entdo, como ¢ é uma bijecdo e Y é parte propria de B, sabemos que A é

uma parte prépria de I, e a restricdo de ¢ a A fornece uma bijecdo ¢’ : A — Y.

Agora, se f : B — Y é uma bijecfio, a composta ¢ = (¢/) 1o fog : I, — A seria
entdo uma bijecdo de I, sobre sua propria parte A , o que contradiz Proposicédo 3.4.

Portanto, ndo existe bijecdo f.

O resultado abaixo é bastante intuitivo e velho conhecido dos estudantes de ensino
médio. E conhecido na combinatdria como “principio aditivo”. Em geral ele é colocado

de maneira mais informal, mas equivalente.

Proposicao 3.5. Sejam A, B conjuntos finitos disjuntos, com n(A) = m e n(B) = k. Entdo

A U B € finito e possui m + k elementos. Ou seja, n(A U B) = m +k.

Demonstragdo. Dadas as bije¢des ¢ : Iy, - Be ¢ : I, - A, definamos a fungéo
¢:Lysk = AUBpondo ¢ (x)=¢(x)sel <x<m,el(x)=p(x—m)sem+1<x<

m+k Como AN B = @, constata-se que ¢ é uma bijecdo, o que prova o resultado. [
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O resultado pode ser facilmente generalizado para unides de finitos conjuntos disjun-
tos. Ou seja, dados Bj ..., By conjuntos finitos , dois a dois disjuntos, com m; ..., my
elementos respectivamente, entdo By U - - - U By € finito e possui mq + - - - + m + k ele-

mentos. Em outras palavras

n(BiU---UBy)=n(By)+---+n(By).

Outras consequéncias importantes sdo as seguintes:
1. Se A, B sdo finitos e A C B, entdo n(A) < n(B);
2. Se A, B séo finitos, entao n(A U B) < n(A) + n(B);

Para o primeiro resultado acima, basta notar que B = A U (B — A) e portanto, como
AN(B— A) =@, temos

n(B) = n(A)+n(B — A) > n(A).

Para o segundo seguimos a mesma ideia, escrevendo agora AUB =AU (B — A), e

como B — A C B temos do resultado anterior que
n(AUB) =n(A)+n(B— A) < n(A) +n(B).
Para finalizar, vamos mostrar um resultado importante caracterizando subconjuntos
finitos de nimeros naturais. =
Seja B C IN ndo-vazio. As seguintes afirmacdes sdo equivalentes:
(a) B é finito;
(b) B é limitado;

(c) B possui um maior elemento.

Demonstragdo. Provaremos que (a) = (b), (b) = (c) e (¢) = (a).
(a) = (b) Seja B = {xq...,x,}. Pondo p = x1 +--- +x,, temos x < p, para todo

x € B, logo B ¢ limitado.

(b) = (c). Supondo B C N limitado, segue que o conjunto A = {p € N,p >
n para todo n € B} é ndo vazio. Tome entdo p € A. Sabemos que p > n para todo

n € B. Agora temos duas possibilidades:

e podemos ter que p € B, o que faria dele o maior elemento de B, concluindo o

resultado;
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e podemos ter que p ¢ B. Neste caso tomamos p; = p — 1. Como p # n para todo

n € B, entdo p > n e p; > n para todo n € B.

Se p; ainda ndo estiver em B, repetimos o segundo passo acima, gerando um nimero
p2 = p1 — 1 = p — 2.Pelo Principio da Boa Ordem, que apregoa que todo subconjunto
de nimeros naturais possui um menor elemento, seguimos assim até encontrar py € B.

E neste caso, teremos p; como o maior elemento de B.

Pelo Principio da Boa Ordenacdo, existe p, € A, que é o menor elemento de A.
Afirmamos que deve ser pyinB . Dessa maneira, se fosse o p, ¢ B, entdo terfamos
px > n para todo n € B. Como B # @, isto obrigaria pgp > 1 ,donde py =p1+1<mne
como supomos pyx ¢ B, px > n , seria um absurdo. Entdop; > n para todo n € B. S6

que isto significa que

(c) = (a) Se existe p € B tal que p > n para todo n € B, entdo B C I,, portanto B é
finito e n(B) < p.

3.2.2  Os conjuntos infinitos enumerdveis

Como acabamos de ver conjuntos finitos se comportam de maneira bastante intuitiva
e compreensivel. Quando unimos elementos a um conjunto finito, por exemplo, sua
cardinalidade sobe. Da mesma forma, um subconjunto préprio de um conjunto finito B,

ndo pode ter a mesma quantidade de elementos, devendo ser efetivamente menor.

Mas nenhuma destas afirmativas podem ser feitas quando estamos lidando com
conjuntos infinitos. O problema do hotel de Hilbert nos mostrou que ao incluir um
héspede em um conjunto infinito de hdspedes, o “total de hdspedes” ndo muda! Ou

seja, a cardinalidade do novo conjunto é a mesma.

Trazendo para o contexto apresentado neste capitulo, ao mover cada hdspede n para
o quarto n + 1, o que o gerente estava fazendo era definir a bijecdo f : Ny — IN; dada

por f(n) = n+1, e mostrando que a cardinalidade de INy e IN; sdo a mesma.

Como vimos anteriormente, conjuntos que podem ser associados a IN; via uma
bijecdo sdo conhecidos como enumerdveis e sua cardinalidade é a mesma de IN;. Cantor
denominou tal cardinalidade de N, e estava interessado em entender se existem outras

cardinalidades infinitas diferentes, e se estas poderiam ser ordenadas de alguma forma.



3.2 CONJUNTOS ENUMERAVEIS

Nesta secdo vamos estudar mais a fundo os conjuntos infinitos enumeraveis, come-

cando a responder a pergunta feita por Cantor.

Comecaremos tentando entender por que Cantor dizia ser Ny o “menor infinito”

possivel.

Para isso vamos apresentar dois resultados iluminadores!
Teorema 3.6. Todo subconjunto B C IN; é enumerdvel.

Demonstragdo. Se B for finito, entdo o resultado segue naturalmente.
Se B for infinito, definiremos recursivamente uma bijecédo f : IN; — B.

Para isso, faca f (1) = menor elemento de B. Defina entdo D; = B — {f(1)} e faca

f(2) = menor elemento de D;.

Temos assim que f(1) < f(2) e se D, = B—{f(1), f(2)}, entdo para todo x € Dy,
temos x > f(1) > f(2).

Prosseguindo da mesma forma escolhemos f(3) = menor elemento de D,. E com
isso temos f(1) < f(2) < f(3), e para todo x € D3 = B— {f(1), f(2), f(3)}, temos
f) < F@) < fB) < x.

Assim, recursivamente, dado n € INy, se temos f(1) < f(2) < --- < f(n) em B, tais
que paratodo x € D, = B—{f(1),...(n)}, vale que f(1) < --- < f(n) < x, entdo

podemos definir f(n + 1) = menor elemento de D,,.

A funcdo assim definida tem que f(n) < f(m) sempre que n < m e, portanto, é
injetiva.

Por outro lado, se existisse algum x € B — {f(1), f(2), ...}, teriamos por construcdo
que x € D, para todo n € IN; e, portanto, x > f (n), qualquer que fosse n € IN;. Entdo

o conjunto {f (1), f(2),...} C N seria limitado, e portanto finito, o que é um absurdo.

Isso mostra que f ¢ sobrejetora, e portanto uma bijecéo. O

Antes de mais nada, é importante observar que apesar do resultado acima estar

enunciado e demonstrado para niumeros naturais, é possivel mostrar que

Proposicdo 3.7. Dado um conjunto A enumerdvel, qualquer subconjunto B, finito ou
infinito de A, também serd enumerdvel. Reciprocamente, se um conjunto B ndo for

enumerdvel e estiver contido em outro, este também ndo serd enumerdvel.
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Tal resultado ja mostra que ndo existe cardinalidade infinita menor que Yy, o que é

confirmado pelo resultado a seguir.
Proposicao 3.8. Todo conjunto infinito B contém um subconjunto infinito enumerdvel.

Demonstragdo. Para mostrar o resultado acima, vamos construir um conjunto A C B e

uma bijecdo f :IN; — A.
Para isso, comece tomando um elemento b; € B qualquer, e defina f(1) = b;.

Como B ¢ infinito, B — {b;} é também infinito. Tome entdo b, € B — {b;} e faga
f(2) = bs.
Siga este processo, definido elementos by, k € IN; com f(k) = by.

Defina entdo A = {b, by, ...} e note que a fungéo f definida é uma bijecdo de IN;

para A.

De fato, se by € A entdo f(k) = (bx), e a fungdo € sobrejetora. E para ver que é
injetora, basta notar que para cada i < j, b; foi escolhido em B — {by,...,bi,..., bj_l},
e portanto f(i) = b; # b; = f(j).

Segue assim que A C B é enumeravel.

O]

Além de estabelecer 8y como a menor cardinalidade infinita, temos ainda uma forma

alternativa de caracterizar conjuntos infinitos, dada no corolario abaixo.

Corolério 3.9. Um conjunto B € infinito se, e somente se, existe uma bije¢do f : B =Y

de B sobre um subconjunto préprio Y C B.

Com efeito, ja sabemos que se B é finito, tal bijecdo nédo existe. E portanto, se uma

tal projecao existir, B sera claramente infinito.

Reciprocamente, se B ¢ infinito, entdo B contém um subconjunto infinito enumeravel
A={ay,ay,...}. Facaentdo Y = (B— A)U{ay,as4,...,az,,...}. Evidentemente, Y é
uma propria parte de B (note que a7 ¢ Y). Definimos uma bijecdo f : B — Y pondo

f(x)=xsex € B—Ae f(a,) = az,, concluindo o resultado.

Tal definicdo foi, de certa forma, dada por Dedekind para conjuntos finitos. Dedekind
dizia que: "Um conjunto € finito se, e somente se, ndo admite uma bijecdo sobre sua

propria parte".
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A seguir temos dois resultados sobre como aumentar conjuntos enumeraveis sem
alterar sua cardinalidade.

Proposicdo 3.10. A unido de um conjunto finito com um conjunto enumerdvel é um

conjunto enumerdvel.

Demonstragdo. Seja A = {ay,...,a,} o conjunto finito e B = {by,...,b,} o conjunto

enumerdvel. A correspondéncia biunivoca entre N e A U B serd assim:

1 2 ... n n+l n+2
N Il O
a dp ... dyp bl bz

Proposicao 3.11. A unido de conjuntos enumerdveis é enumerdvel.

Demonstragdo. Se A = {ay,ay...} e B={by,b,...} s@o dois conjuntos enumeraveis
entdo A U Bé enumerdvel, bastando fazer a correspondéncia biunivoca abaixo:

1 2 3 4 5 6

N

ap by ax by az bz

Que também poderia ser escrito como f (a,) =2n—1e f (b,) =2n O

3.2.3 A Cardinalidade dos demais conjuntos numéricos

Para concluir o capitulo vamos estudar rapidamente a cardinalidade dos conjuntos

numeéricos mais estudados no ensino médio: Z, Q e R.

A CARDINALIDADE DO CONJUNTO DOS NUMEROS INTEIROS  Este é bastante
simples. Comec¢amos a enumerar a partir do zero, depois 1, —1,2, —2 e assim, sucessi-

vamente, sempre um positivo e um negativo.

Desse modo, conseguimos enumerar todos os elementos de Z. A figura a seguir

ilustra essa idéia.
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7\

$ & &
-4 J

1

=/

Figura 8:

A ideia acima pode ser resumida na seguinte funcdo f : Ny — Z:

Ln se  néimpar

fy=3 *?

, se n épar.

N3

Para mostrar que f é injetora, facamos 1, e n, € IN tal que n; # ny e dividamos isto

em trés casos:
1. Se n; é impar e n; é par, pela definicdo de f temos f (n1) < 0e f(n2) > 0, e
portanto f (n1) # f (n2);

2. Se nq e ny forem ambos pares, dividindo ambos os membros da desigualdade

ny # ny por 2, temos 7 # 2, o que implica f (1) # f (12);

3. Se ny e np forem ambos impares, multiplicando ambos os membros da desi-

gualdade n; # ny por *71 e somando %, temos 1_2”1 # 13”2 o que implica
f(m) # f (n2).

Desse modo, concluimos que f ¢ injetora. Agora, para provar que também ¢ sobre-
jetora, peguemos a € Z qualquer. Vamos provar que existe n € IN tal que f (n) =ae

dividamos isto em trés partes:
1. Sea =0, basta tomarmos n = 1, assim f (n) = f (1) = 5= =0

2. Sea > 0, basta tomarmos n = 24, assim f (n) = f (2a) = 5 = a
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3. Sea < 0, basta tomarmos n = —2a+1, assim f (n) = f(—=2a+1) = %2“”) =

2a _
7—&

Concluimos assim que, como esperado, Z é enumeravel.

A CARDINALIDADE DOS RACIONAIS  Para demonstrar que os racionais (Q) sdo
enumeraveis, admitamos que cada par ordenado (a, b) corresponda ao nimero . To-
mando apenas uma das fragdes equivalentes, podemos enumerar os racionais positivos

como na figura abaixo.

~ _| ~ |
- e

. 1 - L

1A 2 3 14 145
-~ .-_.-"' |_" .._.-"'

2/1 2. 23 Tm4 25

= |
LI - -

3 T Tws s 3m

~1
-

[' an - W2 43 M 45

AEA

Figura 9:

Observa-se com facilidade que todos os nimeros racionais positivos aparecerao, ja que
Q* = {§ : a,b € N}. Este argumento, dado por Cantor, demonstra a enumerabilidade

dos racionais positivos.

4 por —%, mostramos a enumerabilidade dos racionais negativos Q~, e
portanto, como

Q=Q"uQ u{o},

temos que Q é também enumeravel!

A CARDINALIDADE DOS REAIS A cardinalidade dos reais ¢ um problema um pouco
mais complicado. Conseguir uma enumeracado dos reais como fizemos com Z e Q
parece um trabalho complicado. Facamos entéo o trajeto contrdrio, e vamos supor que
existéncia de tal enumeracdo, e ver o que conseguimos extrair de informacao sobre tal

funcao.

Quem sabe este estudo ndo nos ilumina um pouco o caminho a seguir.
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Para facilitar, vamos nos ater ao intervalo |0, 1[ onde todos os nimeros podem ser

escritos da forma 0, ayaza3 ... 4a; ..., sendo 0 < a; <9 com k € INj.

Suponhamos agora que este intervalo seja enumeravel, e tome uma correspondéncia
biunivoca f : N; —]0, 1[. Temos assim que

( f(l) = 0, ai1a12a13 ... A1 - - -

f(2) = O, 214220423 ... Ag) . . .
f(3) = 0, a31a32433 ...43k . . .
f(n) _ f(4) = O, 41042043 ... a4k - . -
f(k) = 0, A1 Aoay3 - . - Ak -« - -

flk+1) =0, a0:1)180+120(k+1)3 - - - A+ 1)k - - -

Considere agora o numero d = 0, b1bobs ... b ... onde para cada k € Ny, by = ag + 1
se ay. 79, e by = 0 se ay = 9. Note que by # ay, para todo k € INy, mas como ay
€ o k-ésimo digito decimal de f(k), segue que d # f(k) para todo k € Ny, e f néo é
uma bijecdo. Convém ressaltar que a representacdo decimal pode ndo ser tnica, ja que
temos 1 =0.999....

Concluimos assim que R nao é enumerdvel, e podemos dizer que sua cardinalidade é

efetivamente maior que a cardinalidade de INj.

Isso mostra que existem outras cardinalidades infinitas distintas de ¥y. Outros
conjuntos com cardinalidades ainda maiores podem ser construidos, mas isso foge ao

escopo deste trabalho.
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4.1 SEQUENCIAS E UMA NOVA NOGAO DO INFINITO

No capitulo anterior vimos o papel dos niimeros naturais na contagem de elementos
em um conjunto. Isso nos ajudou a dar uma nocéo formal ao que chamamos de infinito.
Esse talvez seja o primeiro uso histérico destes nimeros, mas certamente ndo € o
unico. Outro uso, que de certa forma apareceu no capitulo anterior, é na ordenacéo de

elementos em um conjunto.

Mas antes de entrarmos em detalhes, vamos lembrar que os numeros naturais

carregam consigo uma relacdo de ordem natural, dada por
1<2<3<--<n<n+l1<---.

Tal ordem, associada com a nao-finitude de tal conjunto, nos leva a uma nova nocao de
infinito, ligeramente diferente daquela que ja vimos. Podemos, neste contexto, chamar

de infinito algo que é maior que qualquer niimero natural n.

Note que ndo chamamos infinito de namero, por que de fato ele nao é. Nao conse-
guimos operar com infinto, assim como operamos com ntimeros regulares. Podemos
até dizer que oo + co = oo, mas dificilmente podemos dizer algo sobre co — co ou mesmo

00 /00.

Essa noc¢do de infinito esta presente em um conceito importante na matematica

superior, raramente trabalhada no ensino basico: o limite.

Para alcancar tal conceito, primeiro precisamos rever o que entendemos por sequén-

cia.
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Os numeros 3,6,4,8,10,5,5, nesta ordem, podem, a primeira vista, ndo terem sentido,
mas é a representacdo em digitos de marcas encontradas em um osso de macaco, na a
atual regido da Reptblica Democratica do Congo, datando de 22 mil anos atras: o 0sso
de Ishango. Outras ranhuras presentes neste osso ofertam outros conjuntos ordenados
de nimeros que ndo parecem ser aleatdrios, nem tampouco indicam a caracterizacdo de
simples registros de quantidades, como um criador faria para controlar o seu rebanho
de animais, mas sugerem um pensamento mais refinado, com a possibilidade de serem

dados acerca de periodos lunares e de ciclos menstruais de mulheres.
Estes sdo exemplos do que chamamos de sequéncia.

Em uma linguagem coloquial, sequéncia pode se referir a uma sucessdo ordenada de
elementos. Tal ordem pode ser cronolégica, de dimensdes ou outra. Em Matematica,
uma sequéncia ou sucessao (a1, 4z, 43, ...) € uma funcdo cujo dominio é um conjunto

contavel totalmente ordenado.

Quando enumeramos os elementos de um conjunto enumeravel, como fizemos no
capitulo anterior, estamos criando uma sequéncia. Mas ¢ importante observar que

sequéncia se diferenciam de conjuntos em dois aspectos fundamentais:

1. uma sequéncia pode conter elementos repetidos. A famosa sequéncia de Fibonacci,
onde um termo € dado pela soma dos dois termos anteriores, ¢ em geral escrita

como (1,1,2,3,5,8,13,21,34,...), e possui os dois primeiros elementos iguais;

2. em uma sequéncia estamos especialmente interessados na ordem dos elementos.
Ou seja, precisamos saber comparar dois elementos na sequéncia, dizendo qual

vem primeiro e qual vem depois.

Durante o ensino médio estudamos dois tipos particulares de sequéncias: as progres-

sOes aritméticas (PA) e geométricas (PG).
As PAs ndo definidas pela equacao
Apyl = An + 1,
onde r é conhecida como razdo da PA.

Assim, os nimeros impares positivos podem ser vistos como uma PA de razédo 2 e

a = 1.
Ja as PG’s sdo formadas pela multiplicacdo sucessiva de um termo. Ou seja
Ap41 = an - q/

onde mais uma vez, q ¢ chamada de razdo da PG.
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Neil Sloane iniciou em 1963, uma colecdo de sequéncias numeéricas que considerava
interessantes. Em 1973, ja possuia 2400 delas e as publicou em um livro. Com o
surgimento da internet, sua colecdo cresceu até se tornar a “On-line Encyclopedia of
Integer sequences”, com cerca de 200 mil itens, sendo ampliada pela participacdo de
matematicos profissionais, amadores e alguns curiosos, a uma ordem de crescimento

de quase 10 mil por ano.

Cada sequéncia recebe uma classificagcdo pela posi¢do em que foi colecionada por
ele. A (A4)0,0,0,0..., formada exclusivamente por zeros, foi a 4% a ser adicionada, a
(A100000)3,6,4,8,10,5,5,7( a do osso de Ishango), esta na posi¢do 100 mil.

Ha algumas séries muito curiosas , como a bestial (A51003)666,1666,2666,3666,4666

Essa sequencia tem esse nome por conter o nimero 666 em sua expansado decimal,
que no capitulo 13, versiculo 18 do Apocaipse da Biblia Sagrada, é apresentado como o

numero da besta:

"...Aqui hd sabedoria. Aquele que tem entendimento, calcule o ntimero da
besta; porque é o ntimero de um homem, e o seu niimero € seiscentos e sessenta

e seis."

Mais conhecida e cercada de mistérios , é a (A197298) =2, 3,5,7,11, 13,17, 19, 23,
29, 31, 37, 43, 47, 59, 73, 97, 107, 109, 139, 179, 233, 263, 277, 283, 337, 347, 409,
419, 547, 643, 683, 809, 811, 821, 823, 863, 983, 991, 997, 1031, 1193...a sequéncia
dos nimeros primos. Euclides provou que os nimeros primos sdo infinitos, mas sdo os
embates cognitivos para desvendar qual seria o préximo ntimero primo que ilustram a

angustia humana pelo conhecimento.

4.1.1 Limites de sequéncias

Comecemos um exemplo. Para isso considere a PG de razao % definida por

paran > 1, e tome a; = %

E facil concluir que

an = 7
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e portando a sequéncia é dada por

111
"478" 16’

N —

Uma pergunta que aparece naturalmente é: o que acontece com a sequéncia a medida

que os valores de n aumentam?

7 .

Neste caso, quando 7 é grande 1/2" é muito pequeno, ficando cada vez mais préximo
de 0. Mais do que isso, dado qualquer valor € > 0, ndo interessa o qudo pequeno seja,
sempre encontramos # tal que 1/2" < e. Ou seja, a medida que n cresce, a sequéncia

chega arbitrariamente préximo a zero.

Quando isso acontece dizemos que “o limite de % quando n tende ao infinito € igual a

0”, e denotado por

Dada entdo uma sequéncia infinita (a1, a2, . . .) qualquer, estamos agora interessados
em saber qual o seu comportamento quando 7 cresce indiscriminadamente (1 tende ao
infinito).

Em alguns casos, como o da PG acima, é possivel encontrar um valor do qual a
sequéncia se aproxima a medida que n cresce. Neste caso, quando a, fica arbitraria-
mente proximo a um valor L a medida que n aumenta, dizemos que “o limite de a,

quando n tende ao infinito ¢ igual a L”, e denotamos por

lim ay = L.
n—oo

Neste texto ndo queremos entrar em maiores detalhes sobre estes limites. Os leitores

interessados podem procurar saber mais sobre o tema em [9].

Considere agora a sequéncia dada por

"n+1’

Cujos primeiros termos sao:

WIN
IS
Uil

NI—=
~

Observe que
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Mas a medida que n cresce, 1/n fica arbitrariamente perto de 0, fazendo com que a,

fique arbitrariamente proximo de 1. Ou seja

lim " =1.
n—oo 11+ 1

Para terminar considere a sequéncia a,, = (—1)", e observe que a sequéncia toma a
forma (—1,1,—1,1,—1,1,...). Ou seja, os termos da sequéncia ficam alternando entre
—1 e 1, e ndo se aproximam de nenhum numero especifico. Neste caso dizemos que o

limite da sequéncia ndo existe.

4.2 SERIES

Comecemos lembrando um exemplo que ja comentamos anteriormente: a prova da

Criacdo de Grandi.

Na soma infinital —1+1—1+1—1+...., dependendo da maneira que agruparmos

isso, encontramos resultados aparentemente diferentes. Podemos ter
1-H+1-1D)+AQ-1+...=0,

ou ainda
1+1-1D)+1-D+1A-1)+..=1.

Mas se as duas sdo a mesma soma, teremos que 0 = 1? Grandi interpretou isso como
a unidade sendo criada a partir do nada, mas tudo o que isso mostra na realidade é que

somas infinitas precisam ser melhor definidas.

Dada entdo uma sequéncia infinita de niimeros
ul/u2/u3/~"/ui’ll"'/
queremos dar sentido a soma infinita

Uy +ux+us+... (41)

que passaremos a chamar de série. Os valores uy, Uy, us, ..., Uy, ... serdo chamados de

termos da série.

Para dar um sentido a essa soma infinita, vamos comecar definindo

Sy =Up+Up+ U3+ -+ Uy.
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como a n-ésima soma parcial da sequéncia (u1, up, .. .).

A série uq + up + - - - serd definida entdo a partir do comportamento da sequéncia de

somas parciais, quando # tende ao infinito.

Mais precisamente, se

lim s,
n—oo

existe, diremos que a série u; + up + - - - converge e

Uy +up +---= lim s,.
n—oo

Se s = lim,,_, S, ndo existe, dizemos que a série é divergente ou que ndo tem soma.

Exemplo 4.1. Na prova de criacido de Grandi tentamos estudar a série

1—1+1—1+1—1+---

As somas parciais seria dadas entdo por

s1=1
sp=1—-1=0
s3=1—-1+1=1
s4=1—-1+1-1=0

A sequéncia se somas parciais fica alternando entre 0 e 1, sem se aproximar de

nenhum valor especifico. Deste modo

lim s,
n—oo

ndo existe e a série diverge.E além disso, as séries absolutamente convergentes nao

dependem da ordem de sua apresentagao.

Exemplo 4.2 (A série geométrica). Examinemos a série

a+ag+agt+.... (4.2)



4.2 SERIES

dada pela soma dos termos de uma progressao geométrica de primeiro termo a e razao
q.
Paraa,q #0e g #1 temos

Sp=a+aq+---+ag"" L.

E portanto

gsn = aq +aq* +- - - +aq".

Segue assim que

(1—q)sp=5y—qsp=a+ag+---+ag" ' —(ag+ag*+---+aq") =a— aq".

Concluimos assim que

n

19
1—q

Sy =4

Para analisar o valor da série, primeiro note que

1. Se |gq|< 1 entdo 4" — 0 quando n — oo, e por consequéncia ,

_gn
lima1 7__1
n—eo  1—g 1—9¢g

Isto significa que se |g|< 1, a série (4.2) converge e sua soma é

a+aq+aq2+-~-=1%q

. —gh ~
2. Se |g|> 1, entdo |g"|— oo, quando n — oo, e portanto a sequéncia at qq ndo se

aproxima de nenhum valor fixo quando 7 cresce. Portanto lim,,_,« s, ndo existe.

De modo que se |q|> 1 a série (4.2) diverge.

3. Seg=1,asérie (4.2) temaformaa+a+a... enesse caso s, = n-a. Neste caso
dizemos que

lim s, = o0
n—oo

e a série diverge.
4. Se g = —1, a série(4.2) toma a forma
a—a+a—a+...

E, neste caso,
0, népar
Sn = s 7
a, néimpar

Portanto, s,, ndo tem limite, e a série diverge.
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4.3 CRITERIOS DE CONVERGENCIA DE SERIES

Encontrar valores fechados para séries, como no caso das séries geométricas conver-
gentes, ndo € sempre uma tarefa facil. De fato, o simples fato de determinar se uma

série converge ou nao pode ser complicado.

Nesta secao vamos dar alguns critérios que nos ajudam a decidir se a série converge

ou nao.

4.3.1 Condigdo necessdria para convergéncia de uma série.

Seja uma série uy + up + Uz + - - - + Uy ... convergente , com lim,_, 5, = S.

Note que, como o limite mede o comportamento da sequéncia para valores cada vez
maiores de 7, vale também que
lim s,_1 =s.
n—o0

Mas note que s, — s, _1 = U,, de modo que

Iim u, = lims, — lims,_1 =s—s=0.
n—oo n—oo n—oo

Mostramos assim que para que uma série seja convergente, seus termos devem tender

a 0, quando 7 tende ao infinito.

Corolario 4.1. Se o n-ésimo termo de uma série ndo tende a zero, quando n — oo, a série

diverge.

4.3.2 Critério D’Alembert (ou da razdo).

Se em uma série com termos positivos

Up+up+uz+---+uy+... 4.3)
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a relacdo de (n + 1)-ésimo termo com n-ésimo quando n — oo , tem um limite finito 1,

ou seja,

.U
lim 1 =1 (4.4)
n—oo Uy
entao,
1. a série converge se | < 1,

2. a série diverge se [ > 1,

3. quando [ =1, o teorema néo consegue identificar a convergéncia ou divergéncia

da série.

Demonstracdo: Abaixo vamos apenas pincelar as ideias principais da demonstracao.

O leitor interessado pode procurar mais detalhes em [9].

1. Sejal < 1, escolha um nimero g tal que [ < g < 1.

qg—1 g—1

0 Up+1 q 1
Unp

Figura 10:

Como “L estd se aproximando de /, deve haver um momento que a sequéncia
n
passe a ficar abaixo de g (caso contrdrio, ela ficaria a uma distancia maior que

g — [ de ). Ou seja,
Un+1
Uy

<q, (4.5)
sempre que n > N para algum valor grande de N.
Segue que paran > N

UN+1 < qUN

UN+2 < qUN+1 < qzuN

UNs < quns2 < PUN

E portanto u, < ¢" Nuy = q”;‘—ﬁ’,, para todo n > N.
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A convergéncia vai sair do exame de duas séries:

Up+Up+Ug - +U;+... (4.6)
e

UN Un nUN

LY R\ LA ST 4.7)

C]N qu q qN

A série (4.7) é uma progressdo geométrica com razéo positiva g < 1, e portanto
converge. Os termos da série (1), a partir de uy,1, SA0 menores que os termos da

série (4.7). E com isso € possivel concluir que a série (1) também converge.

. Sejal > 1 Entdo, da igualdade

. Upy
lim 2= =]

n—co Uy

, podemos deduzir que a partir de certo termo N

Up+1

Un

Figura 11:

a desigualdade ”1’;—;1 > 1ou u,,1 > uy, para todos os n > N.

Isto significa que os termos da série crescem, a partir de um N + 1, e , por isso, o

termo comum nao tende a zero.

Exemplo 4.3. Estudar a convergéncia da série




4.3 CRITERIOS DE CONVERGENCIA DE SERIES
3n+1 3
[=1lim — + —
n—oo (m+1)!  n!

) 3n+1 nl
b= lim v X 3

I <1, a série converge.

Exemplo 4.4. Estudar a convergéncia da série

oozn
Loy

=1

. Upyl
[ = lim
n—oo Uy,

2n+1 on
= li - —
n 5 n+1) =n

2n+1 n

2 > 1, a série diverge.
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Exemplo 4.5. Estudar a convergéncia da série

> n
Zn+1

=1

. Up+1
I = lim
n—oo Uy,
. n+1 n
I = lim e

= lim Z(H%t%)
e 2 (1+5)
=1

Com [ =1, o critério D’Alembert ndo consegue identificar se a série converge ou diverge.

4.3.3 Critério de Cauchy(ou critério da raiz).

O préximo critério apresentaremos sem demonstracao.

Se em uma série com termos positivos
Ur+Up+Uz - +U;+... (4.8)

o valor \/u, =1, quando n — oo, ou melhor:

lim /u, =1

n—o0

entao:
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1. sel < 1, a série converge,
2. sel > 1, a série diverge.
Demonstracao:

1. Seja !l < 1. Examinemos um numero que satisfaz a desigualdade 1 < g < 1. A

partir de certo numero n = N , tem lugar a relacdo

|V = 1< q—1

de onde se deduz que

n/un < q
para todos os 7 > N . Agora examinemos as séries:
UL +Up+Ug -+ Uy + Uppl + Upo ... (4.9)
g g g4 (4.10)

A série 3.10 converge porque seus termos formam uma progressdo geométrica
decrescente. Os termos da série 3.10, a partir de u,, SAo menores que 0s termos

respectivos da série 3.9, portanto a série 1 converge.

2. Sejal > 1. Entdo. a partir de certo nimero n — N, temos:

Wy, >1
u, >1

Mas, se todos os termos da série examinada, a partir de u,, sio maiores que 1, a

série diverge posto que seu termo comum nio tende a zero.

Exemplo 4.6. Estudar a convergéncia da série
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. 2 711
l=nlglc}oﬁ>< 5
=0

Utilizando as propriedades dos limites, temos que se [ < 1, a série converge.




ATIVIDADES PARA ENSINO MEDIO E
FUNDAMENTAL I1I

5.1 JOGOS E ATIVIDADES PARA O ENSINO FUNDAMENTAL II E ENSINO MEDIO

5.1.1 Jogo dos Clones

Jogo dos Clones. https://www.geogebra.org/m/trbtxabp

Proposta: Comeca-se o Jogo dos Clones com apenas uma peca demonstrando a
movimentacdo permitida e entdo propde-se um desafio: convidar alunos a descobrirem
quais sdo as posicoes que permitem resolucdo dentre as quatro possiveis a partir de
duas ou trés pecas.(Veja fig. 5.1)

Na verdade,existe apenas uma possivel entre as quatro posicoes, mas fica mais divertido
vé-los tentando e tentando.Essa atitude pode nao ser a mais honesta possivel, mas
certamente é muito didatica.Com certa frequéncia ouvem-se comentarios como: "Mas,
Pro, tém certeza que tem mais de uma solucdo? Nos estamos tentando aqui e nada.".
Quando € respondido pelo professor que s6 ha uma solucéo e observa-se o semblante

dos alunos,a atividade ganha um brilho a mais.
Descricao:

O applet acima foi criado pelo professor Rafael Grisi no aplicativo Geogebra, e ocorre
em um tabuleiro de 8x8 casas de cores alternadas, tendo uma regido delimitada em seu

canto inferior esquerdo em formado de um L, ocupando 3 casas:
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= GeoGebra

Jogo dos Clones

Author: Rafael Grisi

Jogo dos Clones

Selecione as posicOes iniciais
7 ©
-‘/- ®0
5 ©
Vioe

vl 3o

Figura 12: Jogo dos clones - apresentacio.

O objetivo, a partir da escolha das pecgas iniciais que podem ficar em uma, duas
ou nas trés casas delimitadas, € retirar todas elas deste espago marcado a partir do
movimento basico que é clicar na peca escolhida fazendo com que ela se divida em
outras duas na posicdo imediatamente acima dela e a sua direita, deixando vago, o

espaco inicial; desde que as casas contiguas estejam ambas livres.

Apds a demonstragdo com uma tnica peca, foi pedido aos alunos, estando em duplas,
que descobrissem com qual das disposi¢des seria impossivel a retirada das pecas e que

respondessem ao questionario a seguir proposto.

Andlise das questoes do Jogo dos Clones.
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B Copia de Formulario: Jogodos Clones [ ¥ 1%

Jogo dos Clones

Retirar as bolinhas da érea marcs

aca

lnpeorwe

opgto 1

Opgao2.

opgioa

Em qual delas vocé ndo consequiu resolver? *

opgio2

opgos

opsto 1

Opgao2.

opgioa

Em qual delas voce no cor

opgio2

opgaos

nsequiu resover? *

opsio 1

Opg02.

47



48 ATIVIDADES PARA ENSINO MEDIO E FUNDAMENTAL II

Em qual das posi¢des iniciais acima vocé conseguiu resolver o problema? |_|:|

25/ 27 respostas corretas

v Opgéo 1 25(92,6%)

Opcdo 2 L2 (7.4%)

Em qual delas vocé n&o conseguiu resolver?

20 / 27 respostas corretas
Opcdo 1
< Opcdo 2

24 (88,9%)

~ Opcdo 3 22 (81,5%)

Vocé acha ser possivel resolver o problema que ficou sem solugdo, ampliando o tabuleire?

19/ 27 respostas corretas

Sim 8 (29,6%)

¥ Nao 19 (70,4%)

Figura 14: Distribuicdo das respostas.
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E se o tabuleiro fosse de tamanho infinito, vocé conseguiria resolver?

13/ 25 respostas corretas

Sim —1(4%)

v Nao 13 (52%)

Talvez —11 (44%)

Figura 15: Distribuicdo das respostas.
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Houve a participacdo de 28 alunos na atividade, e 27 responderam ao questiondrio.
Com a relacdo a questdo numero 1:"Em qual das posicOes iniciais acima vocé conseguiu
resolver o problema?"; ficou claro que os dois alunos que a erraram , ou ndo tentaram
realmente resolve-la ou ndo entenderam a proposta da atividade, tendo respondido ao

acaso, ja que apenas a primeira posicao era possivel de vitdria.

No tocante a questdo numero 2;"Em qual delas vocé ndo conseguiu resolver?";percebe-
se que um aluno nao conseguiu resolver a primeira, que era possivel, e trés alunos nao
se manifestaram-se na opcao 3, que néo era possivel de realizar , sendo entdo provavel

que ndo tenham esgotado as possibilidades e ndo quiseram opinar.

Quanto a ampliacdo do tabuleiro, a maioria (70%) percebeu que nao adiantaria

aumentar o tabuleiro para resolver as questdes insoltveis.

Perguntando sobre um tabuleiro infinito, conceito dificil de apreender, quase a metade

julgou que poderia ou talvez pudesse resolver as situagdes se o tabuleiro fosse infinito.

— Esconder c?Iculos
Reiniciar
Calculando a massa do tabuleiro infinito...
@ @ @ @ Selecione as posi??es iniciais 1% linha: 1+ % 4. =2
o
[ Xe) 2"linha:é+%+-~ =1
o 1.1 1
® o060 TS
(.) [ 3% linha : i + 3 + 5
0o
. 1 1 1
n"linha: —+ —+-.- = :
2”7] on 27!*2
Massa Total: 3.96881
000006 = 1
Massa Fora: 1.96881 Massa Total : 2+ 1+ 3 +---=4
1 1
@ ) ©) Massa Dt da Prisio 1112
@ @ @ Massa Fora da Prisao:4 —2 =2

Figura 16: Célculos mostrando a soma das areas interna e externa ao jogo.

A explicacdo busca mostrar que a soma das massas do lado de fora da prisdo, deve
ser igual a massa original dentro dela para que o jogo seja possivel. Utilizando soma
da progressao geométrica, um assunto abordado no primeiro ano do ensino médio,
¢ possivel verificar que as somas ndo se igualam, ja que na parte interna da prisao a
massa é 2 (Figura 21) , enquanto que do lado de fora é 1,96881, diferenca essa que

mostra que ndo é possivel retirar as trés bolinhas de dentro da prisao.
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5.1.2 O Tabuleiro Infinito no Jogo dos Clones

Na anélise do jogo dos clones foram dados valores as bolas que ocupam cada casa do

tabuleiro da seguinte forma
Descricdo das pegas: valores.

e 1, para a primeira bolinha do canto superior esquerdo.

%, para cada uma das trés bolinhas ao redor da primeira.

%, para cada uma das cinco bolinhas ao redor das trés secundarias.

(%)k, para cada uma das (2k+1)bolinhas ao redor das anteriores, onde k é cada

etapa , em formato de L, acrescentada para completar o formato quadrangular.

Isso associa a cada linha do tabuleiro uma PG de razdo 1/2. Com o auxilio da
série geométrica ja apresentada neste trabalho, € possivel calcular assim a massa total
presente no tabuleiro infinito quando todas as casas estdo preenchidas, concluindo que
ainda assim nao € possivel terminar o jogo termina quando come¢amos com a prisdao

cheia.
Objetivos:

Fazer com que o aluno perceba, através de algumas etapas, a Progressao Geométrica

(PG) envolvida na situacao e identifique o uso da soma de infinitos termos de uma PG.
Desenvolvimento:

Propor aos alunos que resolvam as duas questdes abaixo:

1. Qual numero quadrangular vocé deve construir para que a soma de seus elementos

(bolinhas), aproxime-se o mais possivel de 5?

2. Qual o valor maximo que vocé obteria se pudesse construir um numero qua-
drangular infinitamente grande? Pense na soma de infinitos termos de uma PG

decrescente.
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5.1.3 Numeros Poligonais e a recursividade

Tem-se quase por unanimidade que os nimeros figurados surgiram com os pitagéricos

e seus nomes baseiam-se nas figuras formadas.

L ® @
L e ° e @ @
@ ® ® e @ @ ® & @ 0
L] L B L @ @ 0 ® @ @ @ @
3 6 10 15
numeros triangulares
e & o 00
® o 0 9 ® & & 00
e e 0 ® @ 0 0 e ® 0 @0 0
LN 00 e 9 00 ® 0 9 00
] L N e e 0 e @ 0 0 e & 0 0 0
1 9 16 25

®
e ®
= °
2 e o ®
.. 0. ® .. .. ®
° e °
e e e n ¢ ® g o %o
s ® ® e, ©o e, %0 o
P e oo e o0 e ®oe o
° e e ee e eo e YRR
1 5 12 22 35

numeros pentagonais.

Figura 17: Numeros poligonais mais conhecidos.

Acredita-se que Pitdgoras surgiu com a idéia o de que esses nimeros sdo gerados a

1

partir de um gnémon - ou unidade bdsica

A origem do termo calcular vem de pedra, que em latim € calculus, ja que as primei-
ras figuras poligonais eram feitas com pedrinhas. Essas e outra histérias podem ser

encontradas em [8].

1 Na geometria, um gnémon € uma figura plana formada, normalmente, por uma figura que, adicionada a

uma determinada figura, faz uma figura maior da mesma forma.
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@ (€] @ @ (] @ @

@ (€] @ @ @ @ @ @ @

@ @ (€] @ @ @ @ €] @ @
12=1 22 =4 32=9 42—16

Figura 18: Os ntimeros quadrados tem a sua lei de formacao facilmente identificada.

Os padroes observados por Pitdgoras eram: o quadrado 2, tinha 1 + 3 pedrinhas, o
quadrado 3 possuia 1 +3 +5, e o quadrado 4 era obtido por 1+3+5+7. A soma de

numeros impares.

Percebeu, além disso, que todo nimero quadrado é a soma de dois niimeros triangu-

lares sucessivos:

Figura 19: Soma do triangular com 6 bolinhas e do triangular com 10 bolinhas.(Veja Figura 2)

E que também seria possivel sair de um numero quadrado a um ntiimero quadrado

imediatamente superior somando-se a sequéncia dos numeros impares.
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Figura20: 1+3+5+7+9

E possivel visualizar com facilidade que o enésimo ntimero quadrado é S, = n?. J4

que a soma de um numero triangular é dadapor T,, =1+2+3+---+n = H(HTH)

temos assim que, se cada numero quadrado € obtido pela soma de dois triangulares

seguidos, entdo (Ver [3])

S, =T, +T, ;= n(n2+ 1) N (n —21)71 _ 2

A recursividade: a construciio por etapas. E muito produtivo para o desenvolvimento

do raciocinio do jovem a demonstracdo de féormulas recursivas.Fica claro a necessidade
de etapas bem estruturadas ja que cada resultado é a base sobre a qual se apoia a
proxima etapa e depois, a préxima, e ai, a préxima ...
A proposta abaixo instiga a isso. Valores calculados devem ser utilizados para a
construcdo de novas etapas, ndo se chegando a um resultado pretendido sem um
caminho de passos; e por acaso, a busca de qualquer resultado nao passa por um roteiro
mais ou menos similar?

Objetivo: Construir numeros poligonais centrais de um mesmo tipo, a partir dos

anteriores, o que permitiria que os alunos tivessem acesso a férmulas recursivas.!

Desenvolvimento: A partir da apresentacdo de uma imagem e da expressao geral dos

termos, seria pedido o cdlculo de alguns outros.

Atividade:
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— i-l
5 2 I = '.Il-“
» I .
. ™ - — a8
Qa=Ch +4=3 Qi=0Q;+4x3=25
(), = (=0 +4x2=13
Qg =0 *4n
rrE ~n

Figura 21: Imagens produzidas por recursdo

Veja este numero poligonal:

A figura 23 indica que T, = T, + 3n, para todo n. Sabendo-se, por Ts = 46, calcule
T7 € Tg.

Figura 22: Primeiros termos da sequéncia recursiva.

1 A recurséo € o processo pelo qual passa um certo procedimento quando um dos passos do procedimento

em questio envolve a repeticdo completa deste mesmo procedimento.
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5.2 QUAL A COR DO SEU CHAPEU?

Proposta: Essa atividade, para um trio de alunos, com observacao da sala, pode ser

um 6timo exercicio de légica.

Jol

Gl
i |
il
|
|

Figura 23:

Vocé esta na prisao com Bastido e Alfonsino. Vocés trés estdo enfileirados olhando
somente para a frente. Vocé é o primeiro da fila, Bastdo é o segundo e Alfonsino é o

terceiro.

Um carcereiro estd com trés chapéus pretos e dois brancos e coloca aleatoriamente na

cabeca de vocés sem que ninguém veja qual o chapéu foi colocado na propria cabeca.

Alfonsino pode ver o seu chapéu e o de Bastido, mas Bastido consegue ver apenas o
seu, e vocé ndo consegue ver o de ninguém. O carcereiro propde um desafio em troca
da liberdade dos trés: "Se um de vocés conseguir me responder com total certeza qual a

cor do préprio chapéu, eu libertarei todos".

Ele pede para Alfonsino para responder primeiro eja que Alfonsino é muito inteligente

e absolutamente honesta, diz ndo saber, porque ndo ha como ter certeza.

O carcereiro inquiri entdo Bastido,que embora seja muito inteligente e extremamente
l6gico, também ignora resposta. Ele se dirige a vocé e vocé diz a cor do seu chapéu com
100% de seguranca. O carcereiro é vencido em seu desafio e é obrigado a libertar os

trés prisioneiros. Qual a cor do chapéu que vocé estava usando e como vocé sabia?

Resposta ao final.



5.3 0 ENIGMA DOS 100 CHAPEUS.

chapéus observados
vermelho vermelho  ??? =~ ------ [ TP, N

5.3 0 ENIGMA DOS 100 CHAPEUS.
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Em uma entrevista de emprego é apresentada esta charada:ha 100 prisioneiros em
uma fila indiana e cada um usa um chapéu azul ou vermelho, tendo a visdo apenas dos
que estdo a sua frentes. Nao consegue ver os que estdo atras dele e nem saber a cor de
seu préprio chapéu. Iniciando pelo final da fila, um carcereiro pergunta a cada um a
cor do proprio chapéu. Se acerta, esta livre; se erra , permanece preso.Nao € possivel
aos demais descobrir se ele acertou ou nédo a cor do préprio chapéu, embora ouca a
resposta dada. Antes da formacéo da fila os prisioneiros combinaram uma estratégia

que os ajudaria . Qual é essa estratégia. Resposta ao final.

5.4 ATIVIDADE: O ENIGMA DO CHAPEU

Objetivo:Treinar a légica dos alunos a partir de uma situacdo concreta. Material:
chapéus de cores branca e preta em quantidade suficiente para a atividade com o grupo.
Participantes: em teoria , ndo hd limitacdo, mas na pratica grupos grandes teriam
dificuldade para elaborar e chegaram a um consenso sobre uma estratégia, além do
trabalho de arrumar muitos chapéus.Sugestdo, trabalhe com grupos de 8 a 12 alunos
de cada vez, e impeca que o restante do grupo veja a resolugédo antes de chegar a sua

vez de jogar. Regras:
e Cada aluno s6 poderd olhar para os que estdo a sua frente.
e Cada aluno sé podera dizer , quando inquirido, as palavras:PRETO ou BRANCO.

e Apos a explicacdo das regras, serd dado tempo para que o grupo pense em uma

estratégia.
e Sera vencedor o grupo que obtiver o maior nimero de acertos.

e Em caso de empate, vencera o grupo que usou o menor tempo na preparagao da

estratégia.

5.5 ATIVIDADES COM FRACTAIS

5.5.1 Conjunto de Cantor

Proposta: Uma atividade em grupo enriquecedora. O aspecto visual da montagem

final faz com que o orgulho da turma realizadora afloresca, mas exige etapas precisas,
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montagens coordenadas e a escolha de cores agraddveis. O que seriam cores agraddveis?
Penso que as cores que a turma quiser usar, ja que o projeto deve ser deles, contando
apenas com nossa orientacdo e uma boa dose de entusiasmo saltitante para incentivar

a sala.
Desenvolvimento:

Ap6s leitura dos procedimentos de construcgdo, € entregue a cada grupo de 3 ou 4
alunos os recursos didaticos necessarios para a construcao das trés primeiras iteracoes.
Utiliza-se uma folha de papel A4, cola branca e 7 canudos: um para representar a
iteracdo Ky com 18 cm de comprimento, dois para representar a iteracdo K; com 6 cm
cada e quatro para representar a iteracdo K, com 2 cm cada. Apos a montagem das
iteracoes, os alunos discutem no grupo para indicar qual o numero real correspondente
a cada extremidade ali representada. Na experimentacéo registrada, constatou-se que
poucos grupos conseguiram reconhecer esses nimeros sem maiores dificuldades, sendo
que a maioria, pediu ajuda a grupos vizinhos ou ao professor. Esperava-se que a maioria

dos alunos, apds a atividade, conseguissem representar numeros racionais na reta real.
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Figura 25: Visdo tedrica apresentada aos alunos.

Na segunda parte dessa atividade, os alunos preencheram tabelas com dados referen-
tes a quantidade de intervalos, comprimento de cada intervalo e comprimento total dos

intervalos remanescentes, desde K, até Ks.

O desafio maior era obter a expressdo correspondente a Ky . A utilizagdo de tabelas
objetivou facilitar a visualizagdo de padroes numéricos ali existentes. A discussdo em
grupo dos valores a serem preenchidos visou maior interagdo entre os alunos.

Na tabela da figura 28 estdo representados os dados anotados pela grande maioria dos
alunos . A tltima linha da tabela néo foi preenchida. Isto indicou que os alunos ndo

conseguiram perceber um padrdo numérico, reconhecer os termos de cada coluna como
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Figura 26: Quadro montado pelos alunos da Professora Cacilda.

Iteracio Numero de Intervalos | Comprimento de cada | Comprimento
remanescentes intervalo total

Ko ! 1 Co=1

al 2 5 =2

K * 5 Co=1

K3 8 L Com b

Ky 16 81_1 Cu= 515_?

Ks 32 o Cs=22

Ky

Figura 27: A tabela mostra os resultados mais comuns obtidos pelos alunos.

termos de uma progressdo geométrica e encontrar a expressdo correspondente ao termo
geral dessas progressoes. Diante desse fato, a tabela foi apresentada. Com a tabela da
figura 28 preenchida e com padroes numéricos bem claros, foi possivel concluir que
os dados de cada uma delas estdo relacionados a expressao geral de uma progressao

geométrica pelos dados da iteracdo K. (Veja resolucdo apresentada na tabela 29)

Contas mais detalhadas e para outras figuras podem ser encontradas em [6] e [10].
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Iteracdo Numero de Intervalos | Comprimento de cada | Comprimento
remanescentes intervalo total

Ko 1 1 Co=1

K 2 3 Ci=3

fa 4 5 Co=14

K 8 % Cs=%

Ky 16 % Cu= ;?

Ks 32 L Com 22

K, 2n (%)n C, =2 X(%)n:(%)n

Figura 28: A tabela mostra a generalizacdo desejada a ser alcancada pelos alunos.

5.5.2 Composigdo com cubos.

Apés esclarecimentos sobre fractais e suas estruturas geométricas que se repetem em

qualquer escala, apresentam-se as imagens de alguns fractais de Mandelbrot:

Figura 29:
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Figura 30:

Apds essa ilustracdo, sdo dadas informagdes sobre a construgao dessas figuras; a idéia
de iteracoes infinitas, o uso dos computadores IBM e um pouco da histéria de Benoit B.

Mandelbrot, criador do termo fractal, em 1975.

E proposto para os alunos de um nono ano do ensino fundamental a montagem de
uma composicdo de cubos que segue o principio fractal de sucessivas iteragcdes seguindo
um determinado padrdo. A professora Cacilda revisou conceitos como diagonal do
cubo, drea total e o fato principal que cubos sdo semelhantes entre si. A figura proposta
necessita de 40 cubos de tamanhos diferentes:1 de aresta 16 cm para a primeira etapa;
3 de aresta 8 cm(segunda etapa);9 cubos de aresta 4cm( trés para cada cubo de 8cm
de aresta)para terceira etapa;27 cubos de aresta 2cm(trés para cada um dos 9 cubos de

aresta 4 cm)na 42 etapa.

Em cada iteracdo, acrescentamos 3"*!, o que resulta na progressio geométrica(PG)
(1,3,9,27...).Percedido isso, pediu-se que usando a férmula da soma de termos de
uma PG:

_ m@g"-1)
Sp= -1
fosse calculado quantos cubos sdo usados na quarta e quinta etapas desse processo.Ja

que em cada etapa, a aresta é reduzida a sua metade, obtemos outra PG:(16,8,4,2...).

Perguntando-se aos alunos, qual seria a soma de todos os termos se a sequéncia fosse
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infinita, mostra-se que quando a PG tende ao infinito com seus termos tendendo a zero

e g # 1, pode-se calcular sua soma por:

e, que nessa situagao teriamos:

S=-16 =32

- 1
1-3

e ressaltando a visdo lateral da composi¢do de cubos, observa-se um tridngulo

retangulo isdsceles com lados congruentes medindo 32 cm, se as etapas caminhassem

para o infinito.

Figura 31:
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Resolucdo-Qual a cor do seu chapeu?
Vocé esta usando um chapéu preto.

Para a resolucéo, deve-se pensar no que os outros nao conseguiram enxergar.Alfonsino
ndo teria visto 2 chapéus brancos ou teria concluido que o seu era preto( s6 havia dois
brancos).Entéo ele teria visto 2 chapéus pretos ou um chapéu preto e outro branco e

sendo assim, ndo conseguiria ter certeza sobre o seu préprio chapéu.

Depois de ouvir Alfonsino e saber que ele ndo poderia ter visto 2 chapéus brancos , a
Unica maneira que Bastido teria para responder com certeza seria ter visto um chapéu
branco a sua frente , o que determinaria que o seu era preto, mas se Bastido ndo tinha

certeza sobre o seu proprio chapéu, era porque voceé estava usando um chapéu preto.
Para mais detalher, ver [1].
Resolucao-Enigma dos 100 chapéus

A melhor estratégia para resolver a charada dos 100 chapéus é pensar em uma
situacdo em que 99 prisioneiros tém 100% de chance de serem salvos enquanto o

primeiro a ser interrogado tem apenas 50% de chance de sobreviver.

Para que a estratégia dé certo, os prisioneiros tém que concordar em um protocolo de
comunicacdo: o primeiro prisioneiro a falar deve dizer “azul” se o numero de chapéus
azuis a sua frente for par, ou “vermelho” se for impar. Com essa informacgao, os outros
prisioneiros podem deduzir se seus proprios chapéus sao vermelhos ou azuis, com base
nas cores que veem diante de si. Nesse caso, todos devem acertar a resposta, menos o

primeiro, que depende da sorte.

Para detalhes ver [5].
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