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Uma historia pontual.

o ponto So € s6 na reta real

o ponto ndo € mais so se estiver no plano

o ponto passa a ser elegante quando estd no espago

o ponto ndo estard nesta posi¢do se o real escalar e o
vetor que o orienta ndo forem gzero, mas € crivel que ld
esteve.

neste ponto, depois de um plano, fica marcado que aqui

estivemos.

(Luiz Barros Orfao)
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RESUMO

Neste trabalho, apresentamos um estudo sobre um engenho que gera a trajetoria
de um instrumento capaz de construir um “furo quadrado” a partir do movimento de
rotacdo circular simples, o destaque é uma figura de largura constante (cuja largura é a
mesma em qualquer direcdo considerada). A motivacao deste estudo sdo duas formas
geométricas planas de largura constante: a primeira € o Tridngulo de Reuleaux, que é
construido a partir de um tridngulo equilatero, tracando arcos de circunferéncia que
cobrem cada lado de um tridngulo equilétero, centralizando-se no vértice oposto, e
a segunda é uma das variacoes dos poligonos de Reuleaux. Trata-se de uma curva
construida a partir de dois tridngulos isdsceles retangulos e a combina¢do de quatro

arcos de trés raios diferentes.

Palavras-chave: Furo quadrado, Tridngulo de Reuleaux, curva de largura constante.
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ABSTRACT

In this work, we present a study about a contraption that generates the trajectory of a
device capable of inducing a “ square-shaped hole ” from simple circular rotation motion,
the highlight is a constant width figure (the width of which is the same in any direction
considered). The motivation for this study is two flat geometric shapes of constant
diameter: the first is the Reuleaux Triangle, which is constructed from an equilateral
triangle, drawing circular arcs covering each side of an equilateral triangle, centering
on the opposite vertex and the second is one of the variations of Reuleaux’s polygons.
It is a curve constructed from two isosceles right triangles and the combination of four

arcs of three different radius.

Keywords: square-shaped hole, Reuleaux triangle, constant width curve.
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INTRODUCAO

Como uma furadeira pode executar um furo quadrado?

A primeira vista pode parecer impossivel e ao conversar com as pessoas sobre isto
era motivo de desconfianca, mas ao transcorrer da apresentacdo dos argumentos e

apresentacdo de informacodes existentes sobre este tema € realmente admiravel.

A broca que faz furos quadrados se tornou uma sensacédo entre profissionais do ramo

de mecanica e curiosos em geral.

Como exemplo, é possivel construir um dispositivo mecanico que acoplado a uma
furadeira com uma ferramenta de corte com um formato especial sera capaz de re-
mover material de uma peca e gerar um furo quadrado. E claro que é possivel fazer
furos quadrados por outros processos diferentes como: estampagem, brochamento ou

eletroerosao, temas que nao serdo abordados aqui.

O objetivo é apresentar um estudo sobre uma estrutura que possibilita a trajetoria
de um elemento capaz de construir um “furo quadrado” a partir do movimento de
rotacdo “circular simples”. A motivacdo deste estudo sdo duas formas geométricas
planas de largura constante: a primeira é o Tridngulo de Reuleaux, que € construido
a partir de um triangulo equilatero, tracando arcos de circunferéncia que cobrem
cada lado, centralizando-se no vértice oposto e a segunda é uma das variacdes dos
poligonos de Reuleaux, trata-se de uma curva construida a partir de dois triangulos
isosceles retangulo e a combinagao de quatro arcos de trés raios diferentes. Essas duas
formas exemplificam a estrutura de um modelo que torna possivel a fabricacdo do “furo

quadrado”.

Usamos esta apresentacdo como motivacdo para:

* demonstrar algumas das propriedades matematicas do Triangulo de Reuleaux;

* elaborar uma forma geométrica com algumas das propriedades matemadticas do

Tridngulo de Reuleaux que gera o contorno de um quadrado;

* exemplificar o uso de um software de matematica dinamico (Geogebra) para

construcdo de figuras e funcoes;
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* relacionar uma situagao pratica e a aplicacdo com a Matematica.
* abordar uma introdugdo do estudo de geometria diferencial para curvas no plano.

* mostrar uma forma dinadmica do movimento de um ponto e o estudo de sua

trajetdria ao longo de um caminho.

Nos dois primeiros capitulos, apresentamos o Triangulo de Reuleaux e uma de suas
Variacoes, a VTR (Variagdo do Triangulo de Reuleaux), acompanhados de suas versoes
sem bicos, o TRSB (Tridngulo de Reuleaux Sem Bico) e a VTRSB (Variagdo do Triangulo
de Reuleaux Sem Bico). Como sdo suas construcoes e algumas de suas propriedades:
distancias, perimetros, areas, e mostramos duas de suas parametrizacoes. Interessante
aqui é mostrar que as parametrizacoes foram obtidas aplicando a lei dos cossenos, o
método de resolucdo da equacao quadratica e o estudo de funcoes por intervalos de

angulos.

No terceiro capitulo, justificaremos algumas propriedades das curvas de largura
constante, para esta justificativa abordaremos conceitos de Geometria Diferencial
que envolve as curvas planas, o vetor tangente, as féormulas de Frenet, o teorema
fundamental das curvas no plano e o teorema de Barbier para curvas de largura

constante.

No capitulo quatro, mostramos a ideia de como € o dispositivo que possibilita o giro
do Triangulo de Reuleaux a fim de produzir um furo quadrado, bem como a VTR. Neste

capitulo trazemos também uma abordagem de elaboracio destes objetos no Geogebra.

Todas as figuras aqui apresentadas foram feitas pelo autor e, para uma apresentacao
dinamica, muitas destas figuras sdo seguidas de links de acesso as elabora¢des desenvol-
vidas no Geogebra. Tais elaboracoes podem ser consultadas pelo leitor que, inspirados

nestas, podem delas fazer uso, em especial para nés que ensinamos matematica.



TRIANGULO DE REULEAUX

Ao tracar trés arcos de circunferéncia com centro em um dos trés vértices de um
triangulo equilatero e unindo os outros dois vértices teremos um poligono de Reuleaux

conhecido como Triangulo de Reuleaux, um poligono de largura constante. Ver [9].

Observacao 1.1. Os poligonos de Reuleaux sdo figuras formadas por arcos de circunfe-
réncias unindo dois vértices de um poligono regular de n lados, n impar, cuja uma das

propriedades ¢ ser poligono de largura constante.

Definimos a largura de uma curva plana fechada' como a menor distincia entre duas
retas paralelas, tangentes a esta curva e perpendiculares a uma direcio fixada. Uma
curva € dita de largura constante ou de didmetro constante se a sua largura em todas as
dire¢des for a mesma. A circunferéncia é uma curva de largura constante cujo valor é o

seu diametro (ver Figura 1).

A000

Figura 1: O Triangulo de Reuleaux de largura constante ou didmetro constante.

Formalizaremos a construcao do tridngulo de Reuleaux nas proximas paginas. Nas

referéncias [1] e [12] pode-se ler mais informacoes sobre curvas de largura constante.

1 curva plana: Um panorama sobre curvas planas serd introduzido no contetudo do Capitulo 3.



TRIANGULO DE REULEAUX

1.1 PROPRIEDADES MATEMATICAS

A regido limitada por um triangulo de Reuleaux é uma curva de largura constante
baseada em um triangulo equildtero. Todos os pontos de um lado sdo equidistantes do

vértice oposto (ver Figura 2).

Uma de suas propriedades é a largura constante ou didmetro constante, o que
significa que a figura pode ser girada completamente entre duas linhas tangentes e
paralelas a curva separadas pela distdncia de medida sempre igual ao comprimento

do lado do triangulo equilatero.

Figura 2: Tridngulo de Reuleaux.

1.1.1 Construgdo

Com um compasso foram desenhados trés circulos de raio s, o primeiro circulo é
desenhado de forma arbitraria, o segundo circulo é desenhado tal que o centro deste
seja um ponto da borda do primeiro e que necessariamente tenha o centro do primeiro
em sua borda, afinal ambos tém o mesmo raio. Por fim, o terceiro circulo é desenhado
com o centro em uma das duas intersec¢des dos dois primeiros circulos, passando pelo

centros destes dois ja desenhados (ver Figura 3).
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Figura 3: Construcdo de um triangulo de Reuleaux.

A regido central resultante da interseccio desses trés circulos é um Tridngulo de
Reuleaux de largura constante igual a s. Uma interessante constru¢do pode ser vista no

video em [8].

1.1.2 Distdncias

Sendo o tridngulo ABC equildtero de lado s e chamando de M o ponto médio do
segmento BC, e N o ponto médio do segmento AB temos que as distincias entre os

pontos Be M, MeC, Ae N, N e B sdo iguais a % (ver Figura 4).

O fato de assumirmos que o tridngulo ABC € equilétero e definido assim os pontos

M e N, temos que os segmentos AM e CN sdo simultaneamente alturas, bissetrizes e

5



TRIANGULO DE REULEAUX

medianas do tridngulo ABC. Sendo assim, temos que as distancias entre os pontos A e
~ . . 8V3
M, C e N sdo iguais a —

Seja o ponto G a intersec¢io dos segmentos AM e CN. Dessa forma, assim posto,
o ponto G é chamado “baricentro” (intersec¢do das medianas) do tridngulo ABC. E
mais, o fato de assumirmos que o tridngulo ABC é equilétero e definido assim o ponto
G, temos que o ponto G ¢ simultaneamente chamado de: ortocentro (interseccédo
das alturas), incentro (interseccdo das bissetrizes) e circuncentro (interseccdo das

mediatrizes) do triangulo equilatero ABC. Portanto, temos que as distancias entre os

3
pontos A, B, C e o ponto G sdo iguais a ST

Figura 4: Temos que o ponto G é simultaneamente chamado de: ortocentro, incentro e
circuncentro do tridngulo equilatero ABC.

Para verificar que o Triangulo de Reuleaux é uma curva de largura constante, podemos
escolher um ponto P que pertenca a um dos trés arcos e excluindo as extremidades
dos arcos, afirmamos que existe uma reta Tp tangente a este arco e que passa por P,
e considerando a reta Ty paralela a reta Tp que passa pelo vértice, ponto V, centro
do arco que contém o ponto P, o Tridngulo de Reuleaux esta contido na regido entre
essas duas retas, pois a distancia entre os pontos P e V é igual ao raio do arco, e o
raio de origem no ponto V € perpendicular a reta tangente que passa pelo ponto P,

temos que a distdncia entre as retas Tp e Ty € igual ao raio. A distancia entre essas
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retas independe da escolha do ponto P. Assim, concluimos que largura do Tridngulo de

Reuleaux é constante (ver Figura 5).

Figura 5: O Tridngulo de Reuleaux é uma curva de largura constante.

1.1.3 Perimetro

Considerando que o angulo 6 (em radianos) é igual a razdo entre a medida do

comprimento L do arco e a medida do comprimento s do raio, temos que:

|~

O arcoq provém do vértice C do tridngulo equildtero ABC de lado medida igual a s e

. A - [ T .
a medida do angulo do vértice C é igual a 3 (ver Figura 6).
. . . T
Assim, o comprimento do arco; é igual a s - 3

: , ~ s . 7T
Analogamente 0s comprimentos dos arcop € arcos também sao iguais a s - 5

7



TRIANGULO DE REULEAUX

Logo o perimetro € igual a soma dos comprimentos dos arcoi, arco, e arcos ou o

triplo do comprimento de um dos arcos.

Assim posto e chamando de Ltr o perimetro do Tridngulo de Reuleaux, temos:

LTR=S-7'L'

arco, arco,

arco,

Figura 6: Perimetro: Soma do comprimento dos trés arcos que formam o Tridngulo de Reuleaux.

1.1.4 Area

Considerando que a drea de um setor circular? de raio igual a s e 4&ngulo central 0
. 1 . n s
radianos pode ser calculada como 5 s% -0 e a drea de um tridngulo 3 equilétero de lado

s2-4/3

com medida igual a s pode ser calculada como 1

A figura 7 mostra uma representacdo de como calcular a drea do Triangulo de

Reuleaux, e chamando de Arg pode-se escrever:

2 setor circular: parte de um circulo limitada por dois raios e um arco de circunferéncia.
AB - AC -sen(LA)

3 drea de um tridngulo ABC= 2



1.1 PROPRIEDADES MATEMATICAS

1, ox 1 , © s2-3
ATR_2'5'3+2'<2'S'3 i

Portanto

Vg —

Figura 7: Temos que a area do Tridngulo de Reuleaux pode ser calculada como a soma das areas
de um setor circular e o dobro da diferenca entre as dreas de um setor circular e um triangulo
equilatero.

1.1.5 Parametrizagdo

Para essa se¢do nos baseamos nas referéncias [1], [4] e [10].

Uma curva plana pode ser descrita dando-se coordenadas de seus pontos como

funcoes de uma variavel independente.

No plano cartesiano (ver Figura 8), podemos escrever as coordenadas de um ponto P

como um par ordenado:

* (xp, yp) sendo as coordenadas retangulares do ponto P, cujo xp € o valor da medida
da projecdo do ponto P no eixo OX e yp € o valor da medida da projecédo do

ponto P no eixo OY e;
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rp = p* cos()

yp = p * sen(0)

Figura 8: Ponto no plano cartesiano.

* (p,0) sendo as coordenadas polares do ponto P, cujo p é o valor do mddulo 4 do

ponto P no plano e 6 é o valor do argumento ® do ponto P em relacfio ao eixo OX.

* Sendo o ponto P’ = (xp,0), temos que o triAngulo OP’P é retdngulo em P’ e as
coordenadas do ponto P = (xp, yp) podem ser expressas, em funcdo de 6, como
xp =x(0) = p-cos(f) e yp = y(0) = p - sen(P), o que nds mostra a posi¢do do ponto

P em funcao do parametro 6.

Definigdo 1.2. Uma curva continua parametrizada em IR? é uma aplicacio ¢ :]a, b[—

IR?, para alguns a, b reais com —oc0 < 2 < b < 0.

¢:la,bl[CcR — R?
b — @(t) = (x(t), y(t)

onde x :]a,b[— R ey :Ja,b[— R, t i— x(t) et 1— y(t), coma < t < b, sdo
chamadas equag6es paramétricas de ¢ com parametro t. A ideia de continuidade da
curva aqui entendemos sendo Unico tracgo feito no plano, como um risco feito por um

lapis sem sair do papel.

A parametriza¢do de uma curva pode ser apresentada de diferentes formas.

4 médulo: é o valor da medida da distdncia entre a origem (0, 0) ao ponto P = (x,y)
5 argumento: é o valor da medida do angulo, em radianos, observado no sentido anti-hordrio entre o eixo
OX e o segmento OP
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Exemplo 1.3. Sendo C : x? + y? = R? a circunferéncia com centro na origem e raio R,
com R > 0, uma parametrizacdo ¢ de uma volta completa com parametro 6, pode ser
escrita com equagoes parameétricas x() = R - cos() e y(6) = R - sen(f), com 6 € [0,27]

e representada por:

9(0) = (R .cos(0), R - sen(e))

Exemplo 1.4. Sendo C : (x — x0)* + (y — ¥,)*> = R? a circunferéncia com centro em
(x0,10) e raio R, com R > 0 e aplicando uma translacdo dos eixos OXY teremos um
novo sistema de coordenadas OXY tal que O = (x0,Y0) seja o centro de C, assim as
coordenadas (X, y) sdo iguais a (R -c0s(9), R - sen(@)) e teremos no sitema de eixos OXY
as coordenadas: x = xo+ X e y = yo +y. E uma parametrizacdo de C, B, de uma volta
completa com parametro 6 (ver Figura 9) pode ser escrita com equacdes paramétricas

x(0) = xo+ R - cos(6) e y(0) = yo + R - sen(f), com 6 € [0,27] e representada por:

B(©O) = (xo +R-cos(8), yo+ R - sen(9)>

=<t

Yy

A
o

S
™~

O
i
Y

>

er\)
o
/]

o o X

Figura 9: Circunferéncia com centro em (xg, yo) e raio R.

11
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1.1.5.1 Parametrizacdo do Tridngulo de Reuleaux como parte de trés circunferéncias

Sendo ¢(f) uma representacdo na forma paramétrica em coordenadas cartesianas
de um arco de uma circunferéncia de centro em (xy, o) e raio R, com 6 € [«, ], com

0 <a < B <27 (ver Figura 10) como:

p(0) = (x(@), y(G)) = (xo +R-cos(a+6),y0+ R -sen(a + 9))

Figura 10: Parametrizacdo de um arco de circunferéncia.

Podemos escrever uma parametrizacdo ¢(6), 0 € [0, rr|, de um Tridngulo de Reuleaux

de largura constante s = 3, com o baricentro do tridngulo equildtero na origem no plano

3 3 33
cartesiano, com vértices nos pontos A = —\2[, —5 | B=(v/3,00eC= —\2[, 5
Os pontos A, B e C devem ser equipassados® na circunferéncia determinada por estes

trés pontos.

O intervalo [0, 1] do parametro 6 foi divido em trés partes para parametrizar os trés
arcos de circunferéncia, assim dispostos: centrado no ponto A e arco com extremidades
nos pontos B e C, centrado no ponto B e arco com extremidades nos pontos C e A e

centrado no ponto C e arco com extremidades nos pontos A e B (ver Figura 11) como:

6 equipassados: posicionamento igualmente angular dos pontos na circunferéncia.
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V3 3 T T

— . _Z - << =

( 2+3 cos<6+9> 2+3 sen(6+9) 0_9_3
7T T 27T
, = 9: . _ — < < —
(x,y) = 9(0) \f(ﬁ+3 cos(2 ),O+3 sen(z >> 3 <0< 3

3 57 3 T 27

_ . - - — <<
( 2+3 cos<6+9>,2+3 sen<6+9)>, se 3_0_7r

Figura 11: Tridngulo de Reuleaux de centro na origem e vértices ABC. Uma ilustracdo dindmica
pode ser vista em https://www.geogebra.org/classic/zgztmjvn.

1.1.5.2 Parametrizagdo do Tridngulo de Reuleaux com posicionamento do ponto P em

fungdo do angulo central

Indicando por D a distancia do centro geométrico a cada um dos seus vértices do
Triangulo de Reuleaux de largura s, e por p(f) a distancia do centro geométrico do
Triangulo de Reuleaux até um ponto P da borda e, sendo 6 o dngulo entre o eixo OX e

o segmento OP, com 6 € [— } pela Lei dos cossenos aplicada no triangulo AOP

3’3
(ver Figura 13), temos:

(0(0))* + D> —2-p(0) - D - cos(m — 6) = s>

e o fato de

13
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cos(rt — 6) = —cos(0)

segue:

(0©)*+2-p(0)-D-cos(f)+ D> —s*=0

As constantes s e D nao sao independentes, e tomando como referéncia o triangulo

AQOC, indicado na Figura 13, temos:
2
D?>+D?>—2-D?-cos (;) = g2

logo s?> = 3- D? e assim:

()2 +2-p(8) - D - cos(0) —2-D* =0

Resolvendo esta equacdo de segundo grau quanto a (p()), que € ndo negativo, segue:

_. . . . 2_4.(—=2.D2
o(6) = 2-D-cos(6) + /(2 chos(Q)) 4.(=2-D?)

Assim,

0(0)=D- ( — cos(0) + /(cos(0)) + 2)

e uma parametrizacdo de uma circunferéncia de raio s e posicionamento do ponto P
em funcéo do angulo fora do centro desta circunférencia e raio p(6), com 6 € [0, 27]

(ver Figura 12), pode ser escrita como:

(x,y) = p(6) = p(©) - (cos(0), sen(®))

E assim, usando p() = D - ( — cos(0) + /(cos(9))? + 2) , uma parametrizacdo de um

A A T T .
dos trés trechos do Triangulo de Reuleaux, com 6 € [_5’ 5} , pode ser escrita como:

(x,y) = 9(0) = p(0) - (cos(0), sen(®) )
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Figura 12: Parametrizacdo de uma circunferéncia com s e posicionamento do ponto P em

funcdo do angulo fora do centro e raio p(f). Uma ilustracdo dindmica pode ser vista em
https://www.geogebra.org/classic/x3g2ntuv

) T 57 L A
Considerando 6 € [—3, 3} para uma parametrizacao dos trés trechos, devemos

fazer ajustes em p de acordo com o parametro (f), assim:

PN@=D-(—wﬂm+V@&@ﬁ1§>mmee[_géﬂ

2
p200)=D - <—cos<9—2;) +\/(cos (9—?)) +2> para 6 € E'”}
2
2:;T>+\/<cos <9+237T>> +2> paraf € {n,?]

e podemos escrever uma parametrizagao ¢(6), 6 € [—

p3(0) =D - (—cos(9+

5
g, ;T] , de um Tridngulo de
Reuleaux de largura constante s, com centro na origem no plano cartesiano com
D D D D
vértices nos pontos A = (—D,0), B = (, —\@> eC= (, ﬁ) ,onde D = >

2 2 27 2 V3
mostrada na figura 14, como:

p1(0)- (cos(0), sen(9), se —7 <6<
(x,y) = (®) = { p2(0) - (cos(0),sen(0)), se g <0<m
05(0) - (cos(6), sen(6)), se <0< "

15
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W

‘e
.
.
‘e
.
.
0
.

.
0
-------
s

Figura 13: Parametrizacdo de um trecho do Tridngulo de Reuleaux com posicionamento do
ponto P em funcdo do dngulo central.

1.1.6 Estudo da parametrizagdo do Tridngulo de Reuleaux

A parametrizacdo ¢ aqui apresentada € composta por trés arcos em trés intervalos. E
calculando essa parametrizacao nos extremos de cada intervalo é possivel analisar a

continuidade e a ndo suavidade (bicos) do Triangulo de Reuleaux em seus vértices.

Para verificarmos a continuidade da curva no ponto C, mostrado na Figura 14,

devemos ter:

n(5)=n(3)=c

Assim, calculando para 6 = g por pi, temos:

n(3)=0-(~e () (3)) +2)
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B

Figura 14: Parametrizacdo do Tridngulo de Reuleaux com posicionamento do ponto P em funcéo
do angulo central. Uma ilustracdo dindmica pode ser vista em
https://www.geogebra.org/classic/mxwkrty9 .

n(3)-0

aplicando p; (g) em ¢ (g) temos:

(50 (5) (e (5) s (3) = (355 -

E calculando para 6 = g por pz, temos:

N

n(3) =0 (37 (52) 2

n(5)-0

aplicando p» (g) em ¢» (g) temos:
T
3

w(5)=0(5) (s () s (5)) = (3557 =

E assim, podemos concluir a continuidade de ¢ no ponto C.

Wl
N—
1
-l
|
()

(@}

195}
7 N
W[
|

N
"’\:1
N————

+
N

o

(@)

95
7 N
Wl

|

N
"’\:1
N————
N———
N
+
N
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Analogamente, calculando ¢»(77) e ¢3(7T) temos a continuidade da curva no ponto A,

e calculando ¢3 (5;) e g1 %ﬂ temos a continuidade da curva no ponto B.

No Capitulo 3, veremos a definicao de vetor tangente com mais detalhes.

A primeira derivada de ¢ €é chamado vetor tangente (ou vetor velocidade) de ¢ no

ponto ¢(0) é indicado por ¢'(6).

Sendo ¢(6) = p(0) - (cos(@), sen(@)) e usando a regra do produto para calcular a

primeira derivada de ¢, temos:
/
9'(0) = p'(0) - (cos(e), sen(e)) +0(0) (cos(e), sen(e))
Logo,

9'(0) = (p'(6) - cos(6) — p(6) - sen(6), p'(6) - sen(0 + p(6) - cos(6) )

Considerando p(f) = D - ( — cos(0) + v/ (cos(0))? + 2) e usando a regra da cadeia para

calcular a primeira derivada de p, temos:

p sen(0) - cos(0)
p'(0)=D- <sen(9) — —ﬁcos(f)))z . 2)

Assim temos:

@1(0) =1 p1(0) - cos(8) — p1(0) - sen (8), p (6) - sen () + p1(6) - cos(0) |,
PO ={ @560 =00 cos(B) — pa(®) - sen (6), py(6) - sen (6) + pa(6) - cos(6) ),
@5(0) = p5(6) - cos(8) — p3(6) - sen (6), p5(6) - sen (0) + p3(6) - cos(6)

observando os intervalos de 6 para ¢/(6), i = 1,2, 3, sdo:

Pl para —7 <0<
¢'(0)={ ¢5(0) para g <0<n
@y(0) para <0< %ﬂ

onde:

p1(0) =D <sen(9) — SE”@C’”W))

(cos(0))? +2
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p5(0) =D - | sen <9— 3”) -

27 27
- sen (9 + 3> - COS <9 + 3)
p50) =D - | sen <9+ 3> —

Logo:

7 (2) - Dv3 1_,, ¥v3 DV3 v3 1
3 3 2 2 3 2 2

Assim:
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Aplicando ), (g em ¢} (5) temos:

0 (2) = (2) e (2) o (5 om (2) s (3) sem (2) 0 (3) s
Logo:

()= (2 0 f 2

Portanto:

Observamos que ¢} (g) Z ¢} (g) e assim confirmamos a ndo suavidade (bico) no

vértice C do Tridngulo de Reuleaux (ver Figura 15).

SH3 Io)

Figura 15: Vetores tangentes no vértice C do Tridngulo de Reuleaux por ¢} (g) e por ¢} (g)
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1.2 TRIANGULO DE REULEAUX SEM BICOS . . . TRSB

Se rolarmos uma circunferéncia k; de didmetro a do lado externo do Triangulo de
Reuleaux de largura constante s teremos um Tridngulo de Reuleaux Sem Bicos que
chamaremos de "TRSB". Essa curva também possui largura constante de medida igual

a (s +2a) (ver Figura 16).

Figura 16: Tridngulo de Reuleaux Sem Bicos.

1.2.1 Construgdo do TRSB

Construcdo a partir de um triangulo ABC equilatero de lado s.

A notacdo D — A — B indica que queremos dizer que os pontos A, B e D pertencem

a mesma reta e que o ponto A encontra-se entre os pontos B e D.

Desenhar trés retas passando pelos vértices do tridngulo ABC, retas: AB, AC e
BC. Com um compasso desenhar trés arcos de circunferéncia de raio 4, a € R, com
centro em cada um dos vértices do triangulo ABC e abertura entre os angulos opostos

aos angulos internos do tridngulo ABC. Seja o ponto D pertencente a reta AB, com

21



22

TRIANGULO DE REULEAUX

D — A — B e seja o ponto E pertencente a reta AC, com E — A — C. Sejam os pontos
D e E as extremidades do menor arco com centro no vértice A e raio a. Seja o ponto
F pertencente a reta BC, com F — B — C e seja o ponto G pertencente a reta AB, com
G — B — A. Sejam os pontos F e G as extremidades do menor arco com centro no vértice
B e raio a. Seja o ponto H pertencente a reta AC, com H — C — A e seja o ponto [
pertencente a reta BC, com I — C — B. Sejam os pontos H e I as extremidades do menor
arco com centro no vértice C e raio a. Seja w a soma da medida s (lado do triangulo
equilatero ABC) com a medida a (raio dos arcos desenhados na etapa anterior). Com
um compasso e raio w, desenhar o menor dos dois arcos de circunferéncia de centro no
ponto A, e extremidades nos pontos G e H. Com um compasso e raio w, desenhar o
menor dos dois arcos de circunferéncia de centro no ponto B, e extremidades nos pontos
I e D. Com um compasso e raio w, desenhar o menor dos dois arcos de circunferéncia
de centro no ponto C, e extremidades nos pontos E e F. E assim teremos o TRSB (ver
Figura 17).

Figura 17: Construcdo TRSB a partir de um tridngulo equilatero.



1.2 TRIANGULO DE REULEAUX SEM BICOS . . . TRSB 23

1.2.2 TRSB ¢é uma curva de largura constante Sy = 2a + s

A construcdo do TRBS séo trés pares de arcos de raios de medidas a e (s+a) tracados
em centros que sao os vértices de um tridngulo equildtero de lado s. Observe que, para
para cada ponto K de um dos arcos do TRSB existe um correspondente ponto K’ que
pertence ao arco de mesmo centro e oposto ao arco que contém o ponto K. O traco
dessa curva esta contido na regido entre a reta Tx tangente a curva em K e a reta Ty
paralela a reta Tk passando por K’ que pertence ao arco oposto que contém K. A reta
Ty é tangente a curva em K’. Esses dois arcos possuem o mesmo centro C e, 0s pontos
K, K’ e C pertencem a mesma reta. A distincia entre essas retas independe da escolha
do ponto K e € igual a soma dos raios destes dois arcos. Concluimos, portanto, que a

largura do TRSB é constante (ver Figura 18).

Figura 18: TRSB uma curva de largura constante Sy = 2a + s. Uma ilustracdo dinamica pode ser
vista em https://www.geogebra.org/classic/yvuxyp3x .
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1.2.3 Perimetro do TRSB

Observando que o perimetro do TRSB é composto de trés arcos de raio a e angulo

3
A . A 7T ; A
e trés arcos de raio w e angulo 3 Chamando de Lygsp como perimetro do Triangulo
de Reuleaux Sem Bicos, temos:

7T

T
Ltrsp=3-w-—+3-a-
3 3
Ltrsgp=w - -mt+a-m=(s+a)-m+a-7m
Assim,

Lrrsg = (s+2a)- 7

1.2.4 Area do TRSB

Observando que a drea do TRSB ¢ composta por um Tridngulo de Reuleaux de largura

A . . A 7T n . .
s, trés setores circulares de raio a e angulo 3 e trés partes de setores circulares de (raio

w - raio s) e angulo g (ver Figura 19). Chamando de Argsp a area do Tridngulo de
Reuleaux Sem Bicos, temos:

s? a? m (w? —s?) 7
ATRSB—E-(7'[-\/§)+3-§-§+3'T-§
Assim,
s? V3
ATRSB=E‘(7T— 3)+a-7z-(s+a)

Figura 19: Temos que a drea do TRSB pode ser calculada como a soma de um Triangulo de
A . . A s
Reuleaux de largura s com trés setores circulares de raio a e d&ngulo

3 e trés partes de setores
. . . A 7T
circulares de (raio w - raio s) e angulo —.



1.2 TRIANGULO DE REULEAUX SEM BICOS . . . TRSB

1.2.5 Parametrizacdo do TRSB com posicionamento do ponto P em funcdo do dangulo

central
T
a-sen —
Seja B = arctan 767{ , B = £LAOE, e indicando por D a distancia do
D +a-cos 3

centro geométrico a cada um dos seus vértices do Triangulo de Reuleaux de largura
s A i .

—=, e por p;(0) a distancia do centro geométrico do TRSB até um ponto
V3

P da borda e, sendo 6 o angulo entre o eixo OX e o segmento OP, com 0 € [—8, f],

s,com D =

posicionado como referéncia a Figura 20. Pela Lei dos cossenos aplicada no tridangulo
AOP, temos:

(01(0))?> + D* —2-p1(0) - D - cos(0) = a?

Figura 20: Parametrizacdo do Tridngulo de Reuleaux com posicionamento do ponto P em funcéo
do angulo central, primeiro trecho.

segue:

(01(8))*> —2- p1(8) - D - cos(f) + (D* — a®) = 0

25
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Resolvendo esta equacdo de segundo grau quanto a (p1(¢)), e tomando a maior raiz,

segue, para todo 6 € [—p, B], que:

2-D-cos(@)++/(2- D -cos(§))2 — 4- (D2 — a2)
2

p1(0) =

Assim,

01(0) = D - cos(8) + /(D - cos(8))> — (D2 — a?)

e uma parametrizacdo do primeiro dos seis trechos do TRSB, com 6 € [—p, ] , pode

ser escrita como:

(x,y) = ¢(0) = (p1(8) - cos(6), p1(6) - sen(0))

Indicando por w a disténcia de cada um dos vértices do Triangulo de Reuleaux de
largura s até um ponto P da borda, com w = s +a, e por py(f) a distdncia do centro

geométrico do TRSB até um ponto P da borda e, sendo 6 o angulo entre o eixo OX e o
— 2
segmento OP, com 6 € [[3, ?7-[ — ﬁ] , posicionando como referéncia a Figura 21, e pela

Lei dos cossenos aplicada no tridangulo COP, temos:
2,2 271 5
(02(0)) + D= —2-p2(0) - D - cos 9+? — w
segue:

(02(6)2 — 2 p2(6) - D - cos (9 + 2;) — (@?— D?) =0

Resolvendo esta equacdo de segundo grau quanto a (p2(6)), que € ndo negativo, segue,

para todo 0 € [5, 2?7-[ — ,B] , que:

2
2-D-cos <9+237T)+\/<2-D-cos (6+23n>> +4 - (w? — D?)

2

p2(0) =

Assim,

2
02(0) = D - cos <9+2;> +\/<D-cos <9+2;>> + (w? — D?)
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Figura 21: Parametrizacdo do Tridngulo de Reuleaux com posicionamento do ponto P em funcéo
do angulo central, segundo trecho.

2
e uma parametrizacdo do segundo dos seis trechos do TRSB, com 0 € [,B, ?7'( — ,B] ,
pode ser escrita como:
(x,y) = @(8) = (p2(0) - cos(6), p2(0) - sen(6))
Considerando com 6 € [—f, 27 — f] para uma parametrizacdo de cada um dos seis
trechos, devemos fazer ajustes em p;, i = 1,2, ...,6, de acordo com o parametro (6),

assim:

01(0) = D - cos(6) + \/(D - c0s(0))? +a> — D? para 0 € [—8, B]

2
02(0) = D - cos <9+237T)+\/<D-cos (9+2§>) +w? — D2 para § € [,8,2371—/3]
2
p3(0) = D - cos (9—2;[)+\/(D-cos (9—237T)> +a? — D?paraf € [2;[—[3,2;+4

p4(9)=D-cos(9)+\/(D-cos(e))2+w2—D2para9€ [237T+,3,437T_’3]

2
pS(G)ZD-COS<9+27T>+\/<D.COS<9+27-(>> +a2_D2para9€ |:47T_‘B/47r+‘8:|
3 3 3 3
2
ps(0) = D - cos <9+4;T)+\/(D-cos <9+4§)> +w? — D? paraf € [4;+ﬁ,27r—5]
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e podemos escrever uma parametrizacdo ¢(6), 6 € [—pB,27 — p], de um TRSB de largura

constante (s +24), s e a4 constantes, com centro na origem no plano cartesiano, onde

D = — e w = s +a (ver Figura 22), como:

V3

p1(0) - cos(6), p1(0) - sen(0)) , se
p2(0) - cos(0), p2(6) - sen()) , se
03(0) - cos(8), p3(0) - sen(0)) , se
04(6) - cos(0), p4(0) - sen(8)) , se
p5(0) - cos(8), p5(0) - sen(0)) ,  se
P6(6) - cos(0), pe(0) - sen(8)) , se

(
(
(
(x,y) = ¢(0) = (
(
(

p<o<p
po<p

T oposTap
= ﬁéﬂs?—ﬁ
opse< e
4

S th<6<2m—p

Figura 22: Parametrizacdo do TRSB com deslocamento do ponto P em funcdo do angulo central.
Uma ilustracdo dindmica pode ser vista em https://www.geogebra.org/classic/wyujc2mgq .



UMA VARIACAO DO TRIANGULO DE
REULEAUX (VTR)

O Triangulo de Reuleaux é construido a partir de um tridngulo equildtero e a combina-
cao de trés arcos de mesmo raio. Vamos estudar uma Variacdo do Triangulo de Reuleaux
(VTR) construido a partir de dois tridngulos isdsceles retdngulos e a combinacgédo de

quatro arcos de trés raios diferentes (ver Figura 23).

R3 R1

i

R3

R2

Figura 23: Variacdo de um Tridngulo de Reuleaux (VTR).

Uma adaptacdo de:

https://demonstrations.wolfram.com/DrillingASquareHole/

(acesso em 09/01/2020)
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Essa VTR é uma curva assim como o Triangulo de Reuleaux também ¢é dita de largura

constante. Na referéncia [12] pode-se ler mais informacdes sobre curvas de largura

VY
\/

Figura 24: Variacdo de um Tridngulo de Reuleaux (VTR).

constante (ver Figura 24).

Formalizaremos a construcdo da VTR nas préximas pdginas.

2.1 PROPRIEDADES MATEMATICAS DA VTR EM ESTUDO

A regido limitada por essa VTR é uma curva de largura constante baseada em dois
triangulos isosceles retangulos e a combinacao de quatro arcos de trés raios diferentes

(ver Figura 25).

C

Figura 25: Variacdo de um Tridngulo de Reuleaux (VTR).



2.1 PROPRIEDADES MATEMATICAS DA VTR EM ESTUDO

2.1.1 Construgdo da VTR em estudo

Construcao a partir de circulos

Com um compasso, desenhamos dois circulos de raio s, o primeiro circulo é desenhado
de forma arbitrdria, o segundo circulo é desenhado tal que o centro deste seja um ponto
da borda do primeiro e que necessariamente tenha o centro do primeiro em sua borda,
afinal ambos tém o mesmo raio. Sejam os pontos C e D os centros de cada um destes
dois circulos. Tracamos o segmento CD. Tracamos por C uma reta [; tal que forme um
&ngulo de § com o segmento CD. Tragamos por D uma reta I, perpendicular a /1. Seja
F o ponto de interseccdo entre /; e . Seja A o ponto de intersec¢do entre a reta /; e o
circulo de centro C. Seja B o ponto de interseccdo entre a reta I, e o circulo de centro
D. Sejam o arco; o menor dos dois arcos de circunferéncia de centro no ponto F, com
extremidades nos pontos A e B, o arco, o menor dos dois arcos de circunferéncia de
centro no ponto F, com extremidades nos pontos C e D, o arcosz o menor dos dois arcos
de circunferéncia de centro no ponto D, com extremidades nos pontos B e C e 0 arcoy
o menor dos dois arcos de circunferéncia de centro no ponto C e com extremidades nos

pontos A e D. Assim teremos a VIR (ver Figura 26).

) g

C

Figura 26: Construcdo VTR a partir de circulos.
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Construcao a partir de um quadrado

A partir de um quadrado PQUT de lado s, tracamos o arco de circunferéncia de
centro em P e raio s unindo os pontos Q e T. Seja F a interseccdo deste arco com a
diagonal PU. Seja o ponto A do lado QU e o ponto C do lado PT, tal que o segmento
AC passe pelo ponto F e seja paralelo ao lado PQ. Seja o ponto B do lado UT e o ponto
D do lado PQ, tal que o segmento BD passe pelo ponto F e seja paralelo ao lado PT.

Temos que s = PT = PF = DB, também PF = DC pois sdo diagonais do quadrado
PDFC, assim DB = DC.

Sejam o arco; o menor dos dois arcos de circunferéncia de centro no ponto F, com
extremidades nos pontos A e B, o arco, o menor dos dois arcos de circunferéncia de
centro no ponto F, com extremidades nos pontos C e D, o arcosz o menor dos dois arcos
de circunferéncia de centro no ponto D, com extremidades nos pontos B e C e 0 arcoy
o menor dos dois arcos de circunferéncia de centro no ponto C e com extremidades nos
pontos A e D. Observe que o arcos e o arcos provém dos centros D e C, do tridngulos
BCD e ACD isdsceles e base BC e AD, respectivamente, de lados de medidas iguais a
s e os angulos opostos as bases sdo iguais a % Logo, o comprimento dos arcoz e arcoy

sdo iguais. Assim teremos a VIR (ver Figura 27).

Q A u
arco 4
F arco 1
D B
arco 3
arco 2
P C T

Figura 27: Construcdo VTR a partir de um quadrado de lado s.
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2.1.2 Distdncias da VTR em estudo
Considerando um quadrado PQRT de lado s (ver Figura 28), temos:

w os triAngulos CAD e DBC sio isésceles (nfo retangulos) de bases AD e BC,
respectivamente, e que as distancias entre os pontos Ce A, Ce D, D e B, sdo

iguais a s;

i o tridngulo FDC é is6sceles retdngulo em F e base CD, temos que a distancia
entre os pontos C e D € igual a s, visto que PCFD é um quadrado de diagonal

PF, e que as distancias entre os pontos F e D, F e C, so iguaisa R = s - ?;

1= o triangulo FAB é isdsceles retdangulo em F e base AB, temos que as distancias

entre os pontos F e A, F e B sdoiguaisar=s- (1 - %),

1z e que a distancia entre os pontos A e B é igual a s - (\/i — 1).

2.1.3 A VTR tem largura constante

Observe que, para para cada ponto K da Variagcdo do Tridngulo de Reuleaux que
pertenca a um dos dois arcos centrado no ponto F, incluindo os extremos deste arco,
existe um correspondente ponto K’ que pertence ao outro arco centrado em F, o trago
dessa curva esta contido na regido entre a reta T tangente a curva em K e reta paralela
a T} passando em K’ tangente a curva em K’ e a distancia entre essas retas Tx e Ty é
R +r =s. Seja um ponto E que pertenca a um dos dois arcos ndo centrados no ponto
F, incluindo os extremos deste arco, a distancia entre a reta Tr tangente a curva em
E e a reta paralela a Tr passando pelo centro deste arco que contém E € igual a s.
Concluimos, portanto, que a largura da Variacao do Tridngulo de Reuleaux é constante

(ver Figura 28).

90°

Figura 28: VTR é uma curva de largura constante.
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2.1.4 Perimetro da VIR em estudo

Considerando que o angulo 6 (em radianos) é igual a razdo entre a medida do

comprimento L do arco e a medida do comprimento s do raio, temos que:

O arco; provém do centro F do triAngulo FAB isésceles retangulo em F e base AB de
lados de medidas iguais a s - (1 — @)
2

O arco, provém do centro F do tridngulo FCD isdsceles retangulo em F e base CD
T
2
Os arcoz e arcoyq provém dos centros D e C, dos tridngulos BCD AD isdsceles e base

. . L. T
Assim, o comprimento do arco; é igual a s - (1 - %) .

de lados de medidas iguais a s - 2. Assim, o comprimento do arco, é igual a s - V2,
2 2

BC e AD, respectivamente, de lados de medidas iguais a s e os Angulos opostos as

~ s . T . . ~ . . 7T
bases sao iguais a Z Assim, o comprimento dos arcos € arco4 Sao 1guais a s - Z

Logo o perimetro € igual a soma dos comprimentos dos arcoq, arcop, arcos € arcoy
(ver Figura 29). Assim posto e chamando de Lyrr como perimetro da Variacdo do

Tridngulo de Reuleaux em estudo, temos:

L =5 I—Q z+s£ E+25E
VIR = 2 | 2 2 2 4
Portanto
Lyrr =s- 7
arco 4 A arco 1
1) B
F
arco 3
arco 2 C

Figura 29: Calculo do perimetro da VTR em estudo.
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2.1.5 Area da VTR em estudo

Considerando que a area de um setor circular de angulo central # radianos e medida
2,

do raio igual a s pode ser calculada como ST e a area de um tridngulo isdsceles
k2
retangulo de lados com medidas iguais a k pode ser calculada como > (ver Figura 30),

temos que a area da VTR em estudo é representada por :

A A A A

b B D B D B 1 B
+ + = F
C C c c

Figura 30: Célculo da drea da VTR em estudo.

A area da VTR em estudo é a soma dos setores circulares FDC, FBA, CAD, DCBe a
subtracdo de dois triangulos FDC.

Assim posto e chamando de Ayrg a Area da Variacio do Tridngulo de Reuleaux em

(54

2
+2 fz* Sﬁ
2 4 2 2

estudo podemos escrever:

AyTr =

NM—‘
N X
+

Portanto

2.1.6 Parametrizagdo da VIR em estudo

Na Figura 31, indicamos por F o ponto de foco da VTR de largura s, e por p(f) a

C oA ‘ 7T A
distancia do ponto F até um ponto P da borda, com 6 € [E’ 71} , sendo 6 o angulo entre

o eixo OX e o segmento FP, conforme visto na construcio da se¢fo 2.1.1 na pdgina 32.

Pela Lei dos cossenos aplicada no tridngulo CFP, temos:

35



36 UMA VARIAGCAO DO TRIANGULO DE REULEAUX (VTR)

2
(0(8))% + <s\f) —2-p(6) - <s\f) - cos <327T—0> =52

Assim:

2
(0(6))* — p(8) -5 - /2 - cos <327T—9> —%:0

Resolvendo esta equacgdo de segundo grau quanto a (p(6)), que € ndo negativo, para

todo 6 € [g, 7(], segue que:

2
sv/2 - cos (327(—0>+\/<sﬂ-cos <327T—9>) +2.52

p(0) = 5

R=S*+2/2

Figura 31: VTR ajustando p de acordo com o pardmetro (6) no segundo quadrante.
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Uma parametrizagdo ¢(6), 6 € [0,27], de uma Variagdo do Tridngulo de Reuleaux,
de largura constante s com foco no ponto F = (0,0) e com extremidades nos pontos
A=(0,r), B=(0),C=(0,—R)e D = (—R,0), representada na Figura 32, com
r=s- (1 — ?) eR=s- 4, e ajustando p de acordo com o parametro (6) no segundo
e quarto quadrante, temos:

2
S - 2-cos<32n—9>+\/<s 2-005(327'(—9>> +2.52

2

s- 2-cos(9—7r)+\/(S\ﬁ-cos(9—7't)>2+2-s2
2

e podemos escrever essa parametrizagéo, como:

p2(0) = para 6 € {;, n}

p4(0) =

para 6 € [327-[,271']

(r-cos(B),r - sen(6

)
(2(8) - cos(0), p2(0) - sen(P)
)
)

7 = 6 =
(x,y) = ¢(0) (R - cos(9), R - sen(0

(p4(6) - cos(0), pa(P) - sen(0

Figura 32: VTR Uma ilustracio dinamica pode ser vista em
https://www.geogebra.org/classic/rbzyjéum.
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2.2 UMA VTR SEM BICOS . .. VTRSB

Se rolar uma circunferéncia k; de didmetro a do lado externo de uma VTR de largura
constante s teremos uma VTR sem bicos que chamaremos de "VTRSB". Essa curva
também possui largura constante de medida igual a (s + 2a).

N

y

Figura 33: VTRSB sem bicos

2.2.1 Construgdo da VTRSB

Construcao da VIRSB de largura constante igual (s + 2a) a partir de duas retas

perpendiculares.

s-V2

Sejam s e a duas constantes positivas e R = — Sejam t; e t, duas retas perpendi-
culares com interseccdo no ponto F. Marque o ponto D pertencente a reta t; de modo
que a distancia entre os pontos F e D seja igual a R. Marque o ponto C pertencente
a reta f, de modo que a distancia entre os pontos F e C seja igual a R. Trace a reta 3

que passa pelos pontos C e D. Marque o ponto J pertencente a reta {1, de modo que o
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ponto D esteja entre os pontos F e J, F — D — J, e a distancia entre os pontos D e J seja
igual a a. Marque o ponto I pertencente a reta t,, de modo que o ponto C esteja entre
os pontos F e I, F — C — I, e a distancia entre os pontos C e [ seja igual a a. Marque o
ponto G pertencente a reta t;, de modo que o ponto F esteja entre os pontos G e D,
G — F — D, e a distancia entre os pontos D e G seja igual a (s +a). Marque o ponto E
pertencente a reta t,, de modo que o ponto F esteja entre os pontos Ee C,E—F—C, e
a distancia entre os pontos C e E seja igual a (s + a). Marque o ponto H pertencente a
reta t3, de modo que o ponto C esteja entre os pontos D e H, D — C — H, e a distancia
entre os pontos D e H seja igual a (s + a). Marque o ponto L pertencente a reta t3, de
modo que o ponto D esteja entre os pontos C e L, C — D — L, e a distancia entre os
pontos C e L seja igual a (s + a). Com um compasso e raio 4, desenhar o menor dos
dois arcos de circunferéncia de centro no ponto D, e extremidades nos pontos J e L.
Com um compasso e raio (s + a), desenhar o menor dos dois arcos de circunferéncia
de centro no ponto C, e extremidades nos pontos L e E. Com um compasso e raio
(s+a — R), desenhar o menor dos dois arcos de circunferéncia de centro no ponto F, e
extremidades nos pontos E e G. Com um compasso e raio (s + a), desenhar o menor
dos dois arcos de circunferéncia de centro no ponto D, e extremidades nos pontos G
e H. Com um compasso e raio a, desenhar o menor dos dois arcos de circunferéncia
de centro no ponto C, e extremidades nos pontos H e I. Com um compasso e raio
(R + a), desenhar o menor dos dois arcos de circunferéncia de centro no ponto F, e

extremidades nos pontos I e J. Assim teremos a VTRSB (ver Figura 34).

Figura 34: Construcdo da VTRSB de largura constante igual (s + 2a) a partir de duas retas
perpendiculares.
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2.2.2 Perimetro da VTRSB

Observando que o perimetro da VTRSB é composto de dois arcos de raio a e angulo

T . n T . . T
e dois arcos de raio (s + a) e angulo e um arco de raio (s + a — R) e angulo > e um

. A 7T p .~
arco de raio (R +a) e angulo 5 e chamando de Lyrrsg como perimetro da Variacédo

Tridngulo de Reuleaux Sem Bicos, temos:

T T T T
LVTRSB—2-a-Z+2-(s+a)-Z+(s+a—R)-E+(R+a)~E

T T T T
LVTRSB—a~§+(s+a)-E+(s+a—R)-§+(R+a)-§

Assim,

LyTrsg = (s +2a) - 7

2.2.3 Area da VTRSB

Observando que a drea da VTRSB é composta pela soma das dreas de dois setores

. . A 7T . . . A T
circulares de raio a e dngulo e dois setores circulares de raio (s + a) e dngulo 4o um
. . A T . . A
setor circular de raio (s + 2 — R) e angulo 5> um setor circular de raio (R + a) e angulo

7T ; / . . n . s A .
5 subtraida da area de dois triangulos isdsceles retangulos de lado R (ver Figura

35), e chamando de Ayrrsp como drea da Variacao Triangulo de Reuleaux Sem Bicos,

temos:
_ 1 , m 1 , T 1 , T
AvyTrsg = 2 (2 a 4> 2 (2 (s+a) 4> + <2 (s+a—R) > +
1 , T 1,
+(2-(R+a) -2>—2-2'R
Portanto

2 1
AVTRSB=7T-(L12+82+a-s>+52'<n-(l—ﬁ)—>
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y
E
>
o L
G | ty \ X
F D J
t, t3

>
©

| |

H >

Figura 35: Célculo da drea da VTRSB em estudo.

2.2.4 Parametrizagdo da VTRSB com posicionamento do ponto P em fungdo do dngulo

central

a-sen
Seja B = arctan 747.[ , B = ADFL, e indicando por R a distancia do ponto
R+a-cos 1

2
F ao ponto D, com R = Sx{, e por pi1(f) a distdncia do ponto F até um ponto P da

borda da VTRSB e, sendo 6 o 4ngulo entre o eixo Ox e o segmento FP, com 60 € [0, ],
posicionado como referéncia a Figura 36, e pela Lei dos cossenos aplicada no tridngulo

DFP, temos:
(01(0))> + R> —2- p1(0) - R - cos(9) = a®

segue:

(01(0))> —2- p1(8) - R - cos(0) + (R* — a®) = 0

Resolvendo esta equacdo de segundo grau quanto a (p1(¢)), que deve ser a maior raiz,

segue, para todo 6 € [0, B], que:

.R. ‘R- 2 _4.(R2 _ ;2
01(0) = 2-R-cos(9) + \/(2 chos(G)) 4. (R? —a?)

Assim,
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y

i
—1

Figura 36: Parametrizacdo da VTRSB com posicionamento do ponto P em funcdo do dngulo
central, primeiro trecho.

p1(8) = R - cos(8) + /(R - cos(0))? + a2 — R2

e uma parametrizacdo do primeiro dos seis trechos da VTRSB, com 6 € [0, B] , pode ser

escrita como:

(x,y) = ¢(0) = (p1(6) - cos(6), p1(6) - sen(P))

Indicando por w a distancia de cada entre o ponto C até um ponto P da borda, com

w = s+a, e por py(f) a distdncia do ponto F até um ponto P da borda da VITRSB e,
A . -5 7T . .

sendo 0 o angulo entre o eixo Ox e o segmento FP, com 6 € [ﬁ, —} , posicionado como

2
referéncia a Figura 37, e pela Lei dos cossenos aplicada no triangulo CFP, temos:

(02(0))> + R —2- p2(f) - R - cos (0 + g) = w?

segue:

(02(0) —2- p2(6) - R - cos (9 + g) +(R2—w?) =0
Resolvendo esta equacdo de segundo grau quanto a (p2(6)), que € nédo negativo, segue,

para todo 0 € [[3, g] , que:

2-R-cos(9+§)+\/(Z-R-cos(9+;))2—4-(R2—w2)
2

p2(0) =
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Figura 37: Parametrizacdo da VTRSB com posicionamento do ponto P em funcdo do angulo

central, segundo trecho.

Assim,

02(0) = R - cos <6+72T>+\/(R.c05 (9+§)>2+w2—R2

e uma parametrizacdo do segundo dos seis trechos do VTRSB, com 0 € [,B, —] , pode

ser escrita como:

(x,y) = @(6) = (p2(6) - cos(8), p2(0) - sen(6))

Yy
2

Considerando com 0 € [0, 27| para uma parametrizagdo de cada um dos seis trechos,

devemos fazer ajustes em p;, i = 1,2, ..., 6, de acordo com o parametro (f), assim:

01(0) = R - cos(0) + /(R - cos(0))> +a2 — R2 paraf € [0, f]

0a®) = R-cos (04 3) +/ (R-cos (0+7)) w2 K2 parape [, ]

030)=R-(V2—1)+a paraf e [gn]

p4(0) = R - cos (271 — 0) + \/(R -cos (2 —0))* +w? — R paraf € [”3; - [3]

2
0= oeos (2 0) o (R-cos (20 ) e e < [

p6(0) =R+a paraf c [3271,27(}

2

3T

_’3’7

|
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e podemos escrever uma parametrizacdo ¢(6), 6 € [0,27], de uma VITRSB de largura

constante (s + 2a), s e a constantes, com foco F na origem no plano cartesiano com

sv2

vértices nos pontos C = (0, —R) e D = (R,0), com R = o ew=s+a (ver Figura 38),

comao:
(01(0) - cos(0), p1(0) - sen(9)), se 0<H <P
(02(8) - cos(8), p2(6) - sen(9)), se B <6< %
(03(0) - cos(0), pa(0) - sen(®)), se - <6<
(xy) = 90 = (04(0) - cos(0), p4(0) - sen(®)), se m<0< 377-[ - B
(05(6) - cos(@), ps(6) - sen(@)), se o —p <6<
| (06(0) - cos(@),po(6) -sen(®), se " <0< 2
1\
E
9 P
®
/4
V4
A 4 L
G B \ X
f D TJ .
| C
H. ——

Figura 38: Parametrizacdo da VTRSB com posicionamento do ponto P em funcdo do angulo
central. Uma ilustracdo dinamica pode ser vista em https://www.geogebra.org/classic/abykqgnr.
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2.2.5 VTRSB € uma curva de largura constante

A construcao da curva da VTRBS sdo trés pares de arcos de circunferéncias com trés
centros distintos, cada par de arcos com mesmo centro. Podemos observar que, para
cada ponto K da VTRSB que pertence a um dos arcos, existe um ponto K’ correspondente
que pertence ao arco oposto de mesmo centro do primeiro arco que contém o ponto
K. Temos que esses trés pontos, K, K’ e o ponto de centro deste par de arcos estdo em
uma mesma reta, entfo as retas tangentes aos arcos em K e K’ sdo paralelas pois sdo
perpendiculares a reta que contém os raios dos arcos, e ainda, o trago dessa curva estd
contido na regido entre essas duas retas, a reta Tk tangente a curva em K e a reta Ty
paralela a reta Tx passando em K’ tangente a curva em K’. A distdncia entre essas retas
independe da escolha do ponto K e é igual ao segmento KK’ que é igual a soma dos
raios destes dois arcos. Concluimos, portanto, que a largura do VTRSB € constante (ver
Figura 39).

Figura 39: VTRSB uma curva de largura costante. Uma ilustragdo dindmica pode ser vista em
https://www.geogebra.org/classic/kjrb9fs4 .
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CURVAS DE LARGURA CONSTANTE

No desenvolvimento deste trabalho, fomos levados ao estudo das curvas de largura
constante e a Geometria Diferencial. O Tridangulo de Reuleaux e as VTR sao curvas de
largura constante s e suas duas versoes sem bicos de largura constante (s+2a), sendo

possivel a rotacdo dentro de uma guia quadrada de lado igual a s e (s+2a).

Neste capitulo tomaremos como referéncias [1], [5], [7] e [12] para relacionar os
conceitos matematicos e suas propriedades, alguns resultados geométricos e analise de

suas caracteristicas como o vetor tangente, o vetor normal e a curvatura da curva.

3.1 CURVAS PLANAS

Uma curva plana é uma imagem da trajetéria de um movimento de uma particula
no plano, ou o rastro dessa particula fazendo o traco desta curva. No estudo da
Geometria Analitica uma curva em R? pode ser representada como o conjunto de

pontos (x,y) € R?, tais que satisfazem uma equacéo do tipo:

F(xry) =0

Escrevendo as coordenadas x e y dos pontos desta curva em funcdo de uma varidvel
independente como x = f(t) e y = g(t), com ¢ € R, teremos uma maneira conveniente
de descrever essa curva. Entdo cada nimero t no dominio comum a f e ¢ determina um
ponto desta curva, ( f(t), g(t)) , avaridvel t € chamado de parametroe x = f(f) ey = g(t)
sdo chamadas de equacdes paramétricas da curva. Denotaremos as coordenadas dos
pontos da curva como (x(t), y(t)), em vez de (x,y) = (f(t), g(t)), na intencéo de
simplificar o entendimento. Quando ¢ varia, o ponto (x(t), y(t)) varia e traga a curva C,

que chamamos curva parametrizada.
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Considerando ¢ uma parametrizacdo de uma curva C e ¢(t) um ponto desta curva
representando a posicdo de uma particula em movimento continuo em ¢, quando ¢
varia em um intervalo [a, b], o conjunto de pontos que iremos considerar é C = {¢(t) €
R?,t € [a,b]}, esta forma de abordagem permite a andlise das informagdes sobre como

o ponto ¢(t) de ¢ percorre C.

Defini¢do 3.1. Uma curva ¢ : | C R — R?, I = [a, b], é uma aplicaciio parametrizada,
dada por ¢(t) = (x(t), y()):

1. E dita continua se cada funcéo coordenada x(t) e y(t) é continua;
2. E dita fechada se ¢(a) = ¢(b);

3. E dita simples se para todo 1, f, € [, b), entdo ¢(t1) # @(t2), ou seja, uma curva

simples ndo tem auto intersecgao;

4. E dita periédica se existe um niimero real M > 0, tal que, ¢(t + M) = @(t), para
todo t € IR. O menor valor M para o qual a equagdo ¢(t + M) = ¢(t) se verifica
¢ chamado de periodo de ¢. E variando f no intervalo [¢g, to + My] a curva ¢ fica

completamente determinada.

~ o QA& QO
() (b) (c) (d) (e)

Figura 40: (a) curva aberta simples, (b) curva aberta ndo simples, (c) curva fechada néo simples,
(d) curva fechada simples, (e) curva fechada simples convexa.

Definigdo 3.2. Seja ¢ : | — IR? uma curva parametrizada diferencidvel que, para
cada t € I, associa ¢(t) = (x(t), y(t)). Temos que o vetor tangente de ¢ em (tg) é dado

por:

9'(to) = (¥'(t), ¥ (t0))
Se ¢ descreve o movimento de uma particula movendo-se no plano, entdo o vetor
tangente é a velocidade da particula no instante ty.

O modulo do vetor tangente é chamado de velocidade escalar no instante tj e €

determinado por:

1¢'G0)ll = /L' ()2 + [y ()2
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Definicdo 3.3. Uma curva ¢(t) diferencidvel é dita regular se ¢'(t) = <x’ ),y (t)) #

(0,0), isto é, o vetor tangente nunca se anula:

lo' ()l = \/ ('O +[y' ()2 # 0

Se ||¢(to)|| = 0, dizemos que ¢(tp) é uma singularidade de ¢, isto €, ¢(to) é um ponto

singular da curva.
Exemplo 3.4. A aplicacio ¢ : R — RR? dada por
@(t) = (x0, yo) + (r -cos(t), r - sen(t)>

com r € R¥, é uma curva parametrizada difereciavel regular, pois
¢'(t) = ( —r-sen(t),r- cos(t)) com ||¢'(t)||=r # 0 para todo t € R.

O traco da curva ¢ € o circulo de centro em (xo, yo) e raio r.
A parametriza¢do de uma curva pode ser apresentada de formas diferentes.

Observacdo 3.5. Se ¢(t) é uma curva regular, temos ||¢'(t)||# 0, entdo existe uma

fungdo T(s) tal que a curva B(s) = ¢(T(s)) tem vetor tangente de norma igual a 1, isto é:

1B'(s)ll=1.

Exemplo 3.6. A curva ¢(t) = (r - cos(t),r - sen (t)), comt € [0,27r] e r € R%, é uma
parametrizacdo de um circulo e raio r e centro na origem. Temos que ||¢'(f)||= 7.

- A s
Entretanto, se definirmos um novo parametro t = -, com s € [0,27-r|, a curva
r

B(s) = (r - COS (;) ,7-sen (;)) tem ||f/(s)||= 1 e B é uma reparametrizacio de ¢.

Definicdo 3.7. Umacurva ¢ : [ — IR? ¢ dita diferencidvel (ou suave) se ela possui em

todos os pontos, derivadas de todas as ordens.

Defini¢do 3.8. Uma curva regular ¢ : | — R? é dita parametrizada pelo comprimento
de arco, se para cada to, t1 € I, tp < t1, o comprimento do arco da curva ¢ é igual a

t; — to. Isto é:

f
L(t) =/t ' ()]| dt = t — ko
0

L(t) é denominada a func¢do comprimento de arco da curva ¢ a partir de t.
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Proposic¢édo 3.9. Uma curva ¢ : | — RR? regular estd parametrizada pelo comprimento

de arco se, e somente se, ||¢'(t)||= 1, para todo t € I.
Demonstragdo: Ver [1] p. (26).

Proposicao 3.10. Toda curva regular admite uma reparametrizagdo pelo comprimento

de arco.

Demonstracdo: Ver [1] p. (28, 29).

Seja C uma curva regular e § uma parametrizacdo por comprimento de arco desta
curva C e dada por B(s) = (x(s), y(s)) , entdo T, definido por T(s) = (x’(s),y’(s)) , é cha-
mado de vetor tangente a curva C em f(s) e se 3 estd parametrizada pelo comprimento
de arco, p.p.c.a., teremos ||T(s)||= 1. Seja N, dado por N(s) = ( —y'(s), x’(s)), temos

que ||[N(s)||= 1 e, aplicando o produto interno', indicado na Figura 41, teremos:

(T(s), N(s)) = —x'(s) - y'(s) + ¥/ (5) - x'(5) = 0

isto é, T é perpendicular a N. N é chamado vetor normal a p em p(s).

Figura 41: Vetor tangente e vetor normal de mddulo unitdrio em um ponto de uma curva p.p.c.a.
Uma ilustracdo dindmica pode ser vista em https://www.geogebra.org/classic/qphys86c .

1 produto interno de dois vetores: é a soma dos produtos de suas coordenadas, ou, v = (v1,v2) € w = (wy, Wy)

(v,w) = vy - Wy +0p - Wy



3.2 EQUAGCOES DE FRENET

3.2 EQUACOES DE FRENET

Considerando B : I — R?, B(s) = <x(s), y(s)) uma curva regular parametrizada pelo
comprimento de arco, com T(s) = '(s), e seja N(s) o vetor unitdrio de IR?> ortonormal a
T(s), tal que, a base ortonormal de IR? formada pelos vetores T(s) e N(s) tém a mesma
orientagdo que a base e; = (1,0), e, = (0, 1) de R2. O vetor N(s) € dito vetor normal a B
em B(s). Entdo N(s) = ( —Y(s), x’(s)).

Proposicéo 3.11. Em qualquer curva B, B : I — R?, parametrizada por comprimento

de arco,
<:BH(S)I ;BI(S)> =0

para qualquer s, isto é, ou B"(s) = 0 ou B"(s) é perpendicular a B'(s), para todo s € I.

Demonstragdo. Como a curva estd parametrizada por comprimento de arco, temos

(B(s), ) = |1B6)*= ITG6)]*=1

para qualquer s. Derivando em relacdo a s obtemos

(B"(s), B'(5)) + (B'(5), B"(5)) = 0

ou seja,

2-(B"(s),p'(s)) = 0

Portanto

<ﬁ”(s), ,B'(s)> =0
Assim, () é perpendicular a '(s), para todo s € I.

O]

Observamos que T(s) e N(s) sio funcdes de I em R?, diferencidveis de classe C* e
para cada s € I, os vetores de IR?, T'(s) e N'(s), podem ser escritos como combinacio
linear de T(s) e N(s). Como T(s) € unitdrio, segue que T’(s) é ortogonal a T(s) e portanto

T'(s) é proporcional a N(s).

Definicao 3.12. Este fator de proporcionalidade, denotado por k(s), € chamado
curvatura de  em s, isto é,
T'(s) = k(s) - N(s)
Considerando a curva f(s) = (x(s), y(s)), s € I, segue da definicdo que
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k(s) = (T'(s), N(s)) = (B"(s), N(s))

Logo,
k(s) = =x"(s) - y'(s) +y"(s) - x'(s)

Analogamente como N(s) € unitdrio, segue que N’(s) é ortogonal a N(s) e portanto,

N'(s) é proporcional a T(s). Como

(N'(s), T(s)) = =x'(s) - y"(s) + x"(s) - y'(s)
Concluimos que:

N'(s) = —k(s) - T(s)
Definicdo 3.13. As equacdes

T'(s) = k(s) - N(s)
N'(s) = —k(s) - T(s)

sdo chamadas as equagdes de Frenet de uma curva plana.

Exemplo 3.14. Seja a curva regular parametrizada pelo comprimento de arco

B(s) = (x0+r~cos (;) ,Yo+71-sen (;))

coms € R er € R}, e seu trago € o circulo de centro (xo, o) e raio . Temos,

16996 (-sn (). 008 (5)) 30 = (s (). -sn ()

Logo, k(s) = (T'(s), N(s)) = % > 0, pois T'(s) = % : (— cos (;) , —sen (;))

. . . 1 ,
Ou seja, a curvatura de 8 € constante igual a —. O circulo tem curvatura constante e
r
isto caracteriza os circulos. Podemos notar também quanto maior é o seu raio, menor
é a sua curvatura. Quando o raio tende ao infinito, a curvatura tende a zero, neste

sentido, o circulo aproxima-se de uma reta.

O sinal da curvatura representa o lado para onde a curva “se curva” enquanto que seu
modulo representa a intensidade com que “se curva”, isto é, a direcdo e o quanto ela
se afasta da reta tangente no ponto (ver Figura 42). Considerando um observador com
a visdo alinhada com o vetor T(s) o sinal da curvatura é positivo quando o observador

vira para a esquerda e negativo caso contrario.



3.3 O TEOREMA FUNDAMENTAL DAS CURVAS

Figura 42: Variacdo do Sinal da Curvatura. Uma ilustracdo dindmica pode ser vista em
https://www.geogebra.org/classic/xkzvgyf5.

Definigdo 3.15. Uma curva ¢ : [ — IR? regular, fechada e simples € dita convexa, se
sua curvatura ¢ diferente de zero e ndo muda de sinal, isto é, se para cada ponto ¢(t),

t € I, ¢ estd contida em um dos semiplanos determinados pela reta tangente a ¢ no

ponto ¢(t).

A Defini¢do 3.15 pode ser vista como Teorema da Curva Convexa enunciado e
demonstrado no capitulo 6 de [1], p. 196 - 199.

3.3 O TEOREMA FUNDAMENTAL DAS CURVAS

Nesta secdo apresentamos que o Teorema Fundamental das Curvas nos mostra que
uma curva parametrizada pelo comprimento de arco fica determinada a partir do
momento em que conhecemos a sua curvatura, isto €, duas curvasa e f: I — R? que
possuem a mesma curvatura sdo congruentes, diferenciadas por um movimento rigido,
uma rotagdo e / ou uma translacdo, e ainda, se possuem mesmo ponto inicial e vetor

tangente, sdo idénticas.

Teorema 3.16 (Teorema Fundamental das Curvas). Seja k(s) : I — R uma fung¢do de
classe C2, existe ¢(s) = (x(s), y(s)) uma curva regular parametrizada pelo comprimento
de arco tinica a menos de isometria® do plano, para qual k(s) é sua curvatura e s é seu

pardmetro de comprimento de arco.

Demonstragdo: Ver capitulo 1 de [1] p. 54, 55.

isometrias do plano: sdo aplicacbes de R? em R? que preservam as distdncias por combinacdes de rotacdes,
translacdes e reflexdes.
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3.4 O TEOREMA DE BARBIER

Nesta secdo, iremos apresentar a nocdo de largura de uma curva no plano em relacdo
a uma direcdo de R? e o Teorema de Barbier demonstrando que o comprimento £ de

uma curva de largura constante Sy depende apenas de Sy e é igual a 77 - Sp.

Definicdo 3.17. Sejam r uma reta e C uma curva regular, fechada, simples e convexa,

em R?, parametrizada pela aplicagdo ¢ : [ — R?, @(t) = (x(t), y(t)), t € I :

* r é tangente a C se r N C for apenas um ponto, ¢(tp) com ty € I, chamado

ponto de tangéncia.

* Se r é tangente a C em ¢(tp), a reta que passa por ¢(tp) e é perpendicular a r é

chamada de reta normal a C em ¢(ty).

» Ser é tangente a C em ¢(fo) entdo C estd contida num dos semiplanos fechados

definidos por r.

Existem infinitos pares de retas paralelas e tangentes a ¢ tendo o traco de ¢ inteira-

mente contido na regido determinada por este par de retas.

Definicdo 3.18. A largura S de uma curva ¢ regular, fechada, simples, convexa em
uma direcdo é a menor distdncia entre duas retas paralelas e tangentes a ¢, ortogonais
a direcdo dada, tendo o traco de ¢ inteiramente contido na regido determinada por

este par de retas (ver Figura 43).

Figura 43: Largura S de uma curva regular, fechada, simples, convexa.
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Definicdo 3.19. Uma curva C regular, fechada, simples, convexa é dita uma curva de
largura constante, Sy, se a largura de C em todas as dire¢des for a mesma, isto €, a
diferenca entre as distdncias entre quaisquer dois pares de retas paralelas e tangentes a

C é zero.

Definigdo 3.20. Seja B : [0, £] — IR? uma parametrizagio por comprimento de arco
da curva C em R? . A indicatriz tangente T : [0, £] — R? dada por T(s) = (x/(s),y/(s)),

€ uma curva cujo traco estd contido num circulo unitdrio de raio 1.

Observacdo 3.21. Conforme as formulas de Frenet, o vetor tangente da indicatriz é dado
por T'(s) = k(s) - N(s) e denotando por 6(s) o dngulo que T(s) faz com o eixo Ox (ver

Figura 44), teremos:
T(s) = (cos(@(s)), sen(@(s)))

e, derivando essa equagdo, temos:

T'(s) = 0'(s) - < — sen(6(s)), cos(@(s))) =6'(s) - N(s)

seguindo a definicdo 3.12, temos que 0'(s) = k(s) e assim, teremos:

6(s) = /O " k() dr + 6(0)

Como C é uma curva fechada, temos que a variagdo total de 8 ¢ um muiltiplo inteiro I de

27, isto é:
L
/ k(s)ds = 6(L) — 6(0) = 277 - 1
0

Definicdo 3.22. Considerando C uma curva, fechada e de classe C? definimos como
indice de rotagdo® de C ao inteiro

_6(0) — 0(0)

I
27

Teorema 3.23. O indice de rotagdo de uma curva simples fechada é +1, onde o sinal

depende da orientagdo da curva. (Referéncia [3], capitulo 5, p 476).

indice de rotagdo: é o numero de voltas (orientadas) que o vetor tangente de C d4 em torno da origem,
quando percorremos o traco de C.
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Lema 3.24. Seja B : R — R? uma parametrizagdo pelo comprimento de arco da curva
C regular, fechada, simples, convexa, de largura constante e periodo (comprimento) L.
Seja E : R — R? a parametrizagdo da curva de mesma imagem de B, que associa ao
pardmetro s o ponto antipoda a B(s) (ver Figura 44). Entdo existe uma fungdo diferencidvel
h:R — R tal que E(s) = (B o h)(s) para todo s € R. Além disso, a fungdo h € tal que
h(s+ L) = h(s) + L, é crescente e sua derivada € estritamente positiva em todos 0s pontos.
(Referéncia [2], capitulo 1, Lema 1.6.4, p. 27).

Demonstragdo. Considerando h dada por h(s) = 6~1(0(s) + 7). Entfo h é diferencidvel e

sua derivada é positiva

(9/(51) =k(s1) > 0= (91> <9(51)> = 0,(151) >0

observando que (6 o h)(s) = 6(s) + 7t e sendo T € a indicatriz tangente de ¢, segue que:

T(h(s)) = <cos((9 o h)(s)),sen ((A o h)(s)))
= (cos(()(s) + 77)), sen (0(s) + 71))
= < — cos(f(s)), —sen (6(5))) = —T(s)
Assim T(h(s)) = —T(s), e portanto os pontos p(s) e E(s) sdo antipodas um do outro.
B(s) = B(h(s))
O
T(s)
T(s)

N

Figura 44: Um ponto S(s) da curva C e seu antipoda E(s) correspondente, o segmento Sy tem
medida igual a largura constante da curva C. Uma ilustracdo dindmica pode ser vista em
https://www.geogebra.org/classic/ncsmghfp .
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Teorema 3.25 (Teorema de Barbier). Uma curva C regular, fechada, simples, convexa e

de largura constante Sy tem comprimento igual a 7t - Sg = L.

Demonstragdo. Seja B : R — R? uma parametrizacio periddica, de periodo L, pelo
comprimento de arco da curva C, como do enuciado, dada por fB(s) = (x(s),y(s)).
Considerando a parametrizacdo positivamente orientada, como a curva é simples, segue
do teorema 3.23 que o indice de rotacdo é 1. Logo 6(s + £) = 6(s) + 2 - 7, para qualquer
s € IR. Notamos que como 6 é estritamente convexa f : R — IR € estritamente

crescente e possui inversa diferenciavel.

Indicamos a aplicacdo antipoda de B(s) por E(s), e podemos escrevé-la como:
B(s) = B(s) +So - N(s) 3.1
Pelo Lema 3.24, existe uma funcdo & tal que E(s) = B(h(s)), h: R — R, h é tal que:

h(s+ L) = h(s) + L (3.2)

e assim, podemos reescrever a equacao (3.1) como:

B(h(s)) = B(s) +So - N(s) (3.3)

e derivando essa equacio (3.3), e usando N'(s) = —k(s) - T(s), uma das equacOes de
Frenet, temos:

B'(h(s)) - '(s) = B'(s) +So - ( — k(s) - T(S)) 3.9

Observando que B/(h(s)) = T(h(s)) = —T(s), B'(s) = T(s) e, conforme observacdo 3.21,

k(s) = 6'(s), podemos reescrever a equagio (3.4) na forma:
—T(s)-h'(s) =T(s) —Sp - (9’(5) . T(s)) (3.5)

Usando o produto interno na equagao (3.5) por —T(s), e considerando que ||T(s)||= 1

obtemos:
W (s)=Sp-60'(s) —1 (3.6)

Fazendo s = 0 na equacdo (3.2) , temos:

h(0+L)=h0)+ L
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e pelo Teorema Fundamental do Célculo, podemos escrever:

L
L = (L) — h(0) = /O 1(s)ds

Integrando a equacdo (3.6), obtemos:

L L
/Oh’(s)ds=/0 <So-9’(s)—1> ds

Logo:

£=SO-/O£ <9’(s))ds—/0£1ds

L£L=S- <e(£) - 9(0)) .y

Assim:

Donde temos:

ﬁ=50-2-7‘[—£

Portanto:

E=So-7‘[

Observacao 3.26. Essa demonstragdo se aplica as curvas com um numero finito de bicos,

como o TR e a VTR, porque as fungdes serdo diferencidveis por partes.



DINAMICA PARA GERAR O FURO QUADRADO

4.1 ROTACIONANDO O TRIANGULO DE REULEAUX

Figura 45: Triangulo de Reuleaux e guia quadrada.

Para gerar um furo quadrado a partir de uma broca com o conceito do Tridngulo
de Reuleaux faz-se necessario um dispositivo guia para ser possivel girar essa broca
em movimento circular “fora da linha de centro”, a trajetdria do centro é uma curva

relacionada com a guia quadrada.

Podemos observar na Figura 45 uma "janela quadrada" acoplada ao rotor (furadeira),
assim com as rotacOes da broca seria possivel remover material de uma peca fixa,
pré-furada, executando um furo quadrado. Veja o video ilustrativo [6]. No entanto,
apesar de sua importancia e de ndo ser o assunto desta dissertacio, contribui para o

entendimento da construcao do conhecimento.
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Como vimos, o Tridngulo de Reuleaux é uma curva de largura constante, isto é, esta
curva pode ser envolvida por um par de retas paralelas e tangentes a esta curva por

uma distancia constante, independentemente da posicdo deste par de retas tangentes.

Podemos envolver o Triangulo de Reuleaux por um quadrado guia de lado com
mesma medida da largura deste tridngulo e fazer uma rotacdo completa do Triangulo
de Reuleaux dentro deste quadrado guia (ver Figura 45). O centro geométrico do

Tridngulo de Reuleaux gira em torno do centro do quadrado (ver Figura 46).

a=0°
@

S
N

Figura 46: Triangulo de Reuleaux e a guia quadrada. Uma ilustracdo dindmica pode ser vista
em https://www.geogebra.org/classic/zfzk5v2g.



4.1 ROTACIONANDO O TRIANGULO DE REULEAUX

Observacéo 4.1. Para poder vivenciar e reproduzir uma experiéncia e visualizar o trago
feito com a caneta do resultado do movimento, construi esses elementos em diferentes
materiais: papel cartdo, papeldo ondulado e metal. Aqueles feitos em papel cartdo e
papeldo ondulado ndo foram satisfatorios, ndo resistiram aos movimentos. Este feito
em metal ndo se deformou, mas seu peso dificulta o controle da caneta, no entanto é
satisfatério. Este, da Figura 47, acompanhar-me-d. Recomendo que vocé faca o seu, é

interessante.

Figura 47: Tridngulo de Reuleaux em metal.
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4.2 ROTACIONANDO A VTR

O Triangulo de Reuleaux é muito interessante e como aqui mostrado é capaz de, de-

pois de acoplado, produzir a trajetéria de um formato “quadrado”, quando rotacionado.

No entanto, esse quadrado tem cantos arrendodados. Assim, nas pesquisas feitas,
encontrei a VTR, como foi visto é capaz de realmente produzir a trajetéria de um

formato do traco “quadrado”.

Como vimos, a VTR também é uma curva de largura constante, isto €, esta curva
também pode ser envolvida por um par de retas paralelas e tangentes a esta curva,

independentemente da posicao deste par de retas tangentes.

Podemos envolver a VTR por um quadrado de lado com mesma medida da largura
desta curva (ver Figura 48), e, ao griar a VTR, o seu centro geométrico gira em torno

do centro do quadrado guia (ver Figura 49).

Figura 48: VTR - Varia¢do do Tridngulo de Reuleaux e guia quadrada.

5 a=270°
L]

Figura 49: VTR no Geogebra. Uma ilustracdo dindmica pode ser vista em
https://www.geogebra.org/m/mcmpyhut.



4.2 ROTACIONANDO A VTR

Observacéo 4.2. Também em metal construi a VIR para realizar a experiéncia de tragar o
contorno do quadrado que estd indicado na Figura 50. Por considerar interessante também

recomendo que construa o seu.

Figura 50: Variacdo do Tridngulo de Reuleaux em metal.
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4.3 CONSTRUGCOES NO GEOGEBRA

Os softwares de geometria dindmica sao ferramentas que facilitam a exploracdo, o
estudo e a aprendizagem de Matemadtica por alunos, professores e interessados na area,
e portanto acreditamos que poderiam ser mais explorados. Devemos considerar sua
utilidade para a aprendizagem, desde que os resultados sejam interpretados correta-
mente e verificados analiticamente. Descreveremos o software Geogebra, utilizado
neste trabalho na construcéo de figuras, equagdes e representacoes de funcgoes, nas
parametrizacOes e apresentaremos também, a construcdo detalhada do Triangulo de

Reuleaux.

4.3.1 Area de Trabalho do Geogebra

Mais informacoes para uso do Geogebra, ver o Tutorial [11].

O Geogebra é um software de Geometria Dinamica diponivel de forma gratuita e
pode ser baixado em sua webpage https://www.geogebra.org na opcdo Downloads.
Opcionalmete podera ser utilizado de forma on line. Este software traz os recursos
de geometria, dlgebra e célculo . E utilizado na Geometria Analitica, no estudo de
propriedades dos elementos geométricos: ponto, reta, planos, vetores, circunferéncias,
arcos, funcoes e graficos, em ambientes de duas e trés dimensdes com interpretacoes
dindmicas.

E possfvel “criar” um perfil de usudrio no Geogebra para gravar projetos no Geogebra

e compartilhar projetos ja elaborados por outros usuarios.

Ao iniciar o Geogebra, a area de trabalho apresenta a barra de opcoes de ferramentas,

caixa de entrada, janela de algebra e de visualizacdo 2D (ver Figura 51).

Para utilizar uma ferramenta, basta seleciond-la e em seguida criar os objetos que

serdo construidos.

Existe a opg¢ao de utilizar o teclado do Geogebra: Operadores matematicos, niimeros
e funcdes (ver Figura 52). Letras gregas, a alteracdo esta ao alcance no icone inferior

esquerdo (ver Figura 53).



4.3 CONSTRUGCOES NO GEOGEBRA
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Figura 51: Area de trabalho do Geogebra. Para utilizar uma ferramenta, basta seleciona-la.
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Figura 52: Teclado do Geogebra: Operadores matematicos, nimeros e funcgoes.

4.3.2 Tridngulo de Reuleaux no Geogebra

Para construir o Tridngulo de Reuleaux, vamos detalhar os quatros passos (existem
outras maneiras). O controle deslizante tem a fun¢do de aumentar ou diminuir o
tamanho da figura, o valor auxiliar D facilita a escrita dos pontos A, B C que formam os

vértices deste poligono, e os trés arcos irdo formar os lados do Triangulo de Reuleaux
de largura constante (ver Figura 56).

1. Construa o controle deslizante NUMERO de “nome” S.

Intervalo: min.: 1 ; max.: 5 ; Incremento: 1 (ver Figura 54).

s-V3

. 3 ...
2. Construa o “valor auxiliar” D = 3 (digitando no “Campo de Entrada”).

D D - D D-
3. Construa os pontos A = (—D,0), B = 2,—2\@ eC= 2,2\@ .

4. Construa os trés arcos circulares: de centro A unindo os pontos B e C, de centro B

unindo os pontos C e A e o de centro C unindo os pontos A e B (ver Figura 55).
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@ Ge

P o y— o x
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123 f(x) ABC #8&- x 123 f(x) ABC #&
q w e r t y u i ° P o 3 e » T v 0 . 0 x
a s d f 9 h j k 1 « r 5 ¢ 5 n 3 K A
P x c v b n m ¢ @ a ¢ x v w 3 v P @
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Figura 53: Teclado do Geogebra: Letras gregas, a alteracdo estd ao alcance no icone inferior
esquerdo.

Assim, tem-se o Tridngulo de Reuleaux no Geogebra. O controle “S” possibilita a
alteracdo do tamanho da figura.

Controle Deslizante

AL OO LN e Nome
N s=1
a=180" 232 Controle Deslizant
@ e ConoeDesizane ® Numeno Angulo Inteiro
ABC Texto
© 0-(0.0
W inserir imagem
s=3 A
@ PR— PY 5 (0% Botéo 0 5 1
/® Caixa para Exiir / Esconder Objetos
-
V3
D=5 a=1l Campo de Entrada
- 173
P - (0 : ol osizarc =0
[®] (0.0 Selecione uma posicao L
—(1L73.0) -

Figura 54: Controle Deslizante NUMERO.

€2 ConsTRANGULO_FEULEAUX02 - Geceba

oA A Jold N e oC Q=
© r-(o (® Circlo dados Contro o U do sus Portos O—» &= i =
® o-ay @ G oo & Rso Al e o dospmios | AUDA

° a=62° : Compasso <

0
3 el defnido por T Pentos
A= Gra(Pa.0) (v
o) ( ) (" Semicirculo
— (141265 N Ao Circular
@ B = Cirar(A120%,0) 7y o Gircuncircular
- (3.-01) ”
2 setor Gircular

C = Girar(B,120°, O]
8] ( ) Q) setor Gireuncicuar o
— (159, -2.54)

Figura 55: Comando construir ARCO CIRCULAR.
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t
P
1l

o A=(DO)

~ (173.0)

D —-(DV3)
e B- (3 f)

~ (087,-15)

_(pbvs ’
e ¢ (2 z) A

~ (087,15)
¢ ArcoCircular(A, B, C)
T
ircular(B, C. A
@ 9 ArcoCireular(B,C.A)
~ 314
@ ¢ AreoCircubr(C,A,B)
-3
. s
| f = Segmento(A,C) : - »
-3
0=(0.0)

& Segmento(A,0)

Figura 56: O Triangulo de Reuleaux no Geogebra. O parametro S possibilita alterar o tamanho.
Acesso no Geogebra: https://www.geogebra.org/classic/dmy2yysw.

4.3.3 Tridngulo de Reuleaux no Geogebra com Rotagdo

Na secdo 4.3.2 foi construido um Tridngulo de Reuleaux fixo, com a possibilidade
de alterar o tamanho segundo o parametro do controle deslizante S . Agora ele
sera construido incluindo a possibilidade de rotaciona-lo, com centro no ponto de
centro geométrico, acrescentando um controle deslizante de angulo. Para construir um
Tridngulo de Reuleaux de largura constante S e que possa ser rotacionado (ver Figura

58), seguir os passos de constru¢do no Geogebra:

1. Construa o controle deslizante ANGULO de “nome” a

Intervalo: min.: 0° ; max.: 360° ; Incremento: 1°.

2. Construa o controle deslizante NUMERO de “nome” S.

Intervalo: min.: 1 ; max.: 5 ; Incremento: 1.

3. Construa o “valor auxiliar" D = 53\/5 (digitando no “Campo de Entrada”).
4. Construa o ponto de centro O = (0, 0).
5. Construa o ponto auxiliar P = (D, 0).

6. Usando o comando GIRAR, construa os pontos A = Girar(P, a, O),
B = Girar(A,120°,0) e C = Girar(B,120°, O) (ver Figura 57).

7. Construa os trés arcos circulares: de centro A unindo os pontos B e C,

de centro B unindo os pontos C e A e o de centro C unindo os pontos A e B.
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Assim, tem-se o Tridngulo de Reuleaux no Geogebra, com a possibilidade de rotaciond-
lo. O controle “S” possibilita a alteracdo do tamanho e o controle “a” aciona o

movimento de rotagdo da figura.

o
DB ol IPAN EIE
© prP-@30 A

@ o=(0 ;

A = Girar

Girar( <Objeto=, <Angulo= )

Girar( <Objeto>, <Angulo>, <Ponto>)

Girar( <Objeto>, <Angulo=, <Eixo de Rotac&o= )

Girar( <Objeto=, <Angulo=, <Ponto sobre O Eixo=, <Eixo de Diragdo ou Plano> )

GirarTexto( <Texto>, <Angulo> ) O P

Figura 57: Comando GIRAR.

Gl v 004N 2% oSc Q

a=180° [ EEIE
L 2 360" ) =

o
ol

® - 5

o A= Grar(P.a.0)
~ (-1.73,0)
B = Girar(A,120°,0)
— (0.87,-15)
C = Girar(B, 120°,0)
— (087, 1.5)

e < ArcoCircular(A, B, C)
— 314

® d : ArcoCircular(B, C, A)
— 3.14

e : ArcoCircular(C, A, B)
— 314 *

Figura 58: O Tridngulo de Reuleaux no Geogebra com rotacional.
Acesso no Geogebra: https://www.geogebra.org/classic/fkvcb8ha.
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4.3.4 Tridngulo de Reuleaux no Geogebra com Rotagdo inserido na guia quadrada.

Na secdo 4.3.3 foi construido um Triangulo de Reuleaux com o acréscimo de um

pardmetro de controle de angulo para rotaciond-lo. Agora ele serad construido incluindo

a possibilidade de rotaciona-lo no interior de um quadrado de lado S igual a largura

constante do Triangulo de Reuleaux definido. Para construir um Triangulo de Reuleaux

de largura constante S e que possa ser rotacionado no interior de um quadrado (ver

Figura 61), seguir os passos de construcdo no Geogebra:

1.

10.

11.

12.

13.

. Construa o “valor auxiliar" D =

Construa o controle deslizante ANGULO de “nome” &

Intervalo: min.: 0° ; max.: 360° ; Incremento: 1°.

. Construa o controle deslizante NUMERO de “nome” S.

Intervalo: min.: 1 ; max.: 5 ; Incremento: 1.

s-/3
3
Construa o ponto de centro O = (0,0).

. Construa o ponto P = (D, 0).

. Usando o comando GIRAR, construa os pontos A = Girar(P, a, O),

B = Girar(A,120°, 0) e C = Girar(B,120°, O).

. Construa os trés arcos circulares: de centro A unindo os pontos B e C,

de centro B unindo os pontos C e A e o de centro C unindo os pontos A e B.

. Construa o ponto D = (5, —3) (ou utilize outros valores quaisquer, esse ponto é

um dos vértices da guia quadrada).

. Construa o ponto  E = (x(D) +s,y(D)).

Use o comando de construir um Poligono Regular e construa um QUADRADO

selecionando os pontos D e E (ver Figura 59).

Construa o “valor auxiliar" Dh = Se(a < 30%, x(A) —s, Se(30° < a < 90, x(B),
Se(90° < a < 1507, x(C) —s, Se(150° < a < 210°, x(A),

S5e(210° < & < 270%, x(B) —s, Se(270° < a < 3307, x(C), x(A) — 5))))))
Construa o “valor auxiliar" Dv = Se(a < 60°, y(C), Se(60° < a < 120°, y(A) — s,
Se(120° < o < 180%, y(B), Se(180° < a < 2407, y(C) — s,

Se(240° < & < 300%, y(A), y(B) — 9))))).

Construa o ponto  H = (Dh, Dv) (ver Figura 60).
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14. Construaoponto [=A—-H+D.
15. Construaoponto K=B-—-H+D.
16. Construaoponto L=C—H+D.

17. Construa os trés arcos circulares: de centro J unindo os pontos K e L,

de centro K unindo os pontos L e J e o de centro L unindo os pontos J e K.

€2 Const Arcos - GeoGebra
R oA
o " \v3

O
(1
L)
el
e

>~ Poligono

Poligono Regular

- (1730 17> Poligono Regular Selecione primeiro dois pontos e, depois, entre com o niimero de vérlices
a=0° N
> Poligono Rigido
[ Y—
B> poligono semideformavel
A = Girar(P,a,0) B e

- (1.73,0)

B = Girar(A,120°,0) ‘ A
~ (-0.87, 1.5) a

C = Girar(B,120°,0)

- (-0.87, -1.5) d]

¢ : ArcoCircular(A, B, C) : C

- 3.14

d : ArcoCircular(B, C, A)

- 3.14

e : ArcoCircular(C, A, B)
- 3.14 ®
- (5.3) '

= (x(D) +5,y(D))

(8.-3)

+ trada

@]
lw)

@
m

1

Figura 59: Construindo um QUADRADO a partir de dois pontos.

Assim, tem-se o Tridngulo de Reuleaux no Geogebra, inserido em uma guia quadrada,
com a possibilidade de rotaciond-lo. O controle “S” possibilita a alteracdo do tamanho

e o controle “a” aciona o movimento de rotagdo da figura.
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g 1«

poll = Poligono(D, E. 4) =
-9

o = Segmento(DE.poll)

-3

Dh = Se(a < 30°,x(A) — 5. 5e(30° < a < 90°,x(B), Se(90° < o < 150°,x(C) = 5, Se(150° < o < 210°, x(A). Se(210° < a < 270°, x(B) 5, Se(270° < v < 330°, x(C). x(A) = 5))))))

— -1.73

Dv = Se(a < 60°,y(C), Se(60° < a < 120°,y(A) — 5, Se(120° < a < 180°,y(B). Se(180° < a < 240°,y(C) — 5, Se(240° < a < 300°,y(A). y(B) - 5)))))
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O 1g2 = LugarGeométrico(J, a)
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- 3.14

— 314

Figura 60: Valores para os vértices do Triangulo de Reuleaux rotacionando dentro da guia

quadrada.
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Figura 61: O Triangulo de Reuleaux no Geogebra com rotacional inserido na guia quadrada.
Acesso no Geogebra: https://www.geogebra.org/classic/fkvcb8ha.

4.3.5

VTR no Geogebra

Para construir uma VTR de largura constante S, como na Figura 62, seguir os passos

de construcdo no Geogebra:
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1. Construa o controle deslizante NUMERO de “nome” S.

Intervalo: min.: 1 ; max.: 10 ; Incremento: 1.

2
2. Construa o “valor auxiliar” R=s- \zf (digitando no “Campo de Entrada”).

V2

3. Construa o “valor auxiliar” r=s-|1— -

4. Construa o ponto F = (0,0)
5. Construa os pontos A =(0,7), B=(r,0),e C=(0,—R) e D = (—R,0).

6. Construa os quatro arcos circulares: de centro F unindo os pontos B e A, de centro
C unindo os pontos A e D, de centro F unindo os pontos D e C, e o de centro D

unindo os pontos C e B.

Assim, tem-se a VTR no Geogebra, com a possibilidade de rotaciona-lo. O controle

“S” possibilita a alteracdo do tamanho da figura.
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Figura 62: VTR construido no Geogebra.
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4.3.6 VTR Rotacionando no Geogebra inserido na Guia Quadrada

Para construir uma VTR de largura constante S com a possibilidade de rotacionar

no interior de um quadrado, como na Figura 64, seguir os passos de construciao no

Geogebra:

1.

10.

11.
12.

13.

14.

Construa o controle deslizante NUMERO de “nome” S.

Intervalo: min.: 1 ; max.: 10 ; Incremento: 1.

. Construa o controle deslizante ANGULO de “nome” &

Intervalo: min.: 0° ; max.: 360° ; Incremento: 0.5°.

2
. Construa o “valor auxiliar” R=s- £ (digitando no “Campo de Entrada”).

2

2
Construa o “valor auxiliar” r=s- (1 — [) .

. Construa o “valor auxiliar” 12 = v/2.
. Construa o “valor auxiliar” b = tana.

. Construa o “valor auxiliar” hl = cosa.

Construa o “valor auxiliar” h2 =sena.

. Construa o “valor auxiliar" Dx = Se(ax < 45°, hl1+h2 —1,

Se(45° < <90%r2—1, Se(90° < & < 135%,r2—1,

Se(135° < a < 180°, —hl1+h2—1, Se(180° < a <225° hl1+h2+1,
Se (225 <o < 270° —r2+1, Se(270° <& < 315°%, —r2+1,

Se (315° < a < 360°, —hl + h2 +1)))))))).

Construa o “valor auxiliar' Dy = Se(ax < 45°,0,

Se(45° < <90%, —hl —h2+7r2, Se(90° < a < 135%, —hl1+h2 —2+712,
Se(135° < < 180°, —2+2r2, Se(180° < a < 225°, —2+2r2,

S5e(225° <o < 270° —hl —h2+1r2—2, Se(270° < a <315, —hl+h2+7r2,
Se (3157 < a < 360°,0))))))))-

Construa o ponto  E = (Dx,1 —r2+ Dy).

Construa o vetor 1 = (1+/2) - Vetor(E).
Construa o ponto F = ﬂ.

V2

Construa areta w(x)=y(F)+b-x —0b-x(F).
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15.
16.
17.
18.
19.

20.

21.

22.

23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.

31.

32.

Construa areta | = Perpendicular(F, w).
Construa areta m = Perpendicular(E,1).
Construa areta  k = Bissetriz(l, m), reta n (imediata).
Construa o circulo ¢ = Circulo(F, r).
Construa o circulo  d = Circulo(F, R).
Construa o ponto P = L

P “\272 )

22

Use o comando de construir um Poligono Regular e construa um QUADRADO

s —s
Construa o ponto T = ( > .

selecionando os pontos P e T.

Construa o ponto  P1 = Intersecdo(c, n).
Construa o ponto P2 = Interse¢do(c, ).
Construa o ponto Q1 = Intersecdo(c, k).
Construa o ponto Q2 = Interseg¢do(c, k).
Construa o ponto  T1 = Interse¢do(d, n).
Construa o ponto T2 = Interse¢do(d, n).
Construa o ponto  S1 = Interse¢do(d, k).
Construa o ponto  S2 = Interse¢do(d, k).

Use o comando SE para construir os pontos:

A =5e(90° < a < 270°, (x(P2), y(P2)), (x(P1),y(P1))

B =5e(90° < & < 270°, (x(Q2), y(Q2)), (x(Q1), y(Q1))

C=5e(90° < a < 270° (x(T2),y(T2)), (x(T1),y(T1))

D = Se(90° < & < 270°, (x(52),y(52)), (x(51), y(51)).

Construa os quatro arcos circulares: de centro F unindo os pontos A e B, de centro

C unindo os pontos D e A, de centro F unindo os pontos C e D, e o de centro D

unindo os pontos B e C (ver Figura 63).

Assim, tem-se a VTR no Geogebra, inserida em uma guia quadrada, com a possibili-

dade de rotaciona-la. O controle “S” possibilita a alteracdo do tamanho e o controle

Zowii
14

aciona o movimento de rotagdo da figura.
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Figura 63: VTR no interior de um Quadrado de lado S construida no Geogebra.
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Figura 64: VTR rotacionando no interior de um Quadrado de lado S construido no Geogebra.
Acesso: https://www.geogebra.org/classic/j7dsnrkd.

Para acrescentar o botdo de comando “ANIMAR” e “PARAR” (ver Figura 65), selecione
do icone na barra de ferramentas do Geogebra. Em “configuragdes” altere a cor de
fundo do Botéo e formate o estilo do texto.

Para o Botao “ANIMAR”: Insira o cddigo do GeoGebra “IniciarAnimacao(a)” (na

primeira caixa ou na aba de “Programacéo”) (ver Figura 66).

75



76 DINAMICA PARA GERAR O FURO QUADRADO

€2 BotaoDeComando - GeoGebra
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Figura 65: Para adicionar um botdo de comando no Geogebra.
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Figura 66: Para adicionar o botdo de comando “ANIMAR” no Geogebra.

Para o Botdo “PARAR”: Insira o cédigo do GeoGebra “IniciarAnimacao(«a,false)” na
primeira caixa ou na aba de “Programacao”.



CONCLUSAO

Este trabalho teve a finalidade de mostrar como seria possivel abrir um furo quadrado
com uma broca e, além de se ter a clareza dessa possibilidade, usou-se esse fato para a

aprendizagem dos conteidos matematicos relacionados ao tema.

Motivados por uma aplicacdo real, foram utilizados régua e compasso para desenhar
o Tridngulo de Reuleaux, a VIR e suas versoes com os cantos arredondados. Conhecer

algumas propriedades como perimetros, dreas e escrever suas equacoes parameétricas.

O estudo de curvas no plano propiciou a oportunidade de conhecer um pouco da
Geometria Diferencial e, mais particularmente, rever o conceito de curvatura de uma
curva plana. Neste trabalho considerou-se o enfoque nas curvas planas, fechadas,
simples, convexas e de largura constante. Essas caracteristicas mostram um pouco da
amplitude que poderd ser alcancada neste assunto quando ndo sdo colocadas essas

restricoes, fazendo uso de Algebra, Geometria e Calculo.

A utilizacdo de um software matematico de geometria dinamica, como o Geogebra, é
de grande importancia no desenvolvimento da aprendizagem e no ensino, por acrescen-

tar mais detalhes ao que estd sendo estudado e incluir movimentos de animacao.
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