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RESUMO

O presente trabalho tem como objetivo encorajar professores da Educacdo Basica a
introduzir os conceitos basicos iniciais de Limites e Derivadas no terceiro ano do ensino
médio, utilizando como ferramenta pedagdgica o software GeoGebra. Queremos mostrar
que é possivel introduzir o estudo do célculo na educacéo basica, e ndo apenas isso, que
podemos fazé-lo de uma maneira Iudica, mais ilustrativa e perceptiva, tornando assim
esse estudo mais atraente para o aluno. Fazendo uso desse software temos a intencdo de
tornar mais facil e 4gil ndo s6 a introducéo dos conceitos, mas também a manipulagéo,
interpretacdo e andlise dos mesmos por parte do educando. Temos a ideia de tornar o
estudo do célculo na educacdo basica um estudo mais visual e intuitivo do que formal,
visando promover um primeiro contato do aluno com este contetdo. Dessa forma,
acreditamos que ao se deparar com a disciplina de célculo em algum curso de nivel

superior o aluno terd um melhor aproveitamento da disciplina.

Palavras Chave: Limites, Derivadas, Software GeoGebra e Aplicacfes



ABSTRACT

The present work aims to encourage Basic Education teachers to introduce the initial basic
concepts of Limits and Derivatives in the third year of high school, using the GeoGebra
software as a pedagogical tool. We want to show that it is possible to introduce the study
of calculus in basic education, and not only that, that we can do it in a playful, more
illustrative and perceptive way, thus making this study more attractive to the student.
Using this software, we intend to make it easier and more agile not only to introduce
concepts, but also to manipulate, interpret and analyze them by the student. We have the
idea of making the study of calculus in basic education a more visual and intuitive study
than a formal one, aiming to promote the student's first contact with this content. In this
way, we believe that when faced with the discipline of calculus in some course of higher

level, the student will have a better use of the discipline.

Keywords: Limits, Derivatives, GeoGebra Software and Applications.
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INTRODUCAO

A Matematica sempre esteve presente na vida do ser humano. O homem sempre
fez uso de conhecimentos matematicos para resolver desde problemas simples do seu dia-
a-dia até aqueles que, em dado momento pareciam abstratos demais, mas que, algum
tempo depois se mostravam aplicaveis a vida cotidiana (OLIVEIRA; ALVES; NEVES,
2008)

O homem usa a Matematica para resolver seus problemas e, por outro lado, 0s
problemas da vida humana impulsionam o progresso da Matemaética. O desenvolvimento
das sociedades sempre foi alavancado pelas descobertas matematicas, e a medida que as
sociedades se organizavam 0 cenario se tornava propicio para que a Matematica se

desenvolvesse cada vez mais (PCN — Edicao Especial, p.51)

Atualmente a Matematica estd presente de forma marcante em diversas areas do
conhecimento humano como: Fisica, Geografia, Informéatica, Engenharia, Economia,
Arquitetura, Estatistica, Medicina, Biologia, etc. O avango de cada uma dessas areas de
conhecimento esta intimamente ligado ao avanco do propria Ciéncia Matematica. Em
especial, queremos destacar aqui 0 avanco da informatica propiciado pelos
conhecimentos da matemética e a0 mesmo tempo a informatica esta possibilitando, com
velocidade jamais vista na historia da humanidade, a expansdo do saber matematico.
(BRASIL, 2002).

Uma das ferramentas mais importantes da Matematica, a partir dos trabalhos de
Isaac Newton (1642-1727) e Wilhelm Leibniz (1646-1716), passou a ser o célculo. Na
educacdo béasica a Matematica costuma ser abordada sob trés aspectos principais:
aritmética, algebra e geometria. Entretanto o calculo diferencial e integral normalmente é
deixado para estudos posteriores nos cursos de nivel superior. Para alguns autores como
Avila, Dominguini, Elon, Molon e Oliveira o calculo deve ser inserido no curriculo do
ensino médio. E ndo apenas isso, pode-se utilizar as tecnologias que estiverem a
disposicdo como meio auxiliar para facilitar a compreensdo por parte do aluno (AVILA,
1991)

O estudo do calculo fez parte do curriculo da educagéo basica brasileira por algum

tempo, e ainda integra a grade curricular de muitas instituicbes da rede particular de
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ensino e de escolas preparatdrias para os vestibulares das instituicbes militares, como o
Instituto Tecnoldgico da Aeronautica (ITA) e o Instituto Militar de Engenharia (IME),

entre outros.

Tendo em vista essa aplicabilidade em outras instituicbes de ensino, busca-se
como proposta nesse trabalho enfatizar o desenvolvimento dos estudos de limites e
derivadas assim como problemas a eles relacionados no sentido de mostrar a relevancia
desses conhecimentos como acréscimo a mais para alunos e professores interessados em
entender esses conhecimentos. Assim sendo, procura-se abordar como objetivo geral:
Desenvolver as nogdes de limite e derivada como uma estratégia de ensino utilizando o
auxilio do Software GeoGebra. Tratando-se desse objetivo, utiliza-se como especificos:
Compreender do surgimento de limite e derivada considerando o aspecto historico;
Desenvolver os conceitos de derivada para as fungbes de uma variavel e utilizar o
Software Geogebra como estratégia de ensino da Matematica no eshogo de fung¢bes no

plano cartesiano.

Justifica-se o trabalho tendo com base que o célculo representa uma das mais
importantes ferramentas da matemaética, e com grande quantidade de aplicacBes em
diversas areas do conhecimento, como Fisica por exemplo, defende-se que 0 mesmo seja
abordado na educacdo basica. Isto obviamente deve ser feito com certa sutileza: sem
excesso de rigor ou formalismos desnecessarios, ja que o objetivo de alguns autores é a
busca de promover um primeiro contado do aluno com alguns conhecimentos basicos do
calculo (AVILA, 1991)

O calculo é de fundamental importancia num consideravel nimero de cursos de
nivel superior o que refor¢a ainda mais o desenvolvimento de primeiras no¢ées de calculo
para os alunos do ensino basico, pois 0s alunos concluem o ensino médio sem possuirem
as nocdes basicas desse conhecimento matematico. Portanto, inserindo o estudo do
calculo no ensino bésico hd grande possibilidade de um maior aproveitamento nas
primeiras disciplinas inclusas em cursos de graduacdo nas areas de ciéncias exatas e
naturais o que poderia contribuir para um melhor ensino nas primeiras disciplinas da

graduacéo.

Defende-se neste trabalho que pelo menos os conceitos mais basicos de limites e
derivadas devem ser estudados no ensino médio. E isto é defendido também por uma série

de professores tanto da educacéo basica quanto de nivel superior. Tanto € verdade que
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varios livros didaticos de nivel médio trazem um ou mais capitulos destinados ao estudo
de limites e derivadas. Mas ocorre que, na maioria das escolas esse topico € deixado de
lado. E dessa forma, os alunos concluem o ensino médio sem terem nenhum contato com

as nocOes de calculo.

Além disso, quer-se mostrar que usando o software GeoGebra, é possivel
introduzir os conceitos de limite e derivada de forma mais fluida e dindmica, com pouco
formalismo e de maneira bem ilustrativa e atrativa para o aluno. Isto ndo s6 vem de
encontro ao nosso objetivo como também propicia a integracdo da informética no
contexto educacional do aluno. Além disso, estaremos utilizando o computador e 0s
softwares como meios para auxiliar o aprendizado do aluno, favorecendo a construcéo de

seus conhecimentos.

Escolheu-se usar como ferramenta de apoio pedagdgico o software GeoGebra por
este ser de uso bem simples e intuitivo, e funcionar perfeitamente em smartphones, tablets
e computadores. Dessa maneira serd mostrado neste trabalho que as noc¢des de calculo
devem e podem ser ensinadas a alunos do ensino médio. E mais que isto, mostraremos

uma forma de fazé-lo com a utilizacdo do GeoGebra como ferramenta de apoio.
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CAPITULO I - NOCOES DE LIMITES

1.1 - BREVE COMENTARIO SOBRE O SURGIMENTO DO CALCULO

Os primeiros indicios de algum estudo que tenha relacéo, ainda que indireta, com
o calculo diferencial e integral da forma como o conhecemos atualmente, e que datam de
mais de dezessete séculos antes de Cristo segundo (BOYER, 1992) foram encontrados no
Papiro egipcio de Rhind e nas tabuas cuneiformes dos babildnios. Portanto, a historia do
calculo tem origens que remontam ha varios seculos. Apesar de todo esse intervalo de
tempo até os dias atuais, 0s conceitos relacionados ao calculo, como limite, derivada,
integral e continuidade, sé adquiriram forma muito parecida com a que temos atualmente,

inclusive com relacdo a propria notacao, a partir do final do século XVI11 depois de Cristo.

Desde seus primeiros indicios, e avangando um pouco no tempo, o calculo aparece
na Grécia Antiga por meio de problemas de incomensurabilidade, com os quais 0s
Matematicos gregos se confrontavam naquela época. O matemético Eudoxo (408-355
a.C.) usava 0 método da exaustao para calcular areas de circulos, e 0 matematico Euclides
(287-212 a.C) usava 0 mesmo método para calcular areas de elipses, parabolas e
hipérboles. O método de Eudoxo e Euclides se valia de conceitos infinitesimais para

calcular areas.

O método da exaustdo usado por Eudoxo, de forma bem resumida, consistia em
inscrever poligonos com quantidade de lados cada vez maior em um circulo, por exemplo,
para tentar aproximar com exatidao cada vez maior a area do poligono inscrito da area do
circulo, a qual se queria calcular. 1sso podia ser feito, por exemplo, tomando-se um circulo
e inscrevendo nele um quadrado. Dai, em cada etapa do processo, podia-se dobrar a
quantidade de lados do poligono da etapa anterior. Fazendo isso exaustivamente, e dai
vem o nome do método, e dizendo em linguagem moderna, quando a quantidade de lados
do poligono tendia ao infinito, a rea do poligono tendia a se igualar a area do circulo em

questao.

Euclides usou um conceito que se assemelha ao que hoje chamamos de integral, e
gue consistia basicamente em particionar uma regido em um nimero cada vez maior de
retangulos paralelos, de modo que ele pudesse obter a area ou o volume que pretendia

usando a soma das areas ou dos volumes dessas parcelas.
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Mais adiante, a partir do final do século XV1, aparecem estudos como os de Simon
Stevin (1548-1620) sobre hidrostatica e estatica dos sélidos, Kepler (1571-1630), que
usou conceitos de limite e continuidade para formular suas trés leis que descreviam o
movimentos do planetas em torno do Sol, Fermat que usava 0 método da reta tangente
para determinar maximos e minimos de funcGes. Todos esses estudos, ainda que de forma
ndo sistematizada e organizada, propiciaram um conjunto de conceitos e técnicas que
posteriormente seriam aproveitadas e que culminariam na construcdo moderna do que

chamamos de Calculo Diferencial e Integral.

Oficialmente os criadores do Calculo Diferencial e Integral sdo o inglés Isaac
Newton (1642-1727) e o aleméo Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 - 1716). Cada um fez
seu trabalho de forma independente do outro. Newton teria feito seu trabalho cerca de 10

anos antes de Leibniz, mas foi Leibniz quem publicou primeiro. (BOYER, 1992)

1.2 -~ NOCAO INTUITIVA DE LIMITE

2x2%—

. e . ~ -1 . ~
Consideremos inicialmente a funcéo f(x) = ’i . Obviamente ndo podemos

aplicar o valor x = 1 a esta funcdo, pois nesse caso, teriamos uma indeterminacéo do tipo

f@) = % Por isso, a fungéo f esta definida em todo x real, exceto no ponto x = 1.

Mesmo sabendo que f ndo estda definida em x =1, vamos estudar o
comportamento dessa fungdo na “vizinhanga” proxima do nimero 1, isto &, para valores
de x “proximos” de 1. E faremos isto de duas maneiras: tanto por valores menores, quanto

por valores maiores que 1, e se aproximando cada vez mais dele, através das duas tabelas

a sequir:
Tabela 1
X 0 0,5 0,75 0,9 0,99 0,999 0,9999
f(x) 1 2 2,5 2,8 2,98 2,998 2,9998
Tabela 2
X 2 1,5 1,25 1,1 1,01 1,001 1,0001

f(x) 5 4 3,5 3,2 3,02 3,002 3,0002




19

Observando na tabela 1 a sequéncia dos valores de x e a sequéncia dos valores
assumidos pela funcdo f(x) é bastante razoavel afirmar que quando x se aproxima de 1
por valores menores, e na Matematica costumamaos dizer que x tende a 1 pela esquerda,

a funcdo tende ao valor 3.

De modo anélogo, olhando a tabela 2 € facil notar que quando os valores de x se
aproximam de 1 por valores maiores, e na Matematica expressamos isto dizendo que x

tende a 1 pela direita, a fungéo tende novamente ao valor 3.

Resumindo as duas observacfes acima, concluimos que quando x se aproxima de
1, tanto pela esquerda (valores menores) quanto pela direita (valores maiores), a funcéo
se aproxima do mesmo valor 3. Nesse caso dizemos que o limite da fungdo f(x) quando
x tende a 1 é 3; e representamos esta afirmacgdo, de forma mais técnica e usando uma

simbologia mais especifica, assim:

.o2x%-x—-1 . _
}cl_rHT_ 3 ou }Cl_r)r}f(x) =3

N&o é tdo dificil perceber que, para x # 1, € possivel aplicar a seguinte fatoracdo

a funcéo f(x) = —ij:;_l'
2x>—x—1 2 1 -1
foo =22l L g =D L m e

Como esta Gltima funcdo obtida depois da fatoracdo ndo possui indeterminacao
no ponto x = 1 podemos aplicar este valor na funcéo, obtendo (1) = 3, que € 0 mesmo

valor limite que encontramos utilizando as duas tabelas anteriores.

A fatoracdo feita anteriormente é possivel porque ndo estamos interessados no
valor exato que a fungdo assume no ponto x = 1, queremos apenas saber para qual valor
a funcéo se aproxima quando x se aproxima de 1. Inclusive, a funcdo pode nem mesmo

estar definida no ponto em questdo e mesmo assim o limite existir.

Como a construgdo do gréfico da fungdo f(x) = 2x + 1 nas proximidades do
ponto x = 1 é bastante simples, ndo temos dificuldade nenhuma em fazer a mesma analise
utilizando o recurso grafico. E podemos constatar visualmente o comportamento da

funcdo descrito anteriormente, pelo grafico da figura 1 a seguir:
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Figura 1

fx)=2x+1

-3

Fonte: O préprio autor (Barreto, 2022)

1.3 — DEFINICAO DE LIMITE E SUAS PROPRIEDADES

Definicdo 1.1: Seja I um intervalo aberto ao qual pertence o nimero real x, e seja
f uma funcdo definida para x € I — {x,}. Dizemos que o limite de f(x) quando x tende

a x, € L, e escrevemos isso sob a forma

xlim fx)=1L

X
quandoVe > 0,36 >0talquese0<|x—xy| <8 - |[f(x)—L|<e.

Da definicdo acima podemos concluir que o objetivo do estudo de limites é

analisar o comportamento dos valores da imagem de uma func¢ao quando os valores de x
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no seu dominio se aproximam de determinado valor fixo x,. Essa analise pode ser feita
em qualquer parte do dominio da funcdo, que na definicéo é representado pelo intervalo

aberto 1.

Além disso, nota-se que para se descobrir o limite da funcdo ndo é necessario
sabermos qual o valor dela exatamente no ponto x,, na verdade basta apenas observar
valores préximos a ele. Para evidenciar este fato vamos considerar a funcéo

2x+1,sex#1
f(x)_{S,sex=1 '

Analisando o ponto x = 1 e suas proximidades, temos que:

iiﬂf(x) = chi_r)l}(Zx +1)=3 e f(1) =5

Ou seja, quando x se aproxima de 1 pela esquerda (por valores menores) e pela
direita (por valores maiores), a funcdo dada se aproxima do valor 3 (que € o limite, nesse
caso). Mas o valor da funcdo em 1 é igual a 5, que ndo € o mesmo valor do limite. Como
ndo estamos interessados em encontrar o valor da imagem da funcéo no ponto x = 1, ndo

faz diferenca que esse valor seja 0 mesmo valor do limite. Como vimos acima,

lim £(x) # f(1).

Outra situacdo importante a ser analisada € que mesmo que a funcédo nédo esteja

definida no ponto em questdo, ainda assim € possivel que exista o seu limite. E vamos

2_
verificar essa possibilidade analisando a funcéo f(x) = ’;—_11 no ponto x = 1.

Obviamente essa funcao ndo esta definida para x = 1, pois se tentdssemos aplicar
esse valor a fungcdo chegariamos a uma indeterminacdo do tipo g Mas, lembrando que
para obter o limite da funcdo ndo ha necessidade que x assuma o valor 1, podemos aplicar
uma fatoracéo simples a essa funcdo obtendo o seguinte:

21 (x+D@-1)

X
= 1
f@) x—1 x—1 X+

Dai fazendo a andlise da funcdo f(x) = x + 1 quando x se aproxima de 1, de
maneira semelhante ao que fizemos no item 1.2, chegamos a concluséo de que f(x) se

aproxima do valor 2. Ou seja,

x2 -1

lcl_r)r}f(x)zil_r)r}x_ =}C1£r}x+1=2
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Neste momento também é importante enfatizar o fato de que o limite, quando
existe, € unico. Isto significa que se os valores de x se aproximam de um valor x, tanto
por valores menores quanto por valores maiores, o limite tem que ter o mesmo valor.
Caso os valores obtidos sejam diferentes, diremos entdo que a funcdo ndo tem limite.

Demonstraremos esta observacdo sob a forma do teorema a seguir:

Teorema (Unicidade do Limite): Se lim f(x) = L, e lim f(x) = L,, entdo L; = L,.
X=X X—Xq

Demonstracéao:
Vamos demonstrar este teorema por reducédo ao absurdo.

Obviamente para comegar, admitimos que L, # L, e ao final chagaremos a uma

contradicao.
Portanto, considerando L; # L, teremos o0 seguinte:

e Para lim f(x) = Lq:
X

—)xo
Ve>0,36;>0talquese0<|x—x5|<6; - |f(x)—Li<e (1)

e Para lim f(x) = L,:
X—Xg

Ve>0,36,>0talquese0<|x—xy| <6, - |f(x)—Ly|<e (2)
Usando uma pequena manipulacgdo algébrica podemos escrever que:
Li—Ly=Li—fQ)+ f(x) — L, (3)

Agora lembremos da desigualdade triangular: Dados quaisquer dois nUmeros reais

a e b temos que |a + b| < |a| + |b|, ocorrendo a igualdade quando a = b.

Aplicando a desigualdade triangular em (3) segue que:

L1 = Lo| = [(Ly = fO) + (f (%) = L) < [Ly = fOI + [f(x) = L] =
= fG) = Ll + |f () — Lo

Neste ponto vamos considerar § como sendo 0 menor dentre 0s nUmeros J; € &,.

Istoé, 6 <6, e8 <9,.
Dai, utilizando o que foi descrito acima em (1) e (2) teremos:

Ve>0,36 > 0tal que:
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0<|x—xpl <8 - [|f(x)—Lil+1f(x)—Ly| <2¢
Mas como ja vimos acima:

|Ly — Ly| < |f(x) — Lyl + |f(x) — Ly|

Entdo podemos reescrever que

Ve>0,36 > 0tal que:

0<|x—xpl <6 - |Li—L,| <2¢

[L1—Lo|

Agora, tomando & = e ainda considerando § = min{&,,8,} concluimos

que:
0<|x—xg|l <6 = |Ly—Ly| <|L;— Lyl

Como esta ultima afirmagdo é contraditdria, nossa suposicdo inicial de que
L, # L, é falsa. Logo L, = L,, e isto demonstra que o limite de uma funcdo, quando

existe é Unico.

A seguir enunciamos as propriedades operatérias basicas dos limites com algum
exemplo de como aplica-las para efeito de ilustracdo. Tais propriedades algébricas dos
limites sdo uteis para simplificar alguns calculos, como é o caso de fun¢bes que podem
ser entendidas como sendo a soma, o produto ou 0 quociente de outras fungdes mais

simples.

Obviamente, no que se segue, estamos admitindo que x, € um elemento de um
intervalo aberto no qual as funcdes em questdo estdo definidas. Lembrando que as funcdes

ndo precisam estar definidas exatamente em x,,.
Propriedade 1: O limite de uma funcéo constante é igual a propria constante.
Seja ¢ € R e f uma fungdo definida por f(x) = c¢. Entdo para todo X €ER
teremos lim f(x) = lim ¢ = c.
X=X X=X
Demonstracéao:
Note que |f(x) —c| = |c — c| = 0 < & para qualquer valor de & positivo.

Dai a expressdo

Ve>0,36d>0talquese0<|x—xy| <6 - |f(x)—c|l<e



24

Se torna sempre verdadeira independentemente dos valores tomados para § e «.

Propriedade 2: O limite do produto entre uma constante e uma funcéo limitada é igual
ao produto da constante pelo limite da funcao.

Sejac € Re lim f(x) = L. Entdo para todo x € R teremos lim [c- f(x)] = c-
X—Xq X—=Xo

lim f(x) =c-L.

X—Xg
Demonstracéao:

Vamos demonstrar esta propriedade para os casos em que c=0 e c#0

separadamnente.
1° Caso: Para ¢ = 0.
Se ¢ = 0, entdo:
c-f(x)=0-f(x) =0.
Agora aplicando a propriedade 1 vem
lim [c - f(x)] =xli_)r9rclo[0-f(x)] =lim0=0=0-L=c-L=c-lim f(x)

X—Xq X—Xo X—Xq

2° Caso: Para c # 0.

Sabemos por hipotese que xh—>n920 f(x) = L. Ou seja:
Ve>0,36>0talquese0<|x—x| <6 - |f(x)-Ll<e
Para chegar ao resultado que queremos vamos tomar € = % Nessa situacao:
0<|x—x0<86 - |f(x)—L]| <%

Dai multiplicando ambos os membros da Gltima desigualdade por |c| ficamos

com:
0<|x—xl<8 - Icl-If(x)—LI<%-Icl

0<|x—xpl <8 - Je-[fx)—-L]l<e
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Com isso conclui-se que

Ve>0,36>0talquese0<|x—xy| <8 - |c-f(x)—c-Ll<e
Esta ultima afirmacéo e equivalente a dizer que

X—Xq

lim [c - f(x)] =c-3}i_)r)rcl f(x)=c-L

como queriamos demonstrar.

Propriedade 3: O limite da soma é igual a soma dos limites e, de maneira analoga, o

limite da diferenca é igual a diferenca dos limites.
Se lim f(x)=L; e limg(x)=1L,, entdo lim(f+g)(x)=L;+L, e
X—Xq X—Xg X=X
lim (f — g)(x) = Ly — L.
X—Xg
Demonstracdo Relacionada a Soma:
Vamos demonstrar inicialmente que
lim (f + g)(x) = lim f(x) + lim g(x) = L, + L,.
X—-Xg X—Xo X—Xg
Dos fatos de que lim f(x) =L, e lim g(x) = L,, que sdo nossas hipoteses
X—Xg X—Xq
iniciais, segue respectivamente que:
Ve>0,36;>0talquese0<|x—xy|<6; - |f(x)—Li<e

Ve>0,36,>0talquese0<|x—xo| <6, - |gx)—L|<e
Escolhendo de maneira adequada € = g Essas expressdes ficam assim:
Ve>0,36;>0talquese0<|x—xy|<86; - |f(x)—L4| <§
Ve>0,36,>0talquesed<|x—xy| <8, — |glx)—L,| <§
Portanto se adotarmos § = min{6;,6,},entdo Ve > 0,3 8 > 0 tal que
se0<lx—x|<8 = |f)—Ll+lg)—Ll<-+-=¢ (D

Por ultimo, aplicamos a desigualdade triangular para obter:
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|(f(x) = L) + (g(x) = L < |f(x) = Ly| + |g(x) = Lol < €
|(f(x) +g(x)) — (L + Lz)l <e&
((F+9)) — Uy +L)| < ¢ (2)

Do que obtivemos em (1) e (2) podemos entdo concluir a demonstracao.

Demonstracdo Relacionada a Diferenca:

Vamos demonstrar agora que

,}l“,?o(f —g)x) = )Cliggof (x) — J}Lr)rgo g(x) =Ly — L.

Novamente usaremos os fatos de que J}LI?O f(x)=1L,e xh_)r?o g(x) = L,, que sdo
nossas hipdteses iniciais e também o que ja foi demonstrado anteriormente.

Lim (f = g)(x) = lim [f(x) — g(x)] = lim [f(x) + (1) - g(0)] =

= lim f(x) — lim g(x) =L; — L,
X—Xg X—Xg

Propriedade 4: O limite do produto de func¢des € igual ao produto dos limites.

Se lim f(x) =L;e lim g(x) = L,,entdo lim (f-g)(x) =L, "L,
X—Xq X—=Xo

X—%o
Demonstracéao:

Podemos usar nesta demonstracdo a seguinte manipulacdo algébrica:
P =fx)-gx)=fx)-g(x) —L1-g(x)+ Ly g(x) =Ly Ly + Ly Ly
(F-9)x) =[f(x) = L] g(x) + Ly - [g(x) = L] + Ly - Ly

Aplicando agora o limite a esta ultima expressao temos:

xlg?o(f +g)(x) = xll_)fgclo[f(x) — L] g() + Ly [gx) — L] + Ly Ly
xlg? f k)= xll_gcl [f(x) — L] - g(x) + xll_)f;fcl Ly [g(x) — L] + xh_gcl Ly L,

lim(f-g)(x)=0-g(x)+L;-0+L;-L,
X=X
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xlg};l (f9)x)=Ly-L,

Observacédo: Admitiremos sem demonstracdo que esta propriedade pode ser estendida,
de maneira totalmente analoga, a um produto que envolva mais de duas funcdes, desde

que seja uma quantidade finita de fatores. Isto é:

Se lim fi(x) = Ly, lim f,(x) = Ly, ..., lim f,,(x) = Ly, entdo
X—Xq X—Xg X—Xq

xli_gclo(ﬁ S (X)) =Ly Lyt Ly

Propriedade 5: O limite da poténcia de uma funcdo é igual a poténcia do limite dessa

funcéo.

Se lim f(x) =L,entdo lim f"(x) =L",Vn € N".
X—Xo

X—Xo

Demonstracdo: Esta propriedade é obtida quando usamos a observacgao anterior

paraocasoemaque f; = f, = --- = f,, = f. Nesse caso tem-se:

W (fy fo e f)) = Jim (F - f o )G = lim f2() = LoLo L = 17

Propriedade 6: O limite do quociente é igual ao quociente dos limites.

Se lim f(x) =L, e lim g(x) = L,, com L, # 0, entdo lim (L) (x) = b
X-Xg g L

X—=Xg X—=Xg

Demonstracéo:
im (£ = |i 2 = i lim —— =, L=l
Jim (5) 00 = Jim (7+5) 0 = Jim 7  Jip 5= =1

Observacdo: Veja que para concluir a demonstracdo acima utilizamos sem prévia

demonstracdo o fato de que lim —L_ =21 Na verdade, ao longo da elaboragdo deste
x-x9 9(x) L

trabalho alguns resultados serdo aceitos sem demonstracdo. As vezes porque as
ferramentas utilizadas para tal fogem de uma abordagem mais basica, outras vezes porque
a propria demonstracdo nao € o objetivo a que nos propomos. H& também casos, como o

que acabamos de mencionar, que admitiremos um resultado que nos pare¢a bem obvio,
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pois ndo queremos um excesso de demonstracdes nem de comentarios que tornem a parte

tedrica deste trabalho muito longa e cansativa para o leitor.

Um exemplo do que foi dito é a proxima e ultima propriedade, que iremos

enunciar a seguir sem demonstracgdo e utilizaremos posteriormente.

Propriedade 7: O limite da raiz n — ézima de uma funcéo € igual a raiz n — ézina do

limite da funcéo.

Se lim f(x) = L, entdo lim Y/ f(x) = VL,paraL >0en € N*ouparal <0
X—Xq X—Xo
e n um natural impar.

Vamos admitir, também sem demonstracdo, que o limite de uma funcdo
polinomial do tipo f(x) = ay + a;x + a,x? - ...- +a,x™ corresponde ao valor numérico

da funcéo para x = x,. Em outras palavras:

lim £() = £ (x0)

1.4 - LIMITES LATERAIS

No inicio da se¢do 1.3 tinhamos feito um comentério sobre limites que vamos
retomar agora para torna-lo um pouco mais preciso do ponto de vista matematico, sem a
intencdo de exagero no rigor nem na linguagem empregada aqui. Nossa intencédo é apenas
melhorar o entendimento do que falamos e usar a nomenclatura matematica adequada.

Trata-se do conceito de Limites Laterais.

Haviamos comentado que a variavel x de uma funcédo f (x) podia se aproximar de
um valor fixo x,, tomado no dominio da funcao, tanto pela esquerda (ou seja, por valores
menores) quanto pela direita (ou seja, por valores maiores) e em qualquer dos dois casos
a funcdo se aproximava do mesmo valor L na imagem, que nesse caso era dito como

sendo o limite da fung&o para o ponto x,.

Daqui em diante, para expressar que os valores de x se aproximam tanto quanto
quisermos de um dado valor x, por valores menores que x,, diremos que “x tende a x,
pela esquerda”; e de maneira andloga, para expressar que os valores de x se aproximam

tanto quanto quisermos de um dado valor x, por valores maiores que x,, diremos que “x
q q oP q 0 q
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tende a x, pela direita”. E representaremos estes dois comportamentos descritos,

respectivamente, com as seguintes simbologias:
- +
X = Xg e XX

Ditas estas coisas, vamos entdo introduzir as duas defini¢bes a seguir:

Limite Lateral a Esquerda: Dada uma funcéo f definida no intervalo aberto b, x,[, seu

limite lateral a esquerda € o valor L, que representamos por
lim f(x) =1L
X—Xg~
quando,Ve > 0,36 >0talquesexy—6<x<x, - |f(x)—L|<e.

O que estamos dizendo com a definicdo acima € que quando x tende a x, pela
esquerda, a fungdo f(x) tende a L. E nesse caso dizemos que o0 nimero L é o limite lateral

a esquerda dessa funcéo.

Limite Lateral a Direita: Dada uma funcdo f definida no intervalo aberto ]x,, b[, seu

limite lateral a direita € o valor L, que representamos por

lim_f (x)=1L

X—Xg
quando,Ve > 0,36 >0talquesexy <x<xyo+8 - |f(x)—-L|<e

Esta definicdo nos informa que quando x tende a x, pela direita, a funcdo f(x)

tende a L. E nesse caso dizemos que o numero L é o limite lateral a direita dessa funcéo.

Nota: Nas duas defini¢des acima usamos a letra “L” para representar os limites laterais a
esquerda e a direta, mas isso ndo significa que esses valores sdo necessariamente iguais.
Como veremos mais adiante ha casos em que os limites laterais sdo iguais e casos em que

eles sdo diferentes.
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Exemplo 1: Considere a fungéo f(x) = x? — x + 1. Determine os limites lir£1+f(x) e
g

lim f(x).
X2~
Resolucédo:
Para determinagéo de lir?+ f(x) vamos usar a tabela seguinte:
x—
Tabela 3
X 3 2,5 2,25 2,1 2,01 2,001 2
f(x) 7 4,75 3,8125 3,31 3,0301 | 3,003001 3

Observa-se nesta tabela que a medida que os valores de x se aproximam de 2 por
valores maiores, a funcgdo se aproxima do valor 3. E podemos constatar inclusive que para

o valor x = 2 obtemos exatamente o valor 3. Ou seja, f(2) = 3.

A fim de determinar lir?_ f(x) usaremos a seguinte que se segue:
xX—

Tabela 4
X 1 1,5 1,75 1,9 1,99 1,999 2
f(x) 1 1,75 2,3125 2,71 2,9701 2,997001 3

Agora observa-se na tabela 4 acima que para x tendendo a 2 pela esquerda (ou

seja, por valores menores que x) a funcéo f(x) tende a 3.

As tabelas 3 e 4 acima estdo nos mostrando que quando x tende a 2, tanto pela
esquerda quanto pela direita, f(x) tende a 3. Isto &, que os limites laterais sdo iguais.

Portanto podemaos escrever neste exemplo que
Jim fGo) = lim f(0) =3
E ndo apenas isso. Também pode-se concluir que
lim f(x) = f(2)
x—2

Pois como ja vimos, f(2) = 3.
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Portanto neste primeiro exemplo observa-se que além de os limites laterais
coincidirem eles sdo exatamente iguais a imagem da funcdo para o ponto x = 2.

Mesmo ndo havendo a necessidade, observemos o grafico desta funcdo nas

proximidades do ponto x = 2.

Figura 2

fx)=x*—x+1

Fonte: O préprio autor (Barreto, 2022)

O grafico da figura 2 acima, cuja interpretacdo é bastante simples, reafirma o que
foi dito anteriormente: quando x tende a 2, tanto pela esquerda quanto pela direita, f(x)
tende a 3 (em ambos 0s casos). E como os limites laterais coincidem pode-se dizer que,
para x = 2, 0 limite da funcdo f(x) = x? —x + 1, é igual a 3. Simbolicamente pode-se
escrever:
SRS =3

e o limf(x)=3
lim f(x) =3 X2
x—-2+
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x,sex =1

2 . Determine os limites
x*—3,sex<1

Exemplo 2: Considere a funcdo f(x)={
RSO i 16O

Resolucdo: VVamos observar o grafico desta funcdo nas proximidades do ponto x = 1.

Figura 3

fx)=x%—3

i f(x) =x

Fonte: O préprio autor (Barreto, 2022)

Neste caso pode-se perceber claramente que ha um “salto” no grafico da fungao
no ponto x = 1. Este salto faz com que os limites laterais sejam diferentes, pois observa-

se que

lim fG) = =2 lim f(x) = 1



33

A conclusdo é que os limites laterais sdo diferentes e, portanto, a funcdo dada neste

exemplo ndo tem limite no ponto x = 1. E é importante também observar que f(1) = 1.

Funcgdes que apresentam um salto em seu grafico (como acabamos de verificar
neste exemplo) sdo descontinuas. Neste exemplo, portanto, a funcdo que foi analisada é
descontinua no ponto x = 1, pois nesse ponto do seu dominio o gréfico apresenta um
salto. Como veremos pouco mais adiante, caso a fun¢do ndo tenha saltos em seu gréafico
e esteja definida no ponto em questo, dizemos que ela é continua. E o que veremos na

se¢édo 1.6.

Antes disso, no entanto, é conveniente primeiro introduzirmos os conceitos que se

seguem, de limites infinitos e limites no infinito.

1.5 LIMITES INFINITOS E LIMITES NO INFINITO

. . . - . - e = . ~ 1
Para introduzir o conceito de limite infinito vamos considerar a fungéo f(x) = =

e analisar o seguinte: a medida que os valores de x se aproximam de zero tanto pela
esquerda quanto pela direita, os valores de x2 tornam-se cada vez menores, e isso faz com

que os valores da fungdo crescam cada vez mais e de maneira ilimitada, pois para x2 cada

. 1 .. .
vez menor o quociente — fica cada vez maior. Ou, em outras palavras, quando x tende a

zero a funcéo f(x) = xiz tende ao infinito.

Podemos inclusive verificar essa tendéncia observando a tabela a seguir:

Tabela 5
X 1 0,5 0,25 0,1 0,01 0,001
f(x) 1 4 16 100 10000 | 1000000

Este tipo de raciocinio nos leva entéo a definigéo seguinte:

Definicédo: Seja f uma funcdo definida em algum intervalo aberto contendo x,
mas ndo necessariamente definida no proprio x,. Dizemos que quando x tende a x, a

fungéo f tende a mais infinito, e representamos isto por
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lim f(x) =+
X—Xq

se,VM>0,36>0talquese0<|x—xy|<d - flx)>M

Na expressdo acima o simbolo “+00” pode ser lido como “mais infinito” ou
“infinito positivo”. Esse simbolo ndo deve ser entendido como um valor numérico, pois
ele nem representa um namero real. Ele apenas representa o fato de que a funcao cresce

de maneira ilimitada quando x se aproxima de x,.

O que esta definicdo esta nos dizendo é que ndo importa o0 qudo grande seja o
namero positivo M, se tomarmos valores de x proximos o suficiente do valor fixo x,,
entdo o valor da fungdo f(x) ird superar o valor de M. Dizendo isso de outra forma
similar, quando x fica infinitamente proximo de x, o valor da funcdo torna-se

infinitamente grande, ultrapassando qualquer valor que possamos escolher.

Também vale a pena destacar que nessa definicdo subentende-se o fato de que o
valor de & depende do valor de M. Isto porque quanto maior for o valor de M considerado
menor serd o valor de &, a fim de que os valores de x fiquem suficientemente proximos

de x,.

Agora, fazendo uma alteracdo sutil na funcéo f(x) = xiz para que se torne a funcéo

glx) =— Za diferenca no comportamento desta Ultima é que: a medida que os valores

et
de x se aproximarem de zero tanto pela esquerda quanto pela direita, os valores de — xiz
ficam cada vez menores, ja que a funcdo g(x) tem um sinal de “menos” antes do
quociente x_12 Ou, em outras palavras, quando x tende a zero a fun¢do g(x) = —xiz tende

a “menos infinito”.

A tendéncia descrita acima pode ser verificada na tabela 6 a seguir:

Tabela 6
X 1 0,5 0,25 0,1 0,01 0,001
f(x) —1 —4 —16 —100 —10000 | —1000000
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Pensando dessa forma somos conduzidos a defini¢do outra definicéo:

Defini¢do: Seja f uma funcdo definida em algum intervalo aberto contendo x,,
mas ndo necessariamente definida no proprio x,. Dizemos que quando x tende a x, a

fungéo f tende a “menos infinito”, e representamos isto por

lim f(x) = —

X—Xq
e, VM <0,3§>0talquesed<|x—xy|]<d - flx)<M

Na expressdo acima o simbolo “—o0” pode ser lido como “menos infinito” ou
“infinito negativo”. Mais uma vez ressaltamos que simbolo —co ndo deve ser entendido
como um valor numérico da funcéo, pois ele ndo ¢ um numero real. Ele apenas representa

o fato de que a funcdo decresce de maneira ilimitada quando x se aproxima de x,.

E podemos interpretar esta definicdo dizendo que ndo importa 0 quao pequeno
seja 0 numero positivo M, se tomarmos valores de x préximos o suficiente do valor fixo
X, 0 valor da fungdo f(x) sempre serd inferior ao valor de M (sem sequer igualar M).
Ou, em outras palavras, quando x fica infinitamente proximo de x,, o valor assumido pela
funcgéo torna-se infinitamente pequeno, sendo sempre um valor inferior ao valor escolhido

para M.

Mesmo sem a intencdo de nos aprofundar em uma quantidade excessiva de
detalhes sobre os temas estudados neste capitulo, ainda achamos que é pertinente atentar
para mais uma situacdo envolvendo limites infinitos. Trata-se do caso em que a funcao

em questdo apresenta limites infinitos opostos.
Para explicar melhor o que dissemos no paragrafo anterior vamos promover uma
~ O ~ 1 ~ 1
pequena alteracdo algébrica na funcdo f(x) = = obtendo a funcéo h(x) = ~ € vamos

analisar seu comportamento.

Considerando entédo a fungdo h(x) = % passemos a analisar o fato de que: quando

x tende a zero pela esquerda a funcdo h(x) decresce de forma ilimitada. E representa-se

este comportamento de maneira simbolica e mais precisa como se segue:

1
lim — = —
x-0" X
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De maneira analoga, porém contréria, quando x tende a zero pela direita a fungdo
1 e - .
h(x) = ~ cresce de forma ilimitada. E pode-se descrever este comportamento da maneira

a sequir:

Jim 1) = 4

Podemos visualizar com facilidade os dois comportamentos que acabamos de

mencionar através do grafico a seguir:

Figura 4

Fonte: O préprio autor (Barreto, 2022)
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. . ;. . ~ 1
Para finalizar este topico, vamos analisar o comportamento da funcéo f(x) = -7

nos preocupando em saber 0 que acontece com esta funcdo quando x tende ao infinito
(positivo). Ou seja, tornando os valores de x cada vez maiores e de maneira ilimitada,

qual a tendéncia assumida pelos valores da imagem da funcéo?

Observe-se que a medida que x cresce a soma x + 1 também cresce, e isso faz

. 1 . .
com gque 0 quociente 1 torne-se progressivamente menor, aproxmando-se cada vez

mais de zero. Entdo pode-se dizer que quando x tende ao infinito a fungdo f(x) = ﬁ

tende a zero. Nesse caso pode-se dizer também de forma equivalente que o limite dessa

funcdo no infinito é zero.

A tabela 7 a seguir nos d& uma ideia dessa tendéncia:

Tabela 7
X 1 10 100 1000 10000 100000

1 1 1 1 1 1
f) /2 /11 | /101 | 71001 | /10001 | /100001

Observa-se na tabela 7 acima que quanto mais aumentamos o valor de x, o valor
da funcéo € sempre uma fracdo cujo numerador € fixo e igual 1, j& que o numerador ndo
depende da variavel x, mas o denominador que depende do valor de x fica cada vez maior,
tornado assim o resultado final em um valor que vai se aproximando cada vez mais de

zero.
Impulsionadas pelo pensamento descrito acima vamos definir o que se segue:

Definicdo: Seja f uma func¢do definida no intervalo aberto ]a, +oo[. Dizemos que,

quando x cresce ilimitadamente, f(x) se aproxima de L e escrevemos:

lim f(x) =L

X—>+o00

se, e >0existe N>0talquesex >N - |[f(x)—L|<e



38

. . ~ 1 . ,o.
Ainda considerando a fun¢do f(x) = — € de forma semelhante ao raciocinio
anterior, quando x tende ao infinito (negativo) a soma x + 1 resulta num valor negativo
~ 1 . , _—
eafungdo f(x) = — tende a zero. Nesse caso pode-se dizer também que o limite dessa

funcdo no infinito (negativo) é zero.

Novamente uma tabela nos ajuda a ter uma ideia dessa tendéncia:

Tabela 8
" 10 | —100 | —1000 | —10000 | —100000
1, | _1 1 1 1
f(x) /9 /99 /999 | = /9999 | = /99999

E para este tipo de comportamento introduzimos a definicéo a seguir:

Definicdo: Seja f uma funcgdo definida no intervalo aberto | —oo, a[. Dizemos que,

quando x decresce ilimitadamente, f(x) se aproxima de L e escrevemos:
lim f(x) =L
X——00

se,e >0existe N<Otalquesex <N - |[f(x)—L|<e

1.6 - LIMITE E CONTINUIDADE

Nosso objetivo neste tdpico é tratar de forma breve sobre a continuidade das
funces e da relacdo entre continuidade e limite, que como veremos mais adiante é bem
estreita. Como ja falamos desde o inicio deste capitulo a respeito dos limites, vamos entédo
redobrar nossa atengdo para a questdo da continuidade. Pretendemos analisar aqui a
continuidade tanto do ponto de vista intuitivo, quanto do formal. E também vamos nos
valer tanto da linguagem algébrica como da visualizacdo grafica para um melhor

entendimento.

Vamos comecar como sugere (GUIDORIZZI, 2013) observando os gréaficos de

duas fungdes f e g a seguir:
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Figura 5 Figura 6
v ¥
g
fix) /
fio ! | :
fix) AN : /
1 Il - 1 o=
// x p  x X /,/’ p X

Observe que no ponto p o gréafico da funcdo f (figura 5) ndo apresenta “salto”,
isto &, podemos desenhar o grafico da fungéo f na vizinhanca de p de uma Unica vez, sem
interrupgdes. O mesmo nao ocorre obviamente com o grafico da funcéo g (figura 6), que
apresenta um salto no ponto p e cujo grafico ndo poderia ser desenhado na vizinhanca
correspondente ao ponto p de uma Unica vez, pois ha uma interrupcdo exatamente na

imagem de p.

Feitas estas considerac@es € intuitivo esperar entdo que na Matematica a funcéo f
seja considerada continua e a funcdo g ndo seja considera continua. E nesse caso, a funcao

g € dita descontinua.

Vale a pena mencionar aqui que observando o grafico da fungdo g nota-se que
existe a imagem do ponto p, ou seja, existe g(p). Isso nos da a percepg¢do de que mesmo
que a funcdo esteja definida no ponto em questéo, ndo ha garantia de que ela seja continua.
Além disso, pode-se também notar facilmente que os limites laterais da funcdo g em
relacdo ao ponto p sdo diferentes, exatamente por causa do salto que ela apresenta nesse
ponto. E o fato de os limites laterais serem diferentes, indica que a funcdo g tem possui

limite no ponto p.

Agora, olhando para o gréfico da funcéo f, é trivial perceber que a funcéo f esta
definida em p, que os limites laterais em relagdo a p séo iguais, e que o valor deste limite

corresponde exatamente a f (p).
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Com estas consideragdes podemos entdo enunciar uma definigdo para fungao
continua que, como ja vamos constatar, tem relacdo direta com a propria definicao de

limite.

Definicdo (GUIDORIZZI, 2013): Uma func¢éo f é dita continua em um ponto p
do seu dominio quando para todo € > 0 dado, existe § > 0 (com § dependendo de ¢€), tal

que para todo x pertencente ao dominio de f,

p—6<x<p—-6 - f)-e<fx)<f(p)+te

Utilizando a notacéo de modulo e as simbologias correspondentes para a definicéo

acima, podemos escrever que:
f continuaemp & Ve>0,36§>0talquese|lx—p|<d = |f(x)—f(p)|l<e

Fazemos questdo ainda de definir novamente a continuidade de uma funcdo em
um ponto usando as notagdes encontradas nos livros dos professores James Stewart e

Jelson lezzi, como esta descrito a seguir:

Defini¢do: Uma funcgdo f é continua em um ponto p do seu dominio quando
lim f(x) = f(p)
n-p

Como podemos perceber claramente na escrita acima a continuidade é definida
em termos de limite. E mais, da definicdo acima fica subentendido que para que a fungéo

f seja continua tem que acontecer simultaneamente trés coisas:
1°) f tem que estar definida em p (ou seja, tem que existir f(p);

2°) lim f(x) tem que existir;
n-p

39 lim f(x) = f(p) (isto &, o limite deve ser igual a imagem no ponto p)
n-p

Segundo (STEWART, p. 109) a definicdo acima estd nos informando que se a

funcdo f for continua no ponto p, entdo f(x) tende a f(p) quando x tende a p.

E importante n3o deixar passar desapercebida aqui uma diferenca sutil entre a
definicdo de limite e a definicdo de fungédo continua (que é feita em termos de limite):
quando escrevemos a expressdo 0 < |x — p| < &, usada na definicdo de limites, estamos

dizendo que a diferenca entre 0s pontos representados por x e por p € menor que 0 nUmero
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positivo § porém ndo € nula (igual a zero). Dai a necessidade de escrever que 0 < |x — p|.
Isso significa que x e p podem se tornar tdo proximos quanto quisermos, mas nao
coincidentes. Mas quando definimos a continuidade em um ponto apenas escrevemos que
|x — p| < &. E isto significa que x e p podem coincidir. E é exatamente o que acontece
na defini¢cdo de continuidade, ndo s6 a funcdo se aproxima de um determinado valor (o
limite, nesse caso) como esse valor quando x coincidir com p devera ser igual a propria

imagem do ponto p.

Quando uma funcdo € continua em todos os pontos do seu dominio dizemos
simplesmente que essa funcdo é continua. Mas é possivel também termos funcGes que
sdo continuas apenas em uma ou mais partes do seu dominio. Nesse caso diremos que

fé uma funcao continua em A c D se f for continua em cada ponto de A.

Vamos usar alguns exemplos graficos para explicitar casos em que a funcdo é ou
ndo continua, tentando explicar o que esta de acordo ou em desacordo com as definicdes

de continuidade feitas acima.

Exemplo 1: Dada a fungdo f(x) = 3x — 2 analisemos, para efeito deste exemplo, sua

continuidade no ponto x = 2, usando o grafico abaixo.

Figura 7

-2 1

Fonte: O préprio autor (Barreto, 2022)
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Mesmo que de maneira um pouco mais intuitiva do que precisa, podemos perceber
do gréfico acima (figura 7) que a funcdo f(x) = 3x — 2 é continua no ponto x = 2. E
ndo apenas isso, percebe-se ainda que de maneira informal, que a funcéo dada é continua
em todo o seu dominio, que nesse caso € o conjunto dos nimeros reais. Sabendo que a
funcdo f(x) = 3x — 2 é uma funcéo polinomial de 1° grau, que seu grafico, portanto, é
uma reta, e apenas observando o trecho do grafico que foi exposto acima, temos
elementos suficientes para ficar com a sensacéo de que esta funcdo é continua em todo o

seu dominio (que nesse caso € o0 conjunto dos nUmeros reais).

Observe-se do nosso exemplo que a fungéo f esta definida no ponto x = 2 (ou
seja, f(2) existe), e que o limite de f quando x tende a 2 corresponde a imagem de f

para x = 2. Isto €,

}Ci_rg(Sx —-2)=f(2)=4

Conclusdo, a funcdo f(x) = 3x — 2 é continuaem x = 2.

2x+1sex + 2

nalisem ra efei
3 cox — o analisemos, para efeito deste

Exemplo 2: Dada a fungdo f(x) ={

exemplo, sua continuidade no ponto x = 2, usando o gréafico seguinte:
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Figura 8

Fonte: O préprio autor (Barreto, 2022)

Observa-se no grafico acima (figura 8) que o ponto A(2, 3) pertence ao gréafico da
funcdo f, pois para x = 2 temos o valor 3 associado. Ou seja, f(2) = 3 e, portanto, a
funcdo f esta definida no ponto x = 2. Entretanto o limite da funcéo no ponto x = 2 é 5.
Isto é, apesar de a funcdo estar bem definida no ponto em questdo, sua imagem é diferente

do limite nesse ponto. Resumindo isto, temos:

f(2)=3

e li 2
i oy = 5| = IR0 2@

Conclusdo: a fungdo f ndo é continua no ponto x = 2.
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x+1sex>1

Exemplo 3: Dada a fungéo f(x) = {_x +1sex<1

vejamos seu gréafico.

Figura 9

2

-2 -1 0 1 2 3 4

Fonte: O préprio autor (Barreto, 2022)

Como podemaos notar facilmente o grafico acima (figura 9) apresenta um salto em

x = 1. Isso faz com que os limites laterais nesse ponto sejam diferentes. Observe que

st =1
e = lim f(x) # lim f(x)
)}Lr?+f(x) =3 x—1 x—-1

Portanto, como os limites laterais para x = 1 sdo diferentes entdo ndo existe o

limite de f para esse ponto (nédo existe lirr} f(x)) e assim, a funcdo f deste exemplo é
X

descontinuaem x = 1.
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Apesar disto, vale a pena ratificar que a fungdo f esta definida em x = 1, pois
para esse caso temos f(1) = 3. A funcdo simplesmente é descontinua porque o limite
n&o existe, diferentemente do exemplo anterior, no qual o limite existia, mas era diferente

da imagem da fungdo no ponto em questéo.

Exemplo 4: Neste exemplo vamos analisar de uma s6 vez os graficos das fungdes

flx) = x% ef(x) = xiz representados pelas figuras 1.6.6 e 1.6.7 respectivamente.

Figura 10 Figura 11
A

- ™~

Fonte: O préprio autor (Barreto, 2022)

Fonte: O préprio autor (Barreto, 2022)

Nas figuras 10 e 11 acima temos o caso de limites infinitos para o ponto x = 0.

Na figura 10 os limites laterais sdo diferentes, pois a esquerda € igual a —co e a

direita é igual a +oo, portanto ling f(x) ndo existe; ja na figura 11 os limites laterais séo
xX—
ambos iguais a +oo, e portanto, ling f(x) = +oo.
X—
Entretanto, apesar de termos falado sobre a questdo desses limites serem infinitos

e serem iguais ou diferentes ndo interfere no fato de que fungdes que possuem limites

infinitos para x tendendo a um valor p ndo sdo continuas em x = p.
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CAPITULO 2 - DERIVADA

Neste Capitulo, voltado ao estudo dos conceitos de derivada, perceberemos aos
poucos que a ideia central que gira em torno do conceito de derivada pressupde o
conhecimento previo e a aplicacdo dos conceitos de limite, que estudamos no capitulo
anterior. Mais a frente voltaremos a falar disso, entretanto podemos adiantar que a

derivada é na verdade um tipo de limite.

O objetivo deste trabalho ndo é o aprofundamento exagerado sobre os conceitos
relacionados a derivada, contudo, vale ressaltar que autores como 0s que citamos nesta

bibliografia consideram a derivada como o limite mais importante na Matematica.

Uma das questBes fundamentais aqui é o fato de que a derivada possui uma vasta
quantidade de aplicacBes, tanto na prépria Matematica, como em outras areas do
conhecimento, como ja citamos na introducéo deste Trabalho. Portanto ja que a derivada
é um conceito definido sobre outro conceito, que é o de limite, fez-se necessario antes de
entrarmos propriamente no estudo da derivada um estudo cuidadoso sobre limites, de
modo a conhecer de perto a ideia, 0 conceito em si, as propriedades bésicas, e os limites

fundamentais da Matematica.

Feito um apanhado béasico sobre limites no capitulo anterior podemos antdo nos
sentir mais seguros para ingressar no estudo da derivada, tanto no que diz respeito a
definicdo em si, quanto as suas propriedades, e também como veremos no ultimo capitulo,

em relacdo as suas aplicaces.

Depois de observada a sugestdo dos autores que usamos neste trabalho
entendemos que seria uma boa escolha comecar o estudo da derivada com o problema da

reta tangente, do qual falaremos na sequéncia.

2.1 - O PROBLEMA DA RETA TANGENTE E A DERIVADA

E sabido da Geometria Analitica que uma das maneiras para determinar a equago
de uma reta € conhecer um ponto da reta e o coeficiente angular dela. Dessa maneira é
possivel calcular o coeficiente angular da reta em questdo da mesma forma como se faz

em qualquer livro de ensino médio.
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Contudo se conhecemos apenas um ponto da reta, mas ndo temos o coeficiente
angular dela, precisariamos conhecer mais um ponto para poder calcular o coeficiente
angular e dai determinar a equacdo da reta. Portanto o problema de determinar a equacéo
da reta tangente ao grafico de uma funcgéo gira em torno de determinar seu coeficiente
angular primeiro, o que pode parecer uma tarefa ndo téo dificil, mas que é na verdade,

complicadissima se pensarmos nos conhecimentos tradicionais de geometria analitica.

Isso porque se ja conhecemos o ponto de tangéncia, que pertence a curva e a reta,
quando determinarmos o coeficiente angular entdo o problema estara resolvido, ja que
bastaria usar o ponto conhecido e o coeficiente angular para determinar a equacgéo da reta
em questdo. Mas dai vem a pergunta: como determinar o tal coeficiente angular

conhecendo apenas um ponto de uma reta?

E justamente pensando em uma maneira de resolver esse impasse vamos
considerar inicialmente a figura 12 a seguir, na qual tem-se uma reta s que é secante a
curva que representa o grafico de alguma funcdo f continua. Nesse caso a reta terd dois
pontos em comum com o grafico de f, que aqui designaremos por P(xo,f(xo)) e
Q(x, f (x)). Conhecendo esses dois pontos da reta s onde ela intersecta o gréfico de f
podemos determinar seu coeficiente angular, que estd representado por a e, por

conseguinte, é possivel determinar também a equacéo de s.

Figura 12

F) oo :

- f(x) = f(x)

Fonte: O préprio autor (Barreto, 2022)
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Considerando que a reta s forma um angulo a com o eixo das abscissas, seu

coeficiente angular que indicaremos por m, sera dado por:

f(x) = f(xo)

m. =tga =
s = tg pae

onde:

e A diferenca x — x, chamaremos de acreéscimo ou incremento da variavel x em
relacdo ao ponto x,, e indicaremos por A,;
e A diferenga f(x) — f(x,) chamaremos de acréscimo ou incremento da funcéo f
em relagao ao ponto x,, € indicaremos por A,;
FO)=f(x0)
X=X

0

e O quociente chamaremos de razdo incremental de f em relacdo ao ponto

- Ay
Xo, € indicaremos por .

X

Observe agora na figura 13 abaixo novamente a reta s secante ao grafico de f nos
pontos P(xo, f(x)) € Q(x,f(x)) como haviamos mostrado anteriormente, as retas

s1,S2, S3, ... € finalmente a reta t, que é a reta tangente ao gréfico de f e da qual queremos

determinar o coeficiente angular.

Figura 13

Y

X
o) I
Y

Fonte: FME Vol. 8 (lezzi, 2013)
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Como admitimos que a funcdo f é continua, fazendo x tender a x, 0 ponto Q se
desloca sobre o grafico de f se aproximando do ponto P, e além disso, f(x) também
tende a f(x,). A medida que isto ocorre, a reta s vai assumindo sucessivamente as
posicdes s,, S5, S3, ... tendendo a coincidir com a reta t, que € a reta tangente a curva no

ponto P.

Nesta situacdo limite o coeficiente angular da reta s tende a se tornar
numericamente tdo proximo do coeficiente angular da reta t que podemos admitir o
coeficiente angular de s como sendo o proprio coeficiente angular de t, que
representaremos por m,. Entdo podemos escrever que:

_ f(x) = f(xo)
m; = m; = tga = lim ————
X—Xo X — xO

O limite acima, quando existe e é finito, é denominado derivada da fungdo f no

ponto x,, e corresponde exatamente ao coeficiente angular da reta tangente a funcédo f no

ponto de coordenadas (xo, f(xo))-

Observe que a ideia usada aqui gira em torno de que nao podendo calcular
diretamente o coeficiente angular da reta tangente, calcula-se primeiramente o coeficiente
angular de uma reta secante que passe pelo mesmo ponto que a reta tangente, e a seguir
aplica-se o limite fazendo com que o coeficiente angular da reta secante tenda a coincidir

com o coeficiente angular da reta tangente.

Em outras palavras, calcular a derivada de uma fungdo em um ponto dado envolve
calcular o limite para valores diferentes desse ponto mas tendendo a ele. Em nossa
ilustracdo acima pensamos em x tendendo a x, pela direita, mas sem perda de
generalidade isso ocorre nos dois sentidos (com x tendendo a x, pela esquerda e pela

direita), pois estamos falando do calculo de um limite.

Se estivéssemos interessados apenas em calcular um limite qualquer ndo seria
necessario que a fungéo fosse continua no ponto em questdo. Admitimos a continuidade
porque o ponto de tangéncia deve pertencer simultaneamente a reta tangente e & curva
que representa o grafico da funcdo. E, portanto, a funcdo deve ser continua no ponto

considerado.

Feitas estas consideracdes entdo, vamos definir a derivada de uma fun¢do em um
ponto como sugere (GUIDORIZZI, p. 216).
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Definicdo: Sejam f uma funcéo e x, um ponto do seu dominio. A derivada de f

em x,, indicada por f'(x,) é o limite

ey = tim L) G0

X0 X — xO
quando este limite existir e for finito.

O simbolo f'(x,) deve ser lido como f linha de x,, € representa a derivada da

fungéo f no ponto x,.

Outras formas equivalentes de representar a derivada segundo (IEZZI, p. 128) e
(GUIDORIZZI, p. 216) séo:

(xo+Ay)—f(x0)
Ay

(x+h)—f(x)

14 — : A_y Vi _ . / 1
f'(x0) = AI,ICTO 5, ou fllx)= Al,‘fl‘o ou  f(xp) = lim=—

Diremos que f é derivavel (ou diferenciavel) em um subconjunto A do seu
dominio se for derivavel em cada ponto de A. Quando dissermos simplesmente que a

funcdo é f derivavel, significa que f é derivavel em cada ponto do seu dominio.

Olhando para a definicdo acima percebemos gque assim como ocorreu com a
definicdo de continuidade, a derivada é definida em termos de limite. Na verdade, a
derivada é um tipo especial de limite. Dai a necessidade de se fazer um estudo sobre
limites atento a todos os detalhes da defini¢do e suas consequéncias.

Até 0 momento resolvemos parte do nosso problema inicial, que é o de determinar
a equacdo da reta tangente ao gréafico de uma funcdo em um ponto. Isto porque a equacao
acima ja nos fornece o coeficiente angular da reta tangente, que corresponde a derivada

da funcdo no ponto em questao.

Sendo entdo f'(x,) o coeficiente angular da reta tangente a funcao f no ponto de

coordenadas (xo, f (xo)) a equacdo que estamos procurando sera dada por

y = f(x0) = f'(x0)(x = xo)

Agora sim nosso problema esta resolvido pois finalmente conseguimos uma
expressao para a equacao da reta tangente. E para tal utilizamos a derivada da funcéo no
ponto de tangéncia. E neste momento vale a pena ressaltar que a derivada € por definigdo
um tipo de limite, e este limite “coincidentemente” corresponde ao coeficiente angular da

reta tangente.
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2.2 - DERIVADA DAS FUNCOES ELEMENTARES

Como a derivada € por definicdo um tipo de limite j& podemos nos adiantar em
dizer que a priori as mesmas regras basicas validas para limites também tém validade para
0 caso das derivadas. E o que mostraremos ao longo deste capitulo mas que de antem&o

ja serd utilizado implicitamente nos raciocinios que se seguem.

VVamos comecar entdo com o conceito de funcédo derivada e, a seguir mostrar as

derivadas das principais funcdes estudadas na educacao bésica.

Segundo (IEZZI, p. 135) se uma funcdo f é derivavel num intervalo aberto, e a
derivada em cada ponto de abscissa x, nesse intervalo é dada por um limite, que é Gnico
como ja estudado no capitulo anterior sobre limites, entdo é possivel definir uma funcgéo
derivada de f.

Neste caso, a funcio derivada de f € a fungdo f':1 — R, que associa a cada

X, € I aderivada de f no ponto x,.

. , . d
Caso se queira é comum representar a derivada de f por d—f ou por Dy.
X

1°) Derivada da funcéo constante

Dada a fungéo f(x) = c, ¢ € R, temos:

f'(xo) = lim fOI=F&0) _ iy £2€ — i 2=
X—Xg X—Xo X—-Xxg X—Xo X—-Xxg X—Xo

Isto é, a derivada da funcdo constante € igual a zero.

Dai: se f(x) = centdo f'(x) = 0.

2°) Derivadas de x™ e de Vx
Seja n um natural ndo nulo. Entdo valem as seguintes férmulas de derivag&o:
a) f(x) =x" - f'(x) =n-x"7},

b) f(x) =x" - f'(x) =-n-x"""1 comx # 0;
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1

1
C) f(x) =xn - f'(x) =%-x5’1, com x >0 se n for par e x # 0 se n for impar

(n>=2).

Demonstracdes

a) f'(xy) = 11m FOIZF o) _ ) X%”

X—Xg x-x9 X—Xo

= lim (™1 + x™2xy + x" 3x% + -+ 2™ )
X—Xg

Como x — x, e na soma acima temos um total de n parcelas, entdo:

flx) = (" +x" T+ x4 x ) =0 x" !

isto é,

f'(xo) =n-x,""1 ou f'(x) =n-x""1como queriamos demonstrar.

11 xo"-x"

b) f'(xo) = lm [T @0) _ g Z %0y B E” iy 2o

0 X0 X—Xo X—X X—Xq x-x9 X—Xo x-xg9 X—Xo
T xM—xo™ 1
- x]l_)l’)rcl - X=X xMxo™

0 0 0

n_xon

Como ja foi verificado no item a) que lim = =n-x""1 e além disso,

xX-xg X~Xo

1
quando x — x, tem-se que lim w = resulta que

i)
x—x0 XX 02n

Fl(x) = —n-x" 1 ——=—n-x,"""1 ousimplesmente f'(x)=-n-x"1

xozn

C)f (xo) — llm f(x) f(xo) — 1 \/_—\/x—o

X—Xg xX-xg X—Xo
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Fazendo u = V/x e v = %/x, e levando em conta que x — x, tem-se que u — v,
segue que

, T u-v
f'(xo) = 1111517 N

= hm% = lim
Uy Ut—Y u—p nvt-1
u-v

Dai, considerando x, # 0,

1 1 1 1 i—n
— L.

fl(xO) = e Xo 1 ==

n —_ n

1
Logo conclui-se que f'(x) = % nt,

3°) Derivadas de a* e de In x

Demonstracdes

No que se segue usaremos como base 0s raciocinios encontrados (IEZZI, p. 138)
e (GUIDORIZZI, p. 232).

a) Dada a funcdo f(x) = a*,coma € Re 0 < a # 1, sua derivada sera:

— x+h_ ,x
F(x) = lim L&M= _ i E 20 i g - 8
h—0 h h—0 h h—0

Como a parcela a* ndo depende de h, isto €, a* funciona como uma constante,

podemos extrai-la do limite e reescrever assim:
f'(x) =a*- limE =a*-lna
- hs0 h

Portanto,

ff(x)=a*-Ilna

Quanto a esta Ultima demonstracdo ha uma ressalva! Ainda ndo provamos o fato

ah—

de que lim = Ina
h—0
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b) Dada a funcéo g(x) = In x, com x > 0, vamos provar que g'(x) = i

Segue-se que

, s In(x+h)-lnx _ . 1. h
g' (x) —}llir(l)——}llir(l)h In (1+x)

Promovendo a mudanga u = %teremos
") = lim L - — 1 = = lim X i
g'x)= Ll_rgux In(l+4+u)= Ll_r)rg)ln 14+ uwuw = Ll_r%xln 14+
1
Como lir% m(1+ux=1 e lim 2= i ficamos com
u-—

u-0x

1
g'(x) = lim=ln(1+wi==-1=+
u->0x

X X

E finalmente podemos concluir que

1

g'(x) =~

X

1

Portanto reafirmamos que se g(x) = Inx entio g'(x) = -

4°) Derivada das func¢es trigonomeétricas
a) sen'x = cos x

Demonstracéo
Aplicando a definicdo de derivada e em seguida uma transformacdo

trigonométrica teremos a seguinte sequéncia:

(x+h) x) Zsenh cos(2x+h) senh 2x+h

. sen(x+h)—sen(x B > . o) x+

sen'x = lim —————— = lim ———2—= = lim —% cos( )
h—0 h h—0 h h—0 5

sen; . 2x+h
= =1 e lim cos (——) = cos x segue que
2 h—-0 2

Como lim
h—0

h
, . sens 2x+h
sen'x = lim —%cos =1-cosx =cosx
h—0 2

Ou seja,

sen’'x = cosx
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b) cos’ x = —sen x
Demonstragéo

Novamente usamos a definicdo de derivada seguida de uma transformacéo

trigonométrica. E a sequéncia ficara assim:

h 2x+h h
/ . cos(x+h)—cosx . —Zsengsen( 2 ) . sen; 2x+h
cos' x = lim ————— = lim = lim ——%sen
h—0 h h-0 h h-0 3
. sen . 2x+h
Como lim ——% = —1 e lim sen (——) = sen x Segue que
h—0 - h—0 2
h
, . sen; 2x+h
cos'x = lim ——%sen =—1-senx = —senx
h—0 = 2
Ou seja,
cos'x = —senx

¢) tg'x = sec?x
Demonstragéo

tg(x+h)—-tgx

tg’ x = lim
J h—0 h

Fazendo t = x + h (t = x quando h — 0)

sent senx

. tgt—tgx . - . _sentcosx—senxcost 1
tox t—x tox t—x t-x t—x costcosx
Como
. _sentcosx—senxcost . sen(t—x) . 1 1
lim =lim———=1 e Ilim =
tox t—x tox t—x t—x COStcosx cos %2x

Resulta que

tg' x = sec’*x
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d) sec’x =secx .tgx

Demonstragéo
Ceth) oserD sz Ceth)
. sec(x+h)—secx . - . cosx—cos(x+h
SeC’ x = lim = lim cos(x+h) cosx __
h—-0 h h-0 h h—0 hcos(x+h)cosx

Aplicando a transformacéo trigonométrica

+b -b
cosa — cosb = —2sen (aT) sen (aT), ondea=xex+h=>bvem

2x+h -h
b —25en( B )sen(T)
sec’ x = lim
h—0 hcos(x+h)cosx

Como sen —x = — sen x segue que

e m ) )
h—0 hcos(x+h)cosx h—0 2 cos(x+h) cosx

Arrumando convenientemente a expressao acima teremos

h 2x+h
. 2 . senx senx
, en(; sen(= 1
sec’ x = lim —%~- =1- = .
h-0 2 h—0 cos(x+h) cosx cos?x  cosx CoOSx

Donde concluimos que

sec’ x =tgx-secx

e) cotg’ x = — cosec? x

Demonstragéo

cos(xsh) _coso)
cotg(x+h)—cotgx lim sem(x+h) semx __

cotg’ x = lim
h—0 h h—0 h

sen x cos(x+h)—sen(x+h) senx

= lim
h—0 hsen(x+h)senx

Lembrando agora da transformacéo trigonométrica

sen(a —b) = senacosbh —senbcosa e admitindo a=x e b=x+h

poderemos escrever



cote’ x = lim sen(x—(x+h)) lim sen(—h) — lim senh
8 - h—0 hsen(x+h)senx - h—0 hsen(x+h)senx - h—0 hsen(x+h)senx

Agrupando convenientemente a expressdo acima ficara

’ . senh . 1 1 1
cotg' x = lim — * lim =-1- = -
h—0 h—0 sen(x+h)senx sen? x sen? x
Logo,
cotg’ x = — cosec?® x
f) cosec’ x = — cosecx * cotg x
Demonstragéo
(x+h) sentei) " sen (x+h)
. cosec(x+h)—cosecx . - . senx—sen(x+h

cosec’ x = lim = |jm Senth)  senx _ y;,, SPRA PRSP

h—0 h h—0 h h—0 hsen(x+h)senx

Aplicando a transformacéo trigonométrica

-b +b
sena —senb = ZSen(aT)cos (aT), ondea=xex+ h=>bvem

el eos(
cosec’ x = lim
h—-0 hsen(x+h)senx

Como sen —x = — sen x segue que

h 2x+h

—sen(=)cos
cosec’ x = lim —; G)eos(%)
h—-0 Esen(x+h)senx

Arrumando convenientemente a expressao acima teremos

h 2x+h
’ . sen(g) . COS( 2 ) cosx cosx 1
cosec' x = lim ——%~- lim ————2——=—-1" = — .
h-0 > h—0 sen(x+h) senx senZ x senx senx

Donde concluimos que

cosec’ x = —cotg x - cosecx

57
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2.3—- DERIVADA E CONTINUIDADE

Tanto a derivada como a continuidade sdo definidas em termos de limites.
Portanto é de se esperar intuitivamente que haja alguma relagéo entre ambas de modo que
a existéncia da derivada implique a continuidade ou vice-versa, podendo inclusive ocorrer

a implicacdo nos dois sentidos. E 0 que trataremos a seguir.

Vamos comecar analisando um exemplo encontrado em (GUIDORRIZI, p. 221)

que sugere 0 enunciado abaixo:
Exemplo: Mostre que f(x) = |x| ndo é derivavel em x, = 0.
Solucéo

Aplicando a definic¢éo de deriva vem

£'(x) = lim 227700 _ iy FOI1O) _ iy B0y, 11
X—>Xo X—Xo x—0 x—0 x-0 x—0 x—0 X
. lx] _(—1,sex <0
Aqui basta observar que —~= { Lsex>0

Portanto o limite acima ndo existe, ja que os limites laterais a esquerda e a direta
sdo diferentes e cujos valores sdo dados por

hmu:llm—lz—l e hmuzhml:l
x>0~ X x>0~ x—-0t X x—0%t

Neste exemplo especifico, como podemos ver no grafico abaixo, o motivo da
funcdo nao admitir reta tangente no ponto (O, f (O)) é gue nesse ponto a funcao apresenta
um “bico”. Podemos entender a expressao “bico” como sendo uma mudanga brusca de
direcdo no tracado do gréafico da funcdo, e chamamos para isto na Matematica de ponto
de inflexdo. Todavia ndo entraremos em mais detalhes técnicos aqui, ja que nosso

objetivo com este exemplo é obter a conclusdo que vem a seguir.

A conclusdo a que nos leva este exemplo simples, conforme explicado em
(GUIDORRIZI, p. 236) é que uma fungdo pode ser continua em um ponto e mesmo assim
ndo ser derivavel neste ponto. Ou, de maneira equivalente pode-se conclui que
continuidade ndo implica derivabilidade. Entretanto, veremos na sequéncia um pequeno
teorema que nos garante que o contrario é verdade: derivabilidade implica em

continuidade.
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Teorema: Se f for derivavel em p, entdo f sera continua em p.
Demonstragéo
Por hipotese, f é derivavel em p.

fFx)-f ()

xX-p

Logo f'(x) = lim existe.
xX-p

Para provar que f é continua em p vamos mostrar que lim %’;(m = f(p).
xX-p -

E faremos isso usando a seguinte manipulacéo algébrica:

fe) = f(@) = TP 2 —p, parax #p.

Entdo

fG) = f(®)

limx—p=f(x)-0=0
x—p  Amx =P ()

lim[f(x) — f(p)] = lim
X-p X-p
Ou seja,

m[f(x) - f(p)] =0

li
xX-p
e, por conseguinte,
lim f(x) = f(p)
xX-p

Observacéo: Em decorréncia imediata do teorema que acabamos de provar, segue-se que
se f ndo for continua em p entdo f ndo podera ser derivavel em p. Devemos, entretanto,
ficar atentos para um detalhe: mesmo sabendo que uma func¢éo é continua, ndo poderemos

afirmar que ela é derivavel.

2.4 — REGRAS DE DERIVACAO

As regras de derivacdo que veremos a seguir irdo auxiliar a determinar a derivada
de uma funcdo sem que seja necessario recorrer a definicdo. Tentamos reunir as regras de

derivacdo mais comuns na sequéncia que se sucede.
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1?) Derivada da Soma: A derivada de uma soma € igual a soma das derivadas das
parcelas.
Sejam f e g funcdes derivaveis em p. Entdo (f + g)'(p) = f'(p) + g’ (p).

Demonstragéo

_ f)+g]-[f(p)+g®)] _ (x)—f(p) (x) g(p)
(f +9) () = lim = lim | 9] =

X—=p xX-p X—=p

X-p X=p X-p

Nesta demonstracdo consideramos apenas duas parcelas. Porém esse raciocinio
pode ser estendido para uma quantidade qualquer de parcelas, desde que esta quantidade
seja finita e que cada parcela envolvida seja uma funcgédo derivavel no ponto em questao.

Vejamos o argumento encontrado em (IEZZI, p. 145).
Sejam u (x), u, (x), uz(x), ..., u, (x) funcdes derivaveis.
Esejaf(x) =u (x) + up(x) + usg(x) + -+ up(x)
Entdo f'(x) = uy (%) + uy () +uz'(x) + -+ u,' (x)

Além disso, o raciocinio empregado para a derivada da soma de fungdes também

se aplica a diferenca, bastando apenas fazer um ajuste no raciocinio anterior.

Sejam f e g fungdes derivaveis em p. Entdo (f — g)'(p) = f'(p) — g’ (p).

Demonstracéo

(f—9)' ) = 11rn Fe)—gI-lf@-9@I _ ;0 [f(x)—f(p) + ~9()+g®)]| _

xX-p xX-p x-p x-p

[f(x) fp)  g(x)-g() — lim [f(x)—f(p) —lim [ g(x)— g(p)] f (p) g (p)

x—>p X—p xX-p X—p X-p

2%) Derivada do Produto de uma Constante por uma Funcgéo: A derivada do produto

de uma constante por uma funcéo € igual ao produto da constante pela derivada da funcao.

Seja f uma funcdo derivavel em p e seja k uma constante. Entdo (k- f)'(p) =

k- f'(p).
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Demonstragéo

p -p x—>p xX=p xX-p xX—p

3% Derivada do Produto de Funcgoes: A derivada do produto de duas funcdes € igual ao
produto da derivada da primeira multiplicada pelo segunda mais a primeira multiplicada

pela derivada da segunda.
Sejam f e g fungdes derivaveis em p. Entdo
(f-9) @ =f - g+ g9F
Demonstracéo

f-9) () = 1mf (W(x) F(0)9(®)

-p
(f - 9)'(p) = lim 'f(x)-g(x):f(p)-g(x) + f(p)-g(x):f(p)-g(p)]
x-plL X—p X—Dp

(f 9)'(@) = lim [ g () + £ () - 220

(F 9)'(@) = lim [F2L2. g(0)] + 1im [ p) - L2922

(- 9)'@) = lim [F92] - lim[g Ol + lim( £ (p)] - lim [ #2222

S D®=Ff® gp+f) gk

Ainda que de maneira pouco mais complexa, pode-se estender a regra do produto

para uma quantidade n qualquer de fatores, onde cada fator é uma funcéo derivavel.
Consideremos as fungdes u, (x), u,(x), uz(x), ..., u, (x) derivaveis.
E seja f(x) = ug (%) - up (%) - uz(x) - .- up(x)
Entéo

f1e0) = uy" () - up (1) o un () + g (0) - up" () + oo (0) + ug (1) - U (1) - ooy (%)
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Quando ocorrer de u; (x) = u,(x) = -+ = u, (x) = u(x) esta propriedade ficara com

0 seguinte aspecto:

f'e) =n-[u@@]" 1w )

42) Derivada do Quociente: A derivada de um quociente é igual a derivada do numerador
multiplicada pelo denominador menos o numerador multiplicado pela derivada do

denominador, sobre o quadrado do denominador.

Sejam f e g funcBes derivaveis em p e g(p) # 0. Entdo

NN . f®-g®+f®- g9 ®
(5) @ =

g ()]?
Demonstracéo
N I _f)
L _ gx) g
() @) = lim 2222
fx)g)—f(p)g(x)
( ) () = x—>p[ x=p g(x)g(p)]

Subtraindo e somando f (p)g(p) ao numerador e agrupando de forma conveniente

ficaremos com a seguinte sequéncia

IAY — i [T)g@)-F(0)g@)+f 0)g()—f(P)g(x)
(g) () = }cl—r};[ x—p g(x)g(p)]

— lim f(X)g(p)—f(p)g(p)+f(p)g(p)—f(p)g(x) ] 1
x-p | xX-p xX=p g(x)g(p)

1 Fx)-f() gx)-g(p) 1
- chl_l‘)rzl) [ xX-p 9®) —f(p)- xX-p g(x)g(p)l

— i [fO-f () gx)-g(p)

B chl_l‘)rzl) L x-p 9(@) =~ () x=p x-p [g(x)g(p)

_yin [FCO=f(0) (x) g(p)

- chl_r;[zl)[ xX—p ‘g(p)] hm [f(p) ” x—>p g(x)g(p)

— llim [f(X) f(P)] hm [g(p)] — llm [f(p) llm [M” lim [g(x)g(p)]
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Portanto

LY @ =1r'® 9@ - @) g @]

g(p)

E finalmente temos o resultado pretendido

({)' () =L @ 9@~ ) g'®)
g/ " PR

5%) Derivada da Funcdo Composta (Regra da Cadeia):

Seja f: A - B uma funcéo derivavel em x e dada pela lei y = f(x). Seja g: B -
C uma funcdo derivavel em y = f(x) e dada pela lei z = g(y). Consideremos ainda a

fungdo F: A > C dada pelalei z = F(x) = g(f(x)).

Queremos provar que F € derivavel em x e que, de acordo com a regra da cadeia

sua derivara é
F'(x)=f"(g(x)) g'(x), x € D,
Demonstracéo

Temos inicialmente:

A, Ay Ay
Ay Ay Ay

Notemos que, se A, tende a zero (A,— 0), entdo A, também tende a zero
(Ay—> 0), pois a fungdo y = f(x) é derivavel e, portanto, continua em x. Assim, para
valores proximos de x (A,— 0) a funcdo f assume valores proximos de y = f(x)

(Ay_’ 0)'
Entdo, temos:

. A, . A, Ay A, Ay
lim %= lim =£- lim 2 = lim =% lim =2
Ax—0Bx  Ay—04y A0 Ay Ay—048y Ax—0Ax

Como z = g(y) e y = f(x) sdo derivaveis por hipotese, hmo— e AhmoA sdo
b y x—) X

ambos finitos; portanto, Ahm0 A—Z também. Assim z = f(x) é derivavel e sua derivada é:
y—U 5y
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Frx)=g')-f'(x)
Isto corresponde a dizer que

F'(x) =f"(g(x) g'(x)

6%) Derivada da Funcéo Inversa
Sejay = f(x) uma funcdo inversivel (ou seja, bijetora) e derivavel no intervalo I
de modo que f'(x) # 0 paratodo x € I. Vamos provar que a fungdo inversax = f~1(y)

é derivavel em f(I) e que (f 1) (y) = ]% sendoy = f(x).

x) '
Demonstragéo

Como f € bijetora e derivavel, decorre que A,# 0 e A, # 0, e, portanto, podemos

escrever.

Sendo f derivavel e, portanto, continua, se A, tende a zero, entdo A, também

tende a zero. Assim temos:

-1\ — 1 A_x — i i = 1 = L
GO = lim = lin s =5 =7
Ax Ax—0 X
Concluséo,
D' .
V) =773
(x)

7%) Derivada da Funcéo Logaritmica

Como a funcao logaritmica € a inversa da funcdo exponencial, entdo podemos

aplicar o que acabamos de demonstrar do subtdpico anterior.
Sejay = log, x. Entdo x = a”.
Em uma situagdo anterior ja demonstramos que

fx)=a* - f'(x)=a*lna
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Utilizando a ideia de derivada da fungdo inversa que acabamos de demonstrar

podemos escrever

y' = xl sendo y' = [log, x]' e x" = [a”]

/2R

E continuando o raciocinio vem

r 1 _ 1 _ 1 _ 1
y = x'  aYina al°8aXina  xina

1
y' = [log, x]" = ;-lna

Vale aqui relembrar que ja haviamos demonstrado um caso particular da derivada
da funcédo logaritmica: quando a = e, ou seja, quando y = log, x €, por conseguinte

x = e”. Neste caso particular temos o seguinte:

i1 111
y T x!' T eYine eloGe*ine xine x T x
Concluséao,

y' =[lnx] =-

82) Derivada da Funcdo arc sen (ou sen1)

A funcdo y = arc senx, definidaem I = [—1,1] com imagens em —gg] éa

inversa de x = seny. Sendo assim, podemos novamente aplicar a regra de derivagédo da

funcgéo inversa.
Primeiramente vamos considerar que
y =arc senx - X =Sseny
Ja foi demonstrado anteriormente que

x=seny — x' =cosy
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Neste ponto utilizamos a derivada da funcgéo inversa e escrevemos a sequéncia:

, 1 1 1 1

y = x' cosy J1-senZy T V1i-x2

Dai concluimos que

1
V1 —x2

y' = [sen~ty] = [arc senx] =
92) Derivada da Fungdo arc cos (ou cos™1)

A fungdo y = arc cosx, definida em I = [—1, 1] com imagens em [0, 7], é a
inversa de x = cosy. E da mesma forma que fizemos no item anterior, vamos aplicar a

regra de derivacao da funcéo inversa.
De inicio temos
y =arc cosx - X = COoSsy
Jé& foi demonstrado anteriormente que
/

x=cosy — x =-—seny

Neste ponto utilizamos a derivada da funcéo inversa e escrevemos a sequéncia:

, 11 11

y = x' —seny - —{J1-cos?y - 1-x2

Concluséo,

1
V1 —x2

y' =[cos™ty| = [arc cosx] = —

10%) Derivada da Funcéo arc tg (ou tg™1)

A funcdo y = arc tgx, definida em R com imagens em ]—gg[ é a inversa de

x = tgy. E de maneira similar ao que foi feito nos dois itens anteriores vamos aplicar a

regra de derivacao da funcéo inversa.
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De inicio temos

y=arc tgx - x=tgy

E lembrando de um resultado que j& foi demonstrado
x=tgy - x' =sec’y

Entéo pela derivada da fungdo inversa vem

11 11
y _x’_seczy_1+tg2y_1+x2
Isto &,
y' = [tg7'yl' = [arc tgx]' = -
1+x2

112) Derivada de f(x)9®

Usando a sequéncia de ideias obtidas em (GUIDORIZZI, p. 278), consideremos
duas fungdes f e g derivaveis em um mesmo conjunto A4, com f(x) > 0 paratodo x € A.

Seja y uma funcéo definida em A e dada por uma lei do tipo
y = f(x)9®
Aplicando In aos dois membros da igualdade acima obtemos
Iny = In f(x)9®
Usando a propriedade do logaritmo de uma poténcia (log, a¢ = c - log, a) vem
Iny =g(x)-Inf(x)
Dai obtemos

y = eg(x)lnf(x)

Como y = f(x)9®, substituindo ficara
F0)90) = 9@ Inf®)
Derivando agora os dois lados desta igualdade obtemos

[f(x)g(x)]’ — [eg(X)-lnf(X)]'
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[f(0)9®] = @I . [g(x) - In f ()]

E assim concluimos que

[f()9®] = f(x)99 - [g(x) - In f(X)]'

Com esta ultima demonstracdo concluimos a relacdo das principais regras de
derivacdo, as quais tinhamos a pretensdo de evidenciar neste trabalho. Antes, porém de
passar ao préximo tépico vamos falar de forma breve em funcéo derivada e derivadas de
ordem superior, vamos introduzir mais uma maneira de representar a derivada (conhecida
como notacdo de Leibniz) com sua respectiva interpretacdo, e iremos mostrar como

derivar uma funcéo dada de forma implicita.

Funcéo Derivada: é a funcdo f': A — R que associa a cada x € A o numero real

f'(x), onde A é o conjunto dos valores de x para os quais existe f'(x).

Neste caso f' é chamada de derivada de 1% ordem de f; e podemos também

chamar f' de 12 deriva de f, ou ainda de derivada 12 de f.

Além disso, podemos indicar a derivada de 12 ordem de f por f(. A utilidade
pratica desta representacdo para a derivada encontra-se no fato de que a derivada pode ser
aplicada de forma sucessiva a uma funcdo, ou seja, podemos derivar, depois derivar a
derivada, em seguida derivar a derivada da derivada, e assim sucessivamente, e nestes

casos sera simples representar essas sucessivas derivadas como veremos a segulir.

Quando derivamos f' = f obtemos " = f®, que é a derivada de 22 ordem
de f. Ou seja, f® = f" = (f")'". De maneira semelhante, derivando f" obtemos
" = f® queéaderivadade 32ordemde f. Isto &, f® = f"" = (f"")'. Podemos entio
perceber que a maneira mais pratica de indicar, por exemplo, a n — ézima derivada (ou

derivada de ordem n) de uma funco seria por f™.

As derivadas de uma fungéo f calculadas a partir da 22 ordem s&o chamadas de

derivadas de ordem superior de f.

Vamos resolver a seguir dois exemplos para ilustrar de maneira bem simplificada
a aplicacdo das derivadas de ordem superior. Admitiremos que as fungdes ndo tém

restricdes quanto a possibilidade de serem derivadas mais de uma vez sucessivamente.
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Exemplo 1: Dada a fungéo f(x) = x> — x* + 2x, calcule f', f"" e f""
Solucéo:
o f'=5.x51—4.x*142=5x*—4-x3+2

De posse do resultado acima, derivamos f' a fim de obter f".

o f"=4-5x*"1-3-4x3"140=20x3—-12"x?

nr

Agora vamos aplicar a derivada em f'' para encontrar finalmente f'".

. fIII =3- 20X3_1 -2 12X2_1 = 6Ox2 — 24x

Exemplo 2: Dada a funcéo f(x) = —2x3 — 3x?, calcule f"'(5).
o f'=3-[-2x31+2-[-3x?71] = —6x% — 6x

Fazendo agora a derivada de f".

o f'=3-[-6x1]1-6=18x—6

Para finalizar o exemplo vamos aplicar f''(5). Teremos entéo:
. f"=18x—6

f"(5)=18-5—6=90—-6

f"(5) =90—-6

f"(5) = 84

Falando agora sobre representacdes para a derivada, € comum representar a

derivada de uma func¢do do tipo y = f(x), onde y € a variavel dependente e x é a variavel

independente, por % (Ié-se: derivada de y em relacdo a x) cujo significado é derivar a
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funcdo f em x. Ou seja, Z—y f'(x). Esta forma de representar a derivada é devida a

. =
Leibniz, e de acordo com a definicdo de derivada feita no inicio deste capitulo teriamos

flx+4,) - fx)
Ay

dy _ :
== Jim,
Fazendo A,= f(x + A,) — f(x) podemos reescrever a expressao acima como

dy ) Ay
dx - Am R

que é uma representacdo bastante comum para a derivada.

Esta forma de representar a derivada pode ser visualizada no grafico a seguir,
retirado do livro (GUIDORIZZI, p. 252).

Figura 14

v

Jix+ Aax)
fix)
———1
-
X X+ AX A

Na figura 14 acima o simbolo Ax (leia-se: delta x) desempenha 0 mesmo papel o

h quando escrevemos

 fx+h)—fx)
lim
h-0 h
Para ilustrar como se poderia escrever e calcular a derivada usando essa

representacdo vamos resolver um exemplo.
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Exemplo: Calcule a derivada de y = 2x* — x3 — x.
Solucéo:

y=2x*—x3—x

d
4233271
dx
d
d—i}=8x3—3x2—1

No caso em que tivéssemos uma do tipo s = f(t), onde, por exemplo, s fosse a
variavel dependente representando o espaco percorrido e t fosse a variavel independente

representando o tempo gasto, entdo a representacao de Leibniz ficaria

ds

= =50

isto é, estariamos derivando o espago em funcao do tempo.

Vejamos como ficaria um exemplo nesse contexto.

Exemplo: Dada a funcéo horaria s(t) = t? — 5t + 1, determine s’(15).
Solucéo:

s(t)=t>—-5t+1

=2t —
it t—5

Sendo tem-se:
s'(15)=2-15-5
s'(15) = 25
Vamos finalizar este topico analisando a notagédo Z—z ndo mais como uma simples
forma de indicar a derivada de y em relacdo a x, mas como um quociente entre o

acréscimo dy e o acréscimo dx. Lembrando como ja foi mencionado mais acima que

Y pr =t
W=t
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Considerando inicialmente a reta t tangente ao grafico da fungdo f no ponto

(x, f (x)), quando fazemos o acréscimo dx na reta tangente obtemos o acréscimo dy, ou
seja, Z—z = tga. Por outro lado, se fizemos o acréscimo dx considerando o grafico da
fungdo f, entdo passaremos do ponto (x, f(x)) para o ponto (x + dx, f (x + dx)), cujo

acréscimo na imagem da funcéo é representado por Ay = f(x + dx) — f(x).

O gréfico abaixo (figura 15), obtido em (GUIDORIZZI, p. 292), ilustra o que

acabamos de mencionar.

Figura 15
vA
flx+ dx) ba=—=eeee= T
Ay 1= ¥
| [ dy
Vy=fix) |- e — ™~ — | ——
T T |
s a | dx
1 | -
i x +dx X
ay _ 1 x
Comoa = f'(x), entdo
dy = f'(x)dx.

Mas a pouco vimos que

Ay = f(x +dx) — f(x)

Além disso, observando a figura 15 acima percebe-se que dy é um valor
aproximado para Ay, e essa aproximagao se torna mais precisa quanto menor for o valor
do acréscimo dx. Ou seja, quanto mais se diminui o valor do acréscimo dx menor fica a

diferenca Ay — dy, e menor € 0 erro que se comete ao aproximar Ay por dy.
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Ditas estas coisas, podemos fixar um valor para x e definir uma funcdo linear que
a cada dx € R, associa dy € R, em que dy = f'(x)dx. Esta funcdo recebe o nome de

diferencial de f em x, ou simplesmente diferencial de y = f(x).

Vamos utilizar o exemplo a seguir também retirado em (GUIDORIZZI, p. 293)
para mostrar como se pode relacionar na pratica Ay com dy.
Exemplo: Seja y = x2. Relacione Ay com dy.
Solucéo:
dy

_— = 2’:
Ix (x*)' =2x

Assim, a diferencial de y = x2 é dada por

| dy =2xdx |

Por outro lado

Ay = (x + dx)? — x?

Figura 16

Vi

Ou seja,
Ay = 2x dx + (dx)? = dy + (dx)?

Portanto
Ay — dy = (dx)?

Conclusdo: quanto menor for o valor de dx menor sera a diferenga entre Ay — dy.
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2.5— A DERIVADA E A VARIAGCAO DAS FUNCOES

Nosso objetivo neste topico € mostrar uma das formas de aplicar a derivada, que
é no estudo de pontos de maximos e minimos, no crescimento e no decrescimento, na

obtencdo dos extremantes, concavidade e pontos de inflexéo.

Sabendo como obter tais informagdes a partir dos conhecimentos de derivada
podemos entdo tirar uma série de conclusfes que nos permitem esbocar e compreender o

gréfico de uma funcéo.

Escolhemos aqui como sequéncia didatica a sequéncia observada no livro
Fundamentos de Matematica Elementar Vol. 8, 72 Edicdo, paginas de 163 a 204, por

acharmos mais simples de ser entendida para o contexto da educacao basica.

Comecaremos entdo pela sequéncia de definicdes a seguir que nos permitiréo
enunciar trés teoremas ligados intimamente com o estudo de maximos e minimos de uma

funcéo.

Definicdo 1: Seja f:D = R e seja x, € D. Chamamos vizinhanga de x, um

intervalo V = ]x, — &8, x, + 6[ , em que § € um ndmero real positivo.

Defini¢do 2: Dizemos que x, &€ um ponto de maximo local de f, se existir uma

vizinhanga V de x, tal que:
fG)<flxo) , VxeV
Neste caso, o valor de f(x,) é chamado maximo local de f.

Definicdo 3: Dizemos que x, ¢ um ponto de minimo local de f, se existir uma

vizinhanca V de x, tal que:
fx)=f(xg), Vx€eEV
Neste caso, o valor de f(x,) € chamado minimo local de f.

Definicdo 4: Quando x, é um ponto de maximo local ou um ponto de minimo
local, dizemos simplesmente que x, € um ponto extremo ou extremante de f. E nesse

caso, o valor f(x,) é chamado de extremo de f.
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Definicdo 5: Dizemos que f(x,) € um valor maximo absoluto de f se
f(xo) = f(x),Vx € Dy. Isto é, 0 valor f(x,) € igual ou maior que qualquer outro valor

que a funcédo f possa assumir.

Definicdo 6: Dizemos que f(x,) é um valor minimo absoluto de f se
f(xo) < f(x),V x € Dy. Isto €, 0 valor f(x,) € igual ou menor que qualquer outro valor

que a funcédo f possa assumir.
Feitas estas defini¢cGes vajamos o primeiro dos teoremas, conhecido pelo nome do
Matematica que 0 enunciou.

Teorema de Fermat: Seja f: D — R uma funcéo derivavel no ponto x, € D, com

X, sendo um extremo local de f. Entdo f'(x,) = 0.
Demonstracéo

Como por hipdtese x, é extremo local de f, entdo x, pode ser maximo local ou

minimo local de f.

Suponhamos entdo, sem perda de generalidade, que x, seja minimo local interior
de f.

Nesse caso, existe uma vizinhancga V de x, tal que, para todo x € V, temos:

f)—f(xo)

X—Xo

flxo) = f(x) - FGO—f(xo)

X—Xo

< Oparax < xg

= 0parax > x,

Como, por hipoétese, f é derivavel em x,, 0 limite

i £ = f(xo)
m-——-———--

X=X X — Xg

= f"(xo)

existe e € finito. E além disso, este Gltimo limite correspondente a derivada da funcéo f

no ponto (x,, f (x,)) € igual aos limites laterais

lim Fx)—1(x0) — f’(xo) < 0 e lim F(x)—f(xo) — f’(xo) > 0

xX-x9~  X—Xo x-xot  X—Xo

Estes dois ultimos limites laterais no levam a conclusdo de que f'(x,) = 0.
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Logo esta concluida a demonstragdo do Teorema de Fermat para o caso em que

X, seja minimo local interior de f.

Se considerarmos x, como méaximo local interior de f, entdo existe uma

vizinhanca V de x, tal que, para todo x € V, temos:

[ )1 (xo)

X—Xo

f(xO) = f(.X') - FEO)—f(xo)

X—Xo

> 0parax < xg

< Oparax > x,

Como, por hipotese, f € derivavel em x,, 0 limite

i £ = f(xo)
m--———-

X—=Xg X — X

= f'(x0)

existe e € finito. E além disso, este Gltimo limite correspondente a derivada da fungéo f

no ponto (x,, f (x,)) € igual aos limites laterais

lim F)—1(xo) f,(xo) >0 e lim F(x)—1(xo) f’(xo) <0

x-Xxp~  X™Xo - x-xpt  X=Xo B
Estes dois ultimos limites laterais nos levam a mesma conclusao de antes:
f’(xo) = 0.

O teorema de Fermat nos garante que num extremo local interior de uma funcao

derivavel f, a reta tangente ao grafico de f é paralela ao eixo dos x.

Esse resultado pode ser interpretado geometricamente da maneira como indicam

as figuras 17 e 18 a sequir, obtidas em (IEZZI, p. 174) a seguir:

Figura 17 Figura 18

f(xg) € maximo local interior f(xp) € minimo local interior
f(x) & f(x) &

Xo X Xo

O Teorema de Fermat que acabamos de enunciar e demonstrar ira nos auxiliar na

demonstracdo do teorema de Rolle, que vem a seguir.
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Teorema de Rolle: Seja f uma funcdo continua em [a, b] e derivavel em ]a, b[.
Ent&o existe pelo menos um ponto x, € ]a, b[ tal que f'(x,) = 0.

Demonstragéo

Vamos fazer esta demonstracdo subdividida em dois casos.
1° Caso: VVamos considerar que a funcdo f é constante em [a, b].

Sendo assim, f'(x,) = 0 em ]a, b[.

Ou seja, para todo x, € Ja, b[ tem-se f'(x,) = 0.
2° Caso: Vamos considerar que a funcdo f ndo é constante em [a, b].

Dessa forma, existe x, € [a, b] tal que f(x) # f(a) = f(b).

Como uma das hipéteses afirma que f é continua em [a, b], entdo f tem um

minimo e um maximo em [a, b].

Geometricamente esse teorema pode ser interpretado como mostra a figura
seguinte, obtida em (IEZZI, p. 176):

Figura 19

f(x) &

f(a) = f(b)[

Observa-se na figura 19 que toda vez que um ponto percorrer o grafico da fungéo
f dentro de algum intervalo aberto ]a, b[ onde se tenha f(a) = f(b), em pelo menos um

ponto a reta tangente ao grafico de f sera paralela ao eixo x.
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N&o esquecamos, porém que f deve ser continua no intervalo fechado [a, b] e
derivavel no intervalo aberto ]a, b[. Caso contrario havera casos em que o Teorema ndo

funcionara. Como ocorre na situagéo ilustrada na figura 20 a seguir:

Figura 20

T
k]
\
\

f@=f®) ;

Fonte: Pesquisa na Internet

Na figura 20 acima a funcéo cujo grafico € mostrado ndo obedece aos critérios

que acabamos de citar dentro do intervalo [a, b]. Consequentemente o0 Teorema de Rolle

ndo se aplica, nesse caso.
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CAPITULO 111
O USO DO GEOGEBRA NO ENSINO DE MATEMATICA

3.1 - APRESENTACAO DO SOFTWARE GEOGEBRA

O GeoGebra é um software gratuito de matematica dinamica. A expressdo
“matematica dindmica” faz referéncia a forma como este aplicativo se comporta quando
inserimos as informacGes nele, pois é possivel manipular as informagdes algébricas de
modo que a visualizacdo geométrica é atualizada em tempo real conforme se vai alterando
e, a0 mesmo tempo, se fazemos alguma manipulagdo geométrica a informacéo algébrica
correspondente se auto modifica no mesmo instante em que estamos fazendo a alteracéo.
Assim, o objetivo do GeoGebra € reunir em um unico aplicativo, com funcionamento nao
estatico (e dai o termo dindmico) conceitos de geometria e &lgebra. E é da jungdo entre
estes dois campos de estudo da matematica que surgiu 0 nome GeoGebra.

O GeoGebra é um software gratuito e por isso, pode ser utilizado livremente como
ferramenta de ensino e aprendizagem, abrindo precedentes para que as pessoas possam
compartilhar os conhecimentos obtidos através do software em comunidades, nas mais
diversas redes sociais. Todo conteddo criado com a GeoGebra, como animacgdes por
exemplo, pode ser divulgado abertamente na internet, e usado como material de apoio por
alunos e professores no ensino e aprendizagem de Matematica ou qualquer outra

disciplina na qual seja possivel se utilizar das ferramentas do software.

Vale a pena ressaltar que o aplicativo GeoGebra possui ferramentas relacionadas
a algebra, geometria, probabilidade, estatistica, plotagem de gréficos, planilha de célculos
integrada a ele, e até mesmo a possibilidade de calculo com simbolos especificos, como
o de integral, dentre outros. Mas mesmo com toda essa gama de ferramentas, a interface
e a forma de utilizacdo do software é muito simples e intuitiva, podendo ser usado nos
mais diversos niveis e séries da educacdo basica. No software é possivel trabalhar com
situacbes desde o nivel muito basico até problemas envolvendo limites, derivadas e

integrais, por exemplo.

Como o GeoGebra possui uma série de ferramentas que possibilitam, entre outas
coisas, visualizar, interpretar, manipular e entender uma série de conceitos da
Matematica, o aplicativo permite uma maior interacdo entre professores, alunos e 0s
conteddos matematicos estudados, se postulando, dessa forma, como uma excelente

opcao de ferramenta de apoio no ensino e aprendizagem de matematica em sala de aula.
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Na realidade, o GeoGebra foi um software idealizado para ser utilizado
exatamente por professores e alunos quando do ensino e aprendizagem da Matematica
em sala de aula (ou fora dela se for o caso). Ele foi desenvolvido para ser utilizado de
maneira livre, para funcionar em praticamente todas as plataformas, como Windows,
Linux, MacOs e Android, dentre outras, e para rodar de forma leve em quase qualquer
conjunto de hardware e software, j& que exige configuracdes bem bésicas para seu
funcionamento.

Quando foi criado, em 2001, como parte de uma Dissertacdo de Mestrado, o
GeoGebra j& era considerado uma excelente escolha para estudos em Matematica,
sobretudo em Geometria. E de 14 até os dias atuais foram feitos aperfeicoamentos que
tornaram este software ainda melhor e mais util, inclusive com a insercdo de algumas
novas ferramentas que ndo eram parte integrante da sua primeira versao.

N&o nos aprofundaremos com muita énfase no estudo do GeoGebra, ja que 0
objetivo deste trabalho ndo € tratar desse software especificamente, mas sim utiliza-lo
como meio auxiliar para o estudo de aplica¢Ges de calculo na educacéo basica, entretanto
vamos ressaltar apenas de passagem um dentre seus varios aperfeicoamentos, que é o fato
de poder ser utilizado através de qualquer programa navegador web, como o Google
Chrome ou o Microsoft Edge por exemplo.

Apenas as caracteristicas e qualidades que citamos acima ja séo suficientes para
justificar a escolha do GeoGebra como meio auxiliar para se estudar qualquer assunto de
matematica dentre os normalmente vistos na educacgdo basica. Reconhecemos aqui que
ha outros aplicativos, inclusive de matematica dindmica, possiveis para se fazer tais
estudos, nas optamos por esse aplicativo em particular. E um dos fatores que torna o uso
de um aplicativo qualquer, em particular do GeoGebra, é a possibilidade de tornar o
ensino e aprendizagem da Matematica mais acessivel e mais palpavel que o de costume,
sobretudo no que diz respeito a nossa proposta que € mostrar para os alunos que
conhecendo apenas alguns conceitos basicos do célculo é possivel resolver, as vezes com
mais rapidez e simplicidade, problemas estudados na educacgdo basica, em especial no

Ensino Médio.
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3.2—- A INTERFACE DO GEOGEBRA

Antes de falar propriamente da interface do GeoGebra é importante destacar que
0 GeoGebra pode ser obtido oficialmente no site geogebra.org, que é o site destinado a
tratar exclusivamente desse aplicativo. Ao acessar o site nos deparamos com a seguinte

tela inicial:

Figura 21

= GeoGebra

GeoGebra - Aplicativos Matematicos . €

® d »

] .
livremente di plice m s e

START CALCULATOR MATERIAIS DIDATICOS

¢

LD sainar Aplicativo

Powerful Math Apps Ready for Tests More Great Apps

Materiais em Destaque

: u ‘" I

Obviamente ha varios links que podemos acessar ja a partir desta tela inicial,

o ® ;i

entretanto, vamos mencionar apenas algumas opcdes principais que serdo as mais basicas

para poder comecar a fazer uso do aplicativo.

O GeoGebra possui mais de uma interface de interacdo com o usuario, cada uma
delas customizada de modo a expor as logo na tela inicial as ferramentas mais adequadas
para determinada utilizacdo. Além disso o usuério pode escolher entre usar o aplicativo
via navegador web ou baixar o arquivo correspondente a interface que deseja usar e

instalar no seu computador, smartphone, tablet ou notebook, por exemplo.

Neste trabalho optamos por usar a versdo classica do GeoGebra, fazendo o
download e usando a partir de um computador PC. Mas deixamos antecipado aqui que
tanto a partir do navegador como a partir de um smartphone é possivel fazer os mesmos

usos que faremos neste trabalho.

Para fazer o download do GeoGebra a partir da tela inicial mostrada na figura 21
acima, acessada em geogebra.org, clicamos o botdo baixar aplicativos a esquerda da tela

como mostrado na figura 22 a seguir.




Figura 22

= GeoGebra
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More Great Apps

Aparecerd na sequéncia a tela mostrada abaixo na figura 23, na qual deve-se

acessar a opcao download da caixa localizada na parte central inferior da tela, que esta

Botdo “Baixar Aplicativos”

destacada e indicada pela seta.

Figura 23
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Botdo para download do GeoGebra Classico 6
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Ao clicar o botdo indicado na figura 23 anterior o usuario podera fazer o download
do arquivo necessério para instalar o0 GeoGebra em seu computador. Depois de fazer o
download e instalacéo, ao abrir pela primeira vez o aplicativo exibira uma tela inicial, ou

seja, sua interface, como esta mostrado na figura 24 abaixo:

Figura 24

NEE
R
1
fo
i

& Download

4
o = &~
@

Ressalvadas pequenas diferencas entre a interface que o GeoGebra apresenta em
um smartphone (ou em um tablet) e em um computador (ou em notebook), tudo o que
faremos € perfeitamente possivel de ser feito tanto em computadores quanto em

smartphones.

Ainda que ndo seja o intuito mais imediato deste trabalho vale a pena deixar
registrado aqui que caso tivéssemos a pretensao de usar o GeoGebra a partir do navegador
web na tela mostrada na figura 21 bastaria clicarmos o botdo “GeoGebra Classico” na
regido central da tela (como indicado na figura a 25 a seguir) e a interface seria mostrada
em uma nova guia do navegador. Ao compararmos as duas interfaces (do navegador e da
versdo para PC) a diferenga é quase imperceptivel e do ponto de vista pratico podemos
até desconsiderd-la. Ha também uma pequena diferenca quando executamos no

smartphone e, novamente, do ponto de vista pratico nem daremos énfase a isto.
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Figura 25
= GeaGebra
@
i A GeoGebra - Aplicativos Matematicos . P
B A plicativos matem, S

LD eabar Aplicativos
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o
R

Powerful Math Apps Ready for Tests More Great Apps

Materiais em Destal

Botdo para executar o GeoGebra Classico 6 diretamente do navegador web

Apesar de ndo fazer parte do objetivo deste trabalho, faz sentido citar aqui que €
possivel criar uma conta de usuario com login e senha e a partir dai ter outras
possibilidades de uso propiciadas pelo aplicativo, como salvar arquivos em nuvem, ou
entdo compartilhar com outros usuérios, participar de redes de construcdo de contetdo, e
assim por diante. Também € possivel obter materiais criados por outros usuarios e que
podem ser executados pelo GeoGebra, de forma livre e sem a preocupacdo com direitos
autorais. Por ultimo ha a possibilidade de criar salas de aula virtuais dentro do aplicativo,
0 que permite um ambiente de discussdo e construcdo de conhecimento matematico em

tempo real.

3.3 - FERRAMENTAS BASICAS DO GEOGEBRA

Conhecida a interface do GeoGebra, da figura 24 anterior, vamos destacar as
principais regides observaveis logo que o iniciamos, sem utilizar termos técnicos de
maneira exagerada e tentando explicar cada parte do software de uma forma resumida.

Usaremos para tal a figura mostrada a seguir:
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Figura 26

1. Barra de Ferramentas

/ 2. Janela de Algebra 3. Janela de Visualizagdo 2D
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4. Teclado Alfanumérico 5. Menu de Selecdo Direta de
Janelas

Explicando cada regido destacada na figura 26 acima temos:

1. Barra de Ferramentas: E a barra onde encontramos todas a ferramentas do
GeoGebra. Na parte esquerda desta barra vemos uma série de botdes que funcionam
como menus. Ao clicar qualquer um deles, um leque de op¢bes que se assemelham
com aquela mostrada na propria figura do botdo aparece, possibilitando assim seu
acesso. Ainda na mesma barra, mas do lado direito, vemos os botbes (da esquerda
para direita): desfazer, refazer, pesquisar e o botdo com trés tracos, que ao ser clicado
abre um menu suspenso dando uma série de outras op¢des. Este Gltimo botdo da
acesso a outras opgdes mais gerais do aplicativo como: novo, abrir, gravar,
compartilhar e, inclusive a opg¢ao de entrar, que permite acessar o site exclusivo do

GeoGebra (0 qual ja mencionamos anteriormente).
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2. Janela de Algebra: E a janela onde inserimos de forma algébrica as informagoes
sobre o objeto que queremos visualizar. Pode ser a expressdo de uma fungédo, por

exemplo.

3. Janela de Visualizag8o 2D: E a janela onde podemos criar diretamente um objeto
geométrico, e cuja representacao algebrica pode ser vista na janela de algebra que
acabamos de citar.

A janela de visualizacdo pode também ser chamada de Janela de Geometria, uma
vez que esta da a representacdo geométrica do objeto em questdo, permitindo
inclusive a visualizagdo sem os eixos cartesianos e a malha de fundo, dando a
impressdo de uma folha de papel em branco.

As janelas de geometria e de algebra trabalham de forma vinculada, de modo que
aquilo que se altera em uma das janelas tem efeito direto sobre o que esta representado
de forma associada na outra janela. Por exemplo, se entramos com a expressao de
uma funcdo na janela de algebra imediatamente é mostrado o grafico correspondente
na janela de geometria. A partir dai cada alteracdo no grafico provoca uma mudanca
na expressdo algebrica da funcéo e, da mesma forma, modificando as informacdes

algébricas observa-se a mudancga geométrica correspondente.

4. Teclado Alfanumérico: Fica Localizado na parte inferior do programa. E nele que
digitamos os comandos que sdo executados pelo GeoGebra. E claro que podemos
digitar quase todos os comandos diretamente na janela de algebra. Contudo, no
teclado alfanumérico temos uma visualizacdo melhor de nameros, simbolos,
expressdes matematicas pré-definidas, e até de um teclado semelhante ao que é usado
no computador. Este conjunto de opcOes facilita bastante a entrada dos dados, e
inclusive isto é um dos motivos pelos quais € muito utilizado em smartphones e

tablets, sobretudo.
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5. Menu de Selecdo Direta de Janelas: E um menu suspenso que aparece de forma
automatica logo que iniciamos o aplicativo. O objetivo deste menu é oferecer acesso
rapido a algumas opc¢des que de um modo geral sdo bastante utilizadas. Nesse menu
é oferecida uma ajuda do préprio aplicativo em formato de manual do usuario, as
varias interfaces (Gréafico, Geometria, Janela 3D, Janela CAS) customizadas de
acordo com suas especificidades de uso, a planilha de célculo, célculo de
probabilidades, 0 modo exame, e por ultimo a op¢do download que permite através
de uma janela suspensa que ¢ exibida logo que clicamos esta opcao, baixar qualquer

um dos aplicativos do GeoGebra para a maquina.

Agora que destacamos as regides especificas da tela inicial do GeoGebra podemos
passar a observar algumas de suas principais ferramentas. Ndo entraremos em muitos
detalhes sobre as funcionalidades de cada uma delas, ja que o aplicativo possui uma
quantidade razoavelmente grande de ferramentas e em nosso estudo sobre aplicacGes de

limites e derivadas ndo utilizaremos a grande maioria delas.

Na sequéncia que se segue queremos apenas falar de maneira resumida sobre as
funcgdes das varias ferramentas do GeoGebra, ndo fazendo construcdes com a finalidade
de mostrar como se poderia utilizar na préatica tais ferramentas. De forma analoga
trataremos de maneira concisa sobre as varias interfaces (janelas diferentes) sob as quais

0 GeoGebra pode se mostrar ao usuario.

Logicamente a janela que mais nos interessa aqui é a janela padrdo do GeoGebra
Classico, bem como algumas ferramentas que séo essenciais ao nosso trabalho, como por
exemplo, as ferramentas ponto, reta, controle deslizante. Essas sdo algumas das
ferramentas principais para a nossa pretensdo, que € mostrar variacdes nos graficos e

animac0es, com o intuito de facilitar a compreensdo por parte do aluno.

Feitas estas ponderagGes vamos analisar com um pouco mais cuidado e de
especificidade cada um dos itens que ja mencionamos de uma maneira mais geral
anteriormente, ndo esquecendo que estaremos analisando sobretudo a interface classica

de apresentacdo do GeoGebra.
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Barra de Ferramentas

Como dissemos antes € a barra que contém todas as ferramentas do GeoGebra.
Ela comporta 11 icones, que por sua vez dao acesso a 70 opgdes. Ao clicar em cada um
desses icones € aberto um menu com outras opcBes semelhantes & que ele se refere. A

seguir faremos uma descricao geral da barra de ferramentas do GeoGebra.

Figura 27
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Fazendo uso da numeracdo indicativa que acrescentamos logo abaixo da barra de

ferramentas expliqguemos de inicio a que ferramenta se refere cada um desses icones:

1 — Ferramenta Mover: Permite selecionar, arrastar ou manipular objetos;
2 — Ferramenta Ponto: Permite inserir um ponto, inclusive em uma curva, funcdo ou

qualquer objeto geométrico;

3 — Ferramenta Reta: Cria uma reta que passa por dois pontos ou por duas posi¢des

quaisquer.

4 — Ferramenta Reta Perpendicular: Cria uma reta perpendicular a outra reta (ou

semirreta, ou segmento ou vetor) e que passa por um ponto escolhido;

5 — Ferramenta Poligono: Desenha um poligono com uma quantidade n qualquer de
lados;

6 — Ferramenta Circulo: Cria um circulo cujo centro é o ponto selecionado, e que passo

por um outro ponto selecionado dois do primeiro;

7 — Ferramenta Elipse: Constroi uma elipse quando o usuario seleciona dois pontos que
servem como focos e um terceiro ponto que pertencera a curva descrita pela propria

elipse;

8 — Ferramenta Angulo: Constréi um angulo (externo ou interno) a partir de trés pontos,

ou entdo a partir de duas retas, semirretas, segmentos ou vetores;
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9 — Ferramenta Reflexdo em relacéo a uma reta: Selecionando-se um objeto qualquer
(como ponto, reta, circulo ou poligono, por exemplo) e a reta de reflexdo, € construido

entdo um reflexo do objeto em relacéo a reta escolhida;

10 — Ferramenta Controle Deslizante: E utilizado para modificar um parametro; dé a
possibilidade de o usuario visualizar as variacbes em objetos como, uma fungdo por
exemplo, variando os valores dos parametros do objeto. Pode ser utilizado de forma

manual ou automatica;

11 — Ferramenta Mover Janela de Visualizacdo: Permite movimentar a janela de
visualizacdo em qualquer direcdo; permite também movimentar qualquer um dos eixos

cartesianos.

Agora que fizemos passeio pelas ferramentas que servem como icone principal de
cada grupo, vamos mostrar de maneira mais especifica as demais opc¢des que aparecem
quando clicamos em cada um dos icones cujas funcionalidades acabamos de descrer nos
nameros de 1 a 11 acima. Es todos os casos a partir de agora usaremos como referéncia a

figura 3.2.7 com sua respectiva numeracao.

Para comecar, ao clicar no icone da ferramenta 1 (Ferramenta Mover) vejamos 0

menu que se mostra ao usuario:

Figura 28
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e A ferramenta Funcdo a Mao Livre permite que o usuario desenhe na tela com
liberdade. O aplicativo “tenta” entdo reconhecer o desenho feito como sendo um
objeto matematico conhecido: o grafico de alguma funcdo, um circulo, uma elipse,
um reténgulo, e assim por diante. Se o aplicativo reconhece o desenho, entdo o
transforma no objeto correspondente; caso ndo consiga, deixa o objeto do jeito como

0 Usuario desenhou.
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e A ferramenta Caneta simplesmente “deixa” que o usuario desenhe qualquer coisa na

tela com total liberdade e sem a intervencao do aplicativo.

Passando agora a ferramenta 2 (Ferramenta Ponto) o menu exibido ao se clicar no

icone dela sera:

Figura 29
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e A ferramenta Ponto em Objeto permite fixar um ponto a um determinado objeto ou
a sua fronteira.

e A ferramenta Vincular / Desvincular Ponto ja é autoexplicativa, pois pode vincular
ou desvincular pontos de objetos geométricos e de funcGes também.

e A ferramenta Intersecdo de Dois Objetos insere um ponto exatamente na intersecdo
de dois objetos.

e A ferramenta Ponto Médio ou Centro cria 0 ponto médio entre dois pontos ja
existentes e escolhidos, ou entdo permite criar os dois pontos e automaticamente

insere o ponto médio entre eles.
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A ferramenta NUmero Complexo gera um nimero complexo na janela de algebra (na
forma algébrica dele) correspondente ao local (ponto) do plano onde o usuario clica
na janela de visualizag&o.

A ferramenta Otimizac&o acrescenta um ponto a cada um dos extremos no gréafico de
uma funcdo; esses extremos podem ser tanto locais quanto globais, e tanto de
maximos quanto de minimos.

A ferramenta Raizes insere um ponto exatamente em cada local onde o grafico de

uma funcdo intercepta o eixo das abscissas.

Chegamos agora ao grupo da ferramenta 3 (Ferramenta Reta), cujo menu esta

exibido na figura a seguir:

Figura 30
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A ferramenta Segmento cria um segmento a partir de dois pontos ou a partir de duas
posicdes quaisquer escolhidas.

A ferramenta Segmento com Comprimento Fixo cria segmentos horizontais a partir
de um ponto (ou posi¢do) e um comprimento que € definido logo a seguir. O segmento
é criado, por padrdo, da esquerda do ponto escolhido para a direita na janela de

visualizacao.
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e A ferramenta Semirreta cria uma semirreta a partir de um ponto inicial e um outro
ponto qualquer do plano.

e A ferramenta Caminho Poligonal cria uma linha poligonal de segmentos
consecutivos a partir de uma sequéncia de posi¢des escolhidas pelo usuério, sendo
que o ultimo ponto escolhido deve ser exatamente o ponto onde se inicial a poligonal.

e A ferramenta Vetor cria um vetor a partir de um ponto e de uma dire¢do quaisquer
escolhidos.

e A ferramenta Vetor a Partir de um Ponto cria um vetor equipolente a outro a partir

de um ponto previamente escolhido.

O proximo menu que vamos avaliar € o da ferramenta 4 (Ferramenta Reta

Perpendicular) cuja ilustracéo é:

Figura 31
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e A ferramenta Reta Paralela cria a partir de um ponto e de uma reta (ou semirreta, ou

segmento, ou vetor) uma paralela a ela passando pelo ponto ja escolhido.
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A ferramenta Mediatriz cria a mediatriz ao escolhermos dois pontos quaisquer, ou
entdo um segmento

A ferramenta Bissetriz cria as bissetrizes dos angulos formado entre duas retas (ou
duas semirretas, ou dois segmentos)

A ferramenta Reta Tangente cria uma reta tangente a uma curva (ou grafico de
funcdo), bastando para isso selecionar um ponto e, a seguir a curva (ou o gréfico).

A ferramenta Reta Polar ou Diametral permite selecionar um ponto (ou uma reta) e
a seguir uma conica (ou um circulo), e cria uma reta que passa por um ponto ndo
representado na janela de visualizacdo, mas que é reconhecido. O ponto por onde
passa a reta criada possui uma propriedade matematica interessante (mas que nédo
citaremos aqui por conveniéncia).

A ferramenta Reta de Regressdo ou Linear cria a reta que mais se adequa a uma
sequéncia de pontos que podem ser selecionados apds se acionar a ferramenta.

A ferramenta Lugar Geométrico cria um lugar geométrico a partir de dois pontos,

havendo relacédo entre eles, ou a partir de um ponto e um controle deslizante.

Ao acionarmos o menu da ferramenta 5 (Ferramenta Poligono) veremos o

seguinte:

Figura 32
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e A ferramenta Poligono Regular permite selecionar dois pontos (ou duas posi¢des
quaisquer do plano) e em seguida pede para escolher o numero de lados que o
poligono terd, e entdo cria um poligono regular. Depois de criar, podemos
redimensionar os lados do poligono, contudo ele continuara sendo regular (todos 0s
lados terdo a mesma medida).

o A ferramenta Poligono Rigido cria um poligono qualquer cujos lados ndo podem ser
redimensionados.

e A ferramenta Poligono Semideformavel cria um poligono qualquer cujos lados

podem ser redimensionados de maneira livre e independente um do outro.

No grupo seguinte, que é o da ferramenta 6 (Ferramenta Circulo dados Centro e

Um de seus Pontos) tem-se:

Figura 33
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A Ferramenta Circulo: Centro & Raio permite escolher um ponto onde sera o centro
do circulo e na janela que se abre a seguir, escolher o tamanho do raio do mesmo.

A Ferramenta Compasso permite criar um circulo selecionando dois pontos, onde o
primeiro ponto selecionado ficara na borda do circulo e o segundo seré seu centro.

A Ferramenta Circulo Definido por Trés Pontos permite a criagdo de um circulo
escolhendo-se trés pontos quaisquer ndo colineares; caso 0s pontos sejam colineares
é criada uma reta passando por esses trés pontos.

A Ferramenta Semicirculo cria um semicirculo no sentido horario, a partir de dois
pontos (ou duas posi¢des quaisquer) escolhidos no plano.

A Ferramenta Arco Circular cria um arco circular no sentido anti-horario a partir de
um ponto que sera seu centro e de outros dois que serdo seus extremos.

A Ferramenta Arco Circuncircular constroi um arco escolhendo-se trés pontos ndo
colineares de forma aleatoria.

A Ferramenta Setor Circular constroi um setor circular a partir da escolha de um
ponto que serd o centro do setor e outros dois por onde passa 0 arco correspondente.

A Ferramenta Setor Circuncircular constroi um setor circular a partir da escolha de

trés pontos.

O préximo grupo é o da ferramenta 7 (Ferramenta Elipse).

Figura 34
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e A Ferramenta Hipérbole constroi uma hipérbole a parir da escolha de dois pontos
para serem os focos e um terceiro que pertence a propria curva.

e A Ferramenta Parabola constrdi uma parabola a partir de um ponto que se escolhe e
de uma reta diretriz (que deve estar previamente construida).

e A Ferramenta Conica por Cinco Pontos usa cinco pontos escolhidos aleatoriamente
para construir uma elipse, uma hipérbole ou uma paréabola, dependendo da posi¢cdo

relativa entre os pontos escolhidos.

No grupo que corresponde & ferramenta 8 (Ferramenta Angulo) encontraremos:

Figura 35
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e A Ferramenta Angulo com Amplitude Fixa constri um angulo escolhendo-se dois
pontos e definindo-se, numa janela que aparece na sequéncia, a medida fixa em graus
do angulo.

e A Ferramenta Distancia, Comprimento ou Perimetro faz a medicdo de quaisquer
objetos do GeoGebra; pode ser usado em pontos, segmentos, retangulos, circulos, etc.
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e A Ferramenta Area calcula e mostra a area de uma regifo delimitada (como um
poligono, ou um circulo, por exemplo).

e A Ferramenta Inclinagdo mostra a inclinagdo de uma reta (ou semirreta, ou
segmento).

e A Ferramenta Lista cria uma lista de objetos ou pontos; para usar adequadamente
essa ferramenta, primeiro temos que selecionar os objetos para depois acessar a
ferramenta.

e A Ferramenta Relacdo mostra alguma possivel relacdo matematica (uma intersecéo,
ou se sdo colineares, por exemplo) entre dois ou mais objetos, que devem ser
selecionados antes de acessar a ferramenta.

e A Ferramenta Inspetor de Funcdes mostra, para determinado intervalo, diversas
informac@es sobre uma funcdo, como maximo, minimo, raiz, integral, area, média e

comprimento.

Na sequéncia veremos o0 menu da ferramenta 9 (Ferramenta Reflexdo em Relagéo

a uma Reta):

Figura 36

L] e .
1 x Reflexdo em Relac&o a uma Reta
L] M s
.* Reflexdo em Relac&o a um Ponto
\* 3
.~ Inversao
b —
e Rotacdo em Torno de um Ponto
l"‘ =
«» [Translacao por um Vetor

.~ Homotetia



98

A Ferramenta Reflexdo em Relac¢do a um Ponto espelha um objeto em relagéo a um
ponto. Para utilizar esta ferramenta seleciona-se o objeto que se deseja espelhar e o
ponto desejado.

A Ferramenta Inversdo d& a possibilidade de fazer a inversao de um objeto em relagéo
a um circulo. Para fazer uso desta ferramenta deve-se selecionar primeiramente o
objeto a ser invertido e a seguir, seleciona-se o circulo a partir do qual sera feita a
inversdo do objeto.

A Ferramenta Rotacdo em Torno de um Ponto permite que um novo objeto seja
criado a partir da rotacdo de um primeiro, rotacionando o primeiro objeto em torno de
um ponto. Para utilizar esta ferramenta € preciso selecionar primeiro o objeto que sera
rotacionado, a seguir, seleciona-se o ponto central da rotacdo e, por fim, deve-se
indicar o angulo desejado e o sentido da rotacdo, que pode ser tanto o sentido horario
como o anti-horario.

A Ferramenta Translagdo por um Vetor cria um novo objeto a partir da
movimentacdo de um objeto inicial do mesmo tipo ao longo do “caminho” descrito
por um vetor. Para utilizar esta ferramenta selecionamos primeiramente o objeto que
sera movimentado e, a seguir, selecionamos o vetor que descrevera o “caminho” (ou
trajetdria) por onde ocorrera a translacao.

A Ferramenta Homotetia multiplica por um fator constante a distancia de um ponto
qualquer do espaco a um ponto fixo, deslocando-o sobre a reta definida por estes dois
pontos. Para utilizar a ferramenta homotetia selecionamos de inicio o objeto que sera
movimentado, em seguida selecionamos o ponto de homotetia e, por ultimo,
escolhemos o fator multiplicativo. A medida que um dos pontos é aproximado ou
afastado do ponto fixo, o outro ponto se descola sobre a reta suporte deles de acordo

com o fator multiplicativo que foi escolhido.
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Para a ferramenta 10 (Ferramenta Controle Deslizante) tem-se 0 seguinte menu:

Figura 37

a=42
—— ‘%’

=2 Controle Deslizante
ABC Texto

M Inserir Imagem

Botao

/1® Ccaixa para Exibir / Esconder Objetos

a=1) Campo de Entrada

A Ferramenta Texto pede para selecionar uma posicao na janela de visualizagcdo e em
seguida mostra outra janela auxiliar onde o usuario digita o texto que pretende inserir.
A Ferramenta Inserir Imagem permite inserir uma imagem do proprio computador
do usuario ou da webcam.

A Ferramenta Bot&o pede para selecionar uma posicéo na janela de visualizacdo e em
seguida mostra outra janela auxiliar onde o usuério digita uma legenda (rétulo a ser
exibido no botdo) e um cddigo que sera inserido da janela de algebra sempre que esse
botdo for pressionado.

A Ferramenta Caixa para Exibir / Esconder Objetos permite criar uma caixa na
qual podemos optar por exibir ou esconder um objeto que ja foi previamente inserido
na janela de visualizacdo, inclusive com opcéo de legenda.

A Ferramenta Campo de Entrada possibilita criar uma legenda para um objeto

qualquer que ja esteja inserido na janela de visualizacao.
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Por Gltimo chega-se a ferramenta 11 (Ferramenta Mover Janela de Visualizagdo):

Figura 38
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A Ferramenta Ampliar é usada para aumentar o zoom da janela de visualizacéo
guando a acionamos e clicamos em uma regido da janela de visualizacdo.

A Ferramenta Reduzir é usada para diminuir o0 zoom da janela de visualizacao e
funciona nos mesmos moldes da ferramenta ampliar.

A Ferramenta Exibir / Esconder Objeto é usada para exibir ou esconder objetos na
janela de visualizacdo; geralmente € usada quando, depois de fazermos alguma
construcdo queremos esconder parte dos objetos usados.

A Ferramenta Exibir / Esconder Rétulo permite exibir ou esconder o rétulo dos
objetos que estdo na janela de visualizacdo e funciona de maneira semelhante a
ferramenta anterior.

A Ferramenta Copiar Estilo Visual permite copiar o estilo de um objeto e aplica-lo
a outro (ou a varios outros) tornando as formatac6es de objetos mais agil.

A Ferramenta Apagar quando esta selecionada permite apagar os objetos que sdo

clicados da janela de visualizagdo um a um.



101

Com a andlise e resumo deste Gltimo grupo concluimos, portanto, nossa passagem
rapida pelas ferramentas do GeoGebra. Obviamente cada uma das ferramentas citadas
acima, e sao diversas, geralmente pode ser utilizada de muitas formas diferentes, a

depender do contexto e da necessidade de cada construcéo que se pretende fazer com elas.

Um ponto a ser notado aqui é que algumas ferramentas tém definicéo e, as vezes
utilizacdo, de dificil entendimento. N&o é tarefa tdo simples explicar o funcionamento de
algumas ferramentas do GeoGebra, sobretudo aquelas que exigem por parte do leitor
determinados conhecimentos matematicos que, em diversas situagcdes sdo0 um pouco, ou
até bastante especificos. Entretanto, ndo estamos querendo induzir o leitor a pensar que é
dificil utilizar este aplicativo pois, de um modo geral, a maioria das ferramentas e das
formas de utilizacdo é de facil entendimento. E como consenso, mesmo que informal

entre pessoas que utilizam o GeoGebra, ele é um aplicativo muito intuitivo.

Ainda destacamos o fato de que, ao falar de cada ferramenta do GeoGebra, ndo
mostramos exemplos visuais de como ela poderia ser utilizada. Em primeiro lugar porque
tornaria nosso trabalho muito extenso e cansativo e até mesmo um pouco sem sentido no
contexto deste trabalho. O objetivo aqui ndo € fornecer um curso completo de GeoGebra,
mas mostrar alguns de seus conceitos basicos e ferramentas que podem ser utilizadas em

nosso favor.

Por dltimo, ndo podemos deixar de perceber que na pratica dificilmente
encontraremos um problema que exija para sua solucéo a utilizacéo da funcionalidade de
uma Unica ferramenta do GeoGebra. Em quase toda situacdo pratica faremos construgdes
nas quais serdo utilizadas algumas ferramentas que, quando utilizadas em conjunto,

produzirdo o resultado esperado.

N&o verdade o fato de o uso da maioria das ferramentas do GeoGebra ser simples
e intuitivo e de elas serem na maioria das vezes usadas em conjunto acaba propiciando
uma quantidade enorme de maneiras de utilizar este aplicativo. Tamanha é a quantidade
de situacBes nas quais se pode utilizar o aplicativo que ha comunidades espalhadas ao

redor do mundo dedicadas a produzir materiais e divulga-los pela internet.

Muitas universidades em varios paises tém grupos de estudo dedicados a encontrar
novas formas de abordar assuntos da matematica usando o GeoGebra como meio auxiliar.
E a partir desses estudos descobre-se a todo instante novas formas de fazer construcoes

matematicas com o auxilio do aplicativo.
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Como dissemos antes faremos uso da interface classica do GeoGebra. Mas para
efeito de comentério, vamos falar antes de passar para o ultimo capitulo do nosso trabalho
das outras interfaces do aplicativo que podem se apresentar ao usuario, ou seja, as outras

janelas sob as quais o aplicativo pode ser mostrar.

Para falar das janelas do GeoGebra exibiremos novamente a figura 24, que ja
havia sido mostra anteriormente, agora dando destaque ao menu de selecdo rapida das

janelas.

Figura 39
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Ampliando somente o menu destacado na figura 39 acima vemos:
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A figura 40 acima mostra o Menu de Selecéo Direta de Janelas do GeoGebra (ja
citado no inicio deste capitulo). Este menu é utilizado para se ter acesso as diferentes
instancias do aplicativo. Vejamos a seguir algumas dessas op¢oes, e em todos os itens

que se segue acessaremos opgdes referentes a esta figura.

1. Se clicarmos na opc¢do Grafico, o menu de selecdo se esconde automaticamente e é
exibida a interface otimizada para se trabalhar com a exibi¢&o de graficos como os de
funcdes, por exemplo. E o que vemos na figura 41 mostrada logo a seguir. Esta,
inclusive, é a interface mais usado do GeoGebra e € a que utilizaremos como interface

principal neste trabalho.

Figura 41
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2. Clicando na opcdo Geometria é mostrada uma interface que se parece simplesmente
com uma folha de papel em branco, adequada para se fazer desenhos geométricos ao
estilo da geometria euclidiana plana. Esta janela esta registra a seguir na figura 42, e
é bastante utilizada quando se quer trabalhar com pontos, retas, segmentos, vetores e

poligonos, por exemplo.



104

Figura 42

E comum se fazer uma construgio geométrica nesta interface do GeoGebra e,
depois de pronta, capturar a imagem para utilizar como parte de outros trabalhos em
aplicativos como os de edicdo de texto que ndo oferecem suporte para este tipo de

construgdo nem tampouco dispde das ferramentas que o GeoGebra oferece.

3. Acessando agora a opc¢do Janela 3D vé-se a janela a seguir, figura 43, com

possibilidades associadas a producdo e visualizacdo de figuras em trés dimensoes.

Figura 43
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4. Acionando a opcdo Janela CAS é exibida da janela correspondente a figura 44
seguinte, na qual as ferramentas apresentadas séo customizadas para trabalho com

calculo (derivadas e integrais).

Figura 44
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5. A penultima opcdo que vamos comentar é a Planilha de Célculo, exibida na figura
45 seguinte. Essa janela traz uma planilha a esquerda onde podemaos inserir valores a
serem manipulados e analisados, e um plano cartesiano a direta onde podemos ter

uma visualizacdo geométrica das informacdes.

Figura 45

|
=
pl:l
1

8

3 fx) ABG #&- %




106

6. Nossa ultima janela a analisar é a correspondente a op¢do Probabilidade, que nos
traz logo de cara uma espécie de grafico padrdo de distribuicdo de probabilidades.

Esta é uma configuracdo ideal para se trabalhar diretamente com este tema.

Figura 46
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Concluimos aqui a apresentacdo de boa parte das funcionalidades, ferramentas e
diferentes interfaces do aplicativo GeoGebra. Como dissemos antes, nosso objetivo ndo
o de explicar com rigor exagerado nem com riqueza de detalhes este fascinante aplicativo
de matemética dindmica que consegue vincular com maestria suas construcfes e
representacdes algebricas e geométricas. Poderiamos até classificar aqui o GeoGebra

como uma espécie de aplicativo de Geometria Analitica.

Mesmo nao tendo mostrado detalhadamente todas as opcOes possiveis de acessar
com o0 GeoGebra cremos que parte do conjunto de ferramentas e funcionalidades que aqui
foi exposto ja seja suficiente para abarcar as construcdes relacionadas aos exemplos que
citaremos no préximo capitulo desta obra, e também para contribuir com aquele leitor

que esteja lendo este trabalho com o intuito de buscar informac6es sobre o GeoGebra.
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CAPITULO 4
APLICACOES DO CALCULO EM PROBLEMAS DA EDUCACAO BASICA

Deste ponto em diante temos a pretensao de explicitar com alguns exemplos, de
que maneira as noc¢des basicas sobre os conceitos que envolvem limites e derivadas

podem ser aplicados na resolucdo de problemas estudados na educacéo basica.

Naturalmente ndo iremos abordar neste trabalho problemas de grande
complexidade e que fogem ao contexto da educacao basica, uma vez que nosso objetivo
aqui € apenas propiciar um contato inicial dos alunos deste segmento da educa¢do com
0s conceitos e aplicacdes de limites e derivadas. Lembrando que na medida do possivel

usaremos o software GeoGebra como ferramenta tecnoldgica de auxilio pedagdgico.

De forma alguma esté proposto aqui que os alunos facam um curso de calculo em
plena educacéo basica, ou que se use parte significativa da carga horaria de matematica
para ministrar calculo aos alunos. Mesmo porgue, na atualidade o calculo nem faz parte
diretamente da grade curricular desta etapa da educacdo. O que se encoraja é que
professores possibilitem ao aluno apenas ter acesso as nogdes iniciais de limites e
derivadas e que dai mostre que com apenas esses primeiros conceitos ja é possivel
resolver com certa facilidade os mesmos problemas que resolveriam da maneira

tradicional como esta nos livros didaticos.

Ja que na Base Nacional Comum Curricular (BNCC) consta que as escolas devem
desenvolver um conjunto de disciplinas e dentro de cada uma destas determinado
conjunto de assuntos que séo obrigatdrios em todo pais, mas que a mesma BNCC define
que ha uma parte do curriculo que é complementar e variavel, dependendo de cada regido
do pais ou entdo das caracteristicas da escola ou do publico (alunos) a ser atendido por
exemplo, entdo é possivel incluir o calculo como um complemento ao ensino da disciplina

de Matemaética por exemplo.

Este € um dos pontos onde alguns autores citados na bibliografia deste trabalho
concordam: que o calculo ndo seja ensinado como um conteudo a parte, e sim misturado
na medida do possivel as disciplinas, como sendo uma ferramenta a mais que auxilia na

resolucéo de determinados problemas.
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Outro ponto no qual os autores convergem é que com o intuito de fornecer no¢des
de limites e derivas aos alunos visando a resolucdo de problemas basicos, ndo ha
necessidade alguma de tratar o assunto com grandes formalismos nem de apresentar aos
mesmos uma quantidade excessiva de defini¢des e de propriedades relacionadas a estes
conceitos. Deve-se fornecer-lhes apenas as ferramentas necessarias para a resolucao dos
problemas em questdo. E, se possivel, apresentar os conceitos de uma forma intuitiva e

visual.

Pode-se constatar com facilidade que os préprios livros de nivel superior, tratam
o0s conceitos de limite e de derivada de maneira intuitiva e visual, usando até mesmo uma
escrita um pouco informal no comeco, para sé mais a frente expor as definicdes formais

e com a maneira mais precisa de se escrever.

Uma boa observacao a ser feita € que mesmo ndo sendo obrigatorio o ensino de
calculo nas escolas publicas do Brasil atualmente, uma serie de autores inclui este topico
como parte integrante em seus livros. De um modo geral limites de derivadas sdo
colocados como um tdpico a ser estudado na terceira serie do ensino médio. Algumas
escolas publicas quando fazem a escolha dos livros a serem utilizados optam por livros
que ja disponibilizam o topico que contém estes assuntos. Portanto em muitas instituicoes

publicas os professores ja tém a disposi¢cdo um material pronto para ser utilizado.

Vale a pena frisar que a depender das possibilidades que o professor tenha em sua
escola (ou até mesmo fora dela — online, por exemplo) ou entéo de acordo com sua escolha
e preferéncia pessoais de trabalho, € possivel para ele adaptar a forma como ira apresentar
os problemas aqui tratados bem como suas respectivas interpretacdes e resolucdes para

sua realidade local.

A titulo de exemplo, é possivel usar uma sala (ou laboratério de informética) para
que os alunos possam, por si mesmos e no proprio aplicativo, manipular as informacdes
do problema apresentado com a orientacdo do professor. Podem ser usados aparelhos
celulares smartphone com o GeoGebra previamente instalado. Nao havendo forma de os
alunos usarem computadores, tablets ou celulares, para eles proprios manipularem o
problema via aplicativo, é possivel que somente o professor, na propria sala de aula utilize
um computador e Datashow para mostrar aos alunos como usar o aplicativo para
visualizar, interpretar e resolver o problema; ou entdo, mesmo ndo podendo usar um

computador em sala de aula, o professor poderia gravar em video todo o processo em sua
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propria casa, digamos, e apenas mostrar o video para os alunos, discutindo o assunto

baseado na apresentacdo do video.

Ja que o software GeoGebra serd usado para auxiliar na resolucao e interpretacédo
dos problemas propostos é recomendado que o professor, em momentos anteriores fale
com os alunos sobre aplicativos matematicos, citando alguns e perguntando aos alunos se
algum deles conhece ou ja usou algum desses aplicativos em seu smartphone ou
computador por exemplo. E importante instigar os alunos a pesquisarem, conhecerem,
comecarem a utilizar softwares de matematica para visualizar, interpretar e resolver

problemas.

O professor pode citar problemas que os alunos ja estudaram em séries anteriores,
inclusive em outras disciplinas, como fisica por exemplo, e que geralmente sdo de dificil
visualizacdo e interpretacdo por parte da maioria dos alunos, comentando que em
aplicativos matematicos, como é o caso do GeoGebra, tais problemas podem ser

visualizados e interpretados de maneira muito mais eficiente.

Dado que o professor ja tenha comentado o que indicamos acima e que tenha a
intencdo de mostrar aos alunos as primeiras ideias relacionadas a limites e derivadas antes
de resolver qualquer problema ou mostrar qualquer aplicacdo destas ferramentas na
prética, fica 6bvio que um primeiro passo seria utilizar o aplicativo GeoGebra para a

visualizacdo e interpretacdo e entendimento do proprio conceito de limites e derivadas.

Dessa forma, nosso objetivo nos primeiros exemplos a seguir sera mostrar de que
forma o GeoGebra pode ser usado como ferramenta pedagdgica na interpretacdo dos

préprios conceitos de limites e derivas.

Exemplo 1: Expor visualmente e, a seguir, interpretar o conceito de limite de uma funcéo.

Usar como ponto de partida a funcdo f(x) = 2x + 1.

Solucéo: No inicio do capitulo 1 ja foi usada a mesma funcéo para iniciar a nogéo intuitiva

de limite (com seu grafico plotado no proprio GeoGebra) conforme mostrado a seguir:
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f(x)=2x+1

=3

Acontece que no GeoGebra é possivel criar animacdes relacionando parametros e

mostrando como a variagdo de um ou mais deles influencia na variagdo dos demais.

Dessa forma é possivel ao professor fazer uma construcéo prévia para mostrar aos
alunos os resultados e efeitos, ou até mesmo em tempo real caso este ja tenha certa

habilidade em manipular o aplicativo.

A construcdo poderia ficar assim:

Figura 47
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Fonte: Aplicativo GeoGebra
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Na figura 47 vemos uma constru¢do mais elabora feita com o GeoGebra com o

intuito de explicar a nocdo de limite. Nela tem-se:

e A reta que representa o grafico da funcéo f(x) = 2x + 1;

e O valor x = 2 (que se optou em representar por a = 2) do dominio e sua respectiva
imagem f(2) = 5 (que esta representado por L — da palavra limite);

e Um valor para € (possivel de modificacdo) que corresponde a distancia tanto do ponto
que esta abaixo quanto do ponto que esta acima do nimero 5 no eixo y (vertical);

e O controle deslizante, que estara associado a variacdo do &, podendo ser manipulado
de forma manual ou automatica. O valor mostrado para 0 § corresponde a distancia
tanto do ponto que estd a esquerda quanto do que a direita do nimero 2 no eixo x

(horizontal).

Dispondo apresentacdo visual o professor, sem dulvida se sentird mais a vontade
para explicar ao aluno as ideias bésicas sobre limites, ainda que ndo fosse possivel
executar qualquer tipo de animacdo. Entretanto, esta construcdo permite mostrar as
relacBes entre os diferentes parametros quando os alteramos em tempo real e de forma

continua, como em um video.

Ha também a possibilidade de o professor usar a mesma construcdo como base
para produzir outras semelhantes, substituindo a funcéo por outra, os valores de € e de §,
alterando o zoom de exibicdo, e até mostrando casos em que o limite ndo existe e

explicando o porqué.

Exemplo 2: Expor visualmente e, a seguir, interpretar o conceito de derivada de uma
funcdo. Usar como ponto de partida uma curva que se assemelhe a da figura 14, que ja

haviamos usado no capitulo 2 e que esta a seguir:

Y

Sflx 4+ aAx)

S (x)

=
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Solucéo: O professor poderia usar, por exemplo, a seguinte construgdo baseada no grafico
genérico de uma parébola:

Figura 48

y de (Q)
®

[
y de (P)

Fonte: Aplicativo GeoGebra

Nesta figura 48 acima temos:

e O grafico de uma funcdo quadratica, facilmente reconhecido por qualquer aluno do
ensino médio, sobretudo da 32 série;

e Um ponto P fixo e pertencente ao grafico da parabola, pelo qual passa a reta T
tangente a parabola;

e Um ponto Q (nédo fixo) também pertencente ao grafico da parabola;

e Umareta S secante a parabola, que intercepta seu grafico nos pontos P e Q;

e E alguns pontos e indicacbes importantes para a explicacdo e entendimento do

conceito.
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De posse desta construgdo o professor podera explicar entre outras coisas:

e As ideias da reta tangente e da reta secante, e observar seus coeficientes angulares e
a relacdo com a inclinacéo de cada reta;

e De que forma se relacionam as coordenadas dos pontos P e Q;

e O quesdo o Ay e 0 Ax mostrados na construcao;

e Que o ponto Q ndo fixo sera movimentado em direcdo ao ponto P ao longo do gréfico
da parabola, e que isto provocara alteracdes simultaneas em varios dos parametros
que estdo diretamente ligados a ele. (Como a construcao € dinamica e com animagao
ela pode ser mostrada bem lentamente, de forma manual ou automatica, e repetida
quantas vezes for necessario);

e Que o0 quociente entre Ay e Ax € numericamente igual ao coeficiente angular da reta
secante ao grafico da funcéo;

e Que quando o ponto Q tende ao ponto P, Ax tende a zero. E nessa situacdo limite, o
coeficiente angular da reta secante tende a se tornar numericamente igual ao da reta
tangente, ou seja,

. Ay
tge = tof = fim

(E este limite que chamamos de derivada)
e O limite descrito logo acima (derivada) é a taxa de variacdo de y em relacéo a x.

E importante nfo deixar de ressaltar que fungbes como a quadratica que se usou
no exemplo acima possuem maximo ou minimo e que nos pontos onde eles ocorrem 0

valor da derivada se anula.

Feito isto, pega-se um gancho para inserir uma aplicacdo da derivada que é a
possibilidade de descobrir pontos de maximos e minimos em fungdes. Veremos isso em

nosso proximo exemplo.

Vimos entdo nesses exemplos alguns dos potenciais do software GeoGebra na
facilitacdo da compreensdo dos conceitos relacionados as definicbes de limites e
derivadas. Se o professor se propde em mostrar aos alunos as construgdes ja prontas,
apenas com o intuito de explicitar e explicar os conceitos é perfeitamente consideravel o
fato que se poderia mostrar ambos o0s conceitos da maneira como apresentamos acima em

uma unica sequéncia de aulas (em um mesmo dia).



114

Exemplo 3: Mostrar aos alunos como derivar uma fungdo quadratica em sua forma geral
y = ax? + bx + c e que, igualando a zero a derivada obtida, é possivel encontrar o ponto
de maximo ou minimo da funcéo, bem como o valor que esta assume nesse ponto. E usar
0 aplicativo GeoGebra para plotar os gréaficos (nos casosem que a > 0 e a < 0) a fim de

explicitar e interpretar a situacao.
Solucéo:
Primeiramente aplica-se a derivada a y = ax? + bx + ¢, obtendo rapidamente
y' =2ax+b

Como os pontos de méximo ou de minimo de uma funcdo quadrética ocorrem
exatamente no vértice da parabola, e que nesse ponto a derivada é igual a zero, entdo

devemos ter:

y'=2ax+b=0

2ax +b =0
2ax = —b

_ b
X =T

Substituindo este Gltimo valor obtido na equacdo y = ax? + bx + ¢ e fazendo

algumas manipulacdes algébricas obtém-se o valor de y:

y=ax?+bx+c

b%? b?
Y =44 247 €
b?> 2b* 4ac
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B b? N 4ac
Y= 4a 4a

B —b? + 4ac
Y= 4a

Lembrando que tradicionalmente usa-se A= b? — 4ac teremos

—A

v

Ou seja, o vértice de uma funcgdo quadratica genérica do tipo y = ax? + bx + ¢ é

b -A b ;. ;. A
0 ponto V (——,—) sendo x,, = —— 0 ponto de maximo (ou minimo) € y, = —— 0
2a 4a 2a 4a

valor maximo (ou minimo) da funcao.

Para saber se 0 ponto € de maximo ou minimo basta verificar que:

e a > 0= pontode minimo

e a < 0= pontodemaximo

Neste momento o GeoGebra pode ser usado para mostrar visualmente a situacéo
com os gréaficos a seguir:

Figura 49 Figura 50
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Fonte: O Préprio Autor (Barreto, 2022)
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Nessas construcdes serd possivel mostrar que ao deslocar o ponto T ao longo do
gréafico da parabola a reta tangente acompanha este deslocamento assumindo posi¢des
sucessivas que lhe conferem diferentes coeficientes angulares (que séo as derivadas em

cada ponto).

No momento em que o ponto T coincidir com o vertice da parabola, em qualquer
uma das duas figuras acima (49 ou 50), a reta tangente ficara paralela ao eixo x
(horizontal) e isto indica que naquele ponto (veértice da pardbola) a derivada € nula, ou
seja, o coeficiente angular da reta tangente é igual a zero.

Uma aplicacéo bastante comum da derivada em problemas de geometria analitica

é mostrada no exemplo logo a seguir.

Exemplo 4: Determine o coeficiente angular e a equacao da reta tangente ao grafico da

funcédo f(x) = —x? + 3x — 2 no ponto T de abcissa 3.

Solucéo: A figura abaixo a seguir construida com no GeoGebra nos da rapidamente uma

ideia visual do problema.

Figura 51

Fonte: O Préprio Autor (Barreto, 2022)
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Primeiramente aplica-se a derivada a fungéo f(x) = —x? + 3x — 2 obtendo
f'(x) =—2x+3
A seguir aplica-se a derivada para x = 3 a fim de determinar f'(3).
fl(x) =-2x+3
f'3)=-2-3+3
f'(3)=-3
Portanto o coeficiente angular ja esta determinado, e é m = —3.

Agora substitui-se x = 3 (a abscissa dada no problema) na funcéo f para obter a

ordenada do ponto T (de tangéncia).
f(x) = —x2 +3x — 2
f3)=-(3)?+3-3-2
f3)=-9+9-2
fB)=-2=T(3,-2)

A reta que procuramos passa por T (3, —2) e tem coeficiente angular m = —3.

Dai sua equacéo sera dada por:
Y = Yo = m(x — xo)
y=(-2)=-3-(x~3)
y+2=-3x+9
y=-3x+7

Com isso determinou-se a equacao da reta tangente que o problema pedia.

Exemplo 5: Se a posicdo s de uma particula é dada pela expressao
s(t) = 2t3 — 4t% + 1, onde t representa 0 tempo em segundo e s a posicdo em metros,

determine;

a) A velocidade da particula nos instantes t = 1s e t = 2s;

b) A aceleracédo para cada instante dado no item anterior.
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Solucdo: De inicio pode-se usar o GeoGebra para observar o gréfico da funcdo dada.

Figura 52

-3

Fonte: O Préprio Autor (Barreto, 2022)

Observa-se da figura 52 acima dois pontos T1 e T2 acompanhados de segmentos
horizontais tracejados para mostrar que nesses pontos a reta tangente é paralela ao eixo
das abscissas e, portanto, a derivada deve ser nula. Além disso, pode-se observar que a
derivada nula acontece em dois pontos porque a funcéo dada € do terceiro grau e, sendo
assim, sua derivada sera uma funcdo do 2° grau, a qual terd duas raizes exatamente

correspondentes aos valores onde a derivada se anula.

Dito isto passemos a resolucdo do primeiro item.

Primeiro aplica-se a derivada a funcéo s(t) = 2t® — 4t% + 1, obtendo uma

expressao para a velocidade
v(t) = s'(t) = 6t2 — 8t

Agora pode-se encontrar v(1) e v(2) como segue

v(2)=6-12-8-1 v(5)=6-22—-8-2

v(2) =-2m/s v(5) =8m/s
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b)

Utiliza-se a funcéo da velocidade v(t) = 6t? — 8t obtida no item a) e deriva-se

esta, a fim de obter a expresséo da aceleragéo
a(t) =v'(t) =12t - 8
Substituindo t = 1 e t = 2 teremos
a(l)=12-1-8 a(2)=12-2-38

a(l) = 4m/s? a(2) = 16m/s?

Exemplo 6: Uma companhia aérea fretou um avido de 50 lugares para uma empresa de
turismo de modo que cada passageiro pagara 500 reais se todos os lugares estiverem
ocupados. Caso algum lugar fique vazio, entdo cada passageiro pagara 25 reais a mais

por cada lugar vazio.

Nestas condi¢des, qual nimero de lugares ocupados na aeronave que maximiza a

receita da empresa?
Solucéo:

Representando por x vazios na aeronave, a expressao para a receita da companhia

pode ser calculada através da expressdo a seguir:
R(x) = (50 —x) - (500 + 25-x)
Onde:

e 50 — x é o nimero de lugares ocupados;

e 500+ 25 x é o valor arrecadado de cada passageiro.

Desenvolvendo a expressao acima e fazendo as simplificacGes necessarias obtém-

Se:
R(x) = —25x% + 750x + 25000

Esta Gltima expressdo € quadréatica e, portanto, podemos aplicar o raciocinio ja
comentado no exemplo 3. Ou seja, aplicando a derivada a funcdo R(x) e igualando a zero,

obteremos o valor de x que torna a receita maxima.
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Comentéario: Em uma aula comum seria um tanto complicado esbocar o grafico
da funcéo R (x) pois seus coeficientes sdo valores grandes comparados ao célculo comum
que se costuma fazer normalmente. Entretanto dispondo do GeoGebra e usando a
ferramenta que permite fazer uma distorcdo na proporcdo dos valores dos eixos

cartesianos podemos exibir o gréafico da fungdo R(x) como se segue.

Figura 53
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Fonte: O Proprio Autor (Barreto, 2022)

A simples visualizacdo deste gréafico no qual representou-se por t a reta tangente
(horizontal ao grafico da funcéo R (x)) e por T; 0 ponto de tangéncia ja é motivo suficiente
para que o aluno suponha intuitivamente que a resposta serd x = 15. Entretanto é

conveniente continuar o calculo para comprovar esta conjectura.
Aplicamos entdo a derivada e igualamos a zero. Temos
R(x) = —25x% + 750x + 25000

Portanto,
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R'(x) = —50x + 750
Dai,

R(x)=0 = -50x+750=0 = [ x = 15 |

Logo, o numero de lugares ocupados sera

50 —x =50—15=[ 35 |

Portanto, com 35 lugares ocupados a receita da empresa serd maxima.

Exemplo 7: Ao analisar um paciente que tem um tumor no corpo, uma médica supde que
este tenha formato esférico e quer determinar qual serd a taxa de aumento do volume do
tumor naquele instante, sabendo que o raio do tumor é 0,4 cm e que o raio esta crescendo

a uma taxa de 0,007 cm por dia.
Solugdo: Como o tumor citado na questdo tem forma esférica usaremos o fato de que seu
, 4 f . ,
volume é dado por V = gnr3. Em algum instante t o tumor tem raio r = 0,4 cm. Além
disso, a taxa de crescimento desse raio em relacdo ao tempo (derivada do raio em relagéo
. d . .
ao tempo) € dada por d—: = 0,007 cm/dia. Ao mesmo tempo, a taxa de crescimento

instantanea do volume em relacdo ao tempo é dada por:

dV_4 2dr
TR

av _ 41(0,4)% - 0,007
dr T ’

av

— =41-0,16 - 0,007
dt

av _
i 0,00448m cm3/dia

Usando a aproximagéo = = 3,1415 teremos:

V~0141 3/di
=0 cm?®/dia

Portanto o aumento do volume do tumor, por dia, é aproximadamente 0,141 cm3.
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E possivel plotar no GeoGebra o grafico que dara uma ideia da variacéo do volume

IV do tumor em funcéo da variagédo do raio r.

Figura 54

10

Fonte: O Proprio Autor (Barreto, 2022)

Observe neste caso que novamente fizemos uma pequena distorcdo nas
proporgdes dos eixos cartesianos de modo a enfatizar melhor a visualizagdo de que
quando 0 < r < 1 a variagdo do tumor ndo chega a ser tdo “grande”, porém a partir de

r =1 c¢m o tumor cresce de forma abrupta.
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CONSIDERACOES FINAIS

Mostrou-se neste trabalho uma maneira possivel de se introduzir a nogéo basica e
intuitiva dos conceitos de limite e de derivada em aulas de matemaética para alunos da
terceira série do ensino médio. Mostrou-se também que o uso do software GeoGebra pode

entrar como ferramenta tecnoldgica para auxiliar este processo.

Uma das ideias é que esta passagem rapida pelos conhecimentos basicos do
calculo propicie um aproveitamento melhor dos alunos que venham a cursar disciplinas
ligadas a este conhecimento matematico nos mais variados cursos de nivel superior que

assim exijam.

De maneira similar o fato de os alunos poderem ter algum contato com um
software matematico, que é atualmente utilizado por milhdes de usuarios em centenas de
instituicGes no mundo todo e que possui aplicabilidade para se estudar praticamente todos
0s topicos ligados a matemaética de nivel médio e superior, provavelmente iré Ihes agucar
a curiosidade e instigar a buscar mais informagdes ou conhecimentos sobre tal aplicativo,

e outros similares.

Aliar o estudo do célculo, que é uma ferramenta matematica magnifica para
resolucédo de problemas, as possibilidades criadas por um software de tanto potencial e de
tdo simples manipulacdo como é o caso do GeoGebra, é, sem divida, uma excelente

combinacéo e que tem grande chance de produzir bons frutos dentro da educacéo bésica.

Como mostrou-se, o uso do GeoGebra para auxiliar no ensino das nogdes de limite
e derivada faz com que o processo se torne mais “facil” e agil. E ¢ esse “tempo menor”
no qual os alunos irdo se apropriar das ideias e de algumas ferramentas basicas do calculo
que lhes dard uma vantagem para que usem o “tempo restante” € com apenas algumas
ferramentas simples do célculo para praticar em algumas aplicacdes que este tem em

assuntos do ensino médio.

Que este possa ser entdo um material que sirva de ponto de partida para que
professores da educagdo bésica se sintam provocados, encorajados e motivados a levar
até seus alunos as nog¢oes iniciais dos conceitos matematicos tratados nesta obra, téo

importantes para a ciéncia matematica e para a sociedade como um todo.
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