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Resumo

Os nimeros complexos estdo gradativamente perdendo espago dentro da matriz do
Ensino Médio, em virtude de nao constarem no rol de habilidades da Base Nacional
Comum Curricular. Esta dissertacao objetiva discutir o lugar dos nimeros complexos no
Ensino Médio e Superior e propor atividades sobre este ente matematico para alunos
da Licenciatura em Matematica. No caminho entre estes dois objetivos foi realizada
uma revisao matematica dos nimeros complexos e, de forma a ampliar a pesquisa, das
transformacoes de Mobius, sendo produzidas diversas ferramentas autorais no software
GeoGebra. Foi defendido abertamente o posicionamento do autor sobre os ntmeros
complexos serem vistos somente na graduagao, convergindo assim com os documentos
normativos. No entanto, quando analisado os Projetos Pedagogicos dos Cursos de Licencia-
tura em Matematica de algumas instituicoes publicas de ensino baianas notou-se que, na
maioria dos casos, a disciplina envolvendo a tematica nao foi pensada especificamente
para seu publico alvo, e sim para o bacharelado. Foram propostas quatro atividades,
fundamentadas nas tendéncias de ensino Investigacao Matematica e na Informatica na
educagao, explorando a origem dos nimeros complexos e as transformagoes elementares

no plano complexo.

Palavras-chave: Numeros complexos, Transformagao de Mobius, Investigacao Matematica.



Abstract

Complex numbers are gradually losing space within the High School curriculum, as they
are not included in the list of skills of the National Common Curricular Base. This
dissertation aims to discuss the place of complex numbers in High School and Higher
Education and to propose activities about this mathematical entity for students of the
Degree in Mathematics. On the way between these two objectives, a mathematical review
of complex numbers was carried out and, in order to expand the research, of the Mobius
transformations, several authorial tools were produced in the GeoGebra software. The
author’s position on complex numbers being seen only at graduation was openly defended,
thus converging with the normative documents. However, when analyzing the Pedagogical
Projects of the Mathematics Degree Courses of some public teaching institutions in Bahia,
it was noticed that, in most cases, the subject involving the theme was not designed
specifically for its target audience, but for the bachelor’s degree. Four activities were
proposed, based on teaching trends in Mathematics Research and Computer Science in
education, exploring the origin of complex numbers and the elementary transformations

in the complex plane.

Keywords: Complex numbers, Mobius Transformation, Mathematical Research.
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Motivacao: uma breve retrospectiva pessoal

Meu primeiro contato com os niimeros complexos foi no Ensino Médio, estudando
por conta prépria durante meu periodo de férias. Anos depois, ja como aluno do curso de
Licenciatura em Mateméatica do IFBA, campus Valenga, ao estagiar em um colégio estadual
do municipio de Valenca-BA, em uma turma de 3° ano vespertina, um dos assuntos que
tive que lecionar, por escolha do professor regente, foi ntimeros complexos. Este foi um
grande desafio pessoal, pois senti que os alunos nao estavam receptivos a aceitarem uma

algebra envolvendo a raiz quadrada do inverso aditivo da unidade.

Esta experiéncia me motivou a escrever meu Trabalho de Conclusdao de Curso
de graduacao envolvendo o tema, intitulado “Um estudo dos ntmeros complexos e
quaternionicos utilizando o software GeoGebra”. No trabalho, apresentei a riquissima
historia envolvendo os niimeros complexos, o desenvolvimento teérico com énfase nas
interpretagoes geométricas e a algebra dos quatérnions. A monografia se desdobrou, até
o momento, em dois trabalhos, sdo eles: Assis, Dias e Ohl (2019), em que sao reveladas
algumas propriedades interessantes da potencia¢ao de um ntiimero complexo, e Assis, Dias
e Vilas Boas (2019), em que é apresentada a histéria desses niimeros e sua relagdo com as

equagoes cubicas.

Envolvido com a teméatica dos ntimeros complexos, manifestei ao colegiado do
Profmat/UESC o interesse em cursar a disciplina eletiva Polinomios e Equagoes Algébricas,
que tinha na sua ementa a abordagem dos complexos. Logo no inicio do curso, o professor,
que se tornou meu orientador desta dissertacao, chamou-me a atengao das interessantes
propriedades das transformacgoes de Mobius, das quais, até aquele momento, eu nao tinha

nenhum conhecimento.

Por outro lado, desde a graduacgao, possuo grande interesse no uso de softwares no
Ensino de Matematica, em especial o GeoGebra. Com este recurso é possivel explorar de
forma dindmica as propriedades geométricas do objeto matematico estudado. Vislumbrando
as potencialidades deste para melhor visualizar os nimeros complexos e as transformagoes

de Mobius, surgiu a tematica desta dissertagao.
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1 Introducao

Os numeros complexos surgiram na Historia da Matematica de forma bastante
conturbada, por meio dos estudos de métodos resolutivos de equacoes ciibicas. Este
novo objeto matematico levou muito tempo até se consolidar com algo indispensavel ao
desenvolvimento da Matematica, dando impulso para a criacdo e/ou expansao de novas
teorias, como a dos nimeros hipercomplexos. No Ensino de Matematica, este conjunto
numeérico ainda costuma ser visto no final do Ensino Médio, mas com cada vez menos

frequéncia.

Nos Parametros Curriculares Nacionais (PCN) e na Base Nacional Comum Curricu-
lar (BNCC), principais documentos educacionais, bem como no Exame Nacional do Ensino
Médio (ENEM), principal porta de entrada aos cursos universitérios brasileiros, os nimeros
complexos nao ocupam nenhum prestigio. Tentando recuperar o espago desses nimeros no
ensino, no repositorio do Profmat, constam, em uma busca simples, mais de 90 dissertagoes
sobre o tema. A ampla maioria dos autores defendem a reinsercao dos mesmos nos curriculos

educacionais, sugerindo para isso as mais variadas propostas de sequéncias didaticas.

Considerando que existem conteidos mais relevantes para os alunos do Ensino
Médio aprenderem, como fungoes, progressoes, matematica financeira, geometria plana
e espacial, combinatoria, estatistica e probabilidade, além de novas tendéncias como o
pensamento computacional, divirjo, respeitosamente, dos colegas sobre a relevancia dos
numeros complexos na matriz da Educacao Basica. Defendo que eles devem, de fato, ser
eliminados do Ensino Médio e para os que prosseguirem os estudos em Matematica ou
areas afins, no Ensino Superior, que os vejam de forma cuidadosa e com énfase nos aspectos

geométricos.

Uma das aplicagoes dos niimeros complexos € nas transformagoes no plano: transla-
¢ao, homotetia, rotacdo e inversao. As transformacgoes de Mobius, composicdo dessas
transformacoes elementares, possuem grande apelo geométrico, porém nao costumam
ser abordadas nos cursos de variaveis complexas, em que é tradicao uma revisao dos
numeros complexos e em seguida a associacao desses com o Calculo Diferencial e Integral.
Observando Soares (2016) e Avila (2015), principais referéncias utilizadas na graduacdo,
as referidas transformagoes localizam-se no tultimo capitulo dos livros como exemplos de

transformacgoes conformes, que sao aquelas que preservam angulos localmente.

No banco de disserta¢oes do Profmat constam dez dissertacoes sobre transformagoes
de Mobius. Nelas, encontram-se principalmente uma abordagem da teoria dos ntimeros
complexos, das transformagoes elementares no plano complexo e das transformacoes de

Moébius. Alguns autores propoem sequéncias didaticas voltadas ao Ensino Médio, como
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Costa (2021), que apresenta uma série de atividades lidicas, por meio de jogos, sobre
numeros complexos e transformacgoes de Mobius. Ele justifica sua dissertacao no fato de

muitos alunos terem dificuldades com as manipulagoes algébricas dos niimeros complexos.

Analisando as produgoes desenvolvidas até entdo, consideramos que ainda tem
espaco para mais um trabalho inserido nestas temédticas. Apresentamos como diferenciais:
uma discussao do lugar dos nimeros complexos no Ensino Médio e Superior, a abordagem
de simetrias e classificagdo das transformacoes de Mobius e uma proposta de atividades
fundamentadas nas tendéncias de Investigagao Matematica e Informatica no ensino voltada

a licenciandos em Matematica.

O principal objetivo das dissertagoes do Profmat é a producao de materiais que
sejam uteis para a Educacao Basica, desta forma cabe-nos responder onde o presente
trabalho se insere. De acordo com a Teoria do Curriculo, este é fruto de uma construcao
historica e cultural. Assim, ele é temporal. Nada impede que, em uma nova préxima
reformulagao curricular, os nimeros complexos sejam reintegrados a matriz do Ensino
Médio. Além disso, concordo com Elon Lages Lima quando afirmava que o bom professor
deve saber muito mais do que ensina. Diante disso, espera-se que, com este trabalho,
professores da Educacao Basica e estudantes da Licenciatura em Matematica tenham uma

melhor compreensao do tema.

1.1 Organizacao do Trabalho

Este trabalho esta estruturado da seguinte forma:

« No Capitulo 2, é discutido o lugar dos ntimeros complexos tanto no Ensino Médio
quanto nos cursos de Licenciatura em Matematica em institui¢oes piblicas de ensino

baianas.

o No Capitulo 3, sao abordados os fatos histéricos das equagoes do terceiro grau
que desencadearam a criagdo dos nimeros complexos, bem como é apresentado
o desenvolvimento algébrico e geométrico desse ente matematico pertinentes aos

objetivos desse trabalho.

« No Capitulo 4, sao definidas as transformagcoes elementares no plano complexo, a
saber, translacao, rotacao, homotetia e inversao, a fim de adentrar em uma classe
especial de fungoes complexas racionais de uma variavel complexa denominada
transformacoes de Mobius. Estas fungoes gozam de interessantes propriedades

algébricas e geométricas, que sao descortinadas ao longo do texto.

« No Capitulo 5, é apresentada a fundamentacao tedrica da Investigacdo Matemética

e da Informatica na Educagao. Alicercado nessas tendéncias de ensino, sao propostas
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quatro atividades que visam ampliar o entendimento dos licenciandos em Matematica
a respeito dos niimeros complexos, bem como inseri-los em metodologias alternativas

ao ensino tradicional.

« No Capitulo 6, sdo sintetizados os principais argumentos e resultados da presente
dissertacao e sao listados os possiveis trabalhos futuros a serem desenvolvidos pelo

autor.

o No Apéndice A, sao disponibilizadas as quatro atividades propostas no Capitulo 5

para utilizacao em sala de aula.
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2 O lugar dos nimeros complexos no Ensino

Basico e no Ensino Superior

Os ntimeros complexos desempenham um papel controverso no processo de ensino
e aprendizagem tanto na Educagdo Béasica como na Educagao Superior. Conforme sintetiza
Carneiro (2004), eles “nao merecem grande atengao nos cursos de Licenciatura e Bacharelado
em Matemadtica, por serem considerados como “assunto elementar” de nivel médio. Ja
no Ensino Médio, sao evitados, sendo taxados de estranhos, de compreensao dificil e,

sobretudo, intteis”.

2.1 Ensino Basico

Os numeros complexos sao tradicionalmente ensinados no tltimo ano do Ensino
Médio, antes dos Polinémios, com uma abordagem predominantemente algébrica. Os
alunos que até entdao foram ensinados que o calculo da raiz quadrada de um nimero
negativo era algo ilegal, agora sdo convencidos (ou nao), que sob determinado contexto é
uma operacao legitima. Uma abordagem abrupta sobre este tema, mais atrapalha do que
contribui na formacao do estudante. Mathias (2013) apresentava uma histdria ficticia que

contextualiza bem como este assunto costuma ser introduzido nas aulas:

Bom dia, hoje eu apresentarei a vocés os nimeros complexos! Vocés se
lembram do que acontecia quando o delta de uma equacao do segundo
grau era negativo? Ela ndo possuia solugao, certo? Pois entdo, hoje
mostraremos que, na realidade e durante todo o tempo, ela tinha solucao!
Permitam-me apresentar o novo conjunto numeérico, que chamaremos de

C.

Com base na alegoria acima, os aspectos histdricos e geométricos ficam em segundo
plano. Nao é a toa que os PCNs apontam que “isolado da resolucao de equacoes perde seu

sentido para os que ndo continuarao seus estudos na area” (BRASIL, 2007, p. 122).

2.2 Os nimeros complexos nos cursos de Licenciatura em Matematica

em Instituicoes de Ensino Superior publicas na Bahia

Diante da grande quantidade de estabelecimentos de ensino no Brasil, limitaremos
nossa andlise documental dos Projetos Pedagégicos dos Cursos (PPCs) as instituigoes
publicas de ensino baianas. Segundo Iglesias e Costa (2018, p. 368), “o PPC, como um

documento legal, normativo, programatico e norteador das agoes a serem desenvolvidas num
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curso de formacao é obrigatério e deve conter os fundamentos, as concepgoes, orientacoes

curriculares e organizacionais de uma instituicao ou curso”.

As Instituigdes de Ensino Superior (IES) publicas baianas sao Instituto Federal
da Bahia (IFBA), Instituto Federal Baiano (IF Baiano), Universidade Estadual de Feira
de Santana (UEFS), Universidade Estadual do Sudoeste da Bahia (UESB), Universidade
Estadual de Santa Cruz (UESC), Universidade Federal da Bahia (UFBA), Universidade
Federal do Oeste da Bahia (UFOB), Universidade Federal do Recéncavo da Bahia (UFRB),
Universidade Federal do Sul da Bahia (UFSB) e Universidade Estadual da Bahia (UNEB).

A Universidade da Integracao Internacional da Lusofonia Afro-Brasileira (UNILAB)
e a Universidade Federal do Vale do Sao Francisco (UNIVASF) sdo também instituigoes
de Ensino Superior piiblicas em solo baiano. A UNILAB também tem campus no Ceara,
enquanto que a UNIVASF tem campi em Pernambuco e Piaui. A saber, nenhuma delas

possui o curso de Licenciatura em Matematica.

Das dez instituigoes exclusivamente baianas citadas, apenas o IF Baiano nao oferta
o curso de Licenciatura em Matematica. A UFSB oferece o curso de Licenciatura em
Matematica e Computacdo, o que a desclassifica para nossos objetivos. Buscando os
PPCs disponibilizados nas paginas virtuais de cada IES, foram analisados: o lugar dos
nimeros complexos na formacao inicial docente proporcionado por cada instituicao, o
nome atribuido ao componente curricular, a carga horaria, a ementa e se era uma disciplina

obrigatéria ou eletiva. Os dados coletados sdo apresentados logo abaixo.

2.2.1 |Instituto Federal da Bahia

O IFBA oferta o curso de Licenciatura em Matematica nos campi Barreiras,

Camacari, Eundpolis, Salvador e Valenca.

Tabela 2.1 — Os ntimeros complexos no curso de Licenciatura em Matematica do IFBA,
campus Barreiras.

Campus Barreiras

Carga horéaria: 60 h
Periodo: 2° semestre
Obrigatoéria
Ementa: Fungoes e Equagoes Trigonométricas; Conjunto dos Numeros
Complexos.

Nome do componente curricular: Fundamentos
de Matematica Elementar 11

Fonte: (PPC-IFBA-BARREIRAS, 2019).
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Tabela 2.2 — Os niimeros complexos no curso de Licenciatura em Matematica do IFBA,
campus Barreiras.

Campus Barreiras

Carga horaria: 60 h
Periodo: 8° semestre
Obrigatoéria

Ementa: Fungoes de uma Variavel Complexa; Limite, Continuidade e Derivada
de Funcgoes Complexas; Equagoes de Cauchy-Riemann; Fungoes Analiticas
Elementares.

Nome do componente curricular: Fungoes de
uma Variavel Complexa

Fonte: (PPC-IFBA-BARREIRAS, 2019).

Tabela 2.3 — Os niimeros complexos no curso de Licenciatura em Matematica do IFBA,
campus Camacari.

Campus Camagari

Carga horaria: 60 h
Periodo: 6° semestre
Obrigatoéria

Ementa: Algebra e Geometria dos nimeros complexos. Limite, continuidade e
derivada das func¢oes de uma variavel complexa. Equacoes de Cauchy-Riemann:
fungoes analiticas. Analiticidade das fungoes elementares. Teorema de Cauchy.
Séries de poténcias. Residuos e polos: aplicagao ao calculo de integrais reais.

Fonte: (PPC-IFBA-CAMACARI, 2019).

Nome do componente curricular: Variaveis
complexas

Tabela 2.4 — Os niimeros complexos no curso de Licenciatura em Matematica do IFBA,
campus Eunapolis.

Campus Eunéapolis

Carga horaria: 60 h
Periodo: 9° semestre
Obrigatoéria

Ementa: Algebra e Geometria dos nimeros complexos. Limite, continuidade e
derivada das funcoes de uma variavel complexa. Equacoes de Cauchy-Riemann:
fungoes analiticas. Analiticidade das fungoes elementares. Teorema de Cauchy.
Séries de poténcias. Residuos e polos: aplicacao ao calculo de integrais reais.

Fonte: (PPC-IFBA-EUNAPOLIS, 2017).

Nome do componente curricular: Variaveis
complexas
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Tabela 2.5 — Os niimeros complexos no curso de Licenciatura em Matematica do IFBA,
campus Salvador.

Campus Salvador

Carga horaria: 60 h
Periodo: 2° semestre
Obrigatoéria
Ementa: Construcao dos conjuntos numéricos: Naturais, Inteiros, Racionais e
Reais. Numeros Complexos

Fonte: (PPC-IFBA-SALVADOR, 2015).

Nome do componente curricular: Fundamentos
de Matematica I

Tabela 2.6 — Os nimeros complexos no curso de Licenciatura em Matematica do IFBA,
campus Salvador.

Campus Salvador

Carga horaria: 60 h
Periodo: 8° semestre
Obrigatoéria

Ementa: Limite, continuidade e derivada das fungdes de uma variavel complexa.
Equacdes de Cauchy-Riemann: fungoes analiticas. Analiticidade das funcgoes
elementares. Teorema de Cauchy. Séries de poténcias. Residuos e polos: aplicacao
ao calculo de integrais reais.

Fonte: (PPC-IFBA-SALVADOR, 2015).

Nome do componente curricular: Variaveis
complexas

Tabela 2.7 — Os niimeros complexos no curso de Licenciatura em Matematica do IFBA,
campus Valenca.

Campus Valenga

Carga horaria: 60 h
Periodo: 6° semestre
Obrigatoéria
Ementa: Conjunto dos nimeros complexos. Representacao polar e raizes de um
numero complexo. Exponencial de um nimero complexo. Polinémios. Divisao de
polinémios. Teorema Fundamental da Algebra. Resolucdo algébrica de equacdes.
Funcgoes analiticas: limite, continuidade e derivacao.

Fonte: (PPC-IFBA-VALENCA, 2019).

Nome do componente curricular: Fundamentos
da Mateméatica V

2.2.2 Universidade Estadual de Feira de Santana

Tabela 2.8 — Os nimeros complexos no curso de Licenciatura em Matematica da UEFS.

Campus Feira de Santana

Carga horaria: 60 h
Periodo: 7° semestre
Obrigatoéria

Ementa: Corpo dos Complexos. Fung¢oes de Uma Variavel Complexa. Funcoes
Holomorfas.

Nome do componente curricular: Fungoes de
uma Variavel Complexa

Fonte: (PPC-UEFS, 2018).
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Tabela 2.9 — Os ntimeros complexos no curso de Licenciatura em Matematica da UEFS.

Campus Feira de Santana

Nome do componente curricular:
Instrumentalizacao para o Ensino da Matematica

VII-M

Carga horaria: 45 h

Periodo: 7° semestre

Obrigatoéria

Ementa: Articulacao da teoria e da pratica em torno do tema Trigonometria
e Nimeros Complexos numa postura reflexiva buscando construir uma atitude
critica do professor em formagcao, por meio da andlise de atividades desenvolvidas
para a Educacao Basica. Uso de tendéncias metodoldgicas em Educacao
Matematica. Analise e producdao de material didatico para o ensino e a
aprendizagem de Trigonometria e Numeros Complexos na Educacao Basica.

Fonte: (PPC-UEFS, 2018).

2.2.3 Universidade Estadual do Sudoeste da Bahia

A UESB possui trés campi: Itapetinga, Jequié e Vitéria da Conquista. O campus

Jequié oferta o curso de Licenciatura em Mateméatica com Enfoque em Informatica,

portanto nao iremos apresentar a referida ementa neste compilado.

Tabela 2.10 — Os niimeros complexos no curso de Licenciatura em Matematica da UESB.

Campus de Vitoria da Conquista

Nome do componente curricular: Introdugao as
variaveis complexas

Carga horaria: 60 h

Periodo: 8° semestre

Obrigatoéria

variavel complexa, Integrais, Séries de Taylor.

Ementa: Topicos matematica elementar. Nimeros Complexos, Fungoes de uma

Fonte: (PPC-UESB, 2009).

2.2.4 Universidade Estadual de Santa Cruz

Tabela 2.11 — Os nimeros complexos no curso de Licenciatura em Matematica da UESC.

Campus Soane Nazaré de Andrade

Nome do componente curricular: Fungoes de
uma Variavel Complexa

Carga horaria: 60 h

Periodo: 6° semestre

Obrigatéria

Matematica e em outras ciéncias.

Ementa: Estudo das caracteristicas e propriedades dos ntimeros complexos, de
fungoes, séries, derivagao e integracdo no campo complexo. Discussao sobre a
relevancia e aplicabilidade da teoria elementar das fungoes analiticas de uma
variavel complexa a investigacao de fenomenos e a solugdo de problemas na

Fonte: (PPC-UESC, 2006).
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2.2.5 Universidade Federal da Bahia

Tabela 2.12 — Os niimeros complexos no curso de Licenciatura em Mateméatica da UFBA.

Salvador - Campus Ondina

Carga horaria: 68 h
Periodo: 7° semestre
Obrigatoéria

Ementa: O corpo dos nimeros complexos. Limite, continuidade e funcoes
complexas. Derivada complexa e as fung¢oes holomorfas. Séries de poténcia e
fungdes analiticas. Teoria de Cauchy. Singularidades e séries de Laurent. Residuos
e poélos: aplicacao ao calculo de integrais reais. Transformagoes conformes e
aplicagoes.

Nome do componente curricular: Funcgoes
Holomorfas

Fonte: (PPC-UFBA, 2008).

2.2.6 Universidade Federal do QOeste da Bahia

Tabela 2.13 — Os niimeros complexos no curso de Licenciatura em Matematica da UFOB.

Campus Reitor Edgard Santos

Carga horaria: 90 h
Periodo: 7° semestre
Obrigatoéria

Ementa: Trigonometria no Ensino Fundamental e Médio. Ntimeros Complexos
no Ensino Médio. Articulagao entre os conteudos que permeiam os curriculos do
Ensino Basico e a propria matematica. Identificagao dos pontos de dificuldade
tanto para o ensino como para a aprendizagem destes contetdos. Utilizagao
e analise de jogos matematicos, calculadora, softwares, recursos tecnolégicos
digitais e videos disponibilizados na internet. Confec¢ao de material didatico para
o ensino do conteudo abordado. Sequéncias de Ensino de Matematica - Niumeros
Complexos e Trigonometria nos Anos Finais do Ensino Fundamental e no Ensino
Médio. Planos de Ensino de Matematica: estrutura, analise e elaboracao. Aspectos
do processo avaliativo.

Nome do componente curricular: Ensino de
Matematica: Numeros Complexos e Trigonometria

Fonte: (PPC-UFOB, 2008).

Tabela 2.14 — Os niimeros complexos no curso de Licenciatura em Matematica da UFOB.

Campus Reitor Edgard Santos

Carga horaria: 60 h
Periodo: Indefinido
Optativa

Ementa: O corpo dos niimeros complexos, conjugado e valor absoluto, a forma
polar, extracao de raizes, a exponencial, logaritmos e poténcias complexas. Fungoes
de uma variavel complexa, fungoes racionais, fungdo exponencial e trigonométricas.
Fungoes Analiticas. Integracao Complexa. Férmula Integral de Cauchy.

Fonte: (PPC-UFOB, 2008).

Nome do componente curricular: Ensino de
Matematica: Ntimeros Complexos e Trigonometria
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2.2.7 Universidade Federal do Reconcavo da Bahia

Tabela 2.15 — Os nuimeros complexos no curso de Licenciatura em Matematica da UFRB.

Campus Amargosa

Nome do componente curricular: Fungoes de
uma variavel complexa

Carga horaria: 68 h

Periodo: 8° semestre

Obrigatoéria

Ementa: O Plano Complexo: O corpo dos Complexos e sua Topologia;
Justificativas Geométricas do Teorema Fundamental da Algebra; Funcoes
Holomorfas; Integracao de Fungdes Complexas; Demonstragao Formal do Teorema
Fundamental da Algebra; Séries, Residuos e Polos.

Fonte: (PPC-UFRB, 2018).

2.2.8 Universidade do Estado da Bahia

A UNEB possui 24 campus espalhados pelo Estado da Bahia. Deste total, apenas

seis oferecem o curso de Licenciatura em Matematica, sao eles: campus II — Alagoinhas,
Campus VI — Caetité, Campus VII - Senhor do Bonfim, Campus VIII - Paulo Afonso,

Campus IX — Barreiras e Campus X - Teixeira de Freitas. Consultando os PPCs, observa-se

que todos comportam a disciplina, de carater obrigatério, intitulado Matematica II, no 2°

semestre, com carga horaria de 75 horas, que objetiva o estudo das fungdes trigonométricas

e dos nimeros complexos.
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3 O corpo dos nuimeros complexos e sua

geometria

Segundo Lima (2012), os babilénios ji sabiam resolver equagoes quadraticas 1700
anos antes de Cristo. No entanto, em virtude do grande prestigio da Geometria, s6 as
solucdes positivas eram consideradas validas. De fato, os niimeros negativos nao tinham
um significado geométrico, nem social, tendo que esperar bastante tempo até ter sua

importancia reconhecida na Historia da Matematica.

Por milhares de séculos, nao houve nenhum avanco notavel na busca de um método
resolutivo de equagodes de grau superior a 2. Isso levou Luca Pacioli (1445-1514) a escrever
no seu famoso livro, Summa de arithmetica, geometria, proportioni et proportionalita
(1494), que objetivava apresentar uma sintese do conhecimento matematico na Europa até
entdao (GARBI, 2010), que a resolucdo da equagao ctibica “era tao impossivel quanto a

quadratura do circulo”.

Mas, um professor de Matematica em Bolonha, de quem pouco se sabe a respeito,
provou o contrario. O her6i desta histéria secular se chamava Scipione del Ferro (1465-
1526), que encontrou um método para resolver equagdes ctibicas do tipo z® + pr = ¢, com

p e ¢ nao negativos, que em notacao atual é dada por

x = f’—q+\/5+\3/m Coszqj%—i.
2 2 ’ 4 27

Por mais surpreendente que possa parecer atualmente, del Ferro nao publicou sua
descoberta, que certamente o colocaria em grande evidéncia. Ele apenas revelou a poucas
pessoas, como seu aluno Antonio Maria Fior, apontado na literatura como ambicioso e um

matematico mediocre.

Nesta época, eram comuns duelos entre intelectuais, em que alguns contratos de
professores universitarios eram celebrados. Estas disputas eram assistidas, muitas vezes,
por uma numerosa audiéncia (LIMA, 2012). Assim, Fior, em busca de fama, e certo de ser
o unico conhecedor do método resolutivo das equacoes ciibicas, decidiu desafiar Niccolo
Fontana (1500-1557) para um duelo. De acordo com Nahin (1998), Fontana chamou a
atencao de Fior apds anunciar ser capaz de resolver a equacao ciibica da forma 23+ px? = g,

o que o deixo incrédulo.

Fontana era uma pessoa de origem bastante humilde, que a custa de muita superagao
se tornou habilidoso em diversas areas do conhecimento, inclusive Matematica. Ele nao

s6 aceitou o desafio, como terminou vencendo de forma excepcional, acertando todas as
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30 questoes levantadas por Fior, o qual nao obteve éxito em nenhum problema langado
por seu adversario. Tal feito deveu-se ao fato de Fontana, poucos dias antes da disputa,
também deduzir o tipo particular da ctbica obtida por Fior. Para compreender melhor o

contexto histérico:

Hoje, pensamos em equacdes ciibicas como sendo essencialmente todas
de um mesmo tipo e como podendo ser tratadas por um tnico método
unificado de solugdao. Na época, porém, quando coeficientes negativos
praticamente nao eram usados, havia tantos tipos de ctbicas quantas
sdo as possibilidades de coeficientes positivos e negativos. (BOYER;
MERZBACH, 2012, p. 200).

De acordo com Lima (2012), o fato de Fontana desvendar a férmula nao diminui
em nada o protagonismo de Del Ferro, pois o primeiro desconfiava, pelas questoes que
lhe foram enderecadas, que deveria existir uma féormula, enquanto o segundo nao tinha
esta certeza. A noticia sobre a vitéria de Fontana se alastrou pela comunidade intelectual,

chegando até o conhecimento de Girolamo Cardano (1501-1576).

Este novo personagem, de carater controverso, pediu, em stplica, a Fontana que
revelasse a férmula resolutiva da equacao cubica, objetivando publica-la no seu livro. Apods

muito relutar, Fontana revelou a formula a Cardano, exigindo, entretanto, segredo.

Cardano quebrou sua promessa, publicando o algoritmo em 1545, no livro intitulado:
Artis Magnae Sive de Regulis Algebraicis (A Grande Arte ou Sobre as regras algébricas),
amplamente conhecido por Ars Magna. Este livro também continha a resolucao das
equagoes quarticas, realizada por Ludovico Ferrari (1522 - 1565). Segundo Lima (2012),

Cardano ao consultar os arquivos de Del Ferro sentiu-se desobrigado a promessa realizada.

Boyer e Merzbach (2012, p. 203) destaca que “a resolucao das equagoes cibicas e
quarticas nao foi em nenhum sentido motivada por consideragoes praticas, nem tinham
valor para os engenheiros ou praticantes de matematica”. De fato, como corrobora Lima

(2012), estas féormulas tem somente utilidade do ponto de vista légico.

E importante refletir que, apesar do ato desleal, Cardano, ao compartilhar a férmula,
contribuiu decisivamente para o desenvolvimento do estudo das equagoes algébricas e
dos ntimeros complexos. Conforme corrobora Boyer e Merzbach (2012, p. 203), “a mais
importante consequéncia das descobertas publicadas na Ars Magna foi o enorme impulso

que deram a pesquisa em algebra em varias diregoes”.

Em Ars Magna, o conceito de nimeros negativos foi introduzido, com a clareza
moderna, em analogia a créditos e débitos (GARBI, 2010). Outra contribuicdo dada
por Cardano foi como uma equacao cibica, com o termo quadratico nao nulo, pode ser

transformada na forma apresentada por del Ferro.

Como sugere Boyer e Merzbach (2012), a equacio x3 = 15z + 4 intrigou profunda-

mente Cardano. Ao utilizar a férmula, ele obteve
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r= 2+ 121 + 2 - 121

como uma das solugoes. Ele sabia que 4 era solucao dessa equacao cibica, porém nao
conseguiu explicar o discriminante negativo da raiz quadrada, nem como x seria igual a 4.
Esse fato o incomodou ao ponto de concluir que raizes quadradas de ntimeros negativos
eram tao sutis quanto intteis (BOYER; MERZBACH, 2012).

Cardano operou com as raizes negativas em outras oportunidades, como no problema
que pode ser enunciado por: divida um segmento com comprimento de 10 unidades em
duas partes cujo produto seja 40 (BOYER; MERZBACH, 2012). Esse problema pode ser
modelado por meio da equacao 22 + 40 = 10z. Ao colocar de lado, em suas palavras, as

torturas mentais envolvidas (NAHIN, 1998), Cardano obteve as solugoes:

5++v—-15 e 5—+v—15.

Mesmo sabendo que y/—15 nada significa em R, é possivel perceber, com facilidade,
que, de fato: x1 + x5 = 10 e 2125 = 40.

Rafael Bombelli (1526-1572), outro italiano que deixou seu nome eternizado neste

3 = 15z + 4, no livro L’algebra,

enredo, enfrentou o mistério envolto da equacgao x
parte maggiore dell’aritmetica (1572). Bombelli mostrou, ao fazer algumas manipulagoes

algébricas, que:

2+vV-1P=2+11V/-1 e 2-V-1)P=2-11V/-1.

Assim,
J2+v—1i={@+vV-1p=2+V-1
J2—v—1i=y@2-v_ip=2-y-1.
Portanto,

r=024+vV-1)+2-V-1)=4

A descoberta de Bombelli contribuiu na legitimacao das raizes negativas, ao justificar
como uma solucao real pode ser obtida por caminhos complexos. Todavia, no lado pratico,
a abordagem de Bombelli ndao ajuda a resolver equagoes ciibicas, e sim apenas a validar as
“solugoes” obtidas (BOYER; MERZBACH, 2012).
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3.1 O corpo dos niimeros complexos

Os nameros complexos, denotado por C, é o conjunto de todos pares ordenados
(z,y), em que x e y sdo reais, com as operagoes de adi¢ao e multiplicagao definidas,

respectivamente, por:
(1, 91) + (22, 92) = (¥1 + T2, y1 + 12) €
(1, 1) - (T2, 2) = (T172 — Y1Y2, T1Y2 + T2Y1).
Nesta representagao, o eixo das abcissas (z,0) e eixo das ordenadas (0,y) passam
a ser denominados, respectivamente, eixo real e eixo imagindrio, sendo (R?, +,-) chamado

de plano complexo. Pela definicao das operagoes, fica claro que o conjunto dos niimeros

complexos inclui os nimeros reais como subconjunto, ja que

(1'1,0) -+ ({L’Q,O) = (ZBl + $2,0) e
(1,0) - (29,0) = (2122, 0).

Figura 3.1 — Plano complexo.

Eixo imaginario
z=(2,9)
°
¢ i=(0,1)
® ° Eixo real
0 (2, 0)

Fonte: O autor (2022).

Identificando um ntimero real x por (x,0) e i, denotado unidade imaginéria, por

(0,1), um ntmero complexo z = (z,y) pode ser escrito como

z=(2,0)+(0,y) = (2,0) + (v,0) - (0, 1) =z +y - .

O produto 7 - i = 2 é particularmente interessante, visto que resulta

(0,1)-(0,1) = (—1,0).

. 2 _ . -
Assim, 7 = —1, ou ainda, i = /—1.

Por causa da identificacdo (z,y) = = + y - i, ou apenas = + yi, as operagoes de
adicao e multiplicagdo, bem como a condi¢ao de igualdade, podem ser reescritas, tomando

os elementos do conjunto dos ntimeros complexos z = a + bi e w = ¢ + di como segue:
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o Igualdade: z = w se, e somente se, a =c e b = d,
o Adigdo: z+w = (a+bi) + (c+ di) = (a + ¢) + (b+ d)i;

o Multiplicacdo: zw = (a + bi) - (¢ + di) = (ac — bd) + (ad + be)i.
Com relagao a adicao e a multiplicagao, sao validas as propriedades:

1. Associatividade.

(z21+20)+23 =21+ (224 23) e (21 22) - 23 = 21 - (29 - 23), V21, 22, 23 € C.

2. Comutatividade.

21tz =z29+ 21 €21 20 =29 21,V21,29 € C.

3. Existéncia do elemento neutro.
Je, € C tal que z 4+ e, = z,Vz € C. De fato, e, = 0 + 0.

de,, € C tal que z - e, = 2,Vz € C. Com efeito, e,, = 1 + 01.

4. Existéncia do inverso.

Vz e C, 32" € C tal que z + 2/ = e,. Ou seja, 2/ = —a — bi.
a b
J— Z.
a?+0b*  a?+0b?

Vz € C\{0}, 32" € C tal que z - 2" = e,,. Isto é, 2" =

5. Distributividade do produto em relagao a soma.

21 (204 23) = 21 - 20+ 21 - 23,V21, 29, 23 € C.

Pelo fato do conjunto C ser uma estrutura algébrica que goza das propriedades

acima, ele ¢ um corpo.

3.1.1 Forma algébrica

Um numero complexo qualquer esta na forma algébrica quando é escrito na forma
a + bi com a e b reais. Seja z = a + br. O nimero a é chamado de parte real de z, indicado
por Re(z) = a. O nimero b é chamado de parte imaginéria, denotado por I'm(z) = b.
Assim, z = Re(z) +1i - Im(z).

Vale destacar que se a parte imaginaria for nula, o complexo é dito real (z = a). Se
a parte real for nula e a imaginéria ndo, o complexo é chamado imaginario puro (z = bi).
Definicao 3.1. O conjugado do niimero complexo z = a + bi, denotado por z, é definido

como sendo z = Re(z) —i.Im(z), isto é, Z = a — bi.

Definicao 3.2. O médulo, ou valor absoluto, de z = a + bi é determinado pelo niimero

nao negativo |z| = va? + b?.
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Considere a Figura 3.2, em que é representado z e seu conjugado. E notério que,
geometricamente, Z é simétrico a z em relagao ao eixo real e |z|, obtido pelo Teorema de

Pitdgoras, é a distancia entre os pontos z = (a,b) e O = (0,0).

Figura 3.2 — Interpretacao geométrica do conjugado de um nimero complexo.

Eixo imaginario

Eixo real

Fonte: O autor (2022).

Uma das aplicagdes do conjugado é no algoritmo da divisdo de dois ntimeros
complexos. Para dividir nimeros complexos, basta multiplicar o divisor (nao nulo) e o

dividendo pelo conjugado do divisor. A forma genérica dessa operacgao é descrita abaixo:

2 a+bi (a+bi)(c—di) (ac—l—bd) N (bc—ad),

22_c—|—dz':(c—|—dz')(c—di)_ 2+ d? 2rar )"

Em relagao ao conjugado, considerando z e w niimeros complexos, sao validas as

seguintes propriedades:

Pl) z-z = |z|%

P2) |z[ = [2] = [ - 2[;

P3) z+ 7z = 2Re(2);

P4) z —z = 2Im(z2).3;

P5) z é real se, e somente se, z = Z;

P6) O conjugado do conjugado de um niimero complexo é o préprio niimero complexo:

zZ =z
P7) O conjugado da soma é a soma dos conjugados: z + w = Z + w;

P8) O conjugado da diferenga é a diferenga dos conjugados: z — w = Z — w;

Y
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P9) O conjugado do produto é o produto dos conjugados: Z-w = Z - w;
P10) O conjugado de um quociente é o quociente entre os conjugados: (> =
w

Demonstragdo. Sejam z =a+ bt e w = c+ du.

1.
z-Z=(a+bi)(a—0bi)=a®+b* =]z
2.
ol = VAR B = a4 (<0 = \/(—a)* + (~D)*
3.
z+zZ=(a+bi)+ (a—bi) =2a =2Re(z).
4.
z—zZ=(a+bi)—(a—bi)=2b-i=2Im(z) -i.
D.
z=a+0i=a—-0i=7%.
6.
Z=a+bi=a—-bi=a+b =z
7.
zHw=(a+bi)+(c+di)=(a+c)+(b+d)i=(a+c)—(b+d)i
=(a—bi)+ (c—di) =z +w.
8.
z—w=(a+bi)—(c+di)=(a—c)+(b—d)i=(a—c)— (b—d)i
=(a—bi)—(c—di) =z —w.
9.

z-w = (a+bi)- (c+di) = (ac — bd) + (ad + bc)i = (ac — bd) — (ad + bc)i
=ac—bd — adi — bci = (a — bi)(c — di) = Z - w.

10. Seja u = z/w, ou ainda, u - w = z. Pela propriedade 9, @ - w = z. Logo, u = Z/w.
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3.1.2 Forma polar

Figura 3.3 — Forma polar do nimero complexo z.

Eixo imaginario

a=90°
g Eixo real

0] a

Fonte: O autor (2022).

Um argumento de um ntimero complexo z nao nulo é qualquer dos angulos 6 que
o vetor Oz forma com o eixo real positivo. Assim, dado um argumento de z, digamos 6,
todos os angulos congruentes a ele médulo 27 radianos também serao argumentos de z.

Logo, os argumentos de z sdo todos os angulos 3 tais que 5 =6 (mod 27).

Para o argumento de z, serd usado a notacao arg z. O argumento que pertence ao
intervalo [0, 27| é chamado de argumento principal e é representado por Arg z. Na Figura

3.3, 8 = Arg z e d, pela Definicao 3.2, é o médulo de z.

Analisando o plano dos complexos, nota-se que:
cosf = < a=dcosp, (3.1)

sen ff = < b=dsenp. (3.2)

Qo

Substituindo (3.1) e (3.2) na forma algébrica do nimero complexo, tem-se:

z=dcosf+i-dsenf, ouainda, z=d(cosf+isenp).

A forma polar, ou forma trigonométrica, de um niimero complexo z, nao nulo,
permite a realizacao das operacoes de multiplicacao, potenciacao, divisao e extracao de

raizes com mais praticidade, conforme sera enunciado nas proposi¢oes a seguir.

Proposigao 3.3. Sejam z; = di(cosa + isena) e zg = do(cos S + isenf). O produto
21 - 29 € dado por: dydy[cos (o + B) +isen (o + 3)].
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Demonstracao.
2129 = dy(cos o + isen a).dg(cos 5 + isen [3)
= dydy(cos avcos 3+ i cos asen 3+ isen v cos 3 + i sen asen 3)
= dyds[(cos accos 3 — sen avsen 3) + i(cos awsen 3 + sen av cos 3)]
= dyds[cos (o + B) +isen (a + )]
O]

Desta forma, o produto de dois nimeros complexos resulta em outro, cujo médulo
¢ o produto dos modulos dos fatores e o argumento é a soma dos argumentos dos fatores,
isto é, arg z120 = arg z; + arg zo = a + . Em particular, multiplicar um complexo z; por ¢
(unidade imaginaria) equivale a rotaciona-lo 7/2 radianos no plano complexo, no sentido

anti-horario, mantendo o médulo constante.

Figura 3.4 — Rotagdo dos nimeros complexos z1, 25, 23 € 24 em torno da origem.

Eixo Imaginario

29=1-2]

Eixo Real

Z4=Z'3~Zl = —29

Fonte: O autor (2022).

Fazendo z; = 2, obtém-se 27 = d2[cos (26;) + isen (23,)]. Dai, pode-se conjecturar

a validade da proposi¢ao a seguir, sobre a potenciacdo de um niimero complexo.

Proposigao 3.4. Seja z = d[cos B+1isen ] um nimero complexo nao nulo e n um nimero
inteiro ndo negativo qualquer. Entao, 2" = d"[cos (nf) + isen (nf)].
Demonstragio. Seja P(n) : 2" = d"[cos (nf) + i sen (nf)].
Como 2% = d°[cos (083) + isen (08)] = 1(cos0 +isen0) = 1, P(0) é verdadeira.
Suponhamos que P(n) seja verdadeira para algum n € N.
2" = d"[cos (nB) + isen (nB)] - dcos (B) + isen (B)]
= d" - d[cos (nf + () + isen (nf + )]
= d"[cos (n+ 1)B +isen (n + 1)3],
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o que mostra que P(n + 1) é verdadeira.

Portanto, pelo Principio de Inducao Finita, P(n) é verdadeira para todo n €
NuU {0}. m

Proposicao 3.5. Sejam z; = di(cosa +isena) e zy = do(cos 5 +isen ). A divisao de

21 por zg, nao nulo, é dada por: di/dy[cos (o — 3) + isen (o — B3)].

Demonstragao.

21 di(cosa+isena) dy(cos —isenf3)
2 da(cos B+ isen ) dy(cos 3 — isen f3)
 dydy(cosacos 3 —icosasen 3+ isenacosff — i* senasen 3)
B d3(cos? B — 2 sen? j3)
di[(cos accos f + senacsen ) 4 i(sen a cos 3 — cos acsen )]
do(cos? B + sen? [3)

dy :
B 32[008(@—5) +isen (= f)].

]

Uma das aplicacoes da proposicao acima é a determinacao de angulos formados
por trés nimeros complexos. Dados dois vetores zgz] e zpz3, 0 angulo formado por eles,

denotado por Z(m , zo—zg) é calculado por:

arg <Z2 — ZO) = arg(zy — 209) — arg(z; — 2p).
Z1 — 20

Como o sentido anti-horario foi estabelecido como positivo, entao

L(z07, 2078) = —£(20%, 2071)-

Ainda com a Proposi¢ao 3.5, complementemos a demonstracio da potenciagao para

o caso n < 0. Como —n > 0, pela Proposicao 3.4, segue que

—n

27" = d "[cos (—na) + isen (—na)].

Dai, resulta que

1 1(cos 0+ isen0) 1 05 (0 — (—nar e (0 — (—ney
=T d—n[cos (—na) +isen (—na)] d—”[ (0= )+ (0= ok

em que se conclui que 2" = d"[cos (na) + isen (na)] também vale para todo n inteiro

negativo.

Defini¢ao 3.6. Um ntmero z; é raiz n-ésima de um niimero complexo z se (zx)" = 2.
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Proposicao 3.7. Sejam z = d(cos f+isen [3) um nimero complexo ndo nulo e um nimero

natural n tal que n > 2, a raiz enésima de z é dada por
n 2 , 2
2= Vd lcos (B +k7r> + 7 sen (6 —l—kﬂﬂ , em que k € 7.
n n n n
Demonstragio. Seja z, = r(cos ¢y +isen ¢y). Pela férmula da potenciacao, (zx)" = 2. Dal,

r"(cos npy + isennyy) = d(cos f + isen f3).

Pela igualdade de dois nimeros complexos na forma polar, os modulos sao iguais e

os argumentos congruentes. Logo,

Mm=d <« r=d (3.3)
2
nep =0+ 2kt <= = i + k%, k€. (3.4)

Portanto, substituindo (3.3) e (3.4) em zy, segue o resultado da proposi¢ao. [

Algumas consideragoes a respeito da formula da radiciacao:

1. Todas as raizes tém o mesmo médulo, pois é V/d é constante;

2

2
2. Parak € {0,1,...,n—1}, 2 sdo todos distintos, pois é—i—k j—w
n n

= §+ (mod 27),

em que j ¢ o resto da divisao euclidiana de k por n;

3. Por causa do item 2 e pelo fato de que, a partir de n, as raizes se repetem, existem

n raizes enésimas de z;

4. Os argumentos principais de /z formam uma progressao aritmética, em que o
27
primeiro termo e a razao sao, respectivamente, — e —;
n o n
5. As raizes enésimas de z, para n > 3, dividem a circunferéncia de centro na origem
3 n . 7z ~ / L3 7’
e raio v d em partes congruentes, isto é, sao vértices de um poligono regular de n

lados;

6. Aplicando a féormula para n = 2, obtém-se

zoz\/g cosé—i—isené ezlz\/c_l CoS é-i-ﬂ' + i sen é—i—ﬂ .
2 2 2 2

Da Proposicao 3.3, decorre que z; = —zp. Assim, a raiz quadrada de um ntmero

complexo z, denotado por /z, resulta em dois pontos diametralmente opostos.

Exemplo 3.8. Determine as raizes ctibicas da unidade.
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As rafzes complexas ctibicas de z = 1 tém moédulo v/1 = 1 e argumentos principais:

2 2
wk:§+k1:9+k1,k:o,1,2.
n n 3 3

Logo, as raizes ctbicas sao:

2 2
Zo = COS <0;) + 7 sen <0;) =1;

2 2 —1 '
Z1 = Cos <17r> + 2sen (17T> = ﬂ;

3 3 2

2 2 -1 -3
Z9 = COS <2;> + 7 sen (2;) = 2\/_2

Figura 3.5 — Poligono regular formado pelas raizes cuibicas de z = 1.

Eixo Imaginario

Eixo Real

Fonte: O autor (2022).

Definigao 3.9. O ntimero complexo de médulo r e argumento 6 serda denotado também

por rcisf.

Proposicao 3.10. A equacio 2% +ax + 3 =0, em que o, 3 € C, tem uma ou duas raizes

geométricas em C.

Demonstracao. Temos que

)2_a2—45'

:1:2+oz:1:+ﬂ:<x+a 1

2
Seja A = a? — 4 € C. Pelo item (6) da Proposicao 3.7, existem § e —¢ em C tais que

62 = A. Escrevendo § = /A, e consequentemente, —6 = —v/A, a equacdo proposta

a\? o?—4p
) =2
(m+2> 1
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é equivalente a

M=

o
Z— 4
:13+2

As solugoes podem ser escritas como

—a+ a2 -4 —a—+/a?—4p

r1 = € Ty = ;

2 2

em que v/a? — 43 é uma das rafzes da equacao x? = o —4. Assim, caso A = 0, a equacao

dada tem duas raizes iguais. Caso o contrario, duas raizes diferentes. [

3.2 Geometria da reta e do circulo no plano complexo

Seja a reta w que passa pelo ponto Py = (¢, yo) e é perpendicular ao vetor nao nulo

= (b,c). Se P = (x,y) é um ponto qualquer sobre w, entdo tem-se o produto interno:

Definindo d = —bzg — cyo, resulta em bz + cy + d = 0. Como ¥ é ndo nulo,
b2+ £ 0.

Figura 3.6 — Reta que passa pelo ponto F, e é perpendicular ao vetor nao nulo .

Fonte: O autor (2022).

O circulo de centro C' = (z¢, yc) e raio r > 0 é o conjunto formado pelos pontos
P = (z,y) tais que CP = r, conforme ilustrado na Figura 3.7. Pelo Teorema de Pitdgoras,

a equacao geral é dada por
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(x —20)? + (y —yo)* =17
2 — 2wox + 1%+ y* — 2ycy + yo =17

2* +y? — 2z07 — 2ycy + (25 +yi —1r*) = 0. (3.5)
Figura 3.7 — Circulo de centro C' e raio r.

P=(v,y)

Yo & —

ie

Fonte: O autor (2022).

A fim de estabelecer uma relacdo com a equacao geral da reta, a equagao geral
do circulo serd reescrita na forma, az® + a’y* + bz + cy + d = 0, em que a # 0, ou ainda,

%+ %yz + g:c + Sy + g = 0. Comparando esta dltima equagao com (3.5), segue que:

a’ , b - c -
—=1l=a=a, — = —2rc = 20 = —, - =—2Yc = Yo = —,
a a 2a a 2a
— =T —r = _— —_— — T rt = — _— _—_——
a ¢ TYc 2a 2a a 402 = 4a? 42

Assim, a equacdo do circulo também pode ser escrita como a(x?+y?)+br+cy+d = 0.

E imediada a restricao b + ¢? — 4ad > 0 e que o circulo tem centro e raio, respectivamente:

b \/W
C:< b c> . b? + ¢ 4ad‘

—_— r =
2a’ 2a 2|a|

Da Geometria Analitica, segue que as equagoes das retas e dos circulos no plano

R?, em funcdo das coordenadas z e y sdo, respectivamente:
br+cy+d=0, emque b’ +c*>0e (3.6)
a(x® +y?) +bx+cy+d=0, em que a # 0 e b* + ¢ — 4ad > 0. (3.7)

Analisando as duas equacoes, (3.6) e (3.7), e suas restri¢oes, conclui-se que elas
podem ser unificadas, na forma abaixo, em que se a = 0 trata-se de uma reta, caso

contrario, de um circulo:
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a(x® +9*) +bx +cy +d =0, em que b*> + ¢ — 4ad > 0. (3.8)

A equacdo 3.8, em funcdo das coordenadas reais = e y do plano R?, pode ser

“transportada” para coordenadas complexas z e Z, por meio da substituicao:

x = Re(z) = ey=1Im(z)= - : (3.9)

em que resulta

a\z|2+b<zgz>+c(m;m)+d:0
b—ci b '
alz|* + QCZH zczzﬂi:o.

b— ci _
Fazendo A = a, B = @ eD= d, segue que A|z|?+ Bz+ Bz+ D = 0, doravante

denominada equacao do circulo generalizado, em que A e D sao obviamente reais e B um
b + 2

, a restricio b% +c? —4ad > 0 é equivalente

ntiimero complexo. Como |B|*> = B-B =
a |B|> — AD > 0. Com as novas notagoes utilizadas, o centro e o raio do circulo, caso
A # 0, sao dados por:

C = <_B_B B_B> e —V’BP_AD. (3.10)

T =
|A]

A restrigao |B|> — AD > 0, com A # 0, garante que o circulo é real, ou seja, com
r>0.Se |B|*>—AD = 0, entao r = 0, caso denotado circulo degenerado. Como adentramos
no “mundo” dos complexos, ¢ interessante observar que se |B|*> — AD < 0, entdao r < 0,

em que serd chamado circulo imagindrio.

Exemplo 3.11. Determine a equacgao da reta no plano complexo que passa pelos pontos

wy; = a+ bi e wy = ¢+ di, em que wy F wy.

Conforme a Figura 3.8, a condicdo necessaria e suficiente para que trés pontos

sejam colineares ¢ dada por

y=b_d- b, ou ainda, (y —b)(c —a) = (z — a)(d —b). (3.11)

Tr—a c—a
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Figura 3.8 — Colinearidade de trés pontos.

N ———— —— — —§8

|
I
|
I
: I
° o
a c

Fonte: O autor (2022).

Substituindo x e y pela igualdade em (3.9), decorre que:

(57 )ema= (57 o)y
(1Z—iz—2b)(c—a)=(z+7Z — 2a)(d —b)
i(c—a)z—i(c—a)z—2b(c—a)=(d—0b)z+ (d — b)Z — 2a(d — b)
(—d—ci+b+ai)z+ (—d+ci+b—ai)z + 2(—bc +.ab+ ad — ab) =0
(b4 ai) — (d+ci))z + (b —ai) — (d — ci))Z + 2(ad — bc) =0

—i(wy — we)z — 1wy — w2)Z + 2(ad — be) = 0.

Considere w; = —2 — 1 e wy = 4 + i. Realizando os devidos cédlculos, obtém-se a

equagao da reta em C, ilustrada na Figura 3.9:

(—1—=30)z+ (—1+3i)z+2=0.

Figura 3.9 — Reta que passa pelos pontos w; = —2 — 7 e wy =4 + 4.

Eixo imaginario

1

Eixo real

3 2 1 oL~ 1 2 3 4 5 6 7

Fonte: O autor (2022).
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Exemplo 3.12. Determine o centro e o raio do circulo cuja equagao ¢ dada por: 2|z|* +

(243i)z+ (2—3i)z— 6 =0.

Nas notacoes da equacao generalizada do circulo em C, tem-se que A = 2, B =

24 3i e D = —6. Pelas equagoes 3.10, segue que

o (—B—B B—B) B (—(2+3¢)4— (2—32')’ (2+3i;i—'§2—3i)> _ (_1 3)
B V/IBI> — AD B V/13 — 2(—6) B
S

DO | Ot

3 5
Logo, o referido circulo tem centro —1 + 52 e raio 3
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4 Transformacoes no plano complexo

Seja D um conjunto de nimeros complexos e seja f uma lei que faz corresponder
cada elemento z do conjunto D um tnico nimero complexo, denotado por f(z). Nestas
condigbes, diz-se que f é uma fungdo com dominio D. O conjunto I dos valores w = f(z),
correspondentes a todos os valores de z em D, é chamado a imagem de D pela funcao
f (AVILA, 2015). Neste trabalho, os dominios de interesse serdo C, C\{0} e C U {0},
sendo este ultimo estabelecido na Secao 4.2. Estaremos particularmente interessados nas

imagens dos circulos generalizados geradas por uma classe especial de fungoes.

4.1 Transformacoes elementares no plano complexo

Baseado em Hefez e Villela (2018), serao abordadas nesta se¢ao as transformacoes

elementares.

Definicao 4.1. Seja 8 € C fixo. A transformacao 7T : C — C, chamada translagao por
B, ¢é definida por T(z) = z + .

Sejam z; e zp ntimeros complexos. Como T(21) = T(22) implica 21 = 29, Tj
¢ injetora. Note também que para cada ntimero complexo w, existe um tnico niimero
complexo z tal que w = T3(2) = 2+ 3, a saber, z = w — 3, 0 que garante a sobrejetividade
de Tj. Portanto, T ¢ uma bijecao. A figura abaixo ilustra a interpretagao geométrica da

translacao de z = x + yi por f = a + bi.

Figura 4.1 — Translacao de z por f3.

Eixo imaginario

Eixo real

Fonte: O autor (2022).
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Intuitivamente, é imediato que a translacao leva circulos em circulos e retas em
retas. Mostraremos este fato algebricamente, pela substituicao z = w — [ na equacao

generalizada do circulo em C.

AlzP+Bz+Bz+ D=0

Alw— B+ Bw—p)+Bw—-p3)+D=0

A(w = B)(w = B) + B(w — B) + B(w = B) + D =0

Alw]* + A(—wB —wB + |8]*) + Blw — B) + B(w —3) + D=0
Alw* + (=AB + B)w + (—AB + B)w + (A|3]* — B8 — B+ D) = 0.

A equacgao encontrada é também de um circulo generalizado no plano complexo.
Calculemos, agora, a expressao que aponta a natureza do circulo, caso A # 0, isto é, se o

mesmo ¢ real, degenerado ou imaginério.

| = AB+ B — A(A|p|* = B8 — B3 + D)
=A%B|* — ABB — ABB + |B|* — A*|8|* + ABB + ABS — AD
—|B|* — AD.

Como esperado, a expressao |B|*> — AD ¢é invariante para a translagdo, visto que
esta transformacao apenas desloca os circulos no plano. A Figura 4.2 apresenta a translacao
do conjunto dos pontos que formam o circulo C' pelo vetor 3. As retas, por sua vez, caso

A =0, sdo transformadas em outras retas.
Figura 4.2 — Translacao do circulo C por 3.

Eixo imaginario

T5(C)

Eixo real

Fonte: O autor (2022).

Definigao 4.2. Seja r um ntimero real positivo. A transformacao H, : C — C, chamada

homotetia com fator r, é definida por H,.(z) = rz.


https://www.geogebra.org/m/wzdmackb
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A funcao H, é claramente injetora. Note que para cada w € C, existe um tinico

z € C tal que w = rz. Com efeito, z = %w. Portanto, H, é uma bijecao de C. Investiguemos

o que ocorre quando um circulo é transformado por H,, pela substituicao z = %w:

Az +Bz+Bz+D =0
2 1 (1
+B<w>+Bu1+D:O
T T

A B B
ﬁ]wlzjt?w—i—?@—kD:O.

1
—w
r

A

A imagem gerada, por H,, é de outro circulo. Agora, segue que

BQ—AD—kaﬁw)

1
T r2 72

isso mostra que o novo circulo é deformado quando r # 1. De fato, caso r > 1, a
transformagao homotetia é uma dilatacdo de |z|. Quando 0 < r < 1, |z| sofre uma

contracao. Retas que passam pela origem sao invariantes para a homotetia.
Figura 4.3 — Homotetia do circulo C' pelo fator r.

Eixo imaginario

C_—o

21

L Eixo real

(0] H,
Fonte: O autor (2022).

Definigao 4.3. Seja 0 € R. A transformagao Ry(z) : C — C, chamada rotagao de 6

radianos, é definida por Ry(z) = (cisf)z.

Como, para cada w € C, z = (cisf)'w = (cisf)w é o tnico nimero complexo
tal que Ry(z) = w, temos que Ry é uma bijecao em C. Analisemos, a seguir, o efeito da
transformacao do circulo por Ry.

AlzP+Bz+Bz+ D=0
Alcisf - w]? + B(cisf - w) + B(cisf - w) + D = 0
Alw|* + (Beis)w + (Bcis0)w + D = 0.


https://www.geogebra.org/m/cqpxwkzq
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Como |Bcisf|> — AD = |BJ|? — AD, a rotagao de um circulo nao o deforma. A

Figura 4.4 enfatiza que a rotagdo de um circulo centrado na origem resulta nele mesmo.

Figura 4.4 — Rotagdo de um circulo centrado na origem.
Eixo imaginario

21

Eixo real

Rz(z)

zZ9

Fonte: O autor (2022).

Definicao 4.4. Seja a € C um ntimero complexo nao nulo. Definamos a multiplicacao

por o como sendo a transformacgao H,(z) = az.

1

O dominio de H, é C. A transformacao H, é bijetiva e a sua inversa é H'(z) = ~z.

Como a multiplicagdo entre niimeros complexos é comutativa, as fungoes homotetia e

rotacdo podem ser unificadas:

Ha:HrOR‘g:RQOHr.

Figura 4.5 — Composicao da rotagao e homotetia.
Eixo imaginario
H, o Ry(z)

Eixo real

Fonte: O autor (2022).

Defini¢ao 4.5. A transformacdo J(z) = * denomina-se inversio.


https://www.geogebra.org/m/nutxky3b
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O dominio de J é C\{0} e a sua inversa é a prépria transformacao J. Esta foi a
primeira transformagao a qual tivemos de impor uma restricdo no dominio. Observe que a
medida que |z| se aproxima de zero, |J(z)| tende a infinito. Por outro lado, quando |z|
tende a infinito, |.J(z)| se aproxima de 0. Este fato motivara a amplia¢gdo do dominio na

proxima secao.

Para melhor entendimento da inversao, vamos decompd-la como composta de duas

transformacoes, isto é, a conjugacao e a inversao em relacao ao circulo unitario.

Definicao 4.6. A transformagao conj : C — C, chamada conjugacao, é definida por

conj(z) =Z.

Definicao 4.7. Seja z = |z|cisf. A transformacao inversdo em relagdo ao circulo unitério
I:C\{0} — C\{0} é definida por

() z 1|

= W = —Cisﬁ,

|z
que leva z no nimero complexo com mesmo argumento e com moédulo igual ao inverso

multiplicativo de |z|.
Retornando a inversao .J, segue que

J=loZ o 1

z  zZ |z

Figura 4.6 — Inversao do vetor z em relacao ao circulo unitario.

Eixo imaginario

z = |z|e®

Eixo real
2

Fonte: O autor (2022).

Observando a Figura 4.6, um ponto exterior ao circulo unitario centrado na origem,

St = {z € C;|z| = 1}, é levado, por J, em um ponto nao nulo no interior de S* e vice-versa.
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Cada ponto pertencente a S* é mapeado em S'. Em linguagem matematica, as funcoes
1

d:{ze€C\{0};]z| <1} — {2 €C;|2| > 1} ei: S' — S', ambas definidas por —, sao
z

bijetivas.

Diferentemente do que acontece com as outras transformacoes, a inversao ¢ capaz
de mudar a natureza dos circulos significativamente. Denotaremos por z a coordenada
complexa no dominio de J e por w a coordenada do seu contradominio. Considere o circulo

generalizado em C,

AlzP+Bz+Bz+D =0. (4.1)

Dividindo a equagdo acima por |z|> = 2.7 # 0, resulta

2 57 1
A+B-—+B—+D— =0.
* 2z * 2.7 * |z|? 0

=W e =5 = |w|?, o que resulta em

Fazendo % = w, obtém-se, consequentemente, B

Wl =

A+ Bw + Bw + D|w|* = 0, ou ainda, A'|lw|* + B'w + B'w+ D' = 0,

em que A’ =D, B'"=Be D' = A. Esta é também a equacdo de um circulo, no sentindo

amplo, no plano de coordenada complexa w.

« Se a Equacgdo (4.1) representa um circulo que nao passa pela origem, isto é, A # 0 e
D # 0 (ou, em outras palavras, z = 0 ndo pertence ao conjunto solugao), entao sua

imagem J também é um circulo que nao passa pela origem.

« Se a Equacdo (4.1) representa um circulo que passa pela origem, isto é, A # 0, D =0

e B # 0, entao sua imagem J é uma reta que nao passa pela origem.

« Se a Equagdo (4.1) representa uma reta que nao passa pela origem, ou seja, A = 0,

D #0e B # 0, entao sua imagem J é circulo que passa pela origem.

« Se a Equacgdo (4.1) representa uma reta que passa pela origem, ou seja, A =0, D =0
e B # 0, entao sua imagem .J é uma reta que passa pela origem.

4.2 Transformacoes de Mobius

Uma transformacao de Mobius é uma funcao racional da forma

az+b
f(z) = Cz+d,em que a,b,c,d € C e ad — bc # 0.

A condigdo ad — be # 0 garante que o dominio de f, denotado por D(f), ndo é

vazio nem unitério. De fato, D(f) = () se, e somente se, ¢z + d = 0, para todo z € C, o
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que equivale a ¢ = d = 0, o que implica ad — bc = 0. Multiplicando os coeficientes a, b, ¢, d
por A € C\{0}, tem-se:

Aaz+ b az+ U
ez +MNd dz+d

= f(2), em que, a’' = \a, b’ = \b,d = Ace d = \d.

b
Definigao 4.8. Uma transformagcao de Mobius f(z) = aZi estd normalizada se ad—bc =
cz
1.

Como a'd' — b'd = A?(ad — bc) # 0, caso a transformacio nio esteja normalizada,
basta multiplica-la por (v/ad — bc)™!. Por causa da raiz quadrada de um nimero nao nulo
em C ter dois valores distintos, a normalizacao nao é unica. As transformagdes elementares

sao casos particulares das transformacoes de Mobius:

A translacao T3(z) = 2+ 3,8 € C, corresponde a a = 1,b =, c=0e d = 1;

o A multiplicacdo por a # 0: H,(z) = az,a € C\{0}, corresponde a a = a,b = 0,¢ =
Oed=1;

« A inversdo J(z) = L corresponde a a = 0,b=1,c=1ed=0.

Proposicao 4.9. Toda transformacao de Mdobius é injetora.

Demonstracio. Sejam zq, zo € D(f). Dai, segue que

B az1+b  az+b
f(Z1> a f(ZQ) < (4] + d n CZo —|—d

& (az1 +b)(czg +d) = (cz1 + d)(azy + b)
& aczrzs + adzy + bezy + bd = aczrzs + bezy + adzy + bd
& (ad — bc)z = (ad — be)zs,

o que implica, quando ad — bc # 0, que f ¢é injetora. O]

Proposicao 4.10. Toda transformagdao de Mdbius é sobrejetora.
Demonstracao. A prova sera dividida em dois casos:

o Caso ¢ = 0: Pela restricao ad — bc # 0, segue que a # 0 e d # 0. Dado w € C,

provemos que existe z € C tal que f(z) = w:

az;b—wéaz+b—dw

= az=dw—>

d b
=>z=-w—--¢cC.

a a

E imediato que D(f) = C e f é sobrejetora.
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e Caso ¢ # 0: Como cz+d # 0, D(f) = C\ {_Td}
Dado w € C, provemos que existe z € C tal que f(z) = w:

az+b
cz+d

=w=az+b=w(cz+d)

= (a—cw)z=dw—b
#z:idw_b G(C\{a}.

—cw + a c

Portanto, f : C\ {_Td} — C\ {%} é sobrejetora.
[

Para realizar composic¢oes de transformacoes de Mobius, no caso ¢ # 0, existem,
como visto acima, pontos do plano complexo que, por nao estarem no dominio ou na
imagem, sao probleméticos. Desta forma, para evitar uma série de restri¢oes, sera definido

o plano complexo completado, denotado por C, e definido por C=cCu {o0}.

Assim, a transformacao de Mobius f : C — C definida por f(z) = 2t para

cz+d’
cada z € C, com ad — bc # 0 é uma bijecao em que:
floo)=2e f(51) =00, sec#0;
f(o0) = o0, caso contrario.
No caso ¢ = 0, podemos escrever, fazendo a = § e 8 = Z f(2) = az + . Logo, é

imediato que f =Ts 0 H,. No caso c # 0, tem-se que

az+b %z—f—% [ <Z+ ) 4. 4}—{—9 %(24_%)4_1)0—#1 a be—ad

c c c c 2
Z) = = = = = — _—.
(2) cz+d 249 z+ 4 z+ 4 c z+4
bc — ad a d
Fazendo agora a = > B=—ey=—, segue que
c c c

f=T30H,0JoT,.

Portanto, toda transformacao de Mobius é obtida por composicao de translagoes,

multiplicagdo por um ntmero complexo e inversao.

Proposicao 4.11. A composicio de duas transformacoes de Mébius é uma transformagcao
de Mobius.

az+b () az+ U
e =

cz+d g\ 'z + d

ad —bc#0edd —Vd # 0. Calculemos f o g:

Demonstragio. Sejam f(z) = transformagoes de Mobius. Dali,
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a az+V vy aldz+ V) +b(cz+d)
dz+d

Fo(2)) = B o+ d _ (aad" +bc')z + (ab' + bd')
T ="y c(dz+V)+d(dz+d)  (ca +d)z+ (b +dd)
dz+d dz+d

Cabe, agora, analisar a validade da restrigao.

(aa" 4+ b ) (cb' +dd') — (ab" + bd')(ca" + dc')
= aed'V + add'd + beb'd + bddd — acd't — adb/'d — bed'd' — bddd
= (ad — be)(d'd = V") #0,
o que completa a demonstracao. O

Proposicao 4.12. Toda transformacao de Mobius € invertivel.

Demonstracao. Como toda funcao bijetora é invertivel, segue das Proposigoes 4.9 e 4.10,

bem como da ampliagdo do dominio de C que

No caso ¢ =0,

=2 e o) =0
No caso ¢ # 0,
—dz+1b d
e = (S = e £ =

O

Definicao 4.13. Um elemento zy € C ¢ chamado de um ponto fizo da transformacao de

Mobius se, e somente se, f(29) = 2o.

Proposicao 4.14. Uma transformacao de Mdébius, distinta da identidade, tem um ou dois

pontos fizos em C.

Demonstragio. Seja f(z) = ZZZIS,

a Definicao 4.13, sao as solugdes da equagao

com ad — bc # 0. Os pontos fixos de f em C, conforme

az+b
=z
cz+d

Novamente a demonstracao sera dividida em dois casos.

e Caso ¢ =0: Como f(o0) = oo, qualquer outro ponto fixo deve satisfizer

b
f(z) = az; =z, ou ainda, (a —d)z = —b, que em C :
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a) tem infinitas solugoes quando a = d e b = 0;
b) nao tem solugdo, quando a = d e b # 0;
¢) tem solugdo tunica z = dfba, quando a # d.

« Caso ¢ # 0: Como f(o0) = %, segue que oo nao ¢ ponto fixo f. Portanto, pontos

fixos de f sdo as raizes da equacao quadratica
c?+(d—a)z—b=0, (4.2)
que tem, pela Proposicao 3.10, uma ou duas raizes em C.

Assim fica provada a proposicdo para os dois casos. Se a transformagao tiver mais de dois

pontos fixos, trata-se entdo de f(z) = z. O

Exemplo 4.15. oo é o tinico ponto fixo da transformacao de Mobius f se, e somente se,

f(z) = z+ B, em que g € C\{0}.

Para se convencer disso, basta retornar a Proposicao 4.14, caso ¢ = 0, item b, em
que f nao tem solucao em C se, e somente se a = d e b # 0, o que equivale ao enunciado

acima.

Proposigao 4.16. Se duas transformacoes de Mobius possuem as mesmas imagens em

trés pontos distintos do plano complexo completado, entao essas transformagoes sao iguais.

Demonstragio. Sejam f e g duas transformagoes de Mébius tais que f(z1) = g(z1), f(22) =

g(z2) e f(z3) = g(z3) em que 21, 29, z3 30 pontos distintos do conjunto C. Logo,

(g7 o f)(z1) =g ' (f(21) = g (9(z1)) = 2.

Analogamente, (g7 o f)(22) = 22 e (¢g7' o f)(23) = 23, 0 que resulta que a transformacio
de Mobius g~! o f tem trés pontos fixos. Mas, pela Proposicao 4.14, uma transformacao

com mais de dois pontos fixos s6 pode ser a identidade, em que se conclui que f=g¢g. [

4.2.1 Razao cruzada e determinacdo de uma transformacao de Mobius

A

Dados trés pontos distintos 21, 29, 23 € C, a razao cruzada entre esses pontos é

definida por
(29 — 23)(2 — 21)
(20 — 21)(2 — 23)

[Z17227Z37’Z] = g(Z) =

Nota-se que g é claramente uma transformacao de Mébius em que g(z1) = 0, g(22) =

1 e g(z3) = 00. Se um dos pontos z1, 29, 23 for igual a co, a defini¢do continua valida desde
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que os fatores nos quais z; = oo aparecem, com i = 1,2, 3, sejam suprimidos. Em resumo:

22 — 23
g(z) = P se 21 = 00, 29, 23 € C;
— 23
Z— 21
g(z):Z Z,SeZQIOO,Zl,de(C;
— 23
Z— Z1
g(z)zz Z,SeZ‘g,IOO,Zl,ZQEC.
2 — 21

Exemplo 4.17. A razao cruzada [z, 29, 23, 24] é real se, e somente se, os quatro pontos

pertencem a um circulo ou a uma linha reta.

A razao cruzada é real se, e somente se, a diferenca dos argumentos

Z9 — 23 Z4 — 23

= arg [Zl, 22,23, 24]
22 — 21 24 — 21

for igual a 0 ou 7, dependendo da posigao relativa dos pontos. Mas, estas sdo as condi¢oes
necessarias e suficientes para zi, 2o, 23, 24 pertencerem a uma reta ou a um circulo. De fato,
da geometria euclidiana tem-se que um quadrilatero convexo ¢ inscritivel se, e somente se,

nas notacoes da Figura 4.7, 212423 + 212223 = T ou 212,24 = 212525.
Figura 4.7 — Alguns exemplos de alinhamento.

Z3

Fonte: O autor (2022).

Proposicao 4.18. Dados trés pontos distintos zy, 29, 23 € C, existe uma unica transformacdao
de Mobius f, tal que f(z1) = wq, f(2z2) = wy e f(z3) = ws.

Demonstracio. Pela Proposicao 4.16, se f existe, ela é tinica. Desta forma, provemos
a existéncia de f. Sejam as transformacoes de Mobius g e h tais que g(z1) = h(w;) =
0,9(z2) = h(wy) =1 e g(z3) = h(w3z) = co. Entdo, a transformagao de Méobius f =h™'oyg
é tal que
flz1) =hTtog(z) =
flza) =h™ o g(z) = h™H(1) = w,,
f(z) =h™ o g(z) = h™(00) = ws.
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]

Proposicao 4.19. Se f ¢ uma transformacao de Mobius, entdo, para quaisquer quatro

pontos distintos z1, za, 23, 24 € @,
[f(zl)a f(ZQ)v f(ZS)a f(24)] = [Zb 225 235 24]'

Demonstragio. Seja g a transformagao de Mobius tal que g(z) = [z1, 22, 23, 2]. Entao,

go f~lleva f(z1), f(22), f(23) em 0,1, 0o. Pela defini¢io da razao cruzada,

[f(21), f(22), f(23), f(20)] = (g 0 fH)(f(24)) = g(2a) = [21, 22, 23, 24].
m
Uma prova mais explicita da proposicao acima pode ser realizada substituindo wy,

imagem da transformacao de Mobius no ponto z, na razao cruzada [wq, wy, w3, wy]. Mas,

inicialmente, observa-se que:

azi+b az;+b  (ad —bc)(zi — 2)
czi+d czj+d  (czi+d)(czj+d)

wi—wj:

Como ad — bc # 0 e f(—d/c) = 0o, segue que:

(ad — be)(zg — 2z3) (ad — be)(z4 — 21
(wy —w3)(wy —w1)  (cza+d)(czs+d
( (
( (

(w2 — wi)(ws —ws)  (ad — be)

czo +d)(cz +

)

)
<2 2’1)

d)
Exemplo 4.20. Determine a transformacao de Mobius f que leva 2y = 0,20 = 1,23 = 00
em w; = —1,wy =14, w3 = 1.

Da geometria euclidiana, sabe-se que dois pontos distintos determinam uma reta,
enquanto trés pontos nao colineares, um circulo. Assim, a transformacao leva o eixo real

em |z| = 1. Aplicando a razao cruzada, omitindo os fatores nos quais z3 ocorre, tem-se

z—2z  (wy—ws3)(w—w)

z—z1 (we —wy)(w—ws)

Substituindo pelos valores dados, obtém-se:
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z—=0 _ (t—1(w+1)
1-0 (i+1)(w-—-1)

2+ D(w—=1)=(i—1)(w+1)

2+ D]w—2(i+1)=0E—-Dw+ (i —1)

i+ Dz—(G—Djw=G+1)z+(GE—1)

(i1
(i+1)z—(G—1)

A transformacao encontrada ¢ equivalente, pela divisao dos coeficientes por i + 1,

aw=f(z)= jjz E facil verificar que f(0)=—1, f(1)=ie f(oo) =

Exemplo 4.21. Determine a transformacao de Mobius que leva 2y = 1,29 = —1,23 =1

em w; =0, ws =2, w3 =1+41.

Observa-se que transformacao leva |z| = 1 em |z—1| = 1. Seja w = f(z). Aplicando,

novamente, a razao cruzada, tem-se

(22 = 2z3) (2 — 21) _ (w2 —ws)(w —wn)

(20 — 21)(2 — 23) (wg — wy)(w — ws3)

Substituindo pelos valores dados, obtém-se:

(—1-DE—-i) _ @2-0+i)(w—-0)
(—1—-d)(z—1) (2-0)(w—(1+1))
—2-2-(z—i)(w+(-1—19)=(-1—=0)(z— (1 —dw
—2-2-(z—i)(w+ (-1—1) =—-2(z— 1w
(22 = 2i)w + (22 = 2i)(—1 —i) = (z — L)w
2+ (1—20)]w=(2+2i)z+ (2 — 29)
(24202 + (2 - 20)

B z+ (1 — 2i)

A Figura 4.8 ilustra a transformagao encontrada que leva f(i) =0, f(—=1) =2 e
F1) =1+4.

21z 9

Exemplo 4.22. Qual a imagem de |z| = 1 sob a transformagao g(z) = ,
Z—1
A imagem deve ser um circulo em @, o qual é definido por trés pontos. Como
g(1) = 00, a imagem é uma reta, que passa pelos pontos, g(—1) = 1+i e g(1) = —1+1. Ora,
nas coordenadas do plano R?, trata-se da reta y = 1. Nas coordenadas z e %, utilizando as
igualdades (3.9), z —z —2i = 0.
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Figura 4.8 — Transformacdo de |z| =1 em |z — 1| = 1.

Eixo imaginario

w1 wy Eixo real
z3 3

Fonte: O autor (2022).

4.2.2 Forma matricial

Sejam GLy(C) o conjunto das matrizes invertiveis de ordem 2 com coeficientes
complexos e M o conjunto das transformagoes de Mobius f : C — C. Associemos estes

dois conjuntos pela fun¢ao ¢ : A € GLy(C) — M, definida por

az+b
cz+d

A:

C

] > @(A) = fa, em que fa(z) =

Uma matriz invertivel requer det(A) = ad — bc # 0, o que é exatamente a condigao
imposta a transformacao de Mobius f.
1

[@(A‘l)](Z)Zl (d@t : )]<z>
L) ()
(o )H(m )

= = A)
A partir da forma matricial é possivel realizar composicao de matrizes de forma

d —b

a

—cz—i—a

mais rapida, observando que p(A - B) = ¢(A) o ¢(B). De fato, o resultado segue da

comparagao da Proposicao 4.11 com o que segue:
o b

go(A-B)(z):so( o [j,’ Z’,D@)

[ ad! +bd  ab + bd’

= (p ! / / ! <Z>
ca’ + dc b +dd

(aa’ +bc)z + (ab' + bd')

— Tty = P e B
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Além disso, destaca-se que para todo A € C\{0}, tem-se:

az+b_)\az+)\b
cz+d ez + M

fa(z) = = faal(z).

Definiremos agora o trago de uma matriz 2 x 2. Isso serd importante na Subsecao

4.2.4, em que serao trabalhadas as transformagoes de Mobius correspondentes normalizadas.

b
tr:GL2—>Cdadap0rtr([a d]) =a+d.
c

Para duas matrizes A e B, valem as propriedades:

tr(AB) = tr(BA), tr(ABA™Y) =tr(B) e tr(—A) = —tr(A).

Podemos tentar representar transformagoes de Mobius por matrizes usando a
aplicagao ¢ dada no inicio desta secao, infelizmente ela nao é injetora (mas é sobrejetora).
Por exemplo, as matrizes A e —A, ambas com determinante 1, determinam a mesma
transformacao de Mdébius normalizada, a saber, p(A) = ¢(—A). Assim, nao é possivel
definir o traco de uma transformacao de Mobius normalizada como o traco da matriz que

a representa. Em vez disso, segue a

Definicao 4.23. Seja tr? a funcao que associa f4 normalizada a um ntimero complexo,
definida por t72(f4) = (a + d).

Com essa definigao tem-se tr%(f4) = tr?(f_a), ou ainda, tr*(p(A)) = tr*(¢(—A)).

4.2.3 Simetrias

Esta segao estd baseada em Ahlfors (1979) e Conway (1978). Os pontos z e Z sdo
simétricos em relagdo ao eixo real. Se uma transformagao de Mobius leva o eixo real em
um circulo C, entao os pontos w = f(z) e w* = f(Z) sao ditos simétricos em relagdo a C,
conforme ilustra a Figura 4.9. Esta relacao entre w, w* e C' nao depende de f. Se g é outra
transformacao de Mébius que leva o eixo real em C, entdao g~! o f ¢ uma transformacao
que aplica o eixo real em si mesmo e, portanto, g1 (w) = g7 (f(2)) e g H(w*) = g7 (f(2))
sao também conjugados.

Seja agora a transformacao de Mobius h que leva os pontos z1, 25 € 23 de um circulo

no eixo real. O simétrico de z em relagao ao circulo é dado por z* = (h™! o conj o h)(z).

Isso motiva a defini¢ao a seguir.

Definicao 4.24. Os pontos z e z* sdo simétricos em relagao ao circulo C, que passa por

21, 22 € 23 se, e somente se, [2*, 21, 29, 23] = [2, 21, 29, 23].
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f(Z) em relacao ao circulo C.

Figura 4.9 — Pontos simétricos w = f(z) e w

° ° .
R wa

A

o0 22:0 21:1

ez

Fonte: O autor (2022).

Suponhamos que C' é uma reta. Fazendo z3 = 00, a condi¢ao de simetria, dada na

Definigao 4.24, se torna:
25— 2y zZ—7
=2 (4.3)
k1 — 22 k1T 2
Tomando mddulos, obtém-se |z* — 23| = |Z — Z3| = |z — 22|. Como 2 pode ser

qualquer ponto finito pertencente a C', decorre que z e z* sao equidistantes de todos os

pontos de C'. Também pela Equagao 4.3, segue que
(£22) - (Z22) o
Z1 — 29

Entao, a menos que z € C, z e z* estao em diferentes semiplanos determinados por

2—22)
21 — 22 '

o

C' e o segmento de reta zz* é perpendicular a C, como mostra a Figura 4.10.
f(Z) em relacao a reta C.

Figura 4.10 — Pontos simétricos w = f(z) e w

Fonte: O autor (2022).

Consideremos agora que C' é um circulo de centro a e raio r. Seja fi(z) = z — a,
f2(2) =71r%/z e f3(2) = z + a. O uso sistemdtico da invaridncia da razio cruzada permite
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concluir que:

(2%, 21, 22, 23) = [2, 21, 22, 23]
= [/1(2), f1(21), f1(22), f1(23)]
=lz—a,z21 —a,z0 —a,z3 — a (pela definicao de fi)
=[z—-a,z1—a,% —a,z3 —a

'N\

= | —a,

ufe

[ 2
= 21— @, 2o azg—a]

- 7.2 742 7,2 ‘|

zl—a "m—a z—a

) folet — a), folza — ), falzs a)] (pela definicio de fy)

zZ—a

= f3 (ZT—CL> 7f3<21 - a)7f3(22 - a),f3(23 - CL)]
= — 7’27 +a, 21, 29, ,23] (pela defini¢ao de f3).

zZ—a

Comparando os extremos da equacao acima, segue que o ponto simétrico de z é

z* =r%/(zZ — @) + a, ou ainda,
(z* —a)(z —a) =’ (4.4)
Tomando médulos na equagdo acima, tem-se |z* — al|z — a| = r%. Nas notagoes da

Figura 4.11, o ponto I pertence ao circulo C' e os triangulos alz* e alz sdo semelhantes.

Dali, resulta a interpretacao geométrica da Equagao 4.4. O ponto simétrico de a é oc.

Figura 4.11 — Pontos simétricos em relagao ao circulo C'.

I

Fonte: O autor (2022).

Proposicao 4.25 (Principio de Simetria). Se uma transformagio de Mébius f leva um
circulo Cy em um circulo Cy, entdao f transforma qualquer par de pontos simétricos com

relacao a C1 em um par de pontos simétricos em relacao a Cs.
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Demonstracao. Sejam zy, 29, 23 € C}. Se z e z* sao simétricos em relacao a C, entao

(%), [(21), f(22), f(23)] = [27, 21, 22, 23]

= [2721>22,Z3]

= [f(Z), f(zl>7f(22)7 f(z?))]

]

Uma transformagao de Mobius é também determinada sabendo o valor de z; € C
que corresponde ao ponto w; € C' e de zy ¢ C que é levado ao ponto wy ¢ C’. Como
z5 (ponto simétrico de z; em relagdo a C') deve corresponder a wj (ponto simétrico de
wy em relagao a C'), a transformagao serd obtida por meio da relagao [w, wy, wq, wi| =

[Za 21)22725]'

Exemplo 4.26. Encontre a transformacao de Mobius que leva o circulo |z| = 2 em

|z 4+ 1] = 1, o ponto —2 na origem e a origem em 1.

Figura 4.12 — Representagao grafica do Exemplo 4.26.

(b) Imagem do circulo |z| = 2 e dos pontos
(a) Circulo |z| = 2 e pontos —2 e 0. —2e0.

Eixo imaginério Eixo imaginario

Eixo real
2 3

Eixo real
1 3

Fonte: O autor (2022).

Usando a Equacao 4.4, o simétrico do ponto z = 4, em relagdo ao circulo de centro

a = —1 eraior =1 é dado por:

(= (1) (i—=T1) =1°
@+ 1)(—i+1)=1
(—i+1)i*+1—i=1
(—i+1)i* =i

-k

1T =
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O ponto simétrico do centro do circulo, a = 0, é oco. Em decorréncia do Principio

de Simetria, calculando [w,0,14,7*] = [z, —2, 0, o], resulta
z+2
1@ =T

4.2.4 C(lassificacao e visualizacdo das transformacdes de Mobius

Nesta subsegdo, baseada em Ahlfors (1979) e Needham (2000), sempre quando nos
az+b

———, com ¢ # 0, consideraremos que ela
cz+d

referirmos a transformagao de Mobius f(z) =

esta normalizada, isto ¢, ad — bc = 1.

Os pontos fixos de f sdo obtidos resolvendo a equacio cz? + (d —a)z — b = 0, como

visto em (4.2). Calculemos o valor de delta:
A = (d — a)? + 4bc = d* — 2ad + 4ad + a® + 4bc — 4ad = (a + d)* — 4.
Assim, as raizes da equacao sao:

a—d+E,/(a+d)?—4
€L = 9 . (45)

Definigao 4.27. Com base em (4.5) e da Defini¢ao 4.23, tem-se a seguinte classificagao

para o comportamento de uma transformacao de Mobius:

« f é parabdlica se, e somente se, tr?(f) = 4;

f ¢ eliptica se, e somente se, 0 < tr?(f) < 4;

o« f ¢ hiperbdlica se, e somente se, tr2(f) > 4;

e f éloxodromica se, e somente se, tr2(f) < 0 ou tr?(f) ¢ R.

E imediato que f tem somente um ponto fixo complexo se, e somente se, a+d = £2,
a—d

em que €. = €y = . Nos demais casos f tem dois pontos fixos complexos e distintos
c
e_ e e,. Esta classificacao tem significado tanto algébrico quanto geométrico. Consideremos

a transformacao de Mobius

t(z) = Z_E_, com €_ # €.
Z — €4

De t, tem-se que z = e_ corresponde a t(e_) = 0et =€, a f(ey) = 0o0. Disso,
resulta que retas que passam pela origem sao imagens de circulos que passam por e€_ e
€. Por outro lado, circulos concéntricos, centrados na origem, |t(z)| = p, correspondem a

circulos com equagao:
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Z — €_

Z— €4

Para se convencer que a equacao acima, de fato, é de um circulo, basta elevar

ambos os membros ao quadrado, obtendo:

(1 =)zl + (@G0 =)z + (e4p” —e )z + e [P = pley [P = 0. (4.6)

Observe que, se p = 1, (4.6) é a reta que passa por (e_ + €,)/2 e é paralela a
i(e_ + €4 ). Estes sao os circulos de Apolonio, ou seja, o lugar geométrico dos pontos cujas
distancias de e_ e e, tém razao constante. A Figura 4.13 apresenta no lado esquerdo a
familia de circulos que passam por e€_ e e, , em linhas tracejadas, e a familia de circulos
de Apol6nio, em linhas continuas, denotadas respectivamente, de Cy e C5. Note que a
transformacao leva as duas familias de circulos em um sistema de coordenadas circular,

ilustrado & direita.

Obviamente, pode-se obter as familias C e Cy por meio da transformagao inversa
t~1, aplicando-a nas retas que passam pela origem e nas circunferéncias concéntricas,
respectivamente. Ahlfors (1979) destaca algumas propriedades interessantes dessas familias,
como: dado um ponto do plano, com excegao de e_ e €., existe exatamente um elemento
da familia C] e um da familia Cy que passam por ele; e todo elemento da familia C se

encontra com qualquer elemento da familia C5 formando angulos retos.

Figura 4.13 — Transformacao com dois pontos fixos.

(a) Familias Cy e Cs. (b) Sistema de coordenada circular.

Fonte: O autor (2022).
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Sejam f uma transformacgao com os pontos fixos distintos €_ e €, e u a transformacao

determinada pela composicao to f ot 1.

u(0) =to fot 1 (0)=to fle ) =t(e_) =0
u(oo) =to fot(oo) =to fey) =t(ey) = 0.

Logo, u é uma transformacao de Mobius com os pontos fixos 0 e co. Assim, u é
definida por u(z) = (rcisf)z, que representa uma rotagao pelo angulo # ou uma homotetia
de fator r ou uma combinacao das duas. De u =to f ot !, resulta que to f = uot. Com
isso, obtém-se a chamada forma normal de uma transformacdo de Mébius f, com dois
pontos fizos distintos €_, e, € C, dada por

f(z)—e_ Z—€_

=rcisf - )
f(2) — et Z ey

(4.7)

Enquanto na forma padrao uma transformacao de Mobius é determinada pelos seus
coeficientes a, b, ¢ e d, nesta nova representacao ela é descrita em funcao dos seus pontos
fixos, um fator de homotetia e por um angulo de rotagao. Escrevamos, agora, f por meio
da composicdo ¢t o u o t. Observando a Figura 4.13, um ponto do dominio de f, digamos
z, é enviado por t para t(z), que é a intersecgdo de uma linha com um circulo. Depois, por
u, t(z) sofre uma dilatacdo seguida de uma rotagao, chegando ao ponto u o t(z). Por fim,

t~! envia w o t(z) para uma das interseccgoes das familias C; e Cy, representado por f(z).

Destaquemos, em (4.7), m = rcisf, o qual serd denominado multiplicador da

transformagao de Mébius. Como f tem dois pontos fixos, e_ e e, e f(o0) = 2, da

Proposigao 4.19 segue que, [e_,00,€,,2] = [e_,a/c, €., f(2)], ou equivalentemente,
zoe (afc—e)(f(z) —€) — f(z) —e_ _ <a—ce> i (4.8)
z—er (afe—e)(f(z) —€r) f(z) —es a—Cet) 22— €4

a — Cce_

Comparando as equagoes 4.7 e 4.8, conclui-se que m = . Pode-se expressar

a — Cey
m somente em fungao de a + d, substituindo e_ e e, pelas identidades em (4.5), obtendo:

a—d—/(a+d)?—4
a—-c
2c a+d+/(a+d)?—4
m = = )
(a—d—l— (a—l—d)2—4) a+d—/(a+d)?—4
a—=c¢
2c

O multiplicador depende de qual ponto fixo é enviado para 0 e co. A transformacao

t foi definida de modo a ter e_ + 0 e €; +— 00. Definindo t com #(z) = (2 —e4) /(2 — €-),
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entao o valor do multiplicador obtido seria, de acordo com (4.8), o inverso multiplicativo

de m.

A classificagao feita para f, na Definicao 4.27, é também valida para o multiplicador
m. No caso em que a+d éreal e |[a+d| < 2, tem-se que y/(a + d)? — 4 = yi ¢ um imaginério
puro. Logo, m é da forma ((a + d) + yi)/((a + d) — yi), cujo o médulo é unitdrio, pois
|(a +d) + yi| = |(a + d) — yi|. Assim, o multiplicador m pode ser escrito como cis #. Logo,
uma transformagcao é eliptica se, e somente se, u(z) = (cis#)z. Geometricamente, cada
circulo de Apoldnio, familia Cy, (e, respectivamente, cada circulo centrado na origem) é

aplicado, por f (e, respectivamente, por u), em si mesmo.

No caso em que a + d é real e |a + d| > 2, m é um ntmero real positivo, pois
(a+d)?>4ea+d> /(a+d)?—4. Assim, u(z) = rz é¢ uma homotetia se, e somente se,
f € hiperbdlica. Do ponto de vista geométrico, cada circulo que passa pelos pontos fixos,
familia C1, (e cada circulo reta que passa pela origem) é aplicado, por f (e por u), em si
mesmo, sendo o ponto f(z) afastado de e_ e em dire¢do a €, ou vice-versa, dependendo

do valor de 7.

Por tltimo, se a+d € C\R, m sera da forma (r cis#)z, caso em que f é loxodréomica.
Nesta situagao, nem as familias C'|, nem as familias C5, sdo aplicadas em si mesmas. A
Figura 4.13 ilustra uma transformacao loxodromica, os circulos estao divididos em 18

partes e o moédulo foi reduzido pela metade. Logo, neste exemplo, m = 2 - cis 3.

Cabe agora analisar o caso parabdlico em que f possui apenas um ponto fixo em C.
1

Seja t(z) =
jat(z) = —

, em que z = e, corresponde a t(e;) = co. E evidente que as linhas retas
€4

sao imagens de circulos que passam por €, . Além disso, as linhas horizontais e verticais
correspondem, por t~! a circulos mutuamente tangentes no ponto e, (ver Figura 4.14).
Retornemos a representacao de u, desta vez com apenas um ponto fixo, na forma to fot =1,

em que
u(oo) =to fot Hoo) =to f(e) = t(ey) = 0.

Pelo Exemplo 4.15, ja se sabe que é u(z) = z + 3 e, da equagdo composigao to f = u o t,
obtém-se a chamada forma normal de uma transformacao de Mébius f, com apenas um

ponto fizo e, € C, dada por

1 1
O RrErTa (49)

Como f(oo) =ajceer =(a—d)/(2c), 5= (2¢)/(a+d), em que a+d = £2. A
Figura 4.14 apresenta no lado esquerdo duas familias de circulos que passam por e,: C
(em linhas tracejadas) e Cy (em linhas continuas). Cada circulo da familia Cy é aplicado,
por f, em si mesmo. O ponto z; é transportado, por ¢, para uma reta, em linha continua,

a direita, sendo t(z;) em seguida transladado por u e, por fim, u o t(z;) é enviado, por
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Figura 4.14 — Transformacao com um ponto fixo.

(a) Familias Cy e Cs. (b) Sistema de coordenada cartesiana.

| |
| I
| |
1 l
1 q I
| |
| I
[ I

o
~
g R
I
—
—

u o

S
(@]
~
— = -
0
no
—

I I I
I I I
T 1 T
I I I
I I I
T 4 A 4
I I I
I I I
1 1 1
I I I
I I I
I I I
I I I
I I I

e e | m— @ — >~ 4 — — 1+
~
—
0
O
RS
U P (P

Fonte: O autor (2022).

t=1, para f(z1). J4 os circulos C} sdo trocados, quando aplicado por f, entre si. A figura

ilustra também o caminho percorrido por zs.

4.2.5 Projecao estereografica

A fim de elucidar algumas defini¢oes realizadas ao longo da secao, sera estabelecida
uma bijecao entre a esfera unitaria centrada na origem do R3, com excecdo do ponto
N =(0,0,1), denominado polo norte, e o plano complexo. A referida esfera, com o polo

norte, é definida por

S? ={(z,y,2) € R*2® + 9> + 2> = 1}.

O plano complexo coincide com o plano equatorial da esfera S?%, dividindo-a no
hemisfério norte, que contém o ponto N, e o hemisfério sul. Seja V = (z,y, z) € S*\{N}.
Logo, os pontos N e V determinam a reta ¢ em R?, com vetor diretor V — N. Pela equacao

vetorial da reta, o ponto () pertence a ¢ se, e somente se,

Q=N+t(V—-N)=(te,ty,1 +t(z — 1)), em que t € R.

Na intersec¢ao de ¢ com o plano complexo, 1+t(z—1) = 0. Logo, a funcao projecao
estereogrdfica PE : S*\{N} — C é definida por

LY

PE(CE,.%Z):E 11—~

i (4.10)
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Seja w € C, identificado em R? por w = (z,y,0). Consideremos, agora, a reta
determinada por N e por w, com vetor diretor w — N. O ponto U pertence a referida reta

se, e somente se,

U=N+qw—-N)=qw+N(1-q)=(qz,qy,1 —q), em que g € R,

O ponto W pertence a esfera se, e somente se, (qz)* + (qy)? + (1 — ¢)* = 1.
Eliminando a solucao trivial ¢ = 0, que corresponde ao polo norte, obtém-se,

2 2
2+ y2+1 |wE+1

Substituindo a identidade acima em (qz,qy, 1 — q), tem-se que a fungio PE~! :
C — S?\{N} é definida por

PE-1(w) = ( 2x 2y ]w]2—1>‘

4.11
w24+ 1" w2+ 1" |w]2+1 ( )

Logo, a fungao PFE ¢ bijetiva. Observando a Figura 4.15, nota-se que a medida que
V' se aproxima de polo norte, |[PE(V)| — oo, o que conduz a definicao |PE(N)| = oo,
ampliando o dominio e contradominio de PE, que passa a ser respectivamente, S? =

SA\{NYUN e C =CuU{x}.

Figura 4.15 — Projegao estereografica.

Fonte: O autor (2022).

A projecao estereografica goza de uma interessante propriedade: transforma um
circulo em S2, que ndo passa por N, em um circulo em C e transforma um circulo em S2,

que nao passa por N, em um circulo em C U {cc} e, para os dois casos, reciprocamente.
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Para comprovar estas afirmacoes, observa-se que um circulo em S? corresponde
a intersecao da prépria esfera com um plano de R3. Identificando tal plano por II, de
equagao azx + by + cz +d = 0, em que 77 = (a,b,c) # 0 é o vetor normal (ortogonal) ao
plano, sua distancia da origem O = (0,0,0) é dada por:
|d|

Dai, é imediato que o plano II corta a esfera S? se, e somente se, d(O,1I) < 1,

d(O,11) = (4.12)

sendo IT tangente a S? se, e somente se, d(O,Il) = 1. Retornando a funcao inversa da
projecao estereografica (4.11) e a colocando nas coordenadas w e W, segue que 0s pontos
(z,y,2z) € Il devem satisfazer a equagao
w+w iw—iw w1
o1 w1 e+
a(w + ) + b(iw — iw) + c(|w|* = 1) + d(jw|* +1) =0
(c+ d)|w]* + (a — bi)w + (a + bi)w + (d — ¢) = 0.

Fazendo A=c+d, B=a—bie D =d— ¢, obtém-se a equagao:
Alw]*+ Bw+ Bw+ D = 0. (4.13)

A Equagao 4.13 é claramente de um circulo generalizado no plano complexo

completado. Classifiquemos a natureza do circulo em funcao de a, b, c e d.

o O circulo é uma reta se, e somente se, A = c+ d = 0, o que equivale a condi¢do do

plano IT passar pelo polo norte;

o O circulo ¢ um circulo real se, e somente se, |B|> — AD = a* + b*> 4+ ¢* — d*> > 0. Esta
ultima condicao equivale ao denominador de (4.12) ser maior do que numerador, ou

seja, d(O,II) < 1. Logo, o plano II intersecta a esfera S? sem tangencia-la;

O circulo é um circulo degenerado se, e somente se, |B|? — AD = a?+b*+c* —d* = 0,

o que equivale & condicao d(O,II) = 1, significando que o plano II tangencia a esfera
S

o O circulo é um circulo imaginério se, e somente se, |B|*> — AD = a? +b? + ¢*> — d* < 0,

significando que o plano II ndo intersecta a esfera S2.

Reciprocamente, retornando a fungdo projecao estereogréfica (4.10) e fazendo

B = a + bi, os pontos (x,y) € C devem satisfazer & equacao

2
T y o T y o —/( x y o
y B T I
1—z+1—zZ + 1—,2'—’_1—2Z + 1—2 1—zl +
2 +vy?  2ax 2by
A — D =0.
(1—z)2+1—z 1—2+
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Como z% + y? + 22 =1, entdo 2% + y*> = (2 + 1)(1 — 2). Dali,

A(z+1)(,]/——/27+ 2ax 2by

l—2)1l—=) 1—2z 1-—=z2
A(z+1)+2ax —2by+ D(1 —2) =0

2ax —2by+ (A—D)z+ (A+ D) =0. (IT)

+D =0.

A distancia de O ao plano II é dada por:

d(0,11) =

|A+ D :J (A+ D)?
V(202 + (=202 + (A— D)2\ 4@+ %) + (A - D)*

Analisemos, agora, o conjunto-solucao de IT N S2.

e Se A =0, II é uma reta se, e somente se, D? < 4(a* + b*) + (—D)?, o que equivale
a condicao a® 4+ b* > 0. Logo, uma reta em C unida com {oo} é transformada em
um circulo em S2, pois d(O,II) < 1. Substituindo N = (0,0, 1) em II, verifica-se que
N e II;

o 1IN S?% é um circulo se, e somente se, (A + D)? < 4(a* +b*) + (A — D)?, o que
equivale a |B|*> — 4AD > 0;

« IINS? ¢ um ponto se, e somente se, (A+ D)? = 4(a? 4+ b*) + (A — D)?, o que equivale
a |B|> —4AD = 0;

e IINS% =0 se, e somente se, (A + D)* > 4(a® + V*) + (A — D)?, o que equivale a
IB]2— 4AD < 0;

Portanto, de fato, PE~! : C — S? transforma um circulo em C em um circulo em

S?% que nao passa por N, e uma reta em CU {oo}, em um circulo em S?, passando por N.
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Figura 4.16 — Projecdo estereografica de circulos em S2.

(a) Circulo em S?, que passa pelo ponto norte.

31!

2¢

(b) Circulo em S?, que nio passa pelo ponto norte.

3e

24

Fonte: O autor (2022).
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5 Proposta de wuma oficina para a

Licenciatura em Matematica

A Matematica apresentada aos alunos, no ensino tradicional, é uma ciéncia axiomati-
ca pronta e sem espac¢o para questionamentos. Os contetddos sdo vistos muitas vezes
desconectados da realidade, estimulando o desinteresse dos educandos. Em virtude disso,
novas tendéncias vém surgindo e se aprimorando na Educacao Matematica, como a
Resolugao de Problemas, o uso das Tecnologias da Informagao e Comunicagao (TICs) e a

Investigacao Matematica.

Todas essas tendéncias tém em comum a busca em diminuir, ou até mesmo eliminar,
a passividade dos alunos no processo de ensino e aprendizagem. Neste contexto, o professor
deixa o protagonismo de lado em busca de um ambiente colaborativo de discussao e
descoberta, em que algo inesperado pode acontecer, levando a caminhos diferentes do

inicialmente planejado.

A Investigagdo Matematica, bem como a Resolug¢ao de Problemas, vai no sentido
oposto ao exercicio, que é conceituado por Skovsmose (2014, p. 17) como “um micromundo
em que todas as medidas sao exatas, e os dados fornecidos sao necessarios e suficientes para
a obtencao da tnica e absoluta resposta certa”. Cabe, contudo, ponderar que os exercicios
tém sua importancia no ensino, sendo um empecilho quando utilizado excessivamente.
Acrescenta-se ainda que as fronteiras entre ambos sdo, algumas vezes, ténues, dependendo

dos conhecimentos prévios e do interesse dos alunos.

Com efeito, se o participante ja tem algum conhecimento a respeito do que se
quer investigar, a atividade proposta pode-se resumir meramente a um exercicio, ou
também pode abrir um leque de possibilidades inimaginaveis. Para Skovsmose (2014, p.
53), “questdes como “o que aconteceria se...” tém um papel especial em processos de
investigagdo”. Estas perguntas podem surgir naturalmente tanto por parte do professor

quanto dos alunos. Zaleski Filho (2013, p.25) ressalta que:

Pensar a sala de aula como um contexto no qual se desenvolve a
atividade matemadtica requer também pensar em condigoes para que
os alunos sejam levados a formar conjecturas, procurar formas de valida-
las, produzir argumentos dedutivos, arriscar respostas para as questoes
que se formulam, criar formas de representagdo que contribuam para
chegar as solugdes que se buscam reformular e reorganizar os velhos
conhecimentos a luz dos novos conhecimentos produzidos.

O ensino por meio da investigacdo nao se restringe a aplicacdo de um modelo

ou uma regra, ele requer a adogao de uma nova postura dos agentes envolvidos. Ponte,
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Brocardo e Oliveira (2020, p. 16) ressalta que “quando trabalhamos num problema, o
nosso objetivo é, naturalmente, resolvé-lo. No entanto, para além de resolver o problema
proposto, podemos fazer outras descobertas que, em alguns casos, se revelam tao ou mais
importantes que a solu¢ao do problema original”. Um exemplo notavel disso, é a expansao
dos reais por meio da busca da solugao de equagoes do 3° grau. Braumann (2002, p. 5)

sintetiza bem a importancia dessa tendéncia ao afirmar que

Aprender Matemaética sem forte intervencao da sua faceta investigativa
é como tentar aprender a andar de bicicleta vendo os outros andar
recebendo informagao sobre como o conseguem. Isso nao chega. Para
verdadeiramente aprender é preciso montar a bicicleta e andar, fazendo
erros e aprendendo com eles.

Como afirmou Freire (1996, p. 22) “ensinar nao é transferir conhecimento, mas criar
possibilidades para sua producao ou a sua construcao”. Nesta perspectiva, D’Ambrosio

(1993, p. 36) converge com Braumann ao argumentar que

Dificilmente o aluno de Matematica testemunha a acdo do verdadeiro
matematico no processo de identificagdo e solugdo de problemas. O
professor faz questao de preparar todos os problemas a serem apresentados
com antecedéncia; consequentemente, o legitimo ato de pensar matemati-
camente é escondido do aluno, e o tinico a conhecer a dindmica desse
processo continua sendo o professor. O professor, com isso, guarda para si
a emocao da descoberta de uma solugao fascinante, da descoberta de um
caminho produtivo, das frustragoes inerentes ao problema considerado
e de como um matemético toma decisdes que facilitam a solucdo do
problema proposto. O que o aluno testemunha é uma solucao bonita,
eficiente, sem obstaculos e sem duvidas, dando-lhe a impressao de que ele
também conseguird resolver problemas matematicos com tal elegancia.

Ponte, Brocardo e Oliveira (2020) elencam quatro fases de uma Investigacao
Matematica, apresentadas na Tabela 5.1. A primeira etapa consiste basicamente em
compreender o problema. Na segunda, as conjecturas sao criadas a partir de uma série
de observagoes. Na préoxima etapa, as conjecturas sao testadas e retroalimentadas. Este é
um ponto decisivo da investigacao, que pode remeter para a ultima etapa ou reconduzir a

segunda.

Sobre como se desenvolver uma atividade de investigagao, Ponte, Brocardo e
Oliveira (2020) explicam que habitualmente divide-se em trés fases, em uma aula ou mais:
primeiro, a introducao da tarefa pelo professor, que pode ser oralmente ou por escrito;
segundo, realizacao da investigacao que pode ocorrer individualmente ou em grupos; por
fim, os resultados obtidos sdo compartilhados e discutidos com a turma. Cada fase tem

sua relevancia e peculiaridades.

Ponte, Brocardo e Oliveira (2020) alertam que a fase introdutéria, também chamada

por eles de “fase de arranque”, apesar de curta é “absolutamente critica”, pois as demais
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Tabela 5.1 — Momentos na realizacao de uma investigagao

Reconhecer uma situagao problematica
Explorar a situagao probleméatica

Formular questoes

Organizar dados

Conjecturas Formular conjecturas (e fazer afirmagoes sobre
uma conjectura)

Realizar testes

Refinar uma conjectura

Justificar uma conjectura;

Avaliar o raciocinio ou o resultado do raciocinio.

Fonte: (PONTE; BROCARDO; OLIVEIRA, 2020, p. 20).

Exploracao e formulacao de
questoes

Testes e reformulagao

Justificagao e avaliacao

dependem dela. E nessa etapa que os alunos, nio familiarizados com a investigacdo, devem
entender o que se espera deles. Skovsmose (2014) defende que o aluno deve ser convidado a
adentrar na investigacao, sendo sempre incerto seu aceite, visto a multiplicidade de fatores

envolvidos.

As tendéncias em Educacao Matematica ndo necessitam ser vistas como uma série
de conjuntos disjuntos, pelo contrario, a sobreposicao delas é frequentemente usual. O
uso de tecnologias no ensino, por exemplo, é algo que vem sendo bastante debatido entre
educadores, além de ser citado com frequéncia na BNCC. No Ensino de Matemaética o
uso da informatica pode contribuir positivamente no entendimento do objeto matematico

estudado.

Kenski (2012, pp. 22-23) afirma que “o conceito de tecnologias engloba a totalidade
de coisas que a engenhosidade do cérebro humano conseguiu criar em todas as épocas, suas
formas de uso, suas aplicagoes”. Partindo dai, o lapis e o papel, tao utilizados por séculos
com fins educacionais consistem em um exemplo notavel de tecnologia. Para os avessos a
informatica em sala de aula, Borba e Penteado (2017) provoca, para a perplexidade de
muitos, a seguinte reflexao: serd que o aluno deveria entao evitar o uso intensivo de lapis e

papel a fim de nao ficarem dependentes deles?

Seja como for, é inegavel o fato de a sociedade caminhar em direcao a informatizacao,
nao devendo a escola ficar de fora deste movimento. Moran, Masetto e Behrens (2007, p.
12), contudo, ponderam ao afirmar que “[...] se ensinar dependesse s6 de tecnologias, ja
teriamos achado as melhores solug¢oes ha muito tempo. Elas sao importantes, mas nao
resolvem as questoes de fundo”. Borba e Penteado (2017) complementam, conscientizando
que um software utilizado em sala de aula pode, depois de algum tempo, se tornar tao

enfadonho quanto o uso intensivo de giz.

Quanto a atuacao do professor, o uso da informéatica, assim como a Investigacao

Matematica, o conduz para o que Borba e Penteado (2017) chamam de “zona de risco”. Eles
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argumentam que diversos desafios de ordem técnica e comportamentais podem acontecer
ao utilizar um computador, podendo prejudicar ou favorecer a atividade. Por exemplo,
uma configuracao inesperada de um software pode atrapalhar o bom andamento da aula

ou propiciar um ambiente novo de investigacao.

Dentre os recursos computacionais que podem ser explorados em sala de aula,
destacam-se os softwares de geometria dindmica. De acordo com Borba, Silva e Gadanidis
(2018, p. 27), “o dinamismo pode ser atribuido as possibilidades em podermos utilizar,
manipular, combinar, visualizar e construir virtualmente objetos geométricos, permitindo
tragar novos caminhos de investigacao” A geometria dinamica contrapoe as construgoes

estaticas realizada na lousa ou no papel.

Ainda segundo Borba, Silva e Gadanidis (2018, p. 28), “as atividades que propoem
a construcao de objetos com o uso de softwares de GD [geometria dindmica] buscam
construir cenarios que possibilitem a investigacao matematica”. Dentre os softwares
enquadrado neste novo conceito, destaca-se o GeoGebra, que goza de diversas vantagens
como: gratuidade, disponibilidade em varios idiomas (inclusive portugués), facilidade de

uso e grande popularidade.

Desta forma, pretende-se, neste trabalho, realizar uma proposta de Investigacao
Matematica utilizando o software GeoGebra. Todas as atividades tém tempo estimado
de 1 hora e 40 minutos. O publico alvo sao estudantes da Licenciatura em Matematica,
no entanto, as atividades podem ser adaptadas para os alunos do Ensino Médio. Para
aplicacado das atividades é necessario um laboratério de informatica com o software
GeoGebra instalado nos computadores. Na falta deste espaco, os alunos podem utilizar
seus smartphones em sala de aula. E interessante que eles recebam a atividade impressa

acompanhada de algumas folhas A4, a fim de registrarem suas observagoes e conclusoes.

5.1 Atividade 1: As equacdes clbicas e os nlimeros complexos

Na aplicacao desta primeira intervencgao ¢ interessante a discussao sobre os métodos
resolutivos de equagoes até entdo conhecidos. A depender da matriz curricular do curso e
as experiéncias prévias dos alunos, é provavel que eles s6 saibam resolver as equacoes de
1° e 2° grau, além de conhecer algumas técnicas de manipulagoes algébricas para equagoes

especiais, como as biquadradas.

E interessante refletir que todas essas técnicas sio aprendidas (ou deveriam ser) no
Ensino Fundamental, a fim de embasar o estudo das fungoes afim e quadratica no Ensino
Médio. O curioso é que muitas vezes nao ¢ nem sequer levantada a hipétese da existéncia,
ou nao, de um método resolutivo para as equagoes de grau superior a 2. Sobre as equagoes
de 1° e 2° grau, a BNCC (2017) apresenta as seguintes habilidades:
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« (EFO7TMA18) Resolver e elaborar problemas que possam ser representados por
equagoes polinomiais de 1° grau, redutiveis a forma ax + b = ¢, fazendo uso das

propriedades da igualdade.

« (EFO8MAO09) Resolver e elaborar, com e sem uso de tecnologias, problemas que

possam ser representados por equacoes polinomiais de 2° grau do tipo ax? = b.

o (EF09MA09) Compreender os processos de fatoragao de expressoes algébricas, com
base em suas relagoes com os produtos notaveis, para resolver e elaborar problemas

que possam ser representados por equagoes polinomiais do 2° grau.

Desta forma, e considerando que a importancia do estudo das equagoes algébricas
no Ensino Médio foi diminuida pela BNCC, sdo relevantes propostas que contribuam no
entendimento historico e algébrico do método resolutivo da equacao de 3° grau, objetivando
uma formacao mais sélida e critica. Neste cenario, a primeira atividade tem como objetivos:

o Conhecer o método resolutivo das equacoes cuibicas;

o Determinar as condigoes que o método resolutivo das equacoes ciibicas retornam

solugoes fora do conjunto dos ntimeros reais;
o Compreender a origem dos niimeros complexos;

e Reconhecer que o método é de pouca serventia pratica.
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Os babilonios ja conheciam, por volta de 1700 anos antes de Cristo, o método
resolutivo para as equacoes quadréticas, isto é, da forma 2?2 — sz +p = 0, em que
s e p representam, respectivamente, o semiperimetro e a area de um retangulo.
Porém, o método resolutivo para as ciibicas permaneceu em aberto por varios
séculos até um professor da universidade de Bolonha, chamado Scipione del
Ferro, descobrir como determinar uma das trés solugoes da equacao do tipo
3+ pxr +q = 0:

2 3
:c—\/ +\/_+\?/—q—\/5,comD:q P

Por meio de um riquissimo e interessante enredo historico, este método chegou ao
conhecimento de Girolamo Cardano, que descobriu uma maneira de transformar
uma equacao ctibica completa, ax? 4 bx? 4 cx + d = 0, na forma reduzida de Del

Ferro.
Figura 5.1 — Investigacao das solucoes das equagoes de 3° grau.

/4*
\/7 * Z ﬁ \/7 B
$T+ = 4 5 _;,_\jT_ _+ 57 = -9

3)3 &

e

Fonte: O autor (2022).

Na aplicagao acima, ¢ apresentado o grafico de f(x) = 2 + px + ¢ e 0 método
que fornece uma das raizes da intersecdo de f com o eixo das abscissas. Faca
uma investigacdo matematica do que acontece quando alteram-se os valores de p
e ¢, nos controles deslizantes. Em que circunstancia a férmula retorna solucoes
reais? Qual é a relacdo de /—1 com as solucdes reais? Na equacdo z® = 15z + 4,

justifique a igualdade:

24+ v—121+ {2 — 121 = 4.

Algumas implicacoes da atividade.

Espera-se com esta investigagdo que os alunos percebam que o método é funcional
quando D = 0 (f tem trés raizes reais, sendo uma repetida) ou D > 0 (f tem uma raiz real
e duas raizes complexas conjugadas). Quando D < 0, em que a equagao possui trés raizes

reais distintas, recai-se no chamado “caso irredutivel”, que tanto assombrou os mateméaticos


https://www.geogebra.org/m/udmsd5qh
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por séculos. E provavel que alguns alunos, em primeiro momento, se surpreendam com o
fato de existir tal método e se questionar porque este nunca lhe foi ensinado. A depender
do interesse da turma, a demonstracao da formula pode ser realizada posteriormente, bem

como um tratamento formal da relacao de D e as raizes de f.

Em relacao a identidade \?/2 ++/—121 + \3/2 —+/—121 = 4, a principio é de se

esperar que os alunos nao cheguem a uma justificativa aceitavel. De fato, Bombelli ao

justifica-la teve o que chamou de uma “ideia louca”, tratando as parcelas como o que
conhecemos atualmente de nimeros complexos conjugados. E importante concluir que um

novo conjunto de nimeros da forma a + by/—1 teve quer ser criado.
Transicao entre as atividades

Em outro momento, o professor deve convidar os alunos, em uma aula expositiva
e dialogada, a demonstrar que o novo conjunto, criado ou descoberto, é fechado para as
operagoes de adigdo e multiplicacao usuais. Em seguida, apresentar a definicao formal do
conjunto como pares ordenados do R? com um produto diferenciado. Apés esta etapa,
serd natural a realizacao de algumas defini¢des, como a do conjugado e do médulo, bem
como a apresentacao para a forma polar. Ressalta-se aqui que os niimeros complexos nao
fazem parte das habilidades elencadas na BNCC. Os objetivos principais que deverao ser

alcangados nesta etapa sao

« Demonstrar as propriedades de a + by/—1;

e Reconhecer um niimero complexo, sua parte real e imaginaria;

o Operar com nimeros complexos na forma algébrica;

o Converter um nimero complexo da forma algébrica para a polar e vice versa;

o Operar com nimeros complexos na forma polar.

5.2 Atividade 2: Viajando no plano por meio de translacoes, rotacoes

e homotetias

Para esta atividade é necessario o conhecimento prévio da forma algébrica e polar
de um niimero complexo. Este assunto pode ser ensinado utilizando subsidiariamente o
software GeoGebra, por meio de atividades como localizacdo de determinados pontos no

plano complexo. Contextualizando o tema com a BNCC (2017), temos

« (EF07MA19) Realizar transformagoes de poligonos representados no plano cartesiano,

decorrentes da multiplicacao das coordenadas de seus vértices por um ntmero inteiro.
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« (EFO07TMA20) Reconhecer e representar, no plano cartesiano, o simétrico de figuras

em relacao aos eixos e a origem.

« (EF07TMA21) Reconhecer e construir figuras obtidas por simetrias de translagao,
rotagao e reflexao, usando instrumentos de desenho ou softwares de geometria
dindmica e vincular esse estudo a representagoes planas de obras de arte, elementos

arquitetonicos, entre outros.

o (EFO8MA18) Reconhecer e construir figuras obtidas por composigoes de transforma-
goes geométricas (translagao, reflexdo e rotagao), com o uso de instrumentos de

desenho ou de softwares de geometria dinamica.

« (EM13MAT105) Utilizar as nogoes de transformagoes isométricas (translagao, reflexao,
rotacdo e composigoes destas) e transformagoes homotéticas para construir figuras e
analisar elementos da natureza e diferentes produgoes humanas (fractais, construcoes

civis, obras de arte, entre outras).

Analisando as habilidades, chama a atencao a importéncia atribuida as transforma-
¢Oes geométricas e o anseio de uso de softwares de geometria dindmica. A translacio e a
homotetia independem dos ntimeros complexos, sendo perfeitamente definiveis no plano
cartesiano. A grande importancia que tem o conjunto C, no nivel basico, é a facilidade na
realizagao de rotagdes. Contudo, softwares de geometria dindmica oportunizam a realizacao
destas operacoes no plano por meio de comandos pré-estabelecidos, o que ajuda a esvaziar
a defesa dos complexos no Ensino Médio. Diante dos fatos apontados, objetiva-se nesta

atividade, utilizando a algebra dos niimeros complexos:
Figura 5.2 — Barra de menu do software GeoGebra.

R AL D @O LN =2

x Reflexdo em Relacdo a uma Reta

.+’ Reflexéio em Relagdo a um Ponto

,k Invers&o

J»+ Rotagéo em Torno de um Ponto
-;:. Translagéo por um Vetor

«* Homotetia

Fonte: O autor (2022).

» Realizar translagoes de pontos e poligonos no plano;

o Associar a translacao a regra do paralelogramo;



Capitulo 5. Proposta de uma oficina para a Licenciatura em Matemadtica 75

» Realizar homotetias de pontos e poligonos no plano;
» Realizar rotagoes de pontos e poligonos por meio dos niimeros complexos;

» Realizar sequéncias de transformacoes de poligonos no plano complexo.

Um niimero complexo pode ser representado na forma polar por z = d(cos 5 + i -
sen ). Nesta representagao, é imediato que z é a composi¢do de uma homotetia
de fator d e de uma rotagao (. Assim, multiplicar um nimero complexo, nao
nulo, w por z, equivale a manipular seu médulo e aplicar uma rotagao. Ja para a
translagao, a forma algébrica é bastante eficiente.

Sabendo disto, desenhe um poligono, como ilustrado na figura abaixo, e aplique
a sequéncia de transformacoes, a cada vértice da figura: translacao pelo vetor
t = 2—1, homotetia de fator r = 3 /2 e rotagao de 5 = 7/6, no sentido anti-horario.
Figura 5.3 — Quadrilatero determinado pelos niimeros complexos z1, 2o, 23 € 24.

Eixo imaginario
24 Z
1i 3
0.5i
21 22
Eixo real
0 05 1 15 2

Fonte: O autor (2022).

Caso a ordem das transformacoes seja alterada, a figura final seria diferente?
Existe um ntmero complexo que representa todas as transformacoes? Se sim,
qual? Investigue também o que ocorre quando as coordenadas dos vértices do

poligono sao modificadas. Experimente outras sequéncias de transformagoes e/ou

figuras.

Algumas implicagoes da atividade.

Para realizar as transformacoes, deve-se somar cada vértice do quadrilatero da
Figura 5.3 ao vetor 2 — i, em seguida multiplicar o ponto encontrado por 3/2 e, finalmente,
gird-lo /6, no sentido anti-horario, por meio da multiplicagdo por cis7/6. Assim, por

exemplo, a imagem do vértice z3 sera

2 =[(3/241i)+ (2—1)]-3/2-cisT/6 = T/2(V/3 +1).

Sendo t, r e B respectivamente o vetor translacdo, o fator de homotetia e o dngulo

de rotagao, tem-se que, de modo geral, (z +1¢)-r-cis5 # z-r-cis § + t. Logo, a ordem
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das transformacoes, neste caso, importa. Caso t = 0, restariam apenas a homotetia e
a rotacao, que comutam na multiplicacao. Alterando-se os valores das coordenadas dos

vértices, obviamente, novas imagens sao geradas.

5.3 Atividade 3: A fascinante geometria das inversoes

Entre as Atividades 2 e 3, ndo é necessaria nenhuma abordagem prévia. A
transformacao inversao estd fora da matriz do Ensino Médio, ndo sendo mencionada
pela BNCC. Contudo, por gozar de importantes propriedades, é interessante seu estudo.

Os objetivos a serem alcancados sao:

« Entender a inversdo como uma transformagao elementar;

» Estabelecer a bijecao entre o interior e o exterior da circunferéncia unitaria centrada

na origem;
o Realizar a inversao de retas e circulos;

« Compor as transformacoes ja conhecidas (translagao, rotacao e homotetia) com a

inversao.
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A inversdo é uma transformacdo definida por J(z) = 1/z, em que J
C\{0} — C\{0}. Com esta funcdo é possivel obter belas e surpreendentes
figuras. Inicialmente, considere a aplicacao abaixo e analise o que ocorre quando
z ¢é deslocado no plano complexo.

Figura 5.4 — Inversao do ponto z.

Eixo imaginario

z = |z|e®

Eixo real
0 2

J(2)

Fonte: O autor (2022).

Agora, com a aplicagdo a seguir, analise o que ocorre quando retas e circulos
sao submetidos a esta transformacao. Para isso, manipule os valores dos pontos
zp e zg para mudar a equagao da reta e os valores do ponto z¢ e do raio
(controle deslizante) da circunferéncia. Em que condigoes a natureza das figuras
sao alteradas? Faca, posteriormente, composicoes de J com as outras trés

transformacoes ja conhecidas e explore a multiplicidade de resultados.
Figura 5.5 — Inversao de reta e circulo.

Eixo imaginario 2Q
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Fonte: O autor (2022).

Algumas implicagoes da atividade.

Os alunos devem perceber inicialmente que um niimero complexo nao nulo situado

no interior do circulo unitario é levado por J em um ponto exterior ao circulo e vice-versa.

Além disso, um ponto do circulo unitario é aplicado nele préprio. Os integrantes devem

concluir também que:


https://www.geogebra.org/m/zpskmbw3
https://www.geogebra.org/m/qgyaaujh
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» Reta que nao passa pela origem é levada em circulo que passa pela origem;
« Reta que passa pela origem é levada em reta que passa pela origem;
o Circulo que nao passa pela origem é levado em circulo que nao passa pela origem;

o Circulo que passa pela origem ¢ levado em reta que nao passa pela origem.

Esta atividade propicia a introducao das transformacoes de Mobius, bem como a

exploracao das suas propriedades algébrica e, sobretudo, geométricas.

5.4 Atividade 4: A amizade entre os poligonos e os nlimeros complexos

Esta atividade é baseada em Assis, Dias e Ohl (2019) e visa desvendar a geometria
muitas vezes oculta da potenciacio dos nimeros complexos. E tradicdo no Ensino Médio
e Superior apresentar somente a radiciagao como um gerador de vértices de poligonos
regulares, no entanto, isso também é possivel com a operagdo de potenciacao. Esta tltima

operacao também gera poligonos estrelados.

Definicao: Sejam n e k ntimeros naturais tais que n > 4, 1 < k <n —1 e com
MDC(n,k) = 1. Chamamos de poligono estrelado {n, k} ao poligono, nao simples, de n
lados, obtido a partir da divisdo de uma circunferéncia em n partes congruentes, ligando-se

sucessivamente os pontos de divisao de k em k.

Desta forma, esta atividade tem por objetivos:

o Operar geometricamente com a potenciacdo de um niimero complexo;

o Associar a potenciacdo de um nimero complexo a poligonos regulares e estrelados,

no caso em que o moédulo é unitario;

o Investigar a natureza das imagens geradas, caso o médulo nao seja unitario.

E muito mais pratico e eficiente a elevar um niimero complexo z a uma poténcia n,
quando este encontra-se na forma polar. Tem-se que z" = d"[cos (nf3) +isen (nf)].
Eleve os ndmeros complexos cis2m/3, cism/2, cis2n/5, cisdr/9, cisdn/15 e
cis3n/5 a 0,1,2,....,n e ligue cada poténcia consecutiva por um segmento de

reta. Registre as conclusoes obtidas. Analise também o caso 0 < d < 1led > 1.

Algumas implicagoes da atividade.

Os alunos devem perceber que se o médulo for unitério e 27/8, com /3 nao nulo,
for inteiro, serd obtido, na potenciagdo, vértices de um poligono regular, desde que /7

nao seja inteiro. Por exemplo, para 8 = 27/3, tem-se um tridngulo regular. Fazendo n
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variar entre zero e infinito, obtém-se angulos congruos e pontos iguais periodicamente,

como ' =23 =20 =... = 23 com k inteiro.

Caso 27 /[ seja racional, mas nao seja inteiro, os estudantes devem concluir que os
pontos obtidos repetem-se somente apés MM C((1803/7)°,360°). A ligacdo das poténcias
consecutivas de z forma um poligono estrelado. E possivel que os participantes desconhegam
nestes tipos de poligonos, conduzindo a uma defini¢ao formal por parte do professor. Os
alunos podem ser desafiados também a determinar a equacao do circulo que tangencie

todos os segmentos de retas.
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6 Consideracoes finais

Minhas inquietagoes com os nimeros complexos surgiram enquanto estagiava em
um colégio estadual de Ensino Médio, em que tive que lecionar o referido contetido. Desde
entao, juntei convicgao que este objeto matematico nao deve fazer parte do Ensino Médio,
como ja encaminha a BNCC, porém deve ser ressignificado no Ensino Superior. Nao se
deve expor os futuros profissionais em educagao a uma abordagem abrupta, objetivando
avancar logo para as fung¢oes em uma variavel complexa, sob o risco deles, além de serem
expostos a uma formagao conteudista, reproduzirem este imediatismo pedagodgico em sua

pratica docente.

De fato, os niimeros complexos levaram muitos anos até os matematicos aceitarem
sua validade, entao por que esperar que os alunos o compreendam em alguns minutos?
Consultando os PPCs dos cursos de Licenciatura em Matematica das institui¢des de ensino
publicas baianas foi possivel perceber que a ampla maioria tem a ementa da disciplina
Variaveis Complexas similar ou igual & de um curso de bacharelado. Isso é reflexo de
uma visao dicotomica entre formagao pedagdgica e formacao especifica a uma area de

conhecimento.

Tentando me desconstruir desse modelo engessado, proponho neste trabalho uma
série de atividades fundamentadas nas tendéncias de Investigagdo Matematica e Informatica
na Educagdo, vislumbrando abrir caminhos reais no plano ensino e aprendizagem. Ambas
as abordagens mencionadas levam tanto o professor quanto os estudantes para uma zona
de risco, ao romper com o tradicionalismo, em que a experimentagao tem papel principal.
As referidas atividades exploram a relagao entre as equagoes do 3° grau e os nimeros

complexos e transformagoes elementares em C.

Foi abordada também, no decorrer da dissertacao, a algebra dos niimeros complexos
e sua interpretagdo geométrica, a fim de definir as transformagoes de Mobius, uma classe
especial de func¢oes complexas com ricas propriedades. Ainda sao escassos na literatura
nacional trabalhos sobre estas fungoes, o que proporcionou uma fecunda investigacao de
sua geometria, muitas vezes oculta aos olhos dos praticantes da Matematica, em referéncias
internacionais. Na se¢do sobre a classificacao e visualizacao das transformacoes de Mobius,
foi apresentado de forma inteligivel, por meio de ferramentas autorais desenvolvidas
no software GeoGebra, o efeito das transformagcoes parabdlicas, elipticas, hiperbdlicas e

loxodromicas no plano complexo.

Ao prestigiar a geometria dos nimeros complexos, mostramos um mundo encantado
que merece ser explorado de forma cuidadosa. Assim, e como base em toda argumentagao

prévia, consideramos que os objetivos propostos foram atendidos. Do ponto de vista
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pessoal, este trabalho contribuiu na minha formac¢ao matematica e docente, fazendo-me
enxergar o objeto matematico em comento sob uma 6tica muito mais ampla do que eu

tinha anteriormente.

Deste modo, a fim de nao esgotar este estudo aqui, pretendo realizar os seguintes
trabalhos futuros: aperfeicoar as propostas de atividades e aplicd-las em turmas de
licenciandos em Matematica, compartilhando os resultados obtidos com a comunidade
académica por meio de artigos em eventos ou revistas; estudar com mais profundidade a
teoria das fungoes de uma varidavel complexa, buscando significados geométricos; melhorar
as ferramentas desenvolvidas no software GeoGebra, a fim de torné-las mais intuitivas e

didaticas.
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APENDICE A — Material para a aplicacio

da oficina

Os babilonios ja conheciam, por volta de 1700 anos antes de Cristo, o método
resolutivo para as equacdes quadraticas, isto é, da forma 2% — sz +p = 0, em que
s e p representam, respectivamente, o semiperimetro e a area de um retangulo.
Porém, o método resolutivo para as ciibicas permaneceu em aberto por varios
séculos até um professor da universidade de Bolonha, chamado Scipione del
Ferro, descobrir como determinar uma das trés solucoes da equacao do tipo
3+ pr +q=0:

3

2
p

= v D D D_— —
T = \/ =+ —l—\/ 2 com 4—1—27

Por meio de um riquissimo e interessante enredo historico, este método chegou ao
conhecimento de Girolamo Cardano, que descobriu uma maneira de transformar
uma equacao ctbica completa, ax? 4 bx? 4 cx + d = 0, na forma reduzida de Del

Ferro.
Figura A.1 — Investigacdo das solucoes das equagoes de 3° grau.
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Fonte: O autor (2022).

Na aplicagao acima, ¢ apresentado o grafico de f(x) = x> + pr + ¢ e 0 método
que fornece uma das raizes da intersecdo de f com o eixo das abscissas. Faca
uma investigacdo matematica do que acontece quando alteram-se os valores de p
e ¢, nos controles deslizantes. Em que circunstancia a férmula retorna solucoes
reais? Qual é a relacdo de /—1 com as solucdes reais? Na equacdo z® = 15z + 4,

justifique a igualdade:

24+ v—121+ {2 — 121 = 4.
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Um ndmero complexo pode ser representado na forma polar por z = d(cos 3 + 1 -
sen f3). Nesta representagio, é imediato que z é a composigao de uma homotetia
de fator d e de uma rotacao 3. Assim, multiplicar um niimero complexo, nao
nulo, w por z, equivale a manipular seu médulo e aplicar uma rotacao. Ja para a
translacao, a forma algébrica é bastante eficiente.

Sabendo disto, desenhe um poligono, como ilustrado na figura abaixo, e aplique
a sequéncia de transformagoes, a cada vértice da figura: translagao pelo vetor
t = 2—1i, homotetia de fator r = 3/2 e rotacdo de 3 = 7/6, no sentido anti-horario.

Figura A.2 — Quadrilatero determinado pelos nimeros complexos 21, 29, 23 € z4.

Eixo imaginario
Z4 .
1i 3
0.5i
21 22
Eixo real
0 05 1 15 2

Fonte: O autor (2022).

Caso a ordem das transformagoes seja alterada, a figura final seria diferente?
Existe um ntimero complexo que representa todas as transformacoes? Se sim,
qual? Investigue também o que ocorre quando as coordenadas dos vértices do

poligono sdo modificadas. Experimente outras sequéncias de transformacoes e/ou

figuras.
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A inversdo é uma transformacdo definida por J(z) = 1/z, em que J
C\{0} — C\{0}. Com esta funcdo é possivel obter belas e surpreendentes
figuras. Inicialmente, considere a aplicacao abaixo e analise o que ocorre quando

z ¢é deslocado no plano complexo.
Figura A.3 — Inversao do ponto z.
Eixo imaginario

z = |z|e®

Eixo real
2

Fonte: O autor (2022).

Agora, com a aplicagdo a seguir, analise o que ocorre quando retas e circulos
sao submetidos a esta transformacao. Para isso, manipule os valores dos pontos
zp e zg para mudar a equagao da reta e os valores do ponto z¢ e do raio
(controle deslizante) da circunferéncia. Em que condigoes a natureza das figuras
sao alteradas? Faca, posteriormente, composicoes de J com as outras trés

transformacoes ja conhecidas e explore a multiplicidade de resultados.
Figura A.4 — Inversao de reta e circulo.

Eixo imaginario 2Q
1.5i 2

zp

Eixo real
15 2 25

raio =0.7

Fonte: O autor (2022).

E muito mais prético e eficiente a elevar um nimero complexo z a uma poténcia n,
quando este encontra-se na forma polar. Tem-se que z" = d"[cos (nf3) +isen (nf)].
Eleve os nimeros complexos cis2m/3, cisw/2, cis2n/5, cisdn/9, cisdn/15 e

cis3w/5 a 0,1,2,...,n e ligue cada poténcia consecutiva por um segmento de

reta. Registre as conclusoes obtidas. Analise também o caso 0 < d < 1led > 1.
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