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“Se as leis da Matematica referem-se a
realidade, elas ndo estdo corretas; e,
se estiverem corretas, ndo se referem

a realidade.”
Albert Einstein


http://pensador.uol.com.br/autor/albert_einstein/

SILVA, Luiz Fernando. Usando o Software Geogebra para explorar Funcdes
Exponenciais e Logaritmicas: uma proposta de aplicacdes. 2013. Numero total
de folhas: 44. Dissertacdo (Mestrado Profissional em Rede Nacional) — Universidade
Estadual de Londrina, Londrina, 2013.

RESUMO

Este trabalho tem como objetivo trazer ao professor atividades que possam auxiliar
no ensino das funcdes exponenciais e logaritmicas por meio do software GeoGebra.
Com o GeoGebra, o aluno pode manipular e explorar tais funcdes a partir dos
gréaficos obtidos na tela do computador. As atividades foram pensadas de modo que
0 estudante possa visualizar as propriedades basicas das fungdes, suas restricdes,
seus graficos e observar que essas funcdes estdo presentes em outras areas do
conhecimento. O uso do Geogebra ndo serve apenas para confirmar os resultados,
mas para a construcao de um conhecimento matematico, vinculando ao saber e ao
fazer matematica. Tais propostas de atividades podem contribuir para uma
aprendizagem mais dinamica sobre fun¢des exponenciais e logaritmicas.

Palavras-chave: TIC; Funcdes; GeoGebra.



SILVA, Luiz Fernando. Usando o Software Geogebra para explorar Funcdes
Exponenciais e Logaritmicas: uma proposta de aplicacdes. 2013. Numero total
de folhas: 44. Dissertacdo (Mestrado Profissional em Rede Nacional) — Universidade
Estadual de Londrina, Londrina, 2013.

ABSTRACT

This work aims to bring to the teacher activities that can assist in the teaching of
exponential and logarithmic functions through software GeoGebra. In GeoGebra,
students can manipulate and exploit these functions from the graphs obtained on the
computer screen. The activities were designed so that the student can view the basic
properties of functions, their restrictions, their graphs and observe that these
functions are present in other areas of knowledge. Using Geogebra not only serves
to confirm the results, but for the construction of mathematical knowledge by linking
knowing and doing mathematics. These proposed activities can contribute to a more
dynamic learning about exponential and logarithmic functions.

Key words: TIC; Functions; GeoGebra.
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INTRODUCAO

No Ensino Meédio, pode ser observado que alguns professores
apresentam certa dificuldade em trabalhar as funcBes exponenciais e
logaritmicas, por inUmeras razdes.

Tentar trabalhar com o ensino de fun¢des exponenciais e logaritmicas de
um modo diferenciado e com a ajuda de simuladores, softwares de geometria
dindmica e plotadores de graficos podem auxiliar o professor a ensinar essas
funcdes de uma maneira mais aplicada, buscando interagir com seus alunos.

Segundo os Parametros Curriculares Nacionais,

esse impacto da tecnologia, cujo instrumento mais relevante é
hoje o computador, exigira do ensino de Matematica um
redirecionamento sob uma perspectiva curricular que favoreca
o0 desenvolvimento de habilidades e procedimentos com os
quais o individuo possa se reconhecer e se orientar nesse
mundo do conhecimento em constante movimento (BRASIL,
2000, p.41).

A presenca da informéatica no Ensino Médio ndo serve apenas para
confirmar resultados, mas para a construgdo do conhecimento matematico,
vinculando ao saber e ao fazer matemética. Segundo Allevato (2010) “o
computador privilegia o pensamento visual sem, contudo, implicar na
eliminacao do algébrico” (p.108). Dessa forma, o uso das Tecnologias de
Informacdo e Comunicacao (TIC) pode influenciar na aprendizagem do aluno,
fazendo com que ele, além de desenvolver competéncias necessarias de lidar
com equipamentos tecnoldgicos, seja coautor na producdo seu proprio
conhecimento acerca dos conteldos matematicos, interagindo de forma mais
dindmica e patrticipativa.

Sobre o estudo de funcdes, o aluno deve compreender que elas estao
presentes em diversas areas de conhecimento e podem modelar situa¢des que
demonstrem regularidades, ajudando-o na resolugéo de problemas, na leitura e
interpretacdo de gréficos.

Segundo as Diretrizes Curriculares do Estado do Parana,

as abordagens do contetdo Func¢des no Ensino Médio devem
ser ampliadas e aprofundadas de modo que o aluno consiga
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identificar regularidades, estabelecer generalizacbes e
apropriar-se da linguagem mateméatica para descrever e
interpretar fendbmenos ligados a Matematica e a outras areas
do conhecimento. O estudo das Fung¢des ganha relevancia na
leitura e interpretacdo da linguagem grafica que favorece a
compreensdo do significado das variacbes das grandezas
envolvidas (PARANA, 2008, p.59).

Estudar tais funcdes auxilia o aluno a compreender certas propriedades
operacionais de alguns conjuntos numéricos que estdo inseridos nos
problemas apresentados. Deixar de estudar essas propriedades impede que o
educando conheca e estabeleca relagdes entre o contetdo e sua aplicacdo em
outras areas do conhecimento.

Do ponto de vista matematico, ensinar funcdes exponenciais e
logaritmicas torna possivel operacdes aritméticas complicadas, que as
qualificam como modelos que mostram variacbes em que uma grandeza
aumenta ou diminui com uma taxa de variacdo proporcional a quantidade da
grandeza ja existente. Todos esses modelos sdo encontrados na natureza e se
interligam, por meio da matematica, a outras areas.

Segundo Lima (2010), “o uso generalizado das calculadoras, cada vez
mais desenvolvidas, fez com que essa utilidade inicial dos logaritmos perdesse
sentido. Entretanto, a fun¢éo logaritmica continua extremamente importante na
Matematica e em suas aplicacdes” (p.191).

Além das conexdes internas a propria Matematica, o conceito de fungéo
desempenha também um papel importante para descrever e estudar por meio
da leitura, da interpretacdo e da construcdo de graficos, o comportamento de
certos fendbmenos do cotidiano, por isso se deve trazer ao aluno a aplicacéo
dessas funcdes para outras areas do conhecimento, tais como: o crescimento
populacional (Geografia), crescimento de bactérias (Biologia), resfriamento de
corpos (Fisica), na Ciéncia Forense, entre outros exemplos nas mais diversas
areas (BRASIL, 2000).

Por meio da manipulacdo, o processo de ensino e de aprendizagem
torna-se mais dindmico, podendo gerar novas expectativas para a continuidade
da aprendizagem e o desenvolvimento de novas habilidades.

A contextualizacéo e a interdicisplinaridade apresentadas neste trabalho

poderdo mostrar ao aluno o porqué de se estudar funcdes exponenciais e
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logaritmicas e algumas aplicacbes, davida que paira na sala de aula quando
essas fungcbes sao apresentadas pelo professor. A contextualizacdo e a
interdisciplinaridade em matematica, segundo os Parametros Curriculares

Nacionais, devem

permitir conexdes entre diversos conceitos matematicos e entre
diferentes formas de pensamento matematico, ou, ainda, a
relevancia cultural do tema, tanto no que diz respeito as suas
aplicagbes dentro ou fora da Matematica, como a sua
importancia histérica no desenvolvimento da prépria ciéncia
(BRASIL, 2000, p.43).

Portanto, no intuito de atender as metas sugeridas pela Comissao
Académica Nacional do Mestrado Profissional em Matematica em Rede
Nacional — PROFMAT, este trabalho propbe atividades para o ensino de
funcdes exponenciais e logaritmicas com o auxilio do software de Geometria
Dinamica GeoGebra nas turmas de Ensino Médio.

Na estrutura do trabalho, o capitulo 1 tem a finalidade de introduzir um
pouco da histéria dos logaritmos, exponenciais e das funcdes. Muitas vezes,
com o conhecimento de fatos da histéria da matematica, o estudante pode
sentir-se motivado a conhecer as origens dos objetos a serem estudados.
Despertando no professor a vontade de debater outros fatos histéricos da
matematica.

No capitulo 2, um breve contato com os autores que discutem as
vantagens do uso das TIC nas salas de matematica, podera promover uma
reflexdo sobre as praticas desenvolvidas pelo professor, desafiando-o a rever a
sua prética e o seu conhecimento. E este é o principal objetivo deste trabalho,
usar as TIC para auxiliar no processo de ensino e de aprendizagem.

As atividades desenvolvidas no capitulo 3 foram dividas em atividades
exploratdrias, onde o aluno ira conhecer, manipular, observar as propriedades
e caracteristicas das funcbes, e em atividades de aplicacdo — lei de
resfriamento, pressdo sanguinea e ciéncia forense — onde podera ser
respondida aquela duvida que todos eles tém, “Para que serve isso?”.

Na rede estadual do Parand, as atividades podem ser trabalhadas no
altimo bimestre (trimestre em algumas escolas) do 1° ano ou como atividades

de revisdo para o vestibular/Enem no 3° ano.
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As referidas atividades poderdo ser desenvolvidas pelo professor com
seus alunos nas salas de informatica do Parana Digital’ ou do PROINFO?,
demonstrando de forma dindmica os conceitos dos temas estudados. O
estudante podera ser levado a pensar sobre as caracteristicas e as
propriedades das fun¢des por meio da manipulacédo do programa, cujo contato
pode ter sido feito inicialmente com outras atividades investigativas, tanto em
algebra quanto em geometria.

ApoOs as atividades, o professor devera avaliar o que foi produzido pelos
alunos, monitorando os resultados obtidos no desenvolvimento, resolucéo e

nos contextos utilizados em cada uma das atividades.

! Parana Digital (PRD) é um projeto de inclusao digital das escolas publicas do Estado do
Parana.
2 Programa Nacional de Tecnologia Educacional.
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CAPITULO | = HISTORICO

Em meados do século XVI, a matematica ainda vivia de contribuicdes
antigas advindas da matematica arabe, medieval e renascentista. A algebra
arabe fora perfeitamente dominada e aperfeicoada, a trigonometria estava se
tornando uma disciplina independente e a aritmética utilizava-se das operacgdes
fundamentais e da regra de trés para desenvolver as aplicagdes comerciais.

A Europa passava por transformacdes importantes para aquela época. O
desenvolvimento do comércio com outras nacdes fora do continente foi 0 mote
para as “grandes navegacdes” e, com isso, a descoberta de novos continentes.
Com as grandes navegacodes, a astronomia se desenvolveu e passou a exigir
novos e longos calculos. Surgiram, assim, as fracfes decimais e 0 uso de
tabelas e computacdes®.

Nessa mesma época, Johannes Kepler examinava as Orbitas planetarias
e Galileu Galilei, que acabara de apontar seu telescépio para os planetas e
estrelas, utilizava recursos do calculo para seus trabalhos: fracfes decimais e
tabelas trigopnométricas. A utilizacdo do seno, cosseno e tangente se tornou
uma poderosa ferramenta para o trabalho do “calculador™, porém ainda havia a
necessidade de se obter um método que permitisse efetuar multiplicacdes,
divisbes e potenciacbes com mais agilidade.

A invencdo de uma tabela de logaritmos, desenvolvida primeiramente por
John Napier (1550-1617) no final do século XVI, e sua rapida aceitacao,
mostrou ser um grande instrumento para o calculo e foi decisiva para a ciéncia
e para o desenvolvimento da tecnologia. Kepler, por volta de 1620, reconheceu
que os logaritmos criados por Napier “aumentavam enormemente a capacidade
de computagao dos astréonomos” (LIMA, 2010, p.3) e passou a utilizd-los nos
seus estudos das 6rbitas planetarias.

3 Conjunto de operag8es matematicas ou logicas que se executam por meio de regras praticas
previamente estabelecidas.
* Pessoa responsavel por efetuar os calculos.
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Figura 1 Tabua de Logaritmo
(Fonte: http://www.educ.fc.ul.pt/icm/icm99/icm44/historia.htm)

A ideia da tabua ou tabela de logaritmo traz uma correspondéncia com a
nocdo de funcdo, a obra de Napier deixa isso implicito muito antes da

introducéo do conceito de funcdo na matematica.

Quando Napier, Briggs® e Burgi® criaram tabelas que faziam corresponder
nameros contidos na coluna da esquerda com outros na coluna da direita, eles

® Henry Briggs (1556—1631) - professor de geometria em Gresham College em Londres, e anos
mais tarde, em Oxford.
® Joost Burgi (1552 — 1632) — Era construtor de instrumentos na Suica.
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precederam o conceito de funcdo, onde cada numero correspondia a um, e
apenas um numero denominado logaritmo.

O surgimento do conceito de fungéo confunde-se muito com o surgimento
do Caélculo Infinitesimal, idealizado por Isaac Newton no século XVII. Newton
aproxima-se bastante do sentido atual de funcdo com a utilizacdo dos termos
relatia quantias para designar variavel dependente, e genita para designar uma
quantidade obtida a partir de outras por intermédio das quatro operacdes
aritméticas fundamentais.

Ja& o termo funcdo apareceu em 1673 no manuscrito Methodus
tangentium inversa, seu de fuctionibus de Leibniz, que descrevia a quantidades
relacionadas a uma curva, tais como a inclinagcdo da curva ou um ponto
especifico dela. Em 1679, apds alguns anos do desenvolvimento do célculo

das poténcias, Leibniz considerou uma poténcia como funcdo do expoente, ou
seja, y =a". A funcdo exponencial de base a, em que a é real positivo e
diferente de 1, f:R —>R", indicada pela notacdo f(x)=a*, é uma
correspondéncia biunivoca entre R e R™, crescente se a > 1, decrescente se 0
< a <1 e com a propriedade de transformar somas em produtos. Assim, para

quaisquer x, y € R, temos: a*.a’ =a**"”.

Figura 2: Fungdo Exponencial Crescente Fungdo Exponencial Decrescente

f(@) = 05" | fa) =2

(Fonte: Geogebra — autor)

Podemos observar a propriedade de transformar somas em produtos na

tabela desenvolvida e utilizada por Napier:



18

Dada uma tabela de progressfes aritméticas e geomeétricas, para encontrarmos

o produto de 64 por 256, basta observar que:

PA| 1 | 2|34 |56 789101112 | 13| 14
PG| 2 || 4 || 8 |16 | 32 | 64 |128|256|512|1024(2048|4096(8192|16394

o 64 na linha da PG corresponde a 6 na linha da PA;

o 256 na linha da PG corresponde a 8 na linha da PA,;

o Como 6 + 8 = 14 e 14 corresponde a 16394 na linha PG, temos que
64 x 256 é igual a 16394.

A partir dessa propriedade, podemos observar que a fungdo f:R ->R",

f(x)= b.a* é uma funcao do tipo exponencial. Se os valores de x formam uma

progressdo aritmética de razdo r, os valores de f(x)=b.a* formam uma

progressédo geométrica de razdo a'. Por essa razdo, a medida que x aumenta, o
crescimento da funcéo se torna cada vez mais acelerado. Bem diferente da
funcdo logaritmica, cujo crescimento ocorre de maneira mais lenta.

No final do século XVII, os estudiosos trabalhavam com o conceito das
funcdes algébricas, principalmente no campo das fun¢des polinomiais, e as
consideradas funcfes racionais inteiras ou fracionarias. O reino das funcdes
algébricas € bastante amplo, abrangendo uma série de funcdes, porém, com a
criacdo dos logaritmos, um novo tipo de funcdo surgiu, as funcdes nao

algébricas y =logx. Esta foi considerada uma funcdo desse tipo por ndo ser

possivel obter uma equacdo algébrica a partir dela, como era possivel
conseguir com o0s outros tipos de funcgdes. Segundo Karlson (1961), “na

definicdo de logaritmo, y € o nimero que deve servir de expoente a base 10, a
fim de nos dar x, portanto 10° = x, ou 10 —x =0, que, evidentemente nado é
uma equacao algébrica” (p.396).

A fungéo log_ - R*— R associa a cada nimero real positivo x o nimero
real log, x, chamada de logaritmo de x na base a. Assim, log, X é o expoente
ao qual devemos elevar a base a para obter o niamero x. Ou seja,

y =logx<>a*=x.
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A funcéo log_: R"™— R é crescente para a > 0 e decrescente quando

0 <a<1. E importante frisar que apenas nimeros positivos possuem logaritmo

real.
Figura 3: Fungdo Logaritmica Crescente Funcdo Logaritmica Decrescente
b Janela de Visualizagao
a=05
54 5 -t
d fla) =logy () |
’ ’ Jx) = logy 5 (x)
1 14
o o
1 =19
24 2

(Fonte: GeoGebra — autor)
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CAPITULO Il - TECNOLOGIA NO ENSINO DE MATEMATICA

2.1 ATECNOLOGIA

Durante os ultimos anos, os governos federal e estadual tém investido na
informatizacdo das escolas com a criacdo de laboratérios de informatica,
ampliacdo ao acesso a Internet pelos alunos e professores, desenvolvimento
de softwares livres, cursos de capacitacdo para professores, oportunidade de
divulgacédo dos trabalhos realizados por professores e alunos na grande rede,
entre outros incentivos visando a melhoria e a valorizacdo do processo de

producdo de conhecimento.

A tecnologia ndo pode ser vista como uma ferramenta auxiliar
para realizar o0 mesmo tipo de ensino. Ela nos traz uma nova
forma de organizar a produgdo de conhecimento. Um
computador e um software apenas facilitam a comunicacéo e a
informac@o. Quem os transforma em material didatico é o
professor qualificado. Por isso o docente tem de ser um hacker
do bem e explorar a rede até que fique imerso na cibercultura.
So assim, ele enxergara os novos recursos como ferramentas
educacionais e como instrumentos para adaptar a sua
realidade e a sua necessidade (PRETTO, 2012, p.30).

O planejamento do uso das tecnologias na sala de aula exige do
professor tempo e cuidado. O professor deve exercer o papel de mediador e de
facilitador no processo pedagdégico, de modo a conceber o aluno como sujeito
ativo nesse processo, permitindo que ele possa explorar todo o potencial que a
tecnologia oferece, deve ainda encoraja-lo a descobrir novos caminhos para
aumentar seu rendimento frente aos contetudos estudados em todas as areas
do conhecimento.

Segundo os Parametros Curriculares Nacionais,

0 estudante ndo deve ser visto apenas como quem usa a
informatica enquanto instrumento da aprendizagem, mas
também como aquele que conhece o0s equipamentos,
programas e conceitos que lhe permitam a integracdo ao
trabalho e o desenvolvimento individual e interpessoal
(BRASIL, 2000, p.61).
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As metodologias utilizadas devem ir aléem do simples uso da sala de
informatica, devem significar uma nova perspectiva com o objetivo de
aprendizagem de forma a modificar a abordagem dos contetdos, permitindo ao
professor aborda-los de uma forma diferenciada do curriculo tradicional. Para
Borba e Penteado (2003) devemos escolher propostas pedagdgicas que
enfatizem a experimentacgéo, visualizacdo, simulagdo, comunicacdo eletronica
e problemas abertos.

Pode-se propor aos alunos atividades que provoguem uma investigacao,
de forma natural, dos conhecimentos matematicos, desenvolvendo o raciocinio
e tendo como consequéncia o aprendizado dos conteudos. “Mas para que isso
aconteca € de fundamental importancia um planejamento de atividades com
objetivos de aprendizagem bem definidos” (GRAVINA; DIAS, 2013, p.35).

Porém, mesmo com todo incentivo e investimento ofertado pelo governo,
alguns professores ficam receosos com o uso de computadores para trabalhar
conteldos matematicos com seus alunos, muitos por ndo terem formacao
suficiente nessa tecnologia, outros por ndo se familiarizarem com programas,
softwares ou simuladores e outros por ndo terem acesso a atividades para
desenvolver o conteudo em sala de aula. Outros ainda, segundo Borba e
Penteado (2003), preferem ficar em uma “zona de conforto”, onde tudo é
conhecido, previsivel e controlavel.

Portanto, o professor € o responsavel para a boa aceitacdo do uso da
informatica na sala de aula, pois, ainda segundo Borba e Penteado (2003), “se
o professor néo tiver espaco para refletir sobre as mudancgas que acarretam a
presenca da informatica nos coletivos pensantes, eles tenderdo a nao utilizar
essas midias, ou a utiliza-las de maneira superficial, domesticando, portanto,
essa nova midia” (p.88).

Com o0 acesso a tecnologia, principalmente o uso da informética, o
professor € desafiado a rever e a ampliar seu conhecimento, impedindo que
seu conhecimento acerca da matematica se torne obsoleto. Para Barbosa
(2013), “a Matematica produzida pelos alunos e professores, quando utilizam
papel e lapis, é diferente daquela produzida com a utilizacdo das TIC, na qual a

manipulacdo de elementos geométricos e a visualizacdo tém seu destaque”.
(p.4)
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2.2 O GEOGEBRA

Durante seu doutorado na Universidade de Salzburg, Markus
Hohenwarter criou e desenvolveu um software com o objetivo de ser utilizado

como instrumento adequado para o0 ensino de matematica, combinando

7

procedimentos algébricos e geométricos. O GeoGebra’ é um programa de
matematica dindmica multiplataforma que combina geometria, é&lgebra,

estatistica, tabelas, planilhas e calculo em um mesmo sistema.

7

O software é livre e permite explorar e investigar as propriedades
geométricas, que ndo poderiam ser observadas sem esse recurso, além de
possibilitar a interacdo entre a geometria e a algebra. A figura 4, a seguir,
representa a tela inicial desse software.

Figura 4: Tela inicial do GeoGebra
(Fonte: GeoGebra — autor)
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O programa € intuitivo e 0 seu uso é simples e facil. Quando digitamos
uma determinada funcdo no Campo de Entrada da tela inicial, seu gréfico
aparece na janela de visualizagdo, que pode estar ou n&do habilitada com os
eixos cartesianos e linhas de grade. Todas as func¢des digitadas aparecerdo
também na Janela de Algebra e 14 é possivel visualizar os comandos utilizados

nas atividades.

! Disponivel em: <http://www.geogebra.org/cms/br>. Acesso em: 28 maio 2013.
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ApoOs a digitacdo no Campo de Entrada, o aluno ir4 ver a representacao

grafica das fungbes exponenciais e logaritmicas, conforme figura 5 a seguir.

Figura 5: Grafico das fungdes logaritmicas
(Fonte: GeoGebra — autor)
7 GeoGebra (2)
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda
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Em versdes mais recentes, ha no software uma nova janela chamada de
CAS®, com a qual se pode calcular de forma rapida as raizes de uma equagcéo,
derivar funcbes polinomiais, fatorar nimeros e outras operagcdes algébricas.
Nessa janela o aluno deve estar atento a digitacdo das funcbes, pois o
GeoGebra ndo reconhece a escrita tradicional dos logaritmos, tais como 0s
logaritmos decimais, natural e outras bases. O estudante pode consultar a
ajuda do software e verificar esses casos.

A janela CAS é acessada no menu Exibir da barra de ferramentas e

sera visualizada como na figura 6 a seguir.

® CAS (Computer Algebra Sistem) — sistema de computacéo algébrica sdo programas que, em
contraste com os softwares de computagdo numeérica, permitem célculos matematicos com
expressdes simbolicas ou, como sdo também chamadas, expressfes algébricas. (ALLEVATO,
2010).
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Figura 6: Janela CAS.
(Fonte: GeoGebra — autor)
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Entrada: 1]

O professor pode sugerir atividades para que o aluno possa conhecer as
funcdes da janela CAS do GeoGebra. Para isso, antes de comecar a explorar
as atividades sugeridas abaixo, o aluno pode desenvolver e encontrar as
solugdes no caderno e depois comparar os resultados obtidos na tela do

computador.

221 ATIVIDADE 1

Resolva a equacdo 2* = 5.

a) Apresente uma solugdo para essa equacao, com 0 maior numero de
casas decimais que conseguir. Utilize a janela CAS para comparar 0s
resultados.

b) Ha& solucdo analitica para essa equacédo? Digitando f(x) = 2* e g(x) =5 na
entrada do GeoGebra e visualizando os gréaficos, poderiamos encontrar a

solugéo desta equacéo?
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c) O Resultado seria 0 mesmo se digitarmos a funcéo f(x) = 2* = 5 com f(x)

=07?
Figura 7: Solugdo da atividade 1.
(Fonte: GeoGebra — autor)
%7 GeoGebra ===
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Entrada: +

2.2.2 ATIVIDADE 2

Resolva a equacéo log (x —3) + log x = 1.
a) Apresente uma solucdo para essa equacao, utilizando a janela CAS.
b) Verifique se as propriedades logaritmicas sao validas para resolver essa

equacao. Ha& uma solucéo analitica para essa equacao?

Na atividade 2 deve-se ter atencdo a digitacdo das funcdes logaritmicas,
pois 0 GeoGebra reconhece de forma diferente algumas escritas do logaritmo.
Nesse caso, podemos explorar as possiveis solucbes da equacdo em varias
bases, inclusive o logaritmo natural (ou neperiano).

O aluno ainda pode utilizar a janela CAS para resolver sistemas de
equacdes ou calculos numéricos. O professor pode explorar todos 0s recursos
em outras atividades durante suas aulas.

A ferramenta Controle Deslizante auxilia na visualizagdo dos diversos
tipos de fungbes e seu comportamento quando variamos 0s coeficientes da

variavel ou termo independente. Para utiliza-lo, determina-se o nome do
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controle e seu intervalo, e logo apds, a funcdo deve ser digitada na sua forma
geral com os coeficientes com 0 mesmo nome do controle.

Por ser gratuito, o GeoGebra esté instalado na maioria dos computadores
presentes nas escolas do pais. No Parana, esta instalado nos computadores
do Parana Digital em todas as escolas do Estado e nos computadores do
PROINFO, que é um programa educacional desenvolvido pelo MEC com o
objetivo de promover o uso pedagdgico da informética na rede publica de
educacao basica. O programa leva as escolas computadores, recursos digitais
e conteudos educacionais.

Para os professores que nunca utilizaram a ferramenta, existem varios
tutoriais disponiveis na rede e muitos deles escritos por professores que ja

utilizaram o programa em suas aulas.
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CAPITULO Il - USANDO O GEOGEBRA PARA ENSINAR FUNCOES

Ao ensinar fungdes em turmas do Ensino Médio, o professor esbarra com
algumas dificuldades de aprendizagem ao explorar os célculos algébricos para
obter os resultados. Muitas vezes, os alunos nédo fazem a ligagdo da
representacao grafica com a representacéo algébrica.

Para tentar sanar essas dificuldades, o professor pode utilizar os recursos
tecnologicos disponiveis para o ensino de matematica. Buscar metodologias
inovadoras e eficientes para o ensino e a, consequente, aprendizagem da
matematica. A presenca desses recursos nao serve apenas para confirmar
resultados, mas para a producdo do conhecimento matematico.

O objeto de estudo das atividades a serem trabalhadas com o GeoGebra
pode contribuir para a aprendizagem dos alunos, ao explorar as propriedades,
fazer conjecturas por meio de observacfes e compreender através de graficos
as resolucdes dos problemas.

Lembramos que o objetivo do trabalho ndo é o de o aluno aprender a
utilizar o software, mais sim de utilizad-lo para aprender e trabalhar com a
matematica, explorando todas as suas potencialidades. Portanto, o aluno deve
conhecer e estar familiarizado com alguns comandos do Geogebra, entre eles:
criar ponto, tracar retas, segmentos de retas, retas perpendiculares, intersecao
entre objetos, esconder objetos e rotulos, controle deslizante, mover objetos e

a entrada.
3.1 ATIVIDADE 1

Objetivo: observar os gréficos da familia das func¢des exponenciais
flx) =a*.
Inicialmente, com a ajuda de uma calculadora, uma planilha eletrénica ou

a janela planilha do proprio GeoGebra, construir uma tabela com as funcdes

1

Fx) = 2%, g(x) =35 h(x) = () eit) = (2)"
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Figura 8: Ferramenta Planilha.
(Fonte: GeoGebra — autor)
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O ideal € o aluno montar a tabela no caderno, utilizando as operacoes ja
trabalhadas em sala e depois conferir os resultados obtidos na planilha
eletronica.

Com a tabela completa, o aluno deve responder as questdes:

a) O que ocorre com os valores das fungdes f(x) e g(x) quando x aumenta?
b) O que ocorre com os valores das fungdes h(x) e i(x) quando x aumenta?

c) O que ocorre com as imagens de 0 nas funcdes? O que se pode concluir?

As respostas dessas questbes levardo o aluno a identificar e verificar
quais funcbes exponenciais sdo crescentes e decrescentes através da
visualizacdo das imagens.

Com esses resultados, deve-se digitar no Campo de Entrada do
Geogebra os pontos encontrados para cada uma das fungbes na tabela,

conforme figura 9 a seguir.
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Figura 9: Pontos presentes na janela de visualizagdo.
(Fonte: GeoGebra — autor)
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d) Ligando os pontos, qual a caracteristica da linha encontrada?

Colocando os pontos das outras fun¢cdes na mesma tela do GeoGebra ou
em outra, o aluno podera verificar os comportamento das funcdes da tabela

inicial e concluir o que foi respondido nas questdes a), b), ¢) e d).

3.2 ATIVIDADE 2

Objetivo: observar os valores obtidos na planilha da atividade 1. Na
atividade o aluno vera relacdo entre uma progressdo geométrica e as funcbes

exponenciais através da variacao proporcional.

Figura 10: Exponencial e PG.
(Fonte: GeoGebra — autor)
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S— ey — ,——, e verifique os resultados. Podemos dizer
16 8 0,5 0,25 0,125

que a sequéncia 0,125, 0,25, ..., 16, 32 é uma progressdo geométrica?
Qual a sua razao?

Pode-se relacionar os termos de uma PG com as imagens de uma
funcdo exponencial? Como é o crescimento dessa sequéncia quando

aumentamos os valores de x?

3.3 ATIVIDADE 3

Objetivo: observar e determinar nos graficos da familia das funcbes

exponenciais f(x) =a* o dominio, restricbes da funcdo, valores para

crescimento e decrescimento.

Insira a funcdo f(x) = a* (digite, na entrada, a”x) e anime, através de um

seletor, o coeficiente a.

Com o gréafico da funcéo na tela, responda:

Para que valores reais de a a fungéo f(x)=a* esta definida? Justifique.
Para que valores reais de a o grafico da fungéo f(x)=a* é crescente?

Para que valores reais de a o grafico da funcéo f(x): a* é decrescente?

Para que valores reais de a o grafico é uma reta? Nesse caso, tem-se
uma funcéo exponencial? Justifique.
O que acontece com o grafico se o seletor for igual a 1?

O que acontece com a funcéo se o seletor for um ndmero real negativo?

Qual o dominio da fungdo f(x)=a*?

A partir desse ponto o aluno pode verificar e observar o comportamento

da funcao e fazer o seguinte questionamento:

Haverad algum valor que restringird as funcdes exponenciais da

forma y=a*?
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O professor pode sugerir que o aluno troque o intervalo do seletor com
algum outro que tenha numeros negativos e verificar se ocorre alguma

restricao.

3.4 ATIVIDADE 4

Objetivo: observar comportamento e manipular o grafico da funcdo do tipo

exponencial ¥ = b.a* e y = b.a* + m a partir da tabela de valores semelhante

ao da atividade 1.

Figura 11: Fungdo do tipo exponencial.
(Fonte: GeoGebra — autor)
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a) O que ocorre com os valores guando somamos ou multiplicamos uma
constante na poténcia a*?

b)  Verifique os resultados com a tabela da atividade 1.

c) Marque os pontos obtidos na tabela na tela do GeoGebra. O que ocorre

com a linha obtida?
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d) Compare as imagens da funcdo f(x) = 2¥ com as imagens da funcgéo
f(x) = 2.2%, 0 que ocorreu com os graficos de cada uma delas? Houve
alguma modificagdo?

e) Compare as imagens da funcdo g(x) = 3*¥ com as imagens da func¢ao
g(x) =1+ 3% o que ocorreu com os graficos de cada uma delas? Houve

alguma modificagédo?

Nesta hora o aluno deve perceber que houve uma movimentacdo nos
graficos obtidos, o professor devera questionar o aluno qual o nome que se da

para o movimento vertical ou horizontal desses gréficos.

3.5 ATIVIDADE 5

Objetivo: observar os gréficos da familia das fungdes exponenciais

f(x) = a* quando somamos uma constante.

Insira a fungdo f(x)=a*+m (digite a”x + m) e anime, através de dois
seletores, o coeficiente a e o coeficiente m.
Com o gréafico da funcéo na tela, responda:
a) Com o seletor a igual a 1, o que ocorre com o grafico da funcdo quando
animamos apenas o seletor m?.
b) Fixando o seletor m, o que ocorre com o grafico quando animamos
apenas o seletor a?

c) O gue ocorre com o grafico quando somamos uma constante a funcéo

f(x)=a*?

Com as atividades iniciais das funcbes exponenciais, o0 professor pode
explorar e sugerir outros problemas que envolvam as fungdes em outras areas

do conhecimento.
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3.6 ATIVIDADE 6 (Adaptada TAN, 2012)

Objetivo: Encontrar a solugdo grafica de uma funcdo do tipo exponencial
seguindo os passos descritos nas atividades anteriores.

Ciéncia Forense - Os cientistas forenses utilizam a seguinte lei para

determinar o instante da morte de vitimas de acidentes ou assassinatos.
Se T denota a temperatura do corpo t horas ap6s a morte, entdo
T=T,+(T,—T,) (0,97)", onde Tp é a temperatura do ar e T; é a
temperatura do corpo no instante da morte. Fulano de Tal foi encontrado
morto a meia-noite, em sua casa, quando a temperatura ambiente era de
70° F e a temperatura de seu corpo era de 80° F. Quando ele foi morto?

(assuma que a temperatura do corpo é de 98,6° F)

a) Se digitarmos a funcdo da mesma maneira como no problema, o que
acontecera? O que deveremos fazer caso o GeoGebra ndo aceite a
funcao?

b) Como podemos encontrar a solucdo do problema através do grafico no
GeoGebra?

c) Encontrar o tempo (t) da morte de Fulano a partir da temperatura do

corpo.

3.7 ATIVIDADE 7

Objetivo: Explorar a funcéo exponencial de base e. Nesta atividade o professor
pode indagar o aluno sobre a existéncia da base exponencial, suas

caracteristicas e aplicac6es em outras areas do conhecimento.

Insira a funcéo f(x)= e (digite exp(a”x)) e anime, através de um seletor,
o coeficiente a.

a) Para que valores reais de a a funcao f(x) =e® esta definida? Justifique.
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b) Para que valores reais de a o grafico da fungéo f(x)= e® é crescente? E

decrescente?
c) Qual o valor da base e?
d) Para que valores reais de a o grafico é uma reta? Nesse caso, tem-se

uma fungao exponencial? Justifique.

3.8 ATIVIDADE 8 (Adaptada TAN, 2012)

Objetivo: Encontrar a solucdo, seguindo os passos descritos nas atividades

anteriores, através da analise do grafico criado.

Lei de resfriamento de Newton - A temperatura de uma xicara de café t

minutos apo6s ser servida é dada por T =70+ 100e" %959 onde T é

medido em graus Fahrenheit.

a) Se digitarmos a funcdo da mesma maneira como no problema, o que
acontecera? O que deveremos fazer caso o GeoGebra ndo aceite a
funcao?

b) Qual a caracteristica dessa funcdo — crescente ou decrescente?

c) Qual era a temperatura do café quando foi servido?

d) Quando o café estara frio o suficiente para ser tomado (ao redor de 120°
F)?

3.9 ATIVIDADE 9

Objetivo: observar e manipular os valores calculados numa planilha de um

grafico da funcéo logaritmica v = log,, x.

O aluno deve construir a tabela com as fungdes f(x)=Ilog,x e

g(x) = log:x, depois marcar os pontos no GeoGebra.



Figura 12: Fungdo logaritmica.
(Fonte: GeoGebra — autor)
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a) O gue ocorre com os valores da planilha quando determinamos para X
valores negativos (menores que 0), zero e 1?
Figura 13: Pontos da fungdo logaritmica.
(Fonte: GeoGebra — autor)
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Com a tabela completa e os pontos marcados, o aluno deve responder as

questodes:
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c) O que ocorre com os valores das funcdes f(x) e g(x) quando x aumenta?
d) O que ocorre com as imagens de 1 nas fungbes? O que podemos

concluir?

As respostas dessas questfes levardo o aluno a identificar e verificar
quais funcdes logaritmicas séo crescentes e decrescentes através do calculo

das imagens.

3.10 ATIVIDADE 10

Objetivo: observar os graficos da familia das funcbes logaritmicas

f(x)=log,x quando somamos uma constante e determinar o dominio,

restricbes da funcao, valores para crescimento e decrescimento.

Insira a funcdo f(x) =log,x (digite log(a,x)) e anime, através de um
seletor, o coeficiente a.

Com o gréfico da funcéo na tela, responda:

a) Para que valores reais de a a funcdo f(x)=log,x estd definida?

Justifique.

b) Para que valores reais de a o gréfico da funcdo f(x)=Ilog,x €

crescente?

c) Para que valores reais de a o grafico da funcdo f(x)=Ileg,x é

decrescente?

d) Para que valores reais de a o grafico é uma reta? Nesse caso, tem-se
uma funcéo logaritmica? Justifique.

e) O que acontece com o grafico se o seletor for igual a 1? E igual a 0?

f) O que acontece com a funcéo se o seletor for um real negativo?

g) Qual o dominio da fungéo f(x) = lag, x?

O professor pode propor que o aluno compare os graficos de f(x) = log, x

e f(x) = a*.
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h) Observando os graficos da funcdo exponencial e logaritmica, podemos

relacionar uma com a outra?

3.11 ATIVIDADE 11

Objetivo: observar o comportamento e manipular o grafico da funcdo do tipo

logaritmica ¥ = b.log,x e y =m + b.log,x do mesmo modo como foi obtido

na atividade 9.

Construir a tabela e marcar os pontos no GeoGebra:

Figura 14: Planilha da fungdo logaritmica.
(Fonte: GeoGebra — autor)

7 atividadel_planilha.ggh [=n e =]
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda
Al Al eloloflalleda] +) o
» Janela de Visualizagéo & | » Planilha &
A | B | ¢ ]
7 1 x 2 log,(x) log, (
2 -3 0.125
& - 3 2 025
2 log, (x) i 3 05
5 5 0 1
6 1 2
4 2|
7 2 4
. 1+ logy (x) 8 3 8
9 4 16
) 10 5 32
11
1 12
13
v 14
7 6 5 4 3 2 1 0 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12—
15
! 16
17
: 18
19
3 o
~n
D
Entrada: 1]

a) O que ocorre com os valores quando somamos ou multiplicamos uma
constante no log, X?

b) Compare os resultados com os da tabela da atividade 9.

c) Marque os pontos obtidos no GeoGebra. O que ocorre com a linha obtida?

d) Qual a restricdo do dominio dessas funcdes?
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3.12 ATIVIDADE 12

Obijetivo: observar o comportamento, dominio, restricdes e manipular o gréfico

da funcao logaritmica modulares.

Insira as seguintes funcdes f(x)=1log(x), g(x)=1log|x ( digite log(abs(x)))

e h(x)=|log(x) ( digite abs(log(x)) ).

a)

b)

O que vocé pode observar com relacdo ao comportamento dos graficos
dessas funcdes em termos de raiz, dominio, imagem, para quais valores
de x é crescente ou decrescente, etc.

Faca uma comparacao entre elas. O que vocé pode observar?

3.13 ATIVIDADE 13

Obijetivo: observar o comportamento, dominio, restricdes e manipular o gréfico

da funcéo do tipo logaritmica com constantes reais.

Insira a fungdo f(x)=a+blog(cx+d) (digite a + blog(cx + d)) e anime os

coeficientes a, b, c e d.

a)
b)
c)
d)

a)

O que ocorre graficamente quando variamos o parametro a?
O que ocorre graficamente quando variamos o parametro b?
O que ocorre graficamente quando variamos o parametro c?
O que ocorre graficamente quando variamos o parametro d?

Ha restricbes em R, para o dominio da funcéo?

3.14 ATIVIDADE 14 (Adaptada TAN, 2012)

Obijetivo: Encontrar a solucdo grafica de uma funcdo do tipo logaritmica. Nesta

atividade o professor pode mostrar ao aluno a existéncia de outros logaritmos,

no caso, o logaritmo natural.
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Pressdo_sanguinea - A pressdo sanguinea sistdlica normal de uma

crianca pode ser aproximada pela funcéo p(x) =m - (Inx) + b, onde p(x) é
medida em milimetros de mercurio, x é medida em libras e m e b sé&o
constantes. Dado que m = 1,94 e b = 18, determine a pressdao sistolica de

uma crianca pesando 92 libras.

a) Como podemos determinar a pressao utilizando o GeoGebra?

b) Troque os valores das variaveis e manipule os graficos.

3.15 ATIVIDADE 15

Obijetivo: Determinar a lei da funcao a partir da solucdo gréfica. Nesta atividade
0 professor pode mostrar ao aluno como determinar essa lei marcando os
pontos no grafico e observando a caracteristica de das funcdes trabalhadas

anteriormente.

Observando o gréfico abaixo

Figura 15

W

Que expressao algébrica pode ser associada ao grafico acima? Como vocé

determinou sua resposta?
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3.16 ATIVIDADE 16 (Adaptada Vestibular UEL 2013)

Obijetivo: Determinar a lei da funcao a partir da solucdo gréafica. Nesta atividade
0 professor pode mostrar ao aluno como determinar essa lei marcando os
pontos no grafico e observando a caracteristica das funcdes trabalhadas

anteriormente.

Sejam

Pl: R —E+ .Pz: R —ER+
t— Py € t+— P,

funcdes, cujas representacdes graficas sdo mostradas nas figuras a seguir.

Figura 16
(Fonte: Didlogos Pedagdgicos Uel)
Py(t) 4 P,(t) 4
9 9
8 8
7 7
6 6
5 5

Considere que para t > 0 a cada uma dessas funcbes esta associada a

populacdo de uma colbénia de bactérias no instante t (medido em horas) e que a

quantidade inicial de bactérias € a mesma para as duas colénias.

a) Observando os gréaficos, quais as expressdes algébricas que eles
representam?

b) Em que instante a populacdo associada a funcéo P, € igual ao dobro da

populacao associada a funcao P,?
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CAPITULO IV — CONSIDERACOS FINAIS

Acredito que este trabalho possa auxiliar o professor com uma nova Visao
do uso da tecnologia para o ensino de todos os contetidos da matemética, ndo
SO para o ensino de fungdes.

Vale ressaltar que este trabalho € uma proposta de aplicacdo, através da
exploracdo e manipulacdo das atividades, com o0 uso de uma tecnologia
através do software GeoGebra. Isso ndo garante que a aprendizagem possa
acontecer imediatamente, mas somente potencializa este processo. O objetivo
nao € ensinar o aluno os comandos do software, e sim, manipula-lo para
aprender matematica.

O professor que for utiliza-lo tem total autonomia para alterar a sua
aplicacdo de acordo com suas aulas e modificar a sequéncia ou 0S passos
descritos, bem como incluir novas atividades no processo de ensino-
aprendizagem.

Para o docente, as atividades de manipulagéo facilitam a compreensao
das propriedades pelo aluno, a demonstracdo grafica dos resultados
comprovam através da manipulacdo dos graficos todos os resultados obtidos
na resolucdo algébrica dos problemas. Ele ndo pode ser apenas o Unico
responsavel pela transmissédo do conhecimento, e sim, responsavel por criar
oportunidades para que o conhecimento seja construido ao longo do
desenvolvimento das atividades.

Para o estudante, as atividades podem promover a compreensao dos
conceitos matematicos envolvidos possibilitando que ele tenha uma
aprendizagem mais autbnoma e seja protagonista do seu préprio processo de
construcdo do conhecimento.

No futuro, pretendemos aplicar as propostas elencadas no trabalho em
turmas do 1° e 3° anos do ensino meédio, analisar os resultados e o
comportamento das turmas no processo de ensino-aprendizagem das fungoes.
Apés a etapa de aplicagdo, publicar tais resultados na forma de um artigo

mostrando os pontos positivos e ou negativos do processo de aplicacéo.
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Anexo |

Os sites que sugerimos abaixo fizeram parte da pesquisa deste trabalho.
O professor pode acessa-los e encontrar videos, tutoriais e atividades.
Também pode postar atividades realizadas em suas aulas e participar de
“chats” com outros professores que utilizam e utilizaram o GeoGebra em suas

aulas.

Pagina Oficial do GeoGebra:
http://www.geogebra.org/cms/pt

Pagina do Instituto GeoGebra no Rio de Janeiro:

http://www.geogebra.im-uff.mat.br/

Pagina do Instituto GeoGebra em Séo Paulo:

http://www.pucsp.br/geogebrasp/

Pagina do GeoGebra no Facebook:
https://www.facebook.com/groups/180800351982211/

Instituto GeoGebra Portugal:

http://geogebra.ese.ipp.pt/


http://www.geogebra.org/cms/pt
http://www.geogebra.im-uff.mat.br/
http://www.pucsp.br/geogebrasp/
https://www.facebook.com/groups/180800351982211/

