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“Se ainda vale a matematica
gue me ensinaram,

dois niUmeros negativos
multiplicados

resultam num numero positivo.
Espero que

uma perda de tempo

ao quadrado

seja um ganho... de tempo”.

(Engenheiros do Hawaii)


https://www.pensador.com/autor/engenheiros_do_hawaii/

RESUMO

Esta dissertacdo surge com a inquietacdo de propor uma abordagem relacionando o estudo da
Aritmética, em especial a inducdo matematica, a divisibilidade, a congruéncia modular em somatérios
e aplicando aos niimeros poligonais através da analise da progresséo aritmética. Neste contexto, nosso
objetivo é contribuir para que estudantes e professores possam compreender o estudo da Aritmética e
suas propriedades com familiaridade através de demonstragoes de teoremas, proposic¢des, corolarios
e aplicagGes vinculando os contelidos entre eles. Por outro lado, oferecemos uma fonte de pesquisa a
ser utilizado pelos professores como recurso didatico para as areas da aritmética, de evolucéo da
matematica e da geometria. O método qualitativo se deu através de investigacdo bibliografica,
fundamentando a teoria a cerca da inducao, divisibilidade e dos nameros poligonais. No decorrer da
pesquisa, identificamos os padrdes que regem a aplicacdo refentes aos numeros poligonais em
somatérios em sua abordagem geral, obtendo sua veracidade da sentenca provadas por inducao
matematica bem com sua interpretacdo geométrica.

Palavras-Chave: Congruéncia, Divisibilidade, Somatorio, Progressao Arimtética, NUmeros
Poligonais.



ABSTRACT

This dissertation arises with the concern of proposing an approach relating the study of Arithmetic,
especially mathematical induction, divisibility, modular congruence in summations and applying it to
polygonal numbers through the analysis of arithmetic progression. In this context, our objective is to
contribute so that students and teachers can understand the study of Arithmetic and its properties with
familiarity through proofs of theorems, propositions, corollaries and applications linking the contents
between them. On the other hand, we offer a source of research to be used by teachers as a teaching
resource for the areas of arithmetic, the evolution of mathematics and geometry. The qualitative method
took place through bibliographic research, basing the theory about induction, divisibility and polygonal
numbers. In the course of the research, we identified the patterns that govern the application referring
to polygonal numbers in summations in their general approach, obtaining their veracity of the sentence
proved by mathematical induction as well as their geometric interpretation.

Words-key: Congruence, Divisibility, Summation, Arithmetic Progression, Polygonal Numbers.
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1 Introducéo

A Matematica trata-se de uma ciéncia viva e estd sempre em constante
construcdo, nao apenas no dia a dia das pessoas, mas também nas universidades,
nos laboratérios, nos centros de pesquisa. Todos sabemos que cabe a escola, e em
particular ao professor, a condugéo do processo de ensino e o acompanhamento da
aprendizagem dos alunos. Nessa tarefa complexa, a grande maioria dos educadores
atribui a um bom livro de Aritmética o papel de destaque entre os recursos didaticos
gue podem ser utilizados em sala de aula, para que possamos alcancar melhorias na
relacdo de ensino e aprendizagem de Matemética.

A aprendizagem da Aritmética € um dos principais objetivos do ensino da
Matematica nos primeiros anos do Ensino Fundamental Il. Essa aprendizagem evolui
de forma progressiva e vertical ao longo da vida estudantil dos alunos, até que se
chegue ao conceito de numeros. Segundo a BNCC na Matematica do Ensino Basico,
em relacdo aos Numeros, os estudantes devem ter a oportunidade de desenvolver
habilidades referentes ao pensamento numérico, ampliando a compreensao a respeito
dos diferentes campos e significados das operacfes. Em relacdo a geometria,
desenvolver habilidades para interpretar e representar a localizacdo e o deslocamento
de uma figura, desta forma a aprendizagem continuada de uma visao integrada da
Matematica, aplicada a realidade, assim contextualizacdo do conhecimento e o uso
de materiais de manipulacdo sédo essenciais para a construcdo do conceito de
ndmeros, nesse momento.

Dessa forma, € papel fundamental do professor favorecer a aquisicédo, pelo
aluno, dos contetidos que compdem a matematica escolar. E desta matematica que o
aluno deve se apropriar, ndo como um repertorio de formulas e algoritmos, mas como
saber-fazer matematico que o habilite a resolver problemas do seu dia a dia ou de sua
pratica profissional futura.

Durante o Mestrado Profissional em Matemética — PROFMAT na disciplina
Aritmética, ramo da Matematica Pura que estuda os numeros inteiros, percebemos a
necessidade em revisar e fazer uma analise em literaturas sobre a aplicacdo e
importancia da Aritmética, principalmente nos topicos de Numeros Inteiros, Inducéo
Matematica, Divisibilidade, Congruéncia Modular aplicados as sequéncias numéricas
e somatorios como ferramenta didatica nas aulas da Disciplina de Matematica.

Assim, a pesquisa terd como objetivo contribuir para que estudantes e
professores da educacao basica possam compreender o estudo de Aritmética e suas
propriedades com familiaridade através de demonstracfes de teoremas, proposicoes,
corolarios e a utilizacdo de exemplos. Na parte final deste trabalho apresentamos
algumas aplicagfes, abordando os conteudos citados acima, porém ndo de forma
isolada e sim permitindo uma relacéo desde a Educacéo Basica até o Nivel Superior.

A Aritmética comeca seu desenvolvimento a partir da contagem, sem definicdes
formais dos numeros, este estando relacionado com a algebra e teoria dos nimeros.
Assim, sua necessidade e praticidade com o tempo para solu¢cdes simples de medidas
e céalculos foram avangando.
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Tratamos inicialmente dos elementos tedricos referentes aos nimeros na sua
base decimal, em especial a divisibilidade dando sequéncia teremos aplicacbes do
tema dos conceitos expostos, desta forma a pesquisa sera uma fonte de pesquisa e
caminhos para novas inspiracdes para quem pretender buscar teorias e sanar davidas
a partir dos contetdos apresentados.

Nosso trabalho esta apresentado em capitulos com suas defini¢cdes, teoremas
e proposicdes, seguidas de exemplos para melhor entendimento de aplicacfes, entdo
incialmente apresentamos 0s ndmeros inteiros com suas denominagdes com seus
subconjuntos, propriedades de soma, subtracdo, multiplicacdo e proposicdes com
suas respectivas demonstracdes para as relacdes de ordem dos inteiros. Em seguida
falamos na inducdo matemética que € uma importante ferramenta para provar se as
sentencas matematicas sdo verdadeiras e que sera primordial em nosso trabalho,
desta forma apresentamos dois teoremas da Inducdo Matematica e da Prova por
Indugdo Matematica com suas demonstracdes, seguidas de exemplos.

Definimos divisibilidade e enunciamos o teorema da Diviséo Euclidiana com sua
demonstracao, seguida de exemplos. Prontamente definimos Congruéncia Modular
com algumas propriedades e exemplos. Definimos sequéncia numeérica, sendo as
Progressbes Aritméticas o foco, com seu termo geral e soma dos termos para
aplicacdo, por diante utilizamos da definicdo de Somatoérios, proposicoes,
demonstracdes e exemplos, sequentemente mostramos todos os contetdos do
trabalho com teoremas, corolarios e exemplos como fundamentacéo tedrica, e por fim
abordaremos algumas aplicacfes voltadas para os numeros poligonais, em especial
aos numeros triangulares, quadrangulares, pentagonais, hexagonais e suas formas
generalizada e provadas por Inducdo Matemética.



12

2 NUmeros Inteiros

Os numeros inteiros tem origem a partir dos nUmeros naturais, para resolver
problemas de contagem. A introducdo dos numeros negativos tem sido exploradas
desde a antiguidade sempre com muita desconfianca pelos mateméticos e pela
atividades mercantis que ocorriam. Assim a nessecidade de efetuar operagles de
adicdo e multiplicacdo por parte dos inteiros. Sendo assim, neste capitulo iremos
admitir alguns subconjuntos dos inteiros, considerando seis axiomas munidos das
operacdes de adicdo e multiplicacdo e além disso apresentamos a ordenacao neste
conjunto (Z).

2.1 Nimeros Inteiros
O conjunto dos numeros inteiros € denotado pela letra Z e representado por
Z={.,-5,-4,-3,-2,-1,0,1,2, 3,4,5, ..}
Em Z , temos os seguintes subconjuntos

() Z * - conjunto dos numeros inteiros nao nulos
Z*={x€Z,+0}={£1,42,43,--}

(i) Z + - conjunto dos inteiro ndo negativos
Z+={x€ Z;x=>0}={0,1, 2,3,4,5, -}

(i)  Z- - conjunto dos inteiros nao positivos
Z—={x€ Z;x<0}={--,-5,-4,-3,-2,-1,0}

(iv)  Z"+- conjunto dos inteiros positivos
Z'+={x€ Z;x>0}={1,2,3,4,5, -}

(V) Z."— - conjunto dos inteiros negativos
Z'+={x€ Z,x<0}={--, -5, -4,-3,-2,-1}

Obs.: No conjunto dos numeros inteiros existe um subconjunto que destacamos: o
conjunto dos numeros naturais
Z:=N

No decorrer desta sec¢cdo enunciaremos as propriedades dos numeros inteiros
em relagéo a adigéo (+) e multiplicagéo (-), onde a, b e ¢ € Z. Mas, antes consideremos
seis axiomas.
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(1)Sea=a’eb=>b,entdoa+b=a"+b" e a-b=a'-b',Vab,a,b €L (Bem
definidas)

(2)a+b=b+aea-b=>b-a, Vab €Z. (Comutativas)
B)a+b)+c=a+b+c)e(a-b)-c=a-(b-c). (Associativas)

(4) ExisteOele Z,talque0O+a=a+0=a el-a=a-1=a,Vac€Z. (Elementos
Neutros)

(5) Existe b = (—a), talque a + b = 0, V a € Z. (Elemento Simétrico)
®)a-(b+c)=a-b+a-c, Va,b,c € Z (Distributiva com relagédo a adicao)

Os conjuntos onde as operacdes de adicdo e multiplicacdo que possuem as
propriedades (1) - (6) sdo chamados de anel.

Podemos particionar o conjunto dos nameros inteiros usando o conjunto dos
ndmeros naturais, 0 conjunto unitario zero e o —N, assim

Z =NuU{0}u (-N),

onde —N é o conjunto dos simétricos dos elementos de N.

A partir dos seis axiomas, iremos destacar algumas proposic¢oes.
Proposicdo 1.a-0 =0 paratodoa € N
Demonstracdo. Temos que 0-a =0, pois 0ra=(0+0)-a=0-a+0-a, 0o que
implicaque 0ra—0-a=(0-a+0-a)—0:-a=0-a+(0-a—0-a) =0-a.

Assim, 0 =0"a.

Proposicéo 2. A adicdo é compativel e cancelativa com respeito a igualdade:
YVabc€Z, a=bsSa+c=b+c.

Demonstracédo. A implicagdo a + ¢ = b + ¢ é consequéncia do fato da adi¢cdo ser bem
defnida. Suponha agora que a + ¢ = b + ¢. Temos trés possibilidades:
() a <b. Temos que a+c < b + ¢, 0 que é um absurdo.
(i) b < a. Pelo mesmo argumento acima, b + ¢ < a + ¢, 0 que também & um absurdo.
(i) @ = b. Esta é a Unica alternativa valida.

Diante das propriedades relacionadas a adicdo, podemos definir uma outra

operacdo basica, a subtracdo, bem como enunciar algumas propriedades dessa
operacao.
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Definicdo 2. 1. (Subtracdo) define-se b menos a, denotado por b — a, como sendo
b—a=>b+ (—c).

diz-se que b —a € o da subtracdo dea e b.

Algumas propriedades da subtracéo
e a—a=0
e a—0=a
e 0—a=-a
e —(b—a)=a-b»b
e c-(b—a)=c'b—c-a

2.2 Ordenacéo dos Inteiros

Precisamos de caracteristicas Unicas que somente 0s inteiros possuem. E, para
isto admitiremos que em Z também valem as seguintes propriedades:

(7)Y a,beN,tem-seque a+b eNea-beN. (Fechamento de N.)

(8) Tricotomia: Dados a e b € Z, uma, e apenas uma, das seguintes possibilidades é
verificada:

() a = b; (i) b —a € N; (i) —(b —a) =a—b € N.

Dizemos que a € menor do que b, simbolizado por a < b, toda vez que a
propriedade (ii) for verificada.

Assim, segue da propriedade (iii) que b < a

Podemos reescrever a propriedade (8) usando a notagéo (<).
Dados a e b € Z, uma e somente uma, das seguintes condicfes € verificada:
(a=b; (i) a < b; (iii) a < b.

Utilizando a notacdo b > a, que se |é b € maior do que a, para representar
a<b.
Desde que a — 0 = a, decorre das definicbes que a > 0 se, e somente se,
a € N.
Portanto,
{x€Z x >0} =Ne{xeZ x <0} =-N.

Dai decorre que a > 0 se, e somente se, —a < 0.
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Proposicéao 3. A relacdo menor do gque é transitiva:
VY ab,c€ Z;a<b e b<c=a<c.

Demonstracdo. Supondo a < b e b < ¢, temos que existem d, f € N*, tais que
b=a+de
¢ = b+ f. Logo, usando a associatividade da adi¢&do, temos que
c=b+f=@+d)+f=a+{d+f),

comd + f € N*, o que implica que a < c.

Proposicéo 4. A adicdo € compativel e cancelativa com respeito a relagao “menor do

que”:
Vabc€Z a<bs=a+c<b+c.

Demonstracéo. Suponha que a < b. Logo, existe d € N*, tal que b = a + d. Somando
¢ a ambos os lados desta ultima igualdade, pela comutatividade e associatividade da
adicao, temos
b+c=c+b+(@+d)=(c+a)+d=(a+c)+d,
oque mostraque a+c<b+c.
Reciprocamente, suponha que a+c <b+c. Pela tricotomia, temos trés

possibilidades:

0] a = b. Isto acarretaria a + ¢ = b + ¢, portanto falso.

(i) b < a. Isso acarretaria, pela primeira parte da demonstracao, que

b+ c < a+ c. também é falso.

(i)  a < b. Esta é a Unica possibilidade que resta.
Proposicdo 5. A multiplicacéo por elementos de N € compativel e cancelativa com
respeito a relacéo “menor do que”:

Vab€eZ VceN,a<b < a‘-c<b-c.

Demonstracdo. Suponha que a <b. Logo, existe d € N*, tal que b=a+d.
Multiplicando por ¢ a ambos os lados dessa Ultima igualdade, pelas propriedades
comutativa e distributiva da multiplicacéo, decorre

b-c=c-b=c-(a+d)=c-a+c-d=a-c+c-d,

0 que mostraque a-c < b - ¢, pois, pelo fechamento, c-d € N*.
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Reciprocamente, suponha que a-c <b-c. Pela tricotomia, temos trés
possibilidades:
0] a = b. Isso acarretaria a - ¢ = b - ¢, portanto falso.

(i) b < a.Isso acarretaria, pela primeira parte da demonstracédo, que b: c < a:c,
também é falso.

(i)  a < b. Esta € a Gnica possibilidade que resta.
Proposicao 6. A multiplicacdo é compativel e cancelativa com respeito a igualdade:
VabeEZYVceEZ — {0}, a=besac=b-c.

Demonstracdo. A implicacdo a = b = a - c = b - ¢ € consequéncia imediata do fato da
multiplicag&o ser bem definida.

Suponha agora que a - c = b - c. Temos trés possibilidades:
() a<b. Temosquea-c<b-c,0que e um absurdo.

(i) b < a. Pelo mesmo argumento acima, b-c <a-c, 0 que também & um
absurdo.

(i) a = b. Esta é a Unica alternativa valida.

2.3 Dominio de Integridade

Definicdo: Dominio de integridade. Um dominio de integridade é um anel comutativo
unitariotalque a,b e Aea-b =0,entdoa =00u b = 0.

A propriedade acima admite uma contrapositiva:
Para todos a,b € Z — {0}, tem-se que a* b # 0.

Observacédo: A relagdo (<) ndo é uma relagdo de ordem, pois ndo admite a
propriedade reflexiva.

Dizemos que a € menor ou igual do que b, ou que b € maior ou igual do que a,
escrevendoa<boub>a,sea<b oua=h.
Observe que a < b se, e somente se, b —a € N U {0}.

A relacdo (<) é efetivamente uma relagédo de equivaléncia, pois possui as seguintes
propriedades:
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(1) Reflexiva: Va € Z, a < a;
(2) Antissimétrica: Va,b€Z,a<b e b<a=a =b;
(3) Transitiva: V a,b,e €Z, a<b e b<c >a<c.
Por conta do rigor matematico, temos neste capitulo uma construcao rigorosa
com as demonstracdes precisas deste conjunto numerico, através das noc¢des basicas

e de relacbes de equivaléncia de como colocamos 0s numeros inteiros para resolver
problemas de contagem.
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3 Inducéo Matematica

A Inducdo Matematica € utilizada para provar grandes quantidades de
problemas matemaéticos, pois verifica se determinada proposicdo é valida para o
menor elemento do conjunto a ser considerado, admite-se uma hipétese de indugéo e
mostra-se que a proposicéo € verdadeira para o sucessor (n + 1).

Simbolicamente provar por indu¢do matematica que uma sentenga aberta p(n)
€ verdadeira para todo inteiro positivo n utilizamos de dois passos:

Passo base. Seja p(n) uma sentenca aberta tal que
) p(1) é valida;

Passo indutivo
1)) Para todo n € N, a validez de p(n) implica na validez de p(n + 1), onde
n+ 1 é o sucessor de n.
Entdo p(n) é valida para qualquer que seja o numero inteiro positivo n.

Na prova por indugdo matematica ndo é necessariamente assumido que p(n)
€ verdadeiro para todo n pertencente ao conjunto considerado, e sim € mostrado que
se for assumido que p(n) é verdade, entdo deve-se concluir que p(n + 1) também é
verdadeira.

3.1 Teorema. (Principio de Inducdo Matemética)
Sejam S um subconjunto de N e a € N tais que
)] a€s.
1) VvneStem-sequen+1€S.
Entdo, {x € Z; x > a} cS.

Demonstracdo: De fato, vamos supor por contradigdo que S’ ¢ S, onde
S'"={x€Zx=a}

Desde que S’ é limitado inferiormente, pelo Principio da Boa Ordenacao,
existe ¢ € S — S’ menor elemento.

E,.ceS'ecé¢S,assimc—1€S ec—1€S

Por (ii),

c=(c—-1)+1€S

Contradicao, pois ¢ ¢ S. Logo, S’ c S.
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3.2 Teorema. (Prova por Indugdo Matematica).

Seja a € Z e seja p(n) uma sentenca aberta em n € Z. Suponha que
) p(a) é verdadeira, e que
(i) n=a, p(n)verdadeira = p(n + 1) é verdadeira.

Entéo, p(n) é verdadeiro para todo n > a.

Demonstracéo: Seja
S ={n €Z, p(n) éverdadeira}

Por (i), p(a) € verdadeira, entdo a € S.

Por (ii), p(n) verdadeira, entédo p(n + 1) é verdadeira, isto é, se n € S entéo
n+1€S.

Pelo Principio de Indugcdo Matemética o conjunto{x € Z; x = a} c S, logo p(n)
€ verdadeira, para todo n = a.

Exemplo 3.1. Vejamos como usar esse método para mostrar a validade, para todo
natural n, da férmula
p(n):1+3+--+(2n—-1)=n?vneN.

Solucao: Vamos provar por inducdo matematica em "n”.

Passo Base. Considerando o menor elemento em n € N, mostraremos que p(1) €
verdadeira, ou seja,

(i) p(1), paran =1,tem-sep(1):1 =12 =1

Passo Indutivo:
(i) Admitindo a hipotese de inducao para n, isto é, que p(n) é verdadeira, ou seja
p(n):1+3+-+@2n—-1) =n?
Mostraremos que p(n + 1) € verdadeira, isto €,
p(m+1):1+3+-+Q2n+1)=(n+1)>2
Assim somando 2n + 1, que é o proximo numero impar apos 2n — 1, em ambos
os lados da igualdade na hipétese de inducao, obtemos

pn+1):143+--+Cn—-1D)+C2n+1)=n2+Q2n+1)
p(n+1):1+43++2n—-1)+Cn+1)=mn+1)>2

Dessa forma mostramos que p(n+ 1) verdadeira, toda vez que p(n) €
verdadeira. Pelo teorema, a sentenca € valida para todo numero natural n.
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Exemplo 3.2. Prove que para todos os inteiros n > 1,
nn+1)
2

11} ”

Solugdo: Vamos provar por indugcdo matematica em “n”.

Passo Base. Considerando o menor elemento em n € N, temos p(1) sera verdadeira:
1(1+1)
2

p(n):14+2+3+-+n=

() p(1), paran =1, tem-se p(1):1 =

A sentenca é verdadeira para n = 1.

Passo Indutivo

(i) Assim se admitirmos hipétese de inducéo verdadeira para n = 1 entdo deve ser
verdadeira para n + 1, ou seja, p(n) — p(n + 1).

nn+1
p(n):1+2+3+---+n=¥

para algum inteiro n > 1.

Deve-se mostrar que
n+1)(n+2)

2
Assim somando n+ 1, em ambos os lados da igualdade na hipétese de

inducéo, obtemos:

p(n+1):14+2+43+-+Mm+1)=

+ nn+1
p(n 1):1+2+3+---+n+(n+1)_—¥ (n+1)
+ + nn+1 2(n+ 1
p(n+1):1+24+3+-+n+(n+1)= (2 )| (2 )
n+n+2n+2
p(n+1):1+24+3++n+(n+1)= >
+ + n?+3n+2
+ n+1)(n+2
p(n 1):1+2+3+---+n+(n+1)_—( )2( )

Dessa forma mostramos que p(n + 1) € verdadeira, logo a sentenca € valida
para todo n natural.

Exemplo 3.3. Prove que para todo natural n,

p(n):2°+ 2t +224+...42"=2"1—-1,  vneNuU{0}
Solucao: Vamos provar por inducdo matematica em “n”.
Passo Base. Considerando o menor elemento de n € N, mostraremos que p(0) é
verdadeira, ou seja,

(i) p(0), paran = 0,tem-se p(0):2°=1=20*1—-1=21-1=2-1=1
Passo Indutivo
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(i) Se a férmula é verdadeira para a hip6tese de inducédo em; p(n), entdo deve ser
verdadeira para p(n + 1), ou seja, p(n) — p(n + 1).

p(n): 20 + 21 422 4 o4 20 = 2041 _ 1,
Deve-se mostrar que
p(n +1): 20 4 21 4 22 4 L 4N+l —on+2 _ q

Assim somando 2™*! em ambos os membros da igualdade na hipétese de
inducéo, obtemos

p(n+1):20 4+ 21 4 22 4 oo 4 24201 = (nH1 _ 1) 4 pntl
p(n+1): 20 + 21 4+ 22 4 - 4 2042041 = 2 27F1 1
p(n+1):20 + 21 + 22 ... 4 2042741 = pn+2 _ 1

Dessa forma mostramos que p(n + 1) é verdadeira, logo a proposicao € valida
para todo nimero natural n.

Exemplo 3.4. Vamos validar a férmula paran € N

nn+1)2n+1)
6

p(n): 11 + 22 + .+ n? =

Provar por indugédo matematica em “n

Solucao: Passo Base. Note que para n € N, mostraremos que p(1) é verdadeira, ou

seja,

(i) p(1): 11 = 1D — g

Passo Indutivo:

(i) Suponha que, para algum n € N, se tenha que p(n) é a hipétese de indugdo

verdadeira, somando (n + 1)? a ambos os lados da igualdade, temos que
nn+1)2n+1)

pn+1):11 422+ +n2+(n+1)?%2 = 3 +(n+1)2
pn+1):11 + 22+ -+ n2 4+ (n + 1)2 _nln+ D@n+ 1D +6(m+ 17

6
p(n+1): 11 4 22 4+ -+ 102 + (n + 1)2 _nn+ 1)[n(2nJ6r 1) +6(n +1)]
pn+1): 11+ 22+ 402 + (n+1)2 = (n+1)[(n+1)-;1][2(n+1)+1]

Sendo assim verdadeiro para p(n + 1) é verdadeira.
Portanto, a sentenca € valida para todo n € N.
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Exemplo 3.5. (Diagonais de um Poligono) Prove que um poligono convexo de “n” lados
possuli

n(n —3)

p(n): ———,

diagonais.
Solucao: Prova por inducdo matematica em “n”

Passo base. Considerando que n = 3, mostraremos que p(3) é verdadeira, ou seja,

3(3 3)

i) Se n = 3, 0 poligono é um triangulo e possui p(3): = 0 diagonais, ou seja, nao

possui diagonais;

i) Suponhamos que, para algum n > 3, seja verdade que o numero de diagonais de
-3)

um poligono convexo de n lados seja p(n): = e consideremos um poligono de n +

1 lados, com vértices. V;, V,, ..., V;, e Vn+1 Se unirmos V; a V, teremos um poligono de
n lados que, por hip6tese, possui p(n) nn-3) diagonais. Veja o grafico

Figural. Poligono Convexo

Va
1"'Y‘-*l+].

Fonte: O PRINCIPIO DA INDUCAO FINITA — uma abordagem no ensino médio, 2013, pagina 24

Assim, o nimero de diagonais do poligono de n + 1 lados ser& dado por

n(n 3)

p(n+1): +1+Mn+1-3),

onde:

n-3) & o ntmero de diagonais do poligono de n lados (hipétese de inducéo).

1 é o lado 1;V;, do poligono de n lados é uma diagonal na Gtica do poligono de n + 1
lados.

(n+1-3) é o vértice V,,,; se une a todos os vértices para formar diagonais,
excetuando-se V;, 1}, e ele mesmo.
Efetuando-se as devidas contas vemos que

n(n—3)

p(n+1): +1+Mm+1-3)



nn—3)+2+2(n+1-3)
2
n?—-3n+2+2n+2-6

2
n¢—n-2
p(n+1):T

(1 +1): (n+1)2(n—2)

p(n+1):(n+1)(7;+1—3)

O que prova, via indugcdo que p(n + 1) é verdadeira.

p(n+1):

p(n+1):
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4 Divisibilidade

Nesta sec¢éo definimos a divisibilidade, enunciamos e demonstramos o teorema
da Divisdo Euclidiana. A divisibilidade nos permite saber quando um numero é divisivel
por outro, possibilitando a verificagdo de restos ou ndo, para isto usaremos a divisdo
euclidiana.

4.1. Relacéo de Divisibilidade

Nos numeros inteiros, relacionamos dois elementos através da relacdo de
divisibilidade. Assim, como a divisdo de um namero inteiro por outro nem sempre sera
possivel, podemos expressar esta possibilidade através da definicdo abaixo.

Definicdo 4.1. (Divisibilidade) Sejam dois nimeros inteiros a e b, diz-se que a divide
b, escrevendo alb, quando existir ¢ € Z tal que b = ¢ - a. Assim neste caso, a € um
divisor de b, ou um a € um fator de b ou, ainda, que b € um mudltiplo de a.

Observe que a notacdo alb ndo representa nenhuma operagdo em Z , nem
representa uma fracdo. Trata-se de uma sentenca que diz ser verdade a existéncia de
um inteiro c, tal que b = c - a.

A negacao dessa sentenca € representamos por a t b, significando que inexiste
namero inteiro ¢ tal que b = ¢ - a.

Exemplo 4.1. 9 | 27, pois 27 = 9 - 3. Por outro lado 9 néo divide 11, pois considerando
o conjunto M =9m, comme€Z, M = {---, —18, —9,0,9,18, ---}, dos multiplos de 9,
temos que 11 ndo pertence ao mesmo.

Proposicdes: Sejam a, b, ¢ € Z, tem-se que

) 1|a,Va € Z;

Demonstracédo: De fato, 1|a pois a = 1 - a para todo inteiro a, pois 1 é elemento neutro
da multiplicagao.

ii) ala;
Demonstracdo: De fato, se a € um ndamero inteiro qualquer, ala, umavez que a = 1-
a,VaeZeleZ.

iii) a|0;
Demonstracédo: De fato, a|0 pois 0 = a - 0.
iv) Se alb e b|c, entdo a|c;

Demonstracéo: Se a|b, entédo existe um inteiro q, tal que b = a - q. e que se b|c, entdo
existe um inteiro ¢, talque c = b - ¢'.



Portanto,c=b -q¢' =c=a-q -q”"=c=a-(q -q'). Ou seja, a é divisor de c.
v) Sejam a, b, c e d, inteiros, com a # 0 e ¢ # 0, entéo, se a|b e c|d, entdo
(a-b)I(b-d);

Demonstracdo: Se alb, entdo temos um inteiro q, talque b = a - q.
Do mesmo fato, se cld, entdo temos um inteiro q’, talque d = c- q'.

Assim temos que:
b-d=(a-q)-(c-q)=(a-c)-(q-q").
Ou seja, (a-c) é um fator de (b - d), demonstrando a proposicao.
vi) Se alb e alc, entdo alb + c;
Demonstracdo: Se alb e alc, entdo existem g, e g, inteiros tais que:
b=a-qiec=a-q,.
Somando as duas equacdes temos:

b+c=a-(q+qy).
Portanto, alb + c.

Analogamente, demonstra-se a subtracao.

vii) Se alb, entdo alb - c;

Demonstracdo: Se alb entdo temos um numero inteiro a, tal que, b = a-q.
Multiplicando ambos os membros da equacéao por um inteiro ¢, temos que,

b-c=a-(q-c).Portanto, alb - c.

viii) Se alb e alc , entdo alm - b + n - c, quaisquer m,n € Z.
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Demonstracédo: Se alb e alc temos pelo item anterior que alb-m e alc-n para

quaisquer inteiros m e n. Logo, pelo item (vi), segue que alb-m + ¢ * n.
iX) Sejam a e b inteiros, diferentes de zero, tem-se que se alb, entdo |a| < |b|.

Demonstracdo: Se alb com b # 0, entdo existe um inteiro g # O talque b = a - q.

Logo: |b| = |a| - |q|, como b # 0, temos q # 0, logo 1 < |g| e, consequentemente,

lal < lal - 1q] = |bl.
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X) Se bla e alb, entdo a = +b;

Demonstragéo: Suponhamos que alb e que bla. Se a = 0 ou b = 0, temos que
a=b=0.

No caso a, b # 0 temos pelo item (ix) que |a| < |b| e |b| < |al.

Logo, |a| = |b| = a = +b.

xi) Se all, entdo a = +1;

Demonstracdo: Suponhamos que all. Do item (i) temos que 1la para todo inteiro a.
Logo pelo item anterior segue que a = +1.

Xii) alb & —alb < al—b < —al —b.

Demonstracéo:
albeb=a-qq€
Sb=(-a) (—q),—q€L
©-b=a-(-q);—q€L
& -b=(-a)'qq€EL

Exemplo 4.1.2. 1|31, pois 31 =1 - 31.
Exemplo 4.1.3. 5|5, pois5=1"-5.
Exemplo 4.1.4. 6|0, pois 0 = 6 - 0.

Exemplo 4.1.5. 3|12 e 12|48, segue que, 12 =3-4 e 48 = 12 -4, dai
48=(3-4)-4=3-(4-4).
Logo 3|48.

Exemplo 4.1.6. 5|25 e 3|12,temos que 25 =5-5e 12 = 4 - 3. Portanto,
25-12=(5-5)-(4-3)=(5-3)-(5-4).
Logo, 5-3|25-12.

Exemplo 4.1.7. 6|18 e 6|24, com isso temos que 18 = 6-3 e 24 = 6+ 4. Somando as
duas equacdes resulta que 18 + 24 = 6- (3 + 4).
Logo, 6|18 + 24.

Exemplo 4.1.8. 3|12, com isso temos que 12 = 3 - 4. Multiplicando a equacdo por um
inteiro k, temos que, 12-k=((3-4)-k=3-(4-k).
Portanto, 3|12 - k.

Exemplo 4.1.9. 6|18 e 6|24, pelo item (v) da proposi¢cdo, sabemos que 6|18-m e
6|24 - n. Dai, pelo item (vi), temos 6|(18 - m) + (24 - n), V m e n inteiros.
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4.2 Divisao Euclidiana

Nesta secdo apresentaremos o teorema mais importante deste capitulo, o
Teorema da Divisdo Euclidiana que € um instrumento muito importante na obra de
Euclides.

Teorema 4.2.1: (Divisdo Euclidiana) Se a e b sao dois numeros inteiros, com b > 0,
entdo existe e sdo Unicos os inteiros g e r que satisfazem as condicdes:

a=b-q+r e 0<r<hb.

Demonstracdo: Considere S o conjunto de todos os inteiros ndo negativos que sao da
forma
a — bx,

x € Z, isto é,
S={a—bx; x€Za-bx >0}

Mostraremos que S # ¢. De fato, sendo b > 0,entdo b > 1 e tomando
x = —|al, resulta que

a—b-x=a—-b(—la])=a+blal=a+|a] =0

Assim, pelo “Principio da boa ordenacéao”, existe o elemento minimo r de S, tal
que
r=>0 e r =a—b-a (em particular)
ou r=a-bq
a=bqg+r, q €L

Portanto, por hipétese 0 < b, entdo
rn-r=20
rn=r

e desde que b # 0, temos
rn—r =(q— q)b
0=(q —q1)b,
Logo
q-491=0
q=14aq



Exemplo 4.2.1. Efetue a divisdo euclidiana no seguinte caso 16 por 4.
Solugdo: Temos que, 16 = 4 -4 + 0. Assim, 16 € mdltiplo de 4.

Exemplo 4.2.2. Efetue a divisdo euclidiana no seguinte caso 21 por 5.
Solucado: Desse modo, temos que, 21 = 5-44+1e0<1<5.

Assim, temos que o resto e o quociente da divisdo 21 por 5, sdo 1 e 4 respectivamente.

Exemplo 4.2.3. Efetue a divisdo euclidiana no seguinte caso —35 por 3.
Solucao: Desse modo, temos que, —35=3-(-12)+ 1e0<1< 3.

Assim, temos que 0 resto e 0 quociente da divisdao —35 por 3, sdo 1 e —12

respectivamente.

4.3 Aritmética da Paridade

Temos varias situacdes em que é possivel determinarmos a paridade de
expressdes envolvendo nimeros naturais, usando das propriedades da paridade da
soma e da paridade do produto, reapresentaremos cada uma delas acompanhada de

sua respectiva demonstragao.

Por definicdo, todo nudmero inteiro € par quando dentre de seus fatores de

composicao aparecer o numero dois.
NUmero par: a = 2k, para todo k pertencente ao conjunto dos inteiros.

Assim, podemos escrever um numero impar da forma: a = 2k + 1, para todo k
pertencente ao conjunto dos inteiros

Propriedade 4.3.1 (Paridade da soma):

1- A soma de dois numeros naturais de mesma paridade € par.

2- A soma de dois numeros naturais de paridade oposta é impar.

Demonstracéo:

1- Sejam a e b nUmeros naturais de mesma paridade.
Suponhamos, inicialmente, que a e b sejam pares.

Assim, existem nameros naturais k e t tais que a = 2k € b = 2t. Assim
temos que:

a+b=2k+2t=2(k+ t).(i)
Se m = k + t, temos que m é um numero natural; logo, segue de (i) que
a+b=2m,comm € N. Entdo, a + b é par.
Agora supondo, agora, que a e b sejam impares.
Logo, existem nameros naturais k e t tais que

a=2k+1eb=2t+1. Assim:
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a+b=0Qk+1D)+QRt+1)=2k+2t+2=2k+t+1).(ii)
Sem =k +t+ 1, temos que m € um nimero natural; portanto, de (ii), vem que
a+ b =2m,comm € N. Portanto, a + b é, igualmente, par.

Logo, a soma de dois numeros de mesma paridade é par.

2- Agora fazendo que a e b nUmeros naturais de paridade oposta. Assim, um desses
nameros € par e o outro é impar.

Assim, sem perda de generalidade, que a seja par e b seja impar.
Dessa forma, existem nimeros naturais k e t tais que
a=2keb=2t+1e, comisso,
a+b=2k+ 2t+1)=2(k+1t)+ 1. (iii)
Sem = k + t, como t € um numero natural, de (iii), temos que
a+b=2m+ 1, comm € N. Portanto, a + b é impar.

Logo, a soma de dois numeros de paridades diferentes € impar.

Propriedade 4.3 2 (Paridade do produto):

O produto de dois nimeros naturais sO serd impar se os dois numeros forem
impares.

Demonstracéao:
1- Sejam a e b nUmeros naturais impares.
Assim, existem nameros naturais k e t tais que
a=2k+1eb=2t+1. Entao:
a-b=Qk+1)- 2t+1)=4k-t)+2k+2t+1=2Qk -t)+k+t)+1.()
Sem = 2(k-t) + k + t, temos que m € um numero natural; logo, segue de (i) que
a-b=2m+1,comm € N.
Portanto, a - b é impar.

Logo, o produto entre dois nUmeros impares sera impar.

2- Fazendo agora, que a e b sejam numeros naturais, com a par. Nao importando
se b é par ou impar: sO precisamos garantir que os dois ndo séo impares.

Como a é par, existe um numero natural k tal que a = 2k. Assim,

a-b=(2k)-b=2(k-b). (i)
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Sem =k - b, temos que m é um namero natural; portanto, de (ii), concluimos que
a-b=2m,comm € N.

Logo, a - b é par, independente de b ser par ou impar.
Exemplo 4.3.1. Prove que todo nimero natural e seu quadrado tém a mesma paridade.
Demonstracédo: Este resultado € uma consequéncia da propriedade 4.3.2.
1- Seja a um namero natural impar.
Entdo existe um k natural tal que a = 2k + 1. Assim
a’> = 2k + 1)? = 4k* + 4k +1 = 2(2k* + 2k) + 1. (i)
Se m = 2k? + 2k, temos que m é um nimero natural; logo, segue de (i) que
a’ =2m+1,comm € N.

Portanto, assim como a, a?é impar.

2- Suponhamos, agora, que a seja um namero natural par.
Logo existe um numero natural k tal que a = 2k e, entéo,
a? = (2k)? = 4k? = 2(2k?). (i)

Se m = 2k?, temos que m € um namero natural e, portanto, de (ii), concluimos
que a? = 2m, comm € N.

Logo, assim como a, a® é par.

Exemplo 4.3.2. Prove que um numero natural e seu cubo tém a mesma paridade.
Demonstracéo:
1- Seja a um numero natural par.

Pelo exemplo 4.3.1. a? é par, logo, como o produto de dois pares é um par,
entdo a® é par.

2- Seja a um numero natural impar.

Pelo exemplo 4.3.1. a? é impar, logo, como o produto de dois impares € um
impar, entdo a3 é impar.
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Exemplo 4.3.3. Prove que, para quaisquer nimeros naturais a e b, se a for impar entéo
b e a-b tém a mesma paridade.

Demonstracdo: Tome dois nUmeros naturais a e b, com a impar; assim a = 2k + 1,
com k € N.

1- Suponha, inicialmente, b par. Assim, pela propriedade 4.3.2, a - b é par, que é a
paridade de b.

a-b

2- Suponha, agora, b impar. Assim, pela propriedade .4.3.2, a - b € impar, que €
a paridade de b.

a-b

Exemplo 4.3.4. Mostre que se um numero natural é par, seu sucessor € impar, e vice-
versa, ou seja, numeros naturais consecutivos tém paridade oposta.

Demonstracdo: Seja a um namero natural e considere o seu sucessor,a + 1.

1- Suponha, inicialmente, a par. Assim, existe um numero natural k de modo que
a = 2k.

Assim, temos que a + 1 =2k + 1, ou seja, a+ 1 é impar.

2- Supondo, agora, a impar. Entéo, existe um nimero natural k de modo que

a=2k+1.

Dessa forma, a + 1 = 2k + 2 = 2(k + 1). Se fizermos m = k + 1, entdo teremos
que a+1=2m,comm € N, ou seja, a+ 1 € par.

Exemplo 4.3.5. Mostrar que a soma de dois inteiros impares consecutivos é divisivel
por 4. E a de dois pares consecutivos?

Solugéo: Assumindo que um numero impar € da forma 2k + 1 para todo k pertencente
aos numeros inteiros.

Se 2k + 1 € um numero impar, o préximo numero impar € dado por 2k + 3 e
para representar a soma de dois numeros impares consecutivos, fazemos:

(2k + 1) + (2k + 3) = 4k + 4



32
Fatorando, temos:
QRk+1)+R2k+3)=4(k+1)

Temos entdo que 4 € um fator de 4k + 4 e, portanto, 4k + 4 é divisivel por 4,
assim a soma de dois numeros impares consecutivos é divisivel por 4.
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5 Congruéncia Modular

Neste capitulo, apresentaremos a definicdo e algumas propriedades de
congruéncia modular com suas demonstracbes, mostraremos que dois inteiros
possuem 0 mesmo resto, quando divididos por inteiro positivo, estes serao
congruentes.

5.1 Defini¢cao. Sejam € Z, com m > 1. Diremos que dois nimeros inteiros a e
b séo congruentes modulo m se a e b possuirem mesmo resto quando divididos por
m . Neste caso, simbolizaremos esta situacdo como segue

a=bmodm,
Assim quando a e b ndo séo congruentes modulo m, escreve-se
a # b mod m.

Proposicéo 5.1. Considere a,b € Z. Temos a = b mod m se, e somente se,
m|a—b.

Demonstracéo: (=) Suponha que a = b mod m
Temosquea=qm+reb=qm+r,sendo0<r <mecomgq,q; €Z.
Entdoque:a—b = (q; —q)m = m| a — b.

(&) Suponhamos que m| a — b.

Logo, existe q € Z, tal que a — b = mq.

Dai,
b=a+mq.

Sejam r e g, 0 resto e o0 quociente da divisdo euclidiana de b por m, isto é
b=gm+r,com0<r<m

Sendo assim, temos que: a + mq = mq, + .

Logo,a=m(q; —q) +r,com0<r <m.

Portanto r também é o resto da divisdo euclidiana de a por m.

Exemplo 5.1.1. 22 = 4 mod 3, pois os restos da divisdo de 22 e de 4 por 3 sdo iguais
al.

Propriedade 5.1.1. Seja m € N. Para todos a, b, c € Z, tem-se que
1) a = a mod m.
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i) a = b mod m, entdo b = a mod m.
iil) se a = b mod m e b =cmodm, entdo a = ¢ mod m.

Demonstracéao:
i) Como ml0, entdo mla — a, o que nos diz que a = a mod m.

ii) Se a = b mod m, assim temos que mla — b, logo a — b = mq. Multiplicando essa
ultima igualdade toda por (—1), temos que (—a + b) = m(—q), 0 que implica em
b = a mod m.
i) Se a = b mod m e b = ¢ mod m , entao existe inteiros q e g, tais que
a—b=mqgeb—-c=mq
Somando membro a membro as duas igualdades anteriores, temos que
(a—b)+(b—-c)=mqg+mq, =>a—c=m(q+qq).
Logo,
mla —b = a =cmodm.
Exemplo 5.1.2. 5=5mod 3 & 3|(5-5) & 3|0.
Exemplo5.1.3. 7=5mod2 e5=7mod2 < 2|(7—-5)e 2|(5-7) & 2|2e2|-2.
Exemplo 5.1.4. 22 =7mod5e 7 =12mod5 < 5|(22-7) e 5|(7- 12) & 5|15 e

5| = 5.
Logo, segue que 22 = 12 mod 5.
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5.2 Propriedades Operacionais

Existe na congruéncia modular, propriedades operacionais utilizadas na
resolucdo de problemas, na elaboracéo de algoritmos e na fundamentacéo de novos
teoremas.
Propriedades
)Sea=bmodmec=dmodm,entdoa+c=b+ dmodm.
i) Se a = b mod m e ¢ = d mod m, entdo ac = bd mod m.
iil) Se a = b mod m, entdo a + ¢ = b + ¢ mod m.
iv) Se a = b mod m, entdo a™ = b™ mod m, para todo n € N.
V) Se a = b mod m e nlm, entdo a = b mod n.
Demonstracéao:
I) Se a = b mod m e ¢ = d mod m, entdo existem inteiros q e g, tais que:

a—b=mq e c—q=mq,.
Somando membro a membro as duas igualdades anteriores, temos:
(a—=b)+(c—d)=mqg+mqg, = (a+c)—(b+d) =m(qg+qy).
Logo, resulta que:
ml(a+c)—(b+d)=a+c=b+dmodm.

i) A demonstracao é analoga ao item (i).

lii) Se a = b mod m, temos que a —b = mqg, somando e subtraindo ¢ no primeiro
membro da igualdade, temos:

a—b+c—c=mqg= (a+c)—(b+c)=mq.
Assim temos que:
a+c=b+cmodm.
Iv) Se a = b mod m, entdo mla — b. Sabemos que:

a®—b*=(a-b)(@ 1 +a* 2+ -4+ ab* %+ p" 1),
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Como mla — b , entdo mla™ — b™. Assim, a™ = b™ mod m.
V) Se a = b mod m, entdo mla — b. Como nlm = nla — b. Logo, a = b mod n.

Exemplo 5.2.1. Se somarmos todos 0os numeros de 1 a 2019 qual o resto da divisdo
por 107?
Resolucdo: A soma dos algarismos de 1 a9
14+2+34+4+5+6+7+8+9+0) =45
Notemos que,
1+2+--4+10 = 55resto 5 na divisao por 10
11+ 12+ -4+ 20 = 155 resto 5 na divisdo por 10
21+ 22+ .-+ 30 = 255 resto 5 na divisao por 10

2001 + 2002 + ---4+ 2010 = 20055 resto 5 na diviséo por 10

Como 2010 = 201 -10, que conforme acima sdo 201 blocos de 10 numeros,
cuja soma deixa resto 5 na divisdo por 10. Logo, sé precisamos nos preocupar com
este 5 e com o ultimo algarismo dos nove ultimos nameros:

5+1+2+34+4+5+6+7+8+9=50.

O ultimo algarismo € 0, temos que esse numero € divisivel por 10, logo, o resto
da soma € 0.
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6 SEQUENCIAS NUMERICAS

Nesta Secéo faremos o estudo das sequéncias denominadas de progressoes
aritméticas que é uma sucessao de numeros que geralmente possui uma lei de
formacao, com especificidades, como a sequéncia de numeros pares, ou de nimeros
primos, dentre outros.

6.1 Progressao Aritmeética: étoda sequéncia numérica em que cada termo,
a partir do segundo, é igual a soma do termo precedente com uma constante r. O
ndamero r € chamado “razao da progresséao aritmética”

Exemplo 6.1 A sequéncia (4,7,10,13,16,19,22) é uma progressao aritmeética finita de
razao r = 3.

Exemplo 6.2. A sequéncia (10,8,6,4,2,0,—2,—4) é uma progressao aritmética finita
de razéo r = —2.

6.2. Termo Geral da P.A.
Numa progressao aritmética (a4, a,, as, --+), um termo qualquer pode ser expresso em
funcdo da razéo (r) e do primeiro termo (a1) através da férmula matemética.

ap,=a;+n—-1)r

Assim para avangar um termo basta somar a razdo ao primeiro termo, para
avancar dois termos, basta somar duas vezes a razao, e assim sucessivamente.

Exemplo 6.2.1. O protocolo de determinado tribunal associa, a cada dia, a ordem de
chegada dos processos aos termos de uma progressao aritmética de razéo 2: a cada
dia, o primeiro processo que chega recebe o numero 3, o segundo, o0 numero 5, e
assim sucessivamente. Se, em determinado dia, o Ultimo processo que chegou ao
protocolo recebeu o numero 69, entdo, nesse dia, foram protocolados quantos
processos?

Solucao: Primeiro destacaremos as informac¢des importantes do enunciado:

e 1 =razao 2
e a; =0 primeiro processo que chega recebe o nimero 3
e a, = 0 Ultimo processo que chegou ao protocolo recebeu 0 niumero 69

ap,=a,+(n—-1)-r
69=3+(n—-1)-2
69=34+2n-2
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69—-3+2=12n

_ 68
n=5
n=34

Logo, foram protocolados 34 processos.

Exemplo 6.2.2. Um ciclista percorre 15 km na primeira hora de uma corrida. Na
segunda hora de corrida, seu rendimento cai e ele sé consegue percorrer 13 km, e na
hora seguinte 11 km. Continuando nesta sequéncia, quantos quildmetros ele
conseguira percorrer nas 6 horas de prova?

Solucao: Para calcular o total de quildmetros percorridos em 6 horas, precisamos
somar os quildmetros percorridos em cada hora.

A partir dos valores informados, é possivel notar que a sequéncia indicada € uma PA,
pois a cada hora ocorre uma reducgéo de 2 quildbmetros (13 — 15 = —2).

Portanto, podemos escrever a PA para encontrar o valor pedido, ou seja:
PA (15,13,11,9,7,5)

Assim, sabemos que o primeiro termo da PA € 15, que sua razao € igual a —2
e que o numero de termos € igual a 6.

Agora que conhecemos o valor de (a4, a,, as, a4, as, ag), basta somar todos os valores
para encontrar o seu valor:

a,+ a,+ a3+ a,+as+ag=15+134+114+94+7+5=60km

Logo, ao final de 6 horas, o ciclista percorreu 60km.

Exemplo 6.2.3. Ao financiar uma casa no total de 20 anos, Carlos fechou o seguinte
contrato com a financeira: para cada ano, o valor das 12 prestagdes deve ser igual e
o valor da prestacdo mensal em um determinado ano € R$ 50,00 a mais que o valor
pago, mensalmente, no ano anterior. Considerando que o valor da prestacdo no
primeiro ano € de R$ 150,00, determine o valor da prestacao no ultimo ano.

a,=a;+(n—1)r

azo =150+ (20—-1)-50

azo = 150+ 19-50

azo = 150 + 950

azo = 1100

O valor da prestagéo no ultimo ano sera de R$ 1100,00.
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Exemplo 6.2.4. O preco de uma maquina nova € R$ 150 000,00. Com o uso, seu valor
sofre uma reducéo de R$ 2 500,00 por ano. Sendo assim, por qual valor o proprietério
da maquina podera vendé-la daqui a 10 anos?

Solugédo: O problema indica que a cada ano o valor da maquina sofre uma reducéo de
R$ 2500,00. Logo, no primeiro ano de uso, seu valor caira para R$ 147 500,00. No ano
seguinte sera R$ 145 000,00, e assim por diante.

Percebemos entédo, que essa sequéncia forma uma PA de raz&o igual a 2 500. Usando
a férmula do termo geral da PA, podemos encontrar o valor pedido.

ap,=a,+(n—-1)-r
Substituindo os valores, temos:

ago = 150 000 + (10 — 1) - (=2 500)
ajo = 150 000 — 22500
A9 = 12750 0

Portanto, ao final de 10 anos o valor da maquina sera de R$ 127 500,00.
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6.3. Soma Dos Termos De Uma P.A.

DadaaP.A. (a;,a;3,a3,+,an_2,a,_1,a,), que possui n termos, onde 0 primeiro
termo € a,, 0 segundo € a,, -+, 0 penultimo € a,,_, € o ultimo é a,,.

Representando a soma desses termos por S,,, teremos a seguinte expressao
Sp=a1+a,+taz+--+a,_,+a,_1+a,

dai, teremos
Sp=(a; tay)+(a +ap_1) + -

logo, pela Soma de Gauss
Spn=(ay+ay) +(az + ap_1) + -

Como sempre somamos dois termos da P.A. de n termos, teremos g parcela
iguais a (a; + a,), 0 que nos leva a férmula da soma dos termos de uma P.A. finita

n
Sp = (a1+an)'5

Vejamos uma outra maneira para a soma dos termos de uma P.A.
Sp=a1+a,+taz++a,_,+a,_1+a,

Reescrevendo a soma dos termos da P.A. de outra forma e somando as formas
membro a membro, como segue
Sp=a1+a,+taz+-+a,_,+a,_1+a,
_|_
Sp=aptap_1+ap,+tazta,+a

Assim teremos,
28, = (ay + ay) + (a; + ap_1) + (az+a,_5) + -+ (ap_1 + a3) + (a, + a1)

Dai, vem que
Podemos trocar a soma onde teremos n termos inicial iguais a (a, + a,) e resolvendo
a equacao temos a formula

28, =(a; +a,) +(a; +a,)+(a, +a,) ++(a, +a,) + (a; +a,) + (a; + a,)

2S, =n-(aq +a,)
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n
Sn =E-(a1+an)
Exemplo 6.3.1. Dado o conjunto dos numeros naturais, ndo nulos, qual é a soma dos
seus 200 primeiros nimeros pares?

Solucao: Para calcular essa soma, € necessario saber que 0s numeros pares Sao
2,4,6 ... e que eles formam uma PA de razdo 2. Além disso, o primeiro termo é 2 e 0
ultimo deve ser descoberto por meio da férmula do termo geral da PA. Observe:

a,=a;+(n-1)-r

Q00 = 2 + (200- 1) -2

Qo0 = 2 + 199-2

ay00 = 2 + 398

Ay00 = 400

Tendo o termo de numero 200 em maos, substitua todos os valores na férmula
da soma dos termos da PA finita.

a+a 'n
Sn — ( 1 : n)
(2 + 400) - 200
200 =
2
402200
200 — 2
80400
200 — 2
SZOO = 40200

Logo, a soma dos 200 primeiro nUmeros pares é 40200.

Exemplo 6.3.2. Com o intuito de construir um jogo novo, foram colocados sobre um
tabuleiro de xadrez grdos de arroz da seguinte maneira: na primeira casa, foram
colocados 5 gréos; na segunda, 10; na terceira, 15; e assim por diante. Quantos graos
de arroz foram usados nesse tabuleiro?

Solucado: Seguindo esse padréo, teremos uma PA de razdo 5, com primeiro termo
também igual a 5. O numero de termos dessa PA é 64, pois é exatamente 0 nUmero
de casas do tabuleiro. Falta apenas o numero de grados da Ultima casa para calcular a
soma. Esse numero pode ser obtido da seguinte maneira.

ap,=a;+(n-1)r

gy =5+ (64-1)-5

gs =5+ (63) -5

agys =5+ 315

Agq = 320
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Agora basta substituir esses valores na formula da soma dos termos de uma

PA.

a,+a,)'n
Sn:(l Zn)

(5+320)-64
Sp =

2

(325) - 64
ST
S _20800
2
S, = 10400

Portanto o numero de gréos colocados no tabuleiro € 10400 gréos de arroz.

Exemplo 6.3.3. Cris decidiu ser uma influenciadora digital, e, para isso, ela criou uma
conta nas redes sociais. Realizando a divulgacao para os seus amigos mais préximos,
logo no primeiro dia, ela conseguiu 0 marco de 40 seguidores. ApGs esse marco, no
segundo dia, ela conseguiu mais 14 seguidores, no terceiro dia também, e assim
sucessivamente durante toda a primeira semana. Se esse comportamento for
mantido, ou seja, se ela conseguir 14 seguidores por dia, qual serd a quantidade de
seguidores ao final de 30 dias?

Solucdo: A sequéncia formada pela quantidade de seguidores é uma P.A., cujo
primeiro termo é 40 e cuja razdo é 14. Queremos encontrar o termo asy.
De modo geral, sabemos que
a,=a;+(n-1)r
Substituindo pelos valores conhecidos, temos que
aszo =40+ (30-1)-14
azo =40+ (29)-14
aso = 40 + 406
azo = 446

Agora basta substituir esses valores na férmula da soma dos termos de uma

PA.
(a+a,)n
S30 = 2
(40 + 446) - 30
30 = 2
G = (486) - 30
30 = >
_ 14580
30 =7,
530 = 7290

Portanto o numero de seguidores é 7290 no trigésimo dia.
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7 Somatorios

Neste Capitulo estudaremos Somatdrios e suas definicbes, proposicoes,
demonstracdes e exemplos de Somatorios.

7.1 Definicao e Proposicoes

Definicdo 7.1.1. Seja (a,) uma sequéncia de elementos de um conjunto A dotado de
operac¢des de adicao, definimos o somatorio dos seus n primeiros termos como sendo

n

Zai=a1+a2+---+an
i=1

Proposicao 7.1 Sejam (a;), (b;) duas sequéncias de elementos do conjunto A e seja
c € A. Entao,

n n
1) Z(ai+bi) = Zai+
i=1 i=1
n n
ii) zc.ai = C.Z a;;
i=1 1

i=

bi;

n
i=1

n
iii) Z(ai+1 — Q)= Gpy1 — G
i=1

n
iv) z c=n.c.
i=1

Demonstracgao
I) A soma

;(ai + b))

Assim ao somar os n primeiros termos da nova sequéncia (c,), onde, para cada
n € N, define-se ¢, = a,, + b,. Provaremos o resultado por indug&o sobre n.

Paran = 1, temos que

1 1
Z(ai+bi) —a +b = Zai+ b,
i=1 i=1

i=1

[y
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verifica-se que para n = 1 a férmula é valida.

Por hipotese de inducdo, admita que a formula é vélida para algum numero
natural n. Entdo temos que

n+1

Z(al + b)) = Z(al + ) + (@nr + brar)

n+1 n

Z(al-l'b) _zal +Zb +(an+1+bn+1)
i=1

n+1 n

Z(al+b)—2al +an+1+2b ++b,4q

n+1 n+1 n+1

Z(al+b)—2al Zb

Mostrando assim, que a formula é valida para n+ 1, para todo n, e pelo
Principio da Inducéo, temos que a formula é valida paratodon € N .

i) Usando a definicdo de somatorios, temos que

ZC.ai =ca +ca++ca,

n
Zc.ai =c(a; +a, +-+ay)

Paran = 1, temos que
n

Z(ai+1_ a)= a — aq

i=1
0 que mostra a validade da férmula para n = 1.

Por hipétese de inducéo, admita que a proposicao seja valida para um natural

Logo,

n+1 n

D @ = @) = ) (@ = @)+ (@nsz = Gua)

i=1 i=1
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n+1

Z(ai+1 — ;)= Auy1— A1+ Auyy — Apyp)
i=1

n+1

Z(ai+1 — ;)= QAuyz — Q)
i=1

Mostrando que a sentenca € valida para n + 1 e, portanto, pelo Principio da
Indugdo Matematica, vale para todo n € N.

iv) O somatorio
n
2.¢
i=1

representa a soma de n parcelas iguais a c, e, portanto, é igual an - c.

Exemplo 7.1. Seja a sequéncia {a,} em que a; = k?

Ent&o temos que:
6

Zak=32+42+52+62=9+16+25+36=86
k=3

Exemplo 7.2. Seja a sequéncia S = {S,} onde s € {0,3,7} em que S, = s2.
Entao temos que:

s2=0%4+3°47°=04+94+49 =58
SE{O,3,7}

Exemplo 7.3. Prove que para todos os inteiros n > 1,

S() = Zi _ n(n2+ 1)
i=0

O gue iremos mostrar foi apresentado do como a soma dos termos de uma P.A.
de razdo 1 que é a soma dos inteiros n > 1 através de somatorios e indugao

matematica.
n

S(n) = Zi=1+2+3+---+n

i=0

_n(n+1)
=—

Prova por indugdo matematica
Solugdo: Passo Base. Considerando o menor elemento em n € N, temos S(1) sera
verdadeira:



46

() S(1), paran = 1, tem-se

S 11+ 1)
S(l)z ZLZTZ].
i=0

A formula é verdadeira paran = 1.

Passo Indutivo

(ii) Assim se admitirmos hipétese de inducéo verdadeira para n = 1 entdo deve ser
verdadeira para (n + 1), ou seja, S(n) — S(n + 1).

i=0

para algum inteiron > 1.

Deve-se mostrar que
n+1

n+1Dn+2
S(n+1)=Zi=( )n +2)
, 2
1=0
Assim somando (n + 1), em ambos os lados da igualdade, obtemos:
n+1 n
S(n+1)=Zi=Zi+(n+1)
i=0 i=0
n+1
nn+1
s(n+1)=2z=¥+(n+1)
i=0
n+1
nn+1 2(n+1
S(n+1)=Zi=( ) (Hnt D)
, 2 2
1=0
n+1 2
o n+n+2n+2
5(n+1)=21= .
i=0
n+1 2
. o n“+3n+2
Sany= Y =t
i=0
n+1
n+1n+2
S(n+1)=Zi=( )2( )
i=0

Dessa forma mostramos que S(n + 1) é verdadeira, logo é valida para todo n
natural.
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Exemplo 7.4. Provar que

n
Sp = Z a=na
i=0
Para todo n > 1.
Prova por indugdo matematica.
Solucao: Passo base. Considerando o menor elemento para n = 1, mostraremos que
S: é verdadeira, ou seja,

0] S;, paran =1, tem-se

Sl =a
(i) Admitindo a hipétese de inducéo S,, verdadeira, entdo deve ser verdadeira
para Sp;q.
n
Sp = z a=na
i=0

Deve-se mostrar que
n+1

Sn+1 =Za= (n+ Da
i=0

Assim somando-se a em ambos 0os membros da hipotese de indugéo, obtemos:
n

Sn+1=5n+a=2a+a=na +a

i=0
n

Sn+1 =Sn+a=Za+a= (n+ 1a
i=0
Dessa forma mostramos que S,,,; € verdadeira. Logo é valida para todo n > 1.

Exemplo 7.5. Vamos deduzir a expresséo do termo geral da recorréncia
da Pizza de Steiner:
Pn+1 =Pptn+1, p1 = 2.

Podemos escrever expressao do seguinte modo:
Pivr —Pi =i+ 1

Tomando somatoérios de ambos os membros, obtemos

ril(le —p) = nz_f(i +1).
i=1 i=1
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O primeiro membro da igualdade acima é uma soma telescépica e vale p,, —
p1, €nquanto o segundo membro € por nds conhecido e vale
(n—1n
—+n-—-1
2
Portanto temos que
(n—Dn _nn+1)

Pn=—"7"+n—-1+2

1.
2 2 *
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8 Divisibilidade e Congruéncia em Somatoérios
Neste Capitulo destacaremos todos os conteludos apresentados na pesquisa,
nameros inteiros, inducdo matematica, divisibilidade, congruéncias e sequéncias em

somatoérios. Assim trataremos de alguns teoremas e corolarios, finalizando com alguns
exemplos e exercicios.

8.1 Teoremas e Corolarios

As afirmacdes abaixo foram desenvolvidas a partir da observacao de
progressoes aritméticas com razao e primeiro termo iguais a 1.

8.1 Teorema 8.1. Todo n impar > 1, divide a soma dos seus antecessores naturais.

Antes da demonstragdo deste teorema, faremos um exemplo numérico, com
n=7.

Sendo assim, temos que
1+2+3+4+5+6=21
Dai, 7| 21, logo 7 é um caso particular valido.

Uma outra forma de analisar este exemplo, € somando o primeiro termo ao
ultimo, o segundo com o penultimo e assim por diante, vejamos

Figura 2. Soma dos antecessores de 7.

1+2+3+4+5+6=21

w

7
Z

Fonte: Os autores

Notamos que essa soma, também pode ser representado como 7 - q. Neste
caso, em particular, g = 3.

Partindo para notacdo de somatorias, temos que

7-1

D

6
1+2+3+4+5+6=Zi

i=1 i=
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Logo, 7| X7z%i, concluimos que Y721 i = 0 mod 7.

Com base no que foi apresentado, segue a demonstracdo do Teorema 8.1.

Demonstracdo: Dado um ndmero n, impar, temos que a soma dos seus antecessores
naturais sera dado por 1 + 2 4+ --- 4+ (n - 1), temos

(n- D)

142+-4+n-1)= 5

(n-1)()
2

Logo n | , € como n é impar, (n — 1) seréa divisivel por 2.

Coroléario 8.1.1. Y1

0 mod n, para n impar > 1.

|(n -1)(n)
2

Demonstracéo: Pelo Teorema 8.1, temos que n e pela Proposicdo 5.1,

afirmamos que

= Y"1 =0 modn.

| (n-1DMm) .
2 =

Observe o exemplo e consideremos n par, em particular n = 6.

Figura 3: Soma dos antecessores de 6.
par

(_1ﬁ

o

1+2+3+4+5=15

L]

! J
|

impar

Fonte: O autor
Logo, 6 + Y5 1i e concluimos que ¥%1i # 0 mod 6.

Agora faremos a demonstracdo para um par qualquer.

Seja n um natural par de forma n = 2q, vamos mostrar que n ndo divide a soma
de seus antecessores.

Demonstragéo: Vamos definir S,,_; como sendo a soma dos antecessores naturais de
n, isto &,
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Spo1=14+29g+QR2q—-1)+2-2g+QR2q+1)+ -+ 2g-m) +k-2q + (29 + m),
ondemek€Z.

Fazendo a soma dos termos pares e impares, temos:
Sp-1= 2q+2-2q++ k-2qg+1+ 2q—-1D+ 2q+1) +--+2q-m)
|/
+(2q +m)

Soma dos termos pares Soma dos termos impares

Sp—1 = 2q-(\1+2+---+ k)l+1+l2q+2q+---+2q +2q,
Y

T

kl ku
Tomando k' =1+ 2+ -+ k e k" = onémero de parcelas 2q, entdo

Sp1=2q-k'+1+ 2q-k",onde k’e k” € Z
Sp-1= 2q-(k'+k")+1,comk" =k’ + k", assim
S‘n—l — Zq_knl_l_l
Fazendo q - k""" = n, temos

S‘I‘L—l = 2n+ 1

Assim, n t S,,_;, pois sendo n um numero natural par, ele ndo divide nenhum namero
impar.

Fazendo a prépria analise do teorema 8.1, pois se n for um ndmero par o seu
antecessor serd um namero impar, logo havera na soma uma quantidade impar de
termos antecessores, e como sabemos a soma de uma quantidade impar de termos,
sendo todos eles impares serd impar, desta forma, verificamos que n t S,,_;, pois um
namero par nao divide um nimero impar.

Teorema 8.2. Todo n par > 2, divide a diferengca da soma dos seus antecessores
naturais com sua propria metade.

De forma analoga ao que foi apresentado no Teorema 8.1, verificaremos com
n==6.

6
(1+2+3+4+5)—§=12

Como 6|12, temos que 6 € um caso particular valido.
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Analisando de outra forma, pelo mesmo raciocinio da soma de Gauss, ou seja,
somando o primeiro termo ao ultimo, o segundo com o penultimo e assim por diante.

Temos
Figura 4: Soma dos antecessores de 6.

1+2434+445

6
Fonte: O autor

Vemos que existe um termo central que néo € divisivel por 6, sendo justamente
a metade de 6, dai podemos conjucturar que sempre teremos um termo central sendo

6
a metade de n, neste caso 3= 3.

Demonstracdo: Como n é par > 2, considere que n = 2q, com q € N.

Com base no que foi apresentado, segue que
2q
1+2+---+(n—1) =14+24+:--+ (26]—1)—7

(2g-1).(2q) 2q

1+2+-- -1) =
+2+-+m-1) > 5

1+42+-+Mm-1)=2q-1).q9-¢q
1+2+-4+-1)=q.(29-2)
142+-4+n-1)=2q.(q-1)
1+24+-+m-1)=n(q@-1)

Logo n|1+4 2+ -+ (n- 1)—% =n(q-1), paratodo n par > 2, com q € N.

Corolario 8.1.2. 3=} i = ~ mod n, para n par = 2.



53

Demonstracdo: Pelo Teorema 8.2 e de forma analoga a demonstracdo do Corolario
8.1.1. Temos que,

n-1

D%
73
=1

nl+2+-+Mm-1)=n

Logo, Y}-1i =2 mod n, para todo n par > 2.

Exemplo 8.1. Prove por indu¢cdo matematica

p(n): Zlo r—11

para todos os inteiros n = 0 e para todos 0s numeros reais r,r #1.

Prova por inducdo matematica
Passo base: Considerando o menor elemento de n € Z, com n > 0, mostraremos que
p(0) é verdadeira, ou seja, p(0), par n = 0, tem-se

()
0 rotl—1 r-1
0: ) r0=1= -1
p(0): 2, T r—1  r—1

Passo indutivo:
(i) Admitindo a hipotese de inducao para n, isto €, que p(n) € verdadeira, ou seja
n+1
- 1
mostraremos que p(n+ 1) é verdadelra, isto €, p(n) implicaem p(n+ 1)
n+1 Tn+2 -1
T S
p(n+1) T —
Assim somando r™*1, em ambos os lados da igualdade da hipétese de inducéo,

obtemos:
n+1 . n .
p(n+ 1): Z rt z rt 4yl
i=0 i=0

n+l Tn+1 -1
'p(n+1):2 rt=———— 4 yntt

n+l - pentl 1 ety
p(n+1):2 rt = +( ) )

i=0 r—1 r—1

n+l rn+1 -1+ rn+2 _ T.n+1
p(n+1): Z rt =
i=0 r—1




n+1
p(n+1): z rt =
i=0

rn+2 _ 1

r—1

54



55

9 Aplicacbes

Neste Capitulo apresentaremos as aplicacbes voltadas para 0s numeros
poligonais, incialmente abordaremos os numeros triangulares, quadrangulares,
pentagonais, hexagonais e por fim uma abordagem geral provando a veracidade das
sentencas por Inducdo Matematica.

Os pitagoricos (pensadores oriundos da Escola Pitagorica) tiveram uma grande
contribuicdo no desenvolvimento da matematica, ao desejar compreender a natureza
dos numeros e da geometria elaboraram os numeros figurados, que sao ndmeros
definidos pelo somatério de pontos em uma determinada figura geométrica, ou seja, a
guantidade de pontos dentro das figuras geométricas representa um numero
poligonal.

9.1 Aplicacé&o 1. Os nameros triangulares séo denotados por t,, e definido como
a soma dos n primeiros termos da progressao aritmética 1,2,3,4,:--,n — 1,n. A figura
abaixo justifica essa denominacéo.

Figura 5 — Sequéncia dos numeros triangulares.

AN

t,=1 t,=

L]

r3 =6 t,=10
Fonte: RPM-68

De fato, os numeros triangulares representam a soma dos n primeiros termos

naturais podem ser representados pelo somatorio
n

Z i
i=1

Temos que
n

Ziz(n+1)-g

i=1

Percebemos que podemos utilizar os somatoérios nos Nameros Triangulares,
desenvolvendo sua sentenca e aplicaremos a Inducdo Matemética para provar sua
validade.

Assim, a representacao para a sequéncia dos numeros triangulares é

i=(1234,---,n—1n)
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Logo, para os numeros triangulares t,, temos uma P.A. de razdo 1 com n
termos, logo a soma dos n primeiros termos dos numeros triangulares é a soma dos

nameros naturais dado por
n

tn=2i=1+2+3+---+(n—1)+n

i=1
n

n
th = i=1+2+3+---+(n—1)+n=(n+1)-§
i=1

Pela soma dos termos da P.A.

t, = 1
t, =t; +2
ty =t,+3
t,=t;+4
ts =t,+5
th=th_1tn

ty=14+2+3+44+5+-+n

Usando a sentenca da soma dos termos, concluimos que o termo geral da sequéncia
de nimeros triangulares é
(1+n)n

[ >

Vamos agora provar por Inducdo Matematica que t, para 0S numeros
triangulares é verdadeira.

Vejamos como usar esse método para mostrar a validade, para todo natural n,
da sentenca

n
tn=1+2+3+-~-+(n—1)+n=(n+1)-§

Demonstracdo analoga ao exemplo 3.2. da pagina 19.

Prova por indugdo matematica em “n”.
Considerando o menor elemento em n € N, mostraremos que t, é verdadeira, ou seja,
() Paran =1, tem-se
_a+n-1 2
=~z 271
(i) Admitindo a hipétese de inducao para n, isto é, que t,, € verdadeira, ou seja

ty =

n
tn=1+2+3+---+(n—1)+n=(n+1)-§
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Mostraremos que tn+1 € verdadeira, isto €,
n+1)

2
Somando n + 1, em ambos os lados da igualdade na hipétese de inducéo, obtemos

tper=1+2+3++n+m+1)=(n+2)-

n
thpr=tph+(m+1) = 1+24+--4+n+m+1)= (n+1)-§+(n+1)
Desenvolvendo o segundo membro, temos

n+1) n+2n+1
thr = 1+2+3+---+n+(n+1)=( ) ( )

2
n+1l)-(n+2
tny1 = 1+2+3+~~-+n+(n+1):( )2( )
(n+1)

thsr = 14243+ 40+ @0+ =0+2) —

Dessa forma mostramos que t,,; € verdadeira, portanto, t,, € verdadeira para
0S numeros triangulares, com n natural.

9.1 Aplicacao 2. 0s nameros quadrangulares g, sdo definidos como a soma

dos n primeiros termos da progressao aritmética 1,3,5,7, (2n — 3), (2n —1). A figura
abaixo justifica essa denominacéo.

Figura 6: Sequéncia dos numeros quadrangulares.

| H a88

g1=1 g,=4 g5=9 q4=16
Fonte: RPM-68

De fato, os numeros quadrangulares representam a soma dos n primeiros
impares, podemos representar pelo somatorio

n-1
22i+1.
i=0

Dai, pelas Proposicfes 5.1 temos

n—1 n—-1 n—1
ZZL+1=ZZi+Zl
=0 i=0 i=
n—-1 n—1 n-1
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n-—1
n—1)'n
22i+1=2 ( ) n
2
=0
n-1
2i +1=n?
=0

Logo, os numeros quadrangulares g,, sempre serao divisiveis por n € N.

Aplicaremos o somatdrio para os niumeros quadrangulares e provaremos por
Indugdo Matematica que gq, € verdadeira. Assim, temos para 0S numeros
guadrangulares uma P.A. dos numeros impares com n termos, logo a soma dos

ndameros quadrangulares sera
n

qn=Z(2i—1)=1+3+5+---+(2n—3)+(2n—1)

i=1

=1
n n
qn = Z 20 — Z 1
i=1 i=1
n n
qn =2 Z i— 1
i=1 i=1
_, + 1)n
dn 2 n
qn=n*+n-n
qn = n?
Pela soma dos termos da P.A.
q1 = 1
42 =q1+3
q3 =4z +5
Qs =qz+7

s =q4+9

n = qn-1 + (Zn - 1)

Gn=1+3+5+7+9+—+(2n—1)

Usando a sentenca da soma dos termos, obtemos o termo geral da sequéncia de
nameros quadrangulares
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[1+(2n—-1D]n
2

qn =
_ (2n)n

n = 2

qn =1

Vamos provar agora por Inducdo Matemética que ¢, para 0s numeros
guadrangulares é verdadeira.

Dessa forma usaremos este método para mostrar a validade, para todo natural
n, da sentenca

Gn=1+3+-+(2n—-1) =n?

Prova por indugao matematica em “n”.
Considerando o menor elemento em n € N, mostraremos que g, € verdadeira, ou seja,
() Paran=1,tem-seq; =1=1%2 =1.

(i) Admitindo a hipétese de inducéo para n, isto é, que g, € verdadeira, ou seja
Gn=1+3+-+(2n—-1) =n?
Mostraremos que g, € verdadeira, isto &,
Gni1= 1+3+-+Cn—-1D)+C2n+1)=n+1)>?
Assim somando 2n + 1, que é o proximo numero impar apos 2n — 1, em ambos 0s
lados da igualdade na hipétese de indugéo, obtemos

i1 =14+3++C2n-1D+2n+1)=n*+2n+1)
Gnir = 143+-+C2n—-1D+C2n+1) =n+1)?

Dessa forma mostramos que g, € verdadeira, logo g,, é verdadeira para os
numeros quadrangulares.
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9.1 Ap| icat;éo 3. Os nimeros pentagonais p,, sdo definidos como a soma dos n
primeiros termos da progresséo aritmética 1,4,7,10, ---,3n — 2. A figura abaixo justifica
essa denominacao.

Figura 7: Sequéncia dos numeros pentagonais.

o W WY

py=1 py=12 4= 22
Fonte: RPM-68

Para os numeros pentagonais p,,, temos uma P.A. (1,4,7,10,---,3n — 2,--+), cuja

razao é 3, assim soma de seus termos sera
n

pn=Z(3i—2)=1+4+7+10+---+(3n—2)

i=1
n n
Pn = Z 3i— Z 2
i=1 i=1
n n
Pn = 32 i —Z 2
i=1 i=1
+ 1)n
Pn = BT —2n
_ 3n*+3n—4n
Pn = 5
_3n*-—n
Pn = >
Pela soma dos termos da P.A.
b1 = 1
p,=p1+4
p3=p2+7
ps =p3+10

ps = ps +13

Pn = Pn-1+(Bn—2)

pp=14+4+7+10+13+ -+ (3n—2)

Usando a sentenca da soma dos termos, obtemos o termo geral da sequéncia
pentagonais
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[1+ (Bn—-2)n

Pn = 2
[3n —1]n
Pn= g
3n? —n
Pn = 2

Vamos provar por Indugdo Matematica para os numeros pentagonais que p,, €
verdadeira.

Assim usando este método para mostrar a validade, para todo natural n, da
sentenca
3n2—n

Pn=14+44+7+-4+0@Bn-2)= 5

113 ”

Prova por inducdo matematica em “n”.
Considerando o menor elemento em n € N, mostraremos que p, € verdadeira, ou seja,
() Paran =1, tem-se
3-12-1 3-1

2 2

=1= ~2.4
(i) Admitindo a hipétese de inducao para n, isto é, que p,, € verdadeira, ou seja
3n®—n

2

Pn=1+4+7+-+0Bn-2)=

Mostraremos que p,,, € verdadeira, isto €,
3n+ 1) -(n+1)
2
Assim somando 3n + 1, em ambos os membros da igualdade na hipétese de
inducédo, obtemos

Pny1=1+4+7+--+Bn-2)+(GBn+1)=

n®—n

3
Prp1=1+4+7++@Bn-2)+@n+1) =

+(@Bn+1)

3n —n+203n+1
Pn1=1+4+7+-+0@Bn-2)+Bn+1) = 2( )

3n?—n+6n+2
Prs1=1+4+7+--+Bn-2)+Bn+1) = >

3n+6n+2+4+1-n—-1
Pp1=1+4+7+-4+@Bn-2)+@Bn+1) = >

3n+6n+3—-—n—1
Pni1=1+44+7+---+Bn-2)+Bn+1) = 5

3P+ 2n+1)—-(n+1
Pry1 =1+4+7++@Bn-2)+GBn+1) = ( 2) ( )

3(n+ 12 —=(n+1)

Prs1=1+4+7+-+0Bn-2)+Bn+1) = 5
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Dessa forma mostramos que p,,., € verdadeira, logo p,, € verdadeira para 0s
nameros pentagonais.

9.1 Aplicacao 4. os nimeros hexagonais h,, s&o definidos como a soma dos n
primeiros termos da progressédo aritmética 1,5,9,13,17,---,(4n — 3). A figura abaixo
justifica essa denominacao.

Figura 8: Sequéncia dos nimeros hexagonais.

h1=1 F?2=6 h3=15 h4

Fonte: RPM-68

Il
b
(=]

Para os numeros hexagonais h,, temos uma P.A.(1,5,9,13,17,---,(4n — 3)),
assim apresenta a razéo 4, logo sua soma sera

n
hn=Z(4i—3)=1+5+9+13+17+---+(4n—3)

i=1

i=1 i=1
n
hn=4Zi— 3
i=1 i=1
+ 1n
h, = ( 2) —3n

h, =2n*+2n—3n
h,=2n?-n

Pela soma dos termos da P.A.

hy = 1
hy=h, +5
hs=hy +9
hy = hs + 13

h5:h4+17
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th = hn—l + (477. - 3)

ha=1+5+9+13 417 + -+ (4n — 3)

Usando a sentenca da soma dos termos, obtemos a sequéncia de numeros
hexagonais

[1+ (4n—3]n

h, =
2

[4n — 2]n
h, = >
L _4n®—2n
o2
h, =2n%>-—n

Vamos provar por Inducdo Matematica que h,, para os humeros hexagonais é
verdadeira.
Mostraremos assim este método para mostrar a validade, para todo natural n,
da sentenca
h,=1+5+9+ -+ @n—-3)=2n?>—-n

Prova por inducdo matematica em “n”.
Considerando o menor elemento em n € N, mostraremos que h; € verdadeira, ou seja,
(i) Paran = 1, tem-se
hy=1=2-12-1=2-1=1
(i) Admitindo a hipétese de inducao para n, isto é, que h,, é verdadeira, ou seja
h,=1+54+9+ -+ @n—-3)=2n?>—-n
Mostraremos que hn+1 € verdadeira, isto €,
hpy1= 14549+ +(@n—-3)+@n+1)=2n+1)2-(n+1)
Somando 4n + 1, em ambos os membros da igualdade na hipétese de inducéo,
obtemos

Ray1=1+5+9++@n—-3)+@n+1)=2n*—n+“4n+1)
Roy1=14+5+94++@n—-3)+Un+1)=2n* —n+4n+1+1-1
Roy1=1+5+9++@n—-3)+(@Un+1)=2n*+4n+2-n—-1
o1 =14+5+94++U@n—-3)+Un+1)=2n*+2n+1)—(n+1)
a1 =1+5+9++@Un—-3)+U@n+1)=2(n+1)*>—-(n+1)

Dessa forma mostramos que h,,; € verdadeira, logo h,, € verdadeira para 0s
ndameros hexagonais.
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9.1 Aplicag a0 5. Para os nimeros poligonais podemos fazer uma generalizagéo
denotado por B, e observamos fundamentos em sua forma, pois apresentam algumas
semelhancas. Assim temos,

n
n+1)n
tn=Zi=1+2+3+--~+(n—1)+n=%
i=1
qn=Z(2i—1)=1+3+5+---+(2n—3)+(2n—1)=n2
i=1
3n?2 —n

n
pn=2(3i—2)=1+4+7+10+--~+(3n—2)= 5

i=1

(4i—3)=14+549+13+17+ -+ (ln—-3)=2n*>—-n

VR

h, =

i=1

Deste modo podemos chegar na sentenca generalizada onde o tipo de
poligonal € dado por m, o numero de lados do poligono, como nos tridangulos m = 3,
nos quadrados m = 4, nos pentagonais m = 5, e assim sucessivamente e tomando n
como sendo a ordem do poligono, observamos que cada namero poligonal qualquer
basta multiplicar m — 2 (duas unidades a menos) pelo triangular anterior t,,_, € somar
com a ordem n, assim temos

P3,n=tn=tn_1+n

Pon=qn=qn1tn=2¢t_,+n
Ps=pp=pPp1+n=3t,_1+n
P6'n:hn:hn_1+n:4tn_1+n

Phn=(Mm=2)"t,_1+n

Figura 9: Tabela com Poligonais.

n=1 |n=2 [n=3 |n=4 [n=5 |n=6 |[n=7 |[n=8
Triangulares m=23 1 3 6 10 15 21 28 36
Quadrangulares m=4 1 4 9 16 25 36 49 64
Pentagonais m=5 1 5 12 22 35 51 70 92
Hexagonais m=6 1 6 15 28 45 66 91 120
Heptagonais m=7 1 7 18 34 55 81 112 148
Octogonais m=28 1 8 21 40 65 96 133 176
Eneagonais m=9 1 9 24 46 75 111 154 204
Decagonais m=10 1 10 27 52 85 126 175 232

Fonte: O autor
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Aplicando Indugéo Matematica que P, , para os numeros poligonais em sua
forma geral seja verdadeira.

Considere a proposicao

Ppn=0m-=2) t,_41+n

Provaremos por indugao matematica em “n”, com m fixado.
Considerando o menor elemento em n € N, mostraremos que P,,; € verdadeira, ou
seja,

0] Ppn1, paran=1, tem-se:

_(0-1)0

Pm,l = (m - Z)to + 1, tO 2

Pm’]_ - 1,
E isto é verdade, pelo fato de 1 ser o primeiro termo que qualquer sequéncia.

+0=0

(if) Admitindo a hipotese de indugéo para n, isto €, que P, ,, € verdadeira, ou seja
Ppn=0m-=2)t,_;+n

Mostramos que P, ,,1 € verdadeira, isto €,
Prn+1 = (m-2)-t,+(n+1).
n-(n+1)
Prpss = (m—2) - ————
Somando (m — 2)n + 1 na hipétese de inducéo P, ,, para obter Py, ,,+1, assim,
Ppni1 =Pun+(m—=2n+1

+(m+1)

Desenvolvendo, temos
Ppnsi=(Mm—=2)t, 1 +n+(m-2)n+1
Pm,n+1 =mMm-2)(tp1+n)+(n+1)
Pont1=(m—=2)t, +(n+1)

Portanto, B, , = (m — 2) - t,_; + n é verdadeira, para todo n natural.

Generalizando, tem-se
Ppn+1 =Bun+(m—=2n+1
Pon=Ppn-1+(m-=2)(n—-1) +1
Assim,
m-2)n—1)+1=Py,—Ppn-1-

Observacéo: Analisando a igualdade acima, observe que atribuindo valores
para “m”, encontramos a sequéncia que corresponde as diferencas primeiras dos
nameros poligonais.

th —thog =1,

dn = Gn-1 = 2n—1;

Pn —Pp-1=3n—2.



Ou mais,
Param = 3;
m-2)(n—1)+1
B-2)n—-1)+1
n «~ (n) comn €N,
Param = 4,
4-2)(n-1+1
2n—2+1
2n—1+(2n—-1) comn € N.
Param = 5;

G-2)n—-1)+1
3n—3+1.(n)comné€N.
3n—2+((Bn—-2)comn € N.

Vamos analisar particularizando param =3 em = 4.

Para m = 3, e escolhendo n = 3, temos.
Pon=Ppn-1+(m-2)(n—-1) +1
P33 =P;, + B-2)2)+1
P;3=3+2+1
P33 =6.

Agoraparam=4en =4,
Pm,n =Ppn-1 Tt (m— 2)(" -D+1
Poa=Ps+(4—-2)3)+1
Pby=9+6+1
Py, = 16.

Agora para o numero hexagonal m = 6 e ordem n = 3, assim temos:

Pon=Ppn-1+(m-=2)(n—-1) +1
Pg3 = Pg, + 6-2)(2)+1
Pss=6+8+1

Ps5 = 15.

Portanto o numero hexagonal m = 6 de ordem n = 3 é igual a 15.

66
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9 Consideracdes Finais

Diante da percepcéo das abordagens em geral dos conteudos de Aritmética e
das progressoes aritméticas ensinadas aos alunos do ensino fundamental e superior,
observamos que essa abordagem poderia ser conjunta, isto é, ser discutida em
paralelo e ndo isolada, e além disso, elencar aplicagdes que viabilizem a ampliacédo
dessas abordagens, criando e favorecendo um leque mais amplo para o ensino.

Com isso, este trabalho lancou uma proposta destinada ao ensino, em
particular, referente ao ensino de Aritmética, debrucando seu objetivo em vincular os
conteudos, explorando e expandindo as vertentes de aprendizagem, pois € necessario
uma conversacdo entre os temas de modo a garantir o real significado para as
notacdes, regras e propriedades. Dessa forma, ocorreu uma investigacao dos topicos
destacados e uma percepcao dessa correlacéo.

Ciente da fundamentacao tedrica, conseguimos identificar padrdes que regem
as aplicacdes voltadas para os nimeros poligonais, conseguindo provar por inducéo
suas sentencas matematicas, usando a notacdo de somatério e mais ainda interpretar
os resultados com a figura de cada poligono. A utilizacdo dessas aplicacdes de
nameros poligonais em Matematica no ensino superior oferece um recurso didatico a
mais para o0 ensino na aprendizagem e criar estratégias que possibilitam o sentido e
construir significados de idéias e criticas dos conceitos construidos. Além disso, no
ensino fundamental e médio, a abordagem de sequéncias, em especial progressdes
também podem ser vinculadas a aplicacio dos numeros poligonais e sua
interpretacdo, mostramos o0s padrdes que regem a aplicacdo na aritmética e
geometria, fazendo com que se torne mais atraente o ensino abordado.

Estabelecendo estas relagbes conseguimos explorar e reconhecer indagagdes
em torno da aritmética e os numeros poligonais, consciente que no curso deste projeto
esbarramos em diversas situacdes e e dificuldades que, por conta da grande
extensao, deixaram de ser discutidas. Isto exposto, colocamos a disposicao trabalhos
futuros que possam enriguecer ainda mais essa vertente: Um estudo relacionando as
progressfes geométricas e 0s somatorios e produtérios; as possibilidades de
aplicacOes relacinando as progressées geométricas e a geometria; investigacdo de
padrdes relacionando as progressfes e outros tipos de niumeros.

Por fim, acreditamos na relevancia desta pesquisa, atendemos as expectativas
ao incluir demonstracdes e interpretacdes relevantes ao que foi proposto, alcancando
0 maior interesse deste projeto, associar 0os contetdos através de uma abordagem
signficativa.
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