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RESUMO

Este trabalho visa abordar a demonstracao do Teorema de Pitadgoras e sua Generalizagao,
bem como a equivaléncia entre areas de figuras planas, de forma geométrica por meio de
dissecgoes (quebra-cabecas). A proposta presente aqui é apresentar um material didatico
e ludico, com ideias de atividades que proporcione o professor a trabalhar tais demons-

tracoes em sala de aula.

Palavras-chave: Disseccoes. Teorema de Pitédgoras. Demonstragoes. Quebra-cabegas.



ABSTRACT

This paper aims to address the demonstration of Pythagorean theorem and its Generaliza-
tion, as well as the equivalence between areas of flat figures, in a geometric shape through
dissections (puzzles). The proposal is to present a didactic and ludic material, with ideas

of activities that provide the teacher to work such demonstrations in the classroom.

Keywords: Dissections. Pythagorean theorem. Demonstrations. Puzzles.
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1 INTRODUCAO

As demonstragoes matematicas na Educacao Béasica do Brasil sdo pouco discuti-
das, ficando sua abordagem mais concentrada nos cursos superiores de matematica. Esta
tematica provoca algumas opinites conflituosas ja que alguns pesquisadores, em sua mai-
oria, defendem que as demonstracoes devem ser introduzidas no Ensino de matematica
desde as séries iniciais e outros acreditam que somente em séries mais elevadas, quando
o aluno ja apresenta um processo cognitivo mais desenvolvido e capaz de compreender
conceitos mais abstratos.

Embora existam opinides controvérsias de qual o momento certo e a forma mais
adequada de ser abordada, existe um consenso sobre a importancia das demonstracoes no
estudo e desenvolvimento da matematica desde os primordios, Davis e Hersh (1985) em

seu livro [2], relata:

[...] que a primeira demonstra¢do na histéria da matemaética foi dada por
Thales de Mileto (600 a. C.). Ele demonstrou que o didmetro de um circulo
o divide em duas partes iguais. Ora, isso é uma afirmagdo tao simples que
parece evidente por si propria. A genialidade, neste caso, foi perceber que uma
demonstracio é possivel e necessaria. O que torna uma demonstracio mais
do que simples pedantismo sao suas aplicacoes a situacoes onde as afirmativas
sao muito menos transparentes. Na opinido de alguns, o nome do jogo da
matematica é demonstracao; sem demonstracoes, nada de matematica. Na
opinido de outros, isso é bobagem; ha muitos jogos na matemética.(DAVIS;
HERSH, 1985,p.178).

Tendo em vista a importancia de se trabalhar o processo de demonstragao no
Ensino de Matematica e levando em consideragao que o aluno da Educacao Béasica geral-
mente tem uma dificuldade maior para compreender as demonstracoes quando feitas de
forma algébrica, realidade muitas vezes vivenciada nas escolas brasileiras, este trabalho
vem com uma proposta de apresentar uma forma dindmica e ladica para expor a demons-
tracao geométrica de um dos mais importantes teoremas da Geometria Plana, o Teorema
de Pitagoras e sua Generalizacao, além da equivaléncia de areas entre figuras planas, tudo
isso através de dissecgbes matematicas (quebra-cabegas).

Ao longo deste trabalho serao apresentadas algumas técnicas e o processo de cons-
trucao de alguns quebra-cabecas que possibilitara aos docentes a producao de um material
didéatico que facilitara a compreensao dos estudantes acerca destas demonstracoes.

No Capitulo 2, serao apresentados alguns conceitos basicos de Geometria Plana
para melhor assimilacao dos contetidos abordados no decorrer do texto.

No Capitulo 3, falaremos das disseccoes mateméaticas destacando alguns fatos
historicos e expondo alguns tipos e técnicas de dissecgoes, com o intuito de facilitar o

entendimento e a aplicacao destas, no processo de construcao dos quebra-cabecas.
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O Capitulo 4, traz um breve historico da vida de Pitagoras, discorre também
sobre o Teorema de Pitagoras e sua Generalizacao e por tltimo apresenta a construgao
de algumas disseccoes utilizadas para demonstrar a Generalizacao desse teorema.

Por fim, no Capitulo 5, apresentamos algumas propostas de atividades que podem
ser trabalhadas na sala de aula para facilitar a compreensao e auxiliar nas demonstra-
¢oes do Teorema de Pitagoras. Estas propostas podem ser aplicadas tanto no ensino

fundamental como no médio, a depender das metodologias usadas pelo professor.



2 CONCEITOS PREVIOS

Neste capitulo, enunciaremos alguns conceitos basicos de matemaética, que servi-
rao para elucidar e fundamentar a compreensao dos assuntos abordardos ao longo deste
trabalho. O texto a seguir, ¢ baseado nas referéncias [3] e [9], o leitor que tenha interesse

em um estudo mais detalhado destes temas, recomenda-se consulta-las.

2.1 Poligonos

Definicao 1 Sejam A, As,--- , A,, comn > 3, pontos distintos, de modo que trés pontos
consecutivos nao sao colineares, entao temos que a reuniao dos segmentos Ay As, AgAs,

-, An_1, A, chama-se poligono.

A figura a seguir representa exemplos de poligonos

Figura 1: Poligonos

By

Fonte: Autor.

Os poligonos sao constituidos dos seguintes elementos: vértices, lados e dangulos.
chamamos de perimetro do poligono a soma das medidas dos lados do mesmo. Ou seja,

considerando o poligono Ay As A3 A4 A5 Ag, da Figura 1, temos que:

e Os vértices do poligono sao os pontos: A, As, Az, Ay, As, Asg.

e Os lados do poligono sao os segmentos: A As, AsAs, AsAy, A4As, AsAg, AgAj.

e [ os angulos internos do poligono sao: ;1\1 = A61/4\1A2, 1/4\2 = A1171\2A3, . 1/4\6 =
AsAgAy

Chamamos ainda de regigo poligonal, a regiao limitada do plano delimitada pelos
segmentos Ay Ay, AxAs,. .., A 1AL, ALA;.

Os poligonos podem ser classificados de acordo com a sua regiao poligonal e

também pelo seu nimero de lados.
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Classificando os poligonos de acordo com sua regiao poligonal, dizemos que ele é

convexo ou concavo (nao convexo).

Definicao 2 Um poligono € considerado convexro se, e somente se, a reta determinada
por dois vértices consecutivos quaisquer deixa o poligono totalmente contido em um dos

dois semiplanos determinado por essa reta.

Seja o poligono A1 A, ... A, podemos classifica-lo quanto ao seu nimero de lados
como um n-latero (ou n-agono). Ou seja, os poligonos recebem nomes especiais de acordo
com o nimero n de lados que possuem. Observe na tabela abaixo alguns exemplos dessa

correspondéncia:

Tabela 1: Nomeclatura dos poligonos

Niamero n de lados/angulos | Nome do Poligono
n=3 Triangulo
n=4 Quadrangulo
n=>9 Pentagono
n=~06 Hexagono
n="7 Heptagono
n==~8 Octogono
n=29 Eneagono
n =10 Decéagono

Entre os poligonos convexos, destaca-se um grupo especial de poligonos, aqueles
que apresentam todos os lados congruentes (equilateros) e todos os angulos congruentes

(equiangulos), estes sao conhecidos como poligonos regulares. Veja alguns exemplos

abaixo:
Figura 2: Poligonos
C
D : C E D
i 1 F C
: —
A B A B A B
Triangulo equilatero Quadrado Hexagono regular

Fonte: Autor.
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2.2 Congruéncia

Definicdo 3 Sejam AB e CD dois segmentos de mesma medida, entdo dizemos que AB
e OD sio segmentos congruentes e representamos por AB = CD. Da mesma forma, se

dois dngulos AOB e COD tem a mesma medida, dizemos que eles sao congruentes, e
denotamos por AOB = COD.

Definicao 4 Sejam dois poligonos A1Ay... A, e B1By...B,, com n > 3, dizemos que
estes poligonos sao congruentes se todos os dngulos do poligono A1 A, ... A, forem congru-
entes aos respectivos dngulos do poligono BB, ... B, e, além disso, os lados do poligono
A1As ... A, forem congruentes aos lados correspondentes do poligono B1Bs ... B, ou seja,
se dois poligonos sao congruentes, € possivel mover um deles no espaco e fazer coincidir

com o outro sem deformd-los.

Por exemplo, na figura abaixo, os poligonos ABCDFE ¢ A’ B'C'D'E’ sao congru-
entes, pois AB=A'B', BC=B'C',CD=C'D', DE=D'E'e FA = E'A’, e além disso,
temos que os angulos ABC = A’E\’C’, BCD = B’a’\’D’, CDE = C”b\’E’, DEA=DTEA
e EAB=FE'A'B'.

Figura 3: Poligonos Congruentes

2.5
D C
11 £ 4200 gge
E 4 127.9°
33
2.5

Fonte: Autor.

Em particular, para o caso de triangulos, sabe-se que para que dois triangulos
sejam conguentes basta que tenham ordenadamente congruentes dois lados e o angulo
formado por eles, (caso LAL) ou que tenham ordenadamente congruentes um lado e os dois
angulos a ele adjacentes (caso ALA), ou ainda os trés lados ordenadamente congruentes
(caso LLL).

2.3 Semelhanca

Definicao 5 Sejam os poligonos A1 Ay ... A, e BiBy...B,, comn > 3, dizemos que es-

tes poligonos sao semelhantes se todos 0s angulos dos vértices correspondentes do poligono
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A1As ... A, e do poligono B1Bs ... B, forem congruentes, além disso, todos os lados cor-
respondentes do poligono A1As ... A, e do poligono B1Bs ... B, forem proporcionais, ou
seja, dois poligonos sao ditos semelhantes se pudermos di latar e/ou girar e/ou refletir

e/ou transladar um deles até fazer coincidir com o outro.

A razao de proporcionalidade (ou razao de semelhancga), que é obtida pelo quoci-
ente entre os lados do primeiro poligono e os lados correspondentes do segundo poligono,
deve ser a mesma para todos os lados do poligono.

Perceba na figura abaixo, que os poligonos ABCDE e A'B'C'D'E’ sao seme-
Ihantes, pois ABC = A'B'C", BCD = B'C'D', CDE = C'D'E', DEA = D'E'A’ e
EAB = E/A\/B/7 além disso, temos que AB = %A’B’, BC = %B’C”, CD = %W,

1 1
DE = §D’E’ e FA = EE/A/’ ou seja, os poligonos ABCDE e A'B'C'D'E’ sao semelhan-

1
tes com razao de proporcionalidade igual a 3

Figura 4: Poligonos Semelhantes

A. 3.4
83 7°

A 1.7 e

_./'I I'\____

88.7° 142.9° 42

il
D

g0° 141.5° gQ°

—l |'/.--. ]
B 2 C =) 4

Fonte: Autor.

Sabemos ainda, que se dois poligonos sao congruentes também sao semelhantes,
pois se sao congruentes possuem todos os angulos correspondentes congruentes e os lados
correspondentes também congruentes, portanto proporcionais, com razao de proporci-
onalidade igual a 1. Além disso, se dois poligonos sao semelhantes suas diagonais e os
perimetros também sao proporcionais e a razao de proporcionalidade, entre estas medidas,
¢ a mesma estabelecida entre os lados.

Em especifico temos que, dois tridngulos sao semelhantes se, e s6 se, possuem
dois angulos ordenadamente congruentes (caso AA), ou se tem dois lados correspondentes
ordenadamente proporcionais e o angulo compreendido entre eles seja congruente (caso
LAL), ou ainda se possuem os trés lados correspondentes ordenadamente proporcionais
(caso LLL). Estas trés situagoes sao conhecidos como os casos (ou critérios) de semelhanca

de triangulos.



CAPITULO 2. CONCEITOS PREVIOS 15

2.4 Area de poligonos

Definicao 6 Dado o poligono A1As... A,, com n > 3, a drea dessa regiao poligonal é
um numero real positivo que serve para quantificar o espaco delimitado por ela, e possui

as sequintes propriedades:

1. Poligonos congruentes estao associados a dreas iguais (nimeros iguais).

2. Se um Poligono convexo é particionado em um nimero finito de outros poligonos con-
veros, de forma que quaisquer dois deles possuem em comum somente uma aresta ou um

vértice, entao a soma das dreas dos poligonos menores € igual a drea do poligono maior.

3. Se um poligono (menor) A1As...A,, comn > 3, estd contido no interior de um po-
ligono (maior) BBy ... B, com m > 3, entdo a drea do poligono AyAs...A, é menor

que a drea do poligono B1Bs ... B,,.

4. A drea de um quadrado unitdrio € igual a lu.a.

Agora que ja sabemos o conceito generalizado de area de poligonos, apresentare-
mos as formulas utilizadas no célculo da area de alguns poligonos mais conhecidos, porém
nao iremos mostrar demonstracoes destas formulas por nao ser este o objetivo do trabalho,
mas tais demonstracoes podem ser encontradas nas referéncias [3] e [9]. Lembrando que,
como estamos trabalhando com superficies bidimencionais a unidade de medida estara

2

sempre ao quadrado, por exemplo, cm?, m?, km?, etc.

e Area do Quadrado

O quadrado é um poligono que possui 4 lados iguais e 4 angulos retos (angulos de
90°). E sua &rea é calculada pelo produto de suas dimensoes assim, dado um quadrado

de lado a, temos que:

Figura 5: Area do quadrado
| L]

a AT&CL(Q) = aXa
AT@CL(Q) = a

il []
d

Fonte: Autor.
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e Area do Retangulo

O retangulo ¢ um quadrilatero que tem seus pares de lados opostos paralelos e
congruentes, além disso possui todos os angulos internos congruentes e igual a 90°. Sua
area também ¢é dada pelo produto de suas dimenssoes assim, dado um retangulo de lados

a e b, segue que:

Figura 6: Area do retangulo

A D
] . )
Area(ry = base x altura
a (altura) ,
Areagy = b x a
[ 1 []
B b (base) c

Fonte: Autor.

e Area do Triangulo

Dado um triangulo qualquer de base b e altura h, temos que:

Figura 7: Area do triangulo

52
, base % altura
Areairy = 5
h . b x h
Areairy =
2
A B

b

Fonte: Autor.

e Area do Trapézio

O trapézio é um quadrilatero que possui dois lados opostos paralelos, que sao
chamados de base. Dado um trapézio qualquer, de base menor a, base maior b e altura

h, temos que:

Figura 8: Area do trapézio

D & C

(a +b) X h

Area(Tm) =

Fonte: Autor.
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e Area de Poligonos Regulares

Seja um poligono regular de n lados com medidas iguais a ¢ e ap6tema de medida

a, entao podemos calcular a area desse poligono de duas formas:

- Apdtema: é o segmento de reta que liga o centro do poligono ao ponto médio do
lado dele, formando um angulo reto, ou seja, o apotema ¢ perpendicular ao lado do

poligono.

- Perimetro: é a soma de todos os lados do poligono.

1* Forma: Podemos seccionar este poligono em n triangulos de base ¢ e altura

h, assim a &rea do poligono pode ser dada por:
AT@CL(pOL) =n X Area(T)

Onde, Area(T) é a area dos triangulos formados pela seccao do poligono.

2% Forma: Podemos calcular a area do poligono regular usando o apotema a e
o perimetro p do poligono. Lembrando que:

Neste caso, temos que a area do poligono regular é obtida pelo produto do seu

apotema pela metade do perimetro (semiperimetro) do poligono. Assim,

‘ a X p
Areacpory = 5
Perceba, que desenvolvendo a primeira forma apresentada chegamos na segunda,
pois
. base x altura . ¢ x h
2 2
Dai,
. . . nx{xh
Areaipory = n X Areaqry == Areapor) = #

Como, o perimetro p desse poligono ¢ dado por p = n x £ e a altura do tridngulo

coincide com o apdtema, temos que h = a, segue que:

Figura 9: Exemplo de um poligono

regular seccionado
E 4 D
P Xa

A?"ea(pOL) =

Fonte: Autor.
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Se dois poligonos sao semelhantes entao eles possui uma razao de proporciona-
lidade (ou razdo de semelhanca), como ja vimos. Suponhamos que esté razao seja k,
entao se dividirmos as areas desses dois poligonos também encontraremos uma razao de

semelhanca que serd dada por k2.

2.5 Equivaléncia de superficies planas

Definicao 7 Dados dois poligonos, quando eles possuem em comum apenas pontos de seu

contorno, dizemos que eles sao poligonos contiguos ou adjacentes.

Figura 10: Poligonos contiguos Figura 11: Poligonos nao contiguos
F
& s A
2 C
D F
A = E A B E
Fonte: Autor. Fonte: Autor.

Note pelas imagens acima, que no primeiro caso, temos que os poligonos sao
contiguos, pois possuem em comum apenas pontos do contorno dos mesmos, ja no segundo
caso, eles possuem em comum além de pontos do contorno, parte da sua regiao poligonal,
por isso nao sao considerados poligonos contiguos ou adjacentes.

Conhecendo o conceito de poligonos contiguos, veremos agora a nocao de soma

de poligonos.
e Soma de poligonos contiguos (ou adjacentes)

A regiao poligonal formada pela uniao de dois poligonos contiguos (ou adjacentes)
é definida como soma de poligonos contiguos. Observe nas figuras abaixo a soma de dois

poligonos P, e Ps:

Figura 12: Soma de poligonos contiguos

Fonte: Autor.
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e Soma de dois poligonos quaisquer

Determinamos como soma de dois poligonos quaisquer, P, e P,, como sendo a
soma de dois poligonos adjacentes P| e Py, onde P] é congruente a Py e Pj é congruente

a P,, como mostra nas figuras abaixo.

Figura 13: Soma de poligonos quaisquer

Fonte: Autor.

Perceba que na figura acima temos que os poligonos P/ = P, e Py = P,
portanto (P, + P) = (P + P) .

Definicao 8 Dados dois poligonos quaisquer Py e Py, eles sao chamados de equivalentes
ou equicompostos se, e somente se, for possivel seccionar um dos poligonos (P por
exemplo) em um nimero finito de outros poligonos, reordend-los e somd-los de modo a

formar o outro poligono (P,). Ou seja, dois poligonos sio considerados equivalentes se

tiverem mesma drea.

Figura 14: Poligonos equivalentes (ou equicompostos)

Fonte: Autor.

Note que na figura acima, o hexagono e o paralelogramo sao poligonos equiva-
lentes, pois tém areas iguais, ji que o paralelogramo é formado pela soma das areas de

poligonos congruentes aos que formam a area do hexagono.



3 DISSECCOES

Dissecgoes geométricas, ou quebra-cabegas matematicos como também sao co-
nhecidos, consiste no método de seccionar (ou decompor) de forma organizada uma figura
geométrica, de modo que podem ser reorganizadas e reunidas (recompor) formando assim
outras figuras geométricas.

Harry Lindgren (1972), um famoso autor do campo da matemética recreativa e
considerado um dos maiores criadores de quebra-cabecas matematicos, define disseccoes

geométricas em seu livro [8], dizendo que:

Dissecagdes geométricas sao quebra-cabegas baseados na arte de cortar uma
figura geométrica em pedacgos que podem ser remontados para formar outra
figura. O desafio é criar a nova figura com o menor numero possivel de pecas,

e isso nem sempre é tao facil quanto vocé faria pensar. (LINDGREN, 1972,
p.2).

Como afirmou Harry Lindgren (1972), um dos principais desafios é conseguir
seccionar uma figura geométrica, com o menor niimero de pecas possiveis de tal maneira
que consiga reorganizéi-las de modo a formar uma ou mais figuras geométricas utilizando
todas as pecas. Embora este seja o desafio, existem varios tipos de disseccoes e em alguns
casos ¢ trabalhado apenas a disseccao da figura geométrica para formar outras, sem se
preocupar com a quantidade de pecas, ou se serd utilizado todas as pecas no processo de
formar outras figuras geométricas.

Entao, nem sempre podemos afirmar que este processo formaré figuras de areas
equivalentes, pois isso dependera da composicao feita. Assim, como afirma Frederickson
(1997, p.1) em [5], "Uma dissecgao pode ser apreciada de varias maneiras. O mais basico
é como um quebra-cabeca em que um determinado conjunto de pecas deve ser montado
para formar a figura desejada." Ou seja, ao mencionarmos dissec¢do nem sempre estaremos
falando de um processo que envolva figuras equivalentes.

Com relagao as disseccoes de figuras equivalentes, Stewart (2005) comenta que:

Gerwein provou que, dados quaisquer dois poligonos planos de area igual, ha
um conjunto finito de pedacos poligonais idénticos que podem ser reunidos
para formar ambas as formas. Esse resultado é tradicionalmente chamado o
"Teorema de Bolyai-Gerwein", embora na verdade pareca ter sido provado pela
primeira vez por William Wallace em 1807. (STEWART, 2005, p.43).

Apesar de ser possivel fazer disseccoes em quaisquer dois poligonos planos de
areas equivalentes de modo que os pedacos, resultantes dessa disseccao, formem ambas as
figuras, este processo nao é algo simples, embora possa ser divertido e fascinante, exige

muita precisao e uma enorme imaginacao espacial.
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A historia das disseccOes matematicas é surpreendente e rica, os primeiros re-
gistros de dissecgoes sao da época de Platao, na Grécia Antiga, e tratava do desafio de
decompor um quadrado maior em dois quadrados iguais, usando quatro pecas. Alguns
quebra-cabecas de dissecgoes antigos, foram desenvolvidos para fazer representacoes ge-
ométricas da demonstragao do Teorema de Pitagoras. Ha& também, registros de que os
matematicos arabes usaram disseccoes geométricas ao falarem dos Elementos de Euclides.
Porém, foi apenas no final do século XIV, que os quebra-cabecas matematicos se torna-
ram populares, quando ganharam as colunas de jornais e revistas, destacando-se como
um O0timo entretenimento.

Os quebra-cabegas de dois grandes enigmistas, o americano Sam Loyd e o inglés
Henry Ernest Dudeney, estavam entre os mais publicados pelas colunas de jornais e revis-
tas da época, seus enigmas que tinham como objetivo o uso do menor nimero de pegas,
desafiava e encantava os leitores. Segundo Stewart (2005), os dois trabalharam juntos por

um tempo, e essa parceria rendeu belos trabalhos, veja o que ele diz sobre isso em [11]

Ainda no inicio de suas carreiras, os grandes enigmistas Sam Loyd e Henry Er-
nest Dudeney - um americano e o outro inglés - escreveram a quatro maos uma
coluna regular de enigmas para a revista Tit-bits. Loyd escrevia os quebra-
cabegas e Dudeney (sob o pseudénimo "Sphinx") acrescentava comentarios e
concedia prémios. A colaborac¢do ndo demorou a se converter em rivalidade, e
os dois homens seguiram caminhos separados. Ao fazé-lo, criaram toda uma
industria de quebra-cabecas nos dois lados do Atlantico, formulando proble-

mas matemaéticos fascinantes inseridos em historietas simples mas atraentes.
(STEWART, 2005, p.41).

Segundo relatos, essa colaboracao teria chegado ao fim porque, os dois combina-
ram de se corresponderem e trocar ideias sobre os quebra-cabecas que estavam desenvol-
vendo, porém em determinado momento Sam Loyd teria publicado um dos trabalhos de
Henry Dudeney, como se fosse seu, o que o deixou muito enfurecido, chegando assim ao
fim dessa parceria.

O enigmista Samuel Loyd (1841 - 1911), mais conhecido por Sam Loyd, inventou
e adaptou milhares de quebra-cabecas em sua vida e foi o mais famoso criador de quebra-
cabecas dos Estados Unidos, ele gostava de embelezar seus enigmas com pequenas historias
(charadas) usando humor e imaginagao e proporcionando assim, ao leitor, uma verdadeira
aula de matemaética e logica. Uma de suas criagoes, considerada por muitos como a mais
famosa de sua autoria, é a "Charada de Boss", que ao publicar ele afirmou que "levaria
o mundo inteiro a loucura". Este quebra-cabeca foi baseado no jogo conhecido como "o
Quebra-cabecas das Quinze Pastilhas" ou como o jogo 14-15, que Sam Loyd afirma ser o
criador embora haja contestacoes quanto a sua autoria.

O Jogo consiste em um quadrado com 15 pecas e um espago vazio, para que

seja movimentada as pecas até formar uma sequéncia. No desafio proposto por Loyd,
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os numeros ficaram ordenados de 1 a 13, com as pecas 14 e 15 invertidas. O desafio
entao era formar a sequéncia de 1 a 15, e como incentivo ele ofereceu um prémio de 1000
dolares para quem apresentasse a solucao correta do mesmo, porém a configuragao do
jogo, apresentada por Sam Loyd na sua charada, nao possuia solucao. A figura abaixo, é

a ilustrucao original da publicacao da "Charada de Boss".

Figura 15: Charada de Boss

THE, 1415 ]

s
|I ." ooy .. b N

ANSE 5 \xlh

Fonte: https://www.calendario.cnt.br/charadas/CHARADAS htm

Outro famoso enigmista, j& mencionado neste trabalho, foi Henry Ernest Dude-
ney (1857 - 1930), que é tido como principal criador de quebra-cabegas da Inglaterra,
e considerado por muitos, "o rei dos quebra-cabecas". Vindo de uma familia com tra-
dicao matematica, se interessou desde cedo pela mesma, em especial por problemas de
xadrez e pela criacao de quebra-cabecas matematicos, os quais comecou a desenvolver aos
nove anos de idade. Segundo relatos ele apresentava excelentes habilidades matematicas,
mesmo sem ter tido uma educacao formal sobre tal disciplina. Suas primeiras publicacoes
foram em jornais e revistas, e muitas destas o fez usando o pseudénimo de "Esfinge". Os
trabalhos de Henry Dudeney, nao alcancou tanta popularidade quanto os de Sam Loyd,
como foi o caso da Charada de Boss que ficou conhecida mundialmente, em contrapartida,
seus trabalhos tinham uma sofisticacao mateméatica maior, e assim como Loyd, Dudeney
também gostava de escrever histérias envolvendo seus problemas.

Seu mais famoso trabalho no campo das disseccoes geométricas é o "quebra-
quabeca de Haberdasher", que foi publicado em 1902, e refere-se a como seccionar um

poligono e reorganizar as pecas de forma a montar outro de mesma area, mais especifica-
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mente seccionar um triangulo equilatero em quatro pecas e organiza-los de modo a formar
um quadrado de mesma area.

Dudeney publicou a solucao deste quebra-cabecas e descreveu como o fez. Pri-
meiro, dado um triangulo equilatero ABC', como mostra a figura abaixo, devia-se marcar
o ponto médio dos lados AB e BC, respectivamente os pontos D e E. Em seguida, esten-
der o segmento AE até o ponto F, de modo a obter EB = EF. Marcar o ponto médio
G do segmento AF, e entdo tracar o arco AF que tem como centro GG. Depois prolongar
o segmento EB até intersectar o arco ZF, obtendo assim o ponto H. E desenhar o arco
o que tem como centro F, em seguida marcar o ponto K no segmento AC, de modo
que JK = BE. E por fim, tracar a reta perpendicular ao segmento E.J passando por D,
obtendo assim o ponto L de intersecdo da perpendicular com E.J, e marcar o ponto M,
da intersecio da perpendicular baixada de K em relacdo ao segmento E.J.

Veja na figura abaixo, como ficou a disseccao do triangulo ABC' apds estes passos.

Figura 16: Disseccao do triangulo equilatero dada por Dudeney

Fonte: Autor.

Esta foi a solucao apresentada por Dudeney, mas ao longo dos anos outras formas
de fazer esta disseccao foram apresentadas. Mas o encanto desta solucao é que elas sao
articuladas e podem ser dobradas em uma direcao para formar o quadrado e na outra
direcdo para formar o triangulo. Em 1905, ele apresentou em uma reuniao na Royal
Society, um modelo feito em mogno com dobradigas de latao. Veja na figura abaixo uma

representacao desta articulacao.
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Figura 17: Modelo articulado do quebra-cabecgas de Haberdasher

A4

Fonte: Autor.

Na figura a seguir, podemos ver como fica a transformacao do triangulo equilatero
no quadrado apos reorganizar as pegas. Como a pega (1) do triangulo é congruente a pega
(1) do quadrado e da mesma forma para as outras pecas, concluimos que o triangulo e o

quadrado apresentados tem mesma area, ou seja sao equivalentes.

Figura 18: Disseccao em quatro pecas do tridngulo para o quadrado

Fonte: Autor.

3.1 Tipos de Disseccoes

Com a alta popularidade das dissecgoes geométricas (ou quebra-cabegas matemé-
ticos), surgiu uma grande variedade de dissecgoes, abordaremos aqui alguns desses tipos e
técnicas, bem como suas caracteristicas principais. As disseccOes expostas ao longo deste
trabalho sdo baseadas em dissecgOes apresentadas nas referéncias [5], [6] e [8]. Quem
desejar um conhecimento mais detalhado desta e de outras técnicas, pode consultar tais
obras.

Iniciaremos abordando um pouco das Dissec¢oes Translacionais (ou sem
rota¢do), que sao as que possuem a caracteristica de ao seccionarmos duas ou mais

figuras geométricas, conseguirmos transladar todas as pecas de uma figura para outra
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sem virar ou rotacionar nenhuma peca. A figura abaixo, é um exemplo deste tipo de

disseccao.

Figura 19: Disseccao do tipo translacional

Fonte: Autor.

A Figura 19 é a dissecgao de dois dodecdgonos iguais, no caso as duas cruzes
gregas, para um quadrado, com apenas 4 pecas. Esta disseccao foi apresentada por
Sam Loyd na revista Tib-Bits de 1897, nela podemos ver que as pecas das duas cruzes
foram transladadas para formar o quadrado sem que houvesse a necessidade de rotacionar
nenhuma peca ou virar, para que fosse possivel fazer o encaixe.

Outro tipo de disseccao bastante interessante sao as disseccoes articuladas
(ou com dobradigas). Elas podem ser totalmente articuladas, se todas as pecas estive-
rem conectadas com dobradicas de modo que seja possivel formar uma corrente com estas
pecas, que quando girar em um sentido retine as pecgas formando uma das figuras geomé-
tricas da disseccao e quando girar em outro sentido forme a outra dissec¢ao. Se em uma
disseccao s6 tivermos parte das pecas articuladas, entao dizemos que ela é parcialmente
articulada.

A mais famosa destas disseccoes é o quebra-cabecas de Haberdasher, ilustrado
na Figura 18, mas ao longo dos anos foram apresentadas varias disseccoes deste tipo que
encantou a muitos por sua forma engenhosa e a praticidade de transformar em um brin-
quedo geométrico. O autor Greg Frederickson ficou tao fascinado com este tipo disseccao
que acabou por escrever dois livros somente sobre elas, onde retine criacoes suas e de
diversos autores.

A Figura 20 é um exemplo de disseccao articulada de uma estrela de 6 pontas
para um triangulo equiladtero em apenas 5 pecas. Esta disseccao foi publicada em 1946
por Geoffrey Mott-Smith e faz parte de um conjunto de cinco dissecgoes diferentes de um
hexagrama para um triangulo equilatero, as quais apresentam como caracteristica o fato

de o lado do triangulo equilatero ser igual ao diametro do hexagrama.
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Figura 20: Dissec¢ao do tipo Articulada

x p

Fonte: Autor.

Perceba que a Figura 20 trata-se de uma disseccao totalmente articulada, e os
pontos em destaque representam as dobradicas que liga as pecas. Na Figura 21 é ilustrada
a corrente de pecas articuladas, que compoem as duas disseccoes da estrela e do triangulo

com pontos mostrando as dobradicas.

Figura 21: Pecas articuladas para a disseccao de uma estrela para um triangulo equilatero

~d .2

Fonte: Autor.

Note pela articulacao da Figura 21, que se segurarmos a peca vinho e girarmos
a pecga verde no sentido horario e as demais no sentido anti-horario, a reuniao das pecas
formara o triangulo equilatero. Se segurar a pecga vinho e girar a peca verde no sentido
anti-horério e as demais pecas no sentido horério, teremos a estrela de 6 pontas.

Na Figura 22 temos um exemplo de uma dissec¢ao parcialmente articulada de um
triangulo equilatero e um quadrado, para um hexagono, com todas as dobradigas desta-
cadas, o autor desta bela disseccao foi Ernest Irving Freese, um arquiteto de Los Angeles
que em determinado momento da vida concentrou-se na criagao de desafios mentais, como
quebra-cabecas baseado em matematica.

Perceba que a disseccao do quadrado é a mesma da Figura 18, do quebra-cabecas
de Haberdasher, na qual podemos girar as pecas para formar um tridngulo equilatero

como o que aparece no centro do hexagono.
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Figura 22: Disseccao do tipo Parcialmente articulada

Fonte: Autor.

Ja na Figura 23, temos as correntes formadas pelas pecas do triangulo equilatero
e do quadrado, apresentados na Figura 22, ligadas por suas dobradicas. Ao girarmos estas
pecas articuladas no sentido certo e uni-las obteremos o hexigono regular mostrado da

Figura 22.

Figura 23: Pecas articuladas para compor o hexagono

Fonte: Autor.

Note que se segurarmos a peca verde, da disseccao do quadrado e girarmos a
peca roxa no sentido horério e as demais no sentido anti-horario, teremos o triangulo
equilatero ilustrado no centro do hexagono da Figura 22. Se fixarmos a peca vinho do
primeiro triangulo equilatero da Figura 22, na base do triangulo formado pelas pecas do
quadrado e giramos as demais pecas no sentido horario, formaremos com a uniao destas
pecas o hexagono regular ilustrado na Figura 22, que tem area igual a soma das areas do

triangulo equilatero e do quadrado. Como nem todas as pegas do hexagono estao ligadas
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pelas dobradicas, ja que ¢ formado por duas articulagoes diferentes, dizemos que é uma

disseccao parcialmente articulada.

3.1.1 Técnicas de disseccoes

Veremos agora algumas técnicas de como seccionar figuras geométricas de forma
a reunir as pecas de uma figura para formar outra de mesma area. Abordaremos aqui
estas técnicas de forma superficial, mas que vai permitir ao leitor entender um pouco o
procedimento para usar nos exemplos mostrados aqui ou em outros.

A primeira técnica que sera apresentada é a de Tira-P (ou P-strip), este tipo
de tira possui como prototipo um paralelogramo, por isso recebem o nome de tira-P. A
maioria dos poligonos que sao mais faceis de seccionar, sao facilmente transformados em
tira. Para fazer uma disseccao por esta técnica, deve-se cortar o primeiro poligono, e
organizar as pecas, que podem ser repetidas, de modo a formar uma faixa infinita na
forma de um paralelogramo, o mesmo deve ser feito com o segundo poligono. Atendendo
ao fato de que a largura de uma faixa nao pode ser maior que o comprimento da outra.
Depois de formada as duas Tiras-P, é necessario sobrepo-las para obter a dissecc¢ao, o
resultado desta sobreposicao de duas tiras é chamado de Tira-PP, as pecas pertencentes
a area comum as duas faixas formam a disseccao desejada. Se uma tira for sobreposta
a outra de modo que a area da sobreposicao seja apenas metade da area da disseccao
desejada, é necessario sobrepor a tira mais uma vez para obter todas as pecas, neste caso
teremos uma Tira-PP; .

A Figura 26 é um exemplo de disseccdo por Tira-PP, de um hexdgono para
quadrado de mesma &rea, feita pelo belga Paul-Jean Busschop. Para esta disseccao,
primeiro devemos formar duas Tiras-P, uma com as pecas do hexagono e outra com
quadrados. Para isto foi feito um corte na diagonal do hexagono, conforme mostra a
Figura 24 e organizado as pecas para formar a tira. Para o quadrado nao é necessario

fazer corte ja que basta alinha-los para formar uma tira.

Figura 24: Tira-P hexagonal

Fonte: Autor.

Organizada as pecas do hexagono de modo a preencher a tira simples hexagonal,
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é preciso sobrepor a esta a Tira-P, formada pelos quadrados. Para reduzir o ntmero de
pecas desta disseccao Busschop optou por fazer coincidir o vértice de um dos quadrados
da tira com o vértice do hexagono como mostra a Figura 25, obtendo assim uma dissecc¢ao
em 5 pecas. Observe que as b pecas que formam estd disseccao, aparecem em destaque

na figura e correspondem a interseccao das duas tiras.

Figura 25: Tira-PP de hexagonos e quadrados

Fonte: Autor.

Na Figura 26, podemos ver as 5 pecas desta disseccao reunidas na composicao
do hexagono regular e do quadrado, onde podemos verificar de forma clara a equivaléncia

entre a area dos dois poligonos.

Figura 26: Disseccao de Busschop de um hexagono para quadrado

Fonte: Autor.



CAPITULO 3. DISSECCOES 30

Observe ainda, que esta disseccao é do tipo translacional, pois todas as pecas
foram transladadas de um poligono para outro sem que houvesse a necessidade de que
alguma peca fosse rotacionada ou virada.

Outra técnica que abordaremos aqui é a técnica da tesselagdo (ou mo-
saico/ou pavimenta¢do), que consiste em usar um conjunto de figuras planas para
ladrilhar e recobrir o plano, de modo que as figuras nao se sobreponham. As figuras usa-
das para ladrilhar um plano sao chamadas de elementos de tesselacao e podem ser usadas
uma ou mais figuras em uma mesma ladrilhagem. Se tivermos duas tesselacoes diferentes
compostas por elementos de mesma area e sobrepormos uma a outra, é possivel ver como
fazer a disseccao de uma figura para outra.

A Figura 27 mostra a disseccao por tesselacao de um octégono para um quadrado
em b pegas, que segundo Frederickson (2017) foi originada a mais de 700 anos, mas que em
1926 Henry Dudeney noticiou a redescoberta desta belissima disseccao pelo matemaético

Geoffrey Thomas Bennett.

Figura 27: Disseccao por sobreposicao de tesselacao
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Fonte: Autor.

Perceba que para esta disseccao foi ladrilhado um plano com um octoégono regular
e um quadrado de lado igual ao lado do octogono. Para a outra tesselacao foi usado um
par de quadrados, um maior com a mesma area que o octdégono e um menor com a
medida do lado igual ao lado do octégono, apresentado na figura em linhas tracejadas.
Depois foi sobreposta as duas tesselacoes de modo que os centros dos quadrados pequenos

coincidissem com o centro do octégono e do quadrado grande.



CAPITULO 3. DISSECCOES 31

Figura 28: Disseccao de um octdégono para um quadrado

2 e

Fonte: Autor.

Na Figura 28 podemos ver o resultado da disseccio mostrada na Figura 27. E
facil perceber, pela composi¢ao das figuras, que o octoégono regular e o quadrado grande
possuem mesma area.

A terceira técnica que apresentaremos aqui é a ractonal, que consiste em secci-
onar uma figura fazendo cortes paralelos, a algum segmento de linha correspondente aos
lados da figura. O comprimento do segmento deste corte é igual a um ntmero racional
vezes o comprimento do lado ao qual é paralelo. Acredita-se que as disseccoes racionais
sao as mais numerosas, devido a sua facilidade de ser criada.

A disseccao de um quadrado para duas cruzes, apresentada na Figura 29, é um
exemplo de disseccao racional apresentada por Sam Loyd a revista T%b-bits em 1897.
Nesta disseccao a cruz menor ¢ um quarto da area da cruz maior e os cortes sao todos
verticais ou horizontais e com medida de comprimento igual ao lado da cruz menor ou

duas vezes o lado desta.

Figura 29: Disseccao de um quadrado para duas cruzes

R

Fonte: Autor.

Podemos perceber pela composicao das figuras, que a area do quadrado é equiva-
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lente a soma das areas das duas cruzes mostradas, e que se trata de uma disseccao do tipo
translacional, pois conseguimos mover as pecas de uma figura para a outra sem precisar
rotacionar ou virar alguma peca.

Como ja mencionado, o uso de dissec¢oes foi utilizado pelos gregos para apresentar
demonstragoes do Teorema de Pitagoras, algumas dessas demonstracoes até foram citadas
nos livros Os Elementos de Euclides. Veremos entao, nos capitulos a seguir, algumas
formas de demonstrar este teorema de forma geométrica, por meio de dissec¢oes de figuras

planas.



4 PITAGORAS

A vida de Pitagoras é envolta em muitas histérias nao comprovadas, logo nao se
tem certeza do que seria lenda ou real, isso se deve ao fato de muitas biografias a seu
respeito terem sido escritas ha muitos anos e se perdido com o tempo.

Segundo Eves (2011), a principal fonte de informagoes sobre a matematica grega
encontra-se no Sumario Eudemiano, escrito por Proclo. De acordo com tal, Pitagoras
nasceu na Ilha de Samos, na Grécia, por volta de 572 a.C., proximo a cidade de Mileto,
onde Tales residia. Acredita-se entao que Pitagoras foi enviado ainda muito jovem para
Mileto onde foi discipulo de Tales.

Durante a sua juventude viajou pelo Egito e Babilonia onde se aperfeicoou e
aprendeu sobre matematica, filosofia, astronomia, entre outras. Quando Pitagoras retor-
nou a Grécia, estabeleceu-se na cidade de Crotana, na costa sudeste da regiao conhecida
como Magna Grécia, onde hoje se situa a [talia. Fundando neste local, a Escola Pitagoérica,
que seria um centro de estudo de filosofia, matemaética e ciéncias naturais.

De acordo com Boyer (1974), a Escola Pitagorica era uma espécie de sociedade
politicamente conservadora e de principios rigidos, onde o conhecimento e propriedades
eram comuns, e seus membros eram proibidos de revelar qualquer descoberta ao mundo
externo, assim todas as contribuicoes eram atribuidas aos pitagoricos, como se tornaram
conhecidos os membros da escola. Por este motivo e pelo fato dos ensinamentos serem
passados de forma oral, ndao se sabe precisamente o que foi descoberto por Pitagoras ou
por seus discipulos.

A escola tinha por lema "Tudo é numero", pois acreditavam que os mesmos
possuiam propriedades magicas, e tinham como simbolo o pentagrama (Uma estrela de
cinco pontas inscrita num pentagono), o pentagono e a estrela nele inscrita composta por

diagonais, possuem propriedades que os pitagoéricos consideravam misticas.

Figura 30: Pentagrama - simbolo da escola Pitagorica

Fonte: Autor.
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Com o passar do tempo, devido a forte influéncia desta sociedade, forcas demo-
craticas do sul da Italia atacaram e destruiram os prédios da escola, destruindo assim
a sociedade e forcando Pitagoras fugir para cidade de Metaponto, onde acredita-se que

morreu por volta dos 80 anos de idade.

4.1 Teorema de Pitagoras

Existem indicios historicos de que os babilénios ja tinham conhecimento do teo-
rema que mais tarde ficaria conhecido como o Teorema de Pitagoras, porém nao existia
nenhuma demonstracao do mesmo. No Plimpton 322, uma espécie de tabula de argila de
origem babilonica que acredita-se ter sido escrita por volta de 1800 a.C. e que atualmente
se encontra na Universidade de Columbia nos Estados Unidos, especialistas encontraram
ternos pitagoricos, o que comprova que os babilonios ja tinham conhecimento da relagao

entre os lados do tridngulo retangulo. Pois, como afirma Eves (2011):

Estreitamente ligado ao Teorema de Pitagoras esta o problema de encontrar
inteiros a, b e ¢ que possam representar os catetos e a hipotenusa de um tri-
angulo retangulo. Um terno de nimeros dessa espécie recebe a designagao de
terno pitagorico e, como vimos na Secdo 2-6, a andlise da tadbula Plimpton
322 oferece evidéncias razoavelmente convincentes de que os babilonios antigos

sabiam como calcular esses ternos. (EVES, 2011, p. 104).

Na figura abaixo, temos a imagem do Plimpton 322, que se encontra na Universi-
dade de Columbia. Ele possui quatro colunas e quinze linhas, nas quais consta os ternos

pitagoricos.

Figura 31: Plimpton 322

Fonte: Introducao a Histéria da Matemaética.



CAPITULO 4. PITAGORAS 35

O Teorema de Pitagoras, é o mais famoso teorema matematico que estabelece
uma relacao entre os lados do tridngulo retangulo, afirmando que: "a area do quadrado
sobre a hipotenusa de um triangulo retangulo é igual a soma das areas dos quadrados
sobre os catetos."

Tal teorema recebeu este nome em homenagem ao matematico Pitagoras, pois
acredita-se que foi ele ou um dos alunos da Escola Pitagorica, quem primeiro apresentou
uma demonstracao de que o teorema era valido para todo triangulo retdngulo. Desde
entao, diversas demonstracoes diferentes foram apresentadas por estudiosos a respeito
deste teorema.

Nao se sabe precisamente qual foi a demonstracao exibida por Pitagoras, mas
historiadores acreditam que foi uma demonstracao geométrica baseada na comparacao de
areas por meio de decomposicao. Imagina-se que tenha sido uma demonstracao como a

apresentada na Figura 32:

Figura 32: Provavel demonstracao de Pitagoras

Fonte: Autor.

Perceba, que no quadrado que tem lado a + b, da esquerda, se retirarmos os 4
triangulos retangulos de catetos a e b, restard o quadrado que tem lado c. Se o mesmo
processo for feito no quadrado de lado b + a, da direita, vai sobrar apenas o quadrado
de lado a e o quadrado de lado b, logo conclui-se que, a area do quadrado de lado ¢
corresponde a soma das areas dos quadrados cujos lados medem, respectivamente, a e b.

Outra forma de fazer a leitura dessa demonstracao é observando a area do qua-
drado de lado a + b, da esquerda, onde temos que sua area é dada pela soma das areas
de 4 triangulos retangulos de catetos com medida a e b, respectivamente, e hipotenusa c

mais a area de um quadrado de lado ¢, ou seja, a area do quadrado da esquerda é:

, X b
Area(gy = 4 X (a 5 > + 2.
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Ja a area do quadrado de lado b + a, da direita, é obtida pela soma das areas
de 4 triangulos retangulos, com catetos a e b mais as areas de dois quadrados de lados,

respetivamente, a e b, assim, a area do quadrado de lado b + a, é:

, b
Area(Q) =4 x (a; ) +a? + b2

Como as areas dos quadrados de lados, respectivamente, a + b e b + a sao
iguais, segue que,

A =a®+ v

A demonstracao dada acima, trata-se da representacao geométrica do Teorema
de Pit4dgoras. No entanto, George Polya (1887-1985), provou que a demonstragao deste
teorema nao se limita apenas aos quadrados, mas que é valida para quaisquer trés figuras
semelhantes que também sejam construidas sobre a hipotenusa e os catetos de um tri-
angulo retangulo, tal demonstracao ficou conhecida como Generalizacao do Teorema de
Pitagoras.

Lima (2012, p.57), anuncia tal proposicao como, "Se F, F’ e F” sao figuras seme-
lhantes, construidas respectivamente sobre a hipotenusa c e sobre os catetos a,b de um

triangulo retangulo, entao a area de F' é igual a soma das areas de F' e F"."

Figura 33: Generalizacao do Teorema de Pitagoras

Fonte: Meu Professor de Matematica e outras historias.

Como se sabe, se duas figuras sao semelhantes, elas possuem uma razao de se-
melhanca, e a razao entre as medidas de suas areas é igual ao quadrado da razao de

semelhanca. Sendo assim, da Figura 33, temos que:
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F c\2 F c?
P (5) T P& (4.1)
F c\ 2 F 2
= = (5) — L=5 (4.2)
F a\ 2 F’ a?
Jaz = (g) JaZ = b2 (4'3)

Suponha que outras figuras semelhantes S, S’ e S” sejam construidas respecti-
vamente sobre a hipotenusa ¢ e sobre os catetos a,b de um triangulo retangulo, como

descrito na proposi¢ao em Lima(2012). Dai, tem-se que:

2@ = $-5 v
2

5-() = 23 4

I

Logo, de (4.1) e de (4.4), tem-se:

F_5 _, 5
F S F F

De modo anéalogo, segue-se que:

S S/ S//
FF P
Assim,
S=kF; S =kF' e S"=kF".
Logo,

S'+ 8" =kF' +kF" = k(F' + F") = kF = S.

Ou seja, isso significa que se tivermos figuras semelhantes F, F” e F” contruidas,
respectivamente, sobre a hipotenusa e os catetos de um triangulo retangulo de forma que
valha a relacdo F' = F' + F”, entao dados quaisquer trés figuras semelhantes S, S" e S”,
contruidas de modo anélogo ao anterior, também valera a relacao S = 5" 4+ S”.

Portanto, conclui-se que se figuras semelhantes sao construidas sobre os lados de
um triangulo retangulo a soma das areas construidas sobre os catetos é igual a area da

figura construida sobre a hipotenusa.
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4.2 Disseccoes e o Teorema de Pitagoras

Como vimos na secao anterior, se construirmos figuras semelhantes sobre os la-
dos de um triangulo retangulo, o Teorema de Pitagoras vale ao relacionarmos as areas
destas figuras. Entao, observaremos nos exemplos a seguir, que esta relagao é valida para
diferentes figuras semelhantes, nao apenas para o quadrado, como costumamos observar
nas demonstracoes geométricas desse teorema.

O primeiro exemplo que veremos aqui é uma disseccao apresentada por Harry
Cyrus Bradley, em que temos dois triangulos equilateros que ao serem seccionados, suas
pecas podem ser movimentadas de forma a montar um outro tridangulo equilatero cuja

area € igual a soma das areas dos outros dois.

Figura 34: Demonstracao do Teorema de Pitadgoras com triangulos

Fonte: Autor.

Observe que na Figura 34 temos trés triangulos equilateros construidos sobre os
lados de um triangulo retangulo e podemos concluir facilmente, através do processo de
disseccao de figuras geométricas, que a area do triangulo equilatero construido sobre a
hipotenusa é equivalente a soma das areas construidas sobre os catetos, para comprovar
isto, basta observar as pegas que compoe os triangulos.

A disseccao usada na Figura 34, para demonstrar a validade do Teorema de
Pitagoras, trata-se de uma disseccao racional, pois os segmentos que cortam a figura sao
todos paralelos a algum lado do triangulo. Podemos observar ainda, através da Figura

35 que a disseccao do triangulo médio é articulada, visto que podemos manter as suas
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trés pecas ligadas de forma que ao movimentarmos e encaixar as pecas podemos obter
um triangulo equiladtero ou um trapézio, como o que aparece na composi¢ao do triangulo

maior.

Figura 35: Disseccao de dois triangulos para um

AL A

Fonte: Autor.

Para seccionar o tridangulo médio, divida o seu lado em 5 partes iguais como
mostra na Figura 36, destacado pelos pontos D, E, F e G. Trace um segmento de reta DH
paralelo ao lado BC, em seguida divida este segmento em trés partes iguais, marcando
os pontos J e K. Trace dois segmentos de reta, EI e FN, paralelos & BC, passando
respectivamente pelos pontos F e F. Trace segmento de reta K M paralelo ao lado AB,
em que M é o ponto de intersecdo com o segmento F'N. Marque o ponto L de intersecio
do segmento KM com EI. Assim, obtemos as pecas da nossa disseccio, que serdo os
poligonos AFMKH, HKLI e BFMLIC.

Como mostrado na Figura 35, ao girarmos as pecas do triangulo ABC' , obtemos
um trapézio, cujo a base menor corresponde ao lado do tridngulo equilatero menor (ver-
melho). Ao encaixarmos as trés pegas que compoem o triangulo equilatero médio com o
triangulo equilatero menor, obtemos o triangulo equilétero cuja area é a soma da area dos

dois anteriores.

Figura 36: Seccionando triangulo equilatero

Fonte: Autor.
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No exemplo a seguir temos uma demonstragao geométrica do Teorema de Pita-
goras que chamou muita atencao no século XVIII, feita por area de quadrados. Paul
Mahlo, apresentou em 1908 uma ilustracao desta demonstracao obtida pela disseccao de
quadrados através da técnica de sobreposicao de tesselacao.

Para obter a disseccao de dois quadrados para um, foram utilizados duas tes-
selacoes, a primeira composta por dois quadrados, um grande e um pequeno, e a outra
tesselacao composta por apenas um quadrado cujo lado é igual a hipotenusa do triangulo
retangulo que tem como catetos o lado do quadrado grande e o lado do quadrado pequeno
que compunha a primeira tesselacao. Ao sobrepor as duas tesselagoes como mostra na

Figura 37, teremos a dissecgao em 5 pegas de dois quadrados para um.

Figura 37: Disseccao por tesselacao de quadrados

Fonte: Autor.

Na Figura 38, podemos ver os quadrados que compoem esta disseccao, os dois
quadrados da primeira tesselagao estao a esquerda, sendo o quadrado maior composto
por 3 pecas e o quadrado menor composto por 2 pecas, resultantes da disseccao por
sobreposicao de tesselagao. Perceba ainda, que o quadrado maior que aparece a direita é

formado pela reuniao das 5 pecas que compoem os outros dois quadrados.
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Figura 38: Seccionando dois quadrados para um

aty

Fonte: Autor.

Assim, como é possivel observar na Figura 39 é valido o Teorema de Pitagoras,
pois a soma das areas dos quadrados construidos sobre os catetos do tridngulo retangulo
é igual a area do quadrado construido sobre a hipotenusa do mesmo triangulo e podemos
verificar isso apenas transladando as pecas que compoem os dois quadrados menores e

reorganizando para formar o quadrado maior.

Figura 39: Demonstracao do Teorema de Pitadgoras por area de quadrados

Fonte: Autor.
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No préximo exemplo, veremos uma demonstracao geométrica do Teorema de
Pitagoras através da disseccao de pentagonos semelhantes construidos sobre os lados de
um triangulo retangulo. E uma disseccio articulavel em 9 pecas apresentada por Greg N.

Frederickson.

Figura 40: Demonstracao do Teorema de Pitdgoras com pentigonos regulares

Fonte: Autor.

A Figura 41 mostra o pentagono regular maior, que tem a medida do lado igual
a hipotenusa do tridngulo retangulo apresentado, cuja disseccao foi feita pelo método
racional. Para obtermos tal disseccao, basta marcar o ponto médio de cada lado do
pentagono ABCDE, representados na figura pelos pontos F, G, H, I e J. FEm seguida
trace os segmentos de reta GJe m, depois trace o segmento de reta FleFH e marque
os respectivos pontos K e L, de interseccdo com o segmento G.J. Dai, trace o poligono
FLGHIJK. Marque ainda o ponto médio M do segmento GH e trace os poligonos CMG
e CMH. Trace também os poligonos GLB, BLF, FKA, AKJ, JEI e IDH obtendo

assim as 9 pecas da dissecgao.
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Figura 41: Disseccao de um pentigono regular em 9 pecas

Fonte: Autor.

Na Figura 42 podemos observar as duas tiras articuladas, formadas pelas pecas
seccionadas do pentagono maior, a primeira tira é composta pelas 6 pecas que formam
o pentagono regular menor e a segunda tira é composta pelas 3 pecas que formam o

pentagono regular médio.

Figura 42: Pegas articuladas do pentagono regular

D 4

Fonte: Autor.

Observe que se juntarmos o triangulo vermelho e o azul-esverdeado da primeira
tira, formando outro tridngulo, se segurarmos este novo tridngulo e girarmos as demais
pecas no sentido horario, vamos obter o pentagono regular menor apresentado na Figura
43. Da mesma forma, se na segunda tira de pecas segurarmos o poligono azul e girarmos
as demais pecas no sentido anti-horirio vamos formar o pentidgono médio que mostra
a Figura 43. Portanto a area do pentagono regular maior, apresentado na Figura 43
é equivalente a soma da area dos outros dois pentagonos, ja que é composto pelas 6
pecas que formam o pentdgono menor mais as 3 pecas que compoe o pentdgono médio.
Comprovando assim que é valido a Generalizacao do Teorema de Pitagoras, conforme

apresentado na Figura 40.
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Figura 43: Composicao dos pentagonos

1 Y

Fonte: Autor.

No exemplo a seguir, podemos observar a validade da Generalizacao do Teorema
de Pitagoras por hexigonos regulares construidos sobre a hipotenusa e os catetos de um
triangulo retangulo. E facil perceber na Figura 44 que a area do hexagono construido
sobre a hipotenusa é equivalente a soma das areas dos outros dois hexagonos construidos
sobre os catetos do mesmo triangulo retangulo, basta observarmos as pecas que compoem

cada hexagono.

Figura 44: Demonstracao do Teorema de Pitagoras por area de hexagonos

Fonte: Autor.
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A composicao dos hexagonos regulares apresentados na Figura 44 é o resultado
de uma disseccao apresentada por James Schmerl, de dois hexdgonos para um, em apenas
cinco pecas. Para obter tal dissecc¢ao, ele seccionou o hexdgono médio em quatro pecas € o
hexagono pequeno deixou sem cortes, conforme mostra na Figura 45, depois para compor
o hexagono regular maior foi transladado o hexagono menor e rotacionado as pecas do

hexagono médio e organizadas de modo a compo-lo.

Figura 45: Disseccao de dois hexigonos para um

Fonte: Autor.

Para seccionar o hexigono regular médio, foi utilizado a técnica de disseccao

racional. Para isso, trace o segmento C'F, depois marque o ponto médio dos segmentos

AB, BC, CD e DF, respectivamente os pontos G, H, I e J. Em seguida marque o
ponto médio dos segmentos AG, BH, ID e JE, respectivamente os pontos K, L, M e
N. Depois, trace os segmentos de reta GI e KM, paralelos ao lado BC, e os segmentos
H.J e LN paralelos a ao lado CD. Marque também o ponto O de interseccio entre os
segmentos GI e W, o ponto P de interseccao entre os segmentos KM e LN eo ponto
@ de interseccdo entre os segmentos KM e H.J. Assim, obtemos os poligonos AGOPF,
GBCPO, CDJQP e PQJEF que compoem o hexdgono regular médio, como mostra na
Figura 46.

Figura 46: Disseccao do hexagono
E MoJ D

Fonte: Autor.
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Frederickson (1997), propos a criacao de uma dissec¢ao de dois hexagonos para
um, em apenas 5 pecas no qual fosse valida a relacdo 32 4+ 42 = 52, para suas areas, e
mantendo um dos hexagonos sem cortes. No exemplo a seguir, apresentamos uma solucao,

que até onde sabemos, é totalmente nova.

Figura 47: Disseccao de dois hexdgonos para um em 5 pegas

Fonte: Autor.

Perceba pela Figura 47, que o hexdgono regular menor, de lado 3, nao tem cortes
e que o hexagono regular médio, de lado 4, é composto por 4 pecas. Ao juntarmos e
organizarmos estas pecgas por translacao e rotagao, obtemos o hexagono regular maior, de

lado 5, composto por 5 pecas como o solicitado no problema de Frederickson.

Figura 48: Dissecgao do hexagono em 4 pecas

E H D

Fonte: Autor.

Na Figura 48, podemos observar que a dissec¢ao do hexagono regular médio foi

realizada utilizando a técnica de dissec¢ao racional. Para isto foi tomado o ponto médio

dos segmentos BC', DE e F' A, respectivamente os pontos G, H e I, em seguida foi tragado
os segmentos GH, HI e IG. Depois foi tracado o ponto médio dos segmentos GC e F1I,
respectivamente os pontos J e K e tracado o segmento J_K, que intersecta os segmentos

GH e HI nos pontos L e M. Foi tracado também o ponto médio dos segmentos GH e HI,
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respectivamente os pontos N e O e tracado o segmento NO. Obtendo assim, os poligonos
ABGI, GLMI, LNOM e GCDEFION, que compoem o hexdgono regular médio.

Figura 49: Hexagonos com malha

Fonte: Autor.

Na Figura 49 podemos observar, por meio da malha, a equivaléncia entre as areas
dos poligonos que compoem os hexagonos de lado 3 e 4 com os poligonos que compoem

o hexagono de lado 5.

Figura 50: Demonstracao da Generalizagao do Teorema de Pitagoras

Fonte: Autor.
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Como ¢ possivel perceber na Figura 47, a area do hexégono regular maior é equi-
valente a soma das areas dos outros dois hexagonos regulares e pela Figura 50, podemos
observar geometricamente a demonstragao da Generalizagao do Teorema de Pitagoras com
hexagonos regulares construidos sobre os lados de um tridngulo retangulo com hipotenusa
de comprimento 5 e catetos de comprimentos 4 e 3. Para comprovar geometricamente
que vale a relacdo 32 + 42 = 52, basta verificar que a area do hexagono construido sobre
a hipotenusa é composto pelos poligonos que compoem o hexagono médio que foi cons-
truido sobre o cateto de medida 4 e pelo hexadgono menor construido sobre o cateto de
medida 3, logo a area do hexagono construido sobre a hipotenusa do triangulo retangulo
é equivalente a soma das areas dos outros dois hexagonos construidos sobre os catetos do
mesmo triangulo retangulo.

Em 1964 Harry Lindgren apresentou a disseccao de dois octogonos regulares iguais
para um, em apenas 8 pecas. A Figura 51 mostra os dois octdogonos menores seccionados

e 0 octégono maior composto pelas pecas dos outros dois.

Figura 51: Disseccao de dois octéogonos regulares para um

Fonte: Autor.

A disseccao apresentada na Figura 51, foi realizada pela técnica de dissecgao
racional e para obter as pecas desta disseccao foram feitos cortes nos dois octogonos
menores como mostra na Figura 52. Foram tracados segmentos de retas paralelos aos
lados do octégono, que coincidem com as diagonais do mesmo. No primeiro octogono foi
tracado os segmentos BE e C'F e marcando o ponto I de interseccio dos dois segmentos,
obtendo assim os poligonos BIC' CDEI, EIF e FIBAHG. No outro octégono, foi
tracado os segmentos JO e K P e marcando o ponto R de interseccao dos dois segmentos,
gerando assim, os poligonos JRK KLMNOR, ROP e PQJR, formando desta forma os

oito poligonos que compoem o octdégono maior.
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Figura 52: Disseccao de octogonos
F E O M

Fonte: Autor.

Ja na Figura 53, podemos observar que como os octégonos visto neste exemplo
sao figuras geométricas semelhantes, se os construirmos sobre os lados de um tridngulo
retangulo fica facil perceber geometricamente a validade da Generalizacao do Teorema de
Pitagoras, pois se analisarmos a imagem veremos que a area do octégono construido sobre
a hipotenusa do triangulo retangulo é equivalente a area dos dois octégonos construidos
sobre os catetos do mesmo triangulo, uma vez pecas que o compoem é soma das pecas

que compoem os dois octdégonos menores.

Figura 53: Demonstracao do Teorema de Pitadgoras com octogonos

Fonte: Autor.



5 PROPOSTAS DE EXERCICIO

Neste capitulo serao apresentadas algumas propostas para trabalhar em sala de
aula com dissec¢oes matematicas. A ideia dos problemas propostos aqui é que o leitor
consiga movimentar e organizar todas as pecas fornecidas pela dissec¢ao para montar uma
outra figura semelhante e de area equivalente.

Traremos inicialmente disseccoes com pecas em forma de poliminds e depois te-
remos problemas com pecas semelhantes as apresentadas ao longo deste trabalho. Os
poliminds sao figuras planas formadas por quadrados congruentes agrupados de modo
que pelo menos um quadrado permaneca conectado com todo o lado de outro quadrado
e sao classificados de acordo com a quantidade de quadrados que os compoe, no caso da
figura ser composta por apenas um quadrado chamamos de monominé. Para obter as
pecas de poliminds utilizaremos aqui a técnica de disseccao racional. No exemplo, que
veremos a seguir teremos pecas de monominé e de tetraminds que possuem a forma das

pecas do famoso jogo eletronico Tetris.

PROBLEMA 1

No problema a seguir, os dois quadrados construidos sobre os catetos do triangulo
retangulo, foram seccionados conforme mostra a Figura 55, sendo o quadrado pequeno
em 3 pecas e o quadrado médio em 4 pecas. Uma copia destas 7 pecas esta disponivel na
Figura 54, a proposta aqui é movimentar todas as pecas que estao soltas e organiza-las no
quadro construido sobre a hipotenusa do triangulo retangulo de forma a preencher toda
a sua area sem sobrepor nenhuma das pecas ou deixar alguma peca saindo do quadrado.
Mostrando assim, geometricamente, que a area do quadrado construido sobre a hipotenusa

é equivalente a soma das areas dos quadrados construidos sobre os catetos.

Figura 54: Pecas da disseccao de quadrados

L.l

Fonte: Autor.
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Figura 55: Disseccao de quadrados em Poliminds

Fonte: Autor.

PROBLEMA 2

Neste problema temos mais uma disseccao utilizando Poliminoés, a proposta é que
o leitor utilize todas as pecas apresentadas na Figura 56 para completar totalmente a
area dos trés quadrados construidos sobre os catetos e hipotenusa do triangulo retangulo
apresentado na Figura 57. Como na proposta anterior, as pecas que compoem o quadrado
construido sobre a hipotenusa ¢é a soma das pecas que compoem os outros dois quadrados
construidos sobre os catetos. Para facilitar a diversao na montagem deste quebra-cabeca
vai uma dica, o quadrado menor foi secionado em 3 pecas e o quadrado médio foi secci-
onado em 4 pecas. Monte o quebra-cabeca da Figura 57 e verifique geometricamente a

validade do Teorema de Pitagoras.
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Figura 56: Pecas da disseccao em Poliminés de quadrados

-
1L

Fonte: Autor.

Figura 57: Quebra-cabeca de Polimin6s

................................

...........................................

...........................................

Fonte: Autor.
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PROBLEMA 3

Nesta proposta de atividade, temos uma disseccao apresentada em 1930 por Harry
Bradley, de dois triangulos regulares para um, feita em 4 pecas e que vale a relacao
3% 4 4% = 52, no qual o triangulo de lado 4 permanece sem cortes. A disseccao foi feita
utilizando a técnica de disseccao racional. A proposta aqui é que o leitor utilize as pecas
da Figura 58, que corresponde as pecas dos triangulos de lados 3 e 4, para completar a
area do triangulo de lado 5 apresentado na Figura 59, as pecas podem ser transladadas e
ou rotacionadas. Existem pelo menos duas solucoes diferentes para este problema, além

da que foi fornecida por Harry Bradley.

Figura 58: Pecas da disseccao de dois triangulos para um

.y \

Fonte: Autor.

Figura 59: Quebra-cabeca com triangulos

Fonte: Autor.
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PROBLEMA 4

A proposta a seguir é uma disseccao feita por James Schmerl em 1973 onde é
valida a relacdao 3% 4 42 = 52, de dois hex4gonos regulares para um em 5 pecas e no qual
o hexéagono regular de lado 4 nao tem cortes. A técnica utilizada nesta disseccao foi a
racional. A ideia neste problema é que o leitor utilize todas as pecas da Figura 60 para
montar o quebra-cabeca da Figura 61, que contém trés hexidgonos regulares construidos
sobre os lados de um triangulo retangulo, as pecas podem ser transladadas ou rotacionadas
de forma a organiza-las e preencher totalmente a area dos trés hexagonos, lembrando que
o hexagono de lado 5 é composto pela soma das pecas dos outros dois hexagonos. Feito
isso, serd possivel verificar geometricamente que a area do hexagono regular construido
sobre a hipotenusa tem area equivalente a soma das areas dos hexagonos construidos sobre

0s catetos.

Figura 60: Pecas da disseccao de dois hexagonos para um

Fonte: Autor.

Figura 61: Quebra-cabeca com hexagonos

Fonte: Autor.



CAPITULO 5. PROPOSTAS DE EXERCICIO 55

PROBLEMA 5

O problema a seguir é mais uma disseccao de dois tridangulos regulares para um
feito em apenas 4 pecas. Trata-se de uma solugdo apresentada na referéncial5|, para um
problema proposto no Capitulo 5 do mesmo. A seccao dos dois tridngulos menores, em
duas pecas cada um, foi feita pela técnica racional. Assim como nos problemas anteriores,
a ideia é que o leitor utilize as pegas obtidas, que estao expostas na Figura 62 para montar o
quebra-cabeca da Figura 63, que tem dois triangulos regulares construidos sobre os catetos
do triangulo retangulo e um triangulo regular construido sobre a hipotenusa. Lembre-se
que todas as pecas devem ser utilizadas e que os triangulos menores foram divididos em
duas pecas cada, logo o triangulo que estd sobre a hipotenusa sera composto por 4 pecas.

Com isso, sera possivel verificar a validade da Generalizacao do Teorema de Pitagoras.

Figura 62: Pecas da disseccao de triangulos

\VINW

Fonte: Autor.

Figura 63: Quebra-cabecga de triangulos em 4 pecas

Fonte: Autor.
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PROBLEMA 6

Nesta proposta trabalharemos uma disseccao com 9 pecas, entao talvez o grau de
dificuldade para montar este quebra-cabeca seja um pouco maior. Veremos uma disseccao
de dois hexagonos regulares de mesmo tamanho para um, apresentada por Harry Lindgren
em 1964, feita pela técnica de sobreposicao de tesselacao.

As tesselagoes utilizadas foram uma composta por triangulos e hexdgonos, no
caso os hexagonos de tamanhos menores e a segunda tesselacao foi composta somente

pelo hexagono de tamanho maior, como podemos ver na Figura 64.

Figura 64: Tesselacao do problema 6
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Fonte: Autor.

A ideia neste exemplo é que o leitor utilize todas as pecas apresentadas na Figura
65 para montar o quebra-cabecga da Figura 66, que possui dois hex4gonos regulares idénti-
cos construidos sobre os catetos do triangulo retangulo e um hexagono regular construido
sobre a hipotenusa do mesmo.

Vai uma dica, um dos hexagonos menores foi seccionado em 3 pecas e o outro em
6 pecas, lembrando também que o hexédgono maior é composto pelas 9 pecas que compoe
os outros dois. Ao montar a o quebra-cabeca como solicitado, o leitor pode comprovar
que a area do hexagono construido sobre a hipotenusa é equivalente a soma das areas dos

dois hexagonos construidos sobre os catetos.
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Figura 65: Pecas da disseccao de hexagonos regulares

Fonte: Autor.

Figura 66: Quebra-cabega de hexagonos em 9 pegas

Fonte: Autor.

A proposta a seguir é trabalhar a constru¢ao de uma dissecc¢ao, seguindo o passo
a passo de como obter suas pecas e quem sabe até ter ideias para criar suas proprias

disseccoes. Para isso vamos utilizar o software GeoGebra, aqui é importante que o lei-
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tor tenha um pouco de conhecimento de como funciona este software e saiba utilizar as

ferramentas disponiveis para trabalhar na janela de visualizacao 2D.

PROBLEMA 7

O problema que utilizaremos aqui para trabalhar no software GeoGebra, serd a
famosa demonstragao do Teorema de Pitagoras apresentada por Henry Perigal em 1873,
esta disseccao inclusive foi gravada em sua lapide. Ele fez esta dissec¢ao pela técnica de
sobreposicao de tesselagao, na qual uma é composta por quadrados de mesmo tamanho
e a outra é composta por dois quadrados de tamanhos diferentes. Esta seccao corta
o quadrado de tamanho médio em 4 poligonos congruentes que quando sobrepostos ao
quadrado grande a partir dos vértices deixa um espago no centro equivalente ao quadrado
menor.

A ideia desta proposta é que o leitor acompanhe o passo a passo da construcao
das duas tesselacoes e como fazer a sobreposicao para obter as pecas da disseccao, usando
as ferramentas do software GeoGebra para que assim, consiga construir as pecas deste
exemplo bem como de outras disseccoes que foram apresentadas ao longo desse trabalho.

Para construcao da tesselacao de dois quadrados de tamanhos diferentes siga os

passos:

1. Selecione a ferramenta Poligono reqular e construa o quadrado de lado menor.

2. Em seguida construa em volta do quadrado menor, quadrados iguais de tamanho

maior, como mostra a Figura 67.

Figura 67: Passo 1 e 2
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Fonte: Autor.
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Agora para construcao da segunda tesselacao, o leitor pode optar por ja construi-la
sobre a primeira ou fazé-la a parte e arrastar para fazer a sobreposicao. Caso opte

por fazer pela primeira ideia, siga os seguintes passos:

3. Utilize a ferramenta Ponto Médio ou Centro e marque o centro dos quadrados de
tamanho maior que foram desenhados na primeira tesselacao, como mostra a Figura

68.

Figura 68: Passo 3
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Fonte: Autor.

4. Usando a ferramenta Poligono regular construa o quadrado de lado igual a distancia
entre dois centros, como ilustrado na Figura 69. Com esta sobreposicao ja ficara

destacada as pecas desta seccao.
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Figura 69: Passo 4
G | F
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Fonte: Autor.

5. Com a ferramenta Intersecao de dois objetos, marque os pontos de intersecao entre
os lados do quadrado da segunda tesselacao e os lados dos quadrados da primeira,

conforme destacado de vermelho na Figura 70.

Figura 70: Passo 5

G | F

Fonte: Autor.
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6. Use a ferramenta Poligono para desenhar os poligonos resultantes da sobreposicao.

Figura 71: Passo 6
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Fonte: Autor.

7. Em seguida, usando a ferramenta Poligono rigido, selecione cada um dos poligonos
desenhados no item anterior. Este processo vai criar uma copia de cada peca como
mostra a Figura 72, que podera ser transladada ou rotacionada sem alterar a forma
ou tamanho do poligono, assim suas pecas para montar o seu quebra-cabega estao

prontas.

Figura 72: Passo 7
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Fonte: Autor.
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Perceba que o quadrado construido sobre a primeira tesselacao, possui no centro
o quadrado de tamanho menor e em volta quatro poligonos congruentes, que compoem
as pecas desta disseccao. Note, que se organizarmos os quatro poligonos congruentes
formaremos o quadrado de tamanho médio, e estes junto ao quadrado pequeno completam
o quadrado de tamanho maior, que tem lado igual ao comprimento da hipotenusa de um
triangulo retangulo que possui catetos de comprimento iguais aos lados dos quadrados da
primeira tesselacao.

Caso o leitor opte por construir a segunda tesselacao pela segunda ideia, pode

fazé-lo seguindo os seguintes passos:

1. Usando a ferramenta Poligono reqular construa quadrados iguais, um ao lado do
outro, cujo comprimento do lado seja igual ao comprimento da hipotenusa do tri-
angulo retangulo que tem catetos de comprimento iguais aos lados dos quadrados

da primeira tesselacao.

Figura 73: Passo 1 do segundo método
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Fonte: Autor.

2. Em seguida utilize a ferramenta Mover e arraste a tesselacao até sobrepor a primeira
de modo que os vértices do quadrado da segunda tesselacao coincida com o centro
do quadrado de maior tamanho da primeira tesselacao, como mostra na Figura
74, assim ficaram destacadas as pecas da seccao. Para obter as pecas, de modo
que possa ser movimentadas sem deformar basta seguir o processo 6 e 7 descritos

anteriormente.
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Figura 74: Passo 2 do segundo método

Fonte: Autor.



6 CONSIDERACOES FINAIS

A importancia de se trabalhar provas e demonstracoes no ensino de matematica é
algo incontestavel, uma vez que a sua pratica leva o aluno a compreender que esta ciéncia
nao se resume a resolucao de problemas por meio de aplicacdo de formulas que muitas
vezes nem fazem sentido para eles.

Porém este processo nem sempre é facil, principalmente nas séries iniciais, onde os
alunos ainda se encontram em fase de desenvolvimento cognitivo e precisam ser instigados
a pensar e aperfeicoar o raciocinio. Entao, cabe ao professor buscar meios atrativos e de
facil compreensao para trabalhar estas demonstragoes, que dependendo da metodologia
utilizada podem parecer muito abstratas para eles.

Pensando nestas probleméticas, este trabalho almeja contribuir com a construgao
de um material didatico que possa auxiliar e estimular os professores da Educacao Bésica
neste processo de ensino e aprendizagem. Por isso trouxe uma breve contextualizacao do
Teorema de Pitagoras, que ¢ um dos teoremas mais conhecido na matematica, e algumas
ideias para trabalhar com a demonstracao do mesmo, bem como da equivaléncia entre
areas de figuras planas, de forma interativa, lidica e que possibilita uma maior interacao
do aluno com este processo, uma vez que através do material proposto ele pode manusear

e construir sua demonstragao de forma pratica.
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APENDICE

Apresentaremos aqui as solucoes das propostas de exercicios expostas no Capitulo
5. Para cada exemplo dado traremos uma solugdo, mas isso nao significa que o problema

apresentado possui apenas a solu¢ao que mostraremos aqui.

SOLUCAO DO PROBLEMA 1

Figura 75: Solucao do Problema 1

Fonte: Autor.
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SOLUCAO DO PROBLEMA 2

Figura 76: Solucao do Problema 2

S

Fonte: Autor.

SOLUCAO DO PROBLEMA 3

Figura 77: Solucao do Problema 3

Fonte: Autor.
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SOLUCAO DO PROBLEMA 4

Figura 78: Solucao do Problema 4

Fonte: Autor.

SOLUCAO DO PROBLEMA 5

Figura 79: Solucao do Problema 5

Fonte: Autor.
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SOLUCAO DO PROBLEMA 6

Figura 80: Solucao do Problema 6

Fonte: Autor.

SOLUCAO DO PROBLEMA 7

Figura 81: Solugao do Problema 7

Fonte: Autor.



