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RESUMO

O presente trabalho tem como objetivo apresentar a Estrela de Davi, descoberta na
década de 70 por Hoggat e Hansell, a fim de aumentar o conhecimento e desempenho,
na area de exatas, dos alunos que usufruirem deste artigo. Essa descoberta mostra o
produto intercalado, trés a trés, dos niumeros posicionados nas seis pontas da estrela,
ao redor de um binomial, dentro do tridngulo de Pascal. Veremos como € de féacil
localizagcéo dentro do triangulo e o quao pouco explorado é tal conhecimento. Além
disso serdo apresentadas algumas propriedades no triangulo de Pascal como a Relacao
de Stifel, propriedade das colunas, propriedade das linhas e propriedade das diagonais.
Com essas propriedades e utilizando célculos matriciais, mostraremos a Estrela de
David, que é o grande objetivo do nosso trabalho, e 0 maximo divisor comum existente
entre esses seis numeros.

Palavras-chaves: Estrela de Davi, Triangulo de Pascal, Relagéo de Stifel.



ABSTRACT

This paper aims to present the Star of David, discovered in the 1970s by Hoggat and
Hansell, in order to increase the knowledge and performance, in the area of exact
sciences, of the students who take advantage of this article. This discovery shows the
interleaved product, three by three, of the numbers positioned on the six points of the
star, around a binomial, within Pascal’s triangle. We will see how easy it is to locate within
the triangle and how little such knowledge is exploited. Furthermore, some properties
in Pascal’s triangle will be presented such as Stifel’s relation, column property, row
property and diagonal property. With these properties and using matrix calculations, we
will show the Star of David, which is the major objective of our work, and the maximum
common divisor existing between these six numbers.

Key-words: Star of David, Pascal’s Triangle, Stifel relation.
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1 INTRODUGAO

Este artigo apresentara a Estrela de David, dentro do tridngulo de Pascal, com
demonstragdes e provas em forma de matrizes e célculos binomiais. O objetivo geral
dessa pesquisa € mostrar, através de calculos e figuras, a estrela de seis pontas ao
redor do binémio (7) no tridngulo de pascal. Teremos também, como objetivo especifico,
que enfatizar o maximo divisor comum (mdc) existente nas seis pontas da mesma
estrela.

Ao inicio do trabalho, no capitulo de resultados preliminares, mostraremos
o fatorial, as relagdes binomiais com seus teoremas e a propriedade complementar.
Além disso apresentaremos também a relagéo de Stifel-Pascal, os teoremas: das
colunas, das diagonais e das linhas, assim como as formulas de Euler e Lagrange. Em
cada uma das apresentagdes o raciocinio serd comprovado com aplicagdes e figuras
ilustrativas, como também problemas utilizardo as ideias descritivas. Ao final desse
capitulo de preliminares, teremos todas as ferramentas necessarias para o objetivo,
tanto especifico quanto geral, do trabalho.

No capitulo da Estrela de David, os autores da década de 70 que fundamenta-
ram minha pesquisa serdo mencionados, pois tal descoberta foi fascinante. Seguiremos
mostrando suas afirmacdes e ilustrando todas elas para melhor visualizagao do leitor.
Na sequéncia abordaremos o0 passo a passo do teorema da Estrela de David, com
calculos matriciais, combinatérios e binomiais. E desta forma provaremos a existéncia
da inversa, na matriz, existente nos célculos sugeridos.

No capitulo divisor comum, como objetivo especifico, mostraremos o divisor
comum existente nas seis pontas da Estrela de David. Depois faremos uma breve
explicacdo sobre o maximo divisor comum e, novamente com calculos matriciais, a
existéncia dessa propriedade.
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2 RESULTADOS PRELIMINARES

Vamos demonstrar, todos com exemplos de situacdes corriqueiras do dia a
dia, motivadoras e de forma ficar mais visivel as propriedades e os teoremas. Alguns
conceitos matematicos que auxiliarao nos calculos matriciais que teremos ao fim
do trabalho, na estrela de David e no maximo divisor comum. Algumas definicées e
propriedades sao primordiais para se ter um raciocinio correto e claro ao demonstrar a
Teorema da Estrela de David.

2.1 FATORIAL ())

Segundo [Plinio] definimos o fatorial de um ndmero natural n, com n > 1, como
o produto dos numeros naturais consecutivos de n até 1. Representamos tal operacao
por n! e o0 seu desenvolvimento porn - (n—1)-(n—2)-...-3-2- 1. Por convengao, para
ocason = 0temos 0! = 1.

2.2 NUMERO BINOMIAL E SEUS TEOREMAS

Vamos iniciar este capitulo com um exemplo cotidiano:

Exemplo 2.1 Em uma sala ha 10 pessoas, na qual pedem para escolher 6 ou 5
pessoas afim de se compor uma unica comissdo. Se a ordem das pessoas escolhidas
nao importar, quantas comissées poderao estar a disposicao para tal situacdo?

Para resolvermos com mais facilidade o exemplo citado, precisamos definir um nimero
binomial. Sejam n e p dois numeros inteiros ndo negativos com n > p. Definimos
numero binomial de numerador n e denominador p e representamos 0 mesmo por:

D)=
;)

Ou seja, de uma maneira geral, dizemos que ha n quantidades de objetos e queremos
selecionar p objetos, sem levar em conta a ordem. Com isso, é notdrio que o conjuntos
(1) € um subconjunto de n contendo p elementos.

Dentro dos numeros binomiais, temos algumas particularidades que auxiliarao
nos calculos:
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) -momm =

4. Se n < p ou p um inteiro menor que zero, definimos (Z) =0;

5. Propriedade das Combinacbes Complementares: Sejam n, p € ¢ nUmeros inteiros
ndo negativos, em que n > p e n > q. Se p + ¢ = n dizemos que (Z) e (Z) sdo
combinag¢des complementares. Com isso

()= ()
p q)

Por fim, resolvendo tal situagcao motivadora no inicio do capitulo, utilizando o
binomial.

» Para comisséo de 5 pessoas das 10 disponiveis, temos

1 ! !
0 _ 10 _
5) Bl-(10—5) 55

» Para comissao de 6 pessoas das 10 disponiveis, temos

10 10! 10!
_ - = 210.
(6) 6/- (10— 6)!  6!-4l

Como, pelo principio aditivo, o termo ”ou” significa adicao, conclui-se que temos um
total de 462 comissoes disponiveis para escolha.

2.2.1 Relagéo de Stifel-Pascal

Para resolvermos a situag&o motivadora anterior, com mais facilidade, podemos
utilizar a relagao Stifel-Pascal ou também conhecida como regra de Pascal. A relagao
de Stifel-Pascal é uma identidade binomial que, dado n € p como numero inteiros nao

negativos, temos:
()65 - G)
+ = :
P p+1 p+1
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(0 ()G

66 6B

FIGURA 1 — Exemplificagdo da Lei de Stifel no triangulo de Pascal.

Demonstragao:

@ " (p-tl) :p!-<:!—p>! i <p+1>!-gz!—p—1>!

(p+1) n! N n! (n—p)
(p+1) pl-(n=p)! @@+ (n-—p-1) (n—p)
nt-(p+1)+nl(n—p)

(p+1! (n—p)

(n+1)-n!
(p+ 1! (n—p)!

(n+1)!

e+ (n+1) = (p+ D!

_(n+1)
S \p+1)

Exemplo 2.2 Situacdo motivadora anterior: "Em uma sala ha 10 pessoas, na qual
pedem para escolher 6 ou 5 pessoas afim de se compor uma unica comissdo. Se
a ordem das pessoas escolhidas ndo importar, quantas comissées poderdo estar a
disposicao para tal situacdo?"

Resolucao: Pela relacao de Stifel-Pascal,

(150> N <160> _ (161> |
TR

Exemplo 2.3 Determine m e p, sabendo que

)= (") ()
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Resolucao: Pela Relagao de Stifel-Pascal,

() Gr)-Gh)

Entdo, temos que m — 1 = 7 e com isso m = 8. Pela mesma relacao, deduzimos que
p=3+1=4.

2.2.2 Teorema das colunas

Segundo [KOSHY], a soma dos binomiais de uma coluna, com inicio no primeiro
elemento, tem como resultado o binomial a direita na linha abaixo do ultimo elemento
que foi somado:

G () (500 G)=G)

Demonstracao: Substituindo, na relacéo de Stifel-Pascal m = p,p+1,p+2,...,n temos
que, como (.*,) = 0, as seguintes identidades:

AN
O
P -0

G+ ()= G)

Somando as linhas e cancelando os termos semelhantes em membros diferentes
temos:
+1 + 2 +3 +1
) ()00 00 0= ()
p p P p P p+1

Exemplo 2.4 Calcule a soma para n, m e k numeros inteiros ndo negativos.

(D () () (1)

Resolucdo: Usando a propriedade das colunas duas vezes e reescrevendo S de forma
conveniente a se ter um ', tal que

(D)) () (0)
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1

301

& (4] 1

1o 10 5 1
\15 20\15 & 1
35 21 71

1
1
1
1
1
1
1
1

-1 [ o oW e

FIGURA 2 — Exemplificagé@o, no tridngulo de Pascal, do teorema das colunas.

Faremos S = S + (5" — '), logo a expressao ficara:

() (1) ()

Usando, S = (S + S5') — &

g n n n+1 P n—+m n n—1 n n—2 R k

| \k k k k k k
+k+1 _(n—1 n n—2 P k n kE+1
k k k k k)
Logo, pela propriedade das colunas, temos que a soma pedida é igual a
g m+n+1 B n
S\ k+1 k+1)

Exemplo 2.5 Calcule a soma dos n primeiros numeros inteiros positivos.

Resolugao:

. 1
d i=14243+44--4n= ()+

=1

Exemplo 2.6 Calcule a soma

3

i (i+1).
=1
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Resolugao:

i (i+1)=1-242-343-4+---+n-(n+1).
=1

Multiplicando por % os dois lados da equacao temos,

Pelo teorema das colunas temos,

B0

logo
J n+ 2
5.;%(z+1):< ;_ >,
(n+2)!
 (n+2-3)-30
_ (n+2)-(n+1)-n-(n-1)
B (n—1)!-3-2-1

Multiplicando a equacgao por 2, temos,

gi‘(i+1):n-(n+1§-(n+2).

2.2.3 Teorema das diagonais

Sejam n e p dois niumeros inteiros nao negativos. Entao, segundo [KOSHY],
o teorema das diagonais estabelece que a soma dos elementos situados na mesma
diagonal, desde o elemento da 12 coluna até o de uma coluna qualquer, é igual ao
elemento imediatamente abaixo deste:

p p+1 p+2 p+3 p+t\ (p+t+1
) (1) (2703 (0) - (707
Demonstracéo: Usando a propriedade complementar da combinatéria, para todos n € p

p n— p .



21 35 33 21 7 1

FIGURA 3 - llustracao do teorema das diagonais direto no triangulo de Pascal.

Partindo de tal propriedade,

somando as igualdades, temos:
4 p+1 p+2 pt+k\
o)+ (1) (37) = ()
O O S R ]
p p p p

Usando o teorema das colunas no segundo membro da igualdade acima, temos:

p+k+1\  (p+Ek+1\
p+1 ) k ’

(- (1)- (301071

logo,

Exemplo 2.7 Calcule a soma dos quadrados dos n primeiros inteiros positivos.

17
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Resolugao:

d =142 43+ 40

=1
Vamos partir da igualdade i - (i+1) = i*+1, logo > = i- (i+1) —i. Aplicando o somatorio,
em ambos 0os membros, temos:

n

Zi2:Z[i«(z’+1)—z’].

=1
Pela propriedade da adicdo em somatério,
=i i+ 1) = i
=1 =1 =1
Aplicando os resultado ja obtidos e demonstrados nos exemplos anteriores, obtemos

n

Shp_n (i) (52 00t

. 3 2
“(n+1)-(2n+1)
6

=1

n

Exemplo 2.8 Calcule a soma dos cubos dos n primeiros inteiros positivos.

Resolucéo:
P=T+2 4+ +47+ b
=1
Vamos partir da igualdade i-(i+1)-(i+2) = i*+3-i*4+2-i, 1090 ¢* = i-(i+1)-(i+2) —3-i*—2-i.
Aplicando o somatério em ambos os membros, temos:

n

Zi?’:Z[i-(i+1)-(i+2)]—3~Zi2—2-Zz’.

=1

Aplicando os resultados demonstrados nos exemplos anteriores:

zn;i3:n-(n+1)-(z+2)-(n+3)_3‘n-(n—|—1)6.(2n+1)_2‘n (7”;+1)
n-(n+1)-n+2)-(n+3) 2-n-(n+1)-2-n+1) 4-n-(n+1)
B 4 B 4 - 4

[ (5



19

Exemplo 2.9 Calcule a soma dos cubos dos n primeiros numeros impares positivos.

Resolucéo:

n

> (2-i—1)%

=1
Para resolver esse exercicio, precisamos lembrar da propriedade aditiva de um somato-
rio:

n

k=m k=m

k=m

Utilizando esta propriedade, temos:

n n

21 =) (8- —12-46-i—1),

=1 =1
:S-ii3—12-ii2+6-ii—i1.
=1 =1 =1 =1

Aplicando os resultados ja demonstrados nos exemplos anteriores:

;(2.1—1)3:& [(n—i-;),n]?_12.n.(n+1)6-(2n+1)+6. (n+21).n_n7
=2-m*+n)*—2-(n*+n)-2-n+1)+3-(n*+n) —n,
=2-n*+2-03+n?)—2-2-n*+3-n*+n)+3-n*+3-n—n,
=2-n'+4-n* 4207 —4-0*—~6-n*—2-n+3-n*+2-n,

=2-n'—n>=n* (2.n*-1).

2.2.4 Teoremas das linhas

Considerando n um numero inteiro ndo negativo, Segundo [HILLMAN], a soma
dos elementos de qualquer linha n, no Triangulo de Pascal, é igual a uma poténcia 2",
onde o expoente € o numero da linha em que se quer somar. Entao,

) () ) ee ()=

Usando &£ = n e chamando de S, a soma acima, vamos demonstrar tal teorema
somando S,, com ele mesmo e utilizando a relagdo de Stifel-Pascal conforme segue:

mse= (o) + (1) + )+ (§)
@s= i)+ (1) () ()



20

1+3+3+1=2°
l+d+6+4+1=2*

FESE I IR RS =T
1+6+15+20+15+6+1=2°

FIGURA 4 — llustragao demonstrativa sobre o teorema das linhas no triangulo de Pascal.

Somando (1) com (2), considerando Sy + S, como 2 - S;, e usando a relagéo de Stifel-

Pascal, temos:
k k+1 k+1 k
z.sk_(0)+( ! )+( ; )++(k)

0-¢7)
(=01

k+1 k+1 k+1 k+1
5= () () () e () 2

Se k e n sd0 numeros inteiros ndo negativos e k < n,

52:2'51
Sy =2-5
Sy =253
SnZQ'Snfl.

Multiplicando as igualdades e fazendo os cancelamentos possiveis, temos:

Sp=2""1.5 =27t 2 =0 = on,

Agora vamos ver algumas aplicagdes do teorema demonstrado anteriormente.

Exemplo 2.10 Calcule m, como m inteiro ndo negativo, sabendo que:

()¢ () () e () -om
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Resolugao:
m m m m m m
=2m — — =2" 1 —-1=2"—-2

(1) () () e () === (6) - () ’
logo

2m — 2 =510,

2m = 512,

2m:29’

m =

Exemplo 2.11 Calcule a soma, para todo n inteiro ndo negativo:

(@) ()5 () ()

Resolucdo: Vamos considerar p e n inteiros ndo negativos, logo

p’(Z) :p‘n-(n—1)~(n—p!2)~~(n—p+1)

=) 2 mopr))

(p— 1!
n—1
- (p—l)‘

£ ()£ ()£ -

p=1 p

Y

Entao,

Exemplo 2.12 Calcule a soma, para todo n inteiro ndo negativo.

()5 (o (o () e )
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Resolugao:

o)+ 2 (0)

> (1) 3 ()

=2.n-2" 1y on
=n-2"42"=2".(n+1).

I
b

2.2.5 Férmula de Euler

Para exemplificar a aplicagcado da férmula de Euler, comegaremos com um
exemplo motivacional: "Considerando p, m e h nUmeros inteiros ndo negativos, quantas
comissoes de p pessoas podem ser formadas com m mulheres € h homens?"

As opgdes para tal motivagao sao:

0 mulher e p homens, ou

* 1 mulher e p — 1 homens, ou

» p mulheres e p — p = 0 homem.
Para tal resolucao, precisaremos dos principios aditivo e multiplicativo.

» Principio aditivo: Dado dois conjuntos, A e B com m € n elementos respectiva-
mente, entdo se esses dois conjuntos tem seus eventos ligados pelos cognitivo
ou, teremos m + n elementos.

» Principio Multiplicativo: Dado dois conjuntos, A e B com m € n elementos res-
pectivamente. Se esses dois conjuntos tem seus eventos ligados, de tal forma a
tomar m elementos de A e, uma vez escolhido o elemento, teremos vinculado a
ele n elementos de B, entdo teremos m - n elementos .

Como o 7¢” indica o principio multiplicativo e "ou” o principio aditivo, no exemplo
motivacional anterior, temos a seguinte identidade chamada de férmula de Euler
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[C.BACHX]: Considerando p , m € h nimeros inteiros ndo negativos,
m.h+m'h+m‘h+'“+m'h_m+h
0 p 1 p—1 2 p—2 p o/ \ p )
Vamos demonstrar a aplicagdo da formula no exemplo a seguir.
Exemplo 2.13 Calcule o valor da soma abaixo:
610+6 10+6.10+6‘10+6.10+6.10+6‘1O
0 6 1 ) 2 4 3 3 4 2 ) 1 6 0)
Resolucao:

Pela formula de Euler com m = 10, € h = p = 6, temos que a soma acima vale

16 16!
(6) = To 0%

2.2.6 Foérmula de Lagrange

A féormula de Lagrange é uma particularidade da férmula de Euler. Quando
igualamos o m ao p e ao h, considerando m, n € p numeros inteiros nao negativos,
obtemos a férmula de Lagrange.

m2+m2+m2+m2++m2_2m

0 1 2 3 m) \m)’
Vamos mostrar sua aplicabilidade na resolu¢do de alguns exemplos.

102+ 102+ 102+ 1o2+ 102+ +102

0 1 2 3 4 10/
Resolucao: Pela Formula de Lagrange, temos

(o) (1) o (5)+ () () o ) - )

Exemplo 2.15 Calcule

Exemplo 2.14 Calcule:

Resolucéo:
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Como é vélida a relacao da propriedade complementar binomial:
n . n
(6)-()
n n
(1) (")
n n
()-(")

n . n

n) \0)’
e somando S,, com ele préprio, ao utilizar as férmulas das relacées complementares
acima, temos:

Note que n € o termo comum em todas as parcelas. Portanto colocando o n em
evidéncia e aplicando a formula de Lagrange, temos:

2-Sn:n-<2m),
m
n 2m

sn_§.(m).
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3 TEOREMA DA ESTRELA DE DAVID

Encerramos esta dissertacdo com dois resultados que foram desenvolvidos
na primeira metade dos anos 70, e que tém a ver com conjuntos de seis numeros
localizados no tridngulo aritmético. Uma caracteristica interessante destes numeros é
que eles se dispdem graficamente numa estrela de seis pontas ao redor do binomial
(%), conforme observado na Figura 5.

Em 1971, foi descoberta por Hoggat e Hansell [06] a propriedade a seguir no
tridangulo de aritmético: Dados quaisquer n e k nimeros inteiros nao negativos temos
que a seguinte identidade é valida:

D) e

Esta identidade pode ser provada por célculo imediato de ambos os membros usando
a definicdo de binomial, conforme segue: Por um lado, temos

n n+1 n—1
W) G)
n! (n+1)! (n—1)!
Gk+0)-n—(k+D] K-[(n+1)—k! (k= [(n—1)—(k—1)]
(n—1!n!(n+1)!
4+ (n—k—DLE-(n+1—k) - (k—1)!-(n— k)

(3.2)

VN
?3
Ll
N—"
/N
S
&+
—
N—"

(k")

FIGURA 5 — llustragcao dos seis numeros do Triangulo Aritmético, sobre os quais os dois
resultados deste capitulo sao baseados.
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1 8 28 B8 T0O 58 I8 2 1
1 ] 38 84 1286 128 B84 28 ] 1
1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1
1 11 55 -GG 462 462 320 165 55 11 1
1 12 86 220 495 722 924 792 495 220 63 12 1
1 12 78 286 715 1287 171617181287 715 286 78 12 1
1 14 91 264 1001 2002 2002 2422 2002 2002 1001 284 91 14 1

1 15 105 455 1385 3003 5005 84356435 5005 3003 1365 455 105 15 1

120 = 462 = 495 = 27442800
210 = 1RR = 792 = 27442800

FIGURA 6 — Verificacdo do Teorema de Hoggat-Hansell para os nimeros 120, 462, 495 € 210,
165, 792. Convém notar que os produtos 120 - 462 - 495 = 210 - 165 - 792 sao iguais.
Também temos que mdc(120, 462, 495) = mdc(210, 165, 792) = 3 pelo Teorema da
Estrela de David.

Por outro lado, ao desenvolvermos o segundo membro de (3.1), temos

n—1 n+1 n
(e
(n—1)! (n+1)! n!
k=1 =k k+D)[(n+D)—(k+D]! (E-D!-n— (k-1
(n—1!-n! (n+1)!

k+D)-(n—k—Dlkl-(n+1—k)!- (k-1 (n— k!

(3.3)

Comparando os resultados obtidos nas passagens (3.2) e (3.3), o resultado segue.
Uma outra propriedade que diz respeito aos mesmos niumeros binomiais que aparecem
na identidade (3.1) é o dito Teorema da Estrela de David: Dados n e k£ dois nUmeros
inteiros e ndo negativos, temos que

(2 CEME D} ()G} e

Antes de apresentarmos a demonstracao correspondente, apresentamos aqui
um breve histérico deste resultado: A identidade (3.1) foi descoberta em 1972 por H.
Gould, sendo provada logo depois por Singmaster. Houve diversas provas do mesmo
resultado, dentre as quais uma que vamos nos basear, devida a Hitomatu et al.

O motivo da escolha desta demonstracao em detrimento daquela inicialmente
apresentada por Singmaster é devido ao fato de que a ultima é mais elementar. Sua sim-
plicidade decorre do fato de que a matriz que exibiremos a seguir possui propriedades
interessantes, a saber:
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1 8 28 B8 T0O 58 2B ] 1
1 g 38 84 128 128 B84 28 o 1
1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1
1 11 55 165 330 462 462 330 165 55 11 1
1 12 88 220 485 792 924 TH2 495 220 &8 12 1
1 13 78 286 715 1287 1716171681287 715 286 78 132 1
1 14 91 3284 1001 2002 2002 2422 3002 2002 1001 284 91 14 1

1 15 105 455 1385 2003 5005 84358435 5005 2003 1365 455 105 16 1

10 = 15 = 35 = 5250
10 = 15 « 35 = 5250

FIGURA 7 — Verificacdo do Teorema de Hoggat-Hansell para os nimeros 10, 15, 35 e 10, 35,
15. Convém notar que os produtos 10 - 15 - 35 = 10 - 35 - 15 sao iguais. Também
temos que mdc(10, 15,35) = mdc(10,35,15) = 5 pelo Teorema da Estrela de
David.

No que segue, dados n e k inteiros ndo negativos quaisquer, definimos a matriz

A abaixo:
k+1 k—n—-1 —n-—1
A=\ -k n—Fk+1 n . (3.5)
k+1 k—n -n

Observamos que esta matriz possui coeficientes inteiros que dependem das
constantes n e k. Notamos também que a sua matriz inversa correspondente também
possui coeficientes inteiros dependentes dos mesmos n e k, conforme segue:

-n —k n—k+1
A= n kE+1 k—n |. (3.6)
-n—1 k-1 n—k+1

Antes de tudo, vamos verificar se ha inversa, ja que H. Gould diz ser valido tal
propriedade. A definicdo de matriz inversa é: Seja uma matriz A quadrada de ordem n.
Nomeamos matriz inversa A~! se o produto de A pela sua inversa for igual a Identidade
I de mesma ordem, ou seja A.A~! = I. Verificando se ha inversa na Matriz A de
sugerido por H. Gould:

k+1 k—n—1 —n—-1 -n —k n—k+1 1 00
-k n—-k+1 n . n k+1 k—n =10 1 0
k+1 k—n -n —-n—1 —k—1 n—k+1 0 01



Logo a matriz
—n -k n—k+1
n k+1 k—n
-—n—1 —k—1 n—k+1
€ a inversa da matriz
k+1 k—n—1 —n-—1
-k n—k+1 n
k+1 k—n —n

Com a afirmagéo de que de fato (3.1) € a matriz inversa de (3.5) seguimos:

Produto da linha 1 de A com coluna 1 de A~!:

(k+1)-(—n)+(k—-—n—-1)n+(—n—-1)-(—n—1)
=—k-n—-n+k-n—n*—n+n*+nt+n+l
=1.

Produto da linha 1 de A com coluna 2 de A~!:

(k+1)-(=k)+(k—n—1)-(k+1)+(-n—1)- (—k — 1)
=k —k+k+k—kn-n—k—1+k-n+nt+k+1
= 0.

Produto da linha 1 de A com coluna 3 de A~ !:

(k+1)-n—k+1)+(k-n—-1)-(k—n)+(—n—-1)-(n—k+1)

—k-n—kK+k+n—k+1+k—k-n—Fk-n+n?
—k+n—-n*+k-n—n—-n+k—1

=0.

Produto da linha 2 de A com coluna 1 de A~ !:

—k-(—n)+(n—k+1)-n+n-(—n-1)
—k-n+n’ —k-n+n—-n*—n

=0.

Produto da linha 2 de A com coluna 2 de A—':

—k(=k)+(n—k+1)-(k+1)+n-(-k-1)
=k 4+k-n—kK+k+n—k+1—k-n—n
= 1.

28
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Produto da linha 2 de A com coluna 3 de A—':

—k-(n—k+1)+(n—k+1)-(k—n)+n-(n—k+1)
=—k-n+k—k+k-n—n*—k+k-n+k—n+n*—k-n+n
=0.

Produto da linha 3 de A com coluna 1 de A~—':

(k+1)-(—n)+(k—n)-n+(—n)-(—n—1)
=—k-n—-n+k-n—n*+n’+n
= 0.

Produto da linha 3 de A com coluna 2 de A—':

(k+1)-(=k)+(k—=—n)-(k+1)+(—n) - (-k—1)
=k —k+k+k—k-n—n+k-n+n
=0.

Produto da Linha 3 de A com coluna 3 de A~ !:

(k+1)-n—k+1)+(k—-n)-(k—n)+(—n) - (n—k+1)
=k-n—k+k+n—k+1+k—-k-n—k-n+n*—n*+k-n—n
=1.

Outra propriedade interessante da matriz A € uma identidade matricial que
relaciona os seis binomiais da Estrela de David, conforme segue:

)] [F+1 k=n—1 —n—1] [GL)
(k—?—l) =| -k n-k+1 n G | (3.7)
O L e (":)

A prova deste fato vem dos célculos a seguir: Nomeando a matriz 3 x 3como A e a
matriz produto 3 x 1 de B, temos

(1)
(k 1) =A-B.

(")

Agora vamos provar a demonstragdo matricial, lembrando que as entradas das matrizes
sa0 numeros inteiros.

FFs



1. Linha 1 de A com coluna 1 de B:

30

e (1) (1) e (1)

+(k—-n—-1)-

(n+1)!
=(h+D'm+1—k—1ﬂ«k+U!
(n—1)!
(—n—l)‘(n_l_k;)!-k!

(k+1)-(n+1)!-(n—k+1)+

(k—=n—1)-nl-(k+1) k

(n—FEk+1)!-

(k+1)!

(—n—=1)-n—1!-(n—k+1)-(n—k)-(k+1)
* -kt - (k1)

(k+1)-n!-(n—Fk+1)?
(n—Fk+1)(k+1)!

+(—n—1)~(n—l)!-(n—k+1)~(n—k)~(k:+1)

(n—k+ 1! (E+1)!
nl-(n—k+1) (—n—-1)-(n=1! (n—k)

(n—k)!- k! (n—k)!- k!
m—1!n-n—k+1)—(n+1) - (n—k)]

(n—k)!- k!
_(n=Dk (n—1
C(n—k) -k (k—l)'

2. Linha 2 de A comcolunalde B

n-+1
L. —k+1)-
k <k+1>—|—(n +1)

ko (n+1)! (n —

(o) () - ()

kE+1)-n! n-(n—1)!

R T TP T e R DT A R e

B —k-(n+1)-n!
S (n—k)-(n—k—-1)(k+1)

k-(k+1) (n—k+1)-n!

k(k+1) (n—k+1)-(n—Fk) - (n—k— Dl (k+1)!

k+1 n!

T E el k=D k- (k=)
—k-(n+1)-n!

k-(k+1)-(n—k+1)-nl

Tk k-l G+

m—k+1)-(n—k)-(n—k—1(kE+1)!



kE+1).-n!
N

(n—k—1)! (k+1)!

n!

“ke(nt1) ke (kt1)

n!

_(n—k_1)!-(k+1)!'[ n—k
—k-n—k+k®+k+k-n+n—Kk

k+1
——+ +}

n!

_(n—k_1)!-(k+1)!'[

n—k

T k=Dl (k+1)! n—k

n!

T —k—Dl-(k+ D)

:(kil)‘

3. Linha 3de Acomcolunalde B

ko () o2 e () = ()

—k
n—=k

(n+ 1! n!
(’““)'(n+1—k—1)!-(k+1)!+(’“—”)'(n—k+1)!-(k—1)
(n—1)!
T =1 k)&
(n+1)! n! n!
TSRy A A oy i (g Tl ey s g
C(n—k+ ) (n+1)! k-(n+1) (k—mn)-n!
T n—k+1) =Kk k-(ntl) n—k+D!-(k—1)
(n+1) n! (n—k) (n—k+1)
S n+1) m—k—=1k (n—k) (n—k+1)
_(n—k+1)-(n+1)! k-(n+1!(k—n)
(n—Fk+1)-k! m+1)-(n—Fk+1)!- k!
(D (n—k)-(n—k+1)
(mn—k+1D!-kl-(n+1)

B (n+1)!
C (n—k+ 1)k
B (n+1)!

C (n—k+ 1)k

k‘-{n—k+1+

ko (k—

n+1

n) (n—k)-(n—k—i—l)}
n+1

rﬂ—hn+n+n—k+1+ﬁ—

B (n+1)! n+1
S n—k+DE \n+1

n —+

l{:-n—nQ—l—k-n—n—i-k-n—kQ—i-k]

1

)-(3)

31
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3.1 DIVISOR COMUM NA ESTRELA DE DAVID

O objetivo final deste trabalho € mostrar que os divisores comuns de 3 niUmeros
binomiais (7). (.",) e (*}') séo sempre iguais aos divisores comuns de outros 3

k-1 k+1
binomiais (7). (,",) e (";'), desde que esses 6 binomiais estejam localizados numa

estrutura de estrela de David no triangulo aritmético. Com isso conseguiremos afirmar
que o Teorema da Estrela de David € um corolario desta afirmacéao.

Antes de mostrarmos tal relagéo, vamos fazer uma breve explicagdo do maximo
divisor comum, mdc, apenas para numeros inteiros ndo negativos. Lembrando que o
mdc € um conceito valido para qualquer numero inteiro.

O conceito de maximo divisor comum € que entre dois ou mais nimeros inteiros,
existe uma quantidade de divisores comuns. Essa quantidade é finita e menor ou igual
a quantidade de divisores de cada um dos numeros analisados separadamente. Vamos
exemplificar tal conceito.

Exemplo 3.1 Quais sdo os divisores comum e o mdc entre 12 e 30 ?
Sabemos que:
12=2-6=3-4=1-12,
Ou seja, seus divisores sdo 1,2,3,4,6 e 12;
30=1-30=2-15=3-10=5-6,
Ou seja, seus divisores sao 1,2,3,5,6,10, 15 e 30.

Analisando os dois casos simultaneamente, podemos afirmar que os divisores,
em comum, sdo 1,2,3 e 6 e que 0 mdc (maximo divisor comum) de 12 e 30 € 6.

De forma genérica, vamos considerar os numeros m, n, p inteiros nao negativos,
afirmando-se que k£ é um divisor comum de m,n e p. Logo, existem a, b € ¢ nUmeros
inteiros tais que:
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Portanto, 0 maior niUmero inteiro ndo negativo  divisor comum de m, n € p € 0 maximo
divisor comum deles, ou k& = mdc(m,n, p).

Agora, se k é um divisor comum de (), (,",) e (";'), mostraremos utilizando

notag&o matricial, a relagéo de k ser também um divisor comum de (7)), (,",) € (")
Resumidamente, vamos efetuar o produto matricial de um vetor B = (bj;),x, CUja as
trés componentes sao (;11), (,",) e (";") com a matriz A = (a;)m«n discutida em (3.5)
no inicio do capitulo estrela de David.

Dadas duas matrizes A e B, pela propriedade da multiplicacdo de matrizes,

teremos:
A-B=C

onde C' = (Cik)mxp- S€ © € M = (x;)nx1, S€Ndo M uma matriz coluna, entdo A - = =
(di)mx1. Dado d um namero real, podemos associar as matrizes A e B da seguinte
forma:

A-(d-B)=(d-A)-B=d-(AB).

Agora vamos verificar na matriz, apresentada na subsecéao anterior, a veraci-
dade do mdc nos binomiais. Considerando a matriz:
n+1
(1)
_ n
b= (kfl)
n—1
(")
Suponha que k, inteiro ndo negativo, seja um divisor comum entre os binomiais nas
entradas da matriz B, existem nameros inteiros ndo negativos a, b e ¢ de tal forma que
as identidades abaixo valem

1

-1
(")
Entdo, com as matrizes A (3.5) e B, tal que

k+1 k—n—-—1 —n-—1
A=| -k n—Fk+1 n ,
k+1 k—n -n

e a Matriz
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temos que, utilizando a propriedade associativa e considerando z, y € z também
nameros inteiros ndo negativos,

k-a a a T k-x
A-B=A-|k-b|=A-k-|b|=k-A-|b| =k-|y| =|k-y
k-c c c z k-z

pode-se concluir que

kea (")
keyl = 1|G)

Agora se nos perguntarmos: a reciproca é verdadeira? Como é valida a inversa da
matriz A, tal que
—n -k n—k+1
A= n k+1  k-n |,
-n—1 —k—1 n—Fk+1

e pelo que foi discutido no capitulo estrela de David (3.6), a matriz A~! é a inversa da

matriz A (3.5) e tem também seus coeficientes inteiros, tal como a matriz A possui.

Portanto, com o raciocinio inteiramente similar ao que foi feito anteriormente, pode-
¥H n+1 n—1 n 4 Aivsi

se mostrar que qualquer divisor comum de ("), (},,) e (,,) é divisor comum dos

elementos que estdo na matriz B. Com isso conclui-se que os divisores de ("*1), (")

k+1 k—1
e (",') séo os mesmo divisores de (7}), (,},) e ("}')-

Dessa forma, como os divisores comuns desses seis binomiais, que estdo na
estrutura das pontas da estrela estrela de David dentro do tridngulo de Pascal, sdo os
mesmos, 0 maior divisor comum também sera igual. Entao

el D () )

Por fim, apds ostentado de tais demonstracdes, apresento-lhes o Teorema da Estrela
de David como um corolario desta afirmacao, representados, junto aos seu mdc, nas
figuras 6,7 e 8.



35

-
IS
=]
IS
-

1 8 28 B85 V0O 68 28 8 1

1 9 36 &4 1280 126 84 36 9 1

1 11 55 185 330 482 482 330 185 55 11 1
1 12 88 220 495 792 D24 TH2 495 220 @8 12 1
1 13 78 286 715 1287 171617161287 715 286 78 13 1
1 14 21 284 1001 2002 2003 2432 B-DDB-EDDZ‘ 284 1 14 1

1 15 105 455 1385 3002 5005 64356425 5005 3003 1385 455 105 15 1

715 « 364 = 3003 = 781560780
286 = 2002 =« 1365 = 781560780

FIGURA 8 — Verificagdo do Teorema de Hoggat-Hansell para os numeros 715, 364, 3003 e
286, 2002, 1365. Convém notar que os produtos 715 - 364 - 3003 = 286 - 2002 - 1365
so iguais. Também temos que mdc(715, 364, 3003) = mdc(286, 2002, 1365) = 13
pelo Teorema da Estrela de David.
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4 CONSIDERACOES FINAIS

Nesse artigo vimos as principais relacdes e propriedades binomiais existentes
dentro do Tridangulo de Pascal. Revisamos nosso conhecimento ja existente no capitulo
preliminar e com exercicios, mostramos alguns exemplos no qual se fez necessario na
utilizagc&o de tais recursos.

Ao trabalhar no triangulo de Pascal, percebe-se uma propriedade nomeada
Estrela de Davi. Analisarmos tal propriedade na estrela de seis pontas, fizemos a
demonstracao e sua prova através de matrizes e calculos binomiais. Mostramos com
figuras ilustrativas a existéncia da estrela dentro do triangulo de Pascal. Calculamos a
sua inversa atingindo assim nosso objetivo geral nessa leitura.

No capitulo maximo divisor comum, encontramos a existéncia dessa propri-
edade nos numeros alternados das seis pontas da estrutura estrela. Com calculos
matriciais e conhecimento de tal propriedades, atingimos nosso objetivo especifico
enriqguecendo o conhecimento do leitor e apresentando a estrela como corolario.

Com isso, pode-se concluir que ha inimeras propriedades dentro do Tridngulo
de Pascal, como a Estrela de David. Demonstramos algumas bem conhecidas e uma
pouco relacionada nas situagdes diarias. Ainda ha muitas relagbes e propriedades a
serem descobertas em um tridngulo de Pascal, o que desafia cada vez mais as mentes
avidas da matematica.
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