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RESUMO

Neste trabalho estudamos métodos de solucao de problemas de polinomios e equagoes
algébricas basicas. Apresentamos o método de Podlya, amplamente empregado na
resolucao de problemas matematicos. Detalhamos cada etapa do método de Pdlya para
resolver problemas dificeis relacionados a polindmios e equagoes algébricas do ensino
médio. Sempre comecamos introduzindo as defini¢oes basicas, teoremas fundamentais
e algoritmos classicos, e entao atacamos os problemas, primeiro os problemas faceis,

avancando gradualmente até chegar aos dificeis.

Palavras-chave: Polinomios; Equacoes Algébricas; Resolugao de Problemas;

Método de Poélya. .



ABSTRACT

In this work we study methods of solution for polynomials and basic algebraic
equations problems. We bring forward the Pdlya’s method, widely employed in the
resolution of mathematical problems. We detail each stage of the Pélya’s method in
order to solve hard problems related to polynomials and algebraic equations of high
school level. We always start introducing the basic definitions, fundamental theorems
and classical algorithms, and then we attack the problems, firstly easy problems so to

reach the hard ones.

Keywords: Polynomials; Algebraic Equations; Problem solving; Polya method.
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1 Introducao

Segundo Costa (2019), as principais dificuldades encontradas no ensino e aprendi-
zagem de Algebra provém do fato de que os seus contetiddos muitas vezes nao chegam
a serem trabalhados com aplicagoes na resolucao de problemas, nos mais variados
contextos. Em particular, no caso dos polinomios e equacoes algébricas, o mesmo
ainda destaca que, nos livros didaticos, esses dois conteudos sao trabalhados de forma
direta, nao se explorando de maneira eficaz as aplicabilidades na resolucao de problemas
matemadaticos. Isso por vezes acaba por se refletir em resultados ruins nao apenas no
desempenho escolar, mas também em avaliagoes externas como o SAEB, por exemplo,
que nos ultimos anos vem apontando que uma consideravel parte dos estudantes tém
um indice de proficiéncia baixo na disciplina de Matematica (Fonte: INEP).

Levando em consideragao essas dificuldades, objetivamos desenvolver este trabalho,
que teve como problema de pesquisa: Quais as potencialidades do método de resolucao
de problemas de Pélya mediar e/ou ampliar o Ensino e Aprendizagem acerca de
polinomios e equagoes algébricas no Ensino Médio? Teve como objetivo geral: Explorar
a resolucao de problemas a nivel de Ensino Médio envolvendo Polinomios e Equacoes
Algébricas, por intermédio do método de Pélya para resolucao de problemas. E como
objetivos especificos: (1) Realizar um estudo dirigido com potencialidades de mediar o
ensino e aprendizagem de polinomios e equagoes algébricas, com énfase em resolucao de
problemas; (2) Apresentar as naturezas de um problema matemético e os métodos de
resolugao empregados para soluciond-los; (3) Aplicar o método de Pélya na resolucao de
problemas de polindmios e equacoes algébricas, segundo as perspectivas deste estudo;
(4) Analisar quais as potencialidades alcangadas através da resolu¢ao de problemas
envolvendo polinémios e equagoes algébricas, por intermédio do método de Pélya.

Vale ressaltar ainda, de acordo com o curriculo nacional, que o estudo da élgebra deve
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se apresentar com a proposta de proporcionar ao estudante, a competéncia e habilidade

de resolver situagoes problemas por meio da modelagem matematica. Segundo consta

da BNCC (BRASIL, 2017, p. 271):

A Algebra tem como finalidade o desenvolvimento do pensamento
algébrico, que é essencial para utilizar modelos matemaéticos na compre-
ensao, representagao e analise de relagoes quantitativas de grandezas e,
estruturas matematicas, fazendo uso de letras e outros simbolos.

Nesse contexto, os polinomios e equacoes algébricas se destacam pela sua gama de
aplicabilidades, que vao desde problemas que tratam de equacoes polinomiais de 1° grau,
equacoes polinomiais do 2° grau até a aplicacoes em outras vertentes da Matemadtica,
como Geometria, Proporcionalidade, dentre outras, se estendendo por outras areas do
conhecimento como a Fisica e a Quimica, por exemplo, criando a partir dai, de acordo
com Gomes (2020), um elo de interdisciplinaridade entre essas dareas.

Com base no exposto no paragrafo anterior, para um bom entendimento e aplicagao
desses conceitos, recomendamos que eles sejam trabalhados sob uma perspectiva voltada
para a resolugao de problemas, que, segundo Zabala (1998), constituirdo um conjunto de
atividades ordenadas e articuladas que possibilitem professores e alunos um constante
aperfeicoamento das suas praticas pedagogica de ensino e aprendizagem.

Neste trabalho, apresentamos um estudo dos polindmios e equacoes algébricas,
explorando suas propriedades, algoritmos operatorios e teoremas associados, os quais
sao necessarios em resolucoes de problemas sob a perspectiva do método de Pélya
(1995), onde podemos explorar cada etapa da resolu¢ao de um problema, de acordo com
essa perspectiva, desde a compreensao até sua solucao final. No capitulo 2, na secao
2.1, estudamos os polinomios de variavel complexa com coeficintes reais, suas operagoes
e propriedades, bem como também os algoritmos praticos associados a cada operacao.

Abordamos alguns dos teoremas trabalhados a nivel de Ensino Béasico e algumas de
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suas aplicagoes em resolucao de problemas com esta tematica, a fim de proporcionar

aos educandos as seguintes competéncias e habilidades:

(I) Definir polinémios de coeficientes reais na varidavel complexa;

(IT) Conhecer as operagoes com polindémios de varidvel complexa e suas propriedades;
(IIT) Trabalhar os principais algoritmos operatdrios das operagoes com polinomios;

(IV) Conhecer os teoremas inerentes as operagoes com polinomios e suas aplicabilidades

a nivel de Ensino Basico;
(V) Aprender a calcular o valor numérico de um polinémio;

(VI) Conhecer e aplicar diferentes métodos e teoremas para realizar divisdes de po-
linémios.

Na secao 2.2 estudamos as equacoes algébricas e suas propriedades, aplicando os
conceitos, algoritmos e teoremas acerca de polinomios até entao estudados. Abordamos
alguns dos teoremas relacionados ao Ensino Bésico, suas demonstragoes e a aplicabilidade
dos mesmos em resolugoes de problemas que tratam esta tematica, com o intuito de

proporcionar aos educandos as seguintes competéncias e habilidades:
(I) Definir o que vem a ser uma equagao algébrica;

(IT) Utilizar os conhecimentos adquiridos sobre polinomios de variavel complexa e

aplica-los as equacgoes algébricas;

(III) Enunciar e demonstrar teoremas inerentes as equagoes algébricas a nivel de Ensino
Basico;

(IV) Estudar os principais métodos resolutivos de equagoes algébricas a nivel de Ensino
Basico;
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(V) Resolver uma equagao algébrica no universo dos nimeros complexos;

(VI) Fazer relacao entre as raizes de um polinomio com sua decomposigdo em fatores

do primeiro grau, por intermédio de conhecimentos previamente estudados.

No capitulo 3, tratamos o que vem a ser um problema matematico, quais os tipos de
problemas matematicos e a estratégia mais conveniente para resolvé-los, de acordo com
o seu enquadramento. Apresentamos ao leitor o método de Pdlya para resolucao de
problemas matematicos. Nele, exploramos cada elemento constituinte de um problema
proposto, quais questionamentos devem ser feitos antes de qualquer decisao, quais
as decisoes mais cabiveis a serem adotadas e quais os principais resultados a serem
considerados ao fim de cada resolugao.

No capitulo 4, trabalhamos a resolugao de problemas que envolvem os polinomios e
equagoes algébricas, com base no método de Pdlya, onde, a cada resolugao, sao pondera-
das todas as consideragoes mencionadas no capitulo 3 deste trabalho. Foram escolhidos
para esta secao, problemas que ja vieram a ser cobrados em vestibulares nacionais,
problemas que sao trabalhados no Programa de Aperfeicoamento de Professores de
Matemaética do Ensino Médio (PAPMEM - IMPA) e problemas encontrados no acervo
de materiais do PROFMAT.

Por fim, no capitulo 5, destacamos as consideracoes finais, quais as perspectivas e

potencialidades que podem ser alcancadas com a abordagem realizada neste trabalho.
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2 Polinomios e Equacoes Algébrica

2.1 Nocoes basicas de Polinomios

Neste capitulo, usamos como principais referéncias bibliograficas Hefez ([12], 2018),
Lima et al ([13], 2006) e Lima (2013). A abordagem tedrica tratada neste trabalho fora
feita tendo como base os polinomios e equagoes algébricas de varidavel complexa. Isto
posto, faz-se necessario ao estudante que o mesmo detenha um conhecimento prévio
acerca das definicoes, propriedades e teoremas dos ntimeros complexos. E possivel
que o leitor encontre estas informagoes em [4] . Ao longo do capitulo sao realizadas
resolucoes de problemas preliminares como forma de exemplos, os quais em sua maioria,
foram extraidos de provas de vestibulares e dos materiais de estudos do Portal da
Matematica da OBMEP. Os mesmos serao tratados mais a frente como problemas

correlatos, segundo a heuristica de Pélya (1995).

Defini¢ao 2.1. Chamamos de polinémio em R|x] ou func¢do polinomial de varidvel

complexa, toda expressao algébrica do tipo
P(x) = apa"™ + ap 12" + .+ ayr 4+ ag = Za/]’ -l
§=0
onden € NU{0}, a; €R, para 0 < j<nexzeC.

As expressoes P(z) = 32" — 223 + 52> — 40+ 7, Q(xr)=z2—-3 e H(z)=5sao
exemplos de polinémios em R|x].

Cada parcela ajz’ é chamada de termo do polinomio, onde ag, ay, as, ..., a, Sao 0s
coeficientes do polinomio e z, 22, ..., 2" sao ditas suas partes literais. O termo ag ¢
chamado de termo independente do polinomio, uma vez que nao possui parte literal.
Quando um polinémio é constituido apenas por seu termo independente, diz-se que este

polinémio é um polinéomio constante.
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Definigao 2.2. Chamamos de grau de um polinomio o maior expoente a figurar nas

partes literais do polinomio. Indicaremos o grau de um polinomio P(x) por gr(P).

O termo a,x™ é chamado de termo principal, pois ele é quem determina qual o grau
que o polinomio possui, e o coeficiente a,, é dito coeficiente lider. Todo polindomio que

possua os seus coeficientes
a=a=..=a,=0

¢ dito nulo ou identicamente nulo. Nao definimos grau para um polinomio nulo, o qual

denotamos por 0(x).

Definicao 2.3. Diz-se que dois polinomios sao iquais quando ocorrer uma das sequintes

situacoes;
(I) Ou ambos sao identicamente nulos;

(II) Ou entao quando possuem termos de mesmo grau com mesmo coeficiente. Ou seja,
dados P(z) = apx"+a, 12" ... +a1r+ag e Q(x) = bz +b, 12" .. +bix+b
dois polinomios de varidvel complexa com gr(P) = gr(Q), tem-se que a; = b;,

onde 0 < i <n, comnéeNU{0}.

Muitas vezes, na resolucao de problemas, utilizamos a definicao de igualdade entre
polinomios quando precisamos comparar uma expressao dada com uma expressao obtida,

como veremos mais a frente em algumas resolucoes de problemas ao longo deste trabalho.

Definigao 2.4. Considere o polinémio P(x) = a,z™ + ap_ 12" 1 + ... + ayx + ag e um
nimero ¢ € C. Chamamos de valor numérico de P(x) em ¢ o resultado obtido ao
atribuirmos ¢ a cada parte literal do polinomio P(x), ou seja,

P(c) = apc™ + ap 1"+ .+ aje + ap.
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Exemplo 1. Seja P(z) = 523 + 22% — 6x + 7, determinar P(—2).

Solugao 1. Substituindo x por —2 no polindémio P(x), temos;

P(=2) = 5(=2)%+2(-2)?—6(-2)+7
= 5(—8)+24+4+12+7
= —40+8+12+7

= —13.
Logo, temos P(—2) = —13.

Definigao 2.5. Considere o polinémio P(x) = a,z" + ap_12" ' + ... + a1z + ap ,

chamamos de raiz de P(x) os valores para os quais se tem P(x) = 0.

Um estudo mais aprofundado a respeito de raiz de polinémios sera realizado mais a

frente na secao 2.2 deste trabalho.
2.1.1 Operagoes com Polinémios

No conjunto dos polinomios de variavel complexa e com coeficientes reais, definimos
as operacoes de adi¢ao, multiplicacao e divisao, as quais serao definidas a seguir.

2.1.2 Adigao e Multiplicagcao de Polinémios

Definigao 2.6. Sejam P(x) = Zajxj e Qx) = ijzvj dois polinomios em R[z]. A
§=0 5=0
operacao de adi¢ao entre esses dois polinomios € definida como

P(z)+Q(z) = chxj, onde c; = a; +b;, para 0 < 7 < n.
=0
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Em outras palavras, P(x)+ Q(z) € o polinomio cujos coeficientes sao representados
pelas adigoes dos coeficientes dos termos de mesmo grau de P(x) e Q(z).O resultado

dessa operacao € chamado de soma.

Propriedades da Adicao

Os polinomios de variavel complexas gozam das mesmas propriedades operatérias
em relacao a operagao de adicao de niimeros reais, uma vez que todos os coeficientes dos
polinémios a serem somados, sdo elementos de R. Assim, dados os polinémio P(x), Q(x)

e R(x) em R[z] temos as seguintes propriedades:

Propriedades 2.1. Adicao:

[A1] Associativa: [P(z) + Q(z)] + R(z) = P(z) + [Q(x) + R(x)]

[A2] Comutativa: P(z) 4+ Q(x) = Q(z) + P(z)

[A3] Elemento Neutro: Sejam P(z) um polinomios em R[z]. Eziste um Q(x) em R|x] tal
que P(z) + Q(z) = P(x). Nessas condigoes, temos que Q(z) corresponde ao polindmio
0(z).

[A4] Simétrico aditivo: Dado um polinomio P(x) = a,x"™ + a, 12" ' + ... + a1 + ao,

V' .. —a1x — ag. Pela definicao de adicio de

definimos —P(z) = —a,T, — ap_12™
polinémios, vemos imediatamente que P(x) + [—P(z)] = 0(z). Diz-se entdo que —P(x)

¢ o polinomio simétrico aditivo de P(zx).

Nas operacgao de adi¢ao podemos constatar que ela independe dos graus dos po-
linémios, resultando sempre num polindmio de grau menor ou igual ao polindmio de

maior grau dentre os polinomios operados.

Defini¢ao 2.7. Dados os polinomios P(x) = Zajxj e Q(z) = ijxj em R[x],
§=0 §=0
define-se a multiplicagdo desses polinomios como:

n-+m

P(r) - Qz) = Z cjal,
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onde

Co

&

C2

Cn4+m

O polinomio que obtemos

produto.

:ao

:ao

:an

- bo

by +a; - by

~b2+a1-b1—i—a2-b0

-bj+a1-bj_1+...+aj~b0: Z a,\-b“

b,

Atp=j

como resultado da multiplicacao P(x) - Q(x) é chamado de

Exemplo 2. Determine o produto P(x) - Q(z) onde P(z) = 2% — 42? + 6z + 10 e

Q(z) = 2* + Tz + 6.

Solugao 2. Pela definicao de multiplicacao de polindomios, temos:

(z* — 42 + 62 + 10)(2* + Tz + 6)

2° + Tt + 6% — 4a* — 282° — 242” + 62° + 4222
36x + 102* + 70z + 60

2° 4+ (7 —4)z* + (6 — 28 + 6)2® + (—24 + 42 + 10)2?
(36 + 70)z — 60

2° + 3z% — 1622 + 2822 + 106z + 60.

Logo, o produto P(x) - Q(z) = x° + 3z* — 1623 4 2822 + 106z + 60.

22



Propriedades da Multiplicacao:

Do mesmo modo que a operacao de adicao, temos que a operagao de multiplicagao
de polinomios possui propriedades operatorias que remetem as propriedades da multi-
plicagao de nimeros reais. Com isso, dados quaisquer polinomios P(x), Q(x) e R(x)

em R[z|, temos as seguintes propriedades:

Propriedades 2.2.

[M1] Associativa: [P(x) - Q(x)] - R(z) = P(z) - [Q(z) - R(x)]

[M2] Comutativa: P(x)-Q(z) = Q(z)-P(x) [M3] Elemento Neutro: Dado um polinémio
P(z) = an + a,_ 12" ' + ... + a1x + ao, existe um tnico polinomio Q(x) em R[z| tal
que P(z) - Q(z) = P(z).

Note que nessas condigoes, vemos que Q(x) = 1. Assim, polinomio Q(x) =1 € dito o
elemento neutro da multiplicacao de polinomios.

[D] Distributiva:

Px) - [Q(x) + R(x)] = P(x) - Q(x) + P(x) - R(x)

Diferentemente da operacao de adi¢cao de polinomios, nem todo polinomio possui
simétrico multiplicativo. Assim, nao se define inverso multiplicativo dentro do conjunto
dos polinomios.

A operacao de multiplicacao de polindmios pode ser realizada por meio de um
algoritmo pratico, similar ao algoritmo de multiplicagao dos ntimeros inteiros, onde

utilizamos somente os coeficientes separados. Vejamos:

Exemplo 3. Considerando ainda os polinomios P(z) = z® — 42? 4+ 62 + 10 e Q(z) =

x? 4+ Tx + 6, vamos determinar o produto P(z) - Q(x).
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Solugao 3. (1) Primeiramente, escrevemos na primeira linha os coeficientes dos termos
de um dos polinémios. Neste caso em particular, escreveremos os coeficientes de P(x)

na primeira linha:

(3) Da esquerda para a direita, multiplicamos os coeficientes debaixo pelos de cima.

Observe a primeira dessas multiplicacoes:

(4) Os resultados da segunda parte da multiplicagdo devem ser alinhados vertical-

mente com os termos de mesmo grau da multiplicagao anterior:

6 -24 36 60
7T =28 42 70
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(5) Seguindo esse mesmo critério, realizamos todas as multiplicagdes restantes:

1 -4 6 10
X 1 7 6

6 -24 36 60
7 -28 42 70
+ 1 -4 6 10

(6) Apés realizar todas as multiplicagoes, realiza-se a soma dos termos que estao

alinhados verticalmente:

10

6 -24 36 60
7T -28 42 70
+ 1 -4 6 10
1 3 -16 28 106 60

Vejamos como podemos utilizar essa operagao numa resolucao de problemas, através

do exemplo a seguir.

Exemplo 4. (PAPMEM): Usando o algoritmo da multiplicacao, calcule uma raiz
quadrada do polinomio P(x) = x* — 102® 4 372* — 60z + 36, isto é, um polindémio Q(x)
tal que P(z) = Q(x)%

Solugao 4. Como gr(P) =4 e Q(z)? = Q(z) - Q(x), temos dai que gr(Q) = 2. Seja

entdao Q(r) = x*> + ax + b, com a,b € R, aplicando o algoritmo da multiplicagao, temos:
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1 a b
x 1 a b
b ab b?
a a’ ab
+ 1 a b
2a 2b+a? 2ab b?

Com isso, temos entao que ¢(z)* = z* + 2ax3 + (20 + a?)x2 + 2abx + b*. Comparando

termo a termo os polinoémios p(x) e q(x)?, temos o seguinte conjunto de igualdades:
(

2a = —10
2b 4+ a? = 37
2ab = —60

b* = 36

(
Dai, temos; Se 2a = —10, entao a = —5;
Se a = —b, entao 2(—5)b = —60 <= b = 6.

Logo, a raiz quadrada do polinomio p(z) serd o polindomio ¢(z) = 2 — 5z + 6.

Dessa maneira, os problemas que usam as operacoes multiplicacao de inteiros podem
ser vistos, segundo as perspectivas de Pélya (1995), como problemas correlatos que nos

auxiliam na resolucao de problemas envolvendo esta operagao polinomial.

2.1.3 Divisao de Polinémios

Quando tratamos das operagoes com polinémios, a divisao de polinomios recebe um
destaque diferenciado por conta dos seus algoritmos operatérios, seus teoremas e suas
aplicabilidades, as quais serao abordadas a seguir.

Definigao 2.8. Sejam P(x) e D(z) dois polinomios em R[z] de varidvel compleza,
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D(x) # 0 e gr(P) > gr(D). Diidir P(z) pelo polinomio D(x) significa encontrar dois

polinomios Q(x) e R(x) tais que

() P(x) = D(z) - Q(z) + R(x);

(1) gr(R) < gr(D).

Os polinémios P(z) e D(x) sdo chamados respectivamente de dividendo e divisor
da divisao de polinomios, enquanto que os polinomios Q(x) e R(x) sao chamados

respectivamente de quociente e resto da divisao de polinomios.

O maior valor possivel para gr(R) serd gr(D) — 1, pois deve-se levar em conta que
hé a possibilidade de R(x) ser nulo, fato que nos diz que a divisdo de P(z) por D(x) é
exata. Quando isso acontece, diz-se que P(x) é divisivel por D(x). Diferentemente das
operacoes anteriores, na divisao de polinomios devemos levar em conta os graus dos
polinémios a serem operados, pois do contrario, ha a possibilidade da operacao resultar
numa expressao algébrica que nao se enquadra na definicao de polindmios de variavel
complexa. Como por definigdo temos que P(z) = D(x) - Q(x) + R(x) e gr(R) < gr(D),

segue que:

gr(P) = gr(D) + gr(Q) <= gr(Q) = gr(P) — gr(D).

Em outras palavras, o grau do quociente é igual ao grau do dividendo menos o grau

do divisor. Este resultado sera levado em conta ao abordarmos os algoritmos de divisao.

Teorema 2.1. Sejam P(x) e D(x) polindmios em R[x] — {0}. Se D(x) tem coeficiente
lider invertivel e divide P(x), entdo gr(D) < gr(P).
Demonstra¢ao: Como D(x) divide P(x) e ambos sao nao nulos, entao eziste Q(x) €

R[z] — {0(z)} tal que P(x) = D(z) - Q(x). Pela propriedade multiplicativa do grau,
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temos:

gr(P) = gr(D-Q)

= gr(D)+gr(Q) = gr(D).

Teorema 2.2. (existéncia e unicidade do quociente e do resto): Considere os polindmios

P(z) e D(z), existe um unico polinomio Q(x) e um tnico polindmio R(x) tal que
P(z) = D(z) - Q(z) + R(x).

Demonstragao: Seja D(z) = by,x™ + ... + bix + by, onde by, tem inverso .

(Prova da ezisténcia) Se P(x) = 0, entdo tome Q(x) = R(x) = 0.

Suponhamos que P(z) # 0. Seja n = gr(P) e escreva P(x) = a,a™+ ... + a1z + ag, com
a, # 0.

Sen <m, entdo tome Q(x) =0 e R(z) = P(x).

Podemos supor n = m. A demonstragao é por indugao sobre n = gr(P) (OBS: Ver
Hefez [11]).

Sen =0, entdo 0 =n = m = gr(D), logo m = 0,P(z) = ag # 0,D(z) = by, com
bl €R.

Assim, P(x) = agby ' D(z), com Q(x) = agby' e R(x) = 0.

Suponhamos o resultado vdlido para polinémios com grau menor do que n = gr(P).
Vamos mostrar que vale P(zx).

Seja Pi(x) o polinémio definido por Pi(x) = P(z) — a,b,'a"™D(z). O polinémio
a,b,tx" "™ D(x) tem grau n e coeficiente lider a,. Logo, gr(Py) < gr(P). Por hipdtese

de indugdo, existem os polinomios Q1(x) e Ry(x) em Rlz| tais que

Pi(z) = D(x) - Qi(x) + Ra(x),
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com Ry(x) =0 ou gr(Ry) < gr(D). Logo,

P(z) = Pi(z)+a.b,'2" ™D(x)
= [Qi(z) - D(z) + Ri(2)] + anb,,'z" ™ D(x)

= [Q1(2) + anby, 2" "D () + Ry ()

Em (1), substituimos a expressao Pi(x) e, em (2), usamos a comutatividade da adi¢do
e a distributiva.

Tomando Q(x) = Q1(z) + ayb,!z"™™ e R(z) = Ry(z).

(Prova da unicidade) Sejam Q1(x), Qa2(x), Ri(x), Re(x) tais que

P(z) = Qi(z) - D(z) + Ri(z) 2 Qu(x) - D(x) + Ra(x), onde

Ri(z)=0 ou gr(Ry) <gr(D) e
(4)
Ro(z) =0 ou gr(Ry) < gr(D).
De (3), seque-se que [Qa(x) — Qu())D(x) = Ro(x) — Rala).
Se Q1(z) # Qa(x), entdo Q1(x) — Qa(x) # 0, assim, Ry(x) — Ry(x) e, do Teorema 2.1,
obtemos:
97(D(x)) < gr(Rala) = Rala) < gr(D),

uma contradi¢ao. Portanto, Q1(z) = Q2(x), logo Ri(z) = Ry(x).

Levando-se em conta este teorema, vejamos entao a seguir a resolucao do seguinte

problema.

Exemplo 5. (ITA) Um polinémio P(z), dividido por x — 1 da resto 3. O quociente
dessa divisao é entao dividido por x — 2, obtendo resto 2. O resto da divisao de P(x)

por (x — 1)(z — 2) sera:
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Solugao 5. Como (x — 1)(x — 2) possui grau 2, o resto dessa divisdo tera grau no
maximo igual a 1. Assim, seja R(x) = ax + b o polinomio complexo que representara o
resto da divisao. Dai, temos:

(D) P(z) = (z = D)Q(x) + 3

(ID) Q(x) = (x — 2)Qu(x) + 2, para algum Qo(z).

Como Q(z) é tnico, substituindo (II) em (I), teremos:

P(z) = (x—1)[(x —2)Qo(x) +2] +3
1) 2)Qu() - 20— 243

= (o~ 1)z~ 2Qolx) + 20+ L.

Portanto, o resto procurado é o polinémio R(z) = 2x + 1. Logo, a alternativa C é a

resposta correta.

Para determinarmos os polinomios Q(z) e R(x) estudaremos os seguintes algoritmos:
Método de Descartes e Algoritmo da divisao de Euclides, e estudaremos também os
casos particulares de divisao polinomial, onde sera aplicado o dispositivo pratico de

Briot-Ruffini e o método de Horner, bem como algumas de suas aplicabilidades.
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2.1.4 Método de Descartes

O método de Descartes, também conhecido como método dos coeficientes a determi-
nar, consiste em determinar os coeficientes de Q(z) e R(x), através de trés argumentos
que sao:

P(r) = D(z) - Q(z) + R(z);
gr(D) = gr(P) — gr(Q) e

gr(D) — 1 é o maior valor possivel para gr(R).

Exemplo 6. Vamos dividir o polinomio P(z) = z* — 223 + 222 + 5z+1 por

D(z) = 2* + 3z + 2.

Solugao 6. Como P(x) e D(x) sdo polinomios de 42 e 22 grau, respectivamente, temos
Q(z) = az? + bx + ¢. E ainda, gr(D) —1 =2 —1 = 1. Ou seja, R(z) pode ser no

méaximo um polinémio de 1° grau. Assim, seja R(z) = dz + e. Temos entao:

P(x) = (2 +3r+2)(ar* +br+c)+dr+e
= az 4 bx® + cx® + 3ax® + 3bx? + 3cx + 202 + 20z + 2c+dx + e
= ax* + (b+3a)rs + (c+ 3b+2a)z” + (3¢ + 2b+ d)x + (2¢ + ¢).

Comparando os coeficientes da expressao obtida com os coeficientes de P(x)

dados no problema, temos:
(

a=1
b+3a=-2
Yyc+3b+2a=2

Jce+20+d=5

k20—|—e:1
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Como a = 1, resolvendo as demais equagoes podemos concluir que:

b+3a=-2=0bb=-5
c+3b+2a=2=c=15
3c+204+d=5=d=-30

2c+e=1—¢e=-29

Logo, podemos concluir que Q(z) = z* — 5z + 15 ¢ R(z) = =30z — 29.

Exemplo 7. (UFPI) Se o polinomio z° — 2z + ax® + bx? — 2z + 1 for divisivel pelo
polindmio 2% — 2x + 1, entdo o valor de a + b é:

a) —2

)1

)

)
e) 2

o

o
)

o,
—

Solugao 7. Sejam P(z) = 2% — 2z' + ax® + bx®> —2x + 1 e Q(z) = 2> — 2z + 1. Por
hipdtese, temos que P(z) é divisivel por Q(x), o que implica dizer que o resto da divisao
de P(x) por Q(x) corresponde ao polindomio nulo. Logo, existe D(z) = cx®+da? +ex+ f

tal que P(xz) = D(x) - Q(z). Utilizando o método de Descartes, temos:

P(z) = (2* =22+ 1)(ca® +da® +ex + f)
= ca® +dat +ex® + fa? — 2cat — 2da® — 2ex? — 2fx + ca® + dx2 + ex + f

= 2’4+ (d—2c)2* + (e —2d + )2 + (f — 2e + d)2* + (=2f +e)x + f.

Comparando termo a termo os coeficientes de P(x) com os coeficientes da expressao

obtida, temos agora:
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(
c=1
d—2c=-2
e—2d+c=a
f—2e+d=0
—2f+e=-2

xle

Como c=1e f =1, temos:
d—21=-2=d=0
—21+e=-2=¢e=0
1-204+0=0=10=1
0-20+1=a=a=1
Temos entao que a = b = 1, temos que a + b = 2, concluindo assim que a letra F ¢ a

resposta procurada.

2.1.5 Algoritmo da Divisao de Euclides

Também conhecido como método da chave, funciona de uma forma similar a divisao
de ntimeros inteiros nao-negativos. Nesse algoritmo, os polinomios sao dispostos da

seguinte maneira:

Figura 1: Disposi¢ao do algoritmo da divisao de Euclides

DIVIDENDO| DIVISOR
RESTO QUOCIENTE

Fonte: Autor
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Vejamos como se realizar uma divisao por meio deste algoritmo, por meio do seguinte

exemplo.

Exemplo 8. Obtenha o quociente e o resto da divisao do polinomio

P(x) = 3x* — 223 4+ 522 + 7w — 9 por D(z) =z — 3.

Solucao 8. Devemos realizar os seguintes passos:
(1) Escrevemos os polinomios dividendo e o divisor em seus respectivos lugares no

algoritmo, conforme ja ilustrado.

3t — 283 + 5224+ T2 -9 | z—3

(2) Divide-se o primeiro termo do dividendo pelo primeiro termo do divisor. O
resultado é colocado no espaco do algoritmo pré-estabelecido para o quociente. Este
sera o primeiro termo do polinémio que representara o quociente da divisao. Apds isso,
somaremos o dividendo com o oposto do produto entre o termo obtido pelos termos do

divisor, obedecendo aos critérios da operacao de adicao.

3et— 223 + 522+ T -9 | -3
—3z% + 923 33

Tax® + 52>+ 72— 9

(3) Repetimos este processo para o polinomio obtido.
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3zt — 223 + 522+ T2 — 9 r—3
—3z* + 923 32 4 T2?
e+ 522 4+ 7x—9

Note que, a medida que esse processo € realizado, um polinomio de grau menor
ao anterior aparecera no espaco destinado ao dividendo. Este processo é repetido até
que o polinomio seja reduzido a um polindmio de grau inferior ao do divisor ou a um

polinémio nulo. Ao final, temos:

32t — 223 + 52t 4 Tz — 9 r—3
—3z" + 927 32° + 722 + 26z + 85
723+ 522+ T — 9
—72% + 2122
262° + 7z — 9
—262% + 78z
85x — 9
—85z + 255
246

Logo, o algoritmo nos diz que o quociente dessa divisao é o polinémio Q(z) =

323 + T2% + 267 + 85 e o resto ¢ o polindmio R(z) = 246.

Esse mesmo processo pode ser realizado utilizando-se os coeficientes separados de

suas respectivas partes literais. Veja:
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3 =2 ) 7 -9 1 -3
-3 9 3 7 26 85
) 7 -9
-7 21
26 7 -9
—26 78
8 -9
-85 235
246

Exemplo 9. (UFPI) O resto da divisao de 42% — 222 + 1 por 22 + x — 1 é:

Solugao 9. Aplicando o método da chave com coeficientes separados para dividir o

polinémio 42® — 222 + 1 pelo polindomio 22 + z — 1, temos:

4 -2 0 1 1 1 -1
-4 4 4 4 -6
-6 4 1
6 6 -6
10 -5

Com isso, o quociente da divisao é o polinomio 4z — 6 e o resto da divisao é o polinomio

10z — 5. Portanto, a resposta correta é a letra E.

Na divisao de ntimeros inteiros, o processo das divisoes sucessivas do algoritmo da
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divisao de Euclides faz com que obtenhamos no final um nimero de valor absoluto
menor que o valor absoluto do divisor. Analogamente, ao se realizar este processo com
polinomios, reduzimos o dividendo a um polinémio de grau menor ao polinémio divisor
ou um polinémio nulo. Embora este algoritmo possua uma correlagao com o algoritmo
da divisao de nimeros inteiros, nem sempre é recomendado utilizar problemas de divisao
de nimeros inteiros como problemas correlatos que auxiliam na resolugao de problemas
que envolvam a operacao de divisao de polindbmios, uma vez que para esta operagao

dispomos de algoritmos mais pratico, os quais faremos um estudo a seguir.

2.1.6 Dispositivo pratico de Briot-Ruffini

Trata-se de um algoritmo pratico, que consiste em determinar os coeficientes do
quociente e o resto da divisao de maneira mais rapida que os métodos ja estudados.
Para que este algoritmo seja utilizado é necessario que tenhamos o coeficiente principal
do divisor igual 1. Inicialmente, vejamos a aplicacao desse algoritmo numa divisao de
um polindémio por um binémio do tipo x — a (a € R). Neste caso, possui a seguinte

estrutura:
Figura 2: Disposicao do dispositivo pratico de Briot-Ruffini

Coeficientes do dividendo

Valor de
a

Quociente Resto

Fonte: Autor

Assim, sejam os polinomios P(x) = a,2" + ap_ 12"+ ...+ a1x +ag e D(x) = v — «
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o dividendo e o divisor, respectivamente, de uma divisao de polindmios. Dispondo os

coeficientes desses dois polinomios no algoritmo, temos:

an an-1 e a1 a0

Feito isso, realizamos as seguintes etapas;
(1) Reescrevemos o primeiro coeficiente do dividendo no espago destinado ao quociente.

Ele também sera o coeficiente do termo principal do quociente:

an anp-1 e a1 a

Jn-1

(2) Feito isso, multiplica-se o primeiro coeficiente pelo valor de « e o colocamos
alinhado verticalmente ao segundo coeficiente do dividendo, conforme mostra a figura
abaixo. Apds isso, somamos o segundo coeficiente do dividendo com o resultado
da multiplicacao recém realizada. O resultado representa o segundo coeficiente do

quociente:
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an an-1 e al a0

(3) Repetimos sucessivamente este mesmo processo para encontrar todos os demais

coeficientes do quociente:

an an-1 T al aQ
o |—— a(Qnpi a-qq
Qdn-1 Qn-2 ce do

(4) Por fim, o ultimo resultado desse processo corresponde ao resto da divisao do
polinomio P(z) pelo polinomio D(x).

Portanto, o quociente e o resto dessa divisao serao, respectivamente, os polinomios
Q) = G2 P+ o™ 2+ .+ qr+q e R(z) =7, onde ¢, 1 = ay 5 Guo =
Ap-1+® - Qp-1, .., =01 +0.q1 €T = a9 + & Q-

A seguir iremos demonstrar a validade do dispositivo de Briot-Ruffini.
Prova: Sejam os polindomios P(x) = a,2"+...+a1x+ag e D(x) = x —a. O quociente
Q(z) = gn-1Tp-1+ ... + ax + qo € o resto R(x) é tal que gr(R) = 0. Pela defini¢do de

divisao de polinomios, temos:
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P(z) = D(z)-Q(z) + R(x)
="+ . tarta = (r—a)(ge 2"+ @ar+q) Fr
= @+ ...+ a2+ qr — (a.gu 12"+ Faqr +aq) + T

= ¢u12" + (g2 — aqn_l)x”_l + ...+ (g —aq)xr + (—aqo + 7).

Por igualdade de polinomios, temos agora:

Qp = (Qn-—1

Ap—1 = Qpn—2 — Qp_1 <= (qpn—2 = Qp_1 + AQp_1
a1 = Qo —aq1 <= qo = a1 + aq
ap = T —agop < 1r = ag+ aqo.

Logo, pelas igualdades obtidas acima, temos a validade do nosso algoritmo.

Vamos obter o quociente e o resto da divisao do polinomio
P(z) =32 — 223 + 52> + Tx — 9

por D(z) = x — 3 conforme a descrigao dos passos desse dispositivo.
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sl 9 21 78 | 255

3 7 26 85 | 246

Com isso, chegamos a conclusao de que o quociente dessa divisao é o polinomio
Q(x) = 323 + T2 + 262 + 85 ¢ o resto é o polinomio constante R(x) = 246.
O dispositivo de Briot-Ruffini torna-se mais pratico do que o método da chave para
divisoes por binomios do tipo x — a, pois podemos perceber que diferentemente do
método da chave, o dispositivo de Briot-Ruffini exige poucos processos e menos operagoes.
Assim, é de interesse nosso encontrarmos uma forma de generalizé-lo para as demais
divisdes por binomio. Para isso, considere um bindémio do tipo D(x) = ax + b. Temos

que:
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P(r) = D(z)-Q(z)+ R(z)
= (azx+b)Q(z) + R(z)
= a(z+b/a)Q(z) + R(z)

= (r+b/a)Q(x)-a+ R(x).
Fazendo Qy(z) = Q(z) - a, temos que
P(z) = [z — (=b/a)] - Qo(z) + R(x).

Dessa forma, por intermédio de um divisor auxiliar Dy = = + b/a, encontramos
um quociente auxiliar Qo(x), que é a vezes o quociente Q(z) da divisao, e o resto
R(z) da divisdo, que nao sofreu nenhuma alteracao apés este processo de manipulagao

algébrica.

Essa alteracao nos permite utilizarmos o dispositivo de Briot-Ruffini para dividirmos
um polinémio P(x) de grau maior ou igual a 1 por qualquer binémio do tipo ax + b.
Dessa forma, segundo Pdlya (1995), utilizamos a divisdo por um binémio do tipo x — a
como problema correlato.

Vejamos um exemplo a seguir.

Exemplo 10. Vamos dividir o polinémio P(z) = 3z* + 22% + 52 — 7x + 4 pelo binémio

D(z) = 2z — 4.

Solugao 10. Como o coeficiente do termo principal de D(z) é igual a 2, podemos
escrever utilizar Dy = x — 2 como divisor auxiliar. Desta maneira, vamos utilizar o

dispositivo de Briot-Ruffini para realizarmos a divisao de P(z) por Dy(x). Temos entdo:
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3 4 13 19 | 42

Com isso, temos que Qp = 3x> + 4z% + 13z + 19 e R(z) = 42. Como Qy(x) = 2- Q(z),

temos que Q(x) = % + 222 4+ 2 4 1 e R(z) = 42, finalizando assim a divisdo pedida.

Podemos constatar que, mesmo no caso de uma divisao de um polinomio por um
binémio do tipo ax + b, o dispositivo de Briot-Ruffini continua sendo mais pratico que
o método de Descartes e o método da chave, pois como ainda aponta Dierings (2014),
continua a exigir menos processos e operagoes aritméticas.

Vejamos no exemplo a seguir uma outra situacao onde utilizaremos o dipositivo de

Briot-Ruffini na resolucao.

Exemplo 11. (UFPI) O resto da divisao de kz? + x — 1 por = + 2k é:

a)2k —

b) & —

¢) 4k2 — 4k — 1
d) K — & —

e) 4k3 — 2k — 1

Solugao 11. Note que x + 2k = z — (—2k). Assim, aplicando o dispositivo de Briot-

Ruffini, temos:
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Ok | —— _9)c2 ~2k+4k>

k 1-2Kk2 4k2-2k-1

Logo, temos a alternativa £ como resposta.

2.1.7 Teorema do Resto

Teorema 2.3. (Teorema do Resto) Seja P(x) um polindmio nao identicamente nulo.
O wvalor numérico de um nimero a € C corresponde ao resto da divisio de P(z) pelo
binomio x — a.

Demonstragao: Pela definicao de divisao de polinomios, temos que P(z) = (z — a) -
Q(z) + R(x). Como o divisor € polindmio de grau 1, teremos que R(x) € um polinomio

constante. Assim, aplicando o valor de a em P(x), temos:

Pa) = (a—a)-Qa)+ R(a)
= 0-Q(a) + R(a)
= 0+ R(a).

Logo, P(a) = ¢, onde ¢ = R(a). Reciprocamente, temos que o resto da divisao de P(x)

pelo binémio x — a corresponde ao valor numérico de P(x) para x = a, onde a € C.

Usando o teorema do resto como argumento, podemos utilizar os algoritmos de

divisao para calcularmos valores numéricos de um polinémio para um determinado valor.
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Vejamos um exemplo dessa situagao, onde utilizaremos o dispositivo pratico de

Briot-Ruflini.

Exemplo 12. Seja P(x) = 82" — 252° + 1725 — 40z* + 82 + 42? — 35z + 16, calcular
P(3).

Solugao 12. Por definigao, temos que P(x) = (x — 3) - Q(x) + R(x), para algum Q(x).

Aplicando o dispositivo de Briot-Ruffini, temos agora:

8 -25 17 -40 8 4 -39 16 2

Como R(z) =5, pelo teorema do resto, temos que P(3) = 5.

De acordo com o trabalho de Dierings (2014), constatamos que o dispositivo de
Briot-Ruffini também ¢é eficiente para se calcular valores numéricos de polinomios, pois
continua exigindo que se faga menos operagoes aritméticas se comparado ao processo
usual para se calcular valores numéricos.

Nessa perspectiva, vamos solucionar o problema proposto a seguir.

Exemplo 13. (MACKENZIE - Adaptado) Um polinémio P(z) dividido por = — 1,
deixa resto 2 e, dividido por x + 1, d& resto 3. Qual é o resto da divisao de P(x) por

(x —1)(z+1)7

Solugao 13. Pela definicao de divisdo de polinémios, temos que grau de P(z) maior ou
igual 2, e ainda, que o o grau do resto procurado terd grau no maximo igual a 1, uma

vez que (z — 1)(x + 1) é um polindmio de grau 2. Pelo teorema do resto, temos ainda
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que P(1) =2 e que P(—1) = 3. Dali, seja R(x) = ax + b o polindémio que representa o

resto da divisao procurada no problema. Com isso, segue-se que:

P1) = -1 +1)Qi(zx)+a-1+b=2

a+b = 2.

P(-1) = (-1-1)(-1+1)Q(z)+a-(-1)+b=3

—a+b = 3.

Resolvendo o sistema de equacoes formado pelas igualdades obtidas, encontramos

b:

Nt

_ 1 : ~ _ _1..5
e a = —5. Assim, temos entdo que R(z) = —52 + 5.

2.1.8 Teorema de D’Alembert

Como corolério do teorema do resto, temos o teorema de D’Alembert, que nos diz

que:

Teorema 2.4. Um polinémio de varidvel complexa P(x) é divisivel por x — a se, e
somente se, a é raiz de P(zx).

Demonstragao: Como por hipdtese P(x) € divisivel por x — a, temos por defini¢do que
se trata de uma divisao exata. Assim, o resto dessa divisao € o polinomio identicamente
nulo. Pelo teorema do resto, temos que P(a) = 0. Reciprocamente, se a € raiz de P(z),

entdo P(a) =0. Como P(x) = (x —a) - Q(z) + R(x), seque-se que:
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Logo, P(x) € divisivel por x — a.

A seguir, vejamos alguns problemas resolvidos onde podemos utilizar os teoremas

do resto e de D’Alembert.

Exemplo 14. (EsSA-2008) Se o resto da divisao do polinémio P(x) = 22" + 5z — 30
por Q(x) =z — 2 é igual a 44, entdo n é igual a:

a) 2.
)

=
@

e~

)

)
e) 6.

(@]

o
ot

Solugao 14. Pelo teorema do resto, temos que se o resto da divisao por P(x) pelo

binémio Q(z) = x — 2 é igual a 44. Entao, P(2) = 44. Dali, temos:
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202" +5-2-30 = 44
"l 1 10-30 = 44

ontl _ 90 = 44

2" = 64
2n+1 _ 26
n+1l = 6

n = 5.

Por tanto, temos a alternativa DD como resposta correta.

Exemplo 15. (Portal da Matematica - OBMEP) Qual o valor de m para que P(x) =
22% — 3x + m seja divisivel por D(z) = x — 37
a) —45.

40.

@]

)
b)
)—35.
)

o
S

—30.
e)—25.
Solucao 15. Se P(x) é divisivel por D(z), entdo o resto da divisdo entre eles é o

polinémio identicamente nulo. Assim, pelo teorema de D’Alembert, temos que P(3) = 0.

Segue dai que:
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2 6 15 | m+45

Dai, temos que m + 45 = 0. Logo, m = —45, resposta que se encontra na alternativa

A.

Na resolucao dos dois problemas pudemos explorar as duas vertentes desses dois
teoremas, entretanto, na solu¢ao do primeiro problema torna-se inviavel o uso do
dispositivo de Briot-Ruffini, uma vez que nao se conhecia o grau do dividendo, nao
poderiamos enumerar seus coeficientes no referido algoritmo. Vejamos a seguir um

outro algoritmo pratico para se efetuar a divisao de polinomios.

2.1.9 Método de Horner

Trata-se de um método pratico que, em outras palavras, generaliza o método de
Briot-Ruffini. Do mesmo modo que o dispositivo de Briot-Ruffini vem a ser pratico
para se realizar divisoes de polinomios de grau maior ou igual a 1 por binémios do
tipo * — a, o método de Horner também vem a ser pratico para realizar divisoes de
polinémios quaisquer, salvaguardando os critérios desta operacao de polinomios e o fato
de o coeficiente do termo principal do polindmio divisor ser igual a 1, assim como no
caso da divisao por binomios ja estudado anteriormente.

Dessa forma, o método de Horner possui a seguinte disposi¢ao:
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Figura 3: Disposicao do método da divisao de Horner

DIVIDENDO

DIVISOR

QUOCIENTE RESTO

Fonte: Autor

Quanto ao funcionamento do algoritmo, Andrade (1997, p. 15) descreve os seguintes

passos:

(1) Escrevemos na 12 linha do diagrama os coeficientes do dividendo,
seguindo a ordem decrescente das poténcias de x. Coeficientes nulos
também devem ser considerados;

(2) Na 12 coluna, escrevemos os coeficientes com sinais trocados, com
excegao do coeficiente unitario do seu termo principal, de cima para baixo
na direcao vertical, considerando a ordem decrescente das poténcias de x;
(3) Escrevemos o 12 elemento da 1% linha e 12 coluna na tltima linha da
12 coluna. Deixando vagos os espacos correspondentes aos elementos
situados abaixo da diagonal que se inicia no elemento da 1¢ linha e 12
coluna;

(4) Os elementos da dltima linha sdo escritos da esquerda para a direita.
Para cada elemento A escrito na tltima linha, calculamos os produtos
de k pelos elementos da 12 coluna e distribuimos esses produtos no
diagrama segundo uma diagonal iniciada na 2% linha e coluna imediata-

mente a direita de A ,”descendo” para a 42 linha e 3% colunas a direita de A;
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(5) Assim que for escrita a diagonal mencionada no item anterior, somamos
os elementos escritos na coluna logo a direita de k, escrevendo a soma na
ultima linha da mesma coluna;

(6) Repetimos (4) e (5) seguidamente, até escrevermos o elemento da
ultima linha e dltima coluna do diagrama. Devem ser deixados vagos os
espacos correspondentes aos elementos da 2% e 3% linhas situados acima

da diagonal iniciada na tultima coluna da pentltima linha.

Como o grau do quociente é igual ao grau do dividendo menos o grau do divisor,
se o dividendo possui grau m e o divisor possuir grau n, temos que os m — n + 1-
ésimos termos da ultima linha serao os coeficientes do quociente, e os demais serao os
coeficientes do resto, obedecendo a ordem das poténcias de x da esquerda para a direita.

Vejamos a seguir exemplos de divisao de polinomios aplicando este procedimento.

Exemplo 16. Dividir o polinémio P(x) = x° + z* + 32® + 2% + 4z + 2 por

D(x) =2*+ 2z — 1.

Solucgao 16. Seguindo os passos acima citados do algoritmo, temos:
(1) Primeiramente, da esquerda para a direita, colocamos os coeficientes 1,1,3,1,4 e 2,

respectivamente nesta ordem, no espaco do algoritmo destinado ao dividendo:

(2) Assim como no dispositivo de Briot - Ruffini, no método de Horner o coeficiente
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lider do divisor também nao participa do algoritmo. Dessa forma, colocamos de cima
para baixo, os coeficientes 0, —2 e 1 alinhados verticalmente no espago destinado ao

divisor:

(3) Em sequéncia, efetuamos todas as demais passagens do algoritmo:

1 1 3 1 4 2
0l——
2|——
1]——
1
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Logo, temos como quociente e resto os polinomios D(z) = 22 +x + 1 e R(z) = 3z + 3,

respectivamente.

Exemplo 17. Use o método de Horner para realizar a divisao do polindmio
P(z) = 42" + 62° + 22* + 323 + 1822 + 40z + 8

pelo polindomio D(z) = 2z* — 223 — 222 + 62 — 1.

Solugao 17. Como P(z) = D(z) - Q(x) + R(z) e o coeficiente do termo principal de
D(z) vale 2, utilizaremos o polinomio Dy(z) = #* — 2* — % + 3z — £ para executarmos

o algoritmo. Assim, temos entao:

4 6 0 2 3 18 40 8
1|— 4 10 14 14 —— —— __
1|—— — 4 10 14 14 —— ——
B3| —— —— —— 12 30 42 42 ——
12| —— — —— —— 25 7T

4 10 14 14| 3 -5 5 15

Note que Q(z) = 5-Qo(z). Logo, Q(x) = 2z +5a2?+Tx+7 ¢ R(z) = 32® —5a+5x+15.
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Podemos perceber que com este método, é possivel realizar operacoes de divisao
de uma maneira mais pratica, se compara-lo ao método de Descartes e/ou o algoritmo
da divisao de Euclides, pois com passos descritos no algoritmo, nao ha necessidade de
realizar operacoes de poténcias entre as partes literais e a quantidade de operagoes
aritméticas ¢ bem menor, se comparada a quantidade de operagoes que seriam realizadas

caso essas divisoes fossem feitas através de um desses outros dois métodos.

2.2 Equacoes Algébricas

Defini¢ao 2.9. Chamamos de equagdo algébrica toda equagao do tipo P(x) =0, onde

P(z) € um polinomio em R[z| de varidvel compleza.

Vimos no capitulo anterior que a raiz de um polinémio P(z) é todo e qualquer valor
para os quais se tem P(x) = 0. Assim, podemos dizer que se um nimero complexo k é
uma raiz de P(z), dizemos entdo que k é uma solugdo da equagao P(x) = 0, ou apenas
dizemos que k é uma raiz da equacao algébrica. Para um estudo mais aprofundado a

respeito das equacgoes algébricas, iniciaremos utilizando o seguinte resultado:
Teorema 2.5. Toda equacgao algébrica possui pelo menos uma raiz complexa.

Este resultado que é conhecido como Teorema Fundamental da Algebra, foi
demonstrado por Gauss (1777 - 1855) no ano de 1798. A nivel de Ensino Médio,
nao estudamos a demonstracao desse resultado. Portanto, realizaremos os nossos
estudos apenas utilizando a sua validade, para construirmos as demonstragoes dos
préximos resultados a serem expostos neste capitulo. Vejamos as demonstracoes dos
teoremas a seguir, os quais possuem como lema o Teorema Fundamental da Algebra,
onde relacionamos as raizes complexas de um uma equagao algébrica com a sua forma

fatorada. A respeito do grau de uma equagao algébrica, temos o teorema a seguir.
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Teorema 2.6. Seja P(x) = 0 uma equagao algébrica, onde P(x) # 0 com gr[P(z)] = n.
Entao, a equacdo P(x) = 0 possui no mdximo n raizes complezas.

Demonstragao: Sejam ay,as, ..., ax raizes distintas do polinomio P(x). Se a; €
uma raiz de P(x), pelo teorema de D’Alembert,temos que P(z) = (x — a1)Q1(x), para
algum Q1(z). Como ay também € uma raiz de P(z) e ay # a1, para que P(az) = 0,
devemos ter que Q1(az) = 0. Aplicando novamente o teorema de D’Alembert, teremos
Q1(z) = (x — a2)Q2(x), para algum Qq(x). Dai, temos P(x) = (x — a1)(z — az)@Qa(x).

Repetindo este processo para todas as demais raizes, teremos que

P(z) = (z —a1)(x — ag)...(x — ap)Qx(z),

de tal modo que gr|Qx(z)] > 0, pela defini¢ao de divisao de polinémios. Dai, como

gr[P(x)] = n por hipdtese, temos agora:

griP(@)] = k + gr|@u(@)] <= n = k + gr[Qk(2)].

Logo, como gr|Qk(x)] > 0, temos que:
se griQr(x)] =0, entao n = k;
se gr(Qr(x)] > 0, entdo k < n.

Portanto, k < n.

Teorema 2.7. Também conhecido como Teorema da Decomposicao, este teorema
nos diz que todo polinomio complexo de grau m > 1 pode ser fatorado na forma
P(z) = c(x — a1)(x — az)...(x — a,), onde ¢ é um nimero complexo € ay,as, ..., a, SGo
as raizes complezas do polinomio P(x), ndo necessariamente distintas. Além disso, essa
fatoracao € unica, a menos da ordem dos fatores.

Demonstracao: Faremos a demonstracao em duas partes.
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(1) Pelo teorema fundamental da Algebra, se gr|P(x)] = n, entio existe a; € C tal
que P(ay) = 0. Pelo teorema de D’Alembert, teremos P(x) = (z — a1)Q1(x), para algum
Q1(z). Note que gr[Q:(z)] =n — 1. Logo, pelo teorema fundamental da Algebra, temos
que Q1(x) possui pelo menos uma raiz complexa. Dai, seja as € C uma raiz de Q1(x).
Ainda pelo teorema de D’Alembert, teremos P(x) = (v — a1)(x — a2)Q2(x), para algum

Q2(x). Procedendo desta mesma forma por n vezes, iremos ter
P(x)=(z —a1)(z — az)...(x — a,)Qn(z).
Como Q,(x) possui grau 0, fazendo ¢ = Q,(x), temos agora
P(z) =c(x — a1)(x — az)...(x — ay).

(2) Seja P(x) = c(x — ar)(x — ag) - ... - (x — a,). Suponhamos que P(x) também possa
ser escrito na forma fatorada sob a forma P(x) = (x —by)(x —by) - ... - (x — by,), com

bl,bg, ,bn e C. Entdo,
clr—a)(xr—ag) ... (xr—ap) =d(x—=>b1)(x —by) ... (x — by).

O termo principal do primeiro membro da igualdade é igual ao termo principal do
sequndo membro desta mesma igualdade. Logo, concluimos que ¢ = . Agora, aplicando

a raiz a; em ambos os membros da igualdade, temos que:

cla; —ar)(ay —ag) - ...~ (a1 —a,) = (ay —by)(ay —bg) ...+ (a1 — by)

0 = d(a1—ba)(ag —bg)-...- (a1 — by). (2.1)

Note que, como (a3 —by)(a; —by) - ... (a1 — b,) = 0, devemos ter que a;, deve ser igual
a um dos numeros by, by, ...,b,. Sem perda de generalidade, vamos supor que a; = b;.

Com isso, iremos ter que:
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clr—a1)(z—ag) ... (r—a,) =clr —ay)(x —by) - ... - (x — by)

= clx—a) - [(x—a) ... - (x—a,) —(x —by) ... (x — b,)] = 0.

A igualdade nos diz que para todo x € C, ela sempre serd igual a 0. Tomemos em
particular o caso x # ay . Neste caso, (x —ag) ... (x — a,) — (x — by) - ... - (x — by)

deverd ser igual a 0, para infinitos valores de x. Em outras palavras,
(r—ag) .- (x—ap) — (x—by) ... (x —by)

possui infinitas raizes, ou seja, € o polindmio identicamente nulo. Dai, (x — asg) - ... -
(x —a,) = (x —by) ... - (x — by).

Sequindo-se dessa mesma forma, se atribuirmos algum dos valores as,...,a, , @
igualdade obtida , eliminariamos um dos fatores (x —by) - ...+ (x — by,), pois dai teriamos
a; = b; , para algum indice © e algum indice j. Portanto, as decomposicoes serao

idénticas.

Outro teorema importante a respeito das equagoes algébricas é o Teorema das
raizes racionais, cujo seu resultado nos sera de utilidade no processo de resolugao de

equagoes algébricas com coeficientes inteiros. Enuncia-lo-emos a seguir.
Teorema 2.8. (Teorema das Raizes Racionais) Seja
P(z) = ap2" + ap_ 12" + ... + agz? + ayz + ag

um polinomio com coeficientes inteiros. Se a frag¢ao irredutivel ¢ , é raiz da equagdo
P(x) =0, com a e b inteiros e b # 0, entdo a € divisor de ay e b é divisor de ay,.

Demonstragdo: Aplicando § ao polinémio P(x), temos:

P(%) = an($)" + an,l(%)”—l + ...+ ai(§) + ao.
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Multiplicando a expressao acima por bin, temos agora:

ana® + ap_ 10"+ ...+ ajab™ 4+ agh” =0

= 0" = —(ap_10" D+ ..+ ayab™ "t 4 agh™)
= a,a" = b[—(anp_1a"" + ... +aiab" " + agh™ )]
<— a,a” = b-k.
Onde ky = —(ap_1a" ' + ... + a1ab™ % + apb™ ™). Note que a,a™ é um mailtiplo

de b e com isso, temos que b | a,a™. Como por hipdtese a e b sao primos entre si, temos

que bt a™. Logo, b | a,. Como a,a™+ a,_1a" b+ ...+ apab" ' + agb”™ = 0, temos ainda

que:
agh” = —(ana" + ap_1a" b+ ...+ ajab" )
= a[—(a,a" "+ ap_oa™ b+ .+ arb" )]
= a- ]{72.
Onde ky = —(a,a™ ' + an_2a™ b+ ... + a, 0" 1). Como por hipdtese a e b sao primos

entre si, temos a {b™. Logo, a | ag encerrando assim a nossa demonstra¢ao.

Utilizando os resultados construidos nas demonstragoes desses teoremas, iremos

resolver o seguinte exemplo.

Exemplo 18. (PROFMAT - ENQ 2016.1): Encontre todas as raizes do polinémio

P(x) =22* + 23 — 72? — 3x + 3.

Solucao 18. Encontrar as raizes de P(z) significa encontrar as solugdes da equagao
20* + 23 — 722 — 32 + 3 = 0. Assim, pelo teorema anterior, temos que as possiveis
raizes racionais da equacao serao —1, 1, —%, %, —%, %, —3 e 3. Calculando os valores

numéricos desses nimeros, constataremos que P(—1) =0 e P(3) = 0.
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Logo, pelo teorema da decomposicao, teremos;

1/2-—— 1 0| -3

Temos agora P(z) = (z + 1)(z — 1)(22® — 6). As outras duas rafzes procuradas sao as

solucoes da equacao 222 — 6 = 0. Dai, temos entdo que:

s

— 1*=3

— z=+V3
Portanto, as raizes de P(z) sao —1, —%, 3e—V3.

Um outro teorema de relevancia quando estamos estudando as raizes de uma equacao
algébrica de coeficientes reais, é o Teorema das raizes conjugadas, que diz respeito

as raizes complexas dessas equagoes. Vejamos.
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Teorema 2.9. Teorema das raizes conjugadas: Seja
™ + Q12"+ asx? + ayx +ag =0,

uma equacao algébrica de coeficientes reais. Se um niumero complexo z € raiz dessa
equagao, entao o seu conjugado Z também € raiz da mesma equacao.

Demonstracao: Consideremos o polinomio
P(x) = ap2" + ap 12"+ .+ asx® +ayx +ag =0

e sendo Z o conjugado do niumero complexo z, utilizando as propriedades dos niumeros

complezos, temos:

P(z)=0

az" + ap 12" P+ . taz+ay=0

az" +ap_12" 1+ ... +az+ay=0

ay 2"+ a1 2" 1+ .. +a-z2+a =0

o
I

p - 2"+ Ay 2" 1+ +a-Z+a=0

Ap 2"+ ap g 2" '+ da - Z+ag =

[ |

Com isso, concluimos que Z também € raiz da equacao a,x™ + ap_12" 1 + ... + asx? +

a1x + ag = 0.

Todos os teoremas referentes as equagoes algébricas mencionados e/ou demonstrados
aqui sao ferramentas importantes para encontrarmos as solugoes de exercicios que tém

a resolucao de uma equacao algébrica como sua principal problematica.
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2.2.1 Relacoes de Girard

A partir do teorema da decomposicao, podemos estabelecer relacoes entre as raizes
de uma equagao algébrica e os seus coeficientes. Estas relagoes sao conhecidas como as
Relagoes de Girard. Utilizando a definicao de igualdade de polindmios, vejamos como
essa relacoes sao estabelecidas para equacoes algébricas de grau maior ou igual a 2.
(1) Sejam r; e ry as rafzes de uma equacio do tipo ax? + bz + ¢ = 0. Pelo teorema da

decomposi¢ao, temos:
ar’ +br+c=alx—m)(z—r) = ?+ x4+ <=2 — (r+r)z+r -1

Comparando membro a membro os termos da igualdade, temos:

b
ry+ry = —a

r-r9 = —.
a
Interpretando esses resultados, temos que a soma das duas raizes da equagao é igual
b , . c
—— e o produto das duas raizes da equagao ¢ igual a —.
a a

(2) Sejam 71,79 € 73 as raizes de uma equacao do tipo ax® + bx® + cx + d = 0. Pelo

mesmo argumento do item (1), temos:
azr® +br* +cx +d=alr —r)(x —ry)(x —13)

b c d
z® + 51:2 vt = (x —r)(x —re)(x —13)

—

3, by ¢ d 3 2
x +ax +ax+azx —(r+ro+ry)r+(ry-ro+r T3 re-T3)T — T Ty T
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Comparando membro a membro os termos da igualdade, temos:

™ + T+ T3

T To+T1-7T3+ 7973

T1-Tg+ T3

(3) Agora, vejamos o que acontece com uma equacao do tipo ax? +bx3+c® +dw+e = 0,

considerando 1, 79,73 € r4 suas raizes. Temos entao:

az + bz’ +ca’ +dr+e = a(zx —r)(x —ry)(x —r3)(z —r4)
b c d e
4 3 2
< — — — - = — — — —
x —i—ax —i—ax —|—ax—|—a (x —r1)(x —ro)(z —r3)(z —14)
4, b g ¢y d € 4 3
= —i—ax —i—ax —i—ax—i-a = 2" —(ri+rotrstry)a’ + (rirg +rirg +

— (ryrers + ... + 1rarsry)x + (r17ror3ry)

Comparando membro a membro os termos da igualdade, temos:

T1+T2+7’3+7’4

7’1'7’2+T’1'T3+...+T3T4

T1'7’2'T’3—|—...+T’2'7’3'T4

M T T3:Ty

ISHINQ

R

Observando o que ocorre nesses trés casos, é possivel estabelecermos as relac¢oes

para uma equacao algébrica de grau n. Assim, considerando uma equacao algébrica

A" 4 Q12" A asx? Fax +ag = 0 e ry, 7o, ..., 7, SUas raizes, temos as seguintes
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relacoes:

r4ro+o4r, = —(ap_1/an)

rire 4o A+ a1ty = (an—2/an)
rirorg 4+ ot 1Ty = —(Gp_3/an)

LTy T3 Ty = (=1)"(ag/ay).

Note que a tltima relagao independe da incégnita z. Por esse motivo,
Ty Ty Ty Ty = (=1)"(a0/an)

quando a equagao algébrica possui grau par e ry - rg - r3... - 1, = —(ap/a,) quando a
equacao algébrica possui grau impar, uma que o sinal esta condicionado aos sinais das
raizes da equagao.

Vejamos a seguir um exemplo onde podemos aplicar as relagoes de Girard.

Exemplo 19. (PAPMEM) Sejam x1, x5 e x3 as raizes da equagdo x3 —42* + 5z —2 = 0.
Calcule:
a) Ly lyl

T1 To T3

b) 2 + a3 + x3
Solucao 19. Pelas relacoes de Girard ja estabelecidas, temos que:
e 11 +x9t+a3=4
® X1Ty+ X1T3+ X273 =05
® X Tor3 = 2.
A partir dai, temos agora:
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1 1 1 o ToT3 + 13 —+ 1129

X1 X2 €3 T1T2T3

5
5

b) Primeiramente, note que (z; + @3 + 23)? = 4*> = 16. Por outro lado temos:

(1 + xo + x3)2 = x% + x% + m§ + 2(x129 + w173 + T2T3)
16 = of+a5+a5+2-5
i+ a5 +25+10 = 16

2 2 2
x1+.1'2—|—$3 = 6

As relagoes de Girad possuem eficiéncia em problemas que relacionam coeficientes de
uma equacao algébrica com suas raizes. No entanto, nao se constituem como algoritmos
para a obtencao de raizes de uma equacao algébrica, a menos que alguma informagao
sobre uma ou mais raizes sejam fornecidas. Dessa forma, além dos teoremas até aqui
abordados, é do nosso interesse fazermos uma abordagem a respeito de algoritmos para
obtencao das raizes de uma equacao algébrica, onde é possivel a esses valores através
de expressoes fechadas que representam teoremas e/ou procedimentos matematicos de

resolucao para equagoes.

2.2.2 Fémulas Resolutivas para Equacgoes Algébricas no Ensino Basico

O teorema fundamental da Algebra nos garante que toda equacao algébrica possui
a0 menos uma raiz complexa, independentemente do seu grau. Com isso, iniciou-se a
busca por algoritmos que nos permitam chegar aos valores dessas raizes, através de uma
expressao fechada, onde muitas vezes se atribui os valores fornecidos ou que estejam

relacionados aos coeficientes da equacao.
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No caso das equagoes algébricas do 12 grau, se temos ax + b = 0, entao x = o
Entretanto, a medida que se eleva o grau de uma equacgao algébrica, maior se torna
o grau de dificuldade na elaboracao de um método capaz de fornecer essas raizes. De
acordo com a BNCC (BRASIL, 2017), o estudo da férmula resolutiva da equagao
polinomial do 22 grau e suas aplicagoes é feito tanto a nivel de Ensino Fundamental
quanto a nivel de Ensino Médio. Foérmula esta que é obtida através do processo de
completamento de quadrados.

Vejamos entao a sua demonstragao.

2.2.3 A férmula resolutiva da equacgao polinomial do 2° grau

Demonstracao: Seja ax?® + bx + ¢ = 0 uma equacao polinomial do 2% grau. Temos:

ar’+br+c=0

b c
= +-r+-=0
a a
5 b c
<~ T+ —r=—-
a a

ot () ()
a 2a a 2a
<~ (m+£)2:—£+b—2

2a a 4a

n b\? b —dac
<= r+ =] = ———
2a 4a
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b b? — 4ac
Z
+ 2a 2a
b Vb?% — 4ac
= r=-——"*+t—-
2a 2a
—b+Vb? —4dac
<~ xr = %a .

Fazendo A = b? — 4ac, temos:

 —bEVA

2a

T

Exemplo 20. (Lima et al. [15]) Duas torneiras juntas enchem um tanque em 12 horas.
Uma delas sozinha levaria 10 horas mais do que a outra para enché-lo. Quantas horas

leva cada uma das torneiras para encher esse tanque?

Solugao 20. Uma das torneiras enche o tanque em z horas e a outra em z + 10

horas. Em uma hora as duas torneiras juntas enchem % do tanque, sendo % e - +110,

respectivamente, as fragoes do volume do tanque que representam a contribuicao de

cada uma nesse periodo. Logo, temos:

1 1 ,
= — <= — 142 — 120 = 0.
st or10 12 . v

Agora, aplicando a férmula resolutiva da equacao polinomial do 2° grau, temos entao:

—(—14) £ /(142 =4 - 1- (—120)
2.1

14 £ /196 + 480

2
14 £ /676

2
14 £ 26

5
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Logo, temos 20 e —6 como raizes da equacao. Como x nao pode ser negativo, temos
que x = 20. Portanto, uma das torneiras enche o tanque em 20 horas e a outra em 30

horas.

Com a férmula resolutiva das equacoes polinomiais do 2° grau podemos resumir
a quantidade de passagens para se chegar aos valores das raizes, sintetizando todas
as passagens necessarias numa unica expressao fechada. No Ensino Fundamental
estudamos as equacoes polinomiais de 2° grau na varidvel real. Assim, quando tinhamos
o discriminante A = b? — 4ac < 0, dizia-se que a equacdo nao possuia solucoes, uma vez
que no conjunto dos numeros reais nao existe raiz quadrada para nimeros negativos.
No entanto, o teorema fundamental da Algebra nos garante que todas as equagoes
algébricas possuem ao menos uma raiz complexa. Assim,considerando x; e x, as raizes
de uma equacao polinomial do 2° grau, pelo teorema fundamental da Algebra, temos
agora que 1, xy € C.

Esta formula resolutiva nos permite chegar aos valores das raizes aplicando direta-
mente os valores dos coeficientes da equagao fornecidos através dos dados do problema.
Mas, por vezes, ha necessidade de se utilizar uma incégnita auxiliar num dado problema,
para que entao seja aplicada a férmula resolutiva em questao. Faremos uma aborda-
gem sobre do uso de incognitas auxiliares no préoximo capitulo. Esse procedimento é

largamente utilizado para se solucionar, por exemplo, equacoes biquadradas.

2.2.4 Equacgoes Biquadradas

Definicao 2.10. Chamamos de equac¢ao biquadrada toda equac¢ao polinomial do tipo
ax* 4+ ba? + ¢ = 0,com a,b e c reais. Trata-se de uma equacdio algébrica de 4° grau,
onde as partes literais possuem coeficientes pares. Dessa maneira, ao fazermos uso de

uma incognita auxiliar, teremos uma equacao do 2 grau, cujo processo de resolucao jd
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nos € conhecido.

Vejamos a resolucao do seguinte problema a respeito de equacoes biquadradas.
Exemplo 21. (ETAM) Um aluno determinou corretamente as raizes xi, za, x3 € x4 da
equacao biquadrada 4z* — 1722 +4 = 0. Se 71 < 7o < T3 < x4 , 0 produto xs - x4 é

igual a:

a) 4.

o

) 3.

)
d) 1.

o
N

Solugao 21. Primeiramente, note que 4zt — 1722 + 4 = 0 < 4(2?)* — 1722 + 4 = 0.
Substituindo z? pela incégnita auxiliar y, temos a equacao 4y? — 17y +4 = 0. Dai, pela

formula resolutiva da equacao polinomial do 2% grau, temos entao;

—17) i\/ —4-4-4
17i\/289 6

17+ v 225

8
17+ 15

8

Temos que y =4 ouy = }1. Dai, temos duas situagoes:

Se y = 4, entao 2% = 4, o que implica que x = +2;

_ 1 so02 1 NN 1
Se y = ;, entao z° = 7, o que implica que = = £3.
Como x3 e x4 representam as duas maiores raizes da equacao biquadrada, temos entao

que T3 - Ty = 2 - % = 1, resposta que se encontra na alternativa d.

Com os tépicos trabalhados ao longo dessa abordagem tedrica acerca de polinomios

e equagoes algébricas, bem como também os exemplos onde se podem ser empregados
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cada um deles, é possivel se explorar mais a fundo a resolugao de problemas inerentes a
esses dois contetidos, onde dentro desse contexto, analisaremos o papel que cada um
deles exercera dentro do método de resolugao de problemas de Pdlya, os quais faremos

um estudo no proximo capitulo.
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3 Proposta Metodoldgica do Trabalho

A metodologia deste trabalho consistiu numa pesquisa qualitativa de natureza
bibliogréfica, onde consultamos as obras de Hefez ([12], 2018), Lima et al ([13], 2006) e
Lima ([14], 2013), que usamos como principais referéncias ao tratarmos de Polinémios e
Equagoes Algébricas. Visitamos as obras de Pélya ([22], 1995) e Tao ([25], 2013), que
tratam do Método de Pélya e da Resolucao de Problemas matematicos. Também foram
realizadas consultas a documentos norteadores do curriculo escolar de Matematica no
Ensino Médio brasileiro, como os PCN (BRASIL, 1999) e a BNCC (BRASIL, 2017).
Nossa proposta consiste em apresentar uma abordagem voltada a resolver problemas
que envolvam os polindmios e equagoes algébricas de variavel complexa, tendo como
referéncia o método de Polya para resolucao de problemas.

A abordagem tedrica tratada neste trabalho justifica-se, segundo a BNCC (BRASIL,
2017) como a construgao de argumentos para cada raciocinio utilizado nas resolugoes.
Por essa razao, para um bom entendimento das resolucoes, é necessario que o leitor
tenha antes de tudo, os conceitos basicos destes dois conteidos, que neste trabalho
foram explorados no capitulo 2. Assim, o leitor tera a mao as ferramentas as quais
serao utilizadas em problemas que envolvam esses dois contetidos, criando assim, uma
interligagao entre a teoria e a préatica. Como generaliza Oliveira ([21], 2013), onde diz
que cada etapa e atividades a serem trabalhadas de forma integrada, visam potencializar

o Ensino-Aprendizagem do tema a ser abordado.
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3.1 Resolucao de problemas na Matematica e o método de
Polya

Para Dante (2002) apud Silva (2018), um problema matematico é uma situac¢ao ou
um questionamento que requer a descoberta de fatos matemaéticos e/ou a demonstragao
de um resultado matematico. A nivel de curriculo escolar, a BNCC(BRASIL, 2017)
e os PCN (BRASIL, 1999) coadunam com a ideia de que um problema matemético
trata-se de uma situacao ou questionamento levantado o qual a priori nao se conhece a
sua solugao, mas com base nos conhecimentos matematicos, é possivel que sua solugao
seja construida. Dentro dessa perspectiva, Pélya (1995) enfatiza a importancia de
uma heuristica que se constituira como um roteiro estratégico ao qual devemos seguir
para que se possa resolver algum problema matematico. Antes da elaboracao deste
roteiro, além de um conhecimento prévio do contetido, devemos conhecer a natureza do
problema em questao. Se o mesmo é um problema de determinacao ou um problema de

demonstracao.

Para Pélya (1995),um problema de determinacao é caracterizado por ser um
problema onde se deseja chegar a um determinado valor especifico. Onde, com base nos
dados fornecidos no problema podemos chegar, através de conhecimentos ja adquiridos,
a um determinado valor ou valores, que sao pedidos no problema. Ja um problema
de demonstracgao caracteriza-se por ser um problema que, com base em resultados ja
demonstrados, devemos demonstrar outro resultado que nos é proposto no seu enunciado.
E importante conhecermos a natureza de um problema matematico antes de tragarmos

qualquer abordagem em relac¢ao a sua resolugao, pois segundo Tao (2013, p. 2 e 4)
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O conhecimento do tipo de problema é importante pois determina a
abordagem bésica. Nos problemas do tipo mostre que ... ou calcule..., os
dados nos sao fornecidos e o objetivo é deduzir deles alguma afirmacao ou
calcular alguma expressao; um problema deste tipo é em geral mais facil
do que um dos outros dois, pois hd um objetivo claramente & vista para
o qual podemos dirigir esforgos. Questoes do tipo encontre... funcionam
por tentativa e erro; em geral hd um primeiro palpite que quase funciona,
e depois ajustamo-lo um pouco para que fique mais correto; ou entao
modificamos os requisitos a que o objeto a encontrar deve obedecer, de
modo que eles sejam mais faceis de se satisfazer. Os problemas do tipo
existe ou nao... sao em regra os mais dificeis, pois primeiro temos que
decidir se um certo objeto existe ou nao, e depois ou fornecer uma prova

ou um contra-exemplo.
Dessa forma, conhecermos o tipo de problema que nos é proposto nos permite antes

de tudo, escolhermos a melhor estratégia para solucionarmos, pois:

[...] Tal como a estratégia de entender os dados, a de entender o objetivo
ajuda a focar a atencao em quais as melhores armas a se usar. Conhecer
o objetivo nos ajuda a estabelecer metas parciais que, como sabermos,

nos aproxima da resolugao do problema.(TAO 2013, p. 4).

Nos casos onde temos problemas de determinagao, o(s) valor(es) procurado(s) é
(sdo) considerado(s) a(s) incdgnita(s) do nosso problema. Assim, antes de resolver um
problema de determinacao, é importante que se faca a seguinte pergunta: Qual € a
incognita? E importante que se faga esta observagao, pois na grande maioria das vezes,
é comum acreditar-se que a incognita de um problema constitui uma letra especifica
numa equacao. Essa confusao acaba na grande maioria das vezes, nos atrapalhando,
pois acaba por tirar nossa atencao do foco que o problema estd nos sugerindo. Devemos
considerar também o uso de incognitas auziliares, que correspondem a algum valor ou

elemento ligado ao dado problema, o qual nos permitira chegar ao resultado da incégnita
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inicial. Com relagao a importancia do uso de incégnitas auxiliares na resolucao de

problemas, Pélya (1995, p. 43) nos diz que:

Primeiro, a nova incégnita deve ser acessivel, isto é, mais facil de obter, a
partir dos dados, do que a incégnita original. Segundo, a nova incégnita
deve ser 1til, isto é, deve ser, quando encontrada, capaz de prestar
algum servigo efetivo na procura da incdgnita original. Em suma, a nova
incégnita deve ser uma espécie de intermediario. Uma pedra no meio
de um riacho estd mais proxima de mim do que a outra margem, a qual
desejo chegar e, quando chegar a pedra, ela me terd auxiliado a alcancar
a margem oposta.

Observe o problema a seguir, que trata das relacoes de Girard.

Problema: Se o, 3 e v sdo as raizes da equacao 2 + 2022 — 8z — 12 = 0, determinar

o valor da soma & + & + L.
e! B vy

Com base nessa perspectiva, trata-se de um problema de determinacao onde a
incégnita é o valor da soma % + # + 7% e nao necessariamente os valores «, § e «y
para os quais a equacao é verdadeira. Certamente, encontrar os valores de «, 3 e
nos faria chegar ao valor da expressao é + % + %2 Neste caso, dirfamos que «, (3 e
~ seriam incognitas auxiliares na resolucao de problemas. No entanto, o processo de
obtencao dessas raizes tornara a solucao do problema mais trabalhosa, uma vez que
com as relacoes de Girard podemos chegar de forma mais préatica ao valor que nos é
pedido.

Por outro lado, ha ocasioes onde nao possuimos um resultado ja conhecido, que nos
possibilite a chegar ao resultado que é procurado no problema sugerido. Em casos como
esses, 0 uso de um problema correlato podera nos viabilizar uma estratégia alternativa
para assim chegarmos ao resultado ao qual no problema é sugerido. Segundo Pdlya
(1995, p. 39) [...] a diferenca entre um problema facil e outro dificil pode estar em

conhecer-se ou nao um outro problema ja anteriormente resolvido, que tenha a mesma
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incognita.
Ainda com relagao ao uso de problemas correlatos, Pélya (1995, p. 6) nos diz

ainda que:

[...] sabemos, naturalmente, que é dificil ter uma boa idéia se pouco
conhecemos do e que é impossivel té-la se dele nada soubermos. As boas
idéias sao baseadas na experiéncia passada e em conhecimentos previa-
mente adquiridos. Para uma boa idéia, nao basta a simples recordagao,
mas nao podemos ter nenhuma idéia boa sem relembrar alguns fatos
pertinentes. Nao bastam os materiais para a construgao de uma casa,
mas nao podemos construi-la sem lancar mao dos materiais necessarios.
Os materiais indispensaveis a resolugao de um problema matematico
sao certos itens relevantes do conhecimento matematico adquirido, tais
como problemas anteriormente resolvidos e teoremas anteriormente de-
monstrados. Assim sendo, deve-se muitas vezes comegar o trabalho pela

indagacao: Conhece um problema correlato?
Dessa maneira, com relagao ao problema enunciado acima, uma vez que nao se conheca
as relacoes de Girard, obter as raizes da equacao para entao encontrarmos o valor da
soma pedida, poderia se tornar um plano razoavel.

Na resolucao de problemas matematicos, devemos nos ater a determinada condi¢ao
(ou condigdes) imposta(s) no seu enunciado. Esta condi¢do por vezes podera ser
uma determinada propriedade matematica ou mesmo uma imposicao, ao qual apenas
algumas das possiveis solugoes do problema em questao venham a atender. A essa(s)
condigao(bes) especifica(s) Pdlya (1995) denomina de condicionante. Vejamos um
exemplo no problema a seguir.

Problema: Sendo dados os polinomios P(z) = x, Q(z) = 50z + 1,42? — 43
e R(r) = 223 — 8,52% + b — 7, obtenha os ntimeros reais a e b tais que R(x) =

a-Plx)+b-Qx).
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Neste problema, podemos notar que existe uma condigao que deve ser cumprida,
que seria a igualdade R(z) = a- P(x) +b- Q(z). A solugdo deste problema sdo os
numeros reais que satisfazem esta igualdade, tornando-a verdadeira.Assim, a igualdade
R(x)=a- P(x)+b-Q(x) é a condicionante do nosso problema.

Nos casos em que temos problemas de demonstracao, partimos de um fato que ja se
é conhecida a sua validade, que pode ser hipdtese para entao demonstrarmos a validade
de outro fato ao qual chamamos de tese. Por vezes nossa hipétese pode ser um teorema
auxiliar por nés ja conhecido, ao qual nos referimos como lema. Com relagao ao uso de

teoremas auxiliares como suporte, Fossa (2009, p. 114) nos fala que:

[...] quando um matemdtico consegue demonstrar uma proposigao, ele nao
a guarda como troféu, mas esta sempre disposto a usa-la para demonstrar
outras proposigoes. Desta maneira, os teoremas de uma teoria matematica
apresentam uma relagdo de dependéncia entre si. Cada teorema é uma
conseqiiéncia logica de vérios teoremas anteriores. Mas, por outro lado,
podemos usar os nossos teoremas anteriormente demonstrados, somente
quando eles sao aplicaveis a nova proposicao a ser demonstrada.
Diante de um problema de demonstracao, é preciso que se saiba, antes de soluciona-

lo, qual o procedimento mais adequado a ser adotado. Coadunando com esse ponto de

vista, De Morais Filho (2012, p. 217) nos afirma que:

[...] as estratégias apresentadas sdo de cardter geral, ndo sdo normas fixas
ou rigidas, e, claro, funcionam com mais eficdcia para aqueles que conhe-
cem a teoria matemdtica envolvida no resultado a ser demonstrado |...]
Mais uma vez, o tipo de atitude e de procedimento a serem tomados em
uma demonstracao matematica dependem de cada caso, da complexidade
do tema, da pessoa que deseja fazer a demonstragao, de seu conhecimento
adquirido ao longo dos anos, de sua experiéncia e inclinagoes pessoais.

Problemas do tipo se ..., entdo... sao problemas onde, com base nas informacoes

fornecidas, demonstramos que a nossa hipétese implica na nossa tese. Ha, porém
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problemas que envolvem propriedades ou a validade de um fato envolvendo ntimeros
naturais, que por vezes utilizamos como caminho para nossa solucao o Principio da
Indugao Finita, onde segundo Hefez ([11], 2009), se uma determinada propriedade p
dos ntmeros naturais é de tal modo que:

(I) Se p é verdadeira para n = 1;

(IT) Se para todo n natural em que p é verdadeira, p também é verdadeira para n + 1,
entao p é verdadeira para todo n natural.

Numa demonstragao por inducao, a afirmacao p a ser demonstrada é chamada de
hipotese de inducao, pois durante a demonstracao a utilizamos para demonstrar que
sua validade para um n implica na validade para n + 1, com n natural.

H&a também os problemas de demonstracao onde por vezes utilizamos a reducdao a
um absurdo, onde nega-se a tese do problema e mostramos que essa negacao implica
na contrariedade da nossa hipotese, cuja validade ja é conhecida, ou num axioma
matematico.

Apés serem feitas estas consideracoes, é necessério se tragar um plano de resolugao
para enfim, encontrarmos a solucao pedida num problema matemaético sugerido. E
importante enfatizar que, para se solucionar um problema matematico a respeito de um
determinado tema, faz-se necessario um conhecimento prévio deste tema. No caso de
problemas que tratam dos polinomios e equagoes algébricas, os algoritmos operatorios e
os teoremas associados a esses dois temas sao as nossas principais ferramentas para que

possamos chegar a solugao de um problema proposto.
Pélya (1995) ressalta ainda que, em eventuais dificuldades na resolu¢ao de um

problema, serd necessario fazermos uma revisdo a respeito da tematica ao qual o nosso

problema esta associado. Feitas estas consideracoes, estaremos aptos a elaboracao e
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execucao de um plano de resolucao para um problema proposto. Durante a execugao
do plano, é importante que se verifique cada passo. Cada passagem durante a resolugao
de um problema deve ser devidamente fundamentada dentro do contetdo inerente ao
problema em questao levantado. De fato, ao se verificar a validade de cada passagem,
poderemos constatar se o plano que fora previamente estabelecido para a nossa resolugao
é ou nao um bom plano para solucionarmos o problema levantado, evitando desse modo
dificuldades futuras.

Por fim, Pélya (1995) ressalta que apds a execugao do nosso plano, ao se solucionar
um problema proposto, devemos examinar a solucao obtida. Ao percorrer o caminho
tracado para se chegar a solucao e solugao encontrada, o conhecimento obtido podera
nos possibilitar a ver se seria possivel estabelecer um plano melhor ou, um caminho
mais rapido para se chegar a nossa resposta e com isso, poder utilizar o nosso plano
ou nosso resultado obtido na solugao de um outro problema que por ventura venha a
ser levantado. Em outras palavras, segundo Oliveira ( [19] 2012), uma verificagao final
do plano estabelecido e do resultado obtido, podera abrir caminho para solucionarmos

outros problemas, tendo um problema recém resolvido como um problema correlato.

3.2 As etapas do Método de Pdlya

Com isso, ficam assim determinados os passos para a resolucao de problemas, segundo
o método de Pdlya:

1© passo: Compreensao do problema. Nesta etapa, é preciso compreender o problema.
Devemos conhecer sua natureza, se o mesmo trata-se de um problema de demonstracao
ou de determinacao. Feito isso, com base nas informacoes fornecidas no problema,
devemos procurar responder as seguintes perguntas: Qual € a incognita? Quais sao os

dados? Qual a condicionante? Se é um problema de demonstragao, qual a hipotese?
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Qual € a conclusao?

2° passo: Estabelecimento de um plano.

Nesta etapa, devemos encontrar uma conexao entre os dados fornecidos e a incégnita.
Para isso, é importante procurar responder as seguintes perguntas: Conhece um problema
correlato? Eis um problema correlato e ja resolvido. E possivel utiliza-lo? Apods respon-
dermos as perguntas levantadas nesta etapa e na etapa anterior, podemos estabelecer
um plano de execugao para a resolucao do nosso problema.

32 passo: Execucao do plano. Nesta etapa executamos o plano estabelecido. E
importante que se verifique a validade de cada passagem realizada durante a execucao.

4° passo: Retrospecto. Nesta etapa verificamos a solugao obtida. Para isso, as
seguintes perguntas sao aqui levantadas: E possivel verificar o resultado? E possivel
verificar o arqgumento? E possivel chegar ao resultado por um caminho diferente?

E importante destacar que, no decorrer de cada passagem, nao necessariamente
deveremos buscar as respostas para todas as perguntas propostas, se por ventura a
resposta de pelo menos uma delas for o suficiente para que consigamos chegar ao nosso
objetivo. Tao (2013), salienta que nem todos os problemas matematicos possuem solugao
que se enquadram claramente dentro do método de Pélya, mas os questionamentos por
ele sugerido, nos possibilitard tragarmos um objetivo ao qual se deva alcancar. Nos fala
ainda que ao tentarmos forcar um problema até que o mesmo se quebre, podemos, ao
encontrarmos o lugar onde o mesmo quebrou, nos permitird encontrar suas principais

dificuldades, quais estratégias sao mais promissoras e quais as mais passiveis de falha.
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4 Sequéncia de Problemas

Neste capitulo, apresentamos uma sequéncia de problemas, os quais empregaremos
as defini¢oes, os algoritmos e os teoremas até aqui estudados. Apresentaremos cada
etapa das solugoes dentro do método de Pdlya, empregando também a estratégia
de resolucao mais pertinente conforme a natureza do problema apresentado. Foram
escolhidas questoes dentro da tematica deste trabalho, que ja foram abordadas em
vestibulares de instituigoes brasileiras de Ensino Superior, bem como também questoes
encontradas no acervo de livros do PROFMAT e em listas de problemas trabalhados
no Programa Nacional de Aperfeicoamento de Professores de Matematica do Ensino
Médio (PAPMEM), promovido semestralmente pelo Instituto Nacional de Matematica
Pura e Aplicada (IMPA).

A sequeéncia de problemas e solugoes aqui colocados foi escolhida de tal modo que,
segundo Nacarato (2018), venha a trazer uma proposta de estudo com o intuito de
priorizar o raciocinio algébrico com relacao a teméatica deste trabalho, em detrimento

do uso mecanico de técnicas meramente reprodutivas.

Problema 1. (OLIVEIRA [20]) O produto (1+z+2*+...+2'%)(1+ 2+ 2? + ... + %)

¢ um polinémio na varidvel z. Determinar o coeficiente de z°° nesse produto.

Resolucao 1.
12 Passo: E um problema de determinacao ou demonstracao? Qual é a incdgnita? Qual
a condicionante?

Temos um problema de determinacao, onde nossa incégnita é o coeficiente do termo
2°° da multiplicacdao acima. Usaremos também essa informacao como condicionante.
22 Passo: Conhece algum problema correlato?

Sabemos que, pelas propriedades da potenciacao de ntimeros complexos, quando

multiplicamos poténcias com mesma base, conservamos a base e somamos seus expoentes.
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Devemos entao somarmos os coeficientes de todas as multiplicacoes =" - £® tais que
r+s=50,onde 0 <r<100e0<s<25
32 Passo: Execucao do plano.

Como r + s = 50, temos entao as seguintes parcelas da multiplicacao:
225 25 4 26 024 gl 49 4] 450,

Como 0 < s < 25, temos que a soma dos termos acima possui 26 parcelas. Logo,
temos que o coeficiente procurado é igual a 26.
4¢ Passo: Retrospecto.

Nao houve a necessidade de se realizar a multiplicagao por inteira para se chegar a
nossa resposta, uma vez que utilizamos uma das propriedades da potenciacao para se

chegar a nossa resposta final.

Problema 2. Dado o polinémio P(z) = 27 —42°+4242° + 592 + 4823 + 11322 — 75z 440,

determine P(3 + 57).

Resolucgao 2.

12 Passo: E um problema de determinagao ou demonstracao? Qual é a incognita?
Qual a condicionante? Se é um problema de demonstracao, qual a hipotese? Qual é a
conclusao?

Trata-se de um problema de determinacao, cuja incognita a ser determinada ¢ o valor
numérico do nimero complexo 3 + 52. Nao ha uma condicionante clara no enunciado.
22 Passo: Conhece algum problema correlato?

Vimos que, para se calcular um valor numérico de forma pratica, podemos utilizar

o teorema do resto. Para isto, sera necessario utilizar um polinomio que tenha 3 + 57
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como raiz. E que, pelo teorema das raizes conjugadas, 3 — 52 também serd raiz desse
mesmo polinémio.

3% Passo: Execugao do plano. Primeiramente, vamos determinar um polinémio D(z) de
coeficientes reais que possua 3 + 5i como raiz. Pelo teorema da decomposicao de raizes,

segue-se que:

D(x) = [z—(3+50)]-[z— (3—5)
= [(z=3)+5)]-[(z —3) —5i)]
— (2 —3)” - (5i)
= 2% — 6 +9— (—25)

= 22— 6z + 34.

Agora, usando o método de Horner para dividir P(x) por D(x), teremos:

1 -4 24 59 48 113 -75 40

6 —— 6 12 12 18 -12 -6 ——
-34 - —— 34 -68 -68 -102 -68 34
1 2 2 3 -2 -1 -13 74

Com isso, temos que P(z) = D(x)-Q(x)+R(z), onde Q(r) = 2°+2x'4+223+ 322 —2r—1

e R(x) = —13z + 74. Por fim, aplicando = 3 4+ 5i em P(z), temos:
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P(3+5i) = D(3+45i)-Q(3+ 5i) + R(3+ 5i)
= 0-Q(3+5i)+ R(3+ 5i)
= R(3+5i)
= —13(3+ 5i) + 74
= —39—-0651+ 74
= 35— 65i.
4¢ Passo: Retrospecto.
Notemos que, para se calcular o valor numérico do niimero complexo em questao,
que possui parte imaginéaria nao nula, precisou-se de um polinomio D(x) que possua

este nimero complexo como raiz. Como P(z) = D(z) - Q(z) + R(z) pela defini¢ao de

divisdo de polinomios, de fato teremos P(3 + 5i) = 35 — 65i.
Problema 3. (PAPMEM): Sabendo que i e 1 + i sdo raizes da equagao

7 — 62 + 1525 — 252* + 2823 — 2522 4+ 142 — 6 = 0,
resolva-a no universo dos complexos.

Resolugao 3.

12 Passo: E um problema de determinacao ou demonstracao? Qual é a incégnita?
Qual a condicionante? Se é um problema de demonstracao, qual a hipotese? Qual é a
conclusao?

Trata-se de um problema de terminacao, cuja a incégnita sao os valores para os

quais a equacao z7 — 6x% 4+ 152° — 252* + 2823 — 2522 + 142 — 6 = 0 é verdadeira. A
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condicionante do problema é o fato dos niimeros complexos i e 1 + i serem raizes da
equacao.

22 Passo: Conhece algum problema correlato?

Vimos que, pelo teorema da decomposicao das raizes, a equagao pode ser decomposto
sob a forma (z —ry)(z —re)(z —r3)(z —ry)(z —rs5)(x —1re)(x —7r7) =0, onde ry,r, ..., 77
sao as suas raizes. Além disso, pelo teorema das raizes conjugadas, —i e 1 — 7, também
sao raizes da equagao. Dessa forma, com o usos das raizes ja fornecidas no enunciado,
usaremos o teorema da decomposicao de raizes para achar as demais raizes.

32 Passo: Execucao do plano

Pelo teorema da decomposi¢ao de raizes temos que;
Pla) = (z — i)z + i) — (L+ )z — (1~ )z — r5)(x —re)(z — 7o),

onde 75,76 € 77 sao as demais raizes desconhecidas. Assim, consideremos os polinomios
Di(x) = x+1e Dy(z) = 2° —2x+2 que admitem como raizes &4 e 144, respectivamente.
Em outras palavras, temos que P(z) é divisivel tanto por D;(z) quanto por Ds(x).

Segue-se dai que:

0Ol — 0 0 0 0 0 0 ——
-1 —— —— -1 6 -14 19 -14 6
1 -6 14 -19 14 -6 0 0

Temos P(z) = (z+1)- Q1 (), com Q(z) = x° — 62" + 1323 — 1922 4 14z — 6. Dividindo

agora Q1(x) por Dy(z), temos:
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Temos agora que P(z) = (z + 1)(z* — 2z + 2)(2® — 42% 4+ 42 — 3). As demais raizes da
equacio P(x) = 0 serdo as raizes da equagao x> — 42% +4x — 3 = 0. Por tentativa e erro,
temos pelo teorema das raizes racionais que 3 é raiz da equacao 23 — 42% + 4x — 3 = 0,

pois 27 — 36 + 12 — 3 = 0. Como consequéncia disso, temos:

A partir dai, temos que 2% — 42® + 4x — 3 =0 <= (v — 3)(2*> — 2 + 1) = 0. Por fim,

2

nos resta encontrar as raizes da equacao = —x + 1 = 0. Aplicando a férmula resolutiva

das equagoes polinomiais do 2° grau, temos entao que:

—(-1) £ /(-1)2-4-1-1
2.1
1+v1—-4
2
1++/-3

2
1++3-1i
SR
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Portanto, o conjunto formado pelas solugoes da equagao P(z) = 0 sera
(3,4, —i, 14,1 — j, LEy31 1=y

4% passo: Retrospecto.
Notemos que todas as decomposicoes feitas foram baseadas nos teoremas das raizes

conjugadas e no teorema das raizes racionais. Logo, ao fazermos
(x —r)(x—ro)(x —r3)(x —ry)(x —15)(x —16) (T —17) =0
teremos 27 — 62 + 152° — 25z + 2823 — 2522 + 142 — 6 = 0.

Problema 4. (ITA-2013 apud Netto (2020)) A soma das raizes da equagao em C,
28 — 1721 416 = 0, tais que 2z — |z| = 0 é:

a) 1

b)

)

)
e)b

(\V]

@]
w

o,
W

Resolugao 4.

12 Passo: E um problema de determinacao ou demonstracao? Qual é a incégnita?
Qual a condicionante? Se é um problema de demonstracao, qual a hipétese? Qual é a
conclusao?

Trata-se de um problema de determinagao, onde a condicionante é a exigéncia de que
z — |z| = 0. Assim, a incégnita do nosso problema corresponde a soma das raizes da
equacao que satisfazem esta condicionante.

22 Passo: Conhece algum problema correlato?
Note que z® = (2%)2. Dessa forma, podemos usar uma incégnita auxiliar como fazemos

para solucionar equagoes biquadradas. Note ainda que z — |z| = 0 equivale a z = |z|.
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Essa condicionante descarta as raizes reais negativas e raizes complexas com parte
imaginaria nao nula. Em outras palavras, as raizes que satisfazem esta condicionante
sao as raizes reais positivas da equacao.

32 Passo: Execucao do plano.

Fazendo y = 2*, temos a equacao y?> — 17y + 16 = 0. Aplicando a fémula resolutiva da

equacoes polinomiais do 2° grau, teremos:

. —(=17) £ /(-17)2—4-1-16
2.1

17 £ /289 — 64

2
17+ /225

2
17+£15

2

Com isso, temos y = z* = 16 ou y = z* = 1. Logo, temos que as solucoes da equacao
28 — 172 + 16 = 0 formam o conjunto {41, +2, 44, +2i}. Portanto, a soma procurada
no problema é 2 + 1 = 3, cuja resposta se encontra na alternativa C.
4¢ Passo: Retrospecto.

Como 1 e 2 sao de fato as unicas raizes positivas encontradas, de fato teremos 3 como

nossa resposta.

Problema 5. (UFAL) Um reservatério na forma de um cilindro reto, esta parcialmente
preenchido com liquido. O volume do liquido é tal que, ao se colocar uma esfera sélida,
de mesmo raio que o raio da base do cilindro, no interior do cilindro, a altura do liquido
atinge a altura do diametro da esfera, como ilustrado a seguir a esquerda. Existe uma
outra esfera sélida, de raio menor que o anterior, que, quando repousa na base do
cilindro contendo o mesmo volume de liquido de antes, a altura do liquido fica igual ao

diametro da esfera, como ilustrado na figura a direita:
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Figura 4: Recipientes com esferas

Y Y
~ A

|

Fonte: Autor

Se o raio da esfera maior é igual a 2, qual é o raio da esfera menor?
a) V3-—1
b) V2 -1
T5

o
~—

£
—_

)

e

e) 0,8

Resolucao 5.

12 Passo: E um problema de determinacao ou demonstracao? Qual é a incégnita? Qual
a condicionante?

E um problema de determinagao, cuja incoégnita corresponde ao raio da menor das
esferas mencionadas no enunciado. Ha mais de uma condicionante no problema: o raio
da esfera maior € igual a 2, o volume de liquido nos dois reservatérios é igual e quando
quando as duas eferas se encontram submersas, a altura do liquido em cada reservatorio

¢é igual ao diametro da esfera que se encontra no seu anterior.
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22 Passo: Conhece algum problema correlato?

Sabemos que os volumes de uma esfera e de um cilindro sao, respectivamente, % cerd
e m-r%-h, onde h corresponde a altura do cilindro. Através dessas duas expressoes
construimos uma equacao que nos possibilitara chegar ao raio da esfera menor.

32 Passo: Execucao do plano.

Sejam V; o volume de liquido que se encontra nos reservatérios. Calculando o volume

da parte preenchida do primeiro cilindro, temos:

4
Vi+--m-22=7-22.4

3
32

— Vi+ gﬂ' = 167
16

<~ ‘/2 = 377'.

Sendo r o raio da esfera menor que se encontra no segundo reservatorio, temos agora:

16 4
—nr+-m-rP=r-2%.2r

3 3
— P —6r+4=0.

Pelo teorema das raizes racionais, temos que 2 é uma das raizes da equagao
r3 —6r+4=0.

Como 2 é o valor do raio da esfera maior, temos que a solucao r = 2 nao nos convém.

Assim, aplicando o dispositivo de Briot-Ruffini na decomposicao da equacao, teremos:

1 -6 4
21— 2 4 4
1 -2 0
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Temos que r® —6r+4 = 0 <= (r—2)(r*+2r —2) = 0. Aplicando a férmula resolutiva

das equagoes polinomiais do 2° grau, temos entao:

—2+4/22—-4-1-(-2)
2.1
—2+12
2
—242V3
2

— —14++/3.

A solucdo r = —1 — /3 também néo nos convém, uma vez que, pela natureza do
problema,  representa um nimero real positivo. Logo, temos que 7 = v/3 — 1, resposta
que se encontra na alternativa a.

4% Passo: Retrospecto.

Temos neste problema uma aplicagao das equacoes algébricas na Geometria, onde,
com base em expressoes de volumes de sélidos, que neste problema funcionaram como
nossas incognitas auxiliares, pudemos estabelecer uma equacao que nos forneceria o
valor do raio procurado. Foi necessario que se levasse em conta também a natureza
do problema proposto, uma vez que em Geometria nao existe valores negativos para
distancia. Esse fato nos serviu como crivo para as solucgoes que surgiram ao longo do

processo de resolucao da equacao polinomial que obtemos.

Problema 6. (SOUZA) O paralelepipedo reto retangulo tem dimensdes da base me-
dindo 6 ¢m, e altura, 8 cm. Uma cavidade na forma de cilindro reto de raio r atravessa

esse paralelepipedo, como mostra a figura.
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Figura 5: Paralelepipedo com cavidade cilindrica

8 cm

6 cm

Fonte: Autor

Sabendo que a drea total desse sélido ¢ dada por 264 + 247 em?, determine o valor do

raio da cavidade cilindrica.

Resolugao 6.

12 Passo: E um problema de determinacao ou demonstracao? Qual é a incégnita? Qual
a condicionante?

E um problema de determinagao, cuja incognita é o raio da cavidade cilindrica que se
encontra no paralelepipedo em questao. O fato da area total desse sélido valer 264 + 247
em? sera nossa condicionante.

22 Passo: Conhece algum problema correlato?

No problema anterior, utilizamos as expressoes associadas aos volumes de cada tipo
de sélido envolvido no problema, para estabelecermos uma equacao e soluciona-la.
Utilizaremos desta vez as expressoes associadas as areas laterais de acordo com cada
tipo de solido de acordo com a descricao deste problema.

32 Passo: Execucao do plano.
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Ao calcularmos a areas lateral do s6lido de acordo com as informacoes fornecidas,

teremos:

2(6-6+6-8+6-8) —2mr* +27r -8 = 247 + 264
—2mr? 4+ 167r + 264 = 247 + 264
P —8r+12 = 0.

Aplicando a férmula resolutiva da equacao polinomial do 4° grau, temos agora:

—(—8) £ /(—8)2—4-1-12
2.1

8+ /64 — 48

2
8§+ +16
2

8§+4

5

Temos entao que r = 2 e r = 6 sao as solugoes da equacao. A solucao r = 6 nao nos
convém. Logo, temos r = 2 ¢m como solucao do nosso problema.
4 Passo: Retrospecto.

Nesta solugao, as expressoes que forneciam a area lateral do solido, funcionaram como
nossas incognitas auxiliares que nos possibilitou estabelecer uma equacgao algébrica, a
qual nos levou a duas possiveis solugoes do problema. A solug¢ao r = 6 nao nos foi
conveniente, pois se a cavidade cilindrica possuisse r = 6 c¢m, seu diametro seria de
12 ¢m, estrapolando as dimensoes explicitas na figura dada. Com isso chegamos a
conclusao de que a solucao de fato é r = 2 em.

Problema 7. (SOUZA) Um reservatério cuja capacidade ¢ % m? tem a forma de
uma semiesfera acoplada a um tronco de cone, como indicado na figura. Qual é a

medida do raio da semiesfera?
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Figura 6: Semiesfera acoplada a um tronco de cone

' 4m '

6m

Fonte: Autor

Resolucao 7.

12 Passo: E um problema de determinacao ou demonstracao? Qual é a incégnita? Qual
a condicionante?

E um problema de determinagao, onde a nossa incégnita é o raio da semiesfera da figura.
O fato de que o volume do reservatério ser igual a % m? serd a nossa condicionante.
22 Passo: Conhece algum problema correlato?

No problema 5, utilizamos as expressoes que forneciam os volumes dos sélidos em
questao para entao, estabelecermos uma relacao que nos forneceria uma equagao a qual
a partir dela, encontramos uma solucao definitiva. Podemos utilizar as expressoes que
nos fornecem os volumes de um tronco de cone e de uma semiesfera e seguirmos esse
mesmo critério.

32 Passo: Execucgao do plano.

Aplicando nas férmulas do volume do tronco de cone e da semiesfera, temos:
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Pelo teorema das raizes racionais, temos como possiveis {44, 22, +11, +4, £2 +1}.
Porém, como r também representa o raio da base menor do tronco de cone, temos que
os tnicos valores que podem ser a solugao do problema sao 1 e 2. Com isso, temos que

2 é uma solucao racional da equacao, pois:

Temos com isso que 73 + 3r? + 12r + 44 = 0 < (r — 2)(r* + 5r + 22) = 0. Note
ainda que na equacao r? + 5r + 22 = 0, temos A =52 —4-1-22 <0, o que nos leva
a conclusao de que as outras raizes da equacao r3 4 3r2 4+ 12r + 44 = 0 nao sao reais
positivas, o que contraria a natureza do nosso problema. Logo, temos 2 m como nossa
solucao.

4 Passo: Retrospecto.

Com base nas expressoes dos volumes dos sélidos envolvidos e construimos, a equagao
que nos forneceria a solugao, para que por fim, encontrassemos a solucao final, utilizando
as dimensoes do solido e natureza do préprio problema, que admite apenas niimeros

reais positivos como possiveis solugoes.

Problema 8. (UFPE-2012) O polinomio 2 + az® + bz + 19 tem coeficientes a e b

nimeros inteiros, e suas raizes sao inteiras e distintas. Indique |a| + |b].

Resolugao 8.
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1° Passo: E um problema de determinacao ou demonstracao? Qual é a incégnita?
Qual a condicionante? Se é um problema de demonstracao, qual a hipdtese? Qual é a
conclusao?

Trata-se de um problema de determinacao, cuja incognita representa o valor da soma
la| + |b|. H& duas condicionantes nesse problema. A primeira nos diz que os coeficientes
a e b sao inteiros, e a segunda nos diz que as trés raizes do polindmio sao inteiras e
distintas.

22 Passo: Conhece algum problema correlato?
Como a e b representam coeficientes do polinomio, vimos anteriormente pelas relacoes de
Girard, que é possivel se estabelecer uma relacao entre a e b e as raizes desse polinomio.
Além disso, por hipdtese as trés raizes sao inteiras e distintas, pelo teorema das raizes
racionais, as trés rafzes pertencem ao conjunto {£1, £19}.
32 Passo: Execucao do plano.

Como o polinomio do problema é de 3% grau, consideremos x1, zs € x3 suas raizes.

Pelas relagoes de Girard temos:

T +T2+xr3 = —a
Ty To+T1-T3+T9 -3 = b
1T Tz = —19

Como as trés raizes pertencem ao conjunto {£1, 19}, pela terceira relacao acima,
podemos concluir que as trés raizes do polinomio sao —1,1 e 19, e como consequéncia,

temos entao:

—a=—-1+1+19+=a=-19

b=—-114(-1)19+119«<=b= -1
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. Portanto,

la| + 0] =] =19+ | -1 =19+ 1 = 20.

4¢ Passo: Retrospecto.

Com os valores obtidos, podemos reescrever o polinémio como z* — 1922 — z + 19,
onde de fato podemos constatar que os inteiros —1,1 e 19 sao suas raizes, conforme
mostram os calculos a seguir.

(I) Para z = —1, temos;

(=12 —=19(-1)2 = (-1)+19=-1-19+1+19 = 0.
(IT) Para x = 1, temos;
13-19-12-14+19=1-19-1+19=0.

(III) Para x = 19, temos;

193 —19.19? —= 19419 = 19° — 19° — 19+ 19 = 0.

Isso mostra que os valores encontrados satisfazem nossas condicionante e por seguinte,
a incognita do nosso problema. Vale destacar ainda que os coeficientes a e b do polinomio

dado inicialmente, funcionaram como incognitas auxiliares dentro da nossa solucao.
Problema 9. (AFA) A soma dos quadrado das raizes da equacio ® — 222 —4z+1 =0
é

a

@)
~— \g‘/ ~—
— —_ —

(oW
N—
—_
e~

Resolugao 9.

12 Passo: E um problema de determinacao ou demonstracao? Qual é a incégnita?

Qual a condicionante? Se é um problema de demonstracao, qual a hipotese? Qual é a
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conclusao?

E um problema de determinacao, cuja incognita é o valor da soma dos quadrados das
raizes da equacao fornecida. Nao hd uma condicionante clara no seu enunciado.
22 Passo: Conhece algum problema correlato?

Nao estudamos até aqui nenhuma relagao entre as raizes de uma equacao algébrica e
a soma dos seus respectivos quadrados. Porém, as relagoes de Girard relacionam os
coeficientes de uma equagao algébrica ao valor da soma de suas raizes, da soma dos
produtos dois a dois dessas raizes, da soma do produto trés a trés dessas raizes... e ao
valor do produto de todas essas raizes. Dito isso, é possivel que através dessas relacoes
possamos chegar ao valor solicitado pelo nosso problema.

32 Passo: Execucao do plano.

Consideremos a, b e ¢ as trés raizes da equacao do nosso problema. Pelas relagoes de
Girard, temos:

(I) =(a+b+c)=-2<=a+b+c=2.
(IT) ab + ac + bc = —4.

Por outro lado, temos ainda que:

(a+b+c)* =22

a? 4+ b* + A+ 2ab + 2ac + 2bc = 4
a® +b* + c +2(ab + ac + be) = 4
a4+ 0+ +2(—4) =4
A+ 4+ —8=4

A4+ +FA=4+38

[ A A

a4+ b+ =12
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Portanto, a® + b* + ¢ = 12. Logo, temos a alternativa C' como resposta.
4% Passo: Retrospecto.

Embora nao haja uma relacao direta entre os coeficientes de uma equacao algébrica
e a soma dos quadrados de suas raizes, foi possivel estabelecermos uma estratégia
para chegarmos ao resultado que nos foi proposto com base nas relagoes de Girard ja
conhecidas. Nessa perspectiva, as relacoes de Girard utilizadas na solucao do no nosso

problema, desempenharam a fun¢ao de incégnitas auxiliares.

Problema 10. (FGV-2011) O polindémio P(x) = z* — 523 4 322 4+ 52 — 4 tem o ntimero
1 como raiz dupla. O valor absoluto da diferenca entre as outras raizes ¢é igual a:

a) 5.

b)

W

b

)

)
e) 1.

(@]

o
N

Resolucao 10.

1° Passo: E um problema de determinac¢ao ou demonstracao? Qual é a incognita?
Qual a condicionante? Se é um problema de demonstracao, qual a hipotese? Qual é a
conclusao?

Trata-se de um problema de determinacao, cuja incégnita representa o valor absoluto
da diferenca entre as duas raizes nao fornecidas no enunciado. A condicionante do
problema nos diz que 1 representa uma raiz dupla desse polinomio.

22 Passo: Conhece algum problema correlato?

Os problemas que envolvem o teorema da decomposicao de raizes nos servem como

problemas correlatos para que possamos solucionar o nosso problema proposto. Assim,

utilizaremos o dispositivo pratico de Briot-Ruffini para realizarmos essa decomposicao
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para que entao, possamos encontrar as demais raizes e por fim, o valor absoluto da
diferenca entre elas.
32 Passo: Execucao do plano.

Como 1 é uma raiz dupla, aplicando o dispositivo de Briot-Ruffini para decompor

duas vezes o polinomio P(z) pelo bindémio (x — 1), temos:

Com isso, temos P(z) = (x — 1)?(2? — 3z — 4). As raizes restantes sio as raizes da
equacao r2 —3x —4 = 0. Agora, aplicando a férmula resolutiva das equacoes polinomiais

do 2° grau, temos que:

~(-3) & P11 (D)
2-1

3+ +v9+16

2
3EV25
2

3+5

2

Logo, as outras duas raizes procuradas sao o 4 e —1. Por fim, o valor absoluto da
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diferenca entre elas serd | — 1 — 4| = | — 5| = 5, concluindo assim que a alternativa a é a
nossa resposta.
4° Passo: Retrospecto.

Com o uso do teorema da decomposicao de raizes de do dispositivo pratico de Briot-
Ruffini, pudemos usar a condicionante de que o niimero 1 é uma raiz dupla do polinomio
P(z), para que com isso pudéssemos chegar a uma equagao polinomial do segundo grau
e a partir dela, as demais raizes de P(z) nao fornecidas no problema. As raizes nao
fornecidas no enunciado desempenharam a funcao de incognitas auxiliares na nossa
resolucao, para que pudéssemos chegar ao valor absoluto que nos fora solicitado. Vale
ressaltar que, o fato de 1 ser uma raiz dupla do polinomio P(x) implica que este serd
divisivel pelo polinémio D(x) = (x—1)(z—1) = 2* — 22+ 1. Dessa forma, é possivel que
a decomposicao de raizes possa ser feita pelo método de Horner, a exemplo do problema

2, bem como também por qualquer outro algoritmo de divisao até aqui estudado.

Problema 11. (ITA - 2012 apud Netto (2020)) Considere o polinomio p(z), de grau
5, com coeficientes reais. Sabe-se que —2i e i — /3 s@o duas de suas raizes. Sabe-se,

ainda, que dividindo-se p(z) pelo polinomio ¢(x) = z — 5 obtem-se resto 0 e que

Resolucgao 11.

12 Passo: E um problema de determinagao ou demonstracao? Qual é a incognita?
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Qual a condicionante? Se é um problema de demonstracao, qual a hipétese? Qual é a
conclusao?

Trata-se de um problema de determinacao, cujas condicionantes do problema sao: —2:
e i — /3 sdo raizes do polinémio p(x), e p(z) quando dividido por ¢(z) = 2 — 5 deixa
resto 0 e p(1) = 20(5 + 2v/3). A incégnita do nosso problema corresponde ao valor
numérico p(—1).

22 Passo: Conhece algum problema correlato?

Vimos em problemas anteriores que, quando um polinomio ou equacao algébrica possui
um nimero complexo como raiz, o conjugado desse mesmo nimero complexo também é
uma raiz desse mesmo polinomio. Além disso, se ao dividirmos um polindémio p(x) por
um binémio do tipo x — a (a € C) obtemos como resto 0. Entao, pelo teorema do resto,
a é uma raiz de p(z). Assim, temos que 5 também é uma raiz de p(z).

32 Passo: Execucao do plano.

Pelo teorema da decomposicao de raizes, temos:

px) = klz—5)(z—2)(z+2)[z — (i — V3)|[x — (—i — V/3)]

= k(2? +4)[(z +V3)2+1(z —5).

Aplicando p(1), temos ainda:
p(1) = k(12 + 4)[(1 +v3)? + 1](1 — 5) = —20k(5 + 2V/3).

Como por hipétese p(1) = 20(5 + 2v/3), temos k = —1.Dai;
p(=1) = (=D[(=1)* +4J[(=1 +V3)* + 1] (=1 = 5) = 30(5 — 2v3).
Portanto, temos a alternativa ¢ como resposta.
4° Passo: Retrospecto.

Utilizamos neste problema os teoremas do resto, da decomposicao e das raizes conju-
gadas para construirmos o polinomio p(x) realizando a operagao de multiplicacao de

polindémios. Dai, calculamos o valor numérico de p(x) para x = —1, concluindo assim a
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nossa resolugao.

Problema 12. (PAPMEM) Seja o uma raiz da equagao z* — 3z + 1 = 0. Prove que

a? — 2 é outra raiz da mesma equacao.

Resolucgao 12.

12 Passo: E um problema de determinacao ou demonstracao? Qual é a incégnita?
Qual a condicionante? Se é um problema de demonstracao, qual a hipétese? Qual é a
conclusao?

Trata-se de um problema de demonstragao, onde devemos demonstrar que o niimero
complexo a? — 2 é uma raiz da equacao z° — 3z + 1 = 0, tendo como condicionante o
fato de que o nimero complexo a ser uma raiz dessa equagao.

22 Passo: Conhece algum problema correlato?

Podemos utilizar os procedimentos adotados para demonstrar os teoremas até aqui
abordados como problemas correlatos para nossa solucao. O problema tem como
hipdtese o fato de que o o nimero complexo a ser uma raiz da equacao 2® — 3z +1 = 0,
e como tese a afirmacdo de que o nimero complexo a? — 2. Demonstraremos entao que
a hipotese implica na tese do problema.

32 Passo: Execucao do plano.
Aplicando a na equacao 2 — 3z +1 =0, temos: a® —3a+ 10 <= o® =3a -1

Agora, substituindo o? — 2 na equacao, teremos:

(@® =23 =3(a*-2)+1 = a®—6a*+120* -8 —-3a* +6+1

= (@®)?-6a® a+9a* 1.

Substituindo o® por 3o — 1 na expressao obtida, temos agora:
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(Ba—1)* = 6a(3a—1)+9a®> -1 = 9a® —6a +1— 18a + 6a + 9a® — 1

= 0.

Portanto, o ntimero complexo a? — 2 também ¢é raiz da equacao z® — 3z + 1 = 0.
4% Passo: Retrospecto.

Utilizamos na solucao desse problema o modelo de demonstracao hipotese = tese.
Com base no teorema do resto e nas defini¢oes apresentadas neste trabalho, construimos

a nossa solugao.

Problema 13. (Lima [14]) Mostre que, se n é um ndmero par entdo o polindémio

p(x) = 2" + 2" 1 + ...+ x + 1 nao possua raiz real.

Resolucao 13.

12 Passo: E um problema de determinacao ou demonstracao? Qual é a incégnita?
Qual a condicionante? Se é um problema de demonstracao, qual a hipdtese? Qual é a
conclusao?

Trata-se de um problema de demonstracao onde temos como hipétese o fato do numero
natural n ser par e devemos mostrar que o polinémio p(x) = 2" + 2" ' + ... + z + 1 nao
possui raiz real nessa condicao.

22 Passo: Conhece algum problema correlato?

Nao demonstramos até aqui nenhum problema correlacionado ao problema acima.
Assim, é de se esperar que tentemos respondé-lo, por tentativa e erro, por cada um dos
métodos de demonstracao conhecidos. Dentre as técnicas de demonstragao até aqui
abordadas neste trabalho, utilizaremos a reducao a um absurdo.

32 Passo: Execucao do plano.
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Suponha que n é par e que p(x) tenha uma raiz real. Observemos que p(1) =n + 1.
Logo, a # 0 e a # 1, ou seja, 0 e 1 ndo sao raizes de p(x). Como a # 0 e p(z) =
a® +a" ' 4 ... +a+ 1 representa a soma de uma P.G. de razao a, tem-se:

an+1 -1

pla) = ——

Agora, p(a) =0 e a # 1, implica que a"™ — 1 = 0. Dai, a®*™' = 1. Como por hipStese
n é para, n + 1 serd impar. Logo, a"™! = 1 implicaria que a = 1, o que é um absurdo.

Portanto, p(z) nao possui raiz real.
4c Passo: Retrospecto.

E de esperar que se conheca o assunto de progressoes geométricas para que se tenha
um entendimento da solugao aqui exposta, e que apos tentar sem sucesso demonstrar
este resultado por outros métodos, o que nos resta é a reducao a um absurdo como

caminho para nossa solucao.

Problema 14. (Muniz Neto (2012) - Adaptado) Mostre que, para todo natural n > 1,

o polinomio z" — a™ é divisivel pelo binémio x — a, com a € R.

Resolugao 14.
Primeira resolucgao:
12 Passo: E um problema de determinacao ou demonstragao? Qual é a incégnita?
Qual a condicionante? Se é um problema de demonstracao, qual a hipotese? Qual é a
conclusao?

Trataremos nesta primeira solucao este problema como um problema de demonstracao,
onde o valor de n no polinomio z" — a™ deve satisfazer a condicionante de ser maior ou
igual a 1. Com isso, deve-se mostrar que x™ — a” é divisivel pelo binomio z — a.

22 Passo: Conhece algum problema correlato?
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Uma vez que na hé valor fixo para n, torna-se inviavel fazermos essa demonstragao
por qualquer algoritmo até aqui estudado. Porém, como por hipdtese n é natural e
maior ou igual a 1, podemos usar o principio da inducao finita para faze-la.

32 Passo: Execucao do plano.
Resolveremos este problema utilizando inducao sobre n.

(I) Para n = 1, a afirmagao ¢é verdadeira. Pois;

(IT) Considerando os valores de n para os quais a afirmagao é verdadeira, mostremos
que a mesma ¢ verdadeira para n + 1. Tomando nossa afirmacao como hipdtese de

inducao, temos;

x —a = z-2"—ax" +az" —a-a”

= (x—a)z" +a(z" —a").

Como (x — a)z™ é divisivel por z — a e z — a divide ™ — a™ por hipétese, temos que
"t — gt ¢ divisivel por  — a. Logo, a veracidade da afirmacao é valida para todo
natural n > 1.
4¢ Passo: Retrospecto.

Embora nao seja um método de demonstracao muito comum a nivel de Ensino Médio,
Pélya (1995) nos diz que se trata de uma ferramenta muito poderosa para se demonstrar
resultados matematicos, inclusive a nivel basico como o resultado demonstrado neste
exercicio.

Segunda resolucgao:
12 Passo: E um problema de determinacao ou demonstracao? Qual é a incdgnita? Qual

a condicionante?
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Agora, este problema como um problema de determinacao, onde ainda temos como
condicionante o fato de n —1. Até aqui, o enunciado nao nos deixa claro qual a incégnita
a se considerar.

22 Passo: Conhece algum problema correlato?

Mostrar que um polindémio p(z) é divisivel por outro polinomio d(z) significa mostrar
que o resto da divisao de p(x) por d(x) é o polinomio nulo. Assim, devemos encontrar
um polinémio ¢(z) tal que " — a" = (x — a) - ¢(z). Feito isso, concluiremos a nossa
demonstracao.

32 Passo: Execucao do plano.

Consideremos o polinémio ¢(z) = ay - 2™ —14ay-2" -2+ ...+ a, — 1 -z + a, tal que

n n

" —a" = (x —a) - q(r). Temos:
" —a" = (z—a)(a-2" a2+ ta,—1-2+a,
= a-2"4ay- 2" '+ . Fa, x

— (a-a;-2" " +a-ay- 2" P4 Fa-an-T+a-a,)

= ay 2" +(ag—a-a)x" '+ (a3 —a-a)r" 2+ ..+ (an — a-an_1)T — Q- ay.

Comparando membro a membro as duas expressoes, teremos as seguintes relagoes:

ay, —a-a1=0<=ay=a

a3 —a-ay=0<=a3=a

~1
Ay —Q-Qp_q1 < a, =a" .

Logo, temos que q(x) = 2" ' +a-2" 2+ ... +a" 2 -z +a"
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Portanto, " —a" = (x —a) - (z" ' 4+ a-2" 2+ ...+ a"? -z + a" '), demonstrando
assim que z" — a” é divisivel por x — a.
4° Passo: Retrospecto.

Nesta solucao, ao abordarmos o problema como um problema de determinagao,
utilizamos o método de Descartes para determinarmos um polinémio ¢(z) de tal modo
que 2" —a" = (z —a) - q(z). Neste caso, ¢(x) assumiu o papel de incégnita na resolugao

deste problema.
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5 Consideracoes Finais

As minhas experiéncias vivenciadas como docente e discente me fizeram escolher a
tematica abordada neste trabalho, devido a sua grande importancia dentro da disciplina
de Matematica no Ensino Béasico. Ao abordarmos a teoria béasica dos polinomios e
equacoes algébricas de varidaveis complexas, pudemos explorar os algoritmos operatdérios,
os teoremas e os modelos de resolucao empregados em problemas matematicos acerca
desses conteidos. Pudemos ainda tratar de tépicos inerentes a esta tematica, que nao
sao tratados na maioria dos livros didaticos, a fim de enriquecer ainda mais 0s nossos
conhecimentos até aqui adquiridos e de despertar no leitor, o interesse em conhecer nao
apenas as suas possiveis aplicabilidades, mas também a elegancia matematica desses
conteudos.

Ao tratarmos das resolugoes de problemas por intermédio do método de Pdlya, é
possivel observar as mais variadas vertentes para se chegar a solu¢ao de um problema
matematico que possa nos ser proposto. Esse método se mostra de grande importancia,
pois ao explora-lo, foi possivel perceber que o mesmo nos permite um olhar mais atento
durante a resolucao de um problema, prevenindo que, ao tracarmos uma diretriz para
a nossa resolucao, nao venhamos a nos enganar com possiveis distratores escondidos
dentro de cada problema.

Nos problemas 5, 6 e 7, observamos que os conceitos aqui estudados aliados a
natureza geométrica de cada um, podem ser importantes ferramentas no estudo de
problemas de Geometria, demonstrando desta forma que os polinémios e equacoes
algébricas podem vir a ser de relevante importancia na resolugao de problemas em
outras areas da Matematica, além da Algebra. Destacamos que os mesmos também
podem ser instrumentos no que diz respeito ao estudo de algoritmos e fluxogramas,

uma vez que os mesmos apresentaram algoritmos praticos para se realizar operagoes
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e resolver problemas em geral. A BNCC (BRASIL, 2017) enfatiza a importancia do
ensino e aprendizagem de contetidos matematicos por meio de algoritmos e fluxogramas,
tendo em vista que os estudantes precisam adquirir a capacidade de traduzir uma dada
situacao problema em outras linguagens.

Os problemas 12, 13 e 14, cujas resolugoes se deram por uma demonstracao foram
abordados a fim de apresentar as diversas formas de solucionar problemas desta natureza.
Dentro da minha experiéncia docente, os problemas de demonstragao permitem aos
educandos um olhar diferenciado com relagao ao tema abordado, possibilitando aos
mesmos uma potencialidade muito maior da percepcao de cada elemento envolvido
durante a resolucao de problemas, pois com base neles, é possivel se explorar a esséncia de
cada resultado matematico. Ao aplicarmos o método de Pdlya durante essas resolucoes,
foi possivel observar que problemas dessa natureza podem despertar um novo olhar
matematico, nao apenas para os conteidos tratados neste tarbalho, mas como para
problemas de Matematica em geral, pois durante a nossa pesquisa, foi possivel observar
que, sempre que se é possivel, podemos tratar um problema de uma forma mais
compreensivel dentro dos nossos conhecimentos. Ao se trabalhar esta tematica com

alunos do Ensino Médio sob a dtica da resolugao de problemas :

[...] espera-se que eles desenvolvam a capacidade de identificar oportuni-
dades de utilizagao da Matematica para resolver problemas, aplicando
conceitos, procedimentos e resultados para obter solugdes e interpreta-las

segundo os contextos das situagdes. (BNCC, 2017 p. 265)
Desejamos entao que este trabalho venha a contribuir para a melhoria do processo
de Ensino e Aprendizagem acerca das resolucoes de problemas de polinomios e equagoes
algébricas no Ensino Médio, bem como também aos mais diversos tépicos de Matematica

abordados nesta etapa educacional.

110



Referéncias

1]

ANDRADE, LENIMAR NUNES DE, Uma generalizacao de Briot-Ruffini, Revista

do Professor de Matematica, Joao Pessoa, n. 34, 1997.

BRASIL, Base Nacional Comum Curricular:  FEnsino Médio, Brasilia:

MEC/Secretaria de Educagao Bésica, 2017.

BRASIL, Parametros Curriculares Nacionais FEnsino Médio. Ciéncias
da  Natureza, Matemdtica e  suas  Tecnologias, Disponivel  em:
http://portal.mec.gov.br/seb/arquivos/pdf/ciencian.pdf Acesso em: 23. ja-

neiro. 2021.

CARMO, MANFREDO PERDIGAO DO; MORGADO, AucusTo CESAR; WAG-
NER, EDUARDO. (ORG.), Trigonometria e Nimeros Complezos, Rio de Janeiro:

SBM, 2005. p. 91 - 106.

COSTA, Jost AIRTON DO NASCIMENTO, Andlise das dificuldades de aprendiza-
gem algébrica manifestadas por alunos do 8° ano do ensino fundamental, Dissertagao

(Mestrado) Programa de Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional,

93 f, Universidade Estadual do Piaui, Teresina, 2019.

DANTE, Luiz ROBERTO, Diddtica na da Resolu¢ao de Problemas de Matemdtica,

Rio de Janeiro: Atica, 2002.

DE MORAIS FILHO, DANIEL CORDEIRO. (ORG.),Um convite & Matemdtica,

Rio de Janeiro: SBM, 1 ed. 2012.

DIERINGS, ANDRE RICARDO, Ensino de polindomios no Ensino Médio - Uma
nova abordagem., 70 f. Dissertacao (Mestrado em Matematica) Centro de Ciéncias

Naturais e Exatas, Universidade Federal de Santa Maria, Santa Maria, 2014.

111



[9]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

FOSSA, JoHN A, Introducdo as técnicas de demonstragao na Matemdtica, 2 ed.

ampl. e rev. Sao Paulo: Editora Livraria da Fisica, 2009.

GOMES, LEONARDO SOARES, Funcoes polinomiais no ensino bdasico: Onde vou
usra isso na vida professor?, 90 f. Dissertagao (Mestrado Profissional em Matemética

em Rede Nacional) Universidade Federal Fluminense, Niteréi, 2020.

HEFEZ, ABRAMO, Inducao  Matemadtica, Programa  de  Ini-
ciacao Cientifica. Rio de Janeiro: OBMEP, 2009. Disponivel em:
http://www.obmep.org.br/docs/apostilad.pdf. Acesso em 8 de Margo de

2021.

HEFEZ, ABRAMO; VILLELA, MARIA LUCIA TORRES. (ORG.), Polinémios e

Equacoes Algébricas, 2 ed. Rio de Janeiro: SBM, 2018.

LIMA, E. L. et al. (ORG.), A Matemdtica do Ensino Médio Vol. 3, 6 ed. Rio de

Janeiro: SBM, 2006.
LIMA, E. L. (ORG.), Numeros e Fungoes Reais, 1 ed. Rio de Janeiro: SBM, 2013.

LIMA, E. L. et al. (ORG.), Temas e Problemas, 3 ed. Rio de Janeiro: SBM, 2010.

p. 21 - 44.
MUNIZ NETO, A. C. (ORG.), Polinomios, 1 ed. Rio de Janeiro: SBM, 2012.

NACARATO, ApAIR MENDES; CUSTODIO, IRIS APARECIDA, O Desenvolvi-
mento do Pensamento Algébrico na Educacao Bdsica: Compartilhando Propostas de
Sala de Aula com o Professor que Ensina (Ensinard) Matemdtica, Grupo Colabo-
rativo em Matematica - GRUCOMAT. Brasilia: Sociedade Brasileira de Educagao

Matematica, 2018. E-book.

112



[18] NETTO, SERGIO LiMA, A Matemdtica nos vestibulares do ITA, 2 ed. rev. e amp.

Fortaleza: VestSeller, 2020.

[19] OLIVEIRA, KRERLEY IRRACIEL MARTINS; FERNANDEZ, ADAN JosE
CORCHO. (ORG.), Inicia¢ao & Matemdatica - Um curso com problemas e solugaies,

2. ed. Rio de Janeiro: SBM, 2012.

[20] OLIVEIRA, MARCELO RUFINO DE, Numeros Complexos, Polinomios, Geometria

Analitica, 1. ed. Belém: VestSeller, 2013.

[21] OLIVEIRA, M. M, Sequéncia diddtica interativa no processo de formagao de

professores, Petropolis, RJ: Vozes, 2013.

[22] POLYA, GEORGE, A arte de resolver problemas: um novo aspecto de método
matemdtico, Tradugao e adaptagao de Heitor Lisboa de Aratjo, Rio de Janeiro:

Editora Interciéncia, 1995.

[23] SILVA, ANTUNINO DA, Resolu¢do de situagoes-problemas da OBMEP por alunos
da 3% série do Ensino Médio da cidade de Unido-PI: uma investigacdo acerca
da andlise combinatdria, 88 f. Dissertagdo (Mestrado) Programa de Mestrado
Profissional em Matematica em Rede Nacional, Universidade Estadual do Piaui,

Teresina, 2018.

[24] SOUSA, JOAMIR ROBERTO DE. (ORG.), Novo Olhar Matemdtica, Sao Paulo:

FTD, 2010.

[25] TAO, TERENCE. (ORG.), Como resolver problemas matemdticos - Uma perspectiva

pessoal, Traducao de Paulo Ventura, Rio de Janeiro: SBM, 2013.

[26] ZABALA, ANTONI, A prdtica educativa: como ensinar, Porto Alegre: Artmed,

1998.

113



