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ZANDONADI, Ednilson Carlos. Aplicacdo do Software GeoGebra no ensino de funcdes
exponenciais e logaritmicas. 2013. Dissertacdo (Mestrado Profissional em Matematica em
Rede Nacional) — Universidade Estadual de Londrina, Londrina, 2013.

RESUMO

Este trabalho propde a utilizacdo de uma sequéncia didatica, elaborada de forma a privilegiar
situagBes que incentivem os alunos do 1° ano do Ensino Médio a compreenderem o conceito
de funcbes exponenciais e logaritmicas usando o software GeoGebra. Segundo as Orientacdes
Curriculares para o Ensino Médio e também os Parametros Curriculares Nacionais para o
Ensino Médio, os recursos tecnoldgicos devem ser integrados aos componentes curriculares
béasicos, tais como a Matematica, a Fisica e a Quimica, de forma a potencializar o ensino-
aprendizagem dos contetdos didaticos desses componentes. Em relacdo a Matematica ha uma
diversidade de softwares de calculos algébricos e de geometria dindmica com a finalidade de
facilitar o trabalho do professor e também ajudar os alunos na compreensdo de novos
contetdos. O GeoGebra é um desses softwares, que além de ser um software gratuito, possui
grande potencialidade de exploracdo das propriedades dos graficos de funcdes, em particular
as funcbes exponenciais e as funcdes logaritmicas que fazem parte da sequéncia de atividades
deste trabalho; podem ser exploradas questdes como crescimento, decrescimento, dominio,
imagem, além de ser possivel relacionar as variaveis das funcdes em questdo. Neste trabalho
propomos 7 atividades com suas respectivas solucfes, por meio do GeoGebra, e a descri¢do
de como foram feitas as atividades. Espera-se que este trabalho seja mais uma ferramenta de
apoio para o professor na sua pratica docente, especialmente para o aluno do primeiro ano do
Ensino Médio na abordagem do conceito de funcdes.

Palavras-chave: Matematica, Software, GeoGebra, Exponencial, Logaritmica, Aprendizagem.



ZANDONADI, Ednilson Carlos. Exponential and Logarithmic Functions using the
software GeoGebra. 2013. Dissertacdo (Mestrado Profissional em Matemética em Rede
Nacional) — Universidade Estadual de Londrina, Londrina, 2013.

ABSTRACT

This work proposes to use of a didactic sequence, elaborate to favor situations that encourage
students of first grade of High School to understand the concept of Exponential and
Logarithmic Functions using the software GeoGebra. According to the Curriculum Guidelines
for Teaching Middle and National Curriculum for High School, the technological resources
should be integrated in the basic curriculum components, such as Mathematics, Physics and
Chemistry so that enrich the teaching-learning didactics content these components. In relation
to Mathematics there is a diversity of software algebraic calculations and dynamic geometry
for the purpose of provide the work of the teacher and help students, too, in understanding
new content. GeoGebra is one such software, it has great potential for exploration of the
properties of graphs of functions, in particular, the exponential and logarithmic functions that
are part of the sequence of activities of this work, can be explored issues such as growth,
regrowth, domain, image, on the other side of, you can be possible relate the variables of the
functions in question. In this paper, we propose seven activities with their solutions by means
of GeoGebra and description of how the activities were made. It expected that this work is
more of a tool to support the teacher in their teaching practice, especially for students of first
grade of High School in approach to the concept of functions.

Keywords: Mathmatics, Software, GeoGebra, Expontential, Learning
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INTRODUCAO

Em grande parte das escolas brasileiras, observa-se que a didatica usada pelos
professores para apresentacdo de contedos ainda se utiliza de técnicas tradicionais de ensino
como, por exemplo, a mera reproducdo de conteudos dos livros didaticos ou o ato de
simplesmente fazer o aluno decorar, sem se levar em consideragdo a necessidade de que este
deva aprender e ndo somente “tirar notas” para passar de ano. Dentro deste contexto, como
professor de matematica no Ensino Médio, pude perceber que muitos dos alunos do 1° ano do
Ensino Médio, ressalta-se aqui, todos os anos, apresentam dificuldades na compreenséo do
conceito de logaritmo, isto €, tais alunos nao entendem o significado do conceito de logaritmo

e suas finalidades.

Nessa perspectiva, deu-se origem a proposta de elaboracdo de atividades didatico-
pedagogicas direcionada para o Primeiro Ano do Ensino Médio, de forma a abordar a
aplicabilidade do conceito de logaritmo, da funcdo exponencial e da funcéo logaritmica, com
0 uso do software Geogebra, por tratar-se de um software livre. GeoGebra é um Software
gratuito de matematica dinamica que relne recursos de geometria, algebra e calculo. Por um
lado, possui todas as ferramentas tradicionais de um software de geometria dinamica: pontos,
segmentos, retas e se¢Oes conicas; por outro, equacdes e coordenadas podem ser inseridas
diretamente. Desta forma, o GeoGebra tem a vantagem didatica de apresentar, a0 mesmo
tempo, duas representacdes diferentes de um mesmo objeto que interagem entre si: sua

representacdo geométrica e sua representacdo algébrica.

Vejamos o que diz Romero em sua fala acerca do ensino com o auxilio de softwares

em sala de aula,

A tecnologia, especificamente os softwares educacionais disponibiliza
oportunidade de motivagdo e apropriagdo do contedo estudado em sala de
aula, uma vez que em muitas escolas de rede publica e particular,
professores utilizam recursos didaticos como lousa e giz para ministrarem
suas aulas, este € um dos diversos problemas que causam o crescimento da
qualidade ndo satisfatoria de ensino, principalmente na rede estadual.
(ROMERO, 2006, Apud CAVALCANTE, 2010, p 3).

A Matemética é um instrumento de producdo de conhecimento, portanto, a mesma nao
pode ser resumida a técnicas, resolucdes de exercicios sem nenhuma relagdo com o cotidiano

do aluno. Sendo assim, grande parte dos alunos que passam pelo Ensino Médio ndo passam
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por essa experiéncia, e veem tais contetdos sem relaciona-los com a vida pratica. Apesar de
sua importancia, tais alunos, concluem o Ensino Médio sem entender o conceito e aplicacbes
de logaritmo e sem, ao menos, fazer relacdo com seu uso pratico e conhecido, ou seja, ndo
compreendem que a teoria dos logaritmos se aplica a diversos tipos de situacGes, como por
exemplo, a quantificacdo de intensidade sonora, construcao de escala logaritmica, aplicaces
financeiras envolvendo juros compostos, aplicacdes em solugdes quimicas e 0 uso da escala

Richter para medir intensidade de terremotos, entre outros.

O presente trabalho de pesquisa torna-se relevante ao abordar questdes relativas a
didatica no ensino da Matemaética para conceito de logaritmo e fungdes logaritmicas, de forma
a torna-lo atraente para os alunos. Para isso foi organizada uma sequéncia de atividades com o

uso do software GeoGebra.

No Capitulo 1 apresentaremos a fundamentacdo tedrica deste trabalho, baseada na
revisdo literéria de autores tais como Pedro Demo, Fiorentini, Boyer, Eves entre outros, e
também andlise dos PCNs e Curriculo do Estado de Sdo Paulo para Matematica e suas
tecnologias. Isto se faz necessario para termos embasamento na elaboracdo das atividades a

que se propde este trabalho.

No Capitulo 2 procuraremos mostrar 0 uso das novas tecnologias na educagdo, mais
especificamente o software GeoGebra e a forma com que este recurso pode auxiliar o
professor na sala de aula, bem como melhorar a aprendizagem dos alunos no que diz respeito
a compreensao do conceito de Fun¢do Exponencial e Logaritmica. O uso de novas tecnologias
na sala de aula é na maioria das vezes mais diversificado e desafiador do que simplesmente
transmitir informacdo ao aluno. Estas tecnologias devem ser utilizadas como auxilio no

processo de construcdo do conhecimento e para enriquecer os ambientes de aprendizagem.

Apresentamos no Capitulo 3 um estudo historico da criacdo dos logaritmos, de forma a
mostrar 0s esfor¢cos e os percalcos para seu surgimento. A criacdo dos logaritmos facilitou a
forma de como efetuar célculos, que até entdo era moroso, e ajudou o desenvolvimento de

outras ciéncias que utilizam o calculo como ferramenta.

No Capitulo 4 serd apresentada a elaboragdo de atividades com o uso do software
GeoGebra com a finalidade de ajudar o aluno a compreender 0 conceito e 0 comportamento

das funcbes em determinados intervalos. O uso de softwares educacionais de modelagens ou
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simulac@es possibilita aos alunos o estimulo para explorarem ideias e conceitos matematicos,
principalmente na constru¢cdo de graficos, que apresentam certas dificuldades na sua
construcdo com uso de lapis e papel; dessa forma o software proporciona melhores condicGes

para descobertas e estabelecimentos de relacdes matematicas.

No capitulo 5, serdo feitas nossas consideracdes finais sobre as atividades propostas,
bem como as indagacdes e sugestdes que surgiram ao longo da elaboracdo deste trabalho.
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1. REVISAO DE LITERATURA

Com a popularizacao da Internet e seu acesso de forma mais simples, répida e eficaz, o
modo de aprendizagem mudou e as noticias chegam rapidamente ou mesmo em tempo real e
em qualquer idioma, de qualquer lugar do planeta. O professor ndo é mais o detentor do
conhecimento e, portanto, deve estar constantemente refletindo sua pratica pedagdgica,
fazendo busca constante de cursos de formacgdo continuada, leituras de novas tecnologias,

bem como outras alternativas para enfrentar os problemas de sala de aula.
Nessa perspectiva de formacao continuada.

“o professor constitui-se num agente reflexivo de sua pratica pedagdgica
passando a buscar, autbnoma efou colaborativamente, subsidios tedricos e
praticos que ajudem a compreender e a enfrentar os problemas e desafios do
trabalho docente” (FIORENTINI, 2005, p.9).

Nos dias atuais ndo basta mais ao professor a conscientizagdo da problemaética da sala
de aula; € necessario investigar teorias que o auxiliem nas possiveis solucdes, além do senso
comum, pois o professor é quem viabiliza o desenvolvimento de certas habilidades e
competéncias nos seus alunos, e, € ao professor que compete proporcionar a aprendizagem,

através de problemas que estimulem sua capacidade do pensamento critico.

A capacidade de dominio de contetdo dever ser competéncia basica ao professor para
0 bom desempenho do magistério e, para que exista tal dominio, faz-se necessaria uma
atualizacdo constante através de acompanhamento por esse profissional em relacdo as novas

tecnologias de ensino.

Para Pedro Demo (1995), em Desafios Modernos da Educacdo, é necesséario ao
professor ter a conviccdo de que a atualizacdo do conhecimento deve ser constante, com
destagque para a importancia da pesquisa e para producdo da mesma. Vivemos em um mundo
no qual as mudancas sdo cada vez mais rapidas, sendo assim é fundamental que o professor
seja um fomentador, organizador e esteja atento para atualizagdo de contetdos, ndo podendo
mais ser simplesmente um transmissor de informacgdes que ndo contribuem para a formacéo
de seu aluno como cidaddo. Demo sugere que “de tempos em tempos, o professor deveria
suspender suas atividades e passar um semestre estudando, para fazer jus ao processo
inovador da educacdo, baseado na atualizagdao do conhecimento” (1995, p.57). Eis aqui um

desafio, tornar constante o acompanhamento, por parte dos professores, das mudancas
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econdmico-sociais e tecnoldgicas sofridas pela sociedade de uma forma geral. Para que isso
ocorra, 0 professor deve se manter atento e em atividade constante no seu papel de

pesquisador.

Melhorias na préatica educacional é a motivacdo para que o professor proporcione
melhores resultados, tanto para seus alunos, como para si proprio. Como j& citado
anteriormente, as mudancas constantes e rapidas, sob as quais vivemos atualmente, obrigam
tanto os professores como as instituicdes de ensino a reverem seu papel e a reconsiderarem o
modelo educacional sobre o qual se trabalha. E fato que existem professores sem o preparo
adequado para atuarem nesta realidade em que se configura a escola atualmente. Também é
fato que podemos encontrar professores que ainda simplesmente transferem conhecimentos
adquiridos e negligenciam ou ignoram as principais qualidades da pratica pedagogica que
formam os pilares do conhecimento: aprender a aprender, aprender a fazer, aprender a

conviver e aprender a ser.

E papel fundamental do professor ser habil para conduzir um ensino que atenda as
necessidades e interesses dos alunos e das familias que compdem uma sociedade plenamente
informatizada. Essa nova sociedade alterou os velhos habitos dos jovens com faixa etaria
escolar, impondo novos recursos de distracdo, tais como as midias sociais. Tomando essa

nova realidade, a sala de aula deixou de ser atrativa para o aluno.

E necessario ao professor, através da formacdo continuada ou cursos de
aperfeicoamento, desenvolver habilidades além das que fazem parte da grade curricular do
curso de graduacdo. Neste contexto, Fiorentini (2005) ressalta “Além de ministrar
competentemente o conteldo de sua disciplina, o professor deve exercer funcdes que
deveriam ser de outras areas: assistente social, psicologo, orientador sexual”. Com certeza

essas habilidades ndo sdo contempladas nas grades curriculares, Fiorentini (2005) conclui:

Do professor tém sido exigidas competéncias para as quais ndo esta
preparado, pois sua formacdo inicial ndo lhe deu e a continuada — quando
existe — ndo aborda essas questdes...... Enfim deve ser capaz de lidar com as
questdes emocionais, afetivas, sociais e cognitivas de seus alunos.
(FIORENTINI, 2005, p.97 apud FERREIRA, 2006, p. 20).

Nota-se que cabe ao professor superar os desafios da sala de aula, e fazer despertar nos
seus alunos uma motivacao, para que aléem de conquistar a atencdo em suas aulas, possam

também compreender os conceitos que estdo sendo trabalhados, e que possam verificar a
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utilidade dos saberes escolares. E, dessa forma, diminuir o rotulo de que a Matemaética seja
considerada por muitos alunos uma disciplina de conteldos de dificil compreensdo e
assimilacdo. No Ensino Médio é ainda mais grave, e isso leva muitos alunos a escolha de
cursos de graduacdo ou cursos técnicos em outras areas, pois querem “fugir” da matematica

€m Seus cursos académicos.

Nesta perspectiva, os professores de matematica do Ensino Médio, de forma mais
especifica, deparam-se com as mais diversas dificuldades dos alunos, sejam com operacGes
matematicas, compreensdo de novos contelidos, e suas conexdes com outras disciplinas, tais
como Fisica, Quimica e Biologia. Dos contedos previstos para o Ensino Médio, constitui

objeto deste trabalho, os conceitos relacionados aos logaritmos.

Uma forma de incentivo ao estudo da matemética e promover o sucesso escolar é
proporcionar ao aluno uma maneira mais expressiva de trabalhar com logaritmos, iniciando
com problemas que descrevam situacdes das mais variadas e concretas, e que permitam a
esses alunos formular hipoteses, pois as aplicacbes de logaritmos, como descrito
anteriormente, estdo presentes em varias situacfes da sociedade e trazem implicacGes para a

vida tanto na questdo académica quanto no cotidiano das pessoas.

Através de situacOes reais para aplicacdo do conceito de logaritmo, esperamos que 0
aluno possa compreender a necessidade do seu estudo, assim como saber justificar as

caracteristicas e as condicdes de existéncia pertinente a esse conceito.

Nesse sentido, a escola deve adaptar suas metodologias de ensino e os conteudos,
dando garantias do interesse e da aprendizagem dos alunos na sala de aula. Aproveitando os
avancos tecnolégicos, o uso de softwares nas aulas ajuda os alunos se sentirem atraidos pelas
aulas de matematica, caso contrario esses alunos poderdo encontrar outras formas de buscar

0s conhecimentos necessarios a sua compreensdo de mundo.

Aos educadores cabe a reflexdo e a deciséo a respeito dos conteudos assim como a
pratica da metodologia mais adequada, proporcionando aos alunos uma aprendizagem capaz

de suprir suas necessidades e inseri-los no mundo da informacao.
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Diante do exposto, os PCNs esclarecem:

A Matematica no Ensino Médio tem um valor formativo, que ajuda a
estruturar 0 pensamento e o raciocinio dedutivo, porém desempenha um
papel instrumental, pois € uma ferramenta que serve para a vida cotidiana e
para muitas tarefas especificas em quase todas as atividades humanas.
(PCNSs, 1999, p.40).

Portanto, fez-se necessaria uma reestruturacdo nas metodologias de ensino da
Matematica para vencer o maior desafio dos educadores, que é levar 0s alunos a pensarem de
forma criativa, proporcionando-lhes uma visao critica da realidade, pois a matematica aborda
aspectos da vida real e também como explorar suas aplicacbes com atividades praticas,
abrangendo outras areas do conhecimento.

Ressalta-se, porém, de acordo com 0s PCNs:

[...] a Matemética no Ensino Médio ndo possui apenas o carater formativo ou
instrumental, mas também deve ser vista como ciéncia, com suas
caracteristicas estruturais especificas. E importante que o aluno perceba que
as defini¢bes, demonstracdes e encadeamentos conceituais e logicos tém
funcdo de construir novos conceitos e estruturas a partir de outros e que
servem para validar intuicdes e dar sentido as técnicas aplicadas.
(PCNs,1999. p. 41).

Levando-se em conta as caracteristicas relatadas, esse trabalho preocupou-se com a
construcdo e consequente apropriacdo do conceito de logaritmo e funcdo logaritmica, por
parte dos alunos, a partir da construcdo de uma sequéncia de atividades didaticas para serem
aplicadas no software GeoGebra, com a intencdo de oferecer condicdes para que esses alunos
compreendam o seu significado, a partir de uma experiéncia na resolucdo de problemas

significativos.
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2. NOVAS TECNOLOGIAS: USO DO SOFTWARE GEOGEBRA

A escola esta inserida em um ambiente onde as transformacdes tecnoldgicas estdo
moldando um novo ser, portanto deve-se estimular ndo somente 0 uso dos recursos
disponiveis na escola, mas também proporcionar o acesso em suas dependéncias. O Curriculo

do Estado de S&o Paulo para Matemaética e suas Tecnologias destaca:

Alfabetizar-se tecnologicamente é entender as tecnologias da historia
humana como elementos da cultura, como parte das préaticas sociais,
culturais e produtivas, que, por sua vez, sdo inseparaveis dos conhecimentos
cientificos, artisticos e linguisticos que as fundamentam. A educacdo
tecnoldgica basica tem o sentido de preparar os alunos para viver e conviver
em um mundo no qual a tecnologia esta cada vez mais presente, no qual a
tarja magnética, o celular, o cddigo de barras e outros tantos recursos digitais
se incorporam velozmente a vida das pessoas, qualquer que seja sua
condico socioecondmica (SAO PAULO, 2010. p.22).

Neste contexto, Demo ressalta:

A educacdo ndo pode escapar da fascinacao tecnoldgica, porque € no fundo a
mesma do conhecimento. Como foi nos espacos educacionais que o
conhecimento mais se desenvolveu, seria de se esperar que 0 espago que
mais se beneficiaria dele seria a prdpria educagdo. (DEMO, 2000, p.26).

Aliar-se as novas tecnologias em favor da aprendizagem é crucial nos tempos atuais. O
sucesso das inumeras plataformas, videos na Internet e redes sociais, games e aplicativos
educacionais que modernizam as formas de aprendizagem nos leva a refletir sobre os pilares

que apoiam essas ferramentas.

O professor ja& ndo é mais o Unico detentor do saber, face ao desenvolvimento
amplificado pelas novas tecnologias. O professor deve tornar-se mediador das diversas fontes

e formas de aprendizagem, missdo muito mais complexa do que a de expositor de conteudos.

O professor deve fazer da tecnologia uma aliada da educacdo e, para isso, é necessario
superar 0 medo do novo e nao ter vergonha de errar enquanto se aprende. O professor ja ndo é

mais aquele que apenas ensina, mas 0 que aprende permanentemente.
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E parte da missdo do professor despertar a curiosidade e a motivagao nos alunos, mas
isso nem sempre é uma tarefa facil. Para que haja tal motivacdo, € necessario expor 0s
conteddos como atividades que incentivem o interesse e a curiosidade do aluno. Metodologias
diferentes e motivadoras podem contribuir para que os alunos alcancem mais significados no
que lhes €é exigido. Motivar os alunos a obterem resultados melhores e reduzir a frustragdo do
desempenho escolar deve ser sempre uma preocupacédo dos professores.

As tecnologias também alteram a forma como os professores ensinam, oferecendo aos
educadores formas eficazes de alcangar diferentes tipos de aluno e avaliar a compreenséo
desses alunos atraves de varios meios. Também pode interferir e tornar mais consistente a

relacdo professor-aluno.

O uso das tecnologias na aula de matematica permite o desenvolvimento do raciocinio
estratégico, da discussao de ideias entre os alunos, e com o professor. Por outro lado, somente
0 uso dessas tecnologias ndo garante mudancas na qualidade da educacdo. Faz-se necessario
repensar 0s paradigmas existentes para ado¢do de novas praticas educacionais. Portanto,
utilizar novas tecnologias é mais do que simplesmente ter computadores na sala de aula, seu
uso deve estar integrado ao curriculo para apoiar a aprendizagem dos alunos e proporcionar
aos professores a capacidade de melhor organizar e gerir dados, bem como implementar o

aprendizado.

A matemaética tem se beneficiado da tecnologia ao longo da sua histéria. Ferramentas
matematicas ganharam com avangcos a partir do &baco, para as calculadoras e o0s
computadores de hoje. Estas ferramentas devem ser usadas na sala de aula para promover o
pensamento e destacar as relacBes entre 0s conceitos ensinados e suas aplicacbes no mundo

real.

Esses recursos estdo presentes nas mais variadas atividades do ser humano, séo
recursos tecnoldgicos indispensaveis na atualidade. Entéo, é papel da escola fazer com que 0s

alunos estejam preparados e compreendam como e porque saber aplicar esses recursos.
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Os PCNs j& contemplam o uso de recursos tecnologicos, e apontam as seguintes
contribuigoes:

e relativiza a importancia do calculo mecéanico e da simples manipulagéo
simbolica, uma vez que por meio de instrumentos esses calculos podem
ser realizados de modo mais répido e eficiente;

e evidencia para os alunos a importancia do papel da linguagem gréfica e
de novas formas de representagdo, permitindo novas estratégias de
abordagem de variados problemas;

e possibilita o desenvolvimento, nos alunos, de um crescente interesse pela
realizacdo de projetos e atividades de investigacdo e exploracdo como
parte fundamental de sua aprendizagem;

e permite que os alunos construam uma visdo mais completa da verdadeira
natureza da atividade matematica e desenvolvam atitudes positivas
diante de seu estudo. (PCN/MATEMATICA, 1998, p 43-44).

Ainda segundo os PCNs de 1998, nem todas as escolas tinham computadores
disponiveis para uso dos alunos, e essa ainda é uma realidade da maioria da escolas. Mesmo
assim, os PCNs indicam algumas formas de como os computadores, inclui-se aqui, os tablets
e os smartphones — dispositivos tecnolégicos mais recentes - podem ser utilizados nas aulas

de matematica:

e como fonte de informacédo, poderoso recurso para alimentar o processo
de ensino aprendizagem;

e como auxiliar no processo de construcdo de conhecimento;

e como meio para desenvolver autonomia pelo uso de softwares que
possibilitem pensar, refletir e criar solucdes;

e como ferramenta para realizar determinadas atividades — uso de
planilhas eletronicas, processadores de textos, banco de dados etc.
(PCNs, 1998, p.44).

Sabemos que os problemas de aprendizagem nao serdo resolvidos pelo simples fato de
se usar novas tecnologias em sala de aula, mas sem considerarmos a reflexdo da pratica
pedagdgica, e 0s objetivos da escola. Cabe aos educadores investir em formacao continuada e

estudos para que possam adequar o uso desses recursos com eficiéncia e praticidade.
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2.1 GEOGEBRA

O GeoGebra ¢ um software livre, assim é permitido fazer download, utilizar e
distribuir o aplicativo através de cdpias, desde que estas que ndo sejam para fins comerciais.
Dessa forma, constitui-se num importante aliado dos professores como recurso didatico e
metodologico. Possibilita a abordagem de diversos conteddos trabalhados no Ensino

Fundamental e Médio, principalmente geometria e fungdes.

Desenvolvido pelo austriaco Markus Hohenwarter, professor da Universidade de
Salzburg, com a finalidade de dinamizar o estudo da matematica e, de maneira a tornar mais
facil sua utilizacdo, o GeoGebra permite a construcdo de objetos geométricos, algébricos,
funcdes e seus graficos de forma interativa, possibilitando, desta maneira a exploracdo de
diferentes contedos matematicos. O software pode ser encontrado com facilidade em sites
de busca ou no site: http://www.geogebra.org/cms/pt BR para download, na versdo
GeoGebra4.2.

O tutorial da instalagdo do software consta no anexo.

Como o GeoGebra é um software de Geometria Dindmica, ele permite construir varios
objetos, tais como: ponto, reta, vetores, cénicas, graficos que podem ser modificados
dinamicamente. Apresenta um campo de entrada para insercdo de equacdes, funcles e
coordenadas, permitindo trabalhar com variaveis vinculadas a nimeros, vetores e pontos. E
um software de facil manuseio e possui, a partir de sua pagina inicial, uma lista de comandos
que oferecem varias possibilidades de construcdes, fornecendo trés diferentes formas de
analisar um objeto matematico: graficamente, algebricamente e nas células de uma folha de
célculo.

O GeoGebra, como ferramenta educacional, apresenta grande potencial explorativo,
gue junto a novos métodos de ensino e de aprendizagem, permite pressupostos e a

investigacdo de diversos conceitos matematicos, dentre eles a funcao logaritmica.

Sabendo que o GeoGebra € um software que veio para facilitar a compreensdo e
aprofundamento dos conceitos por parte dos alunos, pretendemos com este trabalho fomentar
material didatico de auxilio ao professor, mostrando as formas de utilizacdo do programa na

abordagem dos contelidos matematicos. Para isso elaboramos atividades que estimulem no


http://www.geogebra.org/cms/pt_BR
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aluno o interesse pela busca do conhecimento matematico através da dinamicidade presente
no GeoGebra.

2.2 RECONHECIMENTO DO SOFTWARE
2.2.1 RECONHECENDO A INTERFACE DO GEOGEBRA 4.2

Ao acessar 0 programa a seguinte janela ir se iniciar.

Figura 1: Janela inicial do GeoGebra 4.2
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Fonte: Autor

A janela inicial esta dividida em duas partes: a direita a parte gréfica, e a esquerda a
parte algébrica, que pode ser fechada, ou minimizada, se necessario. Para reativa-la, basta ir
ao item “exibi»” do menu e clicar em “janela de dlgebra”. Nesta mesma opgdo podemos

ativar/desativar os eixos, a malha e o protocolo de construgo.

Na tela inicial encontra-se a barra de opc6es, edi¢do e acesso rapido:
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Figura 2: Opcdes de Edicdo do GeoGebra 4.2

Arquivo Editar Exibir Opgles Ferramentas Janela Ajuda
Fonte: Autor

e Arquivo: Comandos para Nova Janela, Novo Arquivo, Abrir, Abrir Pagina Web,
Abrir Arquivo Recente, Gravar, Compartilhar, Exportar, Visualizar Impressao ou

Fechar.

e Editar: Disponibiliza opcOes para Desfazer, Refazer, Copiar, Colar, Inserir Imagem,

Propriedades e Selecéo.

e EXxibir: Apresenta as opc¢des para as janelas que podem ser mostradas na tela, Campo

de Entrada e Layout da Pagina.

e Opcdes: Mostra vérias opgdes que se referem a descri¢des algébricas, Pontos sobre a
Malha, Arredondamento, tamanho da Fonte, Idioma, Comando de Gravagdo e

Restauracdo do Arquivo.

e Ferramentas: Permite configurar a barra de ferramentas e a criagdo de novas

ferramentas, bem como o gerenciamento das existentes no software.
e Janela: Permite a abertura de uma nova janela de trabalho.
e Ajuda: Visualiza as opgdes de ajuda do software.

Logo abaixo da barra dos comandos de edicdo do arquivo, aparecem 12 icones. Cada
icone desta barra tem vérias opcoes, relacionadas com as funcdes descritas no desenho do

icone. Estas opgdes sdo acessadas clicando na seta do canto direito de cada icone.
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Figura 3: Icones dos comandos de edicio do GeoGebra 4.2

Arguive Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda
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Fonte: Autor

Para melhor conhecermos seus nomes e utilidades, vamos explorar algumas dessas

opcdes. O reconhecimento das ferramentas é fundamental para a execuc¢do das atividades.

most

Para selecionar cada funcdo na parte geométrica é necessario clicar no icone, como

ra a figura acima.

3

Icone Selegéo: Arrastar ou selecionar objetos.

=]

A icone Ponto: Selecione esta opcdo e clique na parte grafica para criar um novo

4| | ponto.

/./ Icone Reta: Inserir retas, segmentos de reta, semirretas e vetores.
il

icone Propriedades: Insere retas paralelas, perpendiculares, bissetrizes e

0

E:h? Icone Poligono: Permite a construcdo de poligonos.

@_ Icone Curvas: Permite a construcéo de varios circulos, arcos e setores circulares.
@ icone Conicas: Insere elipse, hipérbole e parabolas.

A

<

icone Medidas: Insere angulos, calcula areas, distancias e inclinagio de uma reta.
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N Icone Simetria: Permite construir graficamente a reflex&o, rotacao, translagéo.
L
ABC Icone Insercdo: Insere textos e imagens.

‘ icone Seletor: Possibilita a criacdo de um controle deslizante, esconder objetos,

w
I
ted
=l

criar botGes e ainda, inserir no campo de entrada.

"I" icone Estilo: Permite mover, reduzir ou ampliar um objeto, bem como esconder,

<

exibir ou apagar um objeto.

O sistema de numeracdo do GeoGebra utiliza 0 ponto no lugar de virgula, e a cdpia de
qualquer figura criada na tela, deve ser feita selecionando 0 que queremos e em seguida, ir em
“Arquivo”, “Exportar”, “Copiar para Area de Transferéncia”. Estd copia pode ser colada

posteriormente no Paint, ou outro programa de trabalho com imagens.

2.2.2 EXPLORACAO DE FUNCOES NO GEOGEBRA

O programa possibilita a construcdo de varios tipos de funcdes e objetos, tais como:
ponto, reta, vetores, conicas, graficos que podem ser modificados dinamicamente. Possui um
campo destinado a insercdo de equacdes e coordenadas, de forma que se possa trabalhar com

variaveis vinculadas a nimeros, vetores e pontos.

Nas aulas tradicionais de geometria e de fungdes, o uso de figuras, mesmo que na
forma de esboco de graficos, sempre é necessario para ilustrar fatos expressos em um texto ou
para facilitar a compreensdo de uma demonstracdo. Porém, muitas vezes o esboco feito na
lousa pelo professor, ndo possui a mesma clareza do que aquele feito com o software de
geometria dinamica, pois este, além da ideia de ilustracdo, também permite analisar

propriedades geométricas e algébricas.
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a) ORIENTACOES PARA INSERCAO DE OPERACOES NO GEOGEBRA

A forma de como inserir equac6es, funcdes ou coordenadas no Campo de Entrada é de
facil compreensdo e a medida que os alunos forem realizando as atividades, irdo se
familiarizar com os termos adequados sem maiores dificuldades. Neste mesmo campo,

aparecem algumas fungdes que ja estdo pré-inseridas, facilitando o seu uso.

As Entradas Algébricas se localizam na parte inferior da tabela, conforme a figura
abaixo, onde é possivel escrever coordenadas, equacdes, funcdes e comando de tal forma que,

pressionando a tecla “Enter”, eles sdo mostrados imediatamente na janela geométrica.

Figura 4: Janela inicial do GeoGebra 4.2 — Campo de Entrada.
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-4 2 2 -1 0 1 2 3
14
2
Entrada: ®

Fonte: Autor

b) OPERADORES

Para inserir operacdes na entrada algébrica, devemos seguir algumas notagdes conforme
abaixo:



29

Quadro 1: Operadores e Funcdes no GeoGebra 4.2

OPERADORES

FUNCAO

=+

Operador adicdo: adiciona o que esta a esquerda com o que esta a direita.

Operador subtracao: subtrai o que esta a esquerda do que esta a direita.

Operador multiplicagdo: multiplica o que estd a esquerda com o que esta
a direita.
Obs.: O espaco também ¢ utilizado como multiplicacdo. Se escrevermos

2*X e 2 X, obtém-se 0 mesmo resultado.

Operador poténcia: o que esta a esquerda é considerado base e 0 que esta

n a direita o expoente. Por exemplo: x"2 representa x°. Como forma
alternativa pode-se usar combinagdes AltGr + e 0 expoente que se deseja.
sqrt(...) Operador de raiz quadrada: extrai a raiz quadrada
cbrt(...) Operador de raiz cubica: extrai a raiz cubica
log(...) ou In(...) | Operador de logaritmo natural: calcula o logaritmo natural
Id(...) Operador de logaritmo binario: calcula o logaritmo binario de um
namero, ou seja, calcula o logaritmo de um ndmero na base 2.
lg(...) Operador de logaritmo decimal: calcula o logaritmo decimal de um
namero, ou seja, calcula o logaritmo de um numero na base 10.
sin(...) Operador de seno: calcula o seno.
Obs.: medida em radianos.
cos(...) Operador de cosseno: calcula o cosseno de um valor.
Obs.: medida em radianos.
tan(...) Operador de tangente: calcula o tangente de um valor.
Obs.: medida em radianos.
abs(...) Operador de absoluto: calcula o valor absoluto de um numero.

Fonte: Tutorial GeoGebra 4.2

As construcoes feitas no GeoGebra podem ser salvas como arquivos ou como figuras.

Para isso, basta clicar na Barra de Menu em Arquivo — Gravar Como, 0 usuario podera criar

uma pasta para salvar as construcdes realizadas e dar nome ao arquivo a ser salvo; um arquivo

com a extensdo “.ggb” ¢ criado.
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3. BREVE HISTORICO DA ORIGEM DO LOGARITMO

Durante as grandes navegac0es realizadas pelos paises europeus, entre 0s séculos XVI
e XVII, o maior problema era a orientagdo dos navios, que era feita de acordo com a
observacao da posicdo das estrelas. Dessa forma, ocorreu o desenvolvimento da Astronomia,
pois era necessario analisar com precisdo 0 movimento das estrelas e a posi¢do do sol de
acordo com a variacdo sazonal. A localizacdo destes astros é realizada por célculos
trigonométricos, em que € necessaria a obtencao dos valores dos arcos trigonométricos. Para
isso eram utilizados calculos com certa precisdo. Como nesse periodo ainda ndo existiam
instrumentos de calcular, a procura por métodos que tornassem mais simples esses calculos
era de muita importancia. Dentre varios métodos, podemos citar as seguintes invencdes como
alternativas para atender essas demandas: o uso do sistema decimal de numeragéo, as fracoes

decimais e os logaritmos.

Pelo menos dois estudiosos, o escocés John Napier (1550-1617) e suico Joost Burgi
(1552-1632), produziram de forma independente sistemas que mencionavam a relacdo

logaritmica e tabelas para a sua utilizacao.

Figura 5: Joost Burgi (1552 — 1632)
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http://en.wikipedia.org/wiki/Jost_B%C3%BCrgi
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Figura 6: John Napier (1550 — 1617)

Fonte: http://commons.wikimedia.org/wiki/File:John_Napier.JPG

Segundo Boyer (1974), Arquimedes ja tentara de alguma forma reduzir as operagdes.
Ainda, segundo Boyer, provavelmente Burgi foi o primeiro a desenvolver a ideia dos
logaritmos e, logo apo6s, com alguns anos de diferenca, por Napier. O crédito da invencao é
dado a Napier, pois foi ele quem primeiro publicou uma obra dedicada aos logaritmos:

Logarithmorum canonis descriptio (Uma descri¢do da maravilhosa lei dos logaritmos).

Figura 7: Capa do livro Logarithmorum canonis description de John Napier
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Fonte: http://commons.wikimedia.org/wiKi/kFile:Mirificl_Logarithmorum canonis_Descriptio.jpg
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John Napier foi matematico, fisico, astrbnomo, astrologo e te6logo escocés que viveu
entre 1550 e 1617. Ele passou grande parte de sua vida em busca do conhecimento e de

trabalho para elaborar melhores maneiras para a realizagdo de célculos matematicos.

Nascido perto de Edimburgo, na Escocia, Napier era um avido matematico que era
conhecido por suas contribuicdes a geometria esférica, e pela concep¢do de uma calculadora
mecanica. Alem disso, Napier foi o primeiro a fazer uso (e divulgar) do ponto decimal como
um meio para separar a totalidade da parte fracionada de um nimero. Napier também estava
muito interessado em astronomia e fez muitos calculos com as suas observagdes e pesquisas.
Os calculos que ele realizava eram longos e muitas vezes envolviam fungdes trigonométricas.
Depois de muitos anos lentamente construindo o conceito, ele finalmente desenvolveu a

invencdo pela qual ele é mais conhecido: logaritmos.

Em seu livro (publicado em 1614), Logarithmorum Canonis Descriptio (Descri¢do do
maravilhoso canone dos logaritmos), Napier explica o motivo pelo qual havia necessidade dos
logaritmos. No século XVI, os astrbnomos utilizavam um método chamado prostaférese
(prosthaphaeresis — palavra grega que significa adicdo e subtracdo), este método era utilizado
para obtencdo de produtos, usando identidades trigonométricas conhecidas como formulas de

Johannes Werner (1468 — 1528), pelo fato de que esse matematico as usava para tal propdsito.

Podemos citar as principais férmulas de Werner:

senA.cosB = = [sen(A + B) + sen(A — B)]

1
senA.senB = 3 [cos(A — B) — cos(A + B)]

cosA.cosB = = [cos(A+ B) + cos(A — B)]

cosA.senB =

[sen(A + B) — sen(A — B)]
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Napier constatou que era possivel transformar produtos e somas usando relagGes
trigonométricas, de forma aritmética. Este método j& era muito conhecido, pois era utilizado
pelos astronomos da época, como, por exemplo, Johannes Kepler, Ticho Brahe, Burgi entre
outros, como forma de resolugdo e simplificacdo dos célculos astrondmicos. Contudo, este
método era um processo bastante dispendioso em termos de tempo e nédo era suficiente para
alguns célculos, desta maneira, tais relacdes ajudaram Napier a representar os logaritmos em

termos trigonometricos.

Apols a publicacdo desta obra, Napier extraiu as propriedades operatdrias dos
logaritmos proporcionando vantagens para a simplificacdo de calculos, usando as tabelas que
associavam elementos de Progressbes Geométricas e Progressdes Aritméticas. Napier foi
guem criou a palavra logaritmo, fazendo a juncéo de duas palavras gregas, logos gue significa

razdo e arithmos, niumero.

A invencdo do logaritmo deu-se a partir de uma analise feita por Napier no final do
século XVII, pois neste periodo um dos maiores desafios da matemaética consistia em
conseguir meios para simplificacdo de céalculos numéricos, atendendo em especial as

necessidades da astronomia e da navegacéo.

O método de Napier baseou-se no fato de associar os termos de uma progressao
geométrica aos termos de uma progressdo aritmética. Este método ja era conhecido como
relagbes de Stifel, nome dado em homenagem a Michael Stifel (1487-1567), considerado o

maior algebrista alemé&o do século XVI.
Estas relacfes consistem em associar 0s termos de uma progressdo geometrica
b, b% b% b%, b ..., b", ...
com os termos de uma progressdo aritmética
1,2,3,4,5, ..., ap, ..

entdo, ao produto de dois termos da primeira progressdo b™ x b®, esta associado a somam + p

dos termos correspondentes na segunda progressao.
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;10| A3 | A4 | A5 | Ag | A7 | Qg | Qg | A19 | A17 Y) a3 Aq4 s
PA 10 |1 |2 |3 |4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

by | by | by | by | bs | bg | by | bg | by | b1g | b11 by, by3 by bis
PG |1 |2 |4 |8 |16 |32 |64 | 128|256 |512 | 1024 | 2048 | 4096 | 8192 | 16394

Para efetuar, por exemplo, 256 x 32, basta observar que:

256 na segunda linha corresponde a 8 na primeira;

32 na segunda linha corresponde a 5 na primeira;

Como 8 +5=13,

13 na primeira linha corresponde a 8.192 na segunda.

Assim, 256 x 32 = 8.192, resultado este que foi encontrado através de uma simples

operacdo de adicdo. Simplificando, podemos escrever 28 x 2° = 28 = 213 = 8.192. Utilizando

a notacdo atual, podemos representar:

logcbiq" ' =a;+ (n—1).r,

coma; =0,e by =1

temos que:

log.q"*=m-1.r

chamando n — 1 = k, teremos:

log.q* = k.7

Denominando-se 2 de base, cada termo da progressdo aritmética € o logaritmo do

termo correspondente na progressao geométrica.
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A fim de que os nimeros da progressdo geométrica estivessem bem préximos, para ser
possivel usar interpolagdo e preencher as lacunas entre os termos na correspondéncia
estabelecida, evitando erros muito grosseiros, deve-se escolher um ndmero proximo de 1,

conhecido como fator de medida. Napier escolheu para razdo o nimero

1

b=1- rrie 0,9999999,

07

esse numero € proximo de 1. Segundo Eves, para evitar decimais, ele multiplicava cada
poténcia por 10”. Entdo, sendo N um ndmero e L o respectivo Logaritmo, Napier assim o
definia:

1

N =107, (1 —1—07)L,

ou seja,

L
1077107

— 7 -
N =107, (1 107)

107
. 1 N .
Analisando o termo (1 — W) , hota-se que a medida que se aumenta o valor na

poténcia de dez, N fica mais proximo do numero 0,3679.... (esse numero é o inverso do
ndmero neperiano “e”, que veremos mais adiante). Este valor fixo atribuido por Napier
caracteriza uma sequéncia que sé é representada sob essa abordagem no século XVIII com o
surgimento da algebra.
. . . , 1 s

Assim, o logaritmo de Napier de 10" é 0 e 0 de 107. (1 — F) é1.

No mesmo periodo em que Napier concentrava seu trabalho com uma progresséo
geométrica na qual primeiro termo era 10”.b e razdo b, ao que tudo indica Burgi, de forma
independente, também lidava com os problemas dos logaritmos. No entanto, Burgi empregou

uma razao um pouco maior do que 1, ou seja, 1,0001 = 1 + 10™. O primeiro termo da

progressdo geométrica de Burgi era 10°. Burgi desenvolveu uma tabela com 23.027 termos.
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Tanto Napier quanto Burgi consideraram uma progressdo geométrica cuja razdo era
muito proxima de 1. Desta forma, os termos da sequéncia ficavam muito préximos e 0s

calculos eram realizados com boas aproximacoes.

Ap0s a publicacdo dos trabalhos de Napier e Burgi, outros matematicos e astronomos
aperfeicoaram suas concepc¢des e foram construidas muitas tdbuas. Essas tabuas foram
amplamente utilizadas no calculo numérico até a invencdo das calculadoras digitais, quando
entdo foram aposentadas. As primeiras tabuas de logaritmos foram celebradas como enorme
avancgo para a ciéncia, pois permitia determinada rapidez no calculo, algo que até entdo era

considerado demorado e trabalhoso.

Henry Brigss (1561 — 1631), professor do Colégio Grescham em Londres,
impressionou-se com a descoberta de Napier e resolveu visita-lo na Escocia, em Edinburgo,
onde Napier residia. Desse encontro, surgiram modificacdes nas tabelas construidas por
Napier, seguindo sugestdes dadas por Briggs. Umas das sugestdes foi tornar o logaritmo de 1
igual a zero, no lugar de 10" e, dessa forma, tomou-se o logaritmo de 10 a uma poténcia
apropriada de 10; entdo decidiram que o logaritmo de 10 seria igual a 1, que por sua vez, é

igual a 10°, surgindo assim, o conceito de base.

Apos o encontro de Napier e Briggs, outras tabuas foram criadas na base 10 e na base
natural “e”” ou também chamada base neperiana. Estas tabuas facilitavam muito os ritmos dos
calculos, e por isso foram largamente divulgadas, sendo rapidamente utilizadas pelos

matematicos da época.

Johannes Kepler (1571 — 1630), astrbnomo, matematico e astrélogo alemao, foi um

dos primeiros a utilizar a nova descoberta em seus estudos.

A tabua de logaritmos € uma tabela de duas colunas de nimeros com a seguinte
propriedade: multiplicar dois ndmeros na coluna da esquerda € o mesmo que somar 0S
nameros correspondentes na coluna da direita. Desta forma, é possivel substituir uma
multiplicagdo por uma soma e uma divisdo por uma subtracdo (operagdes com maior rapidez

de solucéo).
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Podemos de forma facil compreender tal operacdo. Observe uma parte de uma tabela

de logaritmo, conforme abaixo:

NUmeros Logaritmos
36 1,5563
37 1,5682
38 1,5798
64 1,8062
65 1,8129
66 1,8195
2404 3,3809
2405 3,3811
2406 3,3813

Se quisermos o produto de 37 por 65 sem fazer o célculo diretamente, e sem o uso de

algum algoritmo, basta procurar os valores dos logaritmos desses ndmeros na coluna da

direita e adiciona-los: 1,5682 + 1,8129 = 3,3811. Em seguida devemos procurar 0 nimero

correspondente a esse resultado na coluna da esquerda.

Desta forma, podemos concluir que:

37 x 65 = 2405

Com a invencdo dos logaritmos, tornou-se possivel fazer outros calculos de poténcias,

por exemplo:

e Paradividir dois numeros, basta subtrair os logaritmos;
e Para potenciacgdo, basta multiplicar o logaritmo do nimero pelo expoente;

e Para extracao de raizes, basta dividir o logaritmo do numero pelo indice da raiz.

Analisando os exemplos acima, podemos entender o motivo pelo qual a invencdo dos

logaritmos foi, sem davida alguma, revolucionaria.
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Com o a invencdo da calculadora moderna, e dos computadores, as tabelas
logaritmicas ficaram obsoletas, perdendo a finalidade como instrumento de célculo. Mas,
mesmo assim, ha outros motivos pelos quais o estudo do logaritmo ainda é e continuara sendo
de muita importancia. Apesar de terem sido inventados como facilitadores de operacdes
aritméticas, o aprimoramento da matematica e das ciéncias, de uma forma geral mostrou que
muitas leis matematicas e diversos fendmenos da natureza, e até mesmos sociais, estdo

diretamente relacionados com os logaritmos.

Mas, entdo, por que ainda continuamos a estudar logaritmos na escola? Esta
justificativa consiste em sua caracteristica funcional, ou seja, pelo fato de o logaritmo ser uma
fungdo. As fungdes logaritmicas, juntamente com as suas inversas, as fungdes exponenciais,
formam modelos ideais para representar fenémenos de varia¢do, em que uma grandeza tem

taxa de variacdo proporcional a quantidade daquela grandeza existente em cada instante.

3.1 LOGARITMO COMO FUNCAO

3.1.1 FUNCAO

A funcdo logaritmica é uma das mais importantes no estudo da Matematica e sua
origem se baseia huma ideia simples, a relacdo entre os elementos de progressdes geométricas

e de progressdes aritméticas, como ja mostradas anteriormente.

As fungdes compdem uma parte fundamental do curriculo do ensino de matematica no
Ensino Médio e, o seu conceito pode ser exposto de maneiras distintas, com implicacdes

educacionais, tais como:

A nocdo de funcdo € utilizada para descrever situacdes de dependéncia entre duas

grandezas, a partir de situac6es contextualizadas, descritas algébrica e graficamente.
e Naresolucdo de equacBes em que as incognitas sao varidveis de funcdes;
e Nos estudos da I6gica matematica onde aparecem fungGes de forma recursiva,;

e Funcdes de uma, duas ou n variaveis, n € N, estudando suas propriedades e aplicagdes

na resolucéo de problemas interdisciplinares.



39

Os livros didaticos do Ensino Médio apresentam o conceito de fung¢do, como sendo

uma forma de sentenca que relaciona grandezas. Podemos destacar dois exemplos:

“Dados dois conjuntos A e B, ndo vazios, uma relagdo f de A em B recebe o
nome de aplicacdo de A em B ou funcdo definida em A com imagens em B
se, e somente se, para todo x € A, existe um sd y € B, tal que (x, y) € f’.
(IEZZ1 2004, p 81)

“Dados dois conjuntos ndo vazios A e B, uma funcdo de Aem B & uma regra
que indica como associar cada elemento x € Aa um Unico elemento y € B”.
(DANTE, 2007, p 59)

Este conceito formal foi aperfeicoado ao longo de varios séculos e tornou-se conceito
fundamental no estudo de fun¢Bes no Ensino Médio. Tal importancia € destacada pelos

Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio.

“O estudo das fungdes permite ao aluno adquirir a linguagem algébrica como
a linguagem das ciéncias, necessaria para expressar a relacdo entre grandezas
e a modelar situagdes-problema, construindo modelos descritivos de
fendbmenos e permitindo véarias conexdes dentro e fora da propria
matematica. Assim, a énfase do estudo das diferentes fungdes deve estar no
conceito de funcdo e em suas propriedades em relagdo as operagdes, na
interpretagdo de seus graficos e nas aplica¢les dessas fungdes.” (PCNEM,
2002, p 121)

Dessa forma, o aluno quando lida com o conceito de funcdo em situagbes-problema,
tanto em matematica quanto em outras areas, deve ser instigado a construir modelos de

interpretacdo e investigagdo em matematica.

Uma das caracteristicas significativas associada a defini¢do de funcéo é a ligacdo com
diferentes modos de representagédo deste conteudo matematico. Estabelecer dependéncia entre
tabelas de valores, graficos e expressdes algébricas pode ajudar os alunos a desenvolverem
varios tipos de conexdes e a compreenderem melhor o conceito de funcdo. A assimilacdo do

conceito de funcdo esté vinculada & capacidade de mudar um tipo de representagéo para outro.
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Vejamos o que explicita O PCN+ Ensino Médio sobre as situagdes cotidianas:

A riqueza de situacdes envolvendo fungfes permite que o ensino se estruture
permeado de exemplos do cotidiano, das formas gréficas que a midia e
outras areas de conhecimento utilizam para descrever fendmenos de
dependéncia entre grandezas. (BRASIL, 2002, p. 121).

Apesar de o estudo de funcdes ser de muita importancia, a sua abrangéncia de conceito
implica algumas dificuldades. A nogdo de funcdo engloba percepcdes diversas e varias
representacdes, tornando-se necessario compreender o significado que este conceito pode
assumir em distintos contextos, quais sentidos o aluno pode produzir e como ira se

desenvolver no ambiente escolar.

De uma forma geral, a ideia de funcdo é introduzida como um conjunto de pares
ordenados e relacBes entre conjuntos, para em seguida, apresentar as representacfes analiticas
e gréficas, e enumerar uma série de propriedades que dizem respeito ao aspecto algébrico, o
que exige muita abstracdo dos alunos, colocando dificuldades no processo de ensino
aprendizagem desse contetido. Quanto ao uso de fungdes para resolucdo de problemas, é dado
pouco destaque. No entanto, esta deveria ser uma das caracteristicas fundamentais na

organizacao matematica de nossos alunos.

De acordo com Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio—PCNEM,
podemos identificar a importancia do conceito de fun¢do, tanto no que diz respeito as suas

aplicacBes na matematica ou areas afins:

Além das conexdes internas a propria matematica, o conceito de funcéo
desempenha também papel importante para descrever e estudar através da
leitura, interpretacdo e construcdo de graficos, o comportamento de certos
fendbmenos tanto do cotidiano, como de outras areas do conhecimento, como
a Fisica, Geografia ou Economia. Cabe, portanto, ao ensino de Matematica
garantir que o aluno adquira certa flexibilidade para lidar com o conceito de
funcdo em situacOes diversas e, nesse sentido, através de uma variedade de
situacBes-problema de Matematica e de outras &reas, o aluno pode ser
incentivado a buscar a solucdo, ajustando seus conhecimentos sobre funcdes
para construir um modelo para interpretacdo e investigacdo em Matematica.
(BRASIL, 1999, p. 255)

Em 2002 foram estabelecidas ampliacGes nas orienta¢fes contidas nos PCNEM, com o

intuito de instigar um ensino adequado com as novas exigéncias educativas. Dessa forma,
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surge o PCN+ Ensino Médio, o qual destaca que as atividades de aplicacdo ndo devem ser

deixadas para o final desse tema, mas devem ser propésito para que o aluno possa aprender

funcdes:
Tradicionalmente o ensino de funcBes estabelece como pré-requisito o
estudo dos numeros reais e de conjuntos e suas operacdes, para depois
definir relacBes e a partir dai identificar as fun¢Ges como particulares
relacBes. Todo esse percurso &, entdo, abandonado assim que a nocdo de
funcdo ¢ estabelecida, pois para a analise dos diferentes tipos de funcédo todo
0 estudo relativo a conjuntos e relagcdes é desnecessario. Assim, 0 ensino
pode ser iniciado diretamente pela nocdo de fungéo para descrever situagdes
de dependéncia entre duas grandezas, o que permite o estudo a partir de

situacOes contextualizadas, descritas algébrica e graficamente. (BRASIL,
2002, p. 121).

Devemos deixar de lado a ideia de que ensinar matematica € uma mera transmisséo de
conhecimentos, em que a introdugdo de um novo conceito € feita de forma direta, partindo de
defini¢des, exemplos e procedimentos mecénicos que, em seguida, sdo utilizados como

modelos para resolucdo de exercicios propostos.

Muitas vezes, as situacfes-problema sdo usadas simplesmente para conferir se o aluno
consegue aplicar as “técnicas” que acabou de aprender. Dessa forma, ao resolver um
determinado problema, é esperado que os alunos busquem os dados no enunciado e realizem
as operacfes matematicas para encontrar uma solucdo, sem antes formularem as hipéteses,
nem validarem seus procedimentos. Este processo configura aprendizagem por imitacdo por

parte do aluno.

Analisando os textos do PCNEM e PCN+ Ensino Médio, no que diz respeito ao ensino
do conceito de funcdo, hd uma orientacdo para que seu estudo deva ser iniciado através da
exploracdo de situacbes-problema para descrever situacbes de dependéncia entre duas

grandezas.
Podemos dessa maneira conceituar a definigdo de funcdo:
Sejam A e B dois conjuntos quaisquer.

Uma fungdo é uma relacdo f:A - B que, a cada elemento x € A, associa um e

somente um elemento y € B.
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Além disso,

(1) Os conjuntos A e B sdo chamados Dominio e Contradominio de f,
respectivamente;

(i) Dado x € A, o (Gnico) elemento y = f(x) €Y correspondente € chamado
imagem de X.

(ili) Oconjunto f(A) = {y€B; Ix€A, f(x) =y} cY échamadoimagem de f;

Como podemos perceber, uma funcéo é constituida por: dominio, contradominio e
uma lei de formacdo, pela qual os elementos do contradominio estdo associados aos do

dominio.

3.1.2 FUNCAO EXPONENCIAL

Seja “a” um numero real positivo diferente de 1. A fungdo exponencial f : R —» R*
de base a, indicada pela notacdo f(x) = a*, deve ser definida de modo a ter as seguintes

propriedades fundamentais. Para quaisquer x, y € R:

(1) a*. a¥ = a**Y;
(2) al =aq;

a* < a’,quando a>1
3)x<y

a’ < a¥*,quando 0 <a <1
Note que, se uma funcéo f : R — R tem a propriedade (1) acima, isto é,

fx+y)=f).f(),

entdo f ndo pode assumir o valor 0, a menos que seja identicamente nula. Com efeito, se

existir algum x, € R, tal que f (x,) = 0, entdo paratodo x € R teremos:

fx)= f(xo + (x—xo)) = f(xo).- f(x —x0) = 0.f(x —x9) = 0.

Logo, f seré identicamente nula.
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ainda, £ = £ (5+3) =7 () () = [r ()] >0

Portanto, para todo ndmero real positivo a, diferente de 1, a funcdo exponencial
f: R - R, dadapor f(x) = a*, é uma correspondéncia biunivoca entre R e R”, crescente
se a > 1, decrescente se 0 < a < 1, com a propriedade adicional de transformar somas em

produtos, isto &, f(x + y) = f(x). f(y) para quaisquer x,y € R.

3.1.3 FUNCAO LOGARITMICA

Vamos agora definir a funcdo inversa e determinar condi¢bes para que uma funcao
seja invertivel. Antes, porém, é necessario definirmos também funcdo composta, visto que a

defini¢do de fungdo inversa est4 baseada neste conceito.

Sejam f: A-> Be g: M — N duas fungbes, com B ¢ M. A fungdo composta de g
com f é a funcdo denotada por g o f, com dominio A e contradominio em N, que a cada

elemento x € A faz corresponder um Unico elemento y = g o f(x) = g(f(x)) € N. Isto é:
gof :A->BcM->N

x = f(x) —g(f)

Assim, podemos definir que uma funcéo f : A — B é invertivel se existe uma funcéo

g: B — A, tal que:

(i) fog=I
(i) gof=1I

Observamos que I, denota a funcéo identidade do conjunto A, ou seja:
;A = A
X — X

Neste caso, a funcdo g é chamada de funcéo inversa de f e denotada por g = f~1



44

Note que uma fungdo f:A — B possui inversa se, e somente se, f satisfazer as

seguintes condi¢oes:

i) f é sobrejetiva, ou seja, se paratodos y € B, existe x € Atal que f(x) =y;
i) f é injetiva, ouseja, se xq,x, €A, x1 = x; = f(x1) # f(xy);

iii)  f € bijetiva, ou seja, se é sobrejetiva e injetiva.

A inversa da fungdo exponencial de base “a” € a funcéo
log,:R* - R,

que associa a cada numero real positivo x, o nimero real log, x, chamado logaritmo de x na

base a. Por defini¢do de fungéo inversa, tem-se:
a'°8a* = log,(a*) = x
Assim, tem-se a ideia fundamental para o conceito de logaritmo:
log, x € 0 expoente ao qual se deve elevar a base “a” para obter o resultado x.
Ou seja:
y = log, x & a¥=x
Segue-se imediatamente da relagdo a™. a™ = a™*" que:

(1 logq(x.y) = logg, x + log, y,

para quaisquer x e y positivos. Com efeito, se m = log,x e n= log,y entdo a™ =x e

a™=vy, logo:
xy=a"a" "= a ,
ou seja:
log,(x.y) =log,(a™. a™) = log,(a™™) = m+n = log, x + log,y

Outras propriedades dos logaritmos podem ser facilmente enunciadas:
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X

(1 log, (;) = log,x — log,y

(1) log, x* = k.log, x

logp x

(IV) log,x =

logp a
para X e y positivos quaisquer, a e b positivos diferentes de 1e k um numero real arbitrario.

A motivacéo inicial para a introducdo dos logaritmos foi justamente a propriedade (1),
de transformar produtos em somas e, foi também o que a fez tornar-se tdo popular. Até pouco
tempo, era um eficiente instrumento de calculo. Mas a invencdo e popularizacdo das
calculadoras fez com que a utilidade original dos logaritmos perdesse o sentido. Entretanto, a

funcdo logaritmica continua extremamente importante na Matematica e em suas aplicagdes.

Essa importancia é duradoura, dificilmente serd suprimida, pois, sendo a inversa da
funcdo exponencial, a funcdo logaritmica esta ligada a um grande nimero de fenémenos e
situacbes naturais, em que se tem uma grandeza cuja taxa de variacdo é proporcional a

quantidade da mesma existente no instante dado.

A funcédo log, : R* — R é crescente quando a > 1 e decrescente quanto 0 < a < 1.
Como a® =1, tem-se log, 1 = 0. E importante lembrar que somente nimeros positivos

possuem logaritmo real, pois a fungdo x +— a* assume somente valores positivos.

As fungdes logaritmicas mais utilizadas sdo aquelas de base a > 1, especialmente as
de base 10 (chamados logaritmos decimais), base 2 (logaritmos binarios) e base e (logaritmos

naturais, ou logaritmos neperianos).

Como log, x é uma funcdo crescente quando a > 1, e como log, 1 = 0, segue-se que,
para a > 1, 0os nimeros compreendidos entre 0 e 1 tém logaritmo negativo e 0s maiores do
que 1 tém logaritmo positivo. Ao contrario, se 0 < a < 1 entdo log, x € positivo quanto

0 < x < 1 e negativo quando x > 1.

A propriedade (IV) é chamada de mudanca de base para logaritmos e sera muito Util
para inser¢cdo no campo de entrada do software GeoGebra. Quando a e b sdo ambos maiores
ou ambos menores do que 1, entdo log, b > 0. Se um dos nimeros a, b é maior e o0 outro é
menor do que 1, entdo log, b < 0. A propriedade acima diz que duas fungdes logaritmicas

quaisquer diferem por um fator constante.
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Essas sdo as principais notacdes e propriedades das funcbes logaritmicas conforme

propde a matematica no Ensino Médio.

3.1.4 DEFINICAO DE LOGARITMO

No livro Fundamentos de Matematica Elementar: Logaritmos, lezzi et al. (2004)

temos a seguinte definigdo para logaritmo:

Sendo a e b nimeros reais positivos, com a # 1, chama-se logaritmo de b na base a o

expoente que se deve dar a base a de modo que a poténcia obtida seja igual a b.

Em simbolos: sea,be R, 0<a#1eb >0, entio:

log,b=x © a*=b

Emlog, b = x , dizemos:

com “a” sendo a base do logaritmo, “b” o logaritmando e “x” o logaritmo.

3.1.5 O NUMERO e

Existe um Unico nimero real positivo cujo logaritmo natural € igual a 1. Tal nimero €

representado pela letra “e” e é a base do sistema de logaritmos naturais.

No século XVIII, o matematico e fisico suico Leonard Euler (1707-1783), observou

que:
1 100
14+—— = 1,011%0 = 2704813 ...
( +100) ,0 ,704813
1000
— 1000 _
(1 + 1000) 1,001 2,7146023 ...

1000000

1
(1 + m) = 1,0000011000000 — 2 718280 ..
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Dessa forma observou-se que a medida que aumentarmos o valor de n, 0s termos

10™

(1+ 559
10
se aproximam do numero neperiano “e”, que é dado por e = 2,718281828459045...

Baseado nessa aplicacdo e pela andlise sucinta de suas poténcias, Euler chamou esse

valor encontrado de nimero neperiano em homenagem a Nepier.

Os logaritmos naturais, de base “e”, sdo 0s mais importantes nas aplicacdes,

especialmente aquelas que envolvem o uso do Célculo Infinitesimal.

Os dois sistemas de logaritmos nas duas bases, 10 e “e” (as bases de Briggs e natural
respectivamente), ainda sdo muito utilizados na atualidade. Os logaritmos de base “e”, sdo
muito utilizados no calculo, por causa das relacfes entre fungdes logaritmicas e exponenciais,
é a base natural dos sistemas logaritmicos. O nimero neperiano é considerado a constante
matematica mais utilizada nas resolu¢des de problemas nas mais variadas areas de estudo. Seu
valor é usado em Economia, Estatistica, na Teoria das Probabilidades, além da funcéo

exponencial.

3.2 GRAFICO DE UMA FUNCAO
3.2.1 GRAFICO DA FUNCAO EXPONENCIAL

Para calcular os valores da poténcia a*, algumas poténcias ndo poderdo ser calculadas

1
guando a < 0. Nao podemos, por exemplo, calcular a poténcia (—3)z, uma vez que nao existe
um namero real que seja raiz quadrada de um namero negativo. Quando a = 1, também néo

interessa muito, uma vez que 1* = 1, para todo X.

Portanto, sendo a > 1 e a # 1, podemos calcular a poténcia a* para todo x real. Isto
significa que a funcdo, f(x) = a* esta definida para todo nimero real x, assumindo valores

sempre positivos, uma vez que a* > 0 para todo x real.
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Podemos comprovar estes fatos, construindo-se tabelas de valores para x e a* para

diferentes valores de a, maiores ou menores do que 1.

Quadro 2: Fun¢do Exponencial

] T AR
: 1 1 1‘23 1'2
e et B | O
2 1 1 - N
2=y =g @ =+ | G -9
1 1 1 - -
27 =3 37 =3 G =2 | @ =3

0 20=1 30=1 1,° 1,\°
G- | G-t

1 27 = V7 = 1,41 32 =v3=173 1z 1z

2 (§> = 0,71 (5) = (0,58

1 21 =2 31=3 1 1 1 1
@-: | G -3

2 22=14 32=9 12 1 12 1
(E) "2 (§ ~9

3 2°=8 3% =27 1} 1 1
@) -3 i

~

W] =

—
Il

Fonte: Autor
Analisando a tabela acima, podemos observar que:

e Sendo a > 1, quando o valor de x aumenta, o valor de a* também aumenta, ou seja, a

funcdo f(x) = a* é crescente;

e Sendo 0 < a <1, quando o valor de x aumenta, o valor de a* diminui, ou seja, a

funcdo f(x) = a* é decrescente.
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X
Considerando a fungdo exponencial f(x) = G) e notando que %: 271, podemos

X
escrever: f(x) = (%) = 27*. De modo geral, sendo 0 < a < 1, entdo %> 1, ou seja, toda

funcdo exponencial f(x) = a* decrescente pode ser representada na forma f(x) = (&)_X

Podemos observar no gréafico abaixo:

Figura 8: Funcdo Exponencial: y = 2*,y =3%*,y=5%y=2"*y=3"%y=57*

Fonte: Autor

De uma forma geral, podemos representar o gréafico da fungdo exponencial f(x) = a*:

Figura 9: Funcdo Exponencial: y = a*,y = a™*

Fonte: Autor
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3.2.2 GRAFICO DA FUNCAO LOGARITMICA

Com relacdo ao gréfico cartesiano da fungdo g(x) = log, x (0 < a # 1), podemos

dizer:

1% esté todo a direita do eixo y (x > 0);

2%) corta 0 eixo x no ponto de abscissa 1 (log, 1 = 0 paratodo 0 < a # 1);

3% sea>1é uma funcdo crescente e se 0 <a<1é uma funcdo decrescente;

4%) é simétrico em relacdo a reta y = x (funcdo identidade) do grafico da funcéo f(x) = a*.

Utilizaremos o software GeoGebra para representar os graficos das funcgdes

exponencial f(x), logaritmica g(x) e identidade y = x.

e Para construcéo de f(x) = a*, devemos inserir o controle deslizante, clicando no icone

a=2

W

, em seguida inserir no campo Entrada a fungdo: f(x) = a"x;

e Para construcdo de g(x)= log,x, devemos inserir no campo de Entrada,
g(x)=log(x)/log(a). Essa forma de insercdo se da pelo motivo que o software aceita
somente logaritmo na base 2 ou na base 10. Como queremos logaritmo de x na base a,

devemos fazer a mudanca da base a para base 10. De acordo com a propriedade da

logp x

mudanca de base, temos: g(x) = log, x = em que b =2 ou b = 10, sendo que

logp a’'

se a base escolhida for 10, ndo ha necessidade de expressa-la;

e Para construir a reta da bissetriz do 1° quadrante, basta digitar y = x no campo de

Entrada.



Figura 10: Grafico: f(x), g(x) ey,com a>1,a€R

Editar Exibi Opgﬁes Ferramentas Janela da
b Janela de Algebra b Janela de V i
= Fungio a=17
: In(x)
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Fonte: Autor

Figura 11: Grafico: f(x),g(x)ey, com0<a<1

Aruurvo Editar Exibir OD;Bes Ferramentas Janela Ajuda
¥ Janela de Ngehra » Janeladewsuallzagao
= Funcdo a=04 3
In (x)
-@ f(x) =
@ flx) = 0.
-2 g(x) = 0.4
= Nimero
2 a=04 -
+ Ponto ¥=
= Reta f(x) =
@ bx+y=0
<
o
4 3 2 1 [ T 2 a a 5 [ 7
.
14 ™~
&(x) = log.x

21 —_

Emrada.‘ =| =

Fonte: Autor
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4 FUNCOES EXPONENCIAIS E LOGARITMICAS: ATIVIDADES PROPOSTAS

4.1 RESOLUCAO DE PROBLEMAS

A utilizacdo da resolucdo de problemas na préatica educativa em matematica é uma
metodologia que merece especial atencdo por parte dos professores. E através desse tipo de
atividade que se pode envolver o aluno em situag6es da vida real, provocando, de certa forma,

uma motivagdo para o desenvolvimento do modo de pensar matematico.

Problemas sempre ocuparam lugar de destaque nos curriculos de Matemética nas
escolas desde que se deram os primeiros registros. Mas somente ha pouco tempo tem-se
discutido a ideia de que a habilidade de resolver problemas merece um olhar mais critico e

especial atencéo.
Segundo os PCNSs:

Um problema matematico é uma situacdo que demanda a realizacdo de uma
sequéncia de ac¢Bes ou operacOes para obter um resultado. Ou seja, a solucéo
nao esta disponivel de inicio, mas é possivel construi-la.(PCNs, 1997, p.41)

Ao utilizar a resolucdo de problemas como metodologia de ensino, o aluno é auxiliado
a desenvolver sua capacidade de aprender a aprender, de forma que, por si préprio, possa
chegar a solucédo das questdes a que sdo provocados, sejam elas escolares ou do seu cotidiano,

sem que seja necessario esperar pelas respostas dadas pelo professor ou pelo livro didatico.

Por outro lado, ensinar a resolver problemas ndo é o bastante, cabe ao professor
estimular o aluno a apresentar situacdes problema de situacdes reais, isto é, provocar a pratica
pela problematizacéo e a investigacao de seus questionamentos como forma de aprendizagem.
Espera-se que 0 uso dessa metodologia possa trazer beneficios ao aluno, de forma que o
auxilie na construcdo do seu préprio conhecimento, através de situacbes em que ele esteja
preparado para criar e aprimorar seu conhecimento para resolver problemas. Para que isso
ocorra, mais uma vez, ressalta-se a importancia do professor para a criacao, na sala de aula, de

um lugar em que o aluno seja motivado e instigado na interpretacdo de tais situagdes.

Além de ser desafiado a resolver um problema, o aluno deve desejar fazé-lo. A

resolucdo de um novo problema deve conduzir o aluno a utilizagdo de conhecimentos
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anteriores. Contudo, tal problema ir4 exigir uma busca para novas alternativas, novos
recursos, novos conhecimentos para que se chegue a uma solucdo; se isto ndo ocorrer, ndo

sera um novo problema para o aluno.
Neste contexto, Onuchic afirma que:

Ao se ensinar matematica através da resolucdo de problemas, os problemas
sdo importantes ndo somente como um propdsito de se aprender matematica,
mas, também, como um primeiro passo para se fazer isso. O ensino-
aprendizagem de um topico matematico comega com uma situagéo-problema
gue expressa aspectos-chave desse tdépico e sdo desenvolvidas técnicas
matematicas como respostas razodveis para problemas razoaveis. Um
objetivo de se aprender matematica € o de poder transformar certos
problemas ndo rotineiros em rotineiros. O aprendizado, deste modo, pode ser
visto como um movimento do concreto (um problema do mundo real que
serve como exemplo do conceito ou da técnica operatoria) para o0 abstrato
(uma representacdo simbdlica de uma classe de problemas e técnicas para
operar com esses simbolos). (ONUCHIC 1999, p. 207).

4.2 ATIVIDADES PROPOSTAS

Nesta secdo, apresentamos uma sequéncia de atividades didaticas referentes a
construcdo do conceito de logaritmo, fungdes exponenciais e logaritmicas. Para a elaboracéo
das atividades, utilizamos analise de alguns livros didaticos e do caderno do aluno, utilizados
no Ensino Médio da rede publica de ensino do Estado de Sdo Paulo. As atividades que ora

propomos tem como principais objetivos:

v’ Estabelecer a relacdo entre o grafico da funcdo exponencial e de sua inversa, a funcéo
logaritmica, bem como a relacdo entre as defini¢cGes dessas duas funcdes;

v Relacionar as propriedades da funcdo exponencial e da funcdo logaritmica e utilizar
essas propriedades na resolucao de problemas;

v" Utilizar o software GeoGebra para construir e verificar graficamente as propriedades
da funcdo logaritmica e comparar os graficos de uma funcdo exponencial em

diferentes bases.

Para cada atividade proposta, apresentamos 0 objetivo e 0 que se espera que 0s alunos

compreendam de cada uma delas.
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4.2.1 Atividade 1: Reconhecer a funcéo logaritmica como inversa da exponencial.

Objetivo: Ao propor esta atividade espera-se que o aluno explore as caracteristicas da

funcdo exponencial, dominio da funcdo representado através do registro grafico utilizando o

software GeoGebra assim como 0s conceitos de simetria e da funcédo inversa concluindo que a

funcdo logaritmica é a funcédo inversa da fungéo exponencial.

Descricdo da Atividade: Com a tela principal do GeoGebra aberta, siga os seguintes

passos:

a)

b)

d)

No campo Entrada digite y=x, “Enter”, em seguida, na Janela de Algebra, clique
com o botdo direito sobre y=x e selecione propriedades. Escolha uma cor para a
reta; mude o estilo para pontilhado. (para fechar, clique em X no alto a direita da

guia);

No campo entrada digite f(x) = 2"x, “Enter”. Sera criado na janela de visualizagao
o gréfico de f(x). Com o mesmo procedimento do item anterior, mude a cor da

curva,

\j
- ’ . o
Selecione o icone _

curva de f(x).

, €m seguida Ponto em Objeto, e crie o ponto A, sobre a

4. e clique sobre Reflexdo em relacéo a uma reta. Clique

7

Selecione o icone
sobre o ponto A e, em seguida sobre a reta de y = x. Sera criado automaticamente

0 ponto A’, simétrico a A em relagdo a y = x;
Obs.: 0 ponto A tem coordenadas A=(x, f(x)) e o ponto A’=(x, g(X)).

Clique com o botao direito sobre o ponto A’ ¢, em seguida Habilitar Rastro;

Selecione a guia \—_[

movimente-o sobre a curva da funcdo f(x);

, Mover, e, em seguida clique sobre o ponto A e
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Este momento pode ser utilizado pelo professor para que os alunos percebam a relagéo
entre a simetria do ponto A em relacdo a y = X, incentivando os alunos a responderem

algumas questdes, tais como:
l. O que voceé observa em relagdo aos pontos A ¢ A’?
Il. Faca um pequeno texto sobre sua observacao.
Continuando a construcéo da atividade:

g) No campo Entrada, crie a funcdo g(x) = log,(x), (basta digitar no campo
Entrada: g(x)=log2(x)) “Enter”;

E agora, 0 que vocé observa? Relacione o gréfico de g(x), com o rastro deixado pelo

ponto A’.

I1l.  Os gréficos de f(x) e g(x) sdo simétricos em relacéo a bissetriz do 1° quadrante?

Justifique.

IV.  Analisando o grafico determine o dominio e o conjunto imagem das funcbes

f(x) e g(x).
V. Verifique os intervalos em que f(x) e g(x) sdo crescentes.
VI.  Verifique os intervalos em que f(x) e g(x) sdo decrescentes.
VIl.  Preencha o quadro abaixo:

Quadro 3: Sintese dos intervalos de f(x) = 2*

Funcdo Exponencial: f(x) = 2*

Dominio Imagem Crescente ou Decrescente
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Quadro 4: Sintese dos intervalos de g(x) = log, x

Funcdo Logaritmica: g(x) = log, x

Dominio Imagem Crescente ou Decrescente

Fonte: Autor

O professor pode propor aos alunos elaborarem um pequeno texto relatando o que

compreenderam sobre a atividade e a partir deste texto explorar o conceito da fungéo
exponencial e da funcéo logaritmica.

Seguindo os passos descritos, o aluno obtera a seguinte tela no GeoGebra:

Figura 12: Grafico da Fun¢do Exponencial e da Funcdo Logaritmica.

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda
A e e ; @
)| ) ABCV 3—7 < P =
» Janela de Algebra b Janela de Visualizagio
= Fungio
@ f(x) = 20
La
= Ponto
@ A=(1.24,2.33)
LG A=(2.33,1.24)
= Reta
@ ay=x
<l
9(x) = log2(x)
o T
4 3 2 S 1 2 3 a 5 [ 7 [ [

1

24
Entrada: @

Fonte: Autor

Com esta atividade, espera-se que o aluno compreenda que a fungdo logaritmica € a
inversa da funcdo exponencial e, também possa observar o comportamento das duas fungdes.

O professor pode explorar nesta atividade outros conceitos, tais como o Dominio e Imagem da
fungéo exponencial e da funcéo logaritmica.

O item 11l foi elaborado com o objetivo de que os alunos percebam que os pontos

(x f(x)) e (x, g(x)) sdo simétricos, pois tém a mesma distancia em relacdo a bissetriz do
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primeiro quadrante e também que os gréficos de f(x) e g(x) sdo simétricos em relacdo a essa

bissetriz.

Com relacao ao item IV, espera-se que os alunos concluam que o dominio da funcao
f(x) € o conjunto dos nimeros reais e a imagem dessa funcdo € o conjunto dos ndmeros reais
positivos e igualmente para a funcdo g(x); assim, tem-se que o dominio é o conjunto dos

ndmeros reais positivos e a imagem € o conjunto dos nimeros reais.

(13 »

Espera-se que os alunos percebam nos itens V e VI que, aumentando o valor de “x” 0
valor de “y” também aumenta, ou seja, se x; < x,, entdo, y; <y, para todo x,x,

pertencente ao dominio das funcdes, o que caracteriza que as funcbes sdo crescentes.

4.2.2 Atividade 2: Analisar o comportamento da Funcdo Exponencial e da Fungao
LogaritmicacomO<a<lea>1.

Objetivo: Construir o grafico da funcdo logaritmica com o auxilio do software
GeoGebra e identificar essa funcdo como sendo a inversa da fungdo exponencial; determinar o
dominio e o conjunto imagem da funcdo logaritmica, bem como as condicBes para que a

funcgéo seja crescente ou decrescente.

Descricdo da Atividade: Com a tela principal do GeoGebra aberta, siga os seguintes

passos:

a) No campo Entrada digite y = x, “Enter”, em seguida, na Janela Algébrica, clique
com o botdo direito sobre y = x e selecione propriedades. Escolha uma cor para a
reta; mude o estilo para pontilhado. (para fechar, clique em X no alto a direita da

guia);

a=12

b) Selecione o icone ’

, clique em Controle Deslizante, ao abrir a nova guia,

digite a para o nome. Escolha para o intervalo Min:0 e Max:5, e clique em aplicar;

c) Digite no campo Entrada a funcdo: f(x) = a”x. Clicando sobre f(x) como botdo

direito e em propriedades, escolha uma cor diferente para essa funcao;
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d) Novamente no campo Entrada, digite a fungdo logaritmica: g(x) = log(x)/log(a).
Clicando sobre g(x) como botdo direito e em propriedades, escolha uma cor

diferente para essa funcéo.

Obs. Cabe ao professor, nesse momento, instruir os alunos sobre o motivo de como a

funcéo g(x) foi escrita, alertando sobre a importancia da mudanca de base;

O aluno ird observar que na Janela de Algebra, a funcéo g(x) aparecera como:

In(x)
In(a)

g(x) =

X - . _— vy =z
A medida que for movendo o Controle Deslizante , 0 valor de “a” ira

se modificar.

O professor devera propor aos alunos que respondam as seguintes questdes:

l. O que acontece com f(x) e g(x) quando a = 0? E quando a = 1?
Il. Descrever o comportamento de f(x) e g(x) no intervalo0 <a<1.
M. Descrever o comportamento de f(x) e g(x) no intervalo a > 1.

IV.  Escreva um pequeno texto, formalizando as suas conclusdes dos itens acima.

Espera-se, com essa atividade, que o aluno crie a seguinte tela no GeoGebra:
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Figura 13: Grafico da Fungdo Exponencial e da Funcéo Logaritmica.
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Fonte: Autor

Espera-se que os alunos atentem para o fato de a fungdo g(x) situar-se somente no 1° e

¢ quadrantes e determinam o dominio e o conjunto imagem das funcgdes f(x) e g(x). Dessa

forma, tem-se para a funcdo f(x), D(f) =R e Im(f) = R} e para a funcdo g(x) tem-se
D(g) =R} elm(g) =R

Em relacdo a reta y = x, é esperado que os alunos percebam que os graficos das

funcdes sdo simétricos em relagdo a ela. Para isso clique no icone

Segmento Definido por Dois Pontos, em seguida uma os pontos A e A’. Clique no icone

, selecione

ﬁl [
L]
, selecione Ponto Medio ou Centro, clique sobre o ponto A e, em seguida no ponto A’,

A
°
sera criado um ponto B sobre a reta y = x, selecione novamente o icone , Selecione

Novo Ponto e crie um ponto sobre a reta y = x. Devemos agora mostrar que os angulos ABG
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e GBA' sdo retos e que a distancia entre os pontos A e B é congruente a distancia entre os
pontos B e A’ em relagdo a reta y = x. O aluno deve mover o ponto A sobre o gréfico da
funcéo exponencial e verificar que AB = BA’.

Para concluséo final, espera-se que os alunos identifiquem que a funcao exponencial e
a fungdo logaritmica sdo fungdes crescentes, quando a base “a” ¢ um nuimero real positivo

maior do que 1 e que as fungdes sao decrescentes quando 0 < a < 1.

O professor pode sugerir que os alunos preencham a seguinte tabela para melhor

compreensdo das anélises graficas:

Quadro 5: Sintese das Func¢Bes Exponencial e Logaritmica

Funcdo Exponencial: y = a*

Base Dominio Imagem Crescente ou Decrescente

0<ax1

a>1

Funcdo Logaritmica: y = log, x

Base Dominio Imagem Crescente ou Decrescente

0<axl1

a>1

Fonte: Autor

4.2.3 Atividade 3: Analisar no mesmo gréafico que a inversa da Funcdo f(x) =e*éa
funcéo g(x) = log, x = Inx.

Objetivo: Construir o gréafico da funcdo f(x) =e* com o auxilio do software

GeoGebra e identificar essa fungdo como sendo a inversa da fungdo g(x) = log, x = In x;

Como vimos anteriormente, a notagéo In x é utilizada para designar o logaritmo de um

numero na base "e". Esse logaritmo é denominado logaritmo neperiano de x ou logaritmo
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natural, em homenagem ao matematico Napier. Uma aproximacdo do namero "e" € obtida

n
calculando-se (1 + %) para diferentes valores de n, sendo n € R.

Descricdo da Atividade: Com a tela principal do GeoGebra aberta, siga os seguintes

passos:

h)

)

K)

m)

No campo Entrada digite y = x, “Enter”, em seguida, na Janela de Algebra,
clique com o botéo direito sobre y = x e selecione propriedades. Escolha uma cor
para a reta; mude o estilo para pontilhado. (para fechar, cliqgue em X no alto a

direita da guia);

No campo Entrada digite f(x) = e"x “Enter”. Sera criado na janela de visualizacao
o gréfico de f(x). Com o mesmo procedimento do item anterior, mude a cor da

curva,

\j
- ’ . o
Selecione o icone L

curva de f(x).

, selecione Ponto em Objeto, e crie 0 ponto A, sobre a

2. e clique sobre Reflexdo em relacéo a uma reta. Clique

%

Selecione o icone
sobre o ponto A e, em seguida sobre a reta de y = x. Sera criado automaticamente

o ponto A’, simétrico a A em relagdo ay = X;

Clique com o botdo direito sobre o ponto A’ e, em seguida Habilitar Rastro;

Selecione a guia \—_[

movimente-o sobre a curva da funcao f(x);

, Mover, e, em seguida clique sobre o ponto A e

VIIl. O que vocé observa em relagao aos pontos A e A’?

IX.

Faca um pequeno texto sobre sua observacao.

Continuando a construcéo da atividade:
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n) No campo Entrada, crie a funcdo g(x) =log.(x), (basta digitar no campo

Entrada: g(x) = Inx, clique Enter;

E agora, o que vocé observa? Relacione o grafico de g(x), com o rastro deixado pelo

ponto A’.

X. Os gréficos de f(x) e g(x) sdo simétricos em relacéo a bissetriz do 1° quadrante?

Justifique..

XI.  Analisando o grafico determine o dominio e o conjunto imagem das funcdes
f(x) e g(x).

X1, Verifique se f(x) e g(x) sdo crescentes.

X1, Verifique se f(x) e g(x) sdo decrescentes.

O professor pode propor aos alunos elaborarem um pequeno texto relatando o que
compreenderam sobre a atividade e, a partir deste texto, explorar o conceito da funcéo

exponencial e da funcédo logaritmica.

Figura 14: Grafico da Funcdo Exponencial e da Funcdo Logaritmica.

Domsns N ===

|| Arquivo  Editar Exibir Opcies Ferramentas Janela Ajuda

(L] IIII!IIHII oS

» Janela de A\gebra » Janela de Visualizagio
=l Fung3o
@ f(x) = & |,w'
@ glx) = In(x) /
= F’nmn 7 !

Entrada 1 @

Fonte: Autor
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Atraveés da observacdo do gréfico esbocado, espera-se que os alunos possam concluir
que 0 D(f) = R} e Im(f) = R e que a fungdo g(x) = Inx é crescente, pois quanto maior o
valor de “x”, maior serd o valor de “y”, ou, ainda, que eles percebam que a base é maior do
que 1, e portanto a funcédo é crescente. O professor podera analisar com os alunos que a base
“e” do logaritmo natural, calculado anteriormente € um ndmero maior do que 1, portanto a

funcéo é crescente.

4.2.4 Atividade 4:  Analisar no mesmo grafico a Funcédo Logaritmica nos intervalos
0<a<l1lea>1.

Objetivo: Explorar as caracteristicas da Funcdo Logaritmica, observando os intervalos

em que ocorram as mudancas no comportamento desta Fungao.

Descricdo da Atividade: Com a tela principal do GeoGebra aberta, siga 0s seguintes

passos:

a=2

a) Selecione o icone ’

, cligue em Controle Deslizante, ao abrir a nova guia,
digite a para o nome. Escolha para o intervalo Min: 1.1 e Max: 5 (deve-se

colocar ponto no lugar de virgula), e clique em aplicar.

b) No campo Entrada digite a funcéo: f(x) = log(x)/log(a), clique “Enter . Clique
com o botdo direito e, em propriedades. Escolha uma cor para f(x).

a=2

—_—

c) Selecione o icone 41, clique em Controle Deslizante, ao abrir a nova guia,

digite b para o0 nome. Escolha para o intervalo Min: 0.1 e Max: 0,9, (deve-se
colocar ponto no lugar de virgula), e clique em aplicar.

d) No campo Entrada digite a funcdo: g(x) = log(x)/log(b), clique “Enter”.

Clique com o botdo direito e, em propriedades. Escolha uma cor para g(x).
e) Na Janela de Algebra, clique com o botdo direito sobre a, selecione Animar.

f) Faca o mesmo procedimento para b.
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ABC
Obs.: Para inserir texto na Janela de Visualizacio, selecione o icone <, digite

0 texto desejado. Se o texto for uma formula matematica, selecione Férmula
LaTeX. Para mover o texto na Janela de Visualizacdo, basta clicar com o mouse
sobre o texto e arrasta-lo.

Agora, responda:

l. O que voceé observa em relagdo a f(x) e g(x)?
Il. Existe um ponto em que f(x) = g(x)? Qual é esse ponto?

Ii. Localize esse ponto no grafico construido.

Figura 15: Grafico da Func¢do Logaritmica.
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B

Fonte: Autor
O professor pode explorar os conceitos de Dominio e Imagem de f(x) e g(x).
Espera-se que os alunos atentem para o fato de a funcdo g(x) situar-se somente no 1° e

° quadrantes e determinem o dominio e o conjunto imagem das funcdes f(x) e g(x). Dessa

forma, tem-se para as fungdes f(x) e g(x) que D(g) = R} e Im(g) = R
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Para concluséo final, espera-se que os alunos identifiguem que a funcdo logaritmica é
crescente, quando a base “@” ¢ um numero real positivo maior do que 1 e que a fungdo ¢

decrescente quando 0 < a < 1.

4.2.5 Atividade 5: Calcular logaritmo utilizando o grafico de f(x) = log, x

Objetivo: Verificar os valores dos logaritmos em diferentes bases.

Construcéo do gréafico de f(x):

a=2
e Selecione o icone v

, clique em Controle Deslizante, digite a para o nome.
Escolha o intervalo Min: 0.1 e Max:10. Clique em aplicar;

e No campo Entrada digite a funcdo: f(x) = log;o(x)/log,o(a). Clique com o botdo
direito do mouse sobre f(x), selecione Propriedades, escolha uma cor para f(x).

e No campo Entrada insira os seguintes pontos: A=(1,f(1)) Enter, B=(2,f(2)) Enter,
C=(3,f(3)) Enter, D=(4,f(4)) Enter, E=(5,f(5)) Enter, F=(6,f(6)) Enter, G=(7,f(7))
Enter, H=(8,f(8)) Enter, 1=(9f(9)) e J=(10,f(10)).

Figura 16: Grafico da Fungdo Logaritmica f(x) = log, x
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o g(x) = logyg(x) o -
- hix) = loga(x)
= Numero
2 a=18 | J !
o I R
= Ponto F _.__,_—od—*—'F_ ol
@ A=(1,0) D __.E_,__——of‘_’_
@ B=(2,1.1792) ¢ e
@ C={3,1.8601) B N
@ D=(4,2.3585) P |
@ E=(5,27381) _ﬁ“’/
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@ G=(7,3.3106) o /1' 2 3 4 5 ] 7 2 a 10
@ H=(8,3.5377) /
@ 1=(9,3.7381) o/
@ J=(10,3.9174) !
/
If
4
f
|
e
Entrada s ©@

Fonte: Autor
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O professor pode explorar o célculo de logaritmo de acordo com a variagdo da base.
Algumas sugestdes:

) Selecione o Controle Deslizante em a =10. Observe na Janela de Algebra os valores

correspondentes aos pontos A, B,C, D, E, F, G, H, l e J.

A=(1, 0) corresponde log,,1 =10

B=(2, 0.301) corresponde log;, 2 = 0,301
C=(3, 0.477) corresponde log,, 3 = 0,477
D=(4, 0.6021) corresponde log,, 4 = 0,602
E=(5, 0.699) corresponde log,, 5 = 0,699
F=(6, 0.7782) corresponde log,, 6 = 0,778
G=(7, 0.8451) corresponde log;, 7 = 0,845
H=(8, 0.9031) corresponde log,, 8 = 0,903
I=(9, 0.9542) corresponde log;, 9 = 0,954
J=(10, 1) corresponde log;, 10 = 1

v' Compare as Imagens dos pontos:

B,CeF.
Pontos B C F
(x, f(x)) (x, f(x)) (x, £(x))
Imagens
B,Eel.
Pontos B E J
(x, f(x)) (x, f(x)) (x, £(x))
Imagens

Que propriedade dos logaritmos esta sendo utilizada?
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I1) No campo Entrada, digite K=(-1,f(-1)) Enter.

v' Visualize este ponto na Janela de Algebra. Explique o motivo pelo qual

aparece K indefinido.
[11) No campo Entrada digite L=(1/2, f(1.2)) Enter, M=(1/4, f(1/4)) Enter.

v"Identifique os valores de L e M, em seguida compare com os valores de B e D.

Pontos L M B D

(x, f(x)) (x, f(x)) (x, f(x)) (x, f(x))

Imagens

Represente os valores destes pontos na forma de logaritmo. (base 10)

Pontos | Valores: (x, f(x)) Forma de logaritmo

L

M

Que relacdo vocé observa em relagédo aos valores destes pontos?

Espera-se, por meio dessa atividade, que o aluno compreenda que a mudanca de base
de um logaritmo interfere no valor deste logaritmo. Espera-se também que o aluno perceba as

seguintes propriedades dos logaritmos:

() loga(x.y) = loggx + loggy
(1 log, G) = log, x — log,y
(1) log, x* = k.log, x

logp x

(V)  log,x =

logp a
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4.2.6 Atividade 6: Resolver grafica e geometricamente uma equacao exponencial.

Objetivo: Levar o aluno & compreensdo da definicdo e a utilizacdo da funcdo logaritmica,
bem como a aplicagdo de algumas propriedades logaritmicas através da resolucdo de

problemas.

A populacdo de uma certa regido A cresce exponencialmente de acordo com a

OO,lt

expressao Na = 6000.1 (t em anos). Em outra regido B, verifica-se que o crescimento da

OO,Zt

populacéo ocorre de acordo com a férmula Ng = 600.1 (t em anos). De acordo com esses

modelos de crescimento, responda as questdes a seguir. (Fonte: Séo Paulo, 2009 p.24 adaptado

pelo autor).

1) Qual é a populacdo inicial de cada uma dessas regides?

Podemos resolver esta questao de duas formas diferentes:

1) Resolucéo utilizando a construcéo do grafico no GeoGebra:
a) No campo de Entrada, digite a funcdo: f(t) = 6000 = 10”(0.1 = t) dé Enter.

Obs.: No GeoGebra, para expressar nimeros decimais, utilize o ponto no lugar de

virgula.

Para visualizar f(t), selecione o Icone \—_[

botdo direito, ird abrir uma nova janela, clique sobre Malha. O software criara as malhas na

, em seguida clique no mouse com o

Janela de Visualizagéo.



69

Figura 17: Janela de Visualizacdo GeoGebra: Inserir Malha

Janela de Visualizagao

J_ Eixos

1 maha -

Barra de Navegacio

':{ Zoom 3
EixoX : EixoY L
Exibir Todos os Objetos
Visualizacio Padrio Ctri+M

.2 Janela de Visualizacdo ...

Fonte: Autor

Na Janela de Visualizacdo, clique novamente com o botdo direito do mouse, e

selecione a opcdo EixoX:EixoY, selecione a escala 1:1000:

Figura 18: Janela de Visualizacdo GeoGebra: Modificar Escala

Janela de Visualizagio

_l_ Eixos
FH malha
Barra de Navegacio
& Zoom »
EixoX : EixoY » ¥ 1:1000
Exibir Todos os Objetos 1:500
Visualizagio Padrao Ctrl+M 1:200
2 Janela de Visualizagio ... 1100
1-Rn

Fonte: Autor
b) No campo Entrada, digite a fungdo: g(t) = 600 * 107(0.2 * t), dé Enter.
c) Para encontrar a populagéo inicial de cada regido, deve-se criar os pontos em que t = 0.

v" No campo Entrada digite: A=(0,f(0)) Enter; B=(0,g(0)) Enter.



70

Figura 19: Grafico da Fungdo do Tipo Exponencial f(x) =
Fecmes  weee

|| Arguivo Editar Exibir OpcBies Ferramentas Janela Ajuda
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@ f(t) = 6000.10% 140001
-~ @ g(t) = 600.10%%
= Ponto

@ A=(0, 6000)

-3 B=(0,600)

Entrada:

@

Fonte: Autor

Podemos observar que foram criados os pontos A=(0, 6000) e B=(0,600) na Janela de

Algebra, significa a populagéo inicial de cada regido respectivamente. Também podemos

observar esses pontos na Janela de Visualizacéo.

2) Resolucédo utilizando a Janela CAS (Computer Algebra System):

a) Na barra de opgdes do GeoGebra, selecione a opgdo Exibir e, em seguida, Janela CAS.

Sera criada, entre a Janela de Algebra, e a Janela de Visualizagio, uma nova janela, chamada
de Janela CAS.

v
v

No campo 1 da Janela CAS, inserir a fungdo: f(t) = 6000 * 107(0.1  t). Enter.

No campo 2 da Janela CAS, inserir f(0). Enter. O GeoGebra ira calcular a populagéo
inicial f(0) = 6.000.

No campo 3 da janela CAS, inserir a funcdo: g(t) = 600 = 107(0.2 = t). Enter.

No campo 4 da Janela CAS, digitar g(0). Enter. O GeoGebra ira calcular a populagéo
inicial g(0)=600.
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Figura 20: Grafico da Fungdo do Tipo Exponencial f(x) = k.a*

|| Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda
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Entrada:

Fonte: Autor

3) Depois de quantos anos, a partir do instante inicial, as duas regides terdo a mesma
populacdo?

4) Resolucao grafica:

A
L]

v Selecione o icone >

e selecione Interseccdo de Dois Objetos. Clique
sobre o gréfico de f(t) e em seguida sobre o grafico de g(t). Observe que sera
criado um novo ponto na Janela de Algebra, o ponto C = (10, 60000).
Também pode-se clicar sobre f(t) e g(t) na Janela de Algebra. O ponto C indica
que apos 10 anos, as duas regides terdo a mesma populacdo: 60.000 habitantes.
Para visualizar na Janela de Visualizac&o, basta mover o gréafico até encontrar
o0 ponto C, que é intersecdo de f(t) e g(t).
5) Resolucédo na Janela CAS:
v No campo 5 da Janela CAS, digite f(t) = g(t) e em seguida, clique no icone
X =
, Resolver Numericamente. Aparecera {t = 10}.
v Para calcular a populacdo ap6s 10 anos, digite no Campo 6, f(10), Enter.

Digite no campo 7, g(10), Enter. Nos dois casos, a popula¢éo sera de 60.000.
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6) Qual é a populagdo de cada uma das regides, 15 anos ap0s o instante inicial?
7) Resolucdo na Janela de Algebra e Janela de visualizago:

v" No campo Entrada, digite D=(15,f(15)), em seguida E=(15,9(15)). Observe
que na Janela de Algebra sera criado o ponto D = (15, 189736,66), significa
que apds 15 anos a populacdo da regido A, serd de aproximadamente 189.736
habitantes, e o0 ponto E = (15, 600000), a populacdo da regido B apds 15 anos,
sera de 600.000 habitantes.

8) Resolucédo na Janela CAS:

v’ Para calcular a populacdo da regido A ap6s 15 anos, digite no Campo 8 da
Janela CAS: f(15), Enter, automaticamente aparecera =~ 189736,66, logo a
populacdo da regido A, apds 15 anos, sera 189.736 habitantes. Analogamente
para a regido B, digite no campo 9 da Janela CAS: g(15), Enter. Aparecera

~ 600000. Esse valor corresponde a populacdo da regido B apds 15 anos.

Figura 21: Grafico da Func¢do Logaritmica f(x) = log, x
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Espera-se que os alunos percebam que a resolucao algébrica pode ser feita utilizando-
se a Janela CAS do software. Nesse momento, é importante o professor propor aos alunos a

resolucdo algébrica para o problema e que os alunos possam comparar os resultados obtidos.

4.2.7 Atividade 7: Resolver gréafica e geometricamente uma fungéo logaritmica.

Objetivo: Analisar o Dominio e o comportamento de uma funcdo logaritmica aplicada a

situacéo real.

Os eucaliptos, arvores originarias da Austrélia e Indonésia, possuem mais de 600
espécies, sendo que algumas delas sdo utilizadas em reflorestamento para fins comerciais.
Esses eucaliptos, que podem atingir 100 anos de idade, geralmente tém um ciclo rapido de 6
a 7 anos para a producdo de celulose e carvao, e de 12 a 16 anos para serem comercializados
como madeira solida. Observe o desenvolvimento de certa espécie de eucaliptos, destinada a
producéo de celulose.

Figura 22: Crescimento de eucaliptos
A Altura (m)

30+
284
254
221

181

da editora

VO

ldade(anos)g

Fonte: SOUZA, Joamir Roberto de. Novo olhar matematica. Pagina 199

a) Sabendo que o crescimento dessa espécie pode ser descrito por uma fungdo do tipo
f(x) =c+log, x,com c > 0, entdo o valor de a € maior do que 1? Ou esta entre 0 e 1? Por

qué?

Anélise da funcdo na Janela de Visualizacdo do GeoGebra:
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9) Selecione o icone 4l clique em Controle Deslizante, ao abrir a nova guia,

digite ¢ para o nome. Escolha para o intervalo Min: 0.1 (pelo enunciado temos

¢ > 0) e Max: 5 (deve-se colocar ponto no lugar de virgula), e clique em aplicar;

10) Selecione novamente o icone 4, cliqgue em Controle Deslizante, digite a para

0 nome. Escolha o intervalo Min: 0.1 e Max:5. Clique em aplicar;
11)No campo Entrada, digite a funcdo logaritmica: f(x) =c +1log10(x)/
log 10(a).

Obs.: Vale lembrar novamente que devemos aplicar a mudanca de base, pois no enunciado

1
temos log, x 0 que equivale a o>t

logioa

12) Movimente o Controle Deslizante a no intervalo 0 < a < 1, 0 que vocé observa

em relacdo ao comportamento da funcao dada?

Figura 23: Grafico da Fungdo Logaritmica f(x) = ¢ + log,x,com0<a <1

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda
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q | I 3

Entrada:

Fonte: Autor

13) Movimente o Controle Deslizante “a” no intervalo a > 1, o que vocé observa em

relagdo ao comportamento da fungéo dada?
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Figura 24: Gréfico da Func¢do Logaritmica f(x) = ¢ + log,x,coma > 1

Arquive Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda
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Fonte: Autor

O professor pode, neste momento, explorar outras fungdes no GeoGebra, incentivando

i)

0s seus alunos a analisar em como varia o crescimento dos eucaliptos em funcgédo de “c”, “x’
e de “a”. Para isso deve pedir que 0os mesmos insiram alguns pontos de modo obter as suas

imagens sobre o grafico de f(x). Para obter os pontos deve-se:

v" No campo Entrada, digitar: A=(1,f(1)), Enter, B=(2,f(2)), Enter, C=(3,f(3)),
Enter, D=(4,f(4)) e outros pontos que se achar necessario.

Novamente, mova o Controle Deslizante “a” e “c”. O que se pode observar?



Figura 25: Grafico da Fungdo Logaritmica f(x) = ¢ + log,x,coma > 1
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5. CONSIDERACOES FINAIS

Os softwares educacionais surgiram com o desenvolvimento das novas tecnologias
aplicadas a educagdo. Muitos softwares podem auxiliar na melhoria das situacbes de
aprendizagem, pois permite ao professor melhor embasamento para que possa ndo somente
ensinar, mas também aprender, e a estimular seus alunos por meio da aplicacdo de atividades
melhores e na compreensdo dos conceitos que se pretende atingir. Com a utilizacdo destes
recursos o professor terd a sua disposi¢cdo ferramentas que possibilitam dar mais qualidade as
suas aulas, tornando-as mais atrativas aos seus alunos. No que diz respeito aos alunos, estes
terdo a sua disposicdo um mecanismo de apoio para sua aprendizagem, tornando-a mais
significativa e autbnoma. Cabe ressaltar que, na maioria das vezes os alunos ja possuem
grande conhecimento dessas tecnologias, e nao raras as vezes, com melhor dominio que os
préprios professores. Portanto, o papel do professor é de mediar o uso dessas ferramentas

aplicadas aos conceitos do curriculo escolar.

O professor tem papel fundamental na realizagdo destas atividades, pois ndo compete a
ele somente direcionar o aluno para uma abordagem diferente desse conteido, mas também
preparar, incentivar e despertar neste aluno a curiosidade para que 0 mesmo compreenda a

importancia dos logaritmos nos mais diversos campos do conhecimento.

O inicio deste trabalho deu-se com um breve relato sobre a histéria da origem dos
logaritmos, como foram construidas as nog¢des, 0s conceitos, propriedades e operagdes
envolvendo este conteldo e suas aplicacdes praticas, que sdo fundamentais no processo de
ensino-aprendizagem. Sabendo que os alunos encontram dificuldades quanto ao conteido dos
logaritmos, procuramos através deste trabalho, propor, principalmente ao professor do Ensino
Médio, algumas sugestdes de atividades com o intuito de tornar mais dindmico e atrativo o

ensino de logaritmo.

As atividades que propomos procuram mostrar que o contetdo de logaritmo possibilita
inimeras formas de trabalho pedagdgico, como por exemplo, sua aplicagdo em softwares; ou
até mesmo, elaboracdo de novas situacbes de aplicacdes que o relacione as progressoes
geométricas e aritméticas, viabilizando situacdes para um aprofundamento maior sobre as

propriedades dos logaritmos.
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Procuramos mostrar de que maneira as novas tecnologias, como 0 uso de software
GeoGebra, podem proporcionar melhorias com relagdo a compreenséo do conceito de funcdo
exponencial e logaritmica. Com o intuito de promover tais melhorias, foram criadas ou
adaptadas algumas atividades para serem aplicadas junto aos alunos com a utilizacdo do
GeoGebra.

O software escolhido para o desenvolvimento das atividades propostas para a
exploracdo do conceito de funcdo exponencial e funcdo logaritmica foi o GeoGebra, por se
tratar de um software livre e de facil download, e que permite construcdo dos mais variados
objetos geométricos que podem ser manipulados de forma dindmica, facilitando a
compreensdo e analise de gréaficos, também permite inserir e resolver equacfes e funcbes
através da Janela CAS, bem como visualizar essas resolu¢des nos graficos, através da Janela

de Visualizacdo.

O trabalho pedagdgico desenvolvido com a utilizacdo de qualquer atividade proposta,
em que os logaritmos sdo apresentados de forma util, provavelmente ndo alcance plenamente
seu objetivo se for limitado a exploracdo mecanica, por isso, deve, acima de tudo, abranger

situacOes ou aplicacdes que possam auxiliar a construcdo do conhecimento.

Elaboramos as atividades deste trabalho em dois aspectos: conceituacdo da Funcgéo
Exponencial e da Funcdo Logaritmica, e a representacdo gréafica dessas mesmas funcdes para

que os alunos possam explorar o0 seu comportamento.

Para a conceituacdo do conceito da Funcdo Exponencial e Logaritmica, fizemos uma
pesquisa bibliografica em livros sobre a histéria da matematica bem como em livros didaticos.
Para a representacdo e interpretacdo grafica, procuramos fazer a variagdo dos critérios que
definem as funcbes em estudo, principalmente das bases exponencial e logaritmica, de forma
gue os alunos pudessem analisar o comportamento dessas fun¢des quanto ao crescimento, ao

dominio, imagem e simetrias.

Procuramos destacar nas atividades a relagédo entre as duas fungdes quanto a inversao,
ou seja, a Funcdo Exponencial como inversa da Funcdo Logaritmica, e a Fungdo Logaritmica

com sendo a inversa da Fungdo Exponencial.



79

O uso de novas tecnologias tem como objetivo agregar valor nas situacdes de
aprendizagem, se o uso do software escolhido for explorado de forma a tornar a atividade

significativa no processo ensino-aprendizagem.
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ANEXO |
INSTALACAO DO SOFTWARE GEOGEBRA 4.2

Para fazer o download do software GeoGebra, devemos realizar 0s seguintes

procedimentos:

1. Acessar o site: : http://www.geogebra.org/cms/pt BR

2. Clicar na op¢do Download, na parte superior no lado direito da tela;

Portuguese (Brazil) [+

GeOGebrO Sobre Download  Ajuda Materiais ~ Community

Inicio ‘og  InformagBes Histéria Equipe ToS

Ultimas Novidades
7 I ® GeoGebra Chrome App

GeoGebra

Dynamic mathematics & science for learing and teaching

try our GeoGebra Chrome

App!
Free Software
Community
Free Materials
Events
Instituts

* From elementary schoal to university level

* Interactive geometry, algebra, statistics, and calculus software

» Tens of thausands of free materials

eicurtr [ 16.015 pessoas curtiram isso.

3. Abrird uma nova janela. Selecione a opgéo de acordo com o sistema operacional,

Install GeoGebra

You are free to copy, distribute anc transmit GeoGebra for non-commercdial purpases.
Please see the GeoGebra license for details.

GeolGebra Chrome App
/ GeoGebra Web Application

| -
[.‘.":f Windews

Ubuntu, Debian {.deb)
5 openSUSE, Federa [.rpm)

Other Unix
-.‘f.: Java Webstart


http://www.geogebra.org/cms/pt_BR

4. No caso do Windows, ao aparecer a proxima tela, clicar em salvar;
5. Clicar em Executar;

Abrir arguivo - Aviso de Seguranca

Dezeja executar este arquivo?

|—=“ Maome: Geoisebra-Windows-Installer-4-2-36-0.exe
Editar:  International GeoGebra Institute

Tipo:  Aplicativo

De: ChDocuments and SettingsiNEMeus document, ..

* [ Executar ]L Cancelar ]

Sempre perguntar antes de abrir ezte arquivo

6. Selecionar o Idioma e, clicar no botdo proximo (Next);

Welcome to the GeoGebra 4.2 Setup Wizard

Before beginning the installation of GeoGebra 4.2, please choose a language:

Click Next to continue.

Language: —]
Portugués Brasileiro v

GeoGebra 4.2.36.0 (April 28 2013)

7. Clicar em Eu Condordo para os termos do Contrato de Licenga;



ynamic Mathematics for Everyone

http: /it geogebra.org/

LICEMSE
‘fou are free to copy, distribute and transmit GeoGebra free of charge
for non-commerdial purposes (see conditions and details below).

PROJECT DIRECTOR
* Markus Hohenwarter (Austria & USA 2001-)

LEAD DEVELOPER
* Michael Borcherds (UK 2007-)

DEVELOPERS
* Gabor Ancsin (Hungary 20039-)
* Mathieu Blossier (France 2008-)
* Arnaud Delobelle (UK 2011-)
* Calixte Denizet (France 2010-)
* Judit Elias {Hungary 2009-)

% Armad Falats iomazes 0100

do, digue em Eu Concorde para continuar. V
4.2,

GeoGebra 4.2.36.0 (April 28 2013)

8. Selecionar a opcdo Standard e em seguida clicar em instalar;

[ GeoGe!

Setup Type
Choose the setup type that best suits your needs

selectasemptype.

O Standard
i
‘ ~

o Al the main features will be installed. Recommended for the majority of the users.
.
@ Custom
i
- ~

- Choose which programm features you want installed and where they will be
] installed. Recommended for advanced users.

GeoGebra 4.2.36.0 (April 28 2013) | <votr || pstalar | T cancelr ||
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9. Selecionar: Executar GeoGebra 4.2 e em seguida clicar em Terminar.

Completando o Assistente de Instalacao do
GeoGebra 4.2

O GeoGebra 4.2 foi instalado no seu computador.

Clique em Terminar para fechar este assistente.

[ Executar GeoGebra 4.2

GeoGebra 4.2.36.0 (April 28 2013)

10. Aparecera a tela do GeoGebra para iniciar o programa.

Observacdo: Caso ndo consiga executar 0 programa, sera necessario atualizar ou

baixar o software de linguagem java em: http://www.java.com/pt_BR/download.



http://www.java.com/pt_BR/download

