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Resumo

Considerando a importancia do Célculo Numérico como ferramenta matematica, neste
trabalho estudamos algumas das principais técnicas para aproximacao de raizes de fungoes
reais e exploramos sua aplica¢ao para o ensino desse tema na Educagao Bésica (EB). Apés a
teorizagao de trés dos principais métodos numéricos para calculo de raizes de fungoes reais,
exploramos algumas de suas potencialidades para aplicacao em sala de aula da EB. Para
isso, além de lancarmos mao de ambientes informatizados na construcao das aulas, levamos
em conta habilidades relacionadas ao pensamento computacional sob a perspectiva da
BNCC (Base Nacional Comum Curricular). Depois, analisamos um recorte de produgoes
do PROFMAT (Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional), com o intuito
de investigar como esse programa de pos-graduagao produz para a EB, focando no tema do
calculo de raizes de fungoes e técnicas numéricas de aproximacgao. Por fim, apresentamos
nosso produto final, uma proposta de Sequéncia Didatica, composta por planos de aula que
trabalham habilidades relacionadas ao pensamento computacional através de ambientes
informatizados e concluimos que as atividades compostas tém relevancia para trazer o
assunto Calculo Numérico para a sala de aula da EB.

Palavras-chave: Calculo Numérico. Educacao Basica. Métodos Iterativos. Pensamento
Computacional.



Abstract

Considering the importance of Numerical Calculus as a mathematical tool, in this paper
we study some of the main techniques for approximating roots of real functions and
explore their application for teaching this subject in Basic Education (BE). After the
theorization of three of the main numerical methods for calculating roots of real functions,
we explore some of their potential for application in the BE classroom. For this, besides
using computer environments in the construction of the classes, we took into account
skills related to computational thinking from the perspective of the NCCB (National
Common Curriculum Base). Then, we analyze a selection of productions the PROFMAT
(Professional Master in Mathematics in National Network), in order to investigate how this
post-graduate program produces for the BE, focusing on the topic of calculus of function
roots and numerical approximation techniques. Finally, we present our final product, a
proposal for a Didatic Sequence, composed of lesson plans that work as skills related
to computational thinking through computerized environment. We conclude that the
composite activities have relevance to bring the subject of Numerical Calculus to the BE
classroom.

Keywords: Numerical Calculus. Basic Education. Iterative Methods. Computa-
tional Thinking.
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1 Introducao

Uma das caracteristicas do Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional
(PROFMAT), programa de pds-graduagao onde se insere este trabalho, é o de que a escolha
do tema e elaboracao do projeto de conclusao de curso se da no segundo e derradeiro ano.
No nosso caso particular, o orientador foi escolhido antes mesmo de se ter muita clareza
sobre o tema de pesquisa.

Somente apds algum tempo definimos que dissertar sobre “Métodos Iterativos para
o calculo ou aproximagao de raizes” teria grande potencial tanto para o estudo quanto
para o ensino de Matematica, e portanto encontramos nossa dire¢cao e o inicio de uma
série de desafios.

Ainda mais considerando que o orientando e principal autor deste trabalho, apesar
de professor de Matemaética da Educagao Bésica (EB) hd mais de duas décadas, tanto
de cursos regulares quanto de pré-vesrtibulares, nao teve em sua formacao académica
um curso de céalculo, que, de certa maneira, forma a base da teoria Matematica aqui
apresentada. Para completar o desafio, sua graduacao em Ciéncias com Habilitagao em
Matematica havia sido completada em 2001, préximo de quando comecou a lecionar.

Assim, a pesquisa que se materializou nesta dissertacdo cumpre o papel de aprofun-
dar os conhecimentos de um experiente professor de Matemaética da EB e também o de
faze-lo refletir sobre sua pratica docente.

Entao, apds algumas reunioes, decidimos abordar aqui o funcionamento de trés
métodos iterativos para se calcular raizes de fungoes reais e, como produto final, apre-
sentamos uma proposta de Sequéncia Didatica com atividades para aplicacao de dois
desses métodos na EB. Os métodos estudados e apresentados sao, em ordem, Método da
Bisseccao, Método do Ponto Fixo e o Método de Newton.

Considerando a funcao principal dos métodos abordados, exploramos tanto na
composicao do trabalho quanto na proposta educacional, o calculo aproximado de raizes

de funcoes reais, especialmente de fungoes cujas raizes sejam nimeros irracionais, raizes

10



Capitulo 1. Introducao 11

de polinomios de graus maiores ou iguais a trés e de fungoes mais complexas, como
logaritmicas, exponenciais ou ainda uma composicao dessas, podem ser aproximadas por
métodos iterativos.

Dentro deste contexto, o estudo de Métodos Iterativos, o uso de tecnologias ganhou
destaque naturalmente, seja para esbogar o grafico de uma funcao, facilitar o célculo de al-
guns valores ou para levantar conjecturas acerca de sua convergéncia. Assim, consideramos
relevante na composicao da proposta de Sequéncia Didatica levar em conta atividades para
a EB que lancem mao de ambientes informatizados, especialmente através de planilhas de
calculo e do software GeoGebra.

Definido o objetivo final, o de criar atividades que envolvam o calculo de raizes
para a EB através de ambientes informatizados, habilidades relacionadas ao pensamento
computacional emergiram também de forma natural, o que neste contexto se da explorando-
se maneiras como o computador pode aproximar raizes. Adiantando a discussao do Capitulo
3, “Pensamento Computacional no Ensino de Matematica”, destacamos que pensamento
computacional “E a maneira na qual pessoas pensam, e nao os computadores”, como
afirmam Barcelos e Silveira no artigo “Pensamento Computacional e Educacao Matematica:
Relagoes para o Ensino de Computagao na Educagao Bésica” [1]. Dito de outra forma,
é a maneira como nos usamos os computadores para resolver problemas, o que envolve
processos e tomadas de decisao que nao sao automaticos.

Compondo as atividades, percebemos que o uso dos Métodos Iterativos na sala de
aula possibilita a transversalidade, ou seja, através deles pode-se trabalhar habilidades de
varias areas distintas dentro da propria Matematica. Para ilustrar, podemos considerar
o problema do célculo da raiz da funcao f(z) = p — 2%, onde p é um niimero primo. No
Capitulo 4 vamos sugerir o uso de métodos iterativos para resolver o caso particular para
p = 11, o que nos da como resultado tanto uma aproximagao para uma raiz da fungao f,
quanto uma aproximacio para o irracional v/11, possibilitando o estudo de temas como
primalidade, irracionalidade e célculo de raizes de funcoes reais.

Entretanto, antes de abordarmos o tema do ponto de vista de sua aplicacao em sala
de aula, nosso trabalho realiza o estudo dos métodos, apresentando a teoria Matematica
necessaria e as condicoes para a convergéncia de cada um, além de algoritmos para
organizar sua implementacao, apresentados no Capitulo 2. Os resultados se apoiam nos

livros “Andlise Numérica” [2], “Um curso de cédlculo” [3] e “Fundamentos de Célculo” [4].
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E mesmo que durante todo o trabalho relacionamos os Métodos Iterativos e a Educa-
¢ao Basica, tal discussao ganha mais corpo no Capitulo 3, onde sob o viés da Base Nacional
Comum Curricular (BNCC), iniciamos uma discussio sobre o Pensamento Computacional
no Ensino de Matematica, destacando a importancia que ambientes informatizados podem
ter nesse contexto.

Para ampliar a discussao, consideramos também no artigo “A aprendizagem da
Matematica em ambientes informatizados” [5], que discute como ferramentas tecnoldgicas
podem desempenhar um importante papel no ensino de Matematica, exemplificando
algumas delas. Apoiamo-nos também na dissertacao “A planilha como recurso didatico”
[6], que, como o nome sugere, explora potencialidades das planilhas eletronicas por um
professor de Matematica, e também na dissertacao “Algoritmos como ferramenta no ensino
de matrizes” [7], reforgando a discussao sobre a relagao entre pensamento computacional e
os métodos iterativos para calculo de raizes.

Com o propoésito de nos direcionar para a elaboragao do produto final, a proposta de
Sequencia Didética, finalizamos o Capitulo 3 com uma andlise de producoes do PROFMAT,
Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional.

De modo mais especifico, fazemos uma andlise de cinco dissertagoes relacionadas
ao calculo numérico de raizes direcionada pelos questionamentos “quantas se embasam
em referenciais da Educacao e/ou Ensino de Matemética 7”7, “quantas propoem atividades

4

para a EB?”, ¢ quantas aplicam alguma das atividades propostas?” e “quantas propoem
atividades através de softwares?”. Considerando o relativo baixo nimero de dissertacgoes
analisadas, nos apoiamos também no artigo “Criptografia na educacao basica: um cenario
das pesquisas do PROFMAT.” [8], dos autores Serafim, Ferreira e Amorim, que analisaram
pouco mais de cem dissertagoes do mesmo programa sob os mesmos direcionamentos.
Dessa forma obtemos um recorte sobre a producao voltada para a EB desse programa,
investigando o potencial impacto de seus produtos na sala de aula e guiando a construgao
do nosso trabalho.

Por fim, apresentamos nosso produto, a proposta de Sequéncia Didatica, materiali-
zada no Capitulo 4. O tema do projeto foi escolhido, como dito, levando-se em conta o
potencial de métodos iterativos para o ensino de Matematica, em particular na EB, de

modo que para compor nossa proposta exploramos habilidades relacionadas ao pensamento

computacional através de aproximacao de raizes de fungoes reais.



2 Métodos Iterativos para o Calculo de
Raizes de Funcoes

O ensino sobre o calculo de raizes de fungoes se inicia, segundo a BNCC [9], a partir
do nono ano do Ensino Fundamental (EF), com equagdes lineares do tipo ax + b = 0.
A resolucao desse tipo de equacao tem um carater em geral mais intuitivo e um grau
de complexidade relativamente pequeno, diferentemente do que pode ocorrer quando se
resolve outros tipos de equacoes, como as quadraticas e logaritmicas, estudadas ao longo
do Ensino Médio (EM) e cujas resolugbes muitas vezes dependem de artificios algébricos e
assim de maior abstracao. Ainda mais, suponha que desejassemos verificar se a funcao
g(x) = e” — 2z — 3 possui raizes reais. O que fazer se nesse caso nao podemos recorrer
a formulas diversas, como a formula de Bhaskara para equacoes do segundo grau ou as
relacoes de Girard?

Assim, o ponto central deste trabalho é o de se explorar equagoes cujas solucoes
nao sao triviais, apesar de existentes. Como ¢é esperado que estudantes do EM ja tenham
desenvolvido habilidades relacionadas a resolucao de variados tipos de equagoes, torna-se
importante fazé-los notar também que algumas solugdes nao sao tao diretas ou simples
de se obter. Para citar mais um exemplo, é muito usado em atividades dessa etapa
de ensino que log;;2 ~ 0,30. Pode ser interessante propor a resolucao da equacao
x = logyy2 ou 10 — 2 = 0, criando-se um cenério propicio para a relevancia de se utilizar
métodos iterativos para aproximacao de raizes e explorando-se habilidades relacionadas ao
pensamento computacional, fato que raramente é explorado na Educagao Bésica (EB).

Um caminho possivel para se resolver ou se obter uma solugao aproximada para
as equacoes apresentadas é o que serd abordado neste capitulo. Apresentaremos trés
métodos iterativos para o calculo de raizes de fungoes, ou seja, métodos para solucionar
equacoes ou para conseguirmos uma solugao aproximada. Iniciaremos com o Método da

Bisseccao, depois o Método do Ponto Fixo e, por fim, o Método de Newton. Em cada caso
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Capitulo 2. Meétodos Iterativos para o Cdlculo de Raizes de Funcgoes 14

apresentaremos a teoria Matematica que sustenta os resultados e respectivos algoritmos
que sintetizam cada método.

Por algoritmo, consideramos o que sintetiza Burden e Faires, [2]:

Um algoritmo é um procedimento que descreve, sem ambiguidades, uma
sequéncia finita de passos a serem executados, em uma ordem especifica.
O objetivo do algoritmo é implementar um procedimento para resolver
um problema ou obter uma solugao aproximada para esse problema.

Apesar da complexidade tedrica relacionada aos métodos iterativos que aqui estuda-
remos, eles tém um carater mais geral, um apelo geométrico e um raciocinio algoritmico que
permite uma abordagem também na EB. Pode-se, por exemplo, explorar como um software
calcula as raizes de uma fungao como a do exemplo mostrado no primeiro paragrafo sem
que exista uma férmula para tal, a partir de um algoritmo preestabelecido.

E apesar de que os proprios métodos, como ferramentas matematicas, sao algoritmos
que apresentam férmulas como parte de seu procedimento, uma abordagem através de
registros e calculos em planilhas pode diminuir o tempo e energia que costumam demandar
dos estudantes de forma a sobrar espaco para uma analise e melhor compreensao dessas
formulas. Além do mais, algum software como o GeoGebra pode fornecer uma visualizacao
geométrica de como tais métodos iterativos funcionam, exibindo cada aproximagao do
problema de acordo com o nimero de iteracoes.

Esse software tem a caracteristica de ser intuitivo e nao exigir muitos pré-requisitos
para seu uso e pode ser baixado para computadores, smartphones ou tablets gratuitamente
através do site https://www.geogebra.org/?lang=pt, e hd também a opcao de se usar o
GeoGebra diretamente do navegador, sem precisar instala-lo. Todos os gréaficos exibidos
aqui foram feitos com este software. Além disso o uso de planilhas eletronicas apresenta-se
como outra ferramenta de extrema importancia para construcao de pequenos comandos
algoritmicos e para o cdlculo das aproximacoes das raizes através das iteragoes propostas
em cada um dos métodos a serem trabalhados aqui nesta dissertagao. No Capitulo 3
aprofundaremos as discussoes sobre como essas ferramentas podem ser interessantes na
pratica docente, analisando-as também sob o ponto de vista da Base Nacional Comum

Curricular (BNCC).
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2.1 Teoria Matematica Preliminar

Todos os trés métodos que estudaremos neste trabalho dependem de propriedades
de funcoes continuas e dois deles, o Método do Ponto Fixo e o Método de Newton, exigem
que as fungoes sejam diferencidveis em um certo intervalo. Apesar de o Método do Ponto
Fixo nao apresentar diretamente a diferenciabilidade no seu algoritmo, tal propriedade é
decisiva para garantir a unicidade de ponto fixo no intervalo e também sua convergéncia.
J& o método de Newton depende diretamente da derivada da funcao em um certo intervalo.
Recomendamos os livros “Andlise numérica "[2] e “Um curso de célculo” [3] como referéncia
para o que apresentaremos na sequéncia.

De maneira informal, a continuidade garante que a medida que nos aproximamos
de um ponto xy no dominio da fungao f, os valores da imagem se aproximam de f(xq)

tanto quanto se queira. De um modo mais rigoroso, temos a seguinte definicao.

Defini¢ao 2.1 (Continuidade): Dizemos que a fungao f : D — R é continua no ponto

a € D se:

1. lim f(x) existe;
T—a

2. lim = f(a).

r—a

Caso uma das condigbes anteriores nao seja satisfeita, dizemos que f(x) é descontinua no

ponto a.

A primeira das condicoes da Definigao 2.1 implica em que os limites laterais sejam
iguais, ou seja

lim f(x) = lim f(z).

T—a~ z—at
Para melhor compreensao da continuidade, vamos abordar um exemplo de uma func¢ao
que nao satisfaz a segunda das condigoes.

Considere a fungao g(z) definida por sentengas da seguinte forma:

2 —x—2, se x#2
g(x) =
3, se x=2

E possivel demonstrar que os limites laterais dessa funcao quando x se aproxima de
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2 sao tais que:

lim g(x) = lim g(z) =2*-2-2=0.

T2~ r—2t
Entretanto, temos que g(2) = 3, ou seja, a fun¢ao é descontinua em a = 2.

Figura 2.1: Descontinuidade no ponto 2y = 2 da funcao g(z).

5

-2

Fonte: Criado pelo autor através do GeoGebra.

Para qualquer outro ponto do dominio de g é possivel mostrar que ha continuidade,
apesar de nao se tratar sempre de uma tarefa simples. Usando que todo monoénio do
tipo h(x) = x é continuo em R e que o produto de fungdes continuas é também continua,
podemos facilitar muitas dessas demosntragoes. Obtemos, por exemplo, que todo polinomio
¢ continuo em R.

Notemos que a continuidade é uma propriedade definida ponto a ponto. Entretanto,
aplicacoes da continuidade acontecem em casos em que a funcao é continua em um intervalo
de um dominio. Como veremos, as préprias fungoes aqui estudadas nos diversos exemplos
de aplicagoes dos métodos iterativos precisam ser continuas em intervalos reais. Assim, é

natural a seguinte definicao.

Definigao 2.2 (Continuidade em um intervalo real): Se a funcao f: D — R é continua
em todos os pontos  de um intervalo I, diremos que f é continua em [ ou, quando nao

houver ambiguidades, diremos simplesmente que f é continua.

A diferenciabilidade de uma func¢ao nos garante que pelo menos em um intervalo
ela se comporta “suavemente”, ou seja, nao hé surpresas como mudancas abruptas no seu

comportamento. De maneira mais formal, segue a definicao de derivada.
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Defini¢ao 2.3 (Derivada): Considere a fungao f(x) de dominio D. Dizemos que f é

derivavel ou diferenciavel em x € D se existir L € R tal que:

[ — i f& R~ fl@)
h—0 h

Existindo o limite acimda definido, escreveremos f’(z) = L. Se a fungao f for

diferenciavel em todo um intervalo aberto D, diremos que f é derivavel em D.

E possivel mostrar que toda funcao derivavel em D é também continua em D mas
a volta nem sempre é verdade, ou seja, uma funcao continua em D nao ¢é necessariamente
derivavel neste intervalo. Um exemplo é a fungao f(x) = |z|, que é continua em R, porém
nao ¢ derivavel no ponto x = 0.

Os préximos trés lemas nos auxiliam na determinacao de derivadas de polindmios.

Lema 2.4: Sejam f(x) e g(x) fungdes derivaveis em D. Se s(z) = f(z) + g(z), entdo

s'(x) = f'(xo) + g (20).

Demonstracao. Como, por hipotese, as funcoes f e g sao derivaveis, temos que
existem numeros reais L e M tais que
flz+h) - f(z) gz +h) —g(z)

e e A - e aa

Assim:

§(z) = lim fla+h) + gz +h) — (f(z) +9())

h—0 h

f(w+h});f(r) + g(w+h});g(x) e assim:

Do ultimo quociente, temos

flat+h) = @) | gla+h)—g(a)

/ . .
s'(x) = }lllir(l) h Y =L+ M.
Entao §'(z) = f'(z) + ¢'(z), finalizando a prova. O

Ou seja, provamos que a derivada da soma de duas fungoes em um ponto é a soma
das derivadas de cada uma dessas funcoes neste mesmo ponto. Vamos também demosntrar
que a derivada do produto de uma constante e uma funcao é o produto dessa contante

com a derivada da funcao no ponto.
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Lema 2.5: Seja f derivdvel em x e uma constante a € R. Entao (af(x)) = af'(x)
Demonstragao. Seja g(xz) = af(x) e L = f'(x). Entao temos:

glr +h) —g(x) af(z +h) —af(z)

/ _ . _ .

gt = I
Como w = a- w, concluimos que ¢'(x) = a - L, e portanto
(af(2)) = af'(x). O

Seguimos agora para o ultimo lema necessario para demonstrar a derivada de um

polinomio.
Lema 2.6: Seja f(z) = 2", onde n € N. Entao f'(z) = na""! para todo x real.

Demonstragao. Para demonstrar o resultado vamos inicialmente organizar o quoci-
h)— . R)" — . . oA .
ente M, ou seja, W Para isso, usando o Binomio de Newton para

expandir (z + k)", temos:

Assim,

flx+h)—flx) 2" +h-S—a"
h B h

=S.
Agora, notemos que

2o (3 @)
h

S:
pode ser reescrito como
_ —~ (n n—ipi—1 _ () n-1 —~ (n n—ipi—1 _  n—1
S_;(i)(m) h _(1)33 +;<i)(m) Kt = na"' 4 Ph,

onde Ph =", (")(z)" k"', com P € R. Entao:

i
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o @) = f(@)
h—0 h

=limnz" '+ Ph=nz""'4+P-0
h—0

n

de onde concluimos que f'(x) = nz""!, encerrando a demonstracao.

O

Unidos, os trés resultados anteriores, 2.4, 2.5 e 2.6, facilitam o calculo da derivada de
um polinomio, o Teorema 2.7, além de servir como um bom exemplo de que trabalhar com
as propriedades de derivadas é mais facil do que diretamente com a definicao envolvendo o
limite.

Antes de demonstra-lo, precisamos mostrar que a derivada de uma constante real a

é igual a 0. Mas, fazendo f(x) = a e aplicando a defini¢ao de derivada, temos

g {E TR @)y amae
h—0 h h=>0 h

Teorema 2.7: Seja um polindmio p(z) = c,x" + ¢, 12" L + -+ + o2 + 17 + ¢, onde

cada ¢; é uma constante real.

Demonstracao. Como a derivada da soma é a soma das derivadas, de acordo com o
Lema 2.4, podemos derivar cada parcela ¢;z°. Para 1 < i < n, aplicando os Lemas

2.5 e 2.6, obtemos ic;x' !, e para a parcela constante ¢y, sua derivada é nula. Assim

p(z) =nc, ™+ (n— Dep 12" 2+ - 4 2001 + ¢y,

finalizando a demomnstracao. O

Ja o seguinte resultado, o Teorema 2.8, da condigoes para que uma funcao continua
em um certo intervalo possua ao menos uma raiz real. Assim, trata-se de um importante
primeiro resultado, pois nos da condigoes suficientes para iniciar as iteracoes através do
Método da Bisseccao, ou seja, garante a existéncia de uma ou mais raizes reais. Além do
mais, dele resultam outros importantes teoremas. Para demonstra-lo, usaremos a proprie-
dade dos intervalos encaixantes, a qual enunciaremos a seguir mas nao demonstraremos, e
o leitor interessado poderd consultar o apéndice 1 do livro do Guidorizzi, “Um Curso de

Calculo” [3].

Teorema 2.8 (Intervalos encaixantes): Sejam a, e b, sequéncias tais que:
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1. [ao,bo] D [al,bl] DD [an,bn] e
2. Para todo € > 0 existe n € N tal que |b, — a,| < €.

Entao existe um unico real ¢ tal que ¢ pertence a todos os intervalos [an,b,|, ou seja,

an, <c<b,.

Teorema 2.9 (Teorema de Bolzano): Considere a fungao f(z), continua no intervalo

fechado [a,b] tal que f(a)- f(b) < 0 . Entao existe pelo menos um ¢ € (a,b) tal que
fle) =0.

Demonstracao. Como por hipdtese f(a) - f(b) < 0, entdo temos ou f(a) < 0
e f(b) > 0ou f(a) > 0 e f(b) < 0, e assim podemos supor, sem perda de
generalidade, que f(a) < 0 < f(b). Seja by o ponto médio de [ag, by]. Como
f(by) > 0 ou f(by) <0, podemos supor também sem perda de generalidade que
f(b1) > 0. Denotando a por ay, temos f(a;) < 0e f(by) > 0. Seja az 0 ponto médio
de [a1,b1] e suponha, novamente sem perda de generaliade, f(as) < 0. Denotando
por by, temos f(az) < 0 e f(by) > 0. Continuando as construgoes dessa forma,

criamos intervalos tais que

[ag,bo] D [a1,b1] D -+ D [an,by] - -

e também que, dado um real € > 0, existe n € N tal que |b, — a,| < ¢, satisfazendo
as propriedades de intervalos encaixantes, O Teorema 2.8. Além do mais, f(a,) <
0 < f(bn), para todo n € N. Assim existe um unico elemento ¢ que pertence a
[a,,b,] para todo n € N. Entao ou f(c) > 0 ou f(c) <0.

Supondo f(c) > 0, temos que a, # ¢ para todo n € N, pois f(a,) < 0,
de modo que |a, — c| > r, onde r € R. Mas, como ¢ pertence a todos intervalos
[a,,,b,], devemos ter |b, — ¢| < € a partir de um n, e também, como ja mostrado,

la, — bn| < €3, a partir de um n,. Portanto

|an, — bp| + |bp — | < €1 + €.

Da desigualdade triangular temos

|(an — bn) + (b — ¢)| < |an — bp| + b — | = |an — ¢| < |a, — by| + |by — ¢|.
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Tome, agora, € = €; + €5. Para todon > N, onde N é o maior entre n; e ny, temos:

lay, —c| <lap —by| + |by —c| <e1+ea=r=la, —c| <e

o que é absurdo. Supondo f(c) < 0 chegarfamos em um absurdo de forma andloga.

Portanto, concluimos que f(c¢) = 0, finalizando a prova. n

Do resultado anterior, segue como corolario outro importante teorema, o Teorema

do Valor Intermediario, 2.10.

Teorema 2.10 (Teorema do Valor Intermediario - TVI): Considere f(z) uma fungao

continua no intervalo [a,b]. Se yy é tal que f(a) < yo < f(b), entao existe ao menos um

o € (a,b) tal que f(z0) = yo.

Demonstracao. Seja a funcao g(x) = f(x) — yo. Como f é continua em [a,b], entao
g também ¢é continua neste mesmo intervalo, pois g é a soma de f com a constante
—1p. Além do mais, temos que se g(z) < 0 entao f(z) < yo e se g(x) > 0 entao
f(x) > yo. Como por hipdtese f(a) < yo < f(b), entdo g(a) < 0 e g(b) > 0. Como
g(a) - g(b) < 0, podemos usar o Teorema de Bolzano para esta funcao e afirmar que

existe ¢ € (a,b) tal que g(c) = 0. Logo

g9(c) = f(c) —=yo = 0= f(c) —yo = flc) = wo.
Ou seja, existe zg = ¢, xg entre a e b, tal que f(zo) = yo. O

Figura 2.2: Exemplo do TVI para uma funcao continua f.

f(a)

a Tg b

Fonte: Criado pelo autor.
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Outro conceito importante no estudo dos métodos iterativos é o de convergéncia de
sequéncias. Uma vez mais, optamos por nao defini-lo aqui, reportando o leitor a referéncia
Fundamentos de Célculo [4] para mais detalhes.

Quando tratarmos sobre a convergéncia dos métodos aqui estudados, estaremos
justamente interessados em saber quando e como as sequéncias de niimeros reais produzidas

por cada iteracao irao convergir para as raizes procuradas.

2.2 0O Método da Bisseccao

Agora que ja temos o necessario para apresentarmos o Método da Bisseccao,
iniciaremos a discussao sobre seu funcionamento. Trata-se de um procedimento que
objetiva aproximar ou encontrar uma raiz de uma fungao continua f em um intervalo [a,b],
caso exista. Inicialmente precisamos investigar se f possui raiz neste intervalo, e o fazemos
através do Teorema de Bolzano. Assim, inicia-se o método de fato, baseado no resultado
do teorema aplicado.

A primeira iteragao é feita verificando-se se o ponto médio de [a,b] é uma raiz de f
ou quao préximo estd dela. Ja na iteracao seguinte os procedimentos sao repetidos, mas
desta vez com um subintervalo de [a,b], e assim sucessivamente. Basicamente, trata-se uma
iteracao que constroi intervalos cada vez menores contidos em um intervalo inicial, a partir
de pontos médios formados pelos extremos de cada um dos intervalos, garantindo que em
cada um desses intervalos haja uma mudanga de sinal da funcao. A iteracao se encerra
seguintes casos: ou quando a raiz for algum dos pontos médios ou quando o niimero de
passos do processo chegue a um limite predeterminado ou ainda caso cheguemos a uma
aproximagao também predeterminada.

Com mais detalhes, se f é uma fungao continua em [a,b] tal que f(a) < 0e f(b) > 0,
o Teorema de Bolzano nos garante que f possui ao menos uma raiz real entre os pontos
a e b, que denotaremos por p. Suponha que queiramos estimar o valor da raiz em até
n passos. O presente método usa como primeira estimativa para p a média aritmética
simples entre a e b, ou seja, o ponto pg = “TH’ Caso f(pg) = 0, paramos e p = pg. Caso
f(po) # 0, verificamos se f(py) > 0 ou f(py) < 0. Suponha f(py) < 0. Entao, novamente
pelo Teorema de Bolzano, temos que existe raiz de f entre py e b. Logo, a préxima

_ btpo

estimativa para p serd p; = =, Caso f (p1) = 0, entao paramos o procedimento. Caso

nao, suponhamos p; > 0. Assim, existe raiz da funcao entre p; e py.
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Seja, entao, ps = ’%. Podemos ter f(py) = 0 e assim o processo é interrompido,
pois chegamos a uma raiz de f, ou entao, suponhamos, f(p2) > 0. Assim existe raiz da
funcao f entre ps e po.

Continuamos essa iteracao até p,, completando n passos, podemos ter f(p,) =0
ou f(pn) # 0, de modo que ou encontramos p ou encontramos uma aproximagao para p.

Podemos nos perguntar se esse processo sempre convergira a uma solugao. Para
responder a esta pergunta vamos primeiramente analisar uma relagao entre os intervalos
construidos.

Seja I, o k-ésimo intervalo construido e |I;| o comprimento de I, para k > 0. No
nosso exemplo temos Iy = [a,b], Iy = [po,b], Is = [po,p1], I3 = [po,p2], ... € |Ly] = b —a,
|I1] = b—po, |Is| = p1—po, |Is| = p2—po, - | Ik] = Pk-1—Pw ..., onde w € New < k—1.

De um modo mais geral, como os intervalos sao construidos através dos pontos
médios de intervalos consecutivos, cada intervalo tem a metade do comprimento do intervalo

anterior, ou seja

| Tx—1] _ | Tx—o| L | Ti—k| _ o] b—a

21 22 ok ok 9k

1| =

Como a raiz p € I, depois de k iteragdes encontramos py tal que |p — pg| < |Ix]. Em

outras palavras:
b—a
2k

Ip — pi| <

Dado um € > 0, sempre ¢é possivel escolher K € N tal que % > % e assim, para todo

g _
k > K, temos 122_—(1 > % = b2—ka < €. Portanto temos que
lim p, = p.
k—o0
O método descrito anteriormente para a construcao da sequéncia pr ¢ o Método da
Bissecgao. Provamos assim o seguinte teorema.

Teorema 2.11: Se f é uma fungao continua no intervalo [a,b] tal que f(a)- f(b) < 0, entdo

o Método da Bissecgao gera uma sequéncia que converge para um p tal que f(p) = 0.

Vamos agora organizar os passos do presente método em um algoritmo.

Inicialmente alimentamos o algoritmo com os dados necessarios, a entrada das
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Algoritmo 2.2.1 Algoritmo da Bisseccao
Entrada: Uma funcao continua f; dois reais distintos a e b tais que f(a) - f(b) < 0; uma
tolerania €; o nimero maximo de iteragoes N.
Saida: Uma aproximacao para a raiz p.
Lk« 1; FA <+ f(a)
2: para (1 <k < N) faca

3: p < aT"'b

4: FP «+ f(p)

5: se F'P = 0 entao

6: retorna FIM. A raiz é p.

7 senao

8: se @ < ¢ entao

9: retorna FIM. A raiz aproximada é p.
10: senao
11: k+—k+1

12: se FFA-FP>0 entao

13: a<+p e FA+ FP
14: senao

15: b+ np

16: fim se

17: fim se

18: fim se

19: fim para

20: retorna O procedimento falhou apds N iteracoes.

informagoes iniciais, ou seja, a fun¢ao f, o intervalo [a,b], além da tolerancia € e do niimero
maximo de iteragoes N. Claro que a funcao tem de ser continua no intervalo escolhido de
modo que possamos usar o Teorema de Bolzano. A saida contempla os resultados esperados,
que sao ou uma raiz p ou sua aproximagao, ou ainda uma mesagem de erro decorrente do
fato de que a quantidade de passos estipulados nao produziu uma aproximacao satisfatéria
como resultado.

Para melhor ilustrar os outros passos, vamos apresenta-los através do Exemplo,

2.2.1.

Exemplo 2.2.1: Imaginando uma abordagem na Educacao Béasica, pode ser mais interes-
sante aproximar a raiz do exemplo em questao do que usar as Relacoes de Girard para
obté-la exatamente.

Seja f(zr) = 2> —5x —5,a=1,b=4ee=0,2. Perceba que f(1)- f(4) < 0.

Podemos determinar o niimero minimo de iteracoes usando a desigualdade seguinte, que
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advém da discussao da convergéncia do presente método, ou seja:

4—1 3 2 1+ log3 —log2
2—N<02:>2—N§1—02>10g3—N10g2§10g2—1:>N2

)

log 2

onde log estd na base 10. Como log2 =~ 0,3 e log 3 ~ 0,48, temos que n > 3.93, de modo
que o nimero minimo para obtermos a aproximacao desejada é n = 4.

Entao, no passo 1, o contador k, que representa a quantidade de iteracoes recebe o
valor inicial 1 e F'A recebe o valor f(1) = —9.

Ja no segundo passo ¢ instruido que os comandos seguintes, até a linha 19, serao
seguidos desde que k nao exceda 10. Na linha 3 temos que p recebe o valor 1+4 =25eem
seguida, na linha 4, a varidvel F'P recebe o valor de f(2,5) = —1,875.

Como f(2,5) # 0 e o tamanho do intervalo ainda é maior que o erro predefinido,
ou seja, b_T“ = 1,5 > 0,2, entao vamos para o procedimento da linha 11. Neste ponto, k
recebe mais uma unidade, ou seja, estamos nos preparando para a segunda iteragao.

Depois verificamos que f(1) - f(2,5) > 0 e que f(2,5) - f(4) < 0 e assim o intervalo
[2,5,4] satisfaz o Teorema de Bolzano. Entéo p recebe o valor de a e todo o procedimento
é repetido a partir da linha 2, agora com k = 2.

Para simplificar, sintetizamos os passos na seguinte tabela:

a |b (b—a)/2
1 4 1,5
25| 4 0,75

251|325 |0,2375
2,5 | 2,875 | 0,1875
2.5 | 2,6875 | 0,09375

O | W N |

Tabela 2.1: Sequeéncia gerada no Exemplo 2.2.1.

Perceba que a cada novo valor de k os valores das variaveis a e b sao atualizados de
modo que no k-ésimo passo tenhamos o intervalo [}, da iteracao. Perceba também que na
quarta linha o valor de b_T“ ¢ menor que € = 0,2 e assim o processo ¢ finalizado. Ou seja,
conseguimos uma aproximacao de p com quatro passos. Note que, nas iteracoes anteriores

a quarta, I > € e portanto as iteragoes continuam. Na quarta iteracao temos lb=al | < €,

finalizando as repeticoes.

Para finalizarmos esta secao, vamos introduzir mais uma aplicagao usando o Método

da Bissecgao. Vamos aproximar a raiz de f(zr) = e” — 3, o que serd abordado no
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Exemplo2.2.2.

Para realizar as aproximagoes deste exemplo e outros que virao, usamos o software
de computacao numérica Scilab e com o intuito de dimimuir o tempo gasto com demasiados
calculos. De certa forma colocamos em pratica parte das discussoes que serao tratadas
no Capitulo 3, quando usamos a tecnologia para facilitar cdlculos, testar/conjecturar
resultados. Esta aplicacao esta disponivel para download para computadores no link https:
//www .scilab.org/download/scilab-6.1.1. Uma leve nogao de programagao é necesséria

para utiliza-lo.

Exemplo 2.2.2: Traremos neste exemplo uma fun¢ao exponencial que usualmente é
explorada no Ensino Médio. Pode ser interessante tratar o problema de encontrar ou
aproximar sua raiz de maneira independente do logaritmo.

Considere a fungao f(x) = e — 3. Tomando a = 0 e b = 2, notemos que
f(0) - f(2) < 0 e assim, pelo Teorema de Bolzano 2.9, temos que existe uma raiz em [0,2].
Considerando uma aproximacao de no mimino € = 0.001, temos os resultados na Tabela
2.2. Perceba que nesta tabela estamos exibindo para cada aproximagao py a sua imagem,

ou seja f(px).

Para determinar o nimero minimo de iteragoes, usamos novamente que bz_—N“ <ee

assim

2-0 1-N -3

Da desigualdade anterior temos:
log(2'™) <1og(107%) = (N — 1) -log2 >3

e, por fim, N > @ + 1. Como log2 ~ 0.30, temos que N > 11.
Para provar a unicidade da raiz podemos argumentar que a equacao e¢* — 3 = 0
possui apenas uma solucao, dado que a funcao e” é injetiva, ou seja, existe apenas um

p € R tal que e = 3 e assim apenas um p tal que e — 3 = 0.

O Método da Bisseccao tem sua vantagem na relativa simplicidade e na garantia
de que nossas iteragoes convergem para um resultado, e assim, do ponto de vista didatico,
tem potencial abordagem na EB, de modo que uma proposta nesse sentido é apresentada

no Capitulo 4. Porém, agora sob um viés técnico, a convergéncia para uma solu¢ao ou


https://www.scilab.org/download/scilab-6.1.1
https://www.scilab.org/download/scilab-6.1.1
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k| px f(px) ‘m_—zgw

1 |1 -0.281718 1

2 |15 1.48169 0.5

3 | 1.25 0.490343 0.25

4 | 1.125 0.0802168 0.125

5 | 1.0625 | -0.106404 0.0625

6 | 1.09375 | -0.014551 0.03125

7 | 1.10938 | 0.032463 0.015625

8 | 1.10156 | 0.008863 0.0078125
9 | 1.09766 | -0.002867 0.00390625
10 | 1.09961 | 0.002993 0.00195313
11 | 1.09863 | 6.1572- 10~ | 0.000976563

Tabela 2.2: Aproximando a raiz de f(z) = e” — 3 através do Scilab

aproximacao pode ser muito lenta, a depender da fungao, como sera exemplificado na

Secao 2.5. Para mais detalhes, recomendamos a consulta ao livro Analise Numérica [2].

2.3 Meétodo do Ponto Fixo

Nesta secao analisaremos uma maneira de se encontrar raizes de fungoes continuas
a partir do Método do Ponto Fixo. Um ponto fixo de uma funcao é um ponto tal que o
valor da funcao é o mesmo valor da abscissa aplicada. Mais formalmente temos a definicao

que se segue.
Definigao 2.12: Dizemos que p é um ponto fixo de uma funcao g(x) se g(p) = p.

O ponto que mais nos interessa neste método é como ele se relaciona com a
obtencao de raizes, o qual utilizaremos muitas vezes. H& mais de uma maneira de se
obter tal relagdo. Seja f(x) uma fungao com raiz p e g(x) uma fun¢ao com ponto fixo
p. Entao f(p) = 0 e g(p) = p de modo que a fungao h(z) = f(x) + g(x) também
possui um ponto fixo em p, pois h(p) = f(p) + g(p) = p. Por outro lado, definindo uma
funcao t(x) = = — g(x), entao t(p) = 0 e assim esta funcdo possui uma raiz igual a p.
Ou seja, podemos relacionar funcées com pontos fixos e a resolucao de problemas de
aproximagao de raizes. As definigoes de h(x) e t(x) nao s@o unicas. Por exemplo, fazendo
h(z) =r- f(x) 4+ g(z), temos uma familia de fungdes diferentes para cada r com ponto
fixo em p, pois h(p) =1 f(p) + g(p) = h(p) =7 -0+p = p, e fazendo t(z) = r(z — g(x)),
temos t(p) = r(p — g(p)) = t(p) =r(p — p) = 0, ou seja, p é raiz de cada fungao ¢, para

cada r € R.
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A fim de se garantir a existéncia de pontos fixos para fungoes continuas, precisaremos

inicialmente mostrar o teorema que se segue.

Teorema 2.13 (Garantia da existéncia do ponto fixo): Se f é uma fungdo continua em

la,b] cujas imagens pertencem ao intervalo [a,b], entdo existe ao menos um ponto p € [a,b]

tal que f(p) = p.

Demonstragao. Considere uma funcao f continua em [a,b] tal que a < f(x) < b.
Se f(a) =a ou f(b) = b, entdo f tem um ponto fixo em a ou b, respectivamente.
Suponha que nao seja este o caso. Entao f(a) > ae f(b) < b. Defina g(x) = f(x)—=z.
Entao g é continua em [a,b], pois é uma soma de fungdes continuas neste intervalo.
Como f(a) > a temos f(a) —a > 0 e assim g(a) = f(a) — a > 0, e, analogamente,
como f(b) < b, f(b) —b < 0 eassim g(b) = f(b) —b < 0. Como g(b) <0 < g(a)
entdo, pelo Teorema do Valor Intermedidrio 2.10, existe p € [a,b] tal que g(p) = 0.
Mas assim g(p) = f(p) —p=0= f(p) =p. O

Figura 2.3: Existéncia do ponto fixo.

a

Fonte: Criado pelo autor.
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Figura 2.4: Nao existéncia do ponto fixo.

a

a b

Fonte: Criado pelo autor.

No fim da argumentacao anterior também poderiamos usar o Teorema de Bolzano
para assegurar o resultado. Partindo de g(b) < 0 < g(a) e do fato de g ser continua, este
teorema também garante a existéncia de p € [a,b] tal que g(p) = 0.

Se além da existéncia de um ponto fixo quisermos garantir também sua unicidade,
precisaremos de mais hipdteses sobre a fungao f, como sua diferenciabilidade no intervalo
(a,b). Vamos supor também que exista f’(z) para todo x € (a,b). A partir disso provaremos
os dois teoremas que se seguem. O primeiro, o Teorema de Rolle, servird como um lema

para provarmos o seguinte, o Teorema do Valor Médio.

Teorema 2.14 (Teorema de Rélle): Seja f uma funcdo continua no intervalo [a,b] e

derivével em (a,b). Se f(a) = f(b), entao existe ¢ € (a,b) tal que f’'(c) = 0.

Demonstragao. Por ser continua, a func¢ao f é limitada no intervalo [a,b]. Ou seja,
existe m € [a,b] tal que f(m) é mdximo. Suponhamos inicialmente que m € (a,b).

Entao f(z) < f(m) para todo x € [a,b]. Entao, se x é tal que a < 2 < m temos que

e sem < x <btemos que
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Entao, quando a < x < m teremos

f@) — fm)

lim <0,
z—mt Tr—m
e quando m < x < b teremos
z)— f(m
i L@ =0
T—m— xr—1m

Ora, mas como por hipétese f é derivavel em (a,b), os limites acima devem

coincidir, e assim
()~ fm)

Jim == =0= f'(m)=0.

Agora, se m = a ou m = b, entdo f(m) = f(a) = f(b). Assim ou a funcao ¢é
constante ou existe n tal que f(n) é minimo no intervalo (a,b), pois f é limitada.
Se f for constante, temos que f(z) = ¢ e como consequéncia f’(x) = 0 para todo
x € (a,b) garantindo a existéncia de ¢ € (a,b) tal que f'(c¢) = 0. Se existir n tal que

f(n) é minimo, a argumentagao é andloga ao caso de m ser o maximo de f em [a,b].

Em todos os casos fica provado que existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) =0. O

Teorema 2.15 (Teorema do Valor Médio): Seja f uma funcao continua no intervalo [a,b]

e derivdvel em (a,b). Entao existe ¢ € (a,b) tal que

Demonstragao. Para provarmos o teorema, vamos construir uma fungao g(x) a par-
tir de f(x) tal que g satisfaz as hipdteses do Teorema de Rolle, e assim garantiremos
a existéncia de ¢ € (a,b) tal que ¢'(c) = 0.

Fazendo

b—=x T —a

9(@) = (@) = T fa) -

—a b—a

f(0),

temos que g é continua em [a,b], pois é formada por produto e por soma de fungoes
continuas neste intervalo. Pelo mesmo motivo g é derivavel em (a,b), de modo que
podemos aplicar o Teorema de Rolle. Entao existe ¢ € (a,b) tal que ¢'(c) = 0.

Mas
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de modo que, para x = ¢, teremos

fla) — f(b) & fe) = f(0) — f(a)

B b—a

O:f/(c)+b—a b—a

completando a demosntracao. O]

Figura 2.5: Teorema do Valor Médio.

Reta com inclinacao f'(c)

Fonte: Criado pelo autor.

Agora podemos adicionar uma hipdtese para garantir a unicidade do ponto fixo,

COImo se segue.

Teorema 2.16 (Unicidade do ponto fixo): Seja f é uma funcao continua em [a,b] e
diferenciavel em (a,b). Se existir p em [a,b] tal que f(p) = p e |f'(x)] < 1 para todo

z € (a,b), entdo p é o tnico ponto fixo de f em |[a,b].

Demonstra¢ao. Suponhamos, por absurdo, que existam p e ¢ em [a,b] tais que

f(p) =pe f(q) = q. Assim, supondo sem perda de generalidade que p < ¢, pelo

Teorema do Valor Médio temos que existe ¢ tal que p < ¢ < g e f'(c) = %.

De acordo com a hipdtese, teremos

q) — f(p)

!f’(c)|<1<:>'f<q_p <1 f() = £ < lg— 1l

Entretanto, por serem p e ¢ pontos fixos, teremos |f(q) — f(p)| = |¢ — p|-
Assim chegamos em um absurdo.

Portanto, com as condic¢oes dadas, o ponto fixo é tinico. n
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Considerando uma func¢ao f(z) continua em um intervalo [a,b] e diferencidvel em
(a,b) tal que p é o tinico ponto fixo de f neste intervalo, vamos abordar um método iterativo
para se encontrar p ou ao menos chegar em uma aproximagao.

A ideia inicial é comegarmos por um ponto py € [a,b]. Caso f(py) = po, entao,
pela unicidade do ponto fixo, p = pg e a iteragao acabou. Caso f(pg) # po, entdo tome
p1 = f(po) e calcule f(p;). Novamente, caso f(p1) = p1, entao a iteragao estd finalizada.
Caso contrério, calculemos f(ps), onde po = f(p1), e assim por diante, definindo a sequéncia
Prr1 = f(pr)-

Entretanto, de modo similar ao Método da Bisseccao, precisamos estabelecer uma
quantidade maxima de iteragoes N e uma tolerancia €, e assim, caso |f(p;) — pi| < € para
1 <i < N, entao a iteragao para. Agora, caso apos NN iteragoes nao encontremos alguma
solucao de acordo com a tolerancia € dada, entao o processo falhou. Os detalhes estao

organizados no Algoritmo 2.3.1.

Algoritmo 2.3.1 Algoritmo do Ponto Fixo
Entrada: Uma funcao f cuja existéncia de um ponto fixo esteja assegurada no intervalo
[a,b]; os reais a e b tais que; uma tolerania e; o nimero méaximo de iteragoes N; uma
aproximacao inicial pg
Saida: Um ponto fixo p; uma aproximacao p; uma mensagem de falha.
1: k+1
2: para (1 <k < N) faca
3 p< fpo)

4 se f(p) = p entao

5 retorna FIM. O ponto fixo é p.
6 senao

7 se |p — po| < e entao

8: retorna FIM. Uma aproximacao para o ponto fixo é p.
9: senao

10: k< k+1
11: Po=p
12: fim se
13: fim se
14: fim para

15: retorna O procedimento falhou apds N iteracoes.

Interessante notar que os Teoremas 2.13 e 2.16 fornecem condigoes suficientes mas
nao necessarias para a existéncia e unicidade do ponto fixo, respectivamente. Vamos
verificar, como exemplo, que a funcao f(z) = e” —x — 3 possui um ponto fixo p no intervalo
[—3, — 1] e outro ponto fixo r no intervalo [1,2]. Depois usaremos o Algoritmo do Ponto

Fixo 2.3.1 para encontrar uma aproximacao de p. Ja para r, veremos que o algoritmo
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gera uma sequencia divergente de modo que nos faz questionar quando pode tal método

funcionar.

Exemplo 2.3.1 (Convergéncia e divergéncia através do Método do Ponto Fixo): Mostre
que a fungao f(z) = e® —x — 3 possui um ponto fixo p no intervalo [—3, — 1] e outro ponto
fixo r no intervalo [1,2]. Depois use o Algoritmo do Ponto Fixo 2.3.1 para verificar, se

possivel, uma aproximagao de p e r.

Antes de adentrarmos na demonstracao, importante notar que a fungao em questao,
por ser uma combinacao entre exponencial e polinomial, nao permite ao aluno do Ensino
Basico o uso de artificios como a Férmula de Bhaskara para o calculo de suas raizes, quando
existirem, ou até mesmo para verificar sua inexisténcia em R. Deste modo, o estudo de
aproximacao de raizes por métodos iterativos com o uso de ferramentas computacionais
mostra-se importante para tais abordagens.

Iniciando a demonstragao, notemos que f(—3) ~ 0,04 e f(—1) ~ —1,63, de maneira
que [f(—1),f(—3)] nao estd contido em [—3, — 1] e, assim, nao podemos usar o Teorema
da Existéncia do Ponto Fixo 2.13 para garantir a existéncia de algum ponto fixo de f em
[—3,1].

Para analisar se podemos usar o Teorema da Unicidade do Ponto Fixo 2.16, vamos

verificar quando |f'(z)| < 1, sendo que f'(z) = e” — 1. Teremos que

If(z))<l=-1<e"—1<1

Da desigualdade esquerda temos que e* > 0, o que é sempre verdadeiro. Ja da
desigualdade direita, temos ¢* < 2 = z < In2 ~ 0,69. Como z € [—3, — 1], podemos
apenas usar o Teorema 2.16 para garantir, caso exista, que o ponto fixo é tnico.

Iremos verificar por outro caminho a existéncia de p tal que f(p) = p. Mas isso é
0 mesmo que resolver a equagao e? —p —3 =p ou e’ — 2p — 3 = 0, que é 0 mesmo que
verificar se e — 2z — 3 = 0, ou seja, se a fungdo g(x) = e — 2z — 3 possui alguma raiz
real entre —3 e —1. Observando que g(—3) > 0 e g(—1) < 0 podemos utilizar o Teorema
de Bolzano para garantirmos a existéncia de p tal que g(p) = 0. Logo, estdao garantidas a
existéncia e a unicidade de p.

Sabendo-se da existéncia e da unicidade de p em [—3, — 1], vamos iniciar uma busca

por uma aproximagcao de p através do método do ponto fixo. Para isso, considere um erro
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e = 0.001 e um aproximacao inicial p = —2. A Tabela 2.3 mostra alguns resultados de

aproximacoes do ponto fixo p da funcao f, onde k é o niimero de iteragoes.

p k p k p
-0.8646647 | 7 |-1.2926364 | 13 | -1.3594816
-1.7141425 | 8 [ -1.4328176 | 14 | -1.3837245
-1.1057394 | 9 | -1.3285468 | 15 | -1.3656322
-1.5632945 | 10 | -1.4065913 | 16 | -1.3791485
-1.2272605 | 11 | -1.3484318 | 17 | -1.3690586
-1.4796451 | 12 | -1.3919211 | 18 | -1.3765951

OO | W N |

Tabela 2.3: Convergeéncia através do Método do Ponto Fixo feita pelo
Scilab.

O ponto fixo com doze casas decimais é igual a —1.373374545349, e a aproximacao
final com os dados fornecidos, com dezoito iteracgoes, é igual a —1.3765951.

Vamos agora analisar o que ocorre com o outro ponto fixo de f. Notemos inicialmente
que f(1) =~ —1,28 e f(2) =~ 2,38, de maneira que [f(1),f(2)] nao esté contido em [1,2] e
novamente nao podemos usar o Teorema da Existéncia do Ponto Fixo 2.13.

De modo andlogo a verificagao da existéncia do primeiro ponto fixo, analisar se
existe r com a propriedade f(r) = r é o mesmo que verificar se a funcao g(z) = e* — 2z —3
possui alguma raiz real entre 1 e 2. Verificando que g(1) < 0 e g(2) > 0, podemos usar o
Teorema de Bolzano e garantir a existéncia de r tal que g(r) =0 e assim f(r) =1r.

Ja argumentamos que apenas podemos usar o Teorema da Unicidade do Ponto Fixo,
2.16, para x < In2 =~ 0,69. Como temos no intervalo atual que z > In2, nao podemos
uséa-lo neste caso. Para argumentar sobre a unicidade de r no intervalo, suponha que exista

q tal que g(q) = 0 e suponhamos, sem perda de generalidade, g < r Assim,

T

e’ — el

r—gq

=2.

e —2r—3=¢e"-2¢—3 =

Pelo Teorema do Valor Médio, h'(m) =2 onde h(z) =e* e ¢ <m < r. Mas h/(z) =e" e
entao 2 = e = m = In 2. Entretanto, estamos supondo r e ¢ pertencentes ao intervalo
[1,2], ouseja, 1 <g<m<r<2em=1In2< 1, o que é uma contradi¢ao. Portanto, para
x € [1,2], o ponto fixo r é unico.

Agora, sabendo-se da existéncia e da unicidade de r em [1,2], veremos empiricamente
que uma busca por uma aproximacao de r através do Método do Ponto Fixo para a fungao

f nao funciona. Sejam entao, um erro € = 0,01 e uma aproximacao inicial pg = 1,5.
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p k p k p
-0.0183109 | 7 [-1.2272967 | 13 | -1.3484378
-1.9998334 | 8 | -1.4796195 | 14 | -1.3919166
-0.8648088 | 9 | -1.2926562 | 15 | -1.3594850

-1.7140591 | 10 | -1.4328032 | 16 | -1.3837220
-1.1058077 | 11 | -1.3285577 | 17 | -1.3656341
-1.5632488 | 12 | -1.4065833 | 18 | -1.3791471

OO | W N |

Tabela 2.4: Convergeéncia através do Método do Ponto Fixo feita pelo
Scilab.

Perceba que o que ocorreu foi que a sequéncia gerada pelo método convergiu para
o ponto fixo p ao invés do ponto fixo 7.
Caso a aproximacao inicial fosse py = 1.95 ao invés de 1.5, teriamos, para as quatro

primeiras iteragoes, os resultados apresentados na Tabela 2.5.

k|1 2 3 4 )
D 2.9152830 | 12.538751 | 278924.25 | Inf

Tabela 2.5: Divergéncia através do Método do Ponto Fixo feita pelo Scilab

A partir da quinta iteragao o valor ja é suficientemente alto de modo que o programa
usado para executar o algoritmo, Scilab, retorna uma mensagem de erro, ou seja, o método
usado gera uma sequéncia divergente. Através do software de geometria dinamica GeoGebra
podemos verificar a existéncia dos pontos fixos p e r. A Figura 2.6 ilustra o exemplo

discutido, onde p e r correspondem respectivamente as abscissas dos pontos B e A.

Figura 2.6: Pontos fixos da fungao f(z) =e* —x — 3.

4

3

A =(1.9239387465378, 1.9239387280765)

B = (-1.3733745453494, -1.3733745453538)

Fonte: Criado pelo autor.
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Depois da andlise da funcao f no Exemplo 2.3.1, é pertinente nos perguntarmos
quando a iteracao através do método do ponto fixo vai convergir para uma aproximacao. O
teorema a seguir baseia-se no Teorema da Unicidade do Ponto Fixo 2.16 para dar condicoes

de convergéncia usando o presente método.

Teorema 2.17 (Convergéncia da Iteragao do Método do Ponto Fixo): Seja f continua
em [s,t], com |f’| < k < 1, e suponha que existe p em [s,t] tal que p = f(p). Entao, para
qualquer ponto py € (s,t) a sequéncia definida por p, = f(p,_1) converge para o tinico

ponto fixo em [s,t].

Demonstracao. A unicidade de p advém do Teorema 2.16. Assim, para todo n € N,

com pp = f(pn—1)7 entao
p=f) = lpn —pl=f(pns) — fFP)I (2.1)

Usando o TVM temos que existe um ponto c,_; entre p e p,_;1 tal que

F(ent) = (f(Po1) = F(0)) / (par — ). Ouseja | f(comi)l- [Pt —p| = | (pat) —
f(p)| e da equacao 2.1 temos

[P0 = pl = 1f(pu1) = f(0)] = |f'(en-1)] - [pn—1 = p|
e usando a hipétese de que |f'(z)| < k para todo = € (s,t), teremos que
P =l = |f'(ca-i)| - [Pn—1 — Pl = [P0 — Pl < &+ [Pu1 — pl-
Recurssivamente, teremos
P = 0 < klpn1 =0l < K|pus —p| < Kpns —pl--- <K'po—p|.  (22)

Agora, como |k| < 1 entdao lim k™ =0 Assim:
n—oo

lpn — p| < K"|po — p| = lim |p, —p| < lim £"|py — p|.
n—oo n—oo
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Portanto, temos que
lim |p, —p| <0-|po—p|= lim [p, —p[=0,
n—00 n—0o0
e assim lim p, = p, finalizando a demonstracao. O
n—oo

Portanto, as condi¢oes para convergéncia para aproximacao de um ponto fixo p de
uma certa funcao sao bem restritivas. Retomando o Exemplo 2.3.1, podemos entender
agora o porqué da divergéncia quando usamos o Algoritmo 2.3.1 para tentar aproximar 7.
No intervalo [1,3] teremos sempre que | f'(z)| > 1, e assim o teorema anterior ndo garante a

convergencia. Para finalizar, analisaremos mais um exemplo de aplicacao do atual método.

Exemplo 2.3.2: Verifique que a fungao f(z) = In(2? — z +8) — x + 1 possui um ponto fixo

p entre a = 1.3 e b = 2 e use o Algoritmo 2.3.1 para obter uma aproximacao para p.

Novamente trata-se de uma funcao cuja determinacao ou verificacao da existéncia
de raizes reais por abordagens convencionais na Educagao Béasica pode ser insuficiente,
mostrando novamente o potencial dos métodos iterativos através de recursos computacio-
nais.

Inicialmente notemos que % — x + 8 é sempre positivo e assim a funcio f esta
bem definida. Depois notemos que f(1.3) ~ 1.827 e f(2) ~ 1.302, de modo que podemos

aplicar o Teorema da Existéncia do Ponto Fixo, 2.13, e garantir a existéncia de ao menos

um ponto fixo p no intervalo [1.3,2]. Ademais, temos que f'(x) = fjf—;’i;), e pode-se
demonstrar que, no intervalo em questao
—224+3x -9
If|<1=-1<f <1 eassim —1<2+—<1.
T4 —x+8
Analisando a desigualdade esquerda, teremos: —1 < j;j—ﬁgg, e entao
2
—z*+3x -9 2 — 1
————+1>0, deondetemos que — > 0.
2 —x+8 2 —x+8

Verificando que o discriminante do denominador da fracao algébrica é negativo, temos

que nao existem raizes reais para 22 — x + 8, que portanto é sempre positiva. Fazendo
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2r — 1> 0=z > 0,5. Conclui-se que

72 _
-1< w e entao = > 0,5.
2 —x+8

Analisando agora a desigualdade direita, teremos:

—:1:2+3x—9<1 - —224+3x -9 1<0 1 —2x2+4:p—17<0
- - eentio ——— — 020 )
2 —x+8 2 —x+8 g0, 2 —x+8

Os discriminantes de ambos membros da ultima fragao algébrica sao negativos, e como
consequencia o numerador é sempre negativo enquanto o denominador é sempre positivo.
Portanto, tal fracao é sempre negativa. Apds a anélise das desigualdades, podemos concluir
que

If'(x)] <1=2>05

e assim podemos usar o Teorema da Unicidade do Ponto Fixo 2.16 para garantir um tnico
ponto fixo p no intervalo em questao. Além do mais, com tais hipoteses podemos usar
o Algoritmo do Ponto Fixo 2.3.1, pois neste caso as iteracoes convergirao. Na tabela a
seguir, para algumas iteragoes k sao exibidas aproximagoes py do ponto fixo, assim como o

respectivo erro €.

k 1 ) 10 15 20
pr | 1.5552479 | 1.5826447 | 1.5991332 | 1.5950814 1.5960761
e | 0.0947521 | 0.0307956 | 0.00755921 | 0.00185626 | 0.000455784

Tabela 2.6: Aproximacao do ponto fixo de f através do Scilab.

No dultimo exemplo, usamos o Algoritmo 2.3.1 para mostrarmos que a funcao
f(x) = In(2* — 2 + 8) — x + 1 possui um ponto fixo, ou seja, mostramos que p é raiz
da fungao g(x) = f(x) —z = In(2? — z + 8) — 2 + 1 no intervalo [1.3,2]. Isso porque
g(p) = f(p) — p e, como f(p) = p, temos g(p) = 0. Analogamente, no Exemplo 2.3.1,
usamos o mesmo algoritmo e verificamos que a fungao f(z) = e* — x — 3 possui um ponto
fixo p no intervalo [—3, — 1], ou seja, a fungao g(x) = e* — 2z — 3 possui uma raiz neste

intervalo.
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2.4 0O Método de Newton

Para o terceiro e ultimo método iterativo que apresentaremos, o Método de Newton,
escolhemos uma abordagem gréfica para introduzi-lo. Assim como os outros métodos,
este também tem o objetivo de determinar ou aproximar raizes de fungoes. De maneira
simplificada, supondo que certa fungao possua uma raiz real e seja diferencidvel pelo menos
em um intervalo continuo que contenha esta raiz, as aproximagoes sao geradas tomando-se
as intersegoes com o eixo x das retas tangentes ao grafico da fungao nos sucessivos pontos
de aproximagao.

Sendo mais precisos, considerando uma fungao f continua em [a,b] e diferencidvel
em (a,b), com uma raiz neste intervalo, tomamos como primeira aproximagao py = “T“’
Se f(po) = 0, entdo encontramos a raiz. Caso contrario, iniciamos a primeira iteracao.
Considere 7 a reta tangente ao gréfico de f no ponto (po,f(po)). Entdo r pode ser definida
da seguinte forma:

y — f(po)

T e f'(po) =y = f'(po) - (x —po) + f(po)-

Se f'(po) # 0, ent@o ry corta o eixo z em um ponto p;, que serda nossa segunda
aproximacao. Caso f(p;) = 0, entao encontramos a raiz. Caso f(p;) # 0, consideramos
r9, a reta tangente ao grafico de f pelo ponto (p1,f(p1)). Novamente, se f'(p1) # 0, a
proxima iteragao tera como aproximagao ps, a intersecao desta reta com o eixo x e, assim,
sucessivamente. Para melhor compreensao, vamos ilustrar o método através do Exemplo

2.4.1 e depois argumentar sobre a convergéncia do processo.

Exemplo 2.4.1: Considere a fungao continua e infinitamente derivével f(z) = e* — 22 — 2.
Note que f(0) - f(2) < 0, de maneira que podemos invocar novamente o Teorema de
Bolzano 2.9 para garantir a existéncia de p tal que 0 < p < 2e f(p) =0.

Vamos iniciar as iteracoes ilustrando o processo através de f e sua raiz. Tomemos
como primeira aproximagao para p o valor py = 1. Como f(1) # 0, entao vamos a préxima
etapa do procedimento.

Para isso, considere r, a reta tangente ao grafico da funcao f no ponto (po,f(po))-

Entao a equagao de ry satisfaz y —yo = m- (z —x¢), onde m = f'(po), o = po € Yo = f(po)-
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Denotando y por g;(x) teremos:

1o gi(x) = f'(po) - (x = po) + f(po)-

Considere entao x tal que ¢gi(x) = 0. Assim teremos x = py — JJ:,((Z; %)). Nossa segunda

aproximacao para p sera r = pp, ou seja:

o f(po)
pr="r f'(po)

Figura 2.7: Uma primeira aproximacao para a raiz de f(r) = e® — 22 — 2.

f@) =e" —a*—2

Tangente r

Py

P

(Pp.f(og)

Fonte: Criado pelo autor.

Novamente temos f(p1) # 0 e entdo vamos ao préximo passo. Analogamente ao

passo anterior, tomemos 7 a tangente ao grafico de f no ponto (po,f(po)), ou seja

o ga(x) = f'(p1) - (x —p1) + f(p1),

e tome go(z) = 0 e entdo x = p; — ]{c,(é 11)). Assim nossa terceira aproximacao para p sera

P2 =1

O valor de p com seis casas decimais é de 1.319073 enquanto p, = 1.323233, ou
seja, o erro ja é menor a que 0.01. Para uma melhor aproximacao, repetimos o processo
descrito mais duas vezes, conforme consta na Tabela 2.7, que mostra as quatro primeiras

aproximacoes e a funcao f aplicada em cada uma delas. Além do mais, ha nesta tabela
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também o mdédulo da diferenca entre aproximacoes consecutivas. Assim podemos notar
que as aproximacoes ficam melhores, pois o médulo da diferenca entre aproximacoes
consecutivas diminui rapidamente enquanto se aproximam da raiz procurada, pois f

aplicada em cada uma delas fica cada vez mais proxima de zero.

Figura 2.8: Duas aproximagoes para a raiz de f(z) = e® — 2% — 2.

Fonte: Criado pelo autor.

D [ (pr) lp — pol
1 ~ —0.281718 -

~ 1.392211 | ~ 0.085485 | ~ 0.392211
~ 1.323233 | ~0.004597 | ~ 0.068978
~ 1.319087 | ~0.000014 | ~ 0.004146
~ 1.319073 | ~0.000001 | ~ 0.000014

Bl Wl N R ol

Tabela 2.7: Exemplo para o Método de Newton feito através do Scilab

A partir da discussao e do exemplo mostrados anteriormente, definimos a iteracao
do Método de Newton. Seja py uma aproximacao inicial. Entao, como visto, p; é o valor
da intersecao da reta tangente ao gréfico da fungao f pelo ponto (po,f(po)) € o eixo z, ou,

em outras palavras, p; é a raiz de y = f'(po) - (x — po) + f(po), ou seja:

Po . Po
De f'(po)-(x—po)+f(po) =0 temos que x = py————— e assim p; =py——.
o ) ") CP )
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Procedendo a iteragao, teremos que

Pr—1

Pk =Dk—1— 57—~
f,(pk:—l)

O Algoritmo do Método de Newton 2.4.1 sintetiza as iteragoes através deste método.

Algoritmo 2.4.1 Algoritmo do Método de Newton
Entrada: Uma funcgao f; dois reais distintos a e b; uma tolerancia €; o nimero maximo de
iteragoes INV; uma aproximacao inicial pg
Saida: Uma raiz p; uma aproximacao px; uma mensagem de falha.
Ln<+1
2: para (1 <n < N) faga
3: p < po — f(po)/f'(po)

4: se f(p) = 0 entao

5: retorna FIM. A raiz é p.
6: senao

7 se |p — po| < e entao

8: retorna FIM. Uma aproximagao para a raiz ¢é p.
9: senao

10: k+<k+1

11: Do =D

12: fim se

13: fim se

14: fim para

15: FIM. O procedimento falhou apds N iteragoes.

Descrito o método, podemos tratar agora de garantir as condigoes para sua con-

vergéncia. Para isso, vamos usar uma argumentacao similar a argumentagao usada no

Teorema da Convergéncia do Ponto Fixo, 2.17. Notemos que a fungao g(x) = x — ]{,((”;))

é continua no intervalo [a,b] desde que f'(z) também o seja. Como f(p) = 0, temos que
g(p) = p, considerando por ora que f'(z) # 0, de sorte que g tem ponto fixo em p e p é
raiz de f. Ou seja, determinar e argumentar sobre a existéncia do ponto fixo p da fungao
g e sua convergéncia significa argumentar sobre a convergéncia e existéncia da raiz de
f. Para garantir a continuidade de g, vamos usar que a soma e o quociente de fungoes
continuas em um dado intervalo é também uma funcao continua, desde que esteja bem
definida. Por hipdtese f é continua no intervalo em questao e a fungao h(x) = = também
0 é, e dai concluimos que g ¢ também continua neste intervalo.

Por fim, adicionando a hipétese de que ¢'(z) exista em [a,b] e |¢'(x)| < 1, temos

o suficiente para invocar o Teorema da Convergéncia do Ponto Fixo e garantir que a

f(Pn—1)
fl(pn—l)

sequencia p, = pn_1 — gerada a partir da funcao g convirja para o ponto fixo p.



Capitulo 2. Meétodos Iterativos para o Cdlculo de Raizes de Funcgoes 43

H4, contudo, dois casos que merecem atencao. O primeiro, diz respeito a encon-
trarmos um valor py tal que f’(px) = 0 para algum py # p. Ocorrendo tal caso, podemos
redefinir o intervalo [a,b] para um intervalo [p — d, p+ d] com 6 > 0, onde py & [p— 9, p+ 9],
de forma a nos livrarmos do problema de se encontrar uma derivada nula de f. O outro
caso pode ocorrer quando f’(p) = 0. Na prética, a sequéncia de aproximagoes p,, seria tal
que para algum natural k£ terfamos um erro ao se calcular g(py). Assim, calculando-se
f(pk), obterfamos 0 ou um valor ndo nulo. Caso f(px) = 0,temos que py = p, finalizando o
problema de se encontrar a raiz de f. Agora, caso f(px) # 0, entdo poderfamos restringir
o intervalo tal como no primeiro caso.

Por fim vamos analisar as condigoes para que |¢'(x)| < 1. Como g(z) = x — %,

teremos que

()
/(@)

)l e entao g'(x)zl—(

o - - ref -t 1))

f'(x)?

O que, de forma mais sintética, nos fornece:

YO
Portanto

[(@)- ["()

)2 <1 eentio |f(z)-f"(2)| <|f(z)]*

De |¢'(z)] <1 termos ‘

Compilando o que foi abordado, temos o seguinte resultado.

Teorema 2.18 (Convergéncia do Método de Newton): Seja f continua em (a,b) tal que

[ e f” existam para todo z € (a,b), com |f(x) - f"(x)] < f'(z)?. Se existir p tal que

Sf(Pn—1)
f/(pnfl)

f(p) =0 com a < p <b, entdo a sequéncia p, = p,_1 — converge para p seja qual

for a aproximacao inicial py.
Vamos, a seguir, estudar mais um exemplo de aplicagao Método de Newton.

Exemplo 2.4.2 (Determinando ponto fixo da funcao f(x) = cosx com o Método de
Newton): Verifique que a fungao f(x) = cosx possui um ponto fixo p e calcule uma

aproximacao para p usando o Método de Newton.
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Como cos0 =1 e cos 5 = 0, temos pelo Teorema da Existéncia do Ponto Fixo 2.13

que existe ao menos um ponto fixo p de f no intervalo [0,5]. Como f'(x) = —senz e
™
0<z< ) implicaem —1< —senz <0 eassim |[f(z)]<1,

temos pelo Teorema da Unicidade do Ponto Fixo 2.16 que p é tinico no intervalo. O Método
de Newton é uma ferramenta para aproximar raizes, entao para usa-lo aqui precisamos

de uma fungao auxiliar h(z) = cos(z) — x, pois note que h(p) = cos(p) — p = 0. Assim,

h(a)
W)

podemos fazer g(x) = x — Usando o Algoritmo do Método de Newton 2.4.1 e supondo
um erro € = 0.0001, e um valor inicial py = 7, obtemos uma rdpida convergencia, conforme

mostra a tabela 2.8.

Pk 9(pr) €
0.785398 | —0.0782914 0.045862

0.739536 | —0.000754875 | 0.000450955
0.739085 | —7.5129978 4.48908~%

W N |

Tabela 2.8: Determinando ponto fixo através do Método de Newton usando
o Scilab

Para fechar esta secao, vamos retomar trés exemplos citados anteriormente, sendo
um ja resolvido pelo Método do Ponto Fixo, outro ja resolvido pelo Método da Bissecgao
e, por fim, um exemplo de um problema citado e nao resolvido.

Iniciaremos por aproximar o ponto fixo p da fungao f(z) = In(2? — 2z +8) —x + 1,
como no Exemplo 2.3.2, usando agora o Método de Newton ao invés do Método do Ponto

Fixo.

Exemplo 2.4.3 (Determinando ponto fixo da fungao f(z) = In(z?> —z+8) —z +1

com o Método de Newton):

Primeiro, precisamos fazer uma pequena alteracao, de modo que nosso problema
torne-se um problema direto de determinacao de raiz. Mas calcular o ponto fixo de f
¢ 0 mesmo que calcular uma raiz da funcao g(x) = In(2? — x + 8) — 2x + 1, pois de
r=In(z? —x+8)—x+1 teremos In(z? —x +8) — 2z + 1 = 0.

Vamos considerar aqui também o intervalo [1.3,2] e o valor inicial p = 1.65. Apli-
cando o Método de Newton para um erro e = 0.0001, obtemos com trés iteragoes o valor

p3 = 1.59588. Usando o GeoGebra para determinar a raiz de g neste intervalo, obtemos
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p ~ 1.5958800023958, enquanto com vinte iteragoes, usando o Método do Ponto Fixo
obtemos pyy = 1.5960761. Assim, o Método de Newton se mostra uma ferramenta muito
poderosa, convergindo muito mais rapidamente. Como veremos mais a frente, calcular
raizes no GeoGebra é uma tarefa simples, e nos serve como uma ferramenta auxiliar,
ajudando a levantar conjecturas e a verificar calculos.

Entretanto, para utilizar o Método de Newton deveriamos antes verificar as condigoes
do Teorema 2.18, mais especificamente, deveriamos verificar se, no intervalo [1.3,2], a

seguinte inequacao ¢ satisfeita:
l9(x) - g" ()] < |g'(2)],
o que ¢ equivalente a mostrar que

(In(z*> =z +8) — 2z +1)-

—222 +2x + 15 —22% + 4 — 17
(22 — x + 8)2 2—x+8 |

Nao é uma tarefa simples verifica-la sem o uso de recursos computacionais. Cal-

culando para alguns valores do intervalo em questao, a saber, seus extremos, 1.3 e 2, e a

primeira aproximacao, 1.65, obtemos os valores dispostos na Tabela 2.9.

| lglx) - g"(@)] | lg'(x)]?
1.3 ~ 0.89 ~ 3.27
1.65 ~ 0.77 ~ 2.89
2.0 ~0.13 ~ 3.05

Tabela 2.9: Verificando para alguns valores a desigualdade |g(z) - ¢ (z)| <
g (x)[?

Note que a desigualdade ¢é verificada para os valores em questao, e, apesar de nao
ser uma prova, ¢ um indicio de que tal desigualdade é verdadeira. Em situagoes como
esta, onde verificar a desigualdade é uma tarefa demasiadamente complicada e onerosa,
poderiamos verificar se a relagao é valida para cada p, ao invés de tentar provéa-la.

Agora, vamos aproximar a raiz da fungao f(z) = 2 — 5z — 5, retomando o Exemplo

2.2.1, usando agora o Método de Newton ao invés do Método da Bissecgao.

Exemplo 2.4.4 (Determinando a raiz da fungao f(x) = =3 — 5z — 5 com o Método de

Newton):
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Tal qual no Método da Bisseccao, tomamos como valor inicial pg = 2.5. A Tabela
2.10 mostra as dez primeiras aproximagoes e a funcao f aplicada em cada uma delas. Os

calculos foram feitos em planilha eletronica.

Niumero de iteragoes | Raiz aproximada f(x)
1 2.50000000000000 | —1.87500000000000
2 2.63636363636364 | 0.14199849737040
3 2.62740544127405 | 0.00063397979838
4 2.62736508552899 | 0.00000001283680
5) 2.62736508471183 | 0.00000000000000
6 2.62736508471183 | —0.00000000000001
7 2.62736508471183 | 0.00000000000000
8 2.62736508471183 | —0.00000000000001
9 2.62736508471183 | 0.00000000000000
10 2.62736508471183 | —0.00000000000001

Tabela 2.10: Aproximando raiz da fungao f(z) = 2* — bz — 5 através do
Método de Newton.

Mais uma vez, o Método de Newton se mostrou muito mais rapido nas aproxima-
¢oes, visto que no Exemplo 2.2.1 através do Método da Bisseccao com cinco iteracoes
obteve-se uma aproximacao de 2.6875 e com cinco iteragoes através de Newton, obteve-se
2.62736508471183. Calculando a raiz através do comando "Raiz(f)"no GeoGebra, obtemos
2.6273650847118, o que é relativamente simples, e se faz apds inserirmos a funcao nesse soft-
ware digitando f = x® — 5z —5 na entrada e depois escrevendo "Raiz(f)”. Automaticamente,
se existirem raizes para a fungao em anélise, elas serao exibidas.

Os exemplos anteriores sao amostras de como o Método de Newton é poderoso,
fornecendo uma rapida convergéncia se comparado aos outros dois métodos. Na préxima
secao, onde encerramos este capitulo comparando novamente os métodos e analisando
mais fatores relacionados a convergéncia destes, observaremos mais uma vez que o Método
de Newton se mostra muito eficaz.

Para finalizar, retomaremos o exemplo citado na introducao deste capitulo que

consiste em determinar log 2.
Exemplo 2.4.5 (Aproximando log 2 através do Método de Newton.):

Para isso, escrevemos a equacgao x = log 2 que corresponde a equagao 10* — 2 = 0,
ou seja, ¢ o mesmo problema de se determinar a raiz da fungdo f(z) = 10* — 2, onde

podemos aplicar a teoria do Método de Newton.
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Calculando f’, teremos:

f'(z) = (10" — 2) = (10")" — 2" = (10™)".

Da férmula de derivagao %a“ =u

"~ a"-Ina, onde u é funcdo de x, teremos que,

comoa=10eu = z:
f'(z)=2"-10" - In10 = f'(x) = 10" - In 10

Portanto, a sequéncia que usaremos para a iteracao fica:

f(Pu1) 1071 —2
n — Pn—1 — = DPn = Pn—1 — :
Pn = Pn—1 7 ) Pn = Pn-1 1071 -1n 10

n—1

Para determinar o ponto incial das iteracoes, vamos estimar a solucao de 10* = 2
considerando que, se ao invés de 10 tivéssemos 8, terfamos x = 1/3 = 0.333... como
solucdo, ja que 8'/3 = 2. Assim, tomemos como ponto de partida a aproximacio py = 0.3
A Tabela 2.11 mostra as dez primeiras aproximagoes e a respectiva aplicacao de f, feitos

através de planilha eletronica.

Ntmero de iteracoes | Raiz aproximada f(z)
1 0.300000000000000 | —0.00473768503112
2 0.301031218026109 | 0.00000562919355
3 0.301029995665701 | 0.00000000000792
4 0.301029995663981 | 0.00000000000000
) 0.301029995663981 | 0.00000000000000
6 0.301029995663981 | 0.00000000000000
7 0.301029995663981 | 0.00000000000000
8 0.301029995663981 | 0.00000000000000
9 0.301029995663981 | 0.00000000000000
10 0.301029995663981 | 0.00000000000000

Tabela 2.11: Aproximando log 2 através do Método de Newton.

Perceba que para 15 casas decimais 4 iteracoes ja se mostram suficientes.

Uma interessante variante do método de Newton é o Método da Secante, que evita
o calculo da derivada da funcao, substituindo-a por uma aproximacao dada pelo coeficiente

angular da reta secante definida pelos dois pontos de aproximagao anteriores. Ao invés da
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f(Pn—1)
f/(pn—l)’

aproximacao de f’(p,—1). Da definicdo da derivada de f no ponto p,,_1, temos:

sequéncia p, = pp_1 —

usa-se no Método da Secante outra sequéncia que parte da

Pl =t ST

Se p,_o for proximo de p,_1, podemos fazer

f/(pn—l) ~ f(pn—l) - f(pn—z).
Pn—-1 — Pn—2

Por fim, substituindo f’(p,_1) na sequéncia do Método de Newton, ou seja, em

Pn = Pn_1 — ]{,(5;‘_11)), obtemos a sequéncia do Método da Secante:

f(pn71> : (pnfl - pn72)
f(pnfl) - f(pn72> ‘

Pn = Pn—1 —

2.5 Comparativo entre os métodos

Nesta secao, vamos comparar os trés métodos a partir do problema de se aproximar
raizes quadradas de ntmeros primos. Mais precisamente, se p é um natural primo,
partiremos do problema de se resolver a equacao 2 = p para o problema de se resolver a
equacao z2 —p = 0.

Um aspecto interessante desse problema é que a solucao é sempre um nimero
irracional, como sera mostrado no resultado 2.19. Assim, além de comparar os trés
métodos, possibilita-se um cendario para discussao da irracionalidade, da primalidade e da
radicializagao em particular no Ensino Béasico, dando énfase ao modelo computacional, uma
vez que na pratica podemos apenas aproximar o resultado e nunca encontra-lo exatamente.

De 2% = p, se © > 0, entdo z = /p e assim 2° —p = 0. Ou seja, ¢ 0 mesmo problema
de se determinar alguma raiz real de f(r) = 2> — p ou de f(z) = p — 2%. A aproximacao
inicial para a ,/p ¢ uma limitagao inferior a e outra superior b, ou seja, a < ,/p < b com
a € N, be N e a?e b? sao respectivamente o maior quadrado perfeito menor que p e o
menor quadrado perfeito maior que p. Por exemplo, se p = 11 entao a = 3 e b = 4 pois

a’ =9 e b? = 16. Portanto

9<11<16=v9 < V11 < V16 = 3 < V11 < 4.
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Essa linha de raciocinio pode ser um gatilho para que o estudante perceba que a raiz
quadrada de um nimero primo nao pode ser um nimero inteiro. Durante uma sequéncia
diddtica, abre-se caminho para a discussao sobre a irracionalidade de ,/p partindo-se por
exemplo do questionamento sobre o “fim” das itera¢oes em algum momento. Discutiremos
isso no Capitulo 4, em nossa proposta de Sequéncia Didatica. Caso seja conveniente,

pode-se usar o Lema 2.19 para provar a irracionalidade de /p, talvez no caso mais familiar

de V2.

Lema 2.19 (Irracionalidade da raiz quadrada de um primo): Se p € N é primo, entao

/P € irracional.

Demonstracao. Faremos a demonstracao por absurdo e usaremos propriedades
da divisibilidade no conjunto dos ntimeros Naturais. Entre elas, dados x e y
pertencentes a N, afirmar que “x divide y” é o mesmo que dizer que y é multiplo de
x. Com efeito, supondo que /p € Q, entao existem naturais nao nulos r e ¢ tais
que /p = g e r e ¢ nao possuem divisores em comum, pois podemos considerar a

fracao irredutivel. Além do mais ¢ # 1 pois p é primo. Assim

r r’ 2 2
ﬁz;jp:?:wﬂ =p-q.

Temos, da tltima igualdade, que p divide r? e assim p divide r, pois p é

primo. Entao r = p - k, para algum k € Z. Logo
P=p-@¢=pE=p-¢=>p k=4

Da ultima igualdade podemos concluir que p divide ¢? e, novamente pelo
fato de p ser primo, temos que p divide q. Mas isso seria uma absurdo, pois r e ¢
sao primos entre si, logo, nao possuem fatores primos em comum. Assim temos um

absurdo. Concluimos que ,/p ¢ irracional. O]

A compreensao da argumentacao anterior parte de alguns pressupostos e entre eles
do entendimento de que todos os racionais possuem uma forma fracionaria irredutivel.
Mesmo que inicialmente esse argumento nao seja levado para a sala de aula, é relevante

que o professor tenha conhecimento dele para, abrindo-se uma oportunidade, mostra-lo
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a turma. Uma argumentacao alternativa pode surgir das préprias interagoes em sala de
aula, quando o assunto for discutido a luz da utilizagao dos métodos iterativos.

Para as analises aqui feitas, vamos comparar o comportamento dos trés métodos na
determinacio ou aproximacao da raiz da fungao f(r) = 2? — 11. Para isso, consideramos
o intervalo inicial [3,4] para o Método da Bisseca¢ao e uma aproximacao inicial p = 3.5
para os Métodos do Ponto Fixo e de Newton, o que significa que na pratica todos
os trés métodos partem da aproximagao inicial 3.5, pois, como ja estudado na Sec¢ao
2.2, o Método da Bissecgao parte do ponto médio do intervalo inicial como primeira
aproximacao. Obtemos em ambos os Métodos de Newton e do Ponto Fixo na terceira
iteragao, p3 = 3.31662826420891, com [p? — 11| < 0.0001. J& através do Método da
Bisseccao, apds oito iteracoes, obtemos pg = 3.316406250000.

Para fins de comparacao, consideramos interessante calcular o modulo da diferenga
pjz- — 11 para cada iteragao, para se ter um mesmo parametro de comparacao entre os
métodos. Isso porque se p, é uma aproximagao, entao p; deve ser proximo de 11. Assim,
escolhemos nao tratar sobre os erros especificos de cada método. Perceba que o Método
de Newton e do Ponto Fixo se mostraram bastante eficazes, pois com poucas iteracoes
j4 nos dao aproximacoes bastante razodveis de v/11, o que nao ocorre com o Método da
Bisseccao .

Para se determinar ou aproximar a raiz de f através do Método do Ponto Fixo
encontramos um problema inicial, porque tal método nao determina diretamente a raiz.
Precisamos, portanto, ajustar a funcao antes. Para isso, determinamos uma funcao ¢ tal
que f(z) =0 = g(x) = 2. Um modo de fazé-lo é, a partir da equagao 2 — 11 = 0, dividir
todos os seus termos por z, considerando x > 0, obtendo z?/x = 11/x e assim z = 11/z.
Agora, adicionando = em cada lado da equagao, temos = + x = 11/x + x, o que nos da
20 = 11/x+x e por fim, x = 1/2(11/x + z) e entdo podemos definir g(z) = 1/2(11/z + x).

Para que as iteragoes convirjam, precisamos assegurar que |¢'| < 1 de acordo com o
Teorema 2.17. Como g(x) = (11 — 2?)/2(11 + 2)?, teremos que a desigualdade se verifica
verdadeira para todo real x > 3, em particular no intervalo [3,4], satisfazendo o Teorema
2.17.

Para o problema particular de se aproximar /11, verificamos que o Método de
Newton e do Ponto Fixo sao igualmente eficazes. Isso porque a sequéncia p, 1 = p, —

(p2 — 11)/(2p,) do Método de Newton é gerada pela fungao h(z) = v — (22 — 11)/2x, de
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acordo com o Teorema 2.18 e a sequéncia do Método do Ponto Fixo p,.1 = 1/2(11/p, +pn)
é gerada a partir da fungao g(z) = 1/2(11/x + z). E notemos que

x? —11 2¢2 2 —11 2411
hz)=x— =— — = :
2z 2z 2 2x

E também que

(z) 1 11+ 1 11_i_x2 1 /11 + 22 x? 411
€Tr) = — _ T = — _ _ = — = .
g 2\ x 2\ x T 2 T 2z

Ou seja, f(x) = g(x), de modo que as sequéncias geradas pelos dois métodos sao idénticas,

neste caso.

Em geral, o Método de Newton e outros métodos que variam deste costumam
apresentar uma convergéncia mais rapida. Convém fazer uma analise mais geral de cada
método para o problema apresentado para que possamos entender melhor sua aplicacao
no caso de se aproximar raizes quadradas.

Retomando o Teorema 2.17 da Secao 2.3, Método do Ponto Fixo, a convergéncia
através do Método o Ponto Fixo depende da existéncia de um real k tal que 0 < k < 1e
lg(z)'] < k no intervalo de interesse. Quanto mais préximo de 1, menor a velocidade de
convergéncia, quanto mais proximo de 0, maior a velocidade de convergéncia. Ainda mais,

a referéncia [2] mostra que, caso a funcao satisfaga as hipdteses do dito teorema, entao

n

Ip — pnl| < 1 — pol,

11—k

o que nos da um limite para o erro.
Analisando de forma mais geral o Método do Ponto Fixo na determinacao da raiz

de um primo p, terfamos que determinar a raiz de f(x) = 22 — p, ou seja:

2 2 1
r—p=0=2"=p=>zx=—

p
2(; +ZL’).

Portanto, definindo g(x) = 1/2(p/x + x), determinar uma raiz p de f é o mesmo que se
determinar um ponto fixo de g. Depois devemos escolher um intervalo I tal que x € I
satisfaga |¢'(x)| < 1.

Usando o Método de Newton, para se calcular ou estimar a raiz quadrada de um

primo p é necessario que f satisfaca o Teorema da Convergéncia do Método de Newton.
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Como f(x) =22 —p, f'(x) =2z e f'(z) = 2, temos que:
|f(z) - f"(2)| < |f'(@)]? = |2 —p| 2 < 42® = —22% < 2? — p < 22°.
Resolvendo a desigualdade esquerda, temos
22 <a?—p=3—p>0= (x+p/3)(x —/p/3) >0,
que ¢ satisfeita quando = > m ouzr < —m. Ja a desigualdade direita nos da
22 —p<22? eassim z? > —p,

o que é sempre satisfeito. Assim, para se usar o Método de Newton com éxito, considerando
que estaremos interessados em valores positivos, devemos escolhermos um intervalo [a,b]
tal que = € [a,b] satisfaga x > 1/p/3. No caso particular de se estimar /11 usamos o
intervalo [3,4] que satisfaz a condigao, pois p = 11 e assim \/m < \/m = 2.E, como
vimos, as iteracoes chegam rapidamente na aproximacao de acordo com o erro especificado.

Para que seja possivel utilizar o Método da Bissecgao é necessério que f(a)- f(b) < 0,
de acordo com o Teorema 2.11. Com efeito, temos f(z) = 2?—p = f(z) = (x+/p)(x—+/D)
e, por hipétese, 0 < a < ,/p < b, o que nos garante que f(a) <0 e f(b) > 0. Portanto o
Método da Bisseccao também se mostra aplicavel nesta situagao, e, de fato, houve uma
convergencia nas iteragoes.

De maneira geral, a medida da velocidade de convergéncia de um método iterativo

¢é feita através do calculo do limite:

lim 2L =P e R
n—00 (pn — p)a’

Se tal limite existe, dizemos que a sequéncia converge para p com ordem de
convergéncia . Na referéncia “Andlise Numérica” [2] mostra-se que a sequéncia do Método
da Bissec¢ao e a sequéncia do Método do Ponto Fixo sao sequéncias designadas como
sequéncias de ordem 1, ao passo que a sequéncia do Método de Newton em geral, tem
ordem de convergéncia 2. Na pratica, quanto maior a ordem de uma sequéncia mais

rapidamente ela converge. Portanto, em geral, o Método de Newton é o que apresenta

convergéncia mais rapida.
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Para as atividades que serao propostas no Capitulo 4, consideramos interessante
utilizar o Método da Bisseccao para o mesmo problema, isto é, o de se aproximar a raiz
quadrada de um numero primo, apesar de o Método de Newton se mostrar mais eficiente.
Isso porque nosso interesse nao ¢ exatamente na velocidade da convergéncia, e sim em
outros aspectos, como trabalhar habilidades relacionadas a propriedades da primalidade,
da irracionalidade e de fungoes quadraticas, tanto em sua forma algébrica quanto em sua

forma grafica.



3 Pensamento Computacional no Ensino
de Matematica

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) [9], documento normativo que direci-
ona os curriculos regionais implementados nas escolas de Educagao Bésica do Brasil, pontua
que as tecnologias digitais e a computacao estao fortemente presentes no nosso cotidiano,
seja nos escritorios, nas escolas, nos nossos bolsos, nas cozinhas, nos automéveis, nas
roupas, etc, além de que grande parte da producao humana estéd armazenada digitalmente.

Assim, segundo consta nesse documento:

E preciso garantir aos jovens aprendizagens para atuar em uma sociedade
em constante mudanca, prepara-los para profissoes que ainda nao existem,
para usar tecnologias que ainda nao foram inventadas e para resolver
problemas que ainda nao conhecemos. Certamente, grande parte das
futuras profissoes envolverd, direta ou indiretamente, computacao e
tecnologias digitais. (Brasil [9], 2018, pag. 473)

Portanto entre as competéncias que se almeja desenvolver através dessa base

curricular, estao habilidades relacionadas ao pensamento computacional, que, por sua vez:

[ -] envolve as capacidades de compreender, analisar, definir, modelar,
resolver, comparar e automatizar problemas e suas solucgoes, de forma
metddica e sistematica, por meio do desenvolvimento de algoritmos.

(Brasil [9], 2018, pag. 474)

Levando isso em consideragao, entendemos que as ferramentas computacionais
constituem um importante mecanismo facilitador para o ensino de Matematica, em
especial, para o ensino de temas relacionados ao cédlculo de raizes. Desta forma, nesse
capitulo pretendemos abordar elementos que entrelacem os temas matematicos abordados
no capitulo anterior com a pratica da sala de aula.

Para isso, além de propormos reflexdes sobre como o uso de ambientes informatizados

pode melhorar os processos de se ensinar e se aprender Matematica, tendo como base o

54



Capitulo 3. Pensamento Computacional no Ensino de Matemdtica 55

trabalho de Gravina [5] e nos apoiando também em direcionamentos da BNCC fazemos
uma andlise de cinco dissertagoes do Programa de Mestrado Profissional em Matematica
em Rede Nacional (PROFMAT), do qual também pertence este mesmo trabalho, tomando
como base o artigo de Serafim, Ferreira e Amorim [8]. Essas reflexoes foram decisivas para
a elaboragao da sequéncia didatica, pois permitiram melhor compreensao sobre como sao
as producoes do PROFMAT, em particular sobre Métodos Iterativos, e como contribuem

para a EB.

3.1 A BNCC

A BNCC [9] lista cinco competéncias especificas para a drea de Matemética e Suas

Tecnologias para o EM (péagina 531) descritas a seguir.

Competéncia 1 Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos mate-
maticos para interpretar situagoes em diversos contextos, sejam
atividades cotidianas, sejam fatos das Ciéncias da Natureza e Hu-
manas, das questoes socioeconémicas ou tecnoldgicas, divulgados
por diferentes meios, de modo a contribuir para uma formacao
geral.

Competéncia 2 Propor ou participar de agbes para investigar desafios
do mundo contemporaneo e tomar decisoes éticas e socialmente
responsaveis, com base na andlise de problemas sociais, como os
voltados a situagoes de saide, sustentabilidade, das implicagoes
da tecnologia no mundo do trabalho, entre outros, mobilizando
e articulando conceitos, procedimentos e linguagens préprios da
Matematica.

Competéncia 3 Utilizar estratégias, conceitos, defini¢oes e procedimen-
tos matematicos para interpretar, construir modelos e resolver
problemas em diversos contextos, analisando a plausibilidade dos re-
sultados e a adequacao das solugoes propostas, de modo a construir
argumentacao consistente.

Competéncia 4 Compreender e utilizar, com flexibilidade e precisao,
diferentes registros de representacao matematicos (algébrico, ge-
ométrico, estatistico, computacional etc.), na busca de solugao e
comunicacao de resultados de problemas.

Competéncia 5 Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferen-
tes conceitos e propriedades matemaéticas, empregando estratégias e
recursos, como observagao de padroes, experimentacoes e diferentes
tecnologias, identificando a necessidade, ou nao, de uma demons-
tracao cada vez mais formal na validacao das referidas conjecturas.

Mostra-se na Figura 3.1 um exemplo de um c6digo de uma habilidade e como se

pode localizar qual sua competéncia. De forma simplificada, “As habilidades expressam as
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aprendizagens essenciais que devem ser asseguradas aos alunos nos diferentes contextos

escolares.” (Brasil [9], 2018, p. 29)

Figura 3.1: Exemplo de habilidade da BNCC.

e Ensino Médio

LGG = Linguagens e suas
Tecnologias

LP = Lingua Portuguesa

MAT = Matematica e suas
Tecnologias

CNT = ncias da
Natureza e suas

Tecno as

as Humanas
e Sociais Aplicadas

Fonte: Base Nacional Comum Curricular.

Mesmo que as habilidades trabalhadas em sala aula possam constantemente estarem
ligadas a varias competéncias, exploramos aqui especialmente trés, a saber as competéncias
3, 4 e 5, que estao mais ligadas ao calculo de raizes, uso de algoritmos, investigacao grafica
do problema e uso de planilhas e softwares.

Quando apds usar um algoritmo, que é um modelo, verifica-se a plausibilidade
de seus resultados e adequacao das solugoes ou da solucao, habilidades que envolvem a
Competéncia 3 estao em jogo. Utilizar os trés métodos descritos no Capitulo 2 comparando-
0s, ou apenas um deles para se determinar a raiz de uma equacao e verificando-se as
aproximacoes, se sao satisfatérias dentro de uma margem de erro ou nao, se convergem ou
se divergem, pode ser um bom exemplo dentro do nosso contexto. Um outro modelo a ser
analisado para se verificar tal plausibilidade poderia ser o grafico da funcao em questao,
pois assim a visualizacao da raiz ajudaria a definir se as aproximacoes sao de fato razoaveis.

A verificagao de um resultado satisfatério ou nao como descrito na Competéncia
3 e no paragrafo anterior pode ser uma possibilidade para se levantar conjecturas sobre
propriedades matematicas, como sugere a Competéncia 5, através da verificagao de padroes,

exprimentagoes e diferentes tecnologias. Antecipando a discussao que se dard na secao
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seguinte e novamente apelando a um exemplo dentro do calculo de raizes através dos
métodos descritos no capitulo anterior, as experimentacoes se fazem mais facilmente através
de recursos computacionais, como calculadoras, planilhas e de softwares como o GeoGebra e
o Scilab, por exemplo. E, ainda sobre a quinta competéncia, as aproximagoes podem sugerir
a irracionalidade do resultado, dando margem para uma discussao mais rigorosa do assunto
em sala de aula. Isso porque na pratica nenhum computador reprepresenta precisamente os
numeros irracionais e sim alguma aproximacgao de acordo com uma tolerancia pré-definida
que se relaciona com quantidade de casas decimais exibidas.

Quando se busca representar e trabalhar didaticamente o mesmo problema matema-
tico de diferentes formas em sala de aula, explora-se em particular habilidades relacionadas
a Competéncia 4. O problema de se aproximar ou de se calcular raizes parte de proprie-
dades algébricas, enquanto pode-se representar o grafico da funcao em questao. Ainda
mais, representar as aproximagoes em planilhas nos da, além de outra representacao, outra
maneira de se comunicar os resultados, remetendo novamente a habilidades relacionadas a
quarta competéncia.

Enfatizando a importancia de tais competéncias, o artigo “Pensamento Compu-
tacional e Educacao Matematica: Relagoes para o Ensino de Computacao na Educacgao
Bésica ” de Barcelos e Silveira [1], problematiza o baixo nimero de graduados na area de
computagao, contrariando a grande demanda do mercado e as tendéncias atuais. Apontam
que nao s6 no Brasil mas em outras regices do mundo hd uma consideravel evasao e
desinteresse crescente por cursos dessa drea, o que poderia ter como causa a falta de
dominio suficiente de conhecimentos matematicos de alunos egressos da Educacao Basica.
Esse apontamento torna o ensino de Matematica através de habilidades relacionadas ao
pensamento computacional mais relevante tanto no Ensino Fundamental quanto no Ensino
Médio. Os mesmos autores apontam caracteristicas do pensamento computacional que, de

forma sintética, destacamos:
e Reduzir grandes problemas em problemas menores;

e Trata-se de uma habilidade fundamental e nao mecanica, visto que os computadores

fazem parte do cotidiano;

e E uma maneira de organizar problemas para que os computadores possam resolve-los,

mas nao deixa de ser a maneira de pessoas pensarem e nao uma simulagao dos
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processos computacionais envolvidos;
e Gera ideias e nao necessariamente programas ou artefatos;
e Pode ser util para todos, em variados contextos.

Destacam também que organizar e compreender um problema matemético através
de algoritmos e assim, de habilidades relacionadas ao pensamento computacional, pode
permitir uma transicao mais suave entre a linguagem discursiva e a abstragao matematica,
além de poder permitir uma maior capacidade em reconhecer padroes e também a criar
e organizar modelos, como tabelas e gréaficos, para melhor apresentar resultados, fazer

analises e levantar conjecturas, convergindo novamente as competéncias 3, 4 e 5 da BNCC.

3.2 Ambientes informatizados no ensino de matematica

A opcao de se abordar as ¢oes didéticas através de ferramentas tecnoldgicas possi-
bilita criar ambientes que potencializam o desenvolvimento de habilidades relacionadas
ao pensamento computacional. Essa abordagem vai de encontro ao que propoe a BNCC,
que constantemente sugere o uso de ferramentas tecnoldgicas nos processos de se ensinar e
aprender Matemética. Além do mais, como sugere Gravina [5], que analisa potencialidades
de ambientes informatizados no ensino de Matematica sob uma perspectiva construti-
vista, o uso de ferramentas tecnoldgicas nas aulas de Matematica possibilita uma melhor
transicao entre o concreto e o abstrato, e assim uma melhor construcao de significados
para os elementos Matematicos. Entre outras caracteristicas de ambientes informatizados,
as autoras destacam também o dinamismo que se pode obter explorando softwares de
geometria dinamica, de maneira que se extrapola as representacoes estaticas em aulas
tradicionais ou em livros didéaticos através de recursos como a manipulacao em tempo real
sobre objetos matematicos, por exemplo, arrastando pontos sobre fungoes e modificando
parametros.

Apesar de o citado artigo esclarecer que nao houve o propdsito de analisar ferramen-
tas mais gerais, como planilhas de célculo, e sim de ferramentas criadas deliberadamente
com o proposito pedagdgico (como é o caso do GeoGebra), acreditamos que se propor o
uso de planilhas e calculadoras pode ir de encontro a ideia de uma abordagem potencial-
mente enriquecedora para o ensino e aprendizagem de matematica. Isso porque depende,

dentre outros fatores, do professor, agindo como um orientador e curador, oferecer e
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criar condigoes para os estudantes explorarem de maneira direcionada variados recursos
tecnoldgicos nas aulas de Matemaética a fim de se aprender substancialemente os contetidos
abordados. Assim, mesmo que planilhas tenham em sua génese um propésito mais amplo,
um professor pode uséa-la de forma direcionada em suas aulas. Nesse sentido, dissertando
sobre possibildades de se usar planilhas eletronicas nas aulas de matematica, Rocha [6]
elenca motivos que favorecem seu uso.

Comeca por enfatizar que planilhas eletronicas sao de facil manuseio. Assim, mesmo
que seja possivel se explorar ferramentas avancadas e mais complexas, nao deixam de
possuir uma interface amigavel para iniciantes.

Outro ponto benéfico para sua utilizacao em salas de aula, levantado pelo autor,
é o fato de estarem disponiveis em praticamente todos computadores, nas casas, escolas
e empresas, tornando seu acesso relativamente facil. O préprio fato de sua vasta dispo-
nibilidade sugere também sua importancia. Entretanto, apenas sua disponibilidade nao
garante que professores facam seu uso, de modo que consideréa-la no planejamento parte
de conhecimentos e incentivos.

Outro fator que favorece o uso de planilhas eletronicas no ensino de Matematica é
interatividade: similar a representacao geométrica nao estatica que o GeoGebra possibilita,
as células das planilhas podem representar variaveis que mudam e atualizam valores em
tempo real, favorecendo a compreensao algébrica.

A disposicao de varias informagoes na tela do computador, como variaveis e formulas,
pode facilitar comparacoes, verificacao de erros e a compreensao da Matematica envolvida,
e similar ao uso de calculadoras, utilizar planilhas eletronicas nas aulas de matematica pode
melhorar a gestao do tempo em sala de aula, alocando mais tempo ao fazer matematica -
investigando, comparando, etc. - e menos tempo para calculos repetitivos e muitas vezes
cansativos.

Por fim, Rocha [6], apoiado em seus referenciais, ressalta que planilhas podem
ser poderosas ferramentas para modelagem, resolucao de problemas e para a abstracao
Matematica, indo de encontro ao que propde [5] sobre outras ferramentas tecnolégicas.

Além dos ja citados beneficios do uso de recursos nas aulas de Matematica, podemos
acrescentar outros que derivam de estudos do pesquisador Seymour Papert, e que foram
sintetizados por Kalile [7] em sua dissertacao de mestrado.

Inicialmente, podemos afirmar que o ambiente informatizado cria outras possibi-
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lidades para o estudante calcular, representar e apresentar seus resultados que em geral
sao diferentes das possibilidades criadas com a escrita. Parafraseando Kalile [7], o rigor
matematico se torna natural em ambientes informatizados quando se esta programando,
pois o computador precisa compreender o algoritmo que foi construido, ou seja, precisa
compreender claramente os comandos, correndo-se o risco de nao se alcancar os resultados
desejados. Inspecionar os préprios erros nestes comandos pode criar possibilidades de
aprendizado, tanto de matematica quanto das habilidades computacionais em si.

As planilhas podem ser tanto usadas para armazenar informacoes e exibir resultados
quanto para se realizar cdlculos. Assim, os estudantes devem entender, além do algoritmo
utilizado para solucionar o problema e a Matematica relacionada, os comandos basicos
para céalculos em planilhas e sua estrutura basica. Ha, portanto, variadas representagoes
para o mesmo problema, que parte de representacgoes algébricas para representagoes nas

planilhas de calculo.

3.3 Analise de dissertacoes do PROFMAT

Com o objetivo de nos orientarmos sobre como as produgoes que envolvem métodos
iterativos sao tratadas e nos guiarmos na nossa producao, durante o desenvolvimento deste
trabalho foram analisadas e catalogadas cinco dissertagoes do PROFMAT. Inicialmente
haviam sido catalogados os titulos, autores e o ano de publicacao de dez dissertacoes,
todas disponiveis no repositério de dissertacoes do PROFMAT, como uma tarefa da
disciplina “Trabalho de Conclusao de Curso” que ocorreu entre os meses de janeiro e abril
de 2021 neste mesmo programa de mestrado. Porém, alguns meses depois, entre outubro
e novembro de 2021, retomando as dissertacoes para aprofundar a andlise, apenas cinco
foram encontradas, existindo um problema que impediu o acesso ao site do repositério por
muito tempo, inviabilizando uma espera maior.

Para analisar as cinco dissertagoes, tomamos como base o artigo Criptografia na
Educagao Bésica: um cenério das pesquisas do PROFMAT [8] que catalogou e analisou
pouco mais de cem dissertagoes do mesmo programa de pods graduacao sobre o tema
“Criptografia”. As cinco dissertagoes foram catalogadas e o questionamento “como as
dissertacoes do PROFMAT abordam temas relacionados a métodos iterativos na Educacao
Baésica” guiou a andlise. Procurou-se verificar quantas delas se embasam em referenciais da

Educacao e/ou Ensino de Matemética, quantas propoem atividades para a EB, quantas



Capitulo 3. Pensamento Computacional no Ensino de Matemdtica 61

aplicam alguma das atividades propostas e, por fim, quantas propoem atividades através
de softwares. Para tal, foram lidos os resumos, os sumarios, os referenciais tedricos e,
quando foi o caso, as atividades propostas para a EB e as andlises das aplicacoes. Também
foi feita uma leitura panoramica de todas as dissertagoes. Os dados foram sintetizados na

Tabela 3.1.

Quantas se embasam em referenciais da Educacao e/ou Ensino de Matematica?
Quantas propoem atividades para a EB?
Quantas aplicam alguma das atividades propostas?
Quantas propoem atividades através de softwares?

QO DN =~ DO

Tabela 3.1: Anadlise de cinco dissertagoes do PROFMAT

Fonte: Criado pelos autores.

De forma sintetizada, apesar de o recorte aqui apresentado ser relativamente pequeno,
dado que apenas cinco dissertagoes foram analisadas, verifica-se que assim como no artigo
Criptografia na Educacao Bésica: um cendrio das pesquisas do PROFMAT [8] nem todas
as dissertacoes dialogam diretamente com a EB, seja propondo atividades ou se baseando
em leituras sobre Educacao e Ensino de Matematica. Nota-se, em contrapartida, sempre
uma preocupacao com o rigor matematico, tornado-se este o enfoque principal de tais
produtos. Nao ha davidas sobre a importancia da formalidade Matemaética, especialmente
em um curso que da ao egresso o titulo de mestre em Matematica, entretanto o espaco
destinado ao ensino é muitas vezes pouco ou nem existente.

Isso pode se dar por diversas razoes, mas destacam-se especialmente duas. Conside-
rando que um dos objetivos do PROFMAT é melhorar a prética dos professores egressos
em salas de aula da EB e que o produto final produzido por estes deve ter impacto na sala
de aula com teméticas relacionadas também a EB, Serafim, Ferreira e Amorim afirmam,

sobre as 104 dissertacoes que analisaram, que:

[...] retomando o objetivo do curso e lembrando que 22 dos trabalhos
analisados nao sugerem atividades e nao apresentam leituras relacionadas
a docéncia, podemos inferir que as diretrizes do curso muitas vezes nao
sao seguidas. E, apesar de haver uma quantidade relativamente alta de
trabalhos que propdem atividades para a Educacao Bésica, mais de sua
quarta parte nao utiliza de referenciais tedricos consolidados da Educacao
Matematica, principalmente aqueles relacionados, especificamente, com
abordagens e estratégias para o Ensino dessa ciéncia. Pode ser tanto um
reflexo da grade curricular, que como dito, se compoe prioritariamente de
disciplinas da matematica pura ou um baixo nimero de orientadores que
pesquisam sobre o Ensino de Matematica, de forma que seus orientandos
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podem assim nao considerar essa linha de pesquisa. (Serafim, Ferreira e
Amorim, 2021, pg. 13)

Compreendendo a importancia nacional deste programa de pds-graduagao como
uma formacao continuada do professor de Matematica, a analise aqui feita e apresentada
sobre as cinco dissertacoes tornou-se decisiva para guiar especialmente a construcao das
discussoes relacionadas a pratica em sala de aula e a construcao das atividades. Ou seja, a
analise das cinco dissertacgoes que tratam de métodos iterativos sob a perspectiva da anélise
das 104 dissertagos por Serafim, Ferreira e Amorim [8] e sob as diretrizes do PROFMAT
nos fez ter uma preocupacao maior com o impacto em sala de aula que este trabalho pode
ter.

Assim, a pesquisa e as variadas leituras e reflexoes que culminaram na discussao
tedrica apresentada no capitulo anterior e nas atividades da sequéncia didatica proposta
no capitulo seguinte sao frutos dessa preocupacao em se criar um produto que condiz
aos propositos do curso e também a realidade em que este professor de Matemaética
atua. Para tal, visto que o tema métodos iterativos abre espaco para se usar tecnologias,
estas se fizeram presentes nos direcionamentos tedricos e na sequéncia didatica através
de calculadoras, planilhas de cédlculo e do software GeoGebra, indo de encontro ao que
propoem a BNCC para se explorar e exercitar habilidades relacionadas ao pensamento
computacional, como também discutimos no Capitulo 3.

Abriu-se, entao, espaco para a criacao de uma proposta de sequéncia didatica
para aplicacdo em turmas do Ensino Médio, discutindo suas possiveis abordagens e
embasamentos. Para isso, foi feito especialmente um estudo sobre as habilidades da BNCC
que se relacionam com métodos iterativos e como essa base curricular sugere o uso de
tecnologias. Para um maior aprofundamento, estudamos uma abordagem possivel para
ambientes informatizados proposto por Gravina [5]. A seguir apresentamos a proposta
de Sequéencia Didatica e variadas observagoes sobre o que se espera dos discentes e dos

professores durante sua aplicacao.



4 Proposta de Sequéncia Didatica

Neste capitulo estao dispostas as aulas que compoem a proposta da Sequéncia
Didatica, cada uma em uma se¢ao diferente. No preambulo de cada aula destacam-se as
habilidades que se pretende trabalhar de acordo com a BNCC e os materiais necessarios.
Também no preambulo sao sugeridos um tempo de 50 minutos para cada aula, além de
destacar a qual publico alvo se destina.

As atividades aqui propostas destinam-se a estudantes da etapa Ensino Médio
(EM) e do final da Educagao Bésica (EB), visando aprimorar o letramento matemadtico
desenvolvido durante esta etapa. Para isso, os estudantes se envolverao na construgao de
um modelo que possibilite investigar que a raiz de um nimero primo nao ¢ um numero
inteiro, além de resolver o problema de se aproximar a raiz quadrada desse niimero
primo, usando a planilha tanto como ferramenta para aprimorar e estimular o raciocinio,
quanto para representar e comunicar os resultados. Além do mais, hd o uso de um
software de geometria dinamica para se estimular outras representacoes do problema e
relacionar a élgebra com a geometria. E a fim de se criar um ambiente que potencialize o
desenvolvimento de habilidades relacionadas ao pensamento computacional, consideramos
interessante compor as atividades através de recursos computacionais. Assim, propomos
o uso de calculadoras na Atividade 4.1.2, de planilhas nas Atividades 4.1.3 e 4.2.3 e do
software GeoGebra na Atividade 4.2.1.

Destacaremos que, apesar de indicarmos a série especifica, nada impede que o
professor adeque a sua realidade de ensino e seu planejamento. As préprias habilidades
mostram essa flexibilidade, de acordo com a Figura 3.1. As orientacoes aos professores e
aos estudantes estao separadas, sendo que faz-se comentarios para o professor em caixas
de texto, de modo a melhor esclarecer alguns comandos.

De maneira sintética, se p é um natural primo, a proposta pedagdgica propoe

atividades que estimulem os estudantes a:
e Compreender através de registros e analises que /p ¢ N;

63
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e Conjecturar por meio das iteragdes ou provar com mais rigor que /p ¢ Q;

e Aproximar ou estimar a raiz quadrada de um nimero primo através do Método da

Bisseccao e usando planilhas. Por exemplo, seguindo a logica

VI < V11 < V16 = 3 < V11 < 4,

a primeira aproximacao serd 3.5. Como 3.52 = 12.25 > 11, entdao 3 < V11 < 3.5 e a

segunda aproximacao serd 3.25.

e Relacionar por meio de diferentes registros a determinacao de /p com a raiz da

fungao f(x) = p — 22 e plotar o gréfico no GeoGebra.

A escolha deste problema possibilita ao professor trabalhar com os alunos varios
temas de maneira integrada, a saber, primalidade, irracionalidade e célculo de raizes, além
de possibilitar langar mao de recursos computacionais para isso. Essa abordagem transversal
de varios temas traz, a nosso ver, um importante ganho para os alunos, ao mostrar que
assuntos diversos estao relacionados, nao sendo elementos soltos, compartimentados, a
serem aprendidos.

As atividades foram divididas em dois grupos, tanto por conta das séries indicadas
quanto por conta da progressao de raciocinio que estas propoem, mesmo que de forma
nao rigida. O primeiro grupo de atividades esta disposto na Secao 4.1, composto pelas
Atividades 1, 2 e 3, sugeridas para estudantes a partir do 9° ano do EF. Ja o segundo grupo
de atividades estd disposto na Secao 4.2, composto pelas atividades de 4 a 8, sugeridas

para estudantes do EM.

4.1 Grupo 1 de Atividades

Nesta secao apresentamos o Grupo 1 de atividades, com o publico alvo sugerido
de estudantes a partir do 9° do EF. Enfatizamos que trata-se de uma sugestao, pois as
atividades podem ser usadas para anos anteriores do EF, de modo que o docente adapte-as
a seu contexto sempre que necessario.

A primeira das aulas retoma a nocao de primalidade como ponto de partida e
propoem a investigacao de raizes quadradas de primos. Mais especificamente, deseja-se
estimular a percepgao de que tais raizes quadradas sao irracionais a partir das aproximacgoes

feitas.
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Na segunda atividade, elaborada como uma continuacao da Atividade 1, mas que
pode ser considerada de modo independente, os objetivos sao semelhantes aos da anterior,
entretanto, nela adota-se o Método da Bisseccao para se fazer a aproximacao das raizes
quadradas. Ou seja, ha uma progressao no sentido de organizar melhor o raciocinio com
um método mais bem delimitado.

Por fim, a Atividade 3 tem um vinculo maior a Atividade 2, pois trata-se de uma
atividade semelhante porém com o uso de planilhas para organizar os dados, calcular
as operagoes, registrar e comunicar os resultados. Apos as trés atividades apresentamos
sugestoes sobre o uso de formulas e outras ferramentas de planilhas para se usar o Método

da Bisseccao.

4.1.1 Atividade 1

Contetdo: Niumeros primos, aproximagao de raizes irracionais

Publico alvo: Alunos a partir do 9° ano do EF

Materiais: Impressao das atividades, quadro e pincel.

Tempo: Uma aula de 50 minutos.

Habilidades:

(EM13MAT315) Investigar e registrar, por meio de um fluxograma, quando possivel,
um algoritmo que resolve um problema.

(EM13MAT405) Utilizar conceitos iniciais de uma linguagem de programacao na

implementagao de algoritmos escritos em linguagem corrente e/ou matematica.

Para os professores: Algumas sugestoes e direcionamentos.

e As atividades devem ser realizadas preferencialmente em duplas ou trios, a fim

de se estimular uma colaboragao mitua entre os estudantes.
e Para esta aula, pode-se usar apenas o quadro e cadernos ou imprimir a atividade.

e Pode ser interessante relembrar nogoes de quadrados perfeitos e primalidade.

Para os estudantes: A atividade a seguir deve ser feita em duplas ou trios. Discutam e

elaborem juntos as respostas!

1. Liste os seis primeiros quadrados perfeitos e os ntmeros primos entre eles,
organizando a lista em ordem crescente. Destaque os niimeros primos com

marca texto ou escreva-os com outra cor.
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Uma possibilidade € a sequinte lista 1,2, 3, 4, 5, 7, 9, 11, 13, 16, 17, 19,
23, 25, 29, 31, 36

2. Determine o valor aproximado da raiz quadrada de cada um desses primos.

Uma sugestao € fazé-lo sem o uso de calculadoras ou outros softwares,
a fim de se explorar o raciocinio do estudante. E esperado que o item

antertor motive-os a limitar uma aproximacao a partir de raizes exatas.

Por exemplo, como 4 <7 < 9 entao VA < T < V9 e entio VT é um

numero decimal compreendido entre 2 e 3.

3. Descreva o raciocinio utilizado no item anterior.

Espera-se, por exemplo, que o estudante aprorime a raiz a partir de raizes
exatas. Contudo, como no exemplo anterior, o esperado é que o esudante
tenha o insight de observar que /7 deve ser obrigatoriamente maior do
que 2,2 pois 2,22 = 4.84 que é menor que 7. porém este pode ser um item
a ser abordado pelo professor durante a aula como forma de pergunta, se,

sabendo que /7 estd entre 2 e 3, este resultado aprozimado pode ser 2,2 e

por qué?

4. E possivel que a raiz quadrada de algum ntimero primo seja um valor inteiro?

Por qué?

O professor pode intervir, caso julgue necessdrio, e sugerir a fatoracao dos
primeiros quadrados perfeitos, por exemplo, para que o estudante perceba
que a propriedade de um numero ser primo impede que este tenha raiz
exata. Assim, € importante que o professor leve os alunos a perceber que

nenhum primo € produto de dois inteiros maiores que 1, pois se o fosse,

contradiria a definicao de primalidade.

5. Vamos chamar de a a aproximacdo que vocés encontraram para v/7 e vamos
chamar de erro a diferenga entre 7 e a?, ou seja, erro = |7 — a?|. O erro
encontrado é menor que 0,157 Se nao for, repita o processo de aproximagao
escolhido ou aprimore-o de modo a se obter um erro menor ou igual a 0,01.

Dica: aumente os algarismos significativos de a.
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Essa maneira diferente da teoria abordada na Secao 2.2 de se calcular
o erro tem a vantagem de ser mais simples e assim de poder ser mais
intuitiva para os estudantes do EM. Além do mais, na Atividade 4.2.1
estaremos interessados em plotar a fungao f(x) = x2*> —p ou f(x) = p— 22,
de modo que o erro pode ser visualizado como |f(a)|, possuindo, portanto,
uma abordagem visual. Caso o aluno sugira que /7 = 2,9, o primeiro
passo € verificar que 2,9% = 8,41 que € maior que 7, ou seja, intuitivamente
ele deve perceber que /7 é menor que 2,9 e assim repetir o processo. Note

também que a diferenca entre 8,41 e 7 € de 1,41, de modo que o erro como

definido esta maior que o desejado.

6. Agora vamos denominar b a aproximacgao que vocés obtiveram para v/19 e de c a
aproximacao para v/ 23. Melhore essas aproximagoes de modo que os respectivos

erros sejam menores ou iguais a 0,01.

4.1.2 Atividade 2

Contetddo base: numeros primos, fatoracao de inteiros, aproximagao de raizes
irracionais

Publico alvo: Alunos a partir do 9° ano do EF.

Materiais: Quadro e calculadoras.

Tempo: Uma aula de 50 minutos.

Habilidades:

(EM13MAT315) Investigar e registrar, por meio de um fluxograma, quando possivel,
um algoritmo que resolve um problema.

(EM13MAT405) Utilizar conceitos iniciais de uma linguagem de programacao na
implementagao de algoritmos escritos em linguagem corrente e/ou matematica.

(EM13MAT510). Investigar conjuntos de dados relativos ao comportamento de
duas variaveis numéricas, usando ou nao tecnologias da informacao, e, quando apropriado,

levar em conta a variagao e utilizar uma reta para descrever a relacao observada.

Para os professores: Algumas sugestoes e direcionamentos.

e As atividades devem ser realizadas preferencialmente em duplas ou trios, a fim

de se estimular uma colaboragao mitua entre os estudantes.
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e Nesta atividade ¢é interessante o uso de calculadoras, objetivando-se gastar

tempo com o raciocinio e nao com as operagoes.
e Apresente um exemplo do método da bissec¢ao. Sugestao:

— Vamos fazer algumas aproximacoes para v/11 usando o Método da Bissec-
cao.

— Primeiro, perceba que como 9 < 11 < 16 entéo 3 < v/11 < 4.

— Portanto, nossa primeira aproximacao para v/11 serd a; = 3,5, que é a
média aritmética de 3 e 4.

— Para verificar se 3,5 é uma boa aproximacao para /11, vamos elevi-la
ao quadrado. Fazendo 3,52 obtemos 12,25 e temos um erro referente ao
quadrado da raiz de 12,25 — 11 = 1,25. Para aprimorarmos o resultado,
nossa segunda aproximacao as sera ou a média aritmética de 3 e 3,5 ou a

média aritmética de 3,5 e 4. Qual escolher?

Neste momento o professor pode pedir sugestoes para a escolha da
média aritmética com os discentes, justificando juntos as escolhas
feitas. Neste caso como 3,5% > 11, temos que 3 < V11 < 3,5 <4 e
assim devemos escolher a média de 3 e 3,5, que € o intervalo onde se

situa a raiz procurada. Logo as = 3,25 que é a média entre 3,25 e 3,5.

— Logo ay = 3,25.
— Como 3,252 = 10,56, para obtermos outra aproximacao verificamos primei-

ramente que 3,25 < /11 < 3,5 e assim a3z = 3,375.

— Agora é sua vez!

Para os alunos : A atividade a seguir deve ser feita em duplas ou trios. Discutam e

elaborem juntos as respostas!

1. Com a ajuda de calculadora, calcule as aproximacoes a4 e as para v/11.

Pretende-se, com este item, verificar se os estudantes entenderam o pro-

CESSO.

2. Como voceés perceberam, cada aproximacao é o ponto médio de um intervalo.

Determine o comprimento de cada intervalo. Pode inferir alguma coisa?
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Espera-se que os estudantes percebam que os intervalos diminuem a medida

que se refina as aprorimacoes.

3. Para cada aproximagao a,, calcule a diferenga entre a? e 11, assim como foi feito
no exemplo. Essa diferenca é o erro de cada aproximacao, e vamos chamé-lo de

En.

4. Faga uma tabela no caderno com as aproximagoes obtidas (a, ), os intervalos e

os erros (ey,).

O intuito € sistematizar os dados e o raciocinio de modo que facilite a

construcao do modelo usando planilhas, na proxima aula.

4.1.3 Atividade 3

Contetdo base: numeros primos, fatoracao de inteiros, aproximagao de raizes
irracionais

Publico alvo: Alunos a partir do 9° ano do EF.

Materiais: Impressao e computadores.

Tempo: Uma aula de 50 minutos.

Habilidades:

(EM13MAT315) Investigar e registrar, por meio de um fluxograma, quando possivel,
um algoritmo que resolve um problema.

(EM13MAT405) Utilizar conceitos iniciais de uma linguagem de programacao na
implementagao de algoritmos escritos em linguagem corrente e/ou matematica.

(EM13MAT510). Investigar conjuntos de dados relativos ao comportamento de
duas varidveis numéricas, usando ou nao tecnologias da informacao, e, quando apropriado,

levar em conta a variacao e utilizar uma reta para descrever a relagao observada.
Para os professores: Algumas sugestoes e direcionamentos.
e As atividades devem ser realizadas preferencialmente em duplas ou trios, a fim
de se estimular uma colaboracao mutua entre os estudantes.

e Para esta atividade é necessério o uso de planilhas.

e Pode ser interessante pedir para cada dupla ou trio fazer a aproximacao da raiz

de um primo diferente.
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Para os alunos: A atividade a seguir deve ser feita em duplas ou trios. Vocés vao elabo-
rar juntos uma planilha para aproximar uma raiz quadrada usando o Método da

Bisseccao.

1. Na ultima aula vocés fizeram uma tabela com as aproximacgoes das raizes, os
intervalos e os erros. Agora voceés farao uma tabela similar, porém usando

planilhas eletronicas e seus recursos para se obter aproximacoes para v/29.
Uma das principais vantagens do uso de planilhas é o de se comunicar os

resultados obtidos anteriormente, neste caso através de processos iterativos,
que se mostram em uma tela de forma organizada, além de possivelmente
indicar erros e simplificar a tarefa de se fazer inumeras operagoes. Logo,
pode ser interessante explorar as formulas basicas que planilhas de cdlculo
possuem para facilitar os cdlculos, como MEDIA para se calcular a média
aritmética simples, ABS para se determinar o valor absoluto, o operador

circunflexo para se determinar o quadrado de um real, etc.

2. Uma sugestao é a planilha de voceés conter uma coluna com a quantidade de repe-
tigoes, ou seja, 1,2,3, ..., depois uma coluna com o menor valor do intervalo, ou-
tra com o maior valor do intervalo, uma coluna com o ponto médio de cada inter-
valo (usando férmulas), uma com o quadrado da aproximagao (também usando

férmulas) e por fim uma coluna com o erro (mais uma vez usando férmulas).
Essas sugestoes podem ser dadas gradativamente, a medida que o professor

percebe o desempenho dos estudantes. A Figura 4.1 pode servir como base
para um modelo possivel. Na Subsecao 4.1.4 ha maiores detalhes sobre a

construcao da planilha.

3. Calcule um grande ntimero de iteragoes para ver se a dizima se repete.

4.1.4 Método da Bisseccao usando planilhas

A Figura 4.1 mostra uma maneira de se usar planilhas para aplicar o Método da
Bissecgao. Apesar de derivar do algoritmo do método, os dados devem ser inseridos a cada
iteragao, atentando-se a escolha correta dos intervalos.

A Coluna A enumera as iteragoes; a Coluna B indica o menor extremo do intervalo,

enquanto a Coluna C indica o maior; a Coluna D é opcional e mostra o “tamanho” do
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intervalo, induzindo a se perceber que os extremos se tornam cada vez mais proximos;
A Coluna E é onde se insere o calculo do ponto médio do intervalo, que trata-se das
aproximagcoes procuradas; a Coluna F é onde se insere o quadrado dessas aproximacoes; e
objetivando-se verificar o quao préximo estd o resultado de 11, na Coluna G calcula-se a
diferenca entre o quadrado da aproximacao e o primo 11.

Agora vamos detalhar como se pode usar formulas para facilitar o processo descre-
vendo os dados das linhas 4, 5 e 6. Na linha 4 ha os dados da primeira iteragao, logo, o
numero de iteragoes dessa linha é 1. Em seguida, hé o limite inferior do intervalo inicial,
que é dado, 3, e o limite superior, 4. Até entao os dados sao inseridos manualmente nessa
linha, sem férmulas. Depois, insere-se o tamanho do intervalo, o que pode ser feito com a
formula “=C4-B4”, ou seja, o valor da coluna C linha 4, que é 4, menos o valor da coluna
B linha 4, que é 3, resultando em 4 — 3 = 1.

De agora em diante, escreveremos célula C4 por exemplo, ao invés de nos referirmos a
coluna C e a linha 4 para um valor. Seguindo na célula E4, para calcularmos o ponto médio
do intervalo, que é a primeira aproximacao de v/11, utilizando a funcao “MEDIA”, que
recebe dois valores separados por ponto e virgula. Assim, escrevendo-se “:MEDIA(B4;C4)”
calcula-se (4 + 3)/2 = 3,5. Em seguida, na célula F4, insere-se “= E4" 2”, 0 que equivale
a elevar o nimero da célula E4 ao quadrado, ou seja, 3,5 = 12,25. Por fim, na célula
G4, onde se insere o erro, usamos a funcao “ABS”, que retorna o valor absoluto de um
nimero. Como no caso estamos interessados no modulo da diferenca entre 11 e o quadrado
da aproximagao, escevemos nesta célula “=ABS(11-F4)”, que calcula |11 — 12,25 = 1,25.
Deste modo a primeira iteracao estd completa.

Para a segunda iteracao, que ocorre na linha 5, vamos destacar as células B5 e C5,
pois as outras recebem os dados e férmulas de modo analogo a linha 4. E importante
ressaltar que a escolha dos extremos de cada intervalo, exceto do inicial, deve ser feita
apos a observacao do resultado encontrado na coluna “F”. No caso, apds verificarmos que
a célula F4 indica que o quadrado da primeira aproximacao é maior que 11, de modo que
3,5 > v/11. Entéo o préximo intervalo deve ser [3,3.5], e assim inserimos manualmente os
valores 3 na célula B5 e 3,5 na célula C5.

Cabe destacar que nas planilhas ha a funcao condicional “SE” que poderia auto-
matizar a escolha do intervalo, mas aqui preferimos fazé-lo manualmente para enfatizar

essa tomada de decisao e mostrar o entendimento da teoria envolvida. De modo similar,



Capitulo 4. Proposta de Sequéncia Diddtica 72

observando-se na célula F5 que 3,25% < 11, o préximo intervalo devera ser [3.25,3.5], e
entao as céulas B6 e C6 recebem, respectivamente, os valores 3,25 e 3,5. Nas demais linhas
o procedimento é andlogo. Na Atividade 8, Secao 4.2.5, ha outra construcao possivel para
o Método da Bisseccao através de planilhas, e as diferencas se encontram detalhadas no

topico “Método da Bisseccao usando planilhas 27, ao final da referida secao.

Figura 4.1: Exemplo de um modelo possivel para a construcao da planilha.

e oo B 100% v § % .0 .00 123+ -~ | 9 - B I &S A &« H E~x L~ |vr %
- = —
E4 v =MEDIA( )
A B c D E F G
APROXIMANDO A RAIZ QUADRADA DO PRIMO PELO METODO DA BISSECCAO 1
2 NUMERQ DE TAMANHO DO | PONTO MEDIO (RAIZ|  QUADRADO DA
3 ITERACOES RUEREEES INTERVALO AFROXIMADA) APROXIMAGAO EHRE
4 1 3 4 1 35 12.25 125
5 2 3 35 05 325 10.5625 0.4375
5 3 325 35 025 3375 11.300625 0.200625
7 4 325 3375 0125 33125 10.97265625 0.02734375
8 5 33125 3375 0.0625 3.34375 11.12066405 0.1206640625
3 6 33125 334375 003125 3228125 1.07641602 D.07641601563
0 7 33125 3328125 0.015625 33203125 110244751 0.02447509756
1 8 33125 33203125 0.0078125 3.31640625 10.00855042 0.001449584961
2 9 3.31640625 33203125 0.00390625 3.318359375 11.01150894 0.01150894165
3 10 2.31640625 3318359375 0.001953125 3317382813 11.00502872 0.00502872467

Fonte: Criado pelo autor através do Planilhas Google.

4.2 Grupo 2 de atividades

O segundo grupo é composto por atividades que além de explorar o Método da
Bissecgao e o Método de Newton para se aproximar raizes, explora também a represen-
tacao grafica do problema através de funcoes quadraticas, exponenciais e logaritmicas,
extrapolando o carater calculista. Podemos pensa-las de forma independente do Grupo
1 ou como progressao das atividades desse grupo. Se isoladas, essas atividades podem
ser precedidas por exemplos do uso do Método da Bisseccao, como exibido na Atividade
2. Agora, se pensadas em continuidade de uma ou mais atividades do Grupo 1, ha uma
progressao interessante do raciocinio, uma vez que inserir o conteido de fungoes implica
em aumentar as habilidades envolvidas e porntanto, a complexidade das atividades.

A Atividade 5 é precedida por comentérios sobre a teoria Matemética envolvida, a
fim de melhor guiar o professor, e apds a Atividade 8 apresentamos sugestoes para o uso

de recursos da planilha para se usar o Método da Bissec¢ao e também o de Newton.
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4.2.1 Atividade 4

Contetudo base: numeros primos, fatoracao de inteiros, aproximacao de raizes

irracionais

Publico alvo: Alunos a partir do 1° ano do Ensino Médio

Materiais: Computadores

Tempo: Uma aula de 50 minutos.

Habilidades:

(EM13MAT302): Construir modelos empregando as fungoes polinomiais de 2°, para

resolver problemas em contextos diversos, com ou sem apoio de tecnologias digitais.

(EM13MAT402) Converter representagoes algébricas de fungoes polinomiais de 2°

grau em representacoes geométricas no plano cartesiano, distinguindo os casos nos quais

uma variavel for diretamente proporcional ao quadrado da outra, recorrendo ou nao a

softwares ou aplicativos de dlgebra e geometria dinamica, entre outros materiais.

(EM13MAT510). Investigar conjuntos de dados relativos ao comportamento de

duas variaveis numéricas, usando ou nao tecnologias da informagao, e, quando apropriado,

levar em conta a variagao e utilizar uma reta para descrever a relagao observada.

Para os professores: Algumas sugestoes e direcionamentos.

As atividades devem ser realizadas preferencialmente em duplas ou trios, a fim

de se estimular uma colaboragao mitua entre os estudantes.

A Figura 4.2 mostra uma possibilidade para a representacao geométrica do
problema de se encontrar v/11 através da funcio f(z) = 2% — 11, onde f(x) = 0.
Uma duvida que pode surgir nesse momento € a possibilidade da raiz encontrada
poder ser negativa. Contudo, o professor deve mostrar ao aluno a diferenca
entre resolver a equacao 22 — 11 = 0 e o cdlculo de uma raiz quadrada de
um inteiro positivo. E importante enfatizar que /p com p > 0 é sempre um
resultado positivo e resolver 2 — p = 0 equivale a fazer (z — \/p)(z + /p) = 0
chegando a x = /p ou x = —,/p. Outras possibilidades poderiam ser as fungoes
g(x) = 11 — 22 ou h(z) = |2? — 11]. Na Figura 4.2, os pontos A e B foram
gerados com o comando Raizes do GeoGebra, que tem como entradas uma
fungao, no caso f, e um intervalo real, no caso [—20,20]. O comando é exibido

no painel lateral esquerdo. Os pontos C'; D e E possuem como abscissas as trés
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primeiras aproximagoes para /11 conforme a Figura 4.1, e como ordenadas, a
funcao f aplicada em cada uma dessas aproximagoes. Desse modo, quanto mais

proximo de zero o valor de f(z), melhor é a aproximagao.

e Qutro recurso interessante e de relativo facil uso no GeoGebra para se aproximar
o resultado de raizes de fungoes através de seus graficos é o zoom. Com o cursor
do mouse ou com uma lupa disposta no canto inferior direito da tela dessse
software é possivel diminuir ou aumentar a escala do grafico de modo que os
valores em torno da taiz sejam mais facilmente visualizados. Uma vantagem
sobre o comando Raiz é que o zoom ¢ um recurso comum em variadas aplicacoes

computacionais podendo assim ser mais facilmente assimilada pelos discentes.

Para os alunos: Facam as atividades a seguir em duplas ou trios. Utilizaremos o software

GeoGebra para interpretar os resultados obtidos.

1. A raiz quadrada de um nimero p > 0 é um ndmero a > 0 tal que a® = p. Nas
aulas anteriores nds encontramos aproximacoes para a para alguns primos p.
Determine, com seu grupo, uma funcao tal que uma de suas raizes seja a usando

o primo da tltima aula (aula planilhas).

2. Use o software GeoGebra para plotar a funcao que determinaram.

A interface do software GeoGebra apresenta uma janela lateral chamada
“janela de dlgebra” onde a “formula” da funcdao pode ser inserida e
automaticamente o grdafico da funcao serd plotada, a menos de algum erro

de digitacao.

3. A partir do gréfico, estime o valor da raiz da funcao.

O comando “Raiz”, que pode ser inserido na janela de dlgebra do GeoGebra,
exibe em um certo intervalo as raizes de uma funcao, se existirem. Assim, o
comando recebe duas entradas: a funcao, que pode ser inserida de maneira
reduzida apenas com a letra “f” por exemplo, caso jd tenha sido declarada
antes, e o intervalo onde se deseja calcular a raiz. Outro modo de se
exibir a raiz € selecionar o menu “Ferramenta”, que também se encontra

no painel lateral esquerdo, escolher “Intersecio de Dois Objetos” e clicar

com o cursor do mouse sobre o grdfico da funcdo e depois sobre o eixo .
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4. Plote, para cada aproximagao a, obtida na aula anterior, os pontos (a,,f(a,))

no grafico.

Figura 4.2: Usando o GeoGebra para construir uma representacao geomé-
trica para a determinacao da raiz quadrada de um primo e aproximacoes.

GeoGebra Calculadora | A/ Gréfica ~
O fy=x-11 : °23

Augeors Raizes(f, —20, 20)

®

=

— A = (-3.3166247988986, 0)

~

O — B = (3.3166247988986, ( c

C = (35,(3.5))

— (3.5, 1.25) D

D = (3.25,1(3.25))

— (3.25, -0.4375)

E = (3.375,1(3.375))
— (3.375, 0.300625)

N

Fonte: Criado pelo autor através do GeoGebra.

A fungdo f(z) = 2% — 11 possui duas raizes reais, uma positiva e outra negativa. E
cabe ao professor indicar para os alunos que estamos procurando pela aproximacao da raiz
positiva, de acordo com o problema inicial de se encontrar v/11 ou de outro primo. De
qualquer forma, como as raizes sao simétricas em relagao a origem, encontrar ou aproximar
a raiz positiva é equivalente a encontrar ou aproximar a raiz negativa. A construcao do
grafico através do GeoGebra permite explorar graficamente essas propriedades e também
possibilita transitar do problema inicial ao problema de se encontrar raizes de funcoes.
Mais do que representar um problema de aproximar raizes graficamente, o GeoGebra foi
particularmente 1til para estimar os intervalos onde algumas fungoes possuem raizes. Por
exemplo, pode ser uma tarefa complexa ou no minimo trabalhosa mostrar que a funcao
g(x) = €* — 2x — 3 possui raizes reais e em quais intervalos, mas através do software temos

uma representacao grafica que nos poupa tempo e ajuda nas conjecturas.
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4.2.2 Atividade 5

Contetudo base: Fungoes logaritmicas e exponenciais, funcoes inversas

Publico alvo: Alunos a partir do 1° Ano do Ensino Médio

Materiais: Impressao.

Tempo: Uma aula de 50 minutos.

Habilidades:

(EM13MAT403) Analisar e estabelecer relagoes, com ou sem apoio de tecnologias
digitais, entre as representagoes de funcoes exponencial e logaritmica expressas em tabelas
e em plano cartesiano, para identificar as caracteristicas fundamentais (dominio, imagem,
crescimento) de cada fungao.

Antes de apresentarmos os planos das aulas 5 e 6, vamos discutir brevemente a
teoria matematica abordada e assim contextualizar seus prerrequisitos. Sabe-se que as
fungoes f(z) = b* e g(x) = log, = s@o inversas e que fungoes inversas sao simétricas em
relacao a reta y = x. E mais, caso b > 1, seus graficos podem nao se interceptar, como
mostra a figura 4.5, podem possuir apenas um ponto em comum, como mostra a Figura
4.4 ou ainda, podem possuir dois pontos em comum, como mostra a figura 4.6. E caso
0 <b< 1, as funcoes f e g se cortam em um ponto, o que pode ser observado pela Figura
4.3. As figuras foram construidas através do GeoGebra, o que nos motiva a pensarmos
nas interessantes conjecturas que podem ser testadas a partir de recursos computacionais.
E mais, essas possibilidades, especialmente para b > 1, podem ser um fato interessante e
possivelmente desconhecido por muitos professores, destacando novamente a importancia
dos recursos computacionais. Por conta da simetria em relacao a reta y = z, este ponto
de interseccao deve se dar sobre esta reta. Mas, mesmo sabendo dessas informacoes,
determinar o valor de x que satisfaz f = ¢ nao é simples. Assim, na aula 5 o objetivo
é que os estudantes encontrem e analisem a impossibilidade de se determinar tal ponto
por tentativas de se resolver equagoes. Ja na aula seguinte, é proposto uma aplicacao
do método da bisseccao para resolver o problema particular de se aproximar o valor da
interseccao das funcoes f(z) = 0,17 e g(x) = log,; =, ou seja, de se resolver a equacao

0’11‘ - 1Og071 xZ.
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Figura 4.3: Intersecao das fungoes f(x) = b” e g(x) = log, x com 0 < b < 1.

= GeoGebra Calculadora N Gia ~

e

Fonte: Criado pelo autor através do GeoGebra.

Figura 4.4: Intersecao das fungoes f(z) = b" e g(x) = log, « com b > 1.

'
N T = = T
/ 9
= o

Fonte: Criado pelo autor através do GeoGebra.

Figura 4.5: Inexisténcia de intersegdo entre as fungoes f(x) =b* e g(x) =
log, x com b > 1.

Fonte: Criado pelo autor através do GeoGebra.

Para os professores: Algumas sugestoes e direcionamentos.

e As atividades devem ser realizadas preferencialmente em duplas ou trios, a fim

de se estimular uma colaboragao mitua entre os estudantes.
Para os alunos: Considerando as fungoes f(z) = 0,17 e g(x) = log, ; 7, faca o que se pede.

1. Monte estratégias para resolver a equagao f(x) = g(z).
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Figura 4.6: Intersecoes das fungdes f(x) = b* e g(z) = log, © com b > 1.

e o
) sroassor oo
)+ : 4
_e- '
9
=]

Fonte: Criado pelo autor através do GeoGebra.

Este exercicio tnicial pode ser um estimulo para os estudantes notarem
que nem toda equacdo € de fdacil resolucao, com formulas explicitas para
sua resolucdo. Assim, cria-se um contexto rico para aplicar wm método
iterativo para aproximar a solucao. Entretanto, ainda resta encontrar a
equacao para a qual desejamos aprorimar a raiz. Hd varias possibilidades,
que surgem das propriedades de logaritmo e do fato das funcoes tratadas

serem tnversas, das quais listamos a sequir quatro.

2. Usando planilhas eletronicas na préxima aula vamos obter aproximagoes para
o ponto de interseccao das fungoes f e g. Para isso, antes precisamos montar
uma funcao a partir da equagao obtida, de modo que determinar a raiz dessa

funcao signifique resolver a equagao.

Vamos explorar a equacdo “d” da lista anterior, ou seja, de 0,19V = x
vamos obter a funcdo h(z) = x — 0,1%Y". Assim, aprozimar a raiz de h
¢ equivalente a aproximar a interseccao das funcoes f e g. A abordagem

para outras escolhas de h é similar, apesar de que especial atencao deva

ser dada ao dominio de cada fungao escolhida.

3. Assim que todos finalizarem, compare a equacao encontrada com a de outros

grupos.
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A ideia € explorar diferentes maneiras de se chegar na fungao h, como

representado graficamente na Figura 4.7

Figura 4.7: Possibilidades para a funcao h(z).

-2

Fonte: Criado pelo autor através do GeoGebra.

4.2.3 Atividade 6

Contetido base: Fungoes inversas

Piblico alvo: Alunos do 1° Ano do Ensino Médio

Materiais: Computadores e impressao.

Tempo: Duas aulas de 50 minutos.

Habilidades:

(EM13MAT403) Analisar e estabelecer relagoes, com ou sem apoio de tecnologias
digitais, entre as representacoes de fungoes exponencial e logaritmica expressas em tabelas
e em plano cartesiano, para identificar as caracteristicas fundamentais (dominio, imagem,

crescimento) de cada fun¢ao.
Para os professores: Algumas sugestoes e direcionamentos.

e Continuagao da aula anterior.
e Um dos objetivos centrais desta aula é usar o Método da Bisseccao para
aproximar a resolucao da equacao r = 0,1%" construindo a funcao h(z) =

x . . 7’ . .
x — 0,19 ¢ aproximando sua raiz através de planilhas. Assim, desenvolver
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habilidades relacionadas a este recurso computacional também faz parte dos

objetivos da aula.

e A Figura 4.8 mostra uma possibilidade para se fazer os cdlculos e se organizar
os resultados obtidos. Na primeira coluna, temos o ntimero de iteragdes e para
cada uma delas temos o intervalo, o ponto médio m do intervalo - que é a
aproximagao relativa a iteragao - e h(m), que é a fungao h calculada no ponto
médio.

Para os alunos: Faca o que se pede.

1. Usando planilhas eletronicas vamos obter aproximacoes para o ponto de inter-

seccao das funcgoes f e g. Para isso, transforme a equacao obtida na ultima

aula em uma outra funcao, de modo que resolvé-la signifique determinar a raiz

dessa fungao.

Vamos explorar a equacdo “d” da lista anterior, ou seja, de 0,1%'" =z
~ x . . .

vamos obter a fungdo h(z) = x — 0,1%Y". Assim, aprozimar a raiz de h

¢ equivalente a aproximar a intersec¢ao das funcgoes f e g. A abordagem

para outras escolhas de h € similar, apesar de que atencao especial ao

w.on

dominio deve ser dada, especialmente quando se opta pelas equagoes “a” e

1Pl

c

2. Usando a planilha eletronica, calcule h(z), a fun¢do encontrada na ltima aula,

dando atencao especial ao sinal da funcao, para os seguintes valores de x:

Aqui estimula-se a percepcao de que f € crescente, possui imagens negativas
e positivas, portanto, dada sua continuidade, possui raiz, justificando
lancar-se mao do Método da Bissec¢ao no item sequinte. Interessante
notar que a fun¢do h se aprorima muito da funcdo y = x para valores
negativos de x, e se aprorima muito de y = x — 1 para valores positivos de

10,11

x, pois 0, é proximo de 1 .

-100, -10, -1, -0,1, 0, 0,1, 1, 10 e 100.

3. Quais conclusoes podem inferir sobre a raiz de h, baseando-se no item anterior?
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Espera-se que os estudantes percebam a existéncia da raiz de h entre, por
exemplo, 0 e 3, pois h(0) < 0 e h(10) > 0. Como h é uma composi¢ao
de funcoes continuas, tem-se que h € continua, logo existe ao menos uma

raiz real entre 0 e 10.

4. Agora, usando-se planilhas, vamos calcular aproximacgoes para a raiz de h

utilizando-se intervalos cada vez menores que a contém e seus pontos médios.

Aqui o Método da Bisseccao serd utilizado de fato. A ideia é que quando
0s estudantes perceberem que a raiz p de h estd entre dois niumeros reais
a e b, pois h(a) - h(b) < 0, tomaremos como aproximag¢ao para p o ponto
médio m de [a,b]. E se h(a)-h(m) < 0, entdo tomamos como segunda
aprorimagao para p o ponto médio de [a,m], e assim sucessivamente.
Entao, a intervencao do professor neste momento é essencial. Uma
possibilidade para organizar os dados e cdlculos em planilhas é mostrado
na Figura 4.8, que é similar a construcao da planilha da Figura 4.1. Ha,
ao final da Atividade 3, Segdo 4.1.3, e ao final da Atividade 8, Secao 4.2.5,
mais detalhes sobre como se construir planilhas para se usar o Método da

Bisseccao.

Figura 4.8: Aproximando a raiz de h(z) = z — 0,1%%".

A B C D E
APROXIMANDO A INTERSEC(;.KD DAS FUN!;C'PES FEG
 ERE|  wowo  |oaErEEE
4 1 o 3 1,50000 0,57023
3 2 0 1,5 0,75000 0,08599
6 3 ] 0,75 0,37500 -0,00371
7 4 0,375 0,75 0,56250 0,03020
8 ] 0,375 0,5625 0,46875 0,01147
9 il 0,375 046875 042188 0,00361
10 i 0,375 042188 0,30844 -0,00009
1 g 0,39844 0.42188 041018 000175
12 9 0,39844 0,41016 0,40430 0,00083
13 10 0,39844 0,40430 0,40137 0,00037
14 11 0,39844 0,40137 0,39991 0,00014
5 12 0,39844 0,39991 0,39917 0,00002
16 13 0,39844 0,39917 0,39881 -0,00003
17 14 0,39917 0,39899 0,39908 0,00001

Fonte: Criado pelo autor através do Planilhas Google
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4.2.4 Atividade 7

Contetdo base: Aproximagao de raizes

Piblico alvo: Alunos a partir do 12 ano do Ensino Médio

Materiais: Computadores e impressao.

Tempo: Uma aula de 50 minutos.

Habilidades:

(EM13MAT315) Investigar e registrar, por meio de um fluxograma, quando possivel,
um algoritmo que resolve um problema.

(EM13MAT405) Utilizar conceitos iniciais de uma linguagem de programacao na
implementagao de algoritmos escritos em linguagem corrente e/ou matematica.

(EM13MAT510). Investigar conjuntos de dados relativos ao comportamento de
duas variaveis numéricas, usando ou nao tecnologias da informacao, e, quando apropriado,

levar em conta a variagao e utilizar uma reta para descrever a relacao observada.

Para os professores: Algumas sugestoes e direcionamentos.

As atividades desta aula sao destinadas a alunos que ja conhecem o Método da

Bisseccao. Na Atividade 4.1.1 ha uma sugestao para se introduzi-lo.

As atividades devem ser realizadas preferencialmente em duplas ou trios, a fim

de se estimular uma colaboracao mutua entre os estudantes.

Para esta aula é necessario o uso de planilhas.

A Figura 4.9 mostra uma construcao possivel através de planilhas para as
aproximacoes da funcao pelo Método da Bisseccao. Na coluna A insere-se a,, a
cada iteracao, o menor extremo do intervalo, enquanto na coluna B insere-se b,,,
o maior extremo. Para que o método tenha efeito, em cada iteracao devemos
ter f(an) - f(bn) < 0, de modo que, a cada iteracao, os alunos devem escolher
quais serao os extremos. Exceto na primeira iteracao, cujos extremos 2,1 e 3
sao dados no primeiro exercicio. Maiores detalhes sobre esta construgao serao

dadas nos topicos finais da atividade seguinte, na Secao 4.2.5

Para os alunos: Facam as atividades a seguir em duplas ou trios. Considere a func¢ao

f(x) = 2® — 22* — 62% + 122 + 52 — 10 e depois faca o que se pede.

1. Verifique que x = 2 é raiz de f.
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2. Calcule f(2,1) e £(3,0).

3. Usando-se os resultados do item anterior, é possivel afirmar que f possui uma

raiz entre 2,1 e 3,07 Por qué?

4. Usando o Método da Bisseccao, faca dez aproximagcoes para esta raiz.

Figura 4.9: Usando planilhas para aproximar uma raiz de f(x) = a° —
20t — 623 4 1222 + 5o — 10 através do Método da Bisseccao.

S 100% ~ R§ %

00123y wil| 53 - B IS A & H ERSE R LR S
D5 - =MEDIA( 2
A B C D E F G
APROXIMANDO UMA RAIZ DA FUNCAOQ F PELO METODO DA BISSECGAD

2 NUMERQ DE INTERVALO PONTO MEDIO (RAIZ e i
3 ITERACOES A B APROXIMADA) F(A) F(B) F(na raiz aproximada)
4 1 2,100000000000 3,000000000000 2 550000000000 -0,201190000000 32,000000000000 4547123437500
5 2 2,100000000000 2 550000000000 2,325000000000 -0,201190000000 4547128437500 0,5807856283203
6 3 2,100000000000 2,325000000000 2,212500000000 -0,201190000000 0.580785283203 -0,086751342468
7 4 2,212500000000 2,325000000000 2,268750000000 -0,086781342468 0.580785283203 0,164093888502
8 5 2,212500000000 2,268750000000 2,240625000000 -0,086781342468 0,164093888502 0,019735518312
3 [ 2,212500000000 2,240625000000 2,226562500000 -0,086781342468 0,019735518312 -0,0328034933241
10 7 2,226562500000 2,240625000000 2,233593750000 -0,038034033241 0,019735518312 -0,010304547059

8 2,233593750000 2, 240625000000 2237109375000 -0,010304547059 0,019735518312 0,004423304586
12 ] 2,233593750000 2,237109375000 2 235351562500 -0,010304547059 0004423304586 -0,003013278165
3 10 2235351562500 2237109375000 2,236230468750 -0,003013278165 0004423304586 0000686808331

Fonte: Criado pelo autor através de planilhas Google.

4.2.5 Atividade 8

Contetdo base: Aproximagao de raizes

Publico alvo: Alunos a partir do 1° ano do Ensino Médio

Materiais: Computadores e impressao.

Tempo: Uma aula de 50 minutos.

Habilidades:

(EM13MAT315) Investigar e registrar, por meio de um fluxograma, quando possivel,

um algoritmo que resolve um problema.

(EM13MAT405) Utilizar conceitos iniciais de uma linguagem de programacao na

implementagao de algoritmos escritos em linguagem corrente e/ou matematica.

(EM13MAT510). Investigar conjuntos de dados relativos ao comportamento de

duas variaveis numéricas, usando ou nao tecnologias da informacao, e, quando apropriado,

levar em conta a variagao e utilizar uma reta para descrever a relacao observada.

Para os professores: Algumas sugestoes e direcionamentos.
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e As atividades desta aula sao destinadas a alunos que ja conhecem o Método da

Bisseccao. Na Aula 4.1.1 hd uma sugestao para se introduzi-lo.

e As atividades devem ser realizadas preferencialmente em duplas ou trios, a fim

de se estimular uma colaboragao mitua entre os estudantes.
e Para esta aula é necessario o uso de planilhas.

e A Figura mostra uma construcao possivel através de planilhas para as aproxi-

magcoes da fungao pelo Método de Newton.

Para os alunos: Considere a funcio estudada na aula anterior, f(z) = 2° — 22 — 62° +

1222 + 5z — 10.

1. Nesta aula, vamos usar o Método de Newton para aproximar a mesma raiz
de f da aula anterior. Lembre-se que pelo Método da Bisseccao a proximacgao
inicial foi de 2,55, que serda a mesma aproximacao inicial para esta aula. As

aproximacoes através do Método de Newton se dao através da seguinte férmula:

it =0 ™ r(a)
n

Onde f'(z) é o que chamamos de derivada de f dada pelo polinomio f(x) =
Srt — 8x3 — 1822 + 24z + 5.
Assim, a segunda aproximacao sera

f(al)
f'(ar)

£(2,55)
f'(2,55)

a9 = A1 — :2,55—

Um dos propdsitos desta atividade é o de mostrar aos estudantes que
existe mais de um modo de se aproxrimar raizes e que tal modo utiliza de
um importante conceito matemdtico, geralmente nao estudado no Ensino
Basico, que ¢ a derivada. Podemos separar as propriedades usadas em duas.
A primeira diz respeito a derivada de um monénio. Ou seja, se p(x) = ax™
entao sua derivada, p'(z), € tal que p(x) =n-ax" ', onden € N. A outra
propriedade € a de que a deriwada da soma de um polinomio é a soma das

n
derivadas dos mondnios que o compoem. Assim, se p(z) = Y. ¢z, entdo
i=0

n
p(x)=> i ¢zt onde c; € R.
i=0
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a) Usando planilhas, calcule f(2,55) e f'(2,55).

Espera-se que os estudantes facam as substituicoes nos polinomios e

encontrem f(2.55) = 4.55 e f'(2.55) ~ 27.92.

b) Usando a férmula apresentada acima, calcule a segunda aproximagao, as.

Usando a sequéncia do Método de Newton apresentada anteriormente

obtém-se as ~ 1.27.

2. Faca as 10 primeiras aproximagoes realizando os dados e organizando os célculos

em uma planilha.

A Figura 4.10 mostra wma maneira possivel para se fazer as operacoes e
organizar os dados em planilhas, onde na primeira coluna hd a quantidade
de iteracoes, na sequnda as aproximagoes e na terceira, calcula-se a funcao
em cada aprorimacao de modo a ser possivel verificar o qudao proximo da
ratz cada aproximacao €. FExceto pela primeira aproximacao, 2.55, que €
dada, as outras aproximacoes sao calculadas na propria planilha, usando-se

a formula do Método de Newton.

3. Agora faca as 10 primeiras aproximagoes usando o Método da Bissecgao.

Esse exercicio tem como propdsito comparar os dois métodos, Bissecgao
e Newton, e se aplica caso os alunos em questao jd tenham participado

das aulas anteriormente propostas. A Figura 4.10 mostra uma possivel

construgao para a planilha, similar a Figura 4.9.

4.2.6 Método de Newton e Método da Bisseccao usando planilhas

No final da Atividade 3, disposta na Secao 4.1.3, descrevemos com detalhes um
modo de se construir planilhas para se aplicar o Método da Bisseccgao, fazendo referéncia
a planilha da Figura 4.1. Na Atividade 8, fazemos referéncia a outra possibilidade de
construcao, modelo representado na Figura 4.8. Vamos destacar as diferencas em sua
construcao, de maneira que recomendamos a leitura do tépico final da Atividade 3.

No caso da Atividade 8, calcula-se na coluna E4, na linha da primeira iteracao, o
valor da fun¢do f no menor extremo do intervalo, ou seja, f(2.1). Par isto, basta inserir

B4 no lugar do x na funcao, de modo que esta célula vai receber “= B4"5 — 2% B4™4 — 6 x
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Figura 4.10: Usando planilhas para aproximar uma raiz de f(zr) = z° —

2% — 623 4+ 1222 4+ 5 — 10 através do Método de Newton.

Qs - =04-(04*5-2%04% 4-5+04% 3+1 24044 2+5404-10) / (53044 4-8#04" 3- 184044 2+24%04+45)

o] B Q R 3
APROXIMANDO A RAIZ DA FUNGAO f PELO METODO DE
; TTUENI;E%%ESE RAIZ APROXIMADA | f{na raiz aproximada)
4 1 2,55000000000000 4547128437500
3 2 2,38711699720932 1,270119878458
L] 3 2,29129505335826 0,309544280067
7 4 2,24751055424277 0,051444285201
8 5 2,23673070729367 0,002800002688
3 6 2,23607041286592 0,000010284477
10 7 2,23606797753287 0,000000000140
11 8 2,23606797749979 0,000000000000
12 g 2,23606797749979 0,000000000000
3 10 2,23606797749979 0,000000000000

Fonte: Criado pelo autor através de planilhas Google.

B4°3+12% B4"2+4 5% B4 — 10”. De modo andlogo, a célula F4 calcula f(3,0), recebendo
“=(C475-2xC4"4—6xC4"3+12xC4"2+5%xC4—10" e a célula G4 calcula f no ponto médio
do intervalo da iteracao, recebendo “= D4°5—2%xD4"4—6x D4 3+ 12x D4"2+5%x D4 —10".

Para a segunda iteracao, devemos determinar o intervalo, assim como na Figura
4.1, mas desta vez analisando os sinais de f nos extremos e na raiz aproximada, o ponto
médio 2.55. Assim, como f(2,1) < 0 e f(2.55) > 0, o préximo intervalo serd [2.1,2.55] e
as células B5 e C6 recebem, respectivamente, os valores 2.1 e 2.55, tal como o Algoritmo
2.2.1 o faz. As proximas linhas seguem de modo similar.

J& a Figura 4.10 mostra uma maneira de se aplicar o Método de Newton através de
planilhas. Na linha 4, onde hé a primeira iteracao, insere-se manualmente na célula Q4, a
primeira aproximacao, que ¢ dada, e no caso vale 2.55. Na céula R4 calcula-se o valor da
funcao na aproximacao, ou seja, f(2.55), de maneira similar ao tépico anterior, de modo que
deve-se inserir nesta céula a férmula “= B4"5—2xB4"4—6xB4"3+12xB4"2+5xB4—10".
Ja na iteracao 2, cujos dados estao dispostos na linha 5, a célula Q5 recebe a féormula do
Método de Newton, ou seja as = a; — f(a1)/f'(a1) para calcular a segunda aproximagao.
Inserindo na célula Q5 a férmula “= Q4 — (Q4°5 — 2x Q4"4 — 6%« Q4"3 + 12+ Q4"2 + 5 %
Q4—10)/(5+Q4"4 —8%xQ4"3 — 18 % Q4"2+ 24 % Q4 + 5)” obtemos 2.38711699720932. As

outras células sao preenchidas de forma similar.



5 Conclusio

Durante a construcao deste trabalho, o estudo de métodos iterativos se mostrou
relevante para nds por muitos motivos, como o conhecimento adquirido dos conceitos ma-
tematicos envolvidos e aplicados em uma importante area da Matematica. Mas arriscamos
afirmar que a principal relevancia deste trabalho é a de ser uma ponte para se conectar a
Matematica académica com a Educagao Baésica.

Assim, entre muitos outros aspectos que podemos destacar da dissertacao, acre-
ditamos que as atividades propostas no Capitulo 4 e apresentadas aqui como o produto
do trabalho sao relevantes para se explorar o ensino de Matematica através da otica do
pensamento computacional. Isso porque, apesar de nao proporem diretamente a cons-
trucao de um algoritmo em uma linguagem de programacao, as atividades consideram a
compreensao do problema de se aproximar uma raiz, fazer a andlise, modela-lo, aborda-lo
e apresenté-lo através do uso de planilhas, comparando as diversas solugoes (aproximagoes)
e automatizando alguns dos procedimentos relacionados (usando-se férmulas na planilha),
compreendendo, assim, passos e tomadas de decisoes que poderiam nao ser trabalhados
caso o processo fosse totalmente automatizado. Essa abordagem, combinada com o uso do
aplicativo GeoGebra, a nosso ver, podem melhorar o ensino/ aprendizagem de Matemética
pois exploram diferentes possibilidades de se desenvolver habilidades relacionadas, como
descritas na segao “A BNCC” do Capitulo 3, e que incluem diferentes registros (no caderno,
nas planilhas e no GeoGebra) e diferentes formas de pensar o mesmo problema (algebri-
camente, geometricamente, algoritmicamente). Sdo também atividades que estimulam
o uso de ferramentas tecnoldgicas, como planilhas, o software GeoGebra e calculadoras,
potencializando a aprendizagem e o ensino de Matematica conforme discutido na Secao
3.2.

Além de levar em consideracao as potencialidades que ambientes informatizados
podem propor, para compor as atividades da Sequéncia Didatica também realizamos uma

analise de dissertagoes relacionadas ao mesmo tema (célculo numérico) do PROFMAT, feita
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na Segao 3.3. Consideramos de fundamental importancia analisar como essas dissertagoes
produzem para a Educacao Baésica, especialmente para um mestrando de um programa
voltado para professores de Matematica dessa etapa de ensino. Conhecer o contexto
em que se estd inserido, como mestrando, foi fundamental para decidir o que e como
produzir. Mesmo que o recorte aqui feito tenha sido pequeno, seus resultados convergem
aos do estudo do artigo “Criptografia na educagao bésica: um cenario das pesquisas do
PROFMAT” [8], portanto amplificados, de modo que a andlise se tornou decisiva para a
construcao da Sequéncia Didatica. Isso porque compreendemos melhor a importancia de a
producao necessitar ter impacto na EB.

A analise desencadeou reflexoes sobre o que se almejava produzir, fazendo-nos notar
que, como professores de matematica da EB em um contexto de um mestrado voltado para
tais, um dos principais objetivos é o de se obter um retorno para essa etapa da educacao.
Dito de outra forma, apds verificarmos que muitas das dissertacées do PROFMAT nao
produzem adequadamente como preveem as diretrizes desse programa de mestrado, seja
nao propondo atividades para a Educagao Bésica, seja nao realizando pesquisas e/ou
leituras sobre o Ensino de Matematica, optamos por construir um trabalho que levasse
em conta o papel do professor de Matematica, materializado nao apenas na Sequéncia
Didéatica, Capitulo 4, como também nas pesquisas, andlises e reflexdes que permeiam toda
a dissertacao e que ganham destaque no Capitulo 3. Desse modo, na composicao das
atividades a busca por aplicabilidade na Educacao Basica ganhou mais destaque que o viés
académico da Matematica, de modo que acreditamos propor um material com impacto
significativo em sala de aula.

Portanto, este trabalho de conclusao de curso finaliza com éxito um processo de
estudos e reflexdes que tém influéncia positiva e direta na pratica de um professor de

Matemética.
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