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RESUMO

Com a democratizacdo do acesso ao Ensino Superior, oportunizada pela criacio do Exame
Nacional do Ensino Médio (ENEM), preparar-se para este teste e submeter-se a ele ja faz parte
do calendéario educacional de jovens e adultos por todo o Brasil. Entretanto, sua extensdo e
complexidade ainda sdo um desafio para aqueles que buscam obter boa pontuacdo na prova,
principalmente quando se trata das dreas que envolvem célculos, como € o caso da Matemética.
Nesse sentido, o presente estudo tem como objetivo analisar as questdes de Matemadtica propostas
no ENEM que apresentam conceitos relacionados a subarea denominada Geometria Plana,
contetddo recorrente no exame mas pouco debatido nas aulas da disciplina. O levantamento
de dados se deu por meio de pesquisa documental, explorando os problemas dispostos para a
area nas edi¢Oes da prova realizadas entre 2009 e 2021. As informacdes extraidas serviram
de base para a sele¢do dos conceitos matematicos apresentados ao longo do segundo capitulo
e necessdrios para a resolucao das questdes analisadas. Ja no terceiro capitulo encontram-se
as questoes de Geometria Plana solucionadas e comentadas, sendo esta a principal ferramenta
oferecida por esse estudo. A unido entre a discussdo tedrica e a parte pratica dessa producao
compdem uma apostila direcionada para estudantes do curso preparatdrio Edificar, que € uma das
atividades do Programa Edifique A¢des, vinculado a extensdo da Universidade Federal do Cariri
(UFCA). A elaboragao de um material pedagdgico dessa natureza, que vem a se juntar a outras
dissertacdes, visa auxiliar possiveis candidatos na preparacio para o exame em evidéncia, que,
por sua vez, configura-se como a principal porta de acesso para o Ensino Superior atualmente.
Além do apoio ao publico-alvo citado, espera-se que as discussdes aqui presentes também
contribuam para uma reflexdo sobre como tem se dado o ensino de Matemadtica nas escolas
publicas do pais, oportunizando melhorias no processo de ensino/aprendizagem daqueles que

integram tais institui¢oes.

Palavras-chave: Ensino de Matematica. ENEM. Geometria Plana.
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ABSTRACT

With the democratization of access to Higher Education, made possible by the creation of the
High School National Exam (ENEM), preparing for this test and submitting to it is already
part of the educational calendar for young people and adults throughout Brazil. However, its
extension and complexity are still a challenge for those who seek to obtain a good score on the
test, especially when it comes to areas that involve calculations, such as Mathematics. In this
sense, this study aims to analyze Math questions proposed in ENEM that present concepts related
to the subarea called Plane Geometry, a recurring content in the exam but little discussed in the
classes of the subject. Data collection was carried out through documentary research, exploring
the problems presented for the area in the editions from 2009 to 2021. The information found
served as a basis for the selection of the mathematical concepts presented throughout the second
chapter and necessary for the resolution of the questions. In the third chapter, the questions about
Plane Geometry are solved and commented on, which is the main tool offered by this study. The
union between the theoretical discussion and the practical part of this production makes up a
booklet directed at students of the Edificar preparatory course, which is one of the activities of
the Edifique Ac¢des Program, linked to the extension of the Federal University of Cariri (UFCA).
The elaboration of a pedagogical material of this nature, which joins other dissertations, intends
to assist candidates in preparing for the exam in evidence, which, in turn, is the main way of
entering Higher Education today. In addition to supporting the aforementioned target audience,
it is expected that the discussions presented here can also contribute to a reflection on how the
teaching of Mathematics has been happening in Brazilian public schools, providing opportunities

for improvements in the teaching/learning process of those who integrate such institutions.

Keywords: Teaching of Mathematics. ENEM. Plane Geometry.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

Considerada uma das ciéncias mais aplicadas em nosso cotidiano, a Matematica se
destaca pelo seu carater pratico, uma vez que relaciona a ldgica com as situagdes rotineiras
experienciadas por todos os individuos. Nesse sentido, seus pressupostos buscam investigar a
veracidade dos fatos langando mao de técnicas precisas e exatas, que vao desde operagdes basicas
até calculos mais complexos, sempre observando o que versam os principios matematicos.

Ao longo de sua histdria, tal ciéncia foi construida e aperfeicoada buscando responder
as necessidades de cada época, até estabelecer-se como objeto de estudo fundamental para a
formacao de todo cidaddo. Para tanto, a Matemadtica passou a integrar o curriculo de institui¢des
escolares por todo o mundo, que hoje empenham-se para oferecer um ensino contextualizado
voltado para o desenvolvimento integral do estudante, contribuindo para a concepcao de uma
visdo de mundo que responda aos seus interesses.

Desde os primeiros anos da jornada escolar, iniciada ainda na primeira infancia, aprendi-
zes passam a ter contato com os conceitos matematicos que utilizardo no decorrer de suas vidas.
Para muitos, o ensino formal da Matematica tem seu fim no Ensino Médio, seja por decidir nao
seguir estudando, seja por escolher uma carreira profissional que nao se aproxime da disciplina.
O que é comum a grande maioria daqueles que desejam se profissionalizar por meio do ingresso
no Ensino Superior é submeter-se ao Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM), que, por sua
vez, tem a Matematica como uma das quatro areas do conhecimento requeridas dentre as suas
180 questdes.

Nos dias atuais, fazer Enem faz parte da vida dos estudantes de todo o Brasil. As
escolas se organizam, mobilizam e planejam atividades peridédicas que passam a fazer parte do
cotidiano escolar: aulas de revisdo, motivacao, reforco de conteidos mais complexos, semanas
de intensivos, dentre outras acdes. Para o exame, ndo ha limitacdes quanto a classe social ou
faixa etdria, tanto jovens quanto adultos, até mesmo pessoas na terceira idade podem realiza-lo.
E um instrumento democritico e legitimo, que possibilita novos horizontes e oportunidades
num contexto que antes era mais complexo. Fica claro que o Enem hoje € um grande evento do
calendério educacional brasileiro, e ter dominio de contetdo em todas as areas requeridas nele é

O primeiro passo rumo a aprovacao.
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Capitulo 1: Introdugdo

Pensando nisso, a presente dissertacdo tem como principal objetivo analisar as questdes de
Matematica do ENEM que apresentam conceitos voltados para a subarea denominada Geometria,
em especial a Geometria Plana, contetido recorrente nas provas. Tal esforco justifica-se pela
importancia da Matemdtica para a aprovagdo no exame, uma vez que esta se apresenta como a
area em que os candidatos alcancam maior média dentre as demais se considerarmos o algoritmo
que as corrige, conhecido como TRI (Teoria de Resposta ao Item), tornando-se um diferencial

para a média geral, como mostra a Tabela[I.1] a seguir:

Tabela 1.1: Comparativo entre as notas maximas em cada edi¢cdo do Enem

Ano de aplicacido da prova do ENEM | Nota maxima por disciplina

e Linguagens - 801,1

2020 e Ciéncias Humanas - 862,6

e Ciéncias da Natureza — 854,8
e Matematica - 975

e Linguagens - 801,7

2019 e Ciéncias Humanas - 835,1

e Ciéncias da Natureza — 860,9
e Matematica - 985,5

e Linguagens - 816,9

2018 e Ciéncias Humanas - 850,4

e Ciéncias da Natureza — 869,6
e Matematica - 996, 1

e Linguagens - 788.,8

2017 e Ciéncias Humanas - 868,3

e Ciéncias da Natureza — 885,6
e Matematica - 993,9

e Linguagens - 846,4
2016 e Ciéncias Humanas - 859,1
e Ciéncias da Natureza — 871,3

e Matematica - 991,5
Fonte: Adaptado de [33], [34], [35], [36] e [37].

Este trabalho de mestrado se junta ao grupo de outras dissertacdes dos autores (AL-
CANTARA, 2020) [38]], (SIQUEIRA, 2020) [39] e (DANTAS, 2020) [40], produzidas por
participantes do Mestrado Profissional em Matematica - PROFMAT da Universidade Federal
do Cariri (UFCA), que também decidiram discorrer sobre como a drea € tratada no ENEM, sob
diferentes perspectivas. Assim como as demais produgdes este trabalho propdem a oferta de uma
cartilha que visa auxiliar estudantes a se prepararem para a prova de Matemdtica do ENEM, uma

vez que discorrem acerca dos conceitos matematicos necessarios para o bom aproveitamento no
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Capitulo 1: Introdugdo

exame, além de apresentar questdes das edi¢des passadas de forma resolvida e comentada.

O material pedagégico fruto das dissertagdes serve de base para todo e qualquer estudante
que deseja ter dominio sobre os contetidos referentes a Matemadtica. Contudo, o publico-alvo das
cartilhas sdo os estudantes do cursinho preparatdrio Edificar.

O Curso Intensivo para Enem Edificar € um Projeto de Extensdo da UFCA, institui¢do
localizada no interior do estado do Ceara. O cursinho oferece, de forma gratuita, preparacdo para
o Exame Nacional do Ensino Médio a estudantes da rede publica de ensino, uma vez que conta
com trabalho voluntério de servidores e alunos da prépria UFCA.

De acordo com os critérios para participacdo do projeto, estudantes de escolas publicas
que comprovem nao ter condi¢des de arcar com os custos de um cursinho particular podem
inscrever-se para concorrer a uma das 50 vagas que geralmente sdo disponibilizadas. A seletiva é
feita uma vez por ano e consiste em andlise das informagdes socioecondmicas de cada candidato.
As aulas acontecem de segunda a quinta no campus da universidade na cidade de Juazeiro do
Norte.

A presente pesquisa € predominantemente descritiva, que tem por objetivo registrar e
descrever fatos ou fendmenos, sem que haja interferéncia nos mesmos, tendo um formato de
levantamento. Quanto a sua natureza € aplicada ja que se dedica em gerar conhecimentos que
sdo aplicados na solucao de problemas locais, no caso, o Curso Intensivo para Enem - Edificar.
A sua abordagem € qualitativa, uma vez que se ocupa em relatar a maior quantidade possivel de
informacdes (PRODANOV, 2013) [41].

Ja em relacdo as técnicas de elaboracdo, a presente pesquisa € essencialmente documental.
Esse tipo de procedimento metodoldgico se assemelha ao pesquisa bibliogréifica, uma vez que
também se debruca sobre fontes de papel. A abordagem bibliografica se baseia em materiais
j& publicados como livros e periddicos. Ja uma pesquisa documental se baseia em fontes que
ainda ndo tiveram um trato analitico e que ainda podem ser reestruturadas, por exemplo leis,
resolugdes e projetos pedagdgicos (PRODANOYV, 2013) [41]. No caso, dessa pesquisa, a fonte
explorada s@o os cadernos de provas do Enem; para isso, foram selecionados os cadernos de cor
amarela de 2009 a 2021.

Posto isto, este trabalho € composto da presente introdugdo e mais quatro capitulos. O
Capitulo [2] faz um apanhado geral sobre o ensino de Matemadtica, abrangendo o seu surgimento,
perpassando os seus pressupostos pedagdgicos da disciplina como parte integrante e fundamental
das etapas da formagdo escolar de criangas e jovens Brasil afora, até a sua configuracdo no
que diz respeito a estrutura das questdes do ENEM, destacando tépicos iniciais relacionados a
subarea Geometria Plana, foco desse estudo.

J4 no Capitulo |3 também de carater tedrico, trata dos conceitos matematicos necessarios
para a resolucdo de problemas que envolvem Geometria Plana, servindo de subsidio metodolégico
para aqueles que pretendem se submeter ao exame em questao.

No Capitulo [ sdo apresentadas as resolugdes de questdes do ENEM sobre Geometria

Plana das ultimas 13 edicdes. As solugdes apresentadas por meio dos cédlculos, bem como os
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Capitulo 1: Introdugdo

comentdrios pertinentes a cada questdo. Com isso, formam o produto pedagdgico direcionado
aos estudantes do cursinho supracitado, configurando-se também como a principal contribui¢do
desta pesquisa para o cenario educacional em nivel local, regional e nacional.

Ao fim, no Capitulo[5] nas Consideragdes Finais, ¢ destacada a contribui¢do do presente
estudo no processo de ensino-aprendizagem de Matematica. Ficando o material produzido como
fonte de estudo e preparacdo para estudantes do curso Edificar, bem como de outros publicos

interessados.
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Capitulo 2

ENSINO DE MATEMATICA: HISTORIA
E CONTRIBUICOES PARA O
APRENDIZ

2.1 Contribuicoes da Matematica para a humanidade

Desde os babildnios, primeiros povos nos registros da histéria a desenvolverem o que
conhecemos hoje como dlgebra elementar, até os gregos, responsaveis pelo avango da Matemaética
com o status de ciéncia, vé-se o qudo importante essa drea do conhecimento foi e tem sido para o
homem. Quando falamos em progresso cientifico e econdmico das sociedades estamos tratando
também de Matematica, uma vez que suas descobertas contribuiram significativamente quando
aplicadas a constru¢do, aperfeicoamento e uso produtivo de mdquinas e equipamentos (BURGO,
2015).

Assim como as civilizagdes, a Matemdtica também passou por periodos de evolugao.
Nem sempre o imagindrio social associou tal 4rea do conhecimento a disciplina escolar como
se conhece hoje. As préticas pedagdgicas matematicas foram ganhando destaque anos depois
do surgimento das escolas, visto que, a principio, preocupava-se mais em atender os processos
de industrializacdo do que discutir as questdes relacionadas a prética docente, o que significava
maior foco na formacao de profissionais que respondessem as demandas dos mais diversos ramos
das atividades humanas, solucionando problemas de ordem prética (CURITIBA, 2006 apud
BURGO, 2015).

Tal cenario se modificou entre o final do século XIX e o inicio do século XX, quando
exigéncias advindas das revolucdes dos séculos anteriores passaram a refletir no modo como se
pensava a Matematica como disciplina escolar pelo mundo. A partir de entdo, a escola passa
a ser considerada “o espaco por exceléncia de desenvolvimento dos conceitos cientificos, a
instituicdo capaz de fazer a mediagdo entre os conceitos cotidianos e o cientifico” (MORAES;

MOURA, 2009, p. 99). Alinhadas as discussdes do movimento chamado Escola Nova, comega-
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se a conceber o ensino de Matemadtica no Brasil a partir da valorizacdo dos processos de
aprendizagem, nos quais o estudante estd envolvido em atividades de pesquisa, resolucao de
problemas e outras atividades voltadas para a ludicidade. Nesse sentido, o centro do processo
de ensino da Matemadtica passa a ser o estudante, que tem o professor como orientador da
aprendizagem (BURGO, 2015).

Em meio as novidades e possibilidades advindas de tais mudancas e pensamentos, surge a
necessidade de padronizar o ensino nas escolas, de modo a oportunizar uma educagdo igualitaria
para todas as regides do pais. Assim, nascem os documentos oficiais que orientam docentes de
todas as dreas do conhecimento. E sobre o que versam os Pardmetros Curriculares Nacionais
(PCNs) e a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) sobre o componente curricular em questio

que discutiremos a seguir.

2.2 Como a disciplina configura-se no curriculo escolar brasi-

leiro

A fim de adequar o ensino das escolas brasileiras as mudangas advidas com a chegada das
novas tecnologias, bem como as transformacdes na producao de bens e servicos, o Ministério da
Educacdo elabora nos anos de 1997 e 1998 os Parametros Curriculares Nacionais, que ganharam a
sua versao para o Ensino Médio logo no ano de 2000. Tendo como marco legal a Lei de Diretrizes
e Bases da Educagdo, LDB (n° 9.394 de 20 dezembro de 1996) - que no artigo 26 regulamenta
uma base nacional comum para a Educagdo Basica, os PCNs trouxeram um novo perfil para
o curriculo que até entdo apresentava um ensino descontextualizado, compartimentalizado e
baseado no acimulo de informag¢des (BRASIL, 2000).

As referéncias apresentadas em tal documento se apoiam nas competéncias bésicas
necessdrias aos jovens para sua insercao na vida adulta. Dessa forma, visam divulgar os
principios da reforma curricular da época e nortear os professores no que diz respeito as novas
abordagens e metodologias dispostas ao longo das orientagdes. Para o Ensino Médio, os PCNss
sugerem que o trabalho em cada drea do conhecimento envolva, “de forma combinada, o
desenvolvimento de conhecimentos praticos, contextualizados, que respondam as necessidades
da vida contemporanea, e o desenvolvimento de conhecimentos mais amplos e abstratos, que
correspondam a uma cultura geral e a uma visdao de mundo” (BRASIL, 2000, p. 06).

No que concerne ao ensino de Matemadtica, os PCNs tratam tanto sobre o valor formativo
da disciplina, uma vez que auxilia na estruturacao do pensamento e o raciocinio dedutivo, como
do seu papel instrumental, j4 que se configura como “uma ferramenta que serve para a vida
cotidiana e para muitas tarefas especificas em quase todas as atividades humanas” (BRASIL,
2000, p. 40). Além disso, sugere-se que a Matematica passe a ser vista também como ciéncia,
para que proporcione aos estudantes perceber as defini¢des, demonstracdes e encadeamentos

conceituais e ldgicos que vao auxilid-los a construir novos conceitos e estruturas a partir de
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outros, o que resultard na validacao de intui¢des e construcdo de sentido as técnicas aplicadas.
Assim, 0 jovem passa a perceber a Matematica como “um sistema de c6digos e regras que a
tornam uma linguagem de comunicacao de idéias e permite modelar a realidade e interpreta-la”
(BRASIL, 2000, p. 40).

Outro documento oficial elaborado pela Unido com o intuito de padronizar o ensino no
Brasil é a Base Nacional Comum Curricular (BNCC). De carater normativo, a BNCC define o
conjunto de aprendizagens essenciais a serem desenvolvidas por alunos ao longo das etapas e
modalidades da Educagdo Bésica. Apds os esforcos do Conselho Nacional de Educagdo (CNE)
para a elaboracdo da propostas até a homologacao da sua 3* versdo em 2018, a BNCC passa agora
pelo processo de implementacdo nas escolas de todas as Unidades Federativas do pais. Pautada
em principios éticos, politicos e estéticos, “a Base soma-se aos propdsitos que direcionam a
educacao brasileira para a formacao humana integral e para a constru¢cdo de uma sociedade justa,
democratica e inclusiva” (site do MINISTERIO DA EDUCACAO).

As discussodes expressas nos PCNs sobre contextualiza¢do do ensino a fim de contribuir
com a formacdo para a vida cotidiana também sdo contempladas na BNCC. Aqui, temos um foco
ainda maior nas propostas que possibilitem uma visdao mais integrada do ensino de Matematica,
sem esquecer da sua aplicacdo pratica a realidade. Nesse sentido, “é preciso levar em conta as
vivéncias cotidianas dos estudantes do Ensino Médio, envolvidos, em diferentes graus dados
por suas condi¢des socioecondmicas, pelos avangos tecnologicos, pelas exigéncias do mercado
de trabalho, pela potencialidade das midias sociais, entre outros” (BRASIL, 2018, p. 518).
Entretanto, desmistificar a ideia de que a Matematica € apenas um conjunto de regras e técnicas,
mas sim parte integrante da nossa cultura e da nossa histdria, ainda se apresenta como um grande
desafio para a Educacao.

Nessa perspectiva, além dos debates iniciais acerca dos principios que norteiam as
orientacdes curriculares, a BNCC divide as propostas por drea do conhecimento que, por sua vez,
subdividem-se em competéncias e habilidades. Para a drea de Matematica e suas Tecnologias
sdo estabelecidas 5 competéncias, e a cada uma delas sdo listadas habilidades, que juntas
somam 45. Ao fazer a leitura do documento fica claro que a Matemdtica € um “componente
importante na construcdo da cidadania, na medida em que a sociedade se utiliza, cada vez mais,
de conhecimentos cientificos e recursos tecnolégicos, dos quais os cidaddos devem se apropriar”
(BURGO, 2015, p. 17).

Dentre os apontamentos descritos na BNCC, sugere-se que os estudantes do Ensino

Médio desenvolvam:

[...] habilidades para interpretar e representar a localizacéo e o deslocamento de
uma figura no plano cartesiano, identificar transformacdes isométricas e produzir
ampliacdes e redugdes de figuras. Além disso, s@o solicitados a formular e
resolver problemas em contextos diversos, aplicando os conceitos de congruéncia
e semelhanca (BRASIL, 2018, p. 517).
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Para tornar ainda mais pratica toda sua proposta, a BNCC propde algumas habilidades
nas quais inter-relaciona toda a drea da Matematica no Ensino Médio com o papel que os estas
devem desempenhar ao serem abordadas. Conforme explana Lima (2019), das 45 habilidades de
Matemadtica e suas Tecnologias apontadas pela BNCC, 11 sdo referentes ao estudo da Geometria.
Lima (2019, p. 56 ) ressalta ainda que “ todas as habilidades estdo relacionadas a temas de
relevancia para a sociedade atual. O foco ndo estd na quantidade de contetidos que compdem o
curriculo, mas na qualidade da apropriacio destes”. E justamente sobre a subdrea da Matemdtica

denominada Geometria que trataremos na préxima secao.

2.3 Geometria plana: parte integrante do curriculo

A Geometria é uma subdrea da Matemdtica que nasceu da necessidade de medir terras.
Desde a sua criagdo, seus pressupostos tém sido aplicados em diversas situacdes pelas sociedades,
seja na divisdo de terras em partes iguais, ou na confec¢do de artefatos de decoracao, utensilios,
desenhos ou até mesmo na criagdo de monumentos, como as piramides do Egito. Seus contetidos
estdo divididos em trés categorias, a saber: geometria plana, geometria espacial e geometria
analitica.

Seus conceitos estudam as medidas e formas das figuras planas e dos objetos espaciais,
as posicgoes relativas de figuras no espaco, a superficie delimitada por uma regido ou o volume
de um poliedro ou corpo redondo, entre outros. Defini¢des e axiomas sdo os pilares que
sustentam esse conteido. Assim, toda sua estrutura € desenvolvida como uma consequéncia
deles, tornando o conhecimento prévio das defini¢des da Geometria fundamental em todo o
processo de aprendizagem dessa subdrea de estudo. Encontramos tracos geométricos em diversos
objetos ao nosso redor, seja na estrutura de um edificio, no formato de uma janela, na estrutura
de uma ponte etc. Nesse sentido, € possivel dizer que convivemos com a geometria em diversos
aspectos do nosso cotidiano, o que a torna indispensdvel para a constru¢dao do pensamento critico
das pessoas.

Assim como os demais contetidos descritos nos documentos quanto ao ensino da Ma-
tematica, a Geometria € uma area que esta sempre presente no dia a dia do estudante. Ensinar
Geometria € trabalhar em unissono teoria e pratica , em que cada cdlculo realizado ird representar
algo em sua realidade. Dessa forma, € imprescindivel aprender com éxito todos os conceitos,
abordando em conjunto os cdlculos necessdrios para a resolu¢do de questdes. Régo, Régo e

Gaudéncio Junior (2018) confirmam tal posicionamento quando declaram:
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E, portanto, a partir da exploracdo de elementos ligados a realidade do aluno
que as primeiras nogdes relativas aos elementos geométricos podem ser traba-
lhadas, incorporando-se sua experiéncia pessoal com os elementos do espaco
e sua familiarizacdo com as formas bi e tridimensionais, e interligando-as aos
conhecimentos numéricos, métricos e algébricos que serdo construidos. (REGO,
REGO; GAUDENCIO JUNIOR, 2018, p. 23).

Quando se trata da Geometria Plana, embora esta seja de grande importancia na vida do
aluno, ela estd praticamente ausente no ensino de Matematica. Nao € dificil encontrar relatos
de professores que assumem sentir dificuldade em trabalhar tais contetdos, de conseguir obter
a compreensao do aluno, visto que € necessaria uma visualizacao do que estd sendo ensinado.
Tudo isso exige que os ambientes de ensino possuam materiais concretos que facilitem esse
processo, fato que nio ocorre em grande parte das institui¢des, gerando um distanciamento entre
Geometria Plana e as demais subareas da Matematica.

O estudo da Geometria se faz em concordancia com outros topicos da Matemadtica no que
se refere a articulacdo entre a teoria e a pratica na grande maioria das situa¢des-problema. Por
exemplo, quando relaciona o cdlculo de drea e perimetro com a drea de grandezas e medidas, ou
quando abrange a trigonometria para obter um dado necessério para resolu¢do de um problema
geométrico. Por esse motivo, é importante que haja uma compreensdo das mais diversas dreas da
Matematica ao praticar a Geometria.

De acordo com a BNCC, “[a] Geometria envolve o estudo de um amplo conjunto de
conceitos e procedimentos necessdrios para resolver problemas do mundo fisico e de diferentes
4reas do conhecimento” (BRASIL, 2018, p. 271). E importante ressaltar que a drea de Mate-
maética e suas Tecnologias precisa assegurar as competéncias especificas, onde em cada uma
dessas competéncias existem habilidades que precisam serem alcangadas. Das 45 habilidades, 6
sdo referentes ao ensino de Geometria Plana. O Quadro|l} a seguir, apresenta as habilidades do

ensino médio apresentadas pela BNCC que abrangem a Geometria Plana.

Quadro 1: Habilidades da BNCC sobre Geometria Plana.
Continua

e (EMI3MAT103) Interpretar e compreender o emprego de unidades de medida de diferentes
grandezas, inclusive de novas unidades, como as de armazenamento de dados e de distancias
astrondmicas e microscopicas, ligadas aos avangos tecnoldgicos, amplamente divulgadas na
sociedade;

e (EMI3MATI105) Utilizar as nogdes de transformacOes isométricas (translacao, reflexdo,

rotacdo e composi¢des destas) e transformagdes homotéticas para analisar diferentes produ-

¢des humanas como construcdes civis, obras de arte, entre outras;
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Quadro 1: Habilidades da BNCC sobre Geometria Plana.
Conclusio

e (EM13MAT307) Empregar diferentes métodos para a obtencao da medida da drea de uma
superficie (reconfiguracdes, aproximacao por cortes etc.) e deduzir expressdes de cdlculo
para aplicd-las em situacdes reais, como o remanejamento e a distribui¢do de plantagdes,
com ou sem apoio de tecnologias digitais;

e (EMI3MAT308) Resolver e elaborar problemas em variados contextos, envolvendo tridngu-
los nos quais se aplicam as relacdes métricas ou as nog¢des de congruéncia e semelhanca;

e (EMI3MAT407) Interpretar e construir vistas ortogonais de uma figura espacial para repre-
sentar formas tridimensionais por meio de figuras planas;

e (EMI3MATS505) Resolver problemas sobre ladrilhamentos do plano, com ou sem apoio de
aplicativos de Geometria dindmica, para conjecturar a respeito dos tipos ou composicao de
poligonos que podem ser utilizados, generalizando padrdes observados;

e (EM13MATS509) Investigar a deformacgdo de angulos e dreas provocada pelas diferentes
projecdes usadas em cartografia, como a cilindrica e a cOnica;

e (EMI13MATS512) Investigar propriedades de figuras geométricas, questionando suas conjec-
turas por meio da busca de contraexemplos, para refutd-las ou reconhecer a necessidade de

sua demonstragdo para validacio, como os teoremas relativos aos quadrildteros e tridngulos.

Fonte: [6].
A BNCC, em sua proposta para o Novo Ensino Médio, relata que os conteidos escolares

devem despertar, sobretudo, o amadurecimento cidadao dos estudantes. Desse modo, faz com
que estes passem a intervir na comunidade onde estdo inseridos, participando diretamente das
acoes sociais desenvolvidas. No que se refere a Geometria nao € diferente, o documento deixa
claro a atuagdo desse contetdo para a construgdo critica e social dos aprendizes. Além disso,
uma preparacao adequada dos estudantes aumenta a sua propabibilidade de ingressar no Ensino
Superior, que tem o Enem como um dos processos de admissdo mais conhecidos nacionalmente.
Trataremos sobre a disposicao da Geometria Plana nas edi¢des do exame em questdo na se¢ao

que se segue.

2.4 Geometria Plana no ENEM

E sabido que as transformagdes sociais ocorridas no mundo tém exigido cada vez mais
profissionais capacitados e competentes para atuarem nas diversas dreas do conhecimento.
Quando se trata da sua formag¢do, um dos principais requisitos para os potenciais candidatos ao
mercado de trabalho € o ensino superior. De acordo com Delors et al (2003), o nivel superior
ocupa um espaco determinante no nosso crescimento, tendo vistas que “num mundo em que 0s
recursos cognitivos, enquanto fatores de desenvolvimento, tornam-se cada vez mais importantes
do que os recursos materiais a importancia do ensino superior e das suas instituicdes serd cada

vez maior” (p. 140). Assim, faz-se necessdrio pensar acerca da preparagdo desses estudantes que
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pretendem se submeter a exames de admissao como o Enem, principal modo de acesso ao nivel
superior em terras tupiniquins.

No ano de 1998, com o intuito de avaliar os parametros educacionais do Ensino Médio
Brasileiro, o Ministério da Educacao (MEC) criou o Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM).
A sua primeira edi¢do computou um pouco mais de 150.000 inscritos, no dia 20 de agosto
daquele ano, com uma taxa de inscri¢ao de R$ 20,00 e apenas com duas institui¢des aceitando
suas notas para o ingresso no Ensino Superior. Sua formatacdo era bem mais simples, contando
com apenas 63 questdes em um unico dia de prova. Com o sucesso da aplicacdo, no ano seguinte
93 institui¢cdes de nivel superior aderiram aos resultados do Enem para preencher vagas em seus
cursos, ampliando, assim, o nimero de candidatos interessados na avaliacao, sendo necessaria
uma cooperagdo com a estatal Empresa Brasileira de Correios e Telégrafos para efetuar as
inscrigdes.

Com a virada do milénio, houve mudancas significativas no exame, como as inscri¢des
pela internet e a isen¢do da taxa de inscri¢do para concluintes do ensino médio oriundos da rede
publica. O Enem atingiu a marca surpreendente de mais de 1,5 milhdes de inscritos, confirmando
o seu sucesso e garantindo um futuro promissor para essa nova modalidade de vestibular. No
ano de 2009, o Enem passa a ser a principal porta de entrada nas universidades brasileiras,
com a concep¢ao do SISU, Sistema de Sele¢do Unificada. No mesmo ano, vale ressaltar, ele
passa por uma reformulagdo que o deixa nos moldes atuais: 180 questdes de multipla escolha,
divididas em quatro dreas e com aplica¢do em dois dias de prova distintos, atingindo a marca de,
aproximadamente, 4,5 milhdes de inscritos.

Ja em meados de 2013, o Enem consegue ser aplicado em quase todas as cidades do
Brasil, e dessa vez também ganha destaque internacional, jd que a nota do exame consegue
ser usada para programas de intercambio como o Ciéncia Sem Fronteiras e a Universidade de
Coimbra, em Portugal, que também passa a admitir alunos brasileiros através da nota da prova.
Nesse contexto, surgem dois programas que ajudaram a consolidar o Enem como principal
veiculo de acesso ao ensino superior: O Fies e o Prouni, haja vista que conseguiram democratizar
ainda mais o acesso a educacdo de todas as classes sociais brasileiras.

Assim, é possivel destacar as diversas mudangas que o Enem realizou no cendrio educa-
cional do pais quando se trata do ingresso de estudantes nas universidades brasileiras. Antes do
surgimento do exame, de natureza unificada, os candidatos precisavam mapear todas as univer-
sidades que ofertavam os cursos de sua preferéncia, deslocar-se quildmetros para a realizacdo
das provas nas instituicdes outrora escolhidas, sem contar que, muitas vezes, as datas de alguns
vestibulares coincidiam, reduzindo as chances dos candidatos. Dessa forma, € notério que o
Enem modernizou e melhorou a experiéncia dos proponentes que buscam uma oportunidade
para adentrar no nivel superior, trazendo acesso democratico as vagas de universidades publicas
e privadas em todo o territorio nacional, sem necessidade de grandes deslocamentos na maioria
dos casos.

Para tanto, € preciso estar bem preparado. Muitos estudantes acreditam que o fato de ndo
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aprender um determinado assunto possa nio influenciar tanto no resultado, visto que a lista de
conteudos € extensa. Esse pensamento resulta na acomodacgdo do candidato e, consequentemente,
acaba por prejudicé-lo, pois € preciso boa preparagdo em todas as dreas para se ter um O6timo
desempenho no exame. Nao ¢é diferente quando se trata de Matemdtica, como apontam as
orientacdes da BNCC:

No Ensino Médio, na drea de Matematica e suas Tecnologias, os estudantes devem
consolidar os conhecimentos desenvolvidos na etapa anterior e agregar novos,
ampliando o leque de recursos para resolver problemas mais complexos, que
exijam maior reflexdo e abstragdo. Também devem construir uma visdo mais
integrada da Matematica, da Matemadtica com outras dreas do conhecimento e da
aplicacdo da Matematica a realidade. (BRASIL, 2018, p. 471)

Além de considerar tépicos corriqueiramente discutidos ao longo do Ensino Médio, o
espacgo destinado a Matematica no Enem conta também com uma quantidade consideravel de
questdes em Geometria. Apds analisar os conteidos encontrados nas questdes dos exames
realizados no periodo de 2009 a 2021, foi constatado que a Geometria Plana abrange cerca
de 10,6% das questdes de Matematica. Ademais, depois de uma reflexdo feita em relacdo as
médias do Enem na drea de Matematica e suas Tecnologias, observamos que, nas dltimas 7
provas realizadas, a média geral de Matematica ndo ultrapassou 540 pontos. Tal média mostra-se
insatisfatdria, visto que, de acordo com a Teoria de Resposta ao Item (TRI) - algoritmo usado
pelo Enem para corrigir e dar nota as questdes da prova, essa drea atinge a nota maxima mais
elevada entre as quatro dreas do conhecimento requeridas no exame.

A prova do Enem espera que os candidatos consigam fazer uma articulacao do conheci-
mento adquirido em todos os anos de estudo com resolugdes de situacdes-problema do cotidiano,
que seja feita uma relacdo da Geometria Plana e Espacial, principalmente, relacionando o espaco
tridimensional com o plano bidimensional, ou ainda que estejam aptos para resolver contextos
que envolvam o cdlculo de perimetro e drea associados com resultados de grandezas e medidas.
De acordo com Alcantara, Sousa e Lima (2015), das 225 questdes de Matematica e suas Tec-
nologias das provas de 2009 a 2013, cerca de 25% sao voltados para a drea de Geometria em
geral.

Dessa maneira, sempre que professores e alunos tiverem o objetivo de realizar um estudo
voltado para a Geometria cobrada nas provas do Enem, devem entdo iniciar correlacionando co-
nhecimento e pritica numa abordagem indissocidvel, pois essa serd a estrutura basica encontrada
em tal exame. E de extrema importancia estudar a teoria e a pratica com a mesma énfase, pois
ndo ha célculo sem que antes se saiba ao que se refere o estudo e, por outro lado, a teoria de
nada serve caso sendo para pd-la em prética. Apesar de este ser o que consideramos ideal, nem
sempre € o que se observa nas salas de aula dos sistemas de ensino brasileiro.

Com o intuito de mudar essa realidade, surgiu a ideia de produzir uma apostila, visando
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apoiar pedagogicamente os estudantes do curso preparatério para o Enem Edificar, que faz parte
das atividades do Programa Edifique A¢des, vinculado a extensdo da Universidade Federal do
Cariri. Esse material serd construido dando €nfase a importancia do estudo de Geometria Plana
para a resolugdo de questdes do Enem. Tal instrumento serd composto por esclarecimentos de cu-
nho tedrico e questdes solucionadas e comentadas, caracterizando-se como um excelente suporte
para os estudantes que t€m como meta obter aprovagdo no exame. Os conceitos apresentados
e discutidos nos capitulos que seguem sdo parte integrante da apostila outrora pensada, que,

quando reunidos, formam o produto pedagégico fruto desta dissertacdo.
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Capitulo 3

ALGUNS CONCEITOS DA GEOMETRIA
PLANA RECORRENTES NO ENEM

3.1 Angulos

3.1.1 Conceito

E a regido, interna ou externa, formada a partir de duas semirretas de mesma origem, ou

dois segmentod'| de mesmos extremos.

Figura 3.1: Angulo - conceito.
A

Regido externa

Regido interna B

5

Fonte: [42].

Observe na imagem (Figura , que os segmentos OA e OB possuem um extremo em
comum, o ponto O, e eles formam duas regides: a menor, considerada regido interna, e a maior,
regido externa, essa ideia de regido interna e externa € relativa e depende da compreensdo da
leitura de cada questdo.

Neste trabalho, todo angulo possui indicagao AOB ou O, vértice (é o ponto O, a origem
das semirretas), e os lados (que, dependendo do problema, podem ser semirretas ou segmentos)

que o formam, no caso acima sdo os segmentos OA e OB.

'Usaremos a notagiio AB para indicar um segmento de extremos A e B e AB para representar sua medida.
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Capitulo 3: Alguns conceitos da geometria plana recorrentes no ENEM

3.1.2 Angulos Consecutivos

Sdo dois angulos distintos que possuem o mesmo vértice e um lado em comum. Veja
a Figura temos trés casos de angulos consecutivos: primeiro sao os angulos AOB e AOC
(possuem o lado (7}4 em comum), segundo os angulos AOC e BOC (possuem o lado (ﬁ em
comum) e, finalmente, os angulos AOBe COB (possuem o lado @ em comum).

Figura 3.2: Angulos consecutivos.

A
C
4
“"." ",
/ *—F
] B
Fonte: [43].

3.1.3 Angulos Adjacentes

Sao dois angulos distintos que possuem o mesmo vértice, um lado em comum e nao t€m
pontos em comum na regido interna. No caso acima, Figura apenas os angulos AOC e

C'OB sao adjacentes, os outros dois casos possuem pontos em comum ha regifo interna.

3.1.4 Angulo reto

Sado angulos cuja medida € exatamente 90°Ele possui um simbolo representativo para
identificacdo.

Observacao: O angulo reto aparece quando temos duas retas perpendiculares, elas se
cruzam em um Unico ponto formando 4 angulos retos entre si. Outro caso que ocorre o angulo
reto € no segmento que representa a altura de poligonos, ou a distincia entre duas retas.

Terminologia: ¢ comum nos livros didaticos identificar um angulo com sua medida.

Aqui seguiremos esta identificacao.

3.1.5 Angulo agudo

Sao angulos cuja medida € menor que 90°.

3.1.6 Angulo obtuso

Sao angulos cuja medida se encontra entre 90° e 180°, ou seja, a medida é maior que 90°

e menor que 180°.
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Capitulo 3: Alguns conceitos da geometria plana recorrentes no ENEM

3.1.7 Angulo raso

Angulo cuja medida é 180°. E formado por duas semirretas opostas. Pode ser identificado
também por representar a metade de uma volta. Veja o Quadro [2]abaixo um exemplo de cada um

desses tipos de angulos.

Quadro 2: Tipos de dngulos: reto, agudo, obtuso e raso.

Agudo Reto
&
T
A L
Sinal indicativo de
angulo reto.
g ”
0 5 ; —
Obtuso Raso
A-
/4 /\ X
/:\ .B 0

Fonte: Adaptado de [44] e de [45].

3.1.8 Angulo nulo

Angulo formado por semirretas coincidentes, logo sua medida é 0°.

Observacao: Vale ressaltar o sentido de formacdo de um angulo, que pode ser no sentido
hordrio, ou da esquerda para a direita, ou ainda no sentido anti-horério, da direita para a esquerda.
Essa informacdo é de grande relevancia na compreensao adequada do contexto de problemas,

principalmente em questdes do ENEM que resgatam o conhecimento acerca dos angulos.

3.1.9 Angulos complementares

Sao dois angulos cuja a soma das medidas vale 90°.

Exemplo 1. (AMEOSC — 2021) Dados os dngulos x e y, em que x é igual a 30°. Se sdo dngulos

complementares, é correto afirmar que y é igual a:
A) 45°
B) 60°

C) 90°
D) 150°
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Solucdo: A questdo informa que z e y sdo complementares, logo a soma entre eles resulta em

90°: z + y = 90°, como =z = 30°, entdo:
r+y=90° = 30°+y=90°
— y =60°.

RESPOSTA: LETRA B.

3.1.10 Angulos suplementares

Sao dois angulos cuja a soma das medidas € 180°.

Exemplo 2. (FEPESE — 2022) O dngulo, em graus, cujo triplo do complementar excede o

suplementar em 36 graus é:

A) Maior que 31.
B) Maior que 28 e menor que 31.
C) Maior que 25 e menor que 28.
D) Maior que 22 e menor que 25.
E) Menor que 22.

Solucdo: Considerando o angulo procurado como « e chamando seu complementar de c e seu

suplementar de s, temos, de acordo com a questao, que:
3:-c=5+36° = s =23c— 36°.

Como a questdo fala em complementar e suplementar, entdo as seguintes igualdades sao

o+ c=90°
a4+ s =180°

Subtraindo a primeira equacdo da segunda, temos:

validas:

at+ts—a—c=180°—90° = s — ¢ = 90°.

Assim, temos:

s—c=90° = 3¢—36°—c=90°
= 2c=126°

= ¢=063°
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Substituindo c:

a+c=90° = «a+63°=90°
= o« = 27°. (3.1)

RESPOSTA: LETRA C.

3.1.11 Angulos congruentes

Dois angulos, AOB e CD\E, sdo congruentes se possuem a mesma medida. Isto serd
indicado por AOB = CDE.

3.1.12 Angulos opostos pelo vértice (O.P.V.)

Sao dois angulos que possuem a mesma origem € os lados de um deles sdo semirretas
opostas do outro. Na Figura AOB e COD sio opostos pelo vértice. Vale notar que AOD e
BOC também sdo opostos pelo vértice.

Figura 3.3: Angulos opostos pelo vértice (O.P.V).
D A

Proposicao 1. Se dois angulos sao opostos pelo vértice (O.P.V.), entdo eles tém medidas iguais.

Demonstracao: Veja a figura acima, os angulos x e z sdo opostos pelo vértice. Repare que
x € y sdo suplementares, pois juntos determinam uma reta, formando um angulo de 180°.

Analogamente, z e y também suplementares, logo:

x4y = 180°
z 4y = 180°

Visto que as duas equacdes sdo iguais ao mesmo valor, podemos igualé-las:
r+y=z+y—ux =2

Portanto x e y sdo congruentes.

Exemplo 3. (IFMA-modificada) Considerando-se que 5x — 40° e 3x — 10° sdo opostos pelo

vértice, o complemento de um desses dngulos mede:
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A) 55°
B) 75°
C) 145°
D) 65°
E) 155°

Solucdo: Usando a congruéncia de angulos opostos pelo vértice, temos:

bx —40° =32 — 10° = 22 =30°

= 1z = 15°.

Veja que a questdo estd pedindo o complementar desse angulo, logo, considerando c o

complementar:
c+15°=90° = c=T75".

RESPOSTA: LETRA B.

3.1.13 Bissetriz de um angulo

E uma semirreta com origem no vértice do angulo e que o divide em dois angulos

congruentes.
Exemplo 4. (Fundamentos de Matemdtica Elementar Vol.9) Se O? é bissetriz de AéB, deter-

mine x no caso:

Figura 3.4: Angulos: bissetriz.
A

3x - 5°
2x + 10° P

Fonte: [46].

Solucdo: Conforme informado na questao, se O? ¢ bissetriz, entdo os angulos 3x —5° e 2+ 10°

sdo congruentes, logo:

3r —5° =22+ 10° = 3z —2x=10°+5°

= gz = 15°.
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3.2 Triangulos

Conceito: Tomando trés pontos nao colineares A, B e ', os segmentos AB, AC' e BC,

formam um tridngulo. E um poligono que possui trés lados e é indicado por ABC'. Os segmentos

AB, AC e BC sio os lados do tridngulo e as suas medidas serdo, respectivamente, AB, AC e

BC.

3.2.1 Elementos do triangulo

Os elementos sdo as caracteristicas apresentadas em todo tridngulo, que sao os lados
(segmentos que formam o tridngulo), os vértices (extremos dos segmentos), angulos internos
(angulo formado, na regido interna do tridngulo, entre dois lados consecutivos) e angulos externos

(angulo suplementar e adjacente de cada angulo interno).

Exemplo 5. Identifique os elementos do tridngulo ABC':

Figura 3.5: Elementos do tridngulo.

Fonte: Adaptado de [46].

Solucio: Da Figura3.5] temos

Lados: AB, AC e BC.

Vértices: A, Be C.

Angulos internos: B%AlC’, ABC e ACB.
Angulos externos: C’ED, ABE e BCF.

3.2.2 Classificacao

Ha dois modos de classificar os tridngulos. A primeira € de acordo com a medida de cada
um dos lados e a segunda de acordo com as medidas dos angulos internos. Dessa forma, cada
triangulo pode receber duas classificagdes que irdo informar detalhes acerca das medidas dos
seus angulos internos e dos seus lados.

3.2.2.1 Quanto aos lados

Escaleno: triangulos que possuem os trés lados com medidas distintas.
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Isosceles: triangulos que possuem pelo menos dois lados congruentes (que possuem a mesma
medida) o terceiro lado pode ser ou ndo congruente e ele ¢ chamado de base do triangulo
1sosceles.

Equildtero: triangulos que possuem os trés lados congruentes.

3.2.2.2 Quanto aos angulos internos

Acutangulo: Triangulos que possuem os trés angulos internos agudos.
Retangulo: Triangulos que possuem um angulo interno reto; No tridngulo retingulo, o maior
lado, oposto ao angulo reto, € chamado de hipotenusa e os outros dois lados, adjacentes ao
angulo reto, sdo chamados de catetos.
Obtusdngulo: triangulos que possuem um dos angulos internos obtuso;

No Quadro [3|hd uma exemplificagio de cada tridngulo de acordo com sua classificagdo.

Na primeira linha est@o os classificados quanto aos lados e na segunda, aos angulos.

Quadro 3: Classifica¢ao dos triangulos: lados e angulos.

Escaleno Isdsceles Equilatero
R
A
N
M Pl S T | B | C
Acutangulo Retangulo Obtusangulo
D C
R
j
E F A B S T

Fonte: Adaptado de [46].

Exemplo 6. (Fundamentos de Matemdtica Elementar — Vol. 9) O tridngulo ABC' ¢ equildtero.
Determine x e y sabendo que AB = 15—y, BC =2x —Te AC' =0.

Solucao: Visto que ABC' € um tridngulo equildtero entdo, por defini¢do, os trés lados sdao

36



Capitulo 3: Alguns conceitos da geometria plana recorrentes no ENEM

congruentes e podemos fazer:

AB=AC = 15—y=9
= 15-9=y

— 6=y.
Usando a mesma ideia para encontra o valor de x, temos:

BC=AC — 2z —-7=9
— 22 =16

— z =28.

Observacao: a desigualdade triangular estabelece que a medida de qualquer lado de um

triangulo deve ser sempre menor que a soma das medidas dos outros dois lados.

Exemplo 7. (Portal OBMEP — modificada - Desigualdades) A desigualdade triangular afirma
que o comprimento de qualquer lado de um triangulo é sempre menor que a soma dos compri-
mentos dos outros dois. E possivel demonstrar a partir desta propriedade que se o maior dentre
trés segmentos é menor que a soma dos outros dois entdo existe um tridngulo formado por tais
segmentos. Nos itens abaixo, decida se existe um triangulo com as medidas dadas. Justifique

sua resposta.

A) 4cm, 5cm e 6 cm.
B) 7cm, 3cm e 3cm.
C) 4cm, 4cm e 8cm.
D) 3cm, 3cm e 4cm.

E) 6cm, 6cm e 6cm.

Solucao: A aplicacdo da propriedade se torna mais simples quando € feita a soma das medidas
dos dois menores e compara com a medida lado de maior comprimento, dessa forma, analisando

cada item

A) 445 > 6, sim.
B) 3+ 3 < 7, ndo forma triangulo.
C) 4+ 4 = 8, ndo forma tridngulo.
D) 3+ 3 >4, sim.
E) 6 +6 > 6, sim.
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3.2.3 Congruéncia de triangulos

Dois triangulos sao congruentes quando seus lados correspondentes sdo congruentes e
seus angulos correspondentes também sdo congruentes. Serdo explicados 5 casos de congruéncia
de triangulos. Sdo casos que, quando satisfeitos, conclui-se que os tridngulos sdo congruentes,
satisfazendo a ideia de congruéncia entre os lados e os angulos correspondentes. Temos os

seguintes critérios para estabelecer a congruéncia de tridngulos.

3.2.3.1 1°caso: lado, angulo, lado (L.A.L.)

Sempre que dois tridngulos possuem dois pares de lados congruentes e o angulo formado

entre esses dois lados também congruentes, entdo os dois tridngulos sdo congruentes.

Exemplo 8. (Portal OBMEP — Congruéncia de Tridngulos e Aplicacoes) Os tridngulos ao lado
sdo congruentes pelo caso LAL. Determine os lados homdlogos e os vértices correspondentes

desta congruéncia.

Figura 3.6: Triangulos Congruentes: caso L.A.L.
A

Fonte: [27].

Solucio: Veja que os lados AB e DE sio congruentes pois AB = 3 = DE. Analogamente,
BC =2 = FD, logo BC é congruente a 'D. O Angulo compreendido entre AB e BC tem
medida igual a 30° que € a mesma medida do angulo compreendido entre os lados DE e DF,

logo, pelo caso L.A.L. os tridngulos ABC' e DEF sdo congruentes e:

AB = DE
BC = DF
AC = FE
A=E
B =D
C = F
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3.2.3.2 2° caso: angulo, lado, dngulo (A.L.A.)

Sempre que dois tridngulos possuem dois pares de angulos congruentes e o lado adjacente
a esses dois angulos também for congruente, entdo os dois tridngulos sdo congruentes e vale a

congruéncia entre os angulos e os lados ordenadamente.

Exemplo 9. (Portal OBMEP — Congruéncia de Tridangulos e Aplicagcdes) Os tridngulos ABC' e

DEF sdo congruentes?

Figura 3.7: Representagdo do Exemplo[9]

Fonte: [27].

Solucao: Observe que os angulos BAC e DEF sio congruentes pois ambos t€m medida de 45°.
Analogamente, os angulos ABC e EDF , também sdo congruentes e ambos medem 80°. O lado
adjacente aos angulos BAC e ABC tem medida igual a 6. O lado adjacente aos angulos DEF
e EDF , também tem medida igual a 6, assim, pelo caso A.L.A. os tridngulos ABC' e DEF’ sdo

congruentes.
3.2.3.3 3°caso: lado, lado, lado (L.L.L.)

Quando dois tridngulos possuem trés pares de lados ordenadamente congruentes entao os
dois triangulos sdo congruentes.

3.2.3.4 4° caso: lado, angulo, angulo oposto (L.A.A)

Sempre que dois tridngulos possuem, ordenadamente, um lado, um angulo adjacente
a esse lado e um angulo oposto a esse lado congruentes, entdo os dois tridngulos também sao
congruentes.

3.2.3.5 5°caso: caso especial de congruéncia de triangulos retangulos

Sempre que dois tridngulos retangulos possuem um cateto e uma hipotenusa ordenada-

mente congruentes, entdo os dois tridngulos retangulos sdo congruentes.
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Exemplo 10. (Portal OBMEP - Congruéncia de Tridngulos e Aplicacoes) Na figura, temos
AB =30, DE =50, AE =3z — 1 e CD = 2y + 8. Determine os valores de x e y.

Figura 3.8: Triangulos retdngulos congruentes.
B D

A C

Solucio: Veja que os angulos AEBe DEC sio opostos pelo vértice, com isso, pode-se concluir
que sdao congruentes. Os angulos ABE e DOF sio retos e, pela figura, os lados BE e EC
que sdo adjacentes aos angulos ABE e AEB e aos angulos CEBe D@E, respectivamente,
sdo congruentes, portanto, pelo caso A.L.A. os tridngulos AEB e DEC sdo congruentes.

Relacionando as medidas dos lados homoélogos, temos:

AEFE=DF =— 3z-1=50
— 3z =51

— x=17.

Analogamente,

AB=CD 2y + 8 = 30
2y = 22

y=11.

L

3.2.4 Mediana de um triangulo

E um segmento que possui uma das extremidades em um dos vértices do tridngulo e a
outra extremidade fica no ponto médio do lado oposto a esse vértice.
Baricentro: as trés medianas de um tridngulo se intersectam em um dnico ponto. Esse

ponto é chamado de baricentro. Na Figura[3.9, M,, M, e M. sdo os pontos médios dos lados

BC, AC e AB, respectivamente, e o ponto GG é o baricentro do tridngulo ABC.
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Figura 3.9: Baricentro.

M,

Fonte: [47].

Vale ressaltar ainda que o ponto GG divide cada uma das medianas em duas partes que

satisfazem as duas igualdades que serdo apresentadas usando os dados da Figura[3.9] acima:

GM, 1

GA 2
ou

GM, 1

AM, 3
ou ainda

AG 2

AM, 3

Essas razoes se estendem as outras medianas.

Exemplo 11. Em um triangulo foram tracadas as medianas, como na imagem a seguir:

Figura 3.10: Baricentro, exemplo.

Fonte: [48].

Conhecendo os valores AC = 48cm, BE = 24cm e AD = 30cm, pode-se afirmar que o
perimetro do tridngulo AGE é igual a

A) 18 cm.
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B) 24 cm.
C) 32cm.
D) 48 cm.
E) 52cm.

Soluciio: Note que, no triangulo AGE, o lado AG é o segmento maior da mediana AD. Dessa

forma:

| AG

= — 3-AG =60
30

= AG =20cm.

2
3

O ponto E € ponto médio do lado AC, logo:

_AC

AFE AE:42—8:24cm.

O lado GE € o segmento menor da mediana B E, portanto:

GE 1 GE 1

BE 3 24 3
= 3-GE =24

= GFEF =8cm.

Finalmente o perimetro do tridngulo AGE sera:
AG+AE+GE =20+4+24+8 =52cm.

RESPOSTA: LETRA E.

3.2.5 Altura de um tridngulo

E o segmento com um dos extremos em um dos vértices do tridngulo e o outro extremo
no lado oposto a esse vértice ou em uma projecao do lado oposto, formando um angulo reto com

esse lado.
Nos casos abaixo, o tridngulo DEF tem altura DG, ja o segundo triangulo ABC' possui

altura AD.
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Figura 3.11: Altura relativa.

A
D
90°
90° 90|1
el E F B D c

Fonte: O autor.

Exemplo 12. (Instituto Machado de Assis — 2018) Analise os triangulos abaixo e suas defini¢oes

e marque a op¢do com a sequéncia correta.

Figura 3.12: Altura relativa, exemplo.

A A A
B H C B S C B M C

Fonte: O autor.

A) AH = Bissetriz, AS = Altura, AM = Mediana.
B) AH = Mediana, AS = Bissetriz, AM = Altura.
C) AH = Altura, AS = Bissetriz, AM = Mediana.
D) AH = Bissetriz, AS = Mediana, AM = Altura.

Solucdo: Analisando o primeiro tridngulo, observamos que AH é um segmento que possui
extremo no vértice A do triangulo ABC' e forma um angulo reto com o lado oposto ao dngulo
BAC, lado BC, logo AH é a altura relativa ao lado BC, por definicdo. No segundo tridngulo,
percebemos que AS é o segmento que divide o angulo interno BAC, do triangulo ABC, em
duas partes iguais, logo AS ¢ bissetriz interna relativa ao Angulo B AC. Finalmente, no terceiro
triangulo, observamos que AM possui um dos extremos no vértice A, do tridngulo ABC, e o
outro extremo divide o lado BC em duas partes iguais, assim AM é mediana relativa ao lado
BC.

RESPOSTA: LETRA C.

Nesse ponto serd apresentado um estudo mais detalhado das caracteristicas encontradas
nos principais triangulos abordados nas questdes do ENEM.

Ortocentro: as trés alturas de um tridngulo se intersectam em um unico ponto. Esse

ponto é chamado de ortocentro. Observe a Figura [3.13] abaixo.
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Figura 3.13: Ortocentro.

|
A

T|
B 'H C ~-~.
I

1

Fonte: [46].

O ponto H € o ortocentro do tridngulo ABC.

3.2.6 Triangulo Isésceles
Propriedade 1. Em todo tridngulo isosceles, os angulos da base sdo congruentes.

Demonstracio: Seja ABC um tridngulo isésceles com os lados AB e AC' congruentes e base
BC. Comparando o tridngulo ABC' com o mesmo tridngulo, mas com a ordem dos vértices da
base inversa, AC B. Veja que os lados AB do primeiro tridngulo com o lado AC' do segundo
tridngulo, sdo congruentes por definicdo, analogamente, os lados AC' do primeiro tridngulo e
AB do segundo também sio congruentes. Observe ainda que o angulo BA\C, formado pelos
lados AB e AC, esté presente nos dois tridngulos, entdo sdo congruentes. Dessa forma, pelo
caso L.A.L. os dois tridngulos, ABC' e AC B, sao congruentes e os angulos ABC e ACB sio
congruentes.

O

Propriedade 2. A mediana relativa a base de um triangulo isosceles é também uma bissetriz

nesse tridngulo.

Demonstraciio: Seja o tridngulo isésceles ABC de base BC, seja O o ponto médio de BC e
AO a mediana relativa a base BC.
Analisando os tridngulos AOB e AOC tem-se que OB = OC pois O é o ponto médio.
AB = AC pois sdo os lados congruentes do tridngulo isésceles ABC e ainda ABO = ACO
pois sdo os angulos congruentes do tridngulo ABC'. Observe que, pelo caso L.A.L., os tridngulos
ABO e ACO sao congruentes e OAC = OAB, portanto AO também ¢é bissetriz de ABC
relativa ao angulo A.
([

Propriedade 3. A altura relativa a base do tridngulo isosceles é também a mediana relativa a

base desse tridngulo.
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Demonstracio: Seja ABC um tridngulo isésceles de base BC, seja AD a altura desse tridngulo
relativa & base BC. Analisando os tridngulos ADB e ADC percebe-se que os lados AB e AC
sdo congruentes, que os angulos ABD e ACD também sio congruentes, por serem do triangulo
isésceles ABC), e que eles sao tridngulos retdngulos em b\, dessa forma, pelo caso L.A.L. os
trisngulos ADB e ADC sdo congruentes, assim os lados BD e DC sio congruentes e AD é

mediana relativa a base BC'.
O

Exemplo 13. (Fundamentos de Matemdtica Elementar — Vol. 9) Se o tridngulo ABC é isosceles

de base BC, determine o valor de x.

Figura 3.14: Triangulo is6sceles, exemplo.
A

2x - 10° 30°

Fonte: [46].
Solucio: Considerando que o tridngulo ABC' € isdsceles, entao ABC = ACB, portanto:

20 —10° =30° = 2z =20°

= gz = 10°.

3.2.7 Triangulo retangulo

Um dos resultados mais importantes e avaliados em todo tipo de prova, seja de concurso,
olimpiadas de matematica, ENEM, vestibulares entre outros € o Teorema de Pitadgoras e suas
aplicacdes, que € um resultado que s6 € vélido nos tridngulos retangulos.

Seja ABC um tridngulo retangulo de hipotenusa a e catetos b e c. O Teorema de Pitagoras

conclui que o quadrado da hipotenusa € igual a soma dos quadrados dos catetos, assim:
a® =b*+

Exemplo 14. (OBJETIVA — 2021) Sabe-se que a hipotenusa de certo triangulo retangulo mede
17 cm. Sabendo-se que um dos catetos desse tridngulo mede 8 ci, assinalar a alternativa que

apresenta a medida do outro cateto desse triangulo:

A) 15cm
B) 14cm
C) 13cm
D) 12cm
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E) 10cm

Solucio: De acordo com a questao, o tridngulo retangulo possui hipotenusa medindo 17 cm e
um dos catetos, 8 cm. Vamos chamar o cateto que desejamos encontrar a medida de c. Assim

aplicando o Teorema de Pitdgoras:

177 =8+ = 289 =064+
= ? =225

— ¢ =15.

RESPOSTA: LETRA A.

3.2.7.1 Triangulo retangulo inscrito na circunferéncia

Proposicao 2. Diz-se que um tridngulo estd inscrito numa circunferéncia se seus vértices sao

pontos dessa circunferéncia.

Exemplo 15. (Saresp) Considere o tridngulo retangulo ABC' inscrito em uma circunferéncia de

centro O.

Figura 3.15: Triangulo retangulo inscrito na circunferéncia.

A

Fonte: O autor.

Sabendo que AB = 36 cm e AC' = 15cm, o valor de AO é:

A) 18cm
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Solucio: Observe que o lado BC é também o diametro da circunferéncia de centro O, nesse
caso, pode-se concluir que ABC' € um tridngulo retangulo em A. Dessa forma o lado BC é o
dobro do raio e a questdo solicita a medida do raio.

Aplicando o Teorema de Pitdgoras para determinar a medida de BC":

BC? =36%+ 152 — BC? = 1296 + 225
— BC? = 1521
= BC = 39.

3.2.8 Triangulo equilatero

Visto que o tridngulo equildtero € um caso especial de tridngulos isésceles entdo as
propriedades dos tridangulos isésceles também se aplicam ao equildtero. Ha diversos resultados
interessantes em relacdo aos triangulos equildtero, todavia iremos tratar daqueles abordados em

questdes no exame do ENEM.

3.2.8.1 Altura do triangulo equilatero

Abaixo serd apresentada uma igualdade ttil que relaciona a medida da altura com a
medida do lado de um triangulo equilétero.

Seja ABC um tridngulo equildtero, AM a altura de medida h e £ a medida dos seus lados,
conforme a Figura Como o triangulo ABC' também ¢é isdsceles, entdo AM é mediana de

ABC relativa ao lado BC, dessa forma o lado BC est4 dividido em duas partes iguais, cada

parte possui medida 3"

Figura 3.16: Altura do tridngulo equilatero.

A
V4
h
90°
B ] ; \C
M q— , —»
Fonte: [46].

Note que o tridngulo AC'M ¢é retangulo em )M, assim podemos aplicar o Teorema de
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Pitagoras:
0\’ 2
g2_h2 (_) 62__:h2
+ 2 4
302
I
e 4
— = 3—£2
V4
(/3

Exemplo 16. (VUNESP — 2017) O quadrado da altura de um tridngulo equildtero é exatamente

300. O perimetro desse triangulo, em uma determinada unidade de medida, é:

A) 60.
B) 50.
C) 30.
D) 20.
E) 10.

Solucdo: Como o tridngulo € equilatero entio o perimetro € 3¢, com ¢ sendo a medida do lado

desse triangulo. Note que a questio informa o quadrado da altura desse tridngulo, entao:

3 302
h=-—° ="
5 1
2
= 30():%
4
— 1200 = 3/¢?
= 400 = (?
= (= 20.

Como a questdo quer o perimetro do tridngulo equildtero, entdo 3¢ = 60.
RESPOSTA: LETRA A.

3.3 Semelhanca

3.3.1 Retas paralelas

Sdo retas pertencentes a0 mesmo plano (coplanares) que ndo possuem ponto em comuim.

Sdo representadas pelo simbolo //. Se a reta r for paralela a reta s entdo representamos por

r//s.
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Sejam r e s duas retas paralelas e ¢t uma reta transversal a elas, que passa por r € s em

um unico ponto, de acordo com a Figura[3.17] a seguir.

Figura 3.17: Retas paralelas.

f
& Ab
4 Dr
d ¢
A
4 ~ Ds
h 7§
Fonte: [49].

Temos as seguintes situacdes em relagao aos angulos:
I — Colaterais: a e /ﬁ; de e; be 7, fe c.

IT — Alternos: c e €; ]?e dibe f, gea.

IIT — Correspondentes: dehiaecbe f, ceq.

Pode-se ainda subdividir os alternos e os colaterais em internos e externos, veja:

. internos: ce f; dee
e Colaterais o~ o~
externos: ge b; hea
internos: eec; de f
e Alternos ~ o~
externos: heb; gea

Observacoes: Vejamos alguns resultados que transcorrem desses conceitos.
12 Dois angulos alternos sdo congruentes, sejam eles internos ou externos;
22 Dois angulos colaterais sdo complementares, sejam eles internos ou externos;

32 Dois angulos correspondentes sdo congruentes.

Exemplo 17. (Obmep — retas paralelas cortadas por uma transversal) Considere as retas r, s, t,

u, todas no mesmo plano, com r/ /u.
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Figura 3.18: Retas paralelas, exemplo.

/

1207

Fonte: [28]].

O valor em graus de (2x + 3y).

A) 64°
B) 500°
C) 520°
D) 660°
E) 580°

Solucao: Note que y + 20° é congruente a 120°, pois sdo alternos internos, logo:
y +20° = 120° = y = 100°.
Temos que y € oposto pelo vértice ao angulo x, entdo também sdo congruentes, assim:
y =x = 100°.
Portanto,

2z + 3y = 2-100° + 3 - 100° = 500°.

RESPOSTA: LETRA B.

3.3.2 A soma dos angulos internos de um triangulo

Teorema 1. A soma das medidas dos dngulos internos de um tridngulo é igual a 180°.

Demonstracao: Observe o tridngulo ABC' na Figura , sejar// E , passando pelo ponto C,

note que os angulos de medida y e b s@o angulos alternos internos, assim sao congruentes.
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Figura 3.19: Soma dos angulos internos de um tridngulo.

Fonte: [50].

Os angulos de medidas a e x também sdo congruentes por serem alternos internos. Veja
ainda que:
r+c+y=180°= a+c+ b= 180°.

O

Exemplo 18. (OMNI — 2021) Se a Figura representa um tridngulo isosceles, qual é a

medida de x dos dangulos da base?

Figura 3.20: Soma dos angulos internos de um tridngulo ABC'.
B

70°

Fonte: o autor.

A) x =5Hd°
B) x = 60°
C) x="70°
D) x = 45°

Solucdo: Como o tridngulo € issceles entdo os angulos da base sdo iguais, logo os angulo desse

triangulo s@o x, e 70°. Usando a soma dos angulos internos, temos:

r+x+70°=180° = 2z =110°

= g = H5°

RESPOSTA: LETRA A.

51



Capitulo 3: Alguns conceitos da geometria plana recorrentes no ENEM

3.3.3 Teorema de Tales

Se duas retas sdo transversais a um feixe de retas paralelas, entdo a razao entre dois

segmentos quaisquer de uma delas € igual a razdo entre os respectivos segmentos correspondentes
da outra.

Sejam r, s, ¢ retas paralelas e a e b retas transversais a elas, de acordo com a Figura[3.21]

Figura 3.21: Teorema de Tales I.
a b

o e
o\

Y

Fonte: [51].

Usando o Teorema de Tales, temos as seguintes propor¢oes:

AB BC AC

AB ~ BC ACT

Exemplo 19. (Nosso Rumo — 2017) Assinale a alternativa que apresenta o valor de x no Teorema
de Tales abaixo.

Figura 3.22: Teorema de Tales II.

Al \«

5x+2 / \T
B B'
6x+ / \5
C C'

/ A

Fonte: [52].

A) 5
B) 7
C) 6
D) 8
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Aplicando o teorema de Tales, temos:

5ux+2 37
=2 37 (614 3) =45 - (51 + 2
6 +3 45 (62 +3) (5 +2)
92227 + 111 = 2252 + 90
= 3xr =21
= x=1.

RESPOSTA: LETRA B.

3.3.4 Semelhanca de tridngulos

Dois triangulos sdo semelhantes se, € somente se, os lados homdlogos proporcionais.
Como consequéncia os angulos sdo ordenadamente congruentes.
Analise os tridangulos semelhantes ABC' e D EF abaixo. Os lados homélogos semelhan-

tes sdo proporcionais.

Figura 3.23: Semelhanca de Triangulos.

(]

D ) E
Fonte: [53].

I=
m

Dessa forma temos:
AB BC AC

DE EF DF’

3.3.5 Teorema fundamental da semelhanca de tridngulos

Quando uma reta paralela a um dos lados do tridngulo intersecta os outros dois lados do
triangulo em pontos distintos entdo ela forma um tridngulo semelhante ao primeiro.
Na Figura [3.24] a reta r é paralela a BC e intersecta os lados AB e AC nos pontos D e

E, respectivamente, assim, pelo Teorema Fundamental da Semelhanga, ADE ~ ABC.
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Figura 3.24: Teorema Fundamental da Semelhanca de Tridngulos.
A

Fonte: [54].

Exemplo 20. (Aerondutica — 2017) Na figura, se BC' = 60 cm, a medida de DE, em cm, é:

A) 20
B) 24
C) 30
D) 32

Figura 3.25: Teorema Fundamental da Semelhanca de Tridngulos, exemplo.

|"'|I. -----"--‘--'-EE'—-'

Fonte: [55].

Solucdo: Veja que ED//BC assim os tridngulos AED e ABC sio semelhantes e seus lados
homologos sdo proporcionais. Note ainda que a altura do tridngulo ABC' é 40 cm e a altura do
tridngulo AE'D é 40 — x, dessa forma, temos:

T _40—x

402 = 2400 — 60
6 a0 7 v

= 100z = 2400

— x = 24.

RESPOSTA: LETRA B.
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3.3.6 Casos de semelhanca de tridngulos
3.3.6.1 1° caso: angulo, angulo (A.A.)
Se dois triangulos possuem ordenadamente dois dngulos internos congruentes, entao os
dois triangulos sao semelhantes.
3.3.6.2 2° caso: lado, angulo, lado (L.A.L.)

Se dois lados de um tridngulo sdo proporcionais a outros dois lados de outro tridngulo
e os angulos compreendidos entre esses lados sdo congruentes, entdo os dois tridngulos sdao

semelhantes.

Figura 3.26: Casos de Semelhanca de Triangulos: L.A.L.
A

Fonte: [46].

3.3.6.3 3°caso: lado, lado, lado (L.L.L.)

Se trés lados de dois tridngulos forem ordenadamente proporcionais, entdo os dois

triangulos sdo semelhantes.

Exemplo 21. (GUALIMP — 2020) Renata precisava medir a altura de uma drvore. Para isso,
colocou um pedaco de cano enterrado no chdo, formando um angulo de 90° com o solo. Depois

mediu os comprimentos das sombras da drvore e do cano, obtendo as medidas indicadas na

Figura[3.27

Figura 3.27: Casos de Semelhanga de Triangulos, exemplo.

A

411
I li."l-m

0,6 m 34m

Fonte: [56].

Qual é a medida aproximada da altura dessa drvore?
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A) 6,8m.
B) 8 4m.
C) 9,2m.
D) 7,9m.

Solucao: Observe que o cano e a drvore formam um angulo reto com o solo. As sombras da
arvore e do cano sdo projetadas com a mesma angulacdo em relagdo aos raios solares, dessa
forma, pelo caso A.A., os dois tridngulos na figura sdo semelhantes.

Seja h a altura da arvore, usando a proporcionalidade entre os lados correspondentes,

temos:

h 3,4
1705 0,6h = 4,76

— h=793.

RESPOSTA: LETRA D.

3.4 Area e perimetro de algumas regides poligonais

Area: é a medida de uma superficie plana.

Perimetro: ¢ a soma de todos os lados de um poligono, ou ainda o comprimento do
contorno de uma figura plana.

Adiante serdo apresentados alguns poligonos e as formulas, quando houver, para determi-

nar as medidas das dreas e dos perimetros.

3.4.1 Triangulo

Seja ABC' um tridngulo com BC' = a e altura, relativa ao lado BC, h. A drea desse

triangulo serd calculada pela férmula:

a-h
AA:T.
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Figura 3.28: Area do tridngulo.
B

Fonte: [57].

Exemplo 22. (FUNDATEC - 2021) A figura abaixo apresenta dois tridngulos equildteros ABC
e BDE nos quais a medida de AD é 12.

Figura 3.29: Area do tridngulo, exemplo.
C E

A B D
Fonte: [58].

Se B é o ponto médio de AD e os pontos A, B e D estdo alinhados, entio a drea do
tridngulo ABC é:

A) 53
B) 63
C) 73
D) 8/3
E) 93

Solucao: De acordo com as informacdes da questdo, AB = 6, pois AD = 12 e B € ponto médio

de AD. Como ABC' é um tridngulo equildtero, podemos encontrar a medida da altura de ABC"

2 2
— h=23V3
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Calculando a drea de ABC:

RESPOSTA: LETRA E.

3.4.2 Paralelogramo

Paralelogramo € todo quadrilatero que possui dois pares de lados opostos paralelos.
Mostra-se que os lados opostos do paralelogramo sdao congruentes. Assim considerando b a

medida de um dos lados do paralelogramo e a a medida do outro lado, entdo o perimetro sera
P p = 2b + 2&.

Seja b a base de um paralelogramo e h sua altura, entdo a drea desse paralelogramo é

calculada por:
Ap=1b-h.

Figura 3.30: Paralelogramo, perimetro e drea.

A B

|

h = altura

|

d
D H &
b = base
Fonte: [39].

Exemplo 23. (VUNESP — 2020) Um guarda noturno faz a ronda num quarteirdo em formato

de um paralelogramo com 115 metros no lado menor e 215 metros no lado maior, conforme a

Figura[3.3]]

Figura 3.31: Paralelogramo, perimetro e drea, exemplo.

215m

i
{115 m

Fonte: [60].

Todas as noites, ele percorre 4 vezes o perimetro completo desse quarteirdo. Ele percorre

a cada noite, nessa ronda, um total de
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A) 330m.
B) 660 m.
C) 1320 m.
D) 1980m.
E) 2640m.

Primeiro vamos calcular uma volta completa no quarteirdo. Veja que o quarteirdo tem
formato de um paralelogramo, assim:

Pp=20+20a = Pp=2-115+2-215

Devemos ainda calcular a distancia necessdria para 4 voltas completas.
4660 = 2640m .

RESPOSTA: LETRA E.

3.4.2.1 Retangulo

Retingulo € todo quadrilédtero paralelogramo que possui os quatro angulos internos retos.
Visto que o retangulo € um paralelogramo entao os lados opostos também sido congruentes,
conforme a Figura[3.32]

O célculo do perimetro do retangulo serd andlogo ao perimetro do paralelogramo. Se um

dos lados possui medida b e o lado adjacente possui medida / entdo o perimetro sera:
Pr=2-b+2-h.

Para calcular a 4drea do retangulo deve-se observar que os lados sao perpendiculares, assim
um deles pode ser considerado a base e o outro ja €, por defini¢do, a altura, assim, considerando

as medidas dos lados adjacentes como b e h, ndo necessariamente diferentes, a drea sera:

Ar=1b-h.

Figura 3.32: Retangulo, perimetro e 4rea.
i 0

Th

H =
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Exemplo 24. (VUNESP — 2022) Em um retdngulo ABC D, o ponto M divide o lado AD em
dois segmentos de mesma medida e o ponto N estd sobre o lado BC. Esse retangulo foi dividido
em duas regides, Ry e Ry, por meio de trés segmentos, cada um medindo a metade do lado AB,

e que sdo perpendiculares entre si e aos lados do retangulo, conforme mostra a Figura.

Figura 3.33: Retangulo, perimetro e 4rea, exemplo.

A I D
R1 _l RZ
1
B M C
Fonte: [61].

Sabendo que a razdo entre as medidas dos lados AD e AB é igual a 1,5 e que o perimetro

do poligono que delimita a regido R, é igual a 81 cm, a drea da regido R, é

A) 162 cm?
B) 171 cm?.
C) 180 cm?.
D) 189 cm?.
E) 198 cm?.

Solucdo: Visto que a razdo entre as medidas dos lados AD e AB é 1, 5, entdo:

AD
— =1 — AD =1,5AB.
1B ) ;O

Note que BN ¢ equivalente a metade de AD adicionado a metade de AB.
Veja ainda que o perimetro da regido R; deve ser a soma da metade de AD com a medida
de AB, amedida BN é trés vezes a metade de AB. Assim:

AD AB AD AB
AD AB
Substituindo BN = — t—5em (3.2), temos:
b _AD AD AB _AB 24D GAB
i 2 2 2 = 2
—  Pp, = AD +3AB. (3.3)
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Substituindo AD = 1,5AB em (3.3)), temos:
Pr, =1,5AB+3AB = P, =4,5AB. (3.4)
Como o perimetro € 81 cm, entdo, ao substituir em@ temos:

Pg, =4,5AB=81 = AB=18cm
— AD=1,5AB=1,5-18 = 27cm. (3.5)

Observe que a darea de R, é igual a drea de um retdngulo de lados NC' e AB adicionada

. AB
a drea de outro retangulo cujos lados congruentes medem 5 logo:

AB AB

Note que NC' = 4, 5, substituindo em (3.6), logo:
Ap,=4,5-18+9-9 =81+ 81 = 162cm?. (3.7)
RESPOSTA: LETRA A.

3.4.2.2 Quadrado

Quadrado ¢ todo quadrildtero paralelogramo que possui todos os lados congruentes e
todos os angulos internos retos.

Observacao: De acordo com as defini¢des todo quadrado é um retangulo, mas nem todo
retangulo é quadrado. Como todos os lados do quadrado sdo congruentes entre si entdo, seja £ a

medida do lado do quadrado, o seu perimetro pode ser calculado por:
Po=0+0+0+0=4L

Visto que o quadrado é um caso especial de retangulo, por defini¢io, entdo a darea do

quadrado € calculada com a mesma ideia da drea do retangulo:
Ag =10 =1

Exemplo 25. (CONSESP — 2018) Alexandre cortou um quadrado de lados iguais a 2v/3 cm.

Qual é a drea desse quadrado?

A) 12cm?
B) 14 cm?
C) 16 cm?
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D) 18cm?
Soluciio: Veja que a medida do lado do quadrado é 2v/3 cm dessa forma sua 4rea sera:
Ag=(2V3)? = Ag=4-3=12cm’.

RESPOSTA: LETRA A.

3.4.2.3 Losango

Losango € todo quadrilatero paralelogramo que possui os quatro lados congruentes. Essa
definicdo se assemelha parcialmente com a do quadrado, dessa forma, pode-se concluir que
todo quadrado é também um losango, todavia a reciproca ndo é verdadeira, nem todo losango é
considerado um quadrado.

Considerando que todos os lados do losango sdo congruentes, entdo, chamando de ¢ a

medida de seu lado, o perimetro € calculado por:
Po=l+0+0+0=4-1(

Seja M N P() um losango qualquer. Todo losango possui duas diagonais, conforme a
Figura3.34] suas medidas sao D e d.

Figura 3.34: Losango, perimetro e area.

d

Q
Fonte: [62].

A drea do losango é calculada usando as medidas dessas diagonais, assim:

D-d
Ay ===

Exemplo 26. (APTA Assessoria Consultoria — 2022) Qual é a drea de um losango sabendo que

a diagonal maior mede 60 cm e que a diagonal menor mede 3 da diagonal maior?

A) 240 cm?
B) 960 cm?
C) 1200 cm?
D) 2400 cm?
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Solucao: Para determinar a drea do losango deve-se obter as medidas das duas diagonais. De

acordo com o enunciado da questdo uma das diagonais possui 60 cm, enquanto a outra sera:
2
d:§~60220‘2:40m.

Calculando a area:

-4
PRSI LRy

RESPOSTA: LETRA C.

3.4.3 Trapézio

Trapézio é todo quadrildtero que possui apenas um par de lados paralelos. Esses lados
paralelos possuem medidas distintas e sao chamados de bases do trapézio, uma maior e outra

menor.

Figura 3.35: Trapézio.
A

Fonte: [63].

No quadrildtero ABC'D ao lado, AD//BC e os lados AB e C'D nio sio paralelos entre
si. Dessa forma esse quadrildtero é um trapézio de bases AD e BC, note que a medida do lado
BC' é maior que AD.

Ha trés tipos de trapézio que chamam aten¢do quanto aos conceitos:

Trapézio isésceles: trapézio que possui os lados ndo paralelos congruentes.
Trapézio retangulo: trapézio que possui dois angulos internos retos.
Trapézio escaleno: trapézio que possui os quatro lados com medidas distintas

O Quadro @] exemplifica com imagem cada um dos dois casos:

Quadro 4: Classificacdo dos trapézios: isOsceles, retangulos e escaleno.

Isésceles Retangulo Escaleno
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D C

A B A B A B
Fonte: Adaptado de [46].

Para determinarmos a drea da superficie de um trapézio deve-se usar as medidas das duas

bases e a altura relativa as bases, usando a férmula abaixo:

(B+b)-h B, a medida da base maior;

A, = , sendo b, a medida da base menor;

h, a medida da altura relatia as bases do trapézio.

Exemplo 27. (AMEOSC — 2021) A figura abaixo apresenta um trapézio com as medidas
indicadas.

Figura 3.36: Area do trapézio, exemplo.
4cm

E
[}
el

A |
8cm

Fonte: [64].

A drea do trapézio exposto, em cm?, é:

A) 15
B) 36
C) 20
D) 18

Note que as medidas das bases maior € menor do trapézio sdo, respectivamente, 8 cm e

4 cm, e a medida da altura é 3 cm. Usando a férmula da 4rea do trapézio, temos:

(8+4)-3

AT’I‘ = 9

— Ap, =18cm?.

RESPOSTA: LETRA D.
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3.5 Circulo e circunferéncia

3.5.1 Circunferéncia

Uma circunferéncia w € o conjunto de pontos em um mesmo plano que possuem uma
mesma distancia, ndo nula, de um ponto dado. Esse ponto dado é chamado de centro da

circunferéncia e a distancia dela aos outros pontos é chamada de raio da circunferéncia.

Figura 3.37: Circunferéncia.

v

Fonte: O autor.

3.5.1.1 Corda, raio e didmetro

Uma corda é o segmento com extremos na circunferéncia. Observe a Figura|3.38, AB é

uma corda.

Figura 3.38: Circunferéncia: corda, raio e didmetro.

Fonte: O autor.

O raio € o segmento que possui um dos extremos no centro da circunferéncia e o outro

extremo na circunferéncia. Na figura, OP, OC, e OD sio raios.
O diametro € uma corda (possui extremos na circunferéncia) que passa pelo centro da
circunferéncia. C'D € um diametro, na Figura Veja que o diametro tem medida igual a duas

vezes o raio, logo:
CD=2-0C=2-OP=2-0D.
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3.5.1.2 Arco de uma circunferéncia e semicircunferéncia

Seja w uma circunferéncia de centro O e sejam A e B dois pontos nessa circunferéncia.
Considerando que A e B ndo sejam extremos de um didmetro de w podemos concluir que a

circunferéncia estd dividida em duas partes:

I. Arco menor: AB é a unido de todos os pontos que pertencem a w e estao no
interior do angulo AOB.

II. Arco maior: AB € aunido de todos os pontos que pertencem a w € estao no
exterior do angulo AOB.

Figura 3.39: Circunferéncia: arco.

A

Fonte: O autor.

Considerando que A e B sdo extremos de um didmetro de w, entdo AB é uma semicir-
cunferéncia

3.5.1.3 Comprimento de uma circunferéncia
Proposicao 3. O comprimento C' de uma circunferéncia é dado pela formula:
C=d-7=2-r-m,

onde C' é o comprimento do circunferéncia; d é a medida do diametro; r é o raio.

Dependendo das informacdes contidas em cada questdo a férmula pode ser adaptada para
facilitar os calculos.

Exemplo 28. (AMAUC - 2021) Analise a circunferéncia a seguir: (Dado: considere m = 3, 14).
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Figura 3.40: Circunferéncia: comprimento, exemplo.

o

Fonte: O autor.

Assinale a alternativa que representa corretamente o seu perimetro.

A) 50,24 cm
B) 25,12 cm
C) 20,15cm
D) 16,14 cm
E) 12,56 cm

Solucdo: Observe, inicialmente que o perimetro solicitado é o comprimento da circunferéncia e
que o dado apresentado cuja medida € 4 cm refere-se ao raio dessa circunferéncia, dessa forma,

temos:
c=2rr=2-4-3,14=8-3,14 = 25,12cm

RESPOSTA: LETRA D.

Exemplo 29. (UEG - 2021) O aro do pneu de um carro consiste na medida do diametro interno
do pneu, em polegadas. Sabendo-se que 1 polegada equivale a 2, 54 centimetros, o comprimento

da circunferéncia interna de um pneu de aro 14, em centimetros, é igual a:

A) 31,76 cm
B) 32,467 cm
C) 33,627 cm
D) 34,477 cm
E) 35,567 cm

Solucdo: Primeiramente, deve-se encontrar a medida de 14 polegadas em centimetros: Como 1

polegada € equivalente a 2, 54 cm, temos:

14 - 2,54 = 35,56 cm .
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Veja que o aro 14 equivale ao diametrod da circunferéncia e que a questdao pede que
encontremos a medida dessa circunferéncia, logo:

c=d-m=235,56-mcm.

RESPOSTA: LETRA E.

3.5.1.4 Comprimento do arco de uma circunferéncia

Sejam « o angulo central, medido em radianos, de uma circunferéncia de centro O, r o

raio dessa circunferéncia e ¢ o comprimento do arco, conforme a Figura|3.41

Figura 3.41: Comprimento de arco.

<) ¢

Fonte: [65].
O comprimento de ¢ € calculado pela férmula:
{=r-a.

Exemplo 30. (Exército — 2020) Para fabricar uma mesa redonda que comporte 8 pessoas em
sua volta, um projetista concluiu que essa mesa, para ser confortdvel, deverd considerar, para
cada um dos ocupantes, um arco de circunferéncia com 62,8 cm de comprimento. O tampo
redondo da mesa serd obtido a partir de uma placa quadrada de madeira compensada. Adotando

m = 3, 14, a menor medida do lado dessa placa quadrada que permite obter esse tampo de mesa
é

A) 72cm.

B) 80 cm.

C) 144 cm.

D) 160 cm.

E) 180 cm.

Solucao: Observe que o lado do quadrado é também o diametro da circunferéncia. Por outro

lado, o comprimento do arco, dado na questao, é 62, 8 cm. Usando a férmula do comprimento
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do arco de uma circunferéncia, temos:
{=r-a=062,8cm.

Precisamos encontrar a medida de «. Visto que a circunferéncia foi dividida em 8 partes

iguais entdo, considerando que a circunferéncia completa delimita um angulo central de 360°:

360°
o= g :45°:%rad
Assim,
7‘-04:62,8:7’-% — ;.7 =62,8-4=512,2
512,2  512,2
r= - —3’14—800m.

Como a questdo quer o lado do quadrado, que € igual ao didmetro, entdo:
d=2r=2-80=160cm.
RESPOSTA: LETRA D.

3.5.2 Circulo

Circulo € o conjunto de todos os pontos de uma regido cuja distancia entre esses pontos a

um ponto dado (centro do circulo) é menor ou igual a uma distancia dada (raio do circulo).

3.5.2.1 Area da superficie de um circulo

Considere o circulo w de raio r. Para calcular a medida da superficie de w temos que usar

a formula:

A, =m-r°.
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Figura 3.42: Area do circulo.

Fonte: O autor.

Exemplo 31. (FUNDATEC - 2019) Na figura abaixo estdo representados dois circulos iguais

entre si e tangentes externamente, de centros A e B, respectivamente.

Figura 3.43: Area do circulo, exemplo.

Fonte: Adaptado de [66].

Se a distancia entre os pontos A e B é 10, entdo a soma das dreas dos circulos é:

A) 30m.
B) 507.
C) 607.
D) 707.
E) 807.

Solucao: Visto que os circulos sdo tangentes e iguais entre si, entdo entendemos elas possuem o

mesmo raio e mesma drea, assim a distancia de A até B € o dobro desse raio, logo:

AB=2-r=10 — r:%.

A drea do circulo de centro A é:
Ay=m-r* =75 = 257.
Observe ainda que a questdo solicita a drea dos dois circulos iguais, assim:

Ap+ A = 257 + 257 = 507.
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RESPOSTA: LETRA B.

3.5.2.2 Area do setor circular

Todo angulo central de um circulo determina uma regido conhecida como setor circular.
Observando a figura ao lado, temos um circulo w de centro O e raio R. O angulo central «

delimita a regido em verde que € chamada de setor circular.

Figura 3.44: Setor circular.

A

Fonte: O autor.

Para calcular a drea da superficie de um setor circular devemos usar:

a-mer?
I. Ag=————, com« em graus.
360
a-1r?
II. Ag= 5 com « em radianos.

Exemplo 32. (Aerondutica — 2013) Em uma circunferéncia de raio r = 6 cm, a drea de um

setor circular de 30° é __ mcm?.

A) 3
B) 4
C) 5
D) 6

Solucao: Veja que o angulo que forma o setor circular o estd em graus, assim vamos usar a

primeira féormula:

a-m-r?
360°
30°7 - 62
360°
- 36
12

= 3rcm?.

RESPOSTA: LETRA A.
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3.5.2.3 Area da coroa circular

Na Figura[3.43]ao lado hd dois circulos concéntricos. O maior circulo possui raio r; e

0 menor o, com r; > ro. Os dois circulos juntos formam a regido amarela, chamada de coroa

circular.
Figura 3.45: Coroa circular.
' B
Fonte: O autor.
A drea S € dada por:

Ag :7T~(7“f —7’%).

Exemplo 33. (PM ES — CFO - 2013). Adriana planta flores num canteiro circular de raio 8 m.
Ao redor desse canteiro, ela pretende plantar ervas medicinais formando uma coroa circular, de
maneira que a parte destinada as flores sofrerd uma reducdo de 2 m em seu didmetro. A drea

ocupada pelas ervas medicinais neste canteiro serd igual a:

A) 137
B) 147
C) 15w
D) 167
E) 87

Solucao: Sabemos que o diametro € o dobro do raio, como Adriana deseja diminuir 2m do
didmetro de um circulo cujo raio é 8 m, entdo o didmetro do novo circulo usado nas flores sera:
Sejam d; e dy os didmetros antigo e atual, respectivamente, usados no plantio das flores,

de raios r; = 8 e 1o, também respectivamente, logo:
d2:d1—2:28— =14dm=—ry=7m.

Adriana deseja calcular a drea ocupada pelas ervas, que é um espaco delimitado por uma

coroa circular, assim:
Ac=7m-(rf—rd)=m- (8 =T7)=7-(64—49) =7 -15m?.
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RESPOSTA: LETRA C.

3.5.3 Posicoes relativas entre uma reta e uma circunferéncia

I - Secante: Toda reta que intersecta uma circunferéncia em dois pontos distintos € chamada de

reta secante a essa circunferéncia.

Figura 3.46: Circunferéncia: reta secante.

=

Fonte: O autor.

Na Figura pode-se observar uma circunferéncia w de centro O e uma reta r que

intersecta essa circunferéncia nos pontos A ¢ B. Assim r é secante a circunferéncia w.

Propriedade 4. Seja r uma reta secante a circunferéncia w nos pontos A e B, considerando que
r ndo passa pelo centro da circunferéncia de centro C' e seja P um ponto da reta r que esteja na

corda AB tem-se que C'P é perpendicular a reta r se, e somente se, P é ponto médio de AB.

Demonstracao: 1° caso: considerando OF € perpendicular a reta r. Observe a Figura
temos que AC' = BC, pois sao raios da circunferéncia e a0 mesmo tempo sao hipotenusas dos

tridngulos retangulos AC'P e BC' P, respectivamente.

Figura 3.47: Circunferéncia: reta secante, propriedade.

Fonte: O autor.

Veja ainda que os dois tridngulos possuem um cateto em comum C'P, dessa forma
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pode-se concluir, através do teorema de Pitdgoras que AP = BP pois:

(AC)? = (CP)* + (AP)? = (BC)*= (CP)*+ (BP)?
— (CP)*+ (AP)?> = (CP)? + (BP)?
— (AP)* = (BP)?
— AP = BP.

2° caso: Considerando P o ponto médio de AB. Veja que AC = BC, pois sdo raios da
circunferéncia. AP = BP, pois P é ponto médio de AB. Os tridngulos AC'P e BC'P possuem
um lado em comum C'P pelo caso L.L.L. eles sdo congruentes. Note que APC + BPC = 180°,

como esses dois dngulos sdo congruentes, entdo:

APC + BPC = 180° — 2. APC = 180°
— APC =90° = BPC.

Portanto, C'P € perpendicular a reta r.
O

II - Tangente: Quando uma reta r intercepta uma circunferéncia em um tnico ponto, dizemos

que essa € uma reta tangente a circunferéncia.

Propriedade 5. Uma reta é tangente a circunferéncia se, e somente se, o raio da circunferéncia

for perpendicular ao ponto de tangéncia.

Demonstracao: Seja w uma circunferéncia de centro O e raio r, seja s uma reta qualquer.
12 caso: Considerando que s é tangente 4 w no ponto P, vamos supor que O P ndo é perpendicular
A reta s no ponto P. Dessa forma, existe um outro ponto K pertencente 2 reta s em que OK é
perpendicular a s. Assim OK < OP = r e areta s seria secante a w, o que € uma contradicao,
visto que, consideramos s tangente a w.
2° caso: Considerando P um ponto pertencente i reta s e a circunferéncia w e que OP é
perpendicular a s. Seja 7' um ponto qualquer pertencente a reta s, observe que O > OP, pois
OP é amenor distancia entre a reta e o centro O, visto que O P é perpendicular a s. Dessa forma
pode-se considerar que 7' esta fora da circunferéncia e que a reta s possui apenas um ponto em
comum com a circunferéncia, portanto s é tangente a w.

O

III - Exterior: Quando uma retas ndo possui pontos em comum com uma circunferéncia w,
dizemos que s € exterior a w.
Observacdo: Sejam w uma circunferéncia de centro O, s uma reta, d a distincia entre s e

O e r oraio de w. O quadro abaixo € vélido:
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Quadro 5: Posi¢des relativas entre uma reta e uma circunferéncia.

Reta s secante a w

Reta s tangente a w

Reta s exterior a w

d<r

d=r

d>r

900D

3.5.3.1 Segmentos tangentes

Fonte: O autor.

Teorema 2. Considere um ponto P exterior a uma circunferéncia w, se tivermos duas semirretas

distintas com origem em P e tangentes a w nos pontos A e B, entdo PA = PB.

Demonstracao: Observe a Figura . Como P A € secante a circunferé€ncia no ponto A entio o

triangulo O P A € retangulo em A. Analogamente, O PB é um tridngulo retangulo em B.

Figura 3.48: Circunferéncia: segmentos tangentes.

A

P

Fonte: O autor.

Analisando os dois tridngulos, temos que OA = OB, pois sao raios da circunferéncia. Os

dois tridngulos possuem o lado PO em comum, assim, usando o Teorema de Pitdgoras, podemos

concluir que os tridngulos OPA e OPB sio congruentes e PA = PB.

Esse resultado € bastante util e costuma ser cobrado em vdrios exames importantes

incluindo o ENEM. Hé questdes que necessitam da aplicagcdo desse resultado para que sejam

solucionadas. Logo mais serdo apresentados dois exemplos bem uteis da aplicagdo dessa

congruéncia.
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Exemplo 34. (Fundamentos da Matemdtica Vol. 9) Na Figura o circulo de centro O ¢
inscrito no tridngulo ABC. BD = 4, AF = 3 e EC = 5. Qual é o perimetro do tridngulo
ABC?

Figura 3.49: Circunferéncia: segmentos tangentes, Exemplo [34]
A

Fonte: [46].

Note que BD = BE, assim BD = BE = 4, pois possuem o mesmo ponto exterior B e
sdo tangentes 2 circunferéncia nos pontos D e F, respectivamente. Analogamente, AD = AF,
assim AD = AF =3 eainda CFE = CF, assim CE = CF = 5.

O perimetro de ABC' é dado por:

DB+ BE+EC+CF+FA+AD = 44443434+5+5=24.

Exemplo 35. (Fundamentos da Matemdtica Vol. 9) Na Figura PA = 10cm. Calcule o
perimetro do triangulo PRS.

Figura 3.50: Circunferéncia: segmentos tangentes, Exemplo [33]

B
Fonte: [46].

Solucido: Observe que PA = PB, assim PA = PB = 10. Chamando AR = z, temos
que AR = RC, assim AR = RC = z. Considerando BS = v, entdo BS = SC, assim
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BS = SC =y. Vejaaindaque PR = PA =xzeque PS = PB = y. O perimetro de ARS é:

PS+SC+CR+PR = PB—y+y+x+PA—=x
= 104+42—2+10
= 10410
= 20.
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BANCO DE QUESTOES

Objetivando um preparo, especificamente, voltado ao estudo da geometria plana, de
acordo com o que é cobrado no ENEM, foi executada uma andlise detalhada em todas as provas
jé realizadas desse exame, rastreando todas as questdes centradas nesse conteudo.

Esse capitulo apresentara todas essas questdes resolvidas, especificando o nimero da
questdo e o ano em que ela apareceu na prova. Vale ressaltar ainda que foram analisadas todas
as provas da cor amarela, dessa maneira, o nimero de cada questdo s6 € compativel quando

comparadas as provas dessa mesma cor.

1. (QUESTAO 141 - 2009) O governo cedeu terrenos para que familias construissem suas

residéncias com a condi¢do de que no minimo 94% da érea do terreno fosse mantida como

. BC
area de preservag@o ambiental. Ao receber o terreno retangular ABC'D, em que AB = 5
Antdnio demarcou uma area quadrada no vértice A, para a construgdo de sua residéncia, de
acordo com o desenho, no qual AFE = = € lado do quadrado.
B C

Nesse caso, a drea definida por Antonio atingiria exatamente o limite determinado pela
condigao se ele

A) duplicasse a medida do lado do quadrado.

B) triplicasse a medida do lado do quadrado.

C) triplicasse a drea do quadrado.

D) ampliasse a medida do lado do quadrado em 4%.
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E) ampliasse a drea do quadrado em 4%.

Solucao: A érea total € dada por:
Ar = AB - BC,
B
considerando AB = TC, temos:

2

=0,5BC".
5 0,5BC

Calculando a area do quadrado usado na construgdo da residéncia:

Ag = AE”,
fazendo AE = A?B, temos
tomando AB = BTC temos
(%)
Ag = ;5 = 35(52 = 0,02BC*.

Usando regra de trés para determinar a porcentagem da drea do quadrado em relacdo a area

do retangulo:

Ar=0,5BC* — 100%
Ag =0,02BC* — %

Dessa forma, encontramos = = 2%, para que os termos da questdo sejam definidos, pre-
cisamos triplicar o a drea da residéncia, visto que ela deve ser construida em 6% da drea
total.

RESPOSTA: LETRA C.
2. (QUESTAO 145 - 2009) As figuras a seguir exibem um trecho de um quebra-cabecas que
estd sendo montado. Observe que as pegas sdo quadradas e hd 8 pecas no tabuleiro da figura A

e 8 pecas no tabuleiro da figura B. As pecas sdo retiradas do tabuleiro da figura B e colocadas

no tabuleiro da figura A na posicdo correta, isto é, de modo a completar os desenhos.
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F F
i i
g

u 2
r r
a a
A B

E possivel preencher corretamente o espago indicado pela seta no tabuleiro da figura A

colocando a peca
A) 1 ap6s gird-la 90° no sentido hordrio.
B) 1 apds gird-la 180° no sentido anti-horério.
C) 2 apés gird-la 90° no sentido anti-hordrio.
D) 2 apés gird-la 180° no sentido hordrio.

E) 2 apos gird-la 270° no sentido anti-horério.

Solucao: Inicialmente deve ser utilizado raciocinio 16gico e no¢ao espacial para decidir qual
serd a peca adequada na solucao do problema. Pode-se perceber que a peca correta necessita
de uma parte desenho de uma flor na parte superior com o fundo da imagem em cinza claro,
na borda direita, deve haver a metade de um tridngulo em cinza claro e a tnica peca que
apresenta essas duas imagens vizinha € a nimero 2, agora basta analisar em qual sentido e
quantidade de graus a peca deve ser rotacionada para encaixe, € isso se da apos gird-la 90° no

sentido anti-horario.

RESPOSTA: LETRA C.

3. (QUEST]&O 164 — 2009) Ao morrer, o pai de Jodo, Pedro e José deixou como heranca um
terreno retangular de 3 km x 2 km que contém uma 4rea de extracdo de ouro delimitada por
um quarto de circulo de raio 1 km a partir do canto inferior esquerdo da propriedade. Dado o
maior valor da drea de extrac¢do de ouro, os irmdos acordaram em repartir a propriedade de

modo que cada um ficasse com a terca parte da drea de extragdo, conforme mostra a figura.
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3 km

Pedra
2 km

I lem Jusé

1 km

Em relacdo a partilha proposta, constata-se que a porcentagem da drea do terreno que coube a

3
Jodo corresponde, aproximadamente, a (considere e =0, 58).

A) 50%.
B) 43%.
C) 37%.
D) 33%.
E) 19%.
Solucao: Observe que o terreno de Jodo pode ser representado por um tridngulo retdngulo
cujo angulo interno da regido que representa a area do ouro € de 30°, visto que o angulo reto

foi dividido em trés partes iguais. Deve-se calcular a medida do menor cateto do terreno de

Joao:

Usando trigonometria para encontrar a medida do lado:

V3

x
300 = L= ==
sen 3 1

3
tomando \/?_ = (), 58, temos
X
0,58:§:>a::1,16.
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Calculando a area da regido de Jodo:

2-1,16
Ar = =5 — =116

Usando regra de trés para encontrar a porcentagem da drea do terreno de Jodo em relagdo a

area total.

6 — 100%
1,16 — 2%

Logo,
11

RESPOSTA: LETRA E.

4. (QUESTAO 165 - 2009) Rotas aéreas sio como pontes que ligam cidades, estados ou paises.
O mapa a seguir mostra os estados brasileiros e a localizacdo de algumas capitais identificadas
pelos nimeros. Considere que a dire¢do seguida por um avidao A; que partiu de Brasilia — DF,

sem escalas, para Belém, no Pard, seja um segmento de reta com extremidades em D[’ e em
4,

Mapa do Brasil e algumas Capitais

1 Manaus
2 BoaVista 11 850 Paulo
3 Macapd 12 Curiliba

4 Bakim 13 Balo Honzonta
& Sho Luis 14 Goifinia

6 Teresina 15 Cuiabd

7 Fortalpza 16 Campo Grando
B Matal 17 Porto Vialha

9 Salvador 18 R0 Branco

SHMEIRA, 5. Brasil Regides. Disponival em: www._sanliagosiqueira.pro.br.
Acaszo am: 28 jul. 2009 (adaplado).

Suponha que um passageiro de nome Carlos pegou um avido A;;, que seguiu a dire¢do que
forma um angulo de 135 graus no sentido hordrio com a rota Brasilia — Belém e pousou em
alguma das capitais brasileiras. Ao desembarcar, Carlos fez uma conexio e embarcou em um

avidao Ajjs, que seguiu a direcdo que forma um angulo reto, no sentido anti-horario, com a
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direcdo seguida pelo avido A;; ao partir de Brasilia-DF. Considerando que a direcio seguida
por um avido € sempre dada pela semirreta com origem na cidade de partida e que passa pela
cidade destino do avido, pela descri¢ao dada, o passageiro Carlos fez uma conexao em

A) Belo Horizonte, e em seguida embarcou para Curitiba.

B) Belo Horizonte, e em seguida embarcou para Salvador.

C) Boa Vista, e em seguida embarcou para Porto Velho.

D) Goiania, e em seguida embarcou para o Rio de Janeiro.

E) Goiania, e em seguida embarcou para Manaus.

Solucao: Partindo de Brasilia e formando um angulo de 135° com a rota Brasilia-Belém no
sentido horério ficaria entre as cidades de Belo Horizonte, Rio de Janeiro e Espirito Santo,
eliminando as alternativas C, D e E. Na conexao, ele seguiu no sentido anti-horério a 90° com

a rota anterior, chegando, possivelmente, a alguma cidade da regido Nordeste. Eliminando a
alternativa A.

RESPOSTA: LETRA B.

5. (QUESTAO 168 - 2009) O quadro apresenta informacdes da drea aproximada de cada bioma

brasileiro.
biomas area AreaT ol
continentais aproximada Brasil
brasileiros (km?)

Amazdénia 4.196.943 49,29%
Cerrado 2.036.448 23,92%
Mata Atlantica 1.110.182 13,04%
Caatinga 844.453 9,92%
Pampa 176.496 2,07%
Pantanal 150.355 1,76%
Area Total Brasil 8.514.877

Dispenivel am: www.ibge.gov.br. Acasso em: 10 jul. 2009 (adaplada).

E comum em conversas informais, ou mesmo em noticirios, o uso de multiplos da drea de
um campo de futebol (com as medidas de 120 m x 90 m) para auxiliar a visualizacdo de dreas
consideradas extensas. Nesse caso, qual € o nimero de campos de futebol correspondente a
area aproximada do bioma Pantanal?

A) 1.400

B) 14.000

C) 140.000

D) 1.400.000
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E) 14.000.000

Solucao: De acordo com o contexto da questdo, a drea do Pantanal deve ser dividida pela

area do campo de futebol.

Calculando a drea do campo de futebol:

Ao =120-90 = 10.800 m?.

Observe que a drea do campo estd em m? e a drea do Pantanal estd em km? e, para que a
divisdo seja realizada, as unidades de medidas das respectivas dreas devem ser a mesma.
Assim,

150.355 km? = 150.355.000.000 m? .

Dividindo a drea do Pantanal pela drea do campo de futebol:

150.355.000.000
10.800

= 14.000.000.

RESPOSTA: LETRA E.

6. (QUESTAO 169 - 2009) A vazio do rio Tieté, em Sio Paulo, constitui preocupagdo constante
nos periodos chuvosos. Em alguns trechos, sdo construidas canaletas para controlar o fluxo de
dgua. Uma dessas canaletas, cujo corte vertical determina a forma de um trapézio isésceles,
tem as medidas especificadas na figura I. Neste caso, a vazdo da dgua é de 1.050m? /s. O
célculo da vazdo, Q em m?/s, envolve o produto da drea A do setor transversal (por onde

passa a dgua), em m2, pela velocidade da dgua no local, v, em m /s, ou seja, ) = Av.

Im
Figura | } |
l 25m
20m
Figurall
49 m
l |
| |
20m
41 m

Disponial am: wwa2 usl. be,

Na suposicdo de que a velocidade da 4gua ndo se alterard, qual a vazao esperada para depois

da reforma na canaleta?

84



Capitulo 4: Banco de Questdes

A) 90m3 /s.
B) 750 m? /s.
C) 1.050m3 /s.
D) 1.512m? /s.
E) 2.009m? /s.

Solucdo: Para encontrar a vazdo da figura Il, inicialmente, deve ser calculada a velocidade da
agua na figura I, pois a velocidade nas duas canaletas serd a mesma: Calculando a area da

figura I:
(30 +20) - 2,5

A= >

=25-2,5=62,5m?.

Encontrando a velocidade da 4gua na figura I:

1050
Q:A-V:>1050:62,5-V:>V:m:16,8m/s.
Calculando a area da figura II:
49 4-41) - 2
A]] = ( +2 ) = 90m2

Calculando a vazdo da 4gua na segunda canaleta:

Q=A-V=90-16,8 =1512m" /s.

RESPOSTA: LETRA D.

7. (QUESTAO 150 - 2010) A loja Telas & Molduras cobra 20 reais por metro quadrado de
tela, 15 reais por metro linear de moldura, mais uma taxa fixa de entrega de 10 reais. Uma
artista plastica precisa encomendar telas e molduras a essa loja, suficientes para 8 quadros
retangulares (25 cm x 50 cm). Em seguida, fez uma segunda encomenda, mas agora para 8
quadros retangulares (50 cm x 100 cm). O valor da segunda encomenda sera
A) o dobro do valor da primeira encomenda, porque a altura e a largura dos quadros dobraram.

B) maior do que o valor da primeira encomenda, mas nio o dobro.

C) a metade do valor da primeira encomenda, porque a altura e a largura dos quadros

dobraram.
D) menor do que o valor da primeira encomenda, mas ndo a metade.

E) igual ao valor da primeira encomenda, porque o custo de entrega serd 0 mesmo.

85



Capitulo 4: Banco de Questdes

Soluc¢ao: Calculando a drea e o perimetro, referente a moldura, da primeira encomenda:

Ay =25-50 = 1250 cm? .

Observe que o valor e calculado em m?, portanto
1250 cm? = 0, 125 m?,

ou seja,
P =2-25+2-50=150cm.

O valor do perimetro e calculado de acordo com o meto, assim

150cm =1,5m.

O valor final de cada quadro na primeira compra é dado por:

Vi=20-0,125+15-1,5=2,5+ 22,5 = 25.

Como sao 8 quadros:
8-254 10 = 210.

Calculando a area e o perimetro da segunda encomenda:

Ay =50-100 = 5000 cm? = 5000 cm? = 0,5m?.

Calculando o perimetro:

P,=2-50+2-100 =300cm = 300cm = 3m.

O valor de cada quadro na segunda compra foi de:

Vi =20-0,5415-3 =104 45 = 55.

Sao 8 quadros, logo:
8- 554 10 = 450.

Analisando as alternativas podemos concluir que a resposta correta € a LETRA B.

8. (QUESTAO 152 - 2010) Em canteiros de obras de construcao civil € comum perceber

trabalhadores realizando medidas de comprimento e de angulos e fazendo demarcacdes por
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onde a obra deve comecar ou se erguer. Em um desses canteiros foram feitas algumas marcas
no chdo plano. Foi possivel perceber que, das seis estacas colocadas, trés eram vértices de um
tridngulo retangulo e as outras trés eram os pontos médios dos lados desse triangulo, foram

indicadas por letras.

BL“"‘—H

A regido demarcada pelas estacas A, B, M e N deveria ser calcada com concreto. Nessas
condigdes, a drea a ser calgada corresponde

A) a mesma drea do tridngulo AMC.

B) a mesma érea do tridngulo BNC.

C) a metade da area formada pelo tridngulo ABC.

D) ao dobro da édrea do tridngulo M NC.

E) ao triplo da drea do tridngulo M NC.

Soluciio: Observe que AC' = NC, pois N é ponto médio de AC, que o angulo ANM =
90° = CNM , como os tridngulos AMN e CM N t€m o lado M N em comum, podemos

concluir que eles sdo congruentes pelo caso L.A.L.

Por outro lado, analisando os tridngulos M NC e BPC, percebe-se que M N //BP, pois

MN e AB sio perpendiculares ao lado AC, que M C' = BM, visto que M e ponto médio de
BC e que

RESPOSTA LETRA E.

9. (QUESTAO 153 - 2010) O jornal de certa cidade publicou em uma pagina inteira a seguinte

divulgacdo de seu caderno de classificados
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26 mm
«——

4%
x mm | | outras
jornais
i

400 mm

s

260 mm

Para que a propaganda seja fidedigna a porcentagem da drea que aparece na divulgacio, a
medida do lado do retingulo que representa os 4%, deve ser de aproximadamente

A) 1mm.

B) 10 mm.
C) 17mm.
D) 160 mm.
E) 167 mm.

Solucao: Calculando a 4rea total do jornal:

Ap = 260 - 400 = 104000 mm? .

Calculando a area da regido destinada a outros classificados, chamada de Ag, temos:

Ap = x - 26 = 26z mm?.

Usando regra de trés para encontrar o valor da medida de x:

Ar =104000 — 100%
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10.

Assim, 416000
23002 = 416000 = x = = 160.
v T 72600

RESPOSTA: LETRA D.

(QUESTAO 164 - 2010) Uma metaldrgica recebeu uma encomenda para fabricar, em grande
quantidade, uma pe¢a com o formato de um prisma reto com base triangular, cujas dimensdes
da base sdo 6 cm, 8 cm e 10 cm e cuja altura é 10 cm. Tal peca deve ser vazada de tal maneira
que a perfuracdo na forma de um cilindro circular reto seja tangente as suas faces laterais,

conforme mostra a figura.

O raio da perfuragdo da peca € igual a

A) 1cm.
B) 2cm.
C) 3cm.
D) 4cm.
E) 5cm.
Solucao: Para facilitar a compreensdo da resolu¢@o da questdo, divida cada lado do tridngulo
em duas partes uma maior € uma menor, sendo o local de interse¢do com a circunferéncia o
ponto de divisdo de cada lado. Observe que como esse triangulo possui lados medindo 6 cim,

8cm e 10 cm entdo o Teorema de Pitdgoras € vélido e esse triangulo € retangulo com angulo

reto entre os catetos de 6 cm e 8 cm.
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11.

10 cm

Sabe-se que todo segmento tangente a uma circunferéncia € perpendicular ao raio, logo eles
formam um angulo de 90° entre si. Outra ideia que deve ser observada € que quando dois
segmentos possuem extremos em um mesmo ponto € o outro extremo € tangente 2 mesma
circunferéncia entdo eles possuem a mesma medida. Assim pode-se concluir que as menores
partes dos lados de 6 cm e do lado de 8 cm sdo congruentes, chamado de = na figura. Observe
o quadrilatero de lados z, z, r e 7, nele ha 3 angulos retos e, dessa forma, o quarto angulo
também serd reto, concluindo que é um paralelogramo. Todo paralelogramo possui os lados

opostos congruentes, entdo concluimos que z = 7.

Com isso, pode-se concluir os dados dessa segunda figura acima e tem-se que:

100=8—r+6—r=14—-2r = 2r=14-10=4

= 1 2
r=—=2.
2

RESPOSTA LETRA B

(QUESTAO 142 - 2011) Em uma certa cidade, os moradores de um bairro carente de espacos
de lazer reivindicam a prefeitura municipal a constru¢do de uma praca. A prefeitura concorda
com a solicitacdo e afirma que ird construi-la em formato retangular devido as caracteristicas

técnicas do terreno. Restricdes de natureza orcamentdria impdem que sejam gastos, no
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maximo, 180 m de tela para cercar a praga. A prefeitura apresenta aos moradores desse bairro

as medidas dos terrenos disponiveis para a constru¢do da praca:

Terreno 1: 55m por 45m
Terreno 2: 55m por H5m
Terreno 3: 60m por 30m
Terreno4: 70m por 20m

Terreno 5: 95m por 85m

Para optar pelo terreno de maior drea, que atenda as restri¢cdes impostas pela prefeitura, os

moradores deverio escolher o terreno.

A) 1.
B) 2.
C) 3.
D) 4.
E) 5.
Solucao: Inicialmente deve ser verificado quais sdo os terrenos que atendem as condi¢des da

prefeitura em ralagdo a medida méxima de tela que serd utilizada para cercd-la: Calculando

0s perimetros:

e TERRENO 1: 2-55+2-45 =110 + 90 = 200, nao serve.

TERRENO 2: 2-55+2-55 =110+ 110 = 220, nao serve.

TERRENO 3: 2-60 + 2 - 30 = 120 + 60 = 180.

TERRENO 4: 2 - 70 + 2 - 20 = 140 + 40 = 180.

TERRENO 5: 2-95 +2 -85 =190 + 170 = 360, ndo serve.

Em seguida serd calculada a 4rea dos dois terrenos que atendem as condic¢des da tela: Calcu-

lando a area:

e Terreno 3: 60 - 30 = 1800 m?2;
e Terreno 4: 70 - 20 = 1400 m?.

RESPOSTA: LETRA C.

12. (QUESTAO 154 - 2011)
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13.

Disponivel em: http//www.diaadia.pr.gov.br. Acesso em: 28 abr. 2010.

O poligono que d4 forma a essa calcada € invariante por rotagdes, em torno de seu centro, de

A) 45°.

B) 60°.

C) 90°.

D) 120°.

E) 180°.

Solucao: Observe que, apds colocar um ponto no centro de um dos poligonos, cada poligono
pode ser dividido em trés partes iguais, o dngulo total formado no centro do poligono possui

medida de 360°, assim cada angulo central formado por cada uma das partes tem medida de
120°.

RESPOSTA: LETRA D.

(QUESTAO 170 - 2011) O atletismo é um dos esportes que mais se identificam com o
espirito olimpico. A figura ilustra uma pista de atletismo. A pista € composta por oito raias e
tem largura de 9, 76 m. As raias sdo numeradas do centro da pista para as extremidades e sdo
construidas de segmentos de retas paralelas e arcos de circunferéncia. Os dois semicirculos

da pista sdo iguais.
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14.

Lg)\

BIEMBENGUT, M. 5. Modelagso Matem itica como método de ensino-aprendizagem
de Matemdtica &m cursos de 1° e 2* graus. 1990, Dssertagan e Mestado,
IGCEMUNESP o Caro, 1990 (adaptado ).

Se os atletas partissem do mesmo ponto, dando uma volta completa, em qual das raias o

corredor estaria sendo beneficiado?
A) 1
B) 4
) It
D) 7
E) 8

Solucio: Observe que o comprimento de cada raia € dado por:

e Cada pista paralela tem medida de 84, 39, logo:
2-84,39 = 168,78 m.

e Pelos dois arcos de circunferéncias formam uma circunferéncia completa,

assim: 27r m.

O comprimento total:
(168,78 4 27rr) m,

onde o raio varia de acordo com o nimero da raia na pista, dessa forma pode-se concluir que

quanto maior for o nimero da raia maior serd seu comprimento.

RESPOSTA: LETRA A.

(QUESTAO 148 — 2012) Jorge quer instalar aquecedores no seu saldo de beleza para melhorar
o conforto dos seus clientes no inverno. Ele estuda a compra de unidades de dois tipos de

aquecedores: modelo A, que consome 600 g / h (gramas por hora) de gés propano e cobre
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35m? de drea, ou modelo B, que consome 750 ¢ / h de gés propano e cobre 45 m? de drea. O
fabricante indica que o aquecedor deve ser instalado em um ambiente com area menor do
que a da sua cobertura. Jorge vai instalar uma unidade por ambiente e quer gastar o minimo
possivel com gés. A drea do saldao que deve ser climatizada encontra-se na planta seguinte

(ambientes representados por trés retangulos e um trapézio).

g9m 1

1am| O O O [4m

—7m—

Avaliando-se todas as informagdes, serdo necessarios

A) quatro unidades do tipo A e nenhuma unidade do tipo B.
B) trés unidades do tipo A e uma unidade do tipo B.

C) duas unidades do tipo A e duas unidades do tipo B.

D) uma unidade do tipo A e trés unidades do tipo B.

E) nenhuma unidade do tipo A e quatro unidades do tipo B.

Solucdo: Para que Jorge saiba o tipo ideal de aquecedor que deve ser usado em cada cdmodo,

precisa-se do célculo da area, portanto: Calculando a drea dos comodos:

e [: (este como € um retangulo de dimensdes 5m x 8 m)
A; =5-8=40m? —modelo B.

e [I: (este comodo € um retangulo de dimensdes 5 m X6 m)

A =6-5=30m?—modelo A.

o III: (este comodo € um retangulo de dimensdes 6m x 4 m .

A =6-4=24m?— modelo A.
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15.

o IV: (este comodo é um trapézio de bases 4 m e 6 m cuja altura é 7 m.

(4+6)-7
2

Como o aquecedor deve ser usado em drea menor do que sua cobertura entio serd utilizado o

AIV = =35 Hl2 .
aquecedor B neste comodo.

RESPOSTA: LETRA C.

(QUESTAO 149 — 2012) Para decorar a fachada de um edificio, um arquiteto projetou a
colocagdo de vitrais compostos de quadrados de lado medindo 1 m, conforme a figura a

seguir.

Nesta figura, os pontos A, B, C'e D sdo pontos médios dos lados do quadrado e os segmentos
AP e QC medem 1 da medida do lado do quadrado. Para confeccionar um vitral, sdo usados
dois tipos de materiais: um para a parte sombreada da figura, que custa R$ 30,00 o m?, e
outro para a parte mais clara (regides ABPDA e BCD@QB), que custa R$ 50, 00 o m2. De
acordo com esses dados, qual € o custo dos materiais usados na fabricacdo de um vitral?

A) R$ 22,50

B) R$ 35,00

C) R$ 40,00

D) R$ 42,50

E) R$ 45,00

Solucdo: Calculando a drea da parte clara:

1 1
e Observe que ha 4 tridangulos de base — e altura 5

>~ =
N | —

1
Ao =4- :4~%:4~—:—m2.

2
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O valor, em RS, da drea da parte clara:
50 L 12,50
4 T

e Calculando a drea da parte escura. Observe ainda que a parte escura € a diferenca

entre a drea do quadrado de lado medindo 1 m e a regido clara, logo:

1 1 3
AE:12—Z:1——:—m2.

O valor, em R$, da drea da parte escura:

Logo, o valor total, em RS, é:

12,50 + 22,50 = 35, 00.

RESPOSTA: LETRA B.

16. (QUESTAO 151 - 2012) Um forro retangular de tecido traz em sua etiqueta a informagio
de que encolherd apds a primeira lavagem mantendo, entretanto, seu formato. A figura a
seguir mostra as medidas originais do forro e o tamanho do encolhimento () no comprimento

e (y) na largura. A expressao algébrica que representa a area do forro apds ser lavado é
G-2)3-y).

Nestas condicoes, a drea perdida do forro, apds a primeira lavagem, serd expressa por
A) 2xy

B) 15— 3z

C) 15 —-by

D) —5y — 3x

E) 5y + 3z — 2y
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Solucao: Para encontrar a drea perdida apds a lavagem basta calcular a diferenca entra a 4rea

antes da lavagem e a drea ap6s a lavagem, portanto:

5:3—(b—x)-(3—y) = 15— (15—5y — 3z + zy)
= 15—-15+5y +3x —zy
= Sy +3r — wy.

RESPOSTA: LETRA E.

17. (QUESTAO 152 - 2012) A capacidade minima, em BTU /h, de um aparelho de ar-
condicionado, para ambientes sem exposicdo ao sol, pode ser determinada da seguinte
forma:

e 600 BTU /h por m?, considerando-se até duas pessoas no ambiente;
e para cada pessoa adicional nesse ambiente, acrescentar 600 BTU / h;
e acrescentar mais 600 BTU / h para cada equipamento eletroeletronico em funciona-

mento no ambiente.

Serda instalado um aparelho de ar-condicionado em uma sala, sem exposi¢ao ao sol, de
dimensdes 4 m x 5 m, em que permanecam quatro pessoas e possua um aparelho de televisao
em funcionamento. A capacidade minima, em BTU / h, desse aparelho de ar-condicionado

deve ser

A) 12 000.
B) 12 600.
C) 13 200.
D) 13 800.
E) 15 000.

Solucao: Calculando o total de BTU / h de acordo com a drea:

4.5=20m?.

Logo,
20 - 600 = 12 000BTU /h.

Calculando o total de BTU / h de acordo com o niimero de pessoas adicionais:

2-600=1200BTU /h.
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18.

Deve-se acrescentar 600 BTU / h pelo uso da televisdo

Logo, o total em BTU / h é:

12 000 + 1 200 + 600 = 13 800 BTU / h.

RESPOSTA: LETRA D.

(QUESTAO 162 - 2012) O losango representado na Figura 1 foi formado pela unido dos

centros das quatro circunferéncias tangentes, de raios de mesma medida.

Figura 1

Dobrando-se o raio de duas das circunferéncias centradas em vértices opostos do losango e
ainda mantendo-se a configuracdo das tangéncias, obtém-se uma situacio conforme ilustrada

pela Figura 2.

Figura 2

O perimetro do losango da Figura 2, quando comparado ao perimetro do losango da Figura 1,

teve um aumento de

A) 300%.
B) 200%.
C) 150%.
D) 100%.
E) 50%.

Soluc¢do: Calculando o perimetro do losango da figura I:
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e Chamando de r o raio de cada circunferéncia na figura I, veja também que cada lado do

losango € formado pelo raio de duas circunferéncias, assim
ll = 27",
logo:
P=4-2r=28r.
e Calculando o perimetro do losango da figura 2: Observe que o lado do losango é formado
pelo raio anterior e o raio da nova circunferéncia, que foi dobrado, assim
lo =r+2r=23r,
portanto:
P,=4-3r=12r
Agora, usemos regra de trés para determinar o percentual de aumento. Veja que do primeiro

perimetro para o segundo aumentaram 4r, dessa forma:

& — 100%

4r — 2%

Logo,
400r

= 50.
8r

Srz =400r = z =

RESPOSTA: LETRA E.

19. (QUESTAO 144 - 2013) Uma fibrica de férmicas produz placas quadradas de lados de
medida igual a y centimetros. Essas placas sdo vendidas em caixas com N unidades e, na

caixa, € especificada a drea mdxima S que pode ser coberta pelas N placas.

Devido a uma demanda do mercado por placas maiores, a fabrica triplicou a medida dos lados
de suas placas e conseguiu reuni-las em uma nova caixa, de tal forma que a drea coberta S
ndo fosse alterada. A quantidade z, de placas do novo modelo, em cada nova caixa serd igual
a:

A)

B)

wlzo|zelz

O
D) 3N
E) 9N
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Solucao: Calculando a drea total que a primeira caixa, com /N placas, pode cobrir:

e Area do primeiro quadrado: 2.

e Area total: Ny2.

Calculando a drea total que a segunda caixa pode cobrir: Area do segundo quadrado:
(3y)* = 9y™.
Seja x o total de placas do segundo quadrado, assim a drea total é dada por:

x - 9y2.

Observe que, de acordo com os dados da questdo, a drea total se mantém nas duas situacoes,
dessa forma:

N
x-9y2:NyQ:>:zc:W:>;p:§7
Y

(quantidade de pecas da segunda caixa)

RESPOSTA: LETRA A.

20. (QUESTAO 152 — 2013) Para o reflorestamento de uma area, deve-se cercar totalmente, com
tela, os lados de um terreno, exceto o lado margeado pelo rio, conforme a figura. Cada rolo

de tela que serd comprado para confeccdo da cerca contém 48 metros de comprimento.

190 m

81m g1m

Rio

A quantidade minima de rolos que deve ser comprada para cercar esse terreno é

A) 6.
B) 7.
C) 8.
D) 11.
E) 12.
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21.

Soluc¢ao: Calculando o comprimento total que serd cercado:

81 + 180 + 81 = 342m.

Para encontrar o total de rolos que devem ser comprados deve-se dividir o comprimento total

pela medida cercada por um rolo:

342
— =7,125.
42 ’

Devem ser comprados 7 rolos e ainda sobrard uma parte para ser cercada, com isso serao

necessdrios 8 rolos para cercar todo o terreno.

RESPOSTA: LETRA C.

(QUESTAO 171 - 2013) Um restaurante utiliza, para servir bebidas, bandejas com bases
quadradas. Todos os copos desse restaurante t€ém o formato representado na figura:

7
Considere que AC' = EBD e que ¢ é a medida de um dos lados da base da bandeja. Qual deve

ser o menor valor da razao 5D para que uma bandeja tenha capacidade de portar exatamente

quatro copos de uma s vez?

A) 2
14
B) =
C) 4
D) =

28
E) =
) )
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Solucao: Observe que, como a bandeja possui base quadrada, ela deve ter dois copos com
cada lateral. Veja ainda que nessa bandeja a base dos copos deve ficar nas extremidades e, no
meio da bandeja, as bases dos copos nao podem ser tangentes entre si pois a circunferéncia
do centro do copo € maior do que a da base, dessa forma em cada lateral da bandeja deve

haver dois raios da base do copo e dois raios do centro do copo. Dessa forma, temos:

e Raio da base: BD;

e Raio do centro do copo: AC.

Lado da base da bandeja:
¢ =2BD +2AC.

7
Agora, tomando AC' = 5BD’ temos:

(= ZBD+2-gBD

14
= 2BD + gBD

= BD<2+ %)

24
= —BD.
)

Logo,

RESPOSTA: LETRA D.

22. (QUESTAO 172 - 2013) O dono de um sitio pretende colocar uma haste de sustentacio para
melhor firmar dois postes de comprimentos iguais a 6 m e 4 m. A figura representa a situacio
real na qual os postes sio descritos pelos segmentos AC' e BD e a haste é representada pelo
segmento £ I, todos perpendiculares ao solo, que é indicado pelo segmento de reta AB. Os

segmentos AD e BC representam cabos de aco que serdo instalados.

D
c

E 6
4
A F B

Qual deve ser o valor do comprimento da haste £/ F'?
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23.

A) 1m

B) 2m

C) 2,4m

D) 3m

E) 2v/6m

Solucao: Observe que os tridngulos ABC' e EBF' siao semelhantes pelo caso A.A., pois

CAB = 90° = EF\B, ACB = FE\B, pois sdo angulos correspondentes, visto que
EF//AC.

Dessa forma, usando semelhancga, temos:

EF FB
AC ~ AB’
como AC' = 4, temos que
EF FB
4 AB

Analogamente, os tridngulos ADB e AFF também sdo semelhantes pelo caso A.A., assim:

EF AF
DB  AB’
como BD = 6, temos
EF AF
6 AB’

Somando as duas equagdes, temos:

EF+EF_FB+AF___>3EF+2EF_FB+AF
4 6 AB AB 12 ~ AB

Observe que F'B + AF = AB, logo

S5EF AB SEF 12
= — =1=—= EF=—=2,4.
12 AB 12 5 ’

RESPOSTA: LETRA C.

(QUESTAO 174 - 2013) A ceramica constitui-se em um artefato bastante presente na historia
da humanidade. Uma de suas vérias propriedades € a retracdo (contracdo), que consiste
na evaporacao da dgua existente em um conjunto ou bloco cerdmico quando submetido a
uma determinada temperatura elevada. Essa elevacdo de temperatura, que ocorre durante o

processo de cozimento, causa uma reducéo de até 20% nas dimensdes lineares de uma pega.
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24.

Suponha que uma peca, quando moldada em argila, possuia uma base retangular cujos lados

mediam 30 cm e 15 cm. ApGs o cozimento, esses lados foram reduzidos em 20%.

Em relacdo a drea original, a drea da base dessa peca, apds o cozimento, ficou reduzida em

A) 4%.
B) 20%.
C) 36%.
D) 64%.
E) 96%.

Solucio: Calculando a 4rea antes do cozimento:

Aa. =30-15=450cm?.

Calculando a drea depois do cozimento: Observe que as dimensdes diminuiram 20%, logo o

que era 30 cm retraiu para 24 cm e o que era 15 cm, para 12 cm, portanto:

Ap, = 24-12 =288 cm?.

Usando regra de trés para determinar o percentual que a drea depois do cozimento reduziu em

relagc@o a drea antes do cozimento:

450 — 100%
288 — 2%

Logo,

2
450-3::28800=>w:%:64%.

Portanto a area diminuiu
100% — 64% = 36%.

RESPOSTA: LETRA C.

(QUESTAO 178 - 2013) Em um sistema de dutos, trés canos iguais, de raio externo 30 cm,
sdo soldados entre si e colocados dentro de um cano de raio maior, de medida F. Para
posteriormente ter facil manutengdo, é necessario haver uma distancia de 10 cm entre os
canos soldados e o cano de raio maior. Essa distancia é garantida por um espacador de metal,

conforme a figura:
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Utilize 1,7 como aproximagio para v/3. O valor de R, em centimetros, é igual a:

A) 64,0.
B) 65, 5.
C) 74,0.
D) 81,0.
E) 91,0.

Solucdo: Observe a nova figura criada a partir da figura na questao:

O triangulo ABC' ¢ equilétero de lado medindo 60 cm. Veja ainda que o ponto O é centro da
circunferéncia maior e é também o encontro das alturas, ou seja, o ortocentro, como também

o encontro das medianas, ou seja, o baricentro do triangulo equilatero. Dessa forma, podemos

2
concluir que OA = 3 da altura do tridngulo ABC.

Calculando a altura do tridngulo ABC"

_ 03 —60;§ — 303,

h
2
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Calculando O A, temos: 5
OA = 3 30v3 = 20v/3 cm.

Seja r o raio da circunferéncia menor. Veja ainda que
R=0A+r+10,

portanto:
R =20v3+4 30 + 10 = (20v/3 + 40) cm .

Usando /3 = 1, 7, temos:
R=20-1,7440=34+40="74cm.

RESPOSTA: LETRA C.

25. (QUESTAO 137 - 2014) Uma empresa que organiza eventos de formatura confecciona
canudos de diplomas a partir de folhas de papel quadradas. Para que todos os canudos
fiquem idénticos, cada folha € enrolada em torno de um cilindro de madeira de diametro d em
centimetros, sem folga, dando-se 5 voltas completas em torno de tal cilindro. Ao final, amarra-

se um corddo no meio do diploma, bem ajustado, para que ndo ocorra o desenrolamento,

Em seguida, retira-se o cilindro de madeira do meio do papel enrolado, finalizando a confec¢ao

como ilustrado na figura:

do diploma. Considere que a espessura da folha de papel original seja desprezivel. Qual € a
medida, em centimetros, do lado da folha de papel usado na confeccao do diploma?

A) wd

B) 27nd

C) 4nd

D) 5nd

E) 107d

Solucao: Observe que o papel é enrolado 5 vezes e que, neste caso, a medida do lado da folha

corresponde ao quintuplo da medida do comprimento da circunferéncia formada pela base

do cilindro. Seja ¢ a medida do lado da folha, » a medida do raio da base do cilindro e d a
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medida do didmetro da base do cilindro, temos:

(=5-2rr= /(=5 -m-2r,

considerando d = 2r, temos

RESPOSTA: LETRA D.

(QUESTAO 163 - 2014) Uma pessoa possui um espaco retangular de lados 11, 5m e 14m
no quintal de sua casa e pretende fazer um pomar doméstico de magas. Ao pesquisar sobre
o plantio dessa fruta, descobriu que as mudas de ma¢a devem ser plantadas em covas com
uma tnica muda e com espagamento minimo de 3 metros entre elas e entre elas e as laterais
do terreno. Ela sabe que conseguird plantar um nimero maior de mudas em seu pomar se

dispuser as covas em filas alinhadas paralelamente ao lado de maior extensao.

O nimero maximo de mudas que essa pessoa podera plantar no espaco disponivel é

A) 4.

B) 8.

C) 9.

D) 12.

E) 20.

Solucio: O terreno deve perder 3 metros em cada um dos lados, dessa forma cada muda de

maca pode ser plantada sem se preocupar com o espagamento das laterais, assim as medidas

dos lados para o plantio das mudas passam a ser 5,5m e 8 m.

H4 duas maneiras de pensar na disposi¢do das mudas, a primeira, conforme a figura abaixo.

Bm

° o o

5,3

Na lateral com 8 m pode-se adicionar uma muda no inicio, outra apds 3 m, outra com mais
trés metros e sobrardo 2 m que nio pode ser colocada mais nenhuma muda, assim trés no total.

Na lateral com 5, 5 m pode-se colocar uma muda no inicio e apds 3 m outra muda, sobrando
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apenas 2, 5 m que ndo pode ser acrescentada mais mudas, totalizando duas mudas. Para saber
a quantidade total basta multiplicar 2 - 3 = 6, contudo ndo ha resposta com essa op¢ao, além

disso essa ndo € a forma que mais cabe mudas.

A segunda forma, pensando nas mudas dispostas como na figura abaixo.

Em

5,9m

Pode-se colocar as mudas como sendo os vértices de triangulos equiléteros, que, de acordo
com a figura ao lado, podem ser plantadas 9 mudas. A dnica coisa que precisa ser verificada
¢é se a distancia, na lateral de 5, 5 m, entre duas mudas opostas € menor ou igual a 5,5 m.
Observe que essa distancia € o dobro da altura de um tridangulo equildtero com lado medindo

3 m, dessa forma, seja h a altura do tridngulo equildtero e d a distincia entre as duas mudas:

/3
considerando h = 5 temos:

como ¢ = 3m, temos:

tomando v/3 1,7, temos:

RESPOSTA: LETRA C.

(QUESTAO 166 — 2014) Uma crianca deseja criar tridngulos utilizando palitos de fésforo
de mesmo comprimento. Cada tridngulo serd construido com exatamente 17 palitos e pelo
menos um dos lados do tridngulo deve ter o comprimento de exatamente 6 palitos. A figura

ilustra um tridngulo construido com essas caracteristicas.
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A quantidade méaxima de tridngulos nao congruentes dois a dois que podem ser construidos é

A) 3.

B) 5.

C) 6.

D) 8.

E) 10.

Solucao: Para resolver essa questdo precisa-se usar a condi¢do de existéncia de triangulos:
“A soma de dois lados quaisquer deve ser maior que o terceiro lado.” Como todos os palitos
possuem a mesma medida, pode-se encontrar todos os casos de dispor 3 nimeros cuja soma

resulta em 17, um dos lados tem medida equivalente a 6 palitos e que conservam essa condi¢@o

de existéncia, portanto os tridngulos que podem ser formados possuem os lados medindo:

6,3e8
6,4e7
6,6e5

RESPOSTA: LETRA A.

(QUESTAO 168 — 2014) Um carpinteiro fabrica portas retangulares macicas, feitas de um
mesmo material. Por ter recebido de seus clientes pedidos de portas mais altas, aumentou sua
1 .
altura em 3 preservando suas espessuras. A fim de manter o custo com o material de cada

porta, precisou reduzir a largura. A razdo entre a largura da nova porta e a largura da porta

anterior é

1
A) =
)8
7
B) -
)8
8
Q) -
)7
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D)

E)

0| © ©o|

Solucdo: Para que o custo seja mantido a drea das portas devem ser iguais.

Se o carpinteiro aumentou a altura da porta, chamando a altura anterior de h, entdo a nova

altura sera de

1 9
H=h+—--h=-h.
+8 8

A érea antes de qualquer altera¢do nas dimensdes da porta € de:

A; =/ - h, (onde ¢ é alargura da porta).

A area depois das mudangas nas dimensdes:

A;=L-H

Veja que
9
Az‘ = Af e H= gh,

igualando as duas equagdes e substituindo H, temos:

9 8-h 8
L--h=0-h=L=——=_/.
8 9h 9
. 8 .
Portanto a nova largura equivale a 9 da largura anterior.
RESPOSTA: LETRA D.
(QUESTAO 174 - 2014) Diariamente, uma residéncia consome 20 160 Wh. Essa residéncia
possui 100 células solares retangulares (dispositivos capazes de converter a luz solar em
energia elétrica) de dimensdes 6 cm x 8 cm. Cada uma das tais células produz, ao longo do

dia, 24 Wh por centimetro de diagonal. O proprietario dessa residéncia quer produzir, por dia,

exatamente a mesma quantidade de energia que sua casa consome.

Qual deve ser a acdo desse proprietdrio para que ele atinja o seu objetivo?

A) Retirar 16 células.

B) Retirar 40 células.

C) Acrescentar 5 células.
D) Acrescentar 20 células.

E) Acrescentar 40 células.
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Veja que a diagonal de uma placa retangular de dimensdes 6 m e 8 m € a hipotenusa de um
triangulo retangulo cujos catetos possuem estas mesmas medidas, assim, usando o Teorema
de Pitagoras:

d*> =6+ 8% =100 = d = V100 = 10cm.

Como cada centimetro de diagonal produz 24 Wh por dia, entdo cada placa ird produzir:

10 - 24 = 240 Wh por dia.

A questdo deseja saber quantas placas serdo necessdrias para produzir 20 160 Wh por dia,

logo:
20160

=84
240 34,

dessa forma deve-se retirar 16 cédulas das 100.

RESPOSTA: LETRA A.

(QUESTAO 140 - 2015) O tampo de vidro de uma mesa quebrou-se e devera ser substituido
por outro que tenha a forma de circulo. O suporte de apoio da mesa tem o formato de um
prisma reto, de base em forma de tridngulo equildtero com lados medindo 30 cm. Uma loja
comercializa cinco tipos de tampos de vidro circulares com cortes ja padronizados, cujos raios
medem 18 cm, 26 cm, 30 cm, 35 cm e 60 cm. O proprietdrio da mesa deseja adquirir nessa
loja o tampo de menor diametro que seja suficiente para cobrir a base superior do suporte da

mesa.
Considere 1,7 como aproximagio para v/3.

O tampo a ser escolhido serd aquele cujo raio, em centimetros, € igual a:

A) 18
B) 26
C) 30
D) 35
E) 60
Solucao: De acordo com os dados da questdo, pode-se concluir que o tridngulo equildtero do
topo do prisma que € suporte de apoio da mesa estard inscrito no circulo de vidro. Usando a

relacdo entre o raio de uma circunferéncia e o lado de um triangulo equildtero inscrito nessa

circunferéncia, temos:
ﬁ\/g
r = —3 y

veja que ¢ = 30 cm, assim

r= —303% —10V3,
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fazendo /3 = 1,7, temos
r=10-1,7=1T7.

Portanto o raio deve ser maior ou igual a 17 cm para que cubra todo o suporte.

RESPOSTA: LETRA A.

(QUESTAO 143 - 2015) Uma carga de 100 contéineres, idénticos a0 modelo apresentado na
Figura 1, devera ser descarregada no porto de uma cidade. Para isso, uma drea retangular de

10 m por 32 m foi cedida para o empilhamento desses contéineres (Figura 2).

Area pama
2m ammazenar
contéineres

Figura 1 10m

Figura 2

De acordo com as normas desse porto, os contéineres deverdo ser empilhados de forma a ndo
sobrarem espagos nem ultrapassarem a drea delimitada. Apés o empilhamento total da carga

e atendendo a norma do porto, a altura minima a ser atingida por essa pilha de contéineres é:

A) 12,5m.
B) 17,5m.
C) 25,0m.
D) 22,5m.
E) 32,5m.
Solucdo: Inicialmente deve-se calcular quantos contéineres podem ser colocados na base da

area, para isso precisa-se dividir a largura do terreno (10 m) pela largura do contéiner (2, 5 m)

e o comprimento do terreno (32 m) pelo comprimento do contéiner (6, 4 m), portanto:

Quantidade de conté€ineres na largura do terreno:

10
—m oy
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Quantidade de contéineres na base do terreno:

4 - 5 = 20 contéineres.

Veja que sdo necessdrias 5 pilhas de contéineres com 50 cont€ineres em cada pilha para que

os 100 sejam colocados no terreno. Logo a altura méxima sera de:

5.2,5=125m.

RESPOSTA: LETRA A.

32. (QUESTAO 148 — 2015) Uma familia fez uma festa de aniversario e enfeitou o local da festa
com bandeirinhas de papel. Essas bandeirinhas foram feitas da seguinte maneira: inicialmente,
recortaram as folhas de papel em forma de quadrado, como mostra a Figura 1. Em seguida,
dobraram as folhas quadradas ao meio sobrepondo os lados BC' e AD, de modo que C e
D coincidam, e o mesmo ocorra com A e B, conforme ilustrado na Figura 2. Marcaram
os pontos médios O e N, dos lados F'G e AF, respectivamente, e o ponto M do lado AD,
de modo que AM seja igual a um quarto de AD. A seguir, fizeram cortes sobre as linhas

pontilhadas ao longo da folha dobrada.

D c D G
40
M -
A B A N F
Figura 1 Figura 2

Ap0s os cortes, a folha € aberta e a bandeirinha est4 pronta. A figura que representa a forma

da bandeirinha pronta é:

WoOno W

Solucdo: Para resolucio desse tipo de questdo € necessdrio que haja raciocinio 16gico e

percepgio geométrica. Observe que ON & o segmento que corta a parte dobrada da folha
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ficando, ap0s a folha ser aberta, localizada na parte mais central da folha. O segmento OC é
o corte menor e se localiza nos extremos da folha, apds ser aberta. Neste contexto, podemos

concluir que
ON < OC.

Veja ainda que os cortes centrais devem ter a mesma medida que é maior que os cortes

extremos que, por sua vez, também sdo iguais entre si.

No item A) os quatro cortes sdo iguais, nao podendo ser a solugao.

No item B) os cortes centrais sdo menores do que os cortes externos, logo ndo € solugao.
No item C) nao ha simetria nos cortes, dessa forma, ndo € solugdo.

No item D) ha apenas dois cortes, mas como a folha foi dobrada deveria haver 4, ndo é

solucdo.
RESPOSTA: LETRA E.
(QUESTAO 151 — 2015) Uma empresa de telefonia celular possui duas antenas que seriio

por uma nova, mais potente. As dreas de cobertura das antenas que serdo substituidas sdao

circulos de raio 2 km, cujas circunferéncias se tangenciam no ponto O, como mostra a figura.

= —te——ile irga di Cobeiriura
Nova antena

Area de cobartura () Area de cobertura
Antena 1 Antena 2

-----

O ponto O indica a posicdo da nova antena, e sua regido de cobertura serd um circulo cuja
circunferéncia tangenciard externamente as circunferéncias das dreas de cobertura menores.
Com a instalacdo da nova antena, a medida da drea de cobertura, em quilometros quadrados,

foi ampliada em

A) 8.
B) 12m.
C) 16m.
D) 327.
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E) 64r.

Veja que a drea de cobertura das duas antenas é a mesma, dessa forma a drea de cobertura das

duas € dada por:
A1’2:2'7T'7"2,

substituindo 7 por 2, temos

A172:2-7T-22:87rkm2.

Calculando a drea de cobertura da nova antena. Observe que o raio da nova antena equivale

ao didmetro de uma das antenas anteriores, dessa forma a nova area €:
As =742 = 16w km?.
Para determinar a drea de cobertura ampliada, basta subtrair a antiga 4drea da nova érea, logo:
As — Ao =16 — 87 =8 km? .

RESPOSTA: LETRA A.

34. (QUESTAO 161 - 2015) O Esquema I mostra a configuracio de uma quadra de basquete. Os

trapézios em cinza, chamados de garrafdes, correspondem a dreas restritivas.

Esquema |: drea resfritiva antes de 2010

Visando atender as orientagdes do Comité Central da Federacao Internacional de Basquete
(Fiba) em 2010, que unificou as marcagdes das diversas ligas, foi prevista uma modificagao

nos garrafdes das quadras, que passariam a ser retangulos, como mostra o Esquema II.
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B O (-

&R0 em S80 cmi

Esquema Il; area restritiva a partir de 2010

Apo6s executadas as modificagdes previstas, houve uma alteragdo na area ocupada por cada
garrafdo, que corresponde a um(a)

A) aumento de 5 800 cm?.

B) aumento de 75 400 cm?.

C) aumento de 214 600 cm?.

D) diminui¢do de 63 800 cm?.

E) diminuicdo de 272 600 cm?.

Solucio: De acordo com o enunciado da questdo devemos subtrair a antiga drea dos garrafoes
da nova drea. Observe que o poligono que representa os antigos garrafdes € um trapézio cujas

bases maiores e menores possuem medidas, respectivamente, de 600 cm e de 360 cm e altura

tem 580 cm de comprimento, dessa forma a area é:

Ap = (600 + 3260) - 580 978 400em?.

A novaregido dos garrafdes é representada por um retdngulo cujas dimensdes sao 580 cm x 490 cm,
assim a nova drea é:
Ap =580 - 490 = 284 200 cm” .

Para determinar a alteragdo entre a nova drea ocupada por cada garrafao é necessdria a

subtracao entre a nova drea e a antiga, assim:

Ap — A = 284 200 — 278 400 = 5 800 cm? .

RESPOSTA: LETRA A.
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35. (QUESTAO 171 - 2015) O proprietario de um parque aqudtico deseja construir uma piscina
em suas dependéncias. A figura representa a vista superior dessa piscina, que € formada por
trés setores circulares idénticos, com angulo central igual a 60°. O raio R deve ser um niimero

natural.

O parque aquético ja conta com uma piscina em formato retangular com dimensdes 50 m x 24 m.

O proprietario quer que a drea ocupada pela nova piscina seja menor que a ocupada pela

piscina j4 existente.
Considere 3, 0 como aproximacao para 7.

O maior valor possivel para R, em metros, devera ser

A) 16.
B) 28.
C) 29.
D) 31.
E) 49.

Solucao: Calculando a drea da piscina retangular:

Ap=50-24=1200m?>.

Observe que a piscina a ser construida representa um semicirculo de raio R, pois cada setor
possui 60° como angulo central e ha trés setores, dessa forma podemos junta-los em um unico

setor cujo angulo central serd 180°, assim a sua drea sera:

TR? 3R?
AS: T = T = 1,5R2m2.

Veja ainda que a drea da nova piscina deve ser menor do que a drea da piscina retangular,
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assim:
Ag < Ap = 1,5R?> <1200
1200
— RZ< —— =2800
1,5
— R < V800
= R <282

A questao pede o maior raio possivel.

RESPOSTA: LETRA B.

36. (QUESTAO 154 - 2016) A distribuicdo de saldrios pagos em uma empresa pode ser analisada
destacando-se a parcela do total da massa salarial que é paga aos 10% que recebem os maiores
saldrios. Isso pode ser representado na forma de um grafico formado por dois segmentos de

reta, unidos em um ponto P, cuja abscissa tem valor igual a 90, como ilustrado na figura.

saklrml
]

CQuantrade de

finconirms &

No eixo horizontal do grafico tem-se o percentual de funciondrios, ordenados de forma
crescente pelos valores de seus saldrios, e no eixo vertical tem-se o percentual do total da

massa salarial de todos os funcionarios.

O Indice de Gini, que mede o grau de concentracdo de renda de um determinado grupo, pode

ser calculado pela razao

118 em que A e B sdo as medidas das dreas indicadas no gréfico.

A empresa tem como meta tornar seu Indice de Gini igual ao do pais, que € 0, 3. Para tanto,
precisa ajustar os saldrios de modo a alterar o percentual que representa a parcela recebida

pelos 10% dos funciondrios de maior saldrio em relac@o ao total da massa salarial.

Para atingir a meta desejada, o percentual deve ser

A) 40%
B) 20%
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C) 60%

D) 30%

E) 70%

Solucdo: E necessério que seja calculada a drea da regido A e B para que o indice de Gini
seja utilizado.

Calculando a drea da regido B:

Veja que ha um tridngulo retangulo de base e altura medindo, respetivamente, 90 e P e ha

também um trapézio cujas bases medem P e 100 e possui altura medindo 10. Assim:

_90- P (100+P)-10

B
2 2

= 45P + 500 + 5P = 50P + 500.

Calculando a drea da regido A:

Observe que a regido A é formada pela diferenca entre a drea de um tridngulo retangulo, cuja

base e altura ttm medida igual a 100, e a regido B, logo:

100
A =100 - 5 - B = 5000 — (50P + 500) = 5000 — 50P — 500 = 4500 — 50 P.

A questao informa que o indice de Gini deve ser igual a 0, 3, portanto:

A 4500 — 50P ~ 4500 —50P 90— P

A+ B  50P + 500 + 4500 — 50P 5000 100 ’

Logo,
90 — P =30 = P =60.

A questdo deseja alterar o percentual da parcela recebida pelos 10%, que é do ponto P para
cima, logo:
100% — 60% = 40%.

RESPOSTA: LETRA A.

(QUESTAO 159 - 2016) Um marceneiro esta construindo um material didatico que corres-
ponde ao encaixe de pecas de madeira com 10 cm de altura e formas geométricas variadas,
num bloco de madeira em que cada peca se posicione na perfuragdo com seu formato corres-
pondente, conforme ilustra a figura. O bloco de madeira ja possui trés perfuracdes prontas de
bases distintas: uma quadrada (), de lado 4 cm, uma retangular (1), com base 3 cm e altura
4 cm, e uma em forma de um tridngulo equilétero (7°), de lado 6, 8 cm. Falta realizar uma

perfuracdo de base circular (C).
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O marceneiro ndo quer que as outras pecas caibam na perfuragdo circular e nem que a peca de
base circular caiba nas demais perfuracdes e, para isso, escolherd o didmetro do circulo que
atenda a tais condi¢des. Procurou em suas ferramentas uma serra copo (broca com formato
circular) para perfurar a base em madeira, encontrando cinco exemplares, com diferentes
medidas de diametros, como segue:
I 3,8cm;
(II) 4,7 cm;
(III) 5,6 cm;
IV) 7,2cme
(V) 9,4 cm.

Considere 1,4 e 1, 7 como aproximagcio para v/2 e v/3, respectivamente.

Para que seja atingido o seu objetivo, qual dos exemplares de serra copo o marceneiro devera
escolher?

A) 1

B) 11

C) I

D) IV

E)V

Solucao: Comparando o circulo e do quadrado temos que o quadrado ndo pode ser inscrito

no circulo, do contrario o bloco de base quadrada caberia na perfuracdo circular, assim o

diametro do circulo deve ser menor do que a diagonal do quadrado de lado 4 cm.
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38.

Sejam D o didmetro do circulo e d a diagonal do quadrado:

D<d = d*=4*4+4>=16+16=32

— > =32
= d=+32=4V2
— D < 42

Usando v/2 = 1,4, temos

D<4-1,4=— D <5,6cm.

Por outro lado, o circulo ndo pode ser inscrito no quadrado, do contrério a peca de base
circular caberia no espacamento da peca de base quadrada, assim o didmetro do circulo

precisa ser maior que o lado do quadrado, portanto:

D >4cm.

Veja que
4 <D <56,

a unica solucdo possivel para essa andlise € a broca de ndmero II.

Nao € necessdria a andlise entre os outros poligonos e o circulo pois todas as outras possiveis

solucdes ja foram excluidas nesta andlise.

RESPOSTA: LETRA B.

(QUESTAO 166 - 2016) Um senhor, pai de dois filhos, deseja comprar dois terrenos, com
areas de mesma medida, um para cada filho. Um dos terrenos visitados ja estd demarcado e,
embora nao tenha um formato convencional (como se observa na Figura 1), agradou ao filho
mais velho e, por isso, foi comprado. O filho mais novo possui um projeto arquitetonico de
uma casa que quer construir, mas, para isso, precisa de um terreno na forma retangular (como

mostrado na Figura A) cujo comprimento seja 7 m maior do que a largura.

A

15m

i A Fijum B
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39.

Para satisfazer o filho mais novo, esse senhor precisa encontrar um terreno retangular cujas
medidas, em metro, do comprimento e da largura sejam iguais, respectivamente, a:

A) 7,5e14,5.

B) 9,0e 16,0.

C) 9,3e16,3.

D) 10,0e17,0.

E) 13,5¢ 20, 5.

Solucgdo: Observe a figura B, nela podemos formar dois tridangulos retangulos, o primeiro

possui catetos medindo 15m e 15m e o segundo, 3m e 21 m, dessa forma a drea da figura B

€ a juncao das dreas desses dois triangulos, logo:

15 225

[} 31:15327:112,5m2,
21 63

® 32:37:?:31,51112

Logo,
B=DB+ By =112,5+31,5 = 144m?.

Com isso, sabe-se que a area da figura A € igual a area da figura B, assim:

A=x-(2+7) =2 +Tr =144 = 2* + Tr — 144 = 0.

Resolvendo a equagdo do segundo grau, temos:

A=T"—4-1-(—144) = 49 + 576 = 625.

Desse modo,
_—7+25_18_9.
_ TEVED -T2 s T S
v 2 — T 9 T2 _ 82
x: = = — .
2 2 9

Como z ¢ uma medida de comprimento entdo ndo pode ser negativo, assim x = 9.
Portanto, as dimensoes do terreno sdo x € x + 7 que equivalema9m e 16 m.

RESPOSTA: LETRA B.

(QUESTAO 171 - 2016) Em uma cidade ser4 construida uma galeria subterrinea que receberé

uma rede de canos para o transporte de dgua de uma fonte (F') até o reservatério de um novo
bairro (B).
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Ap6s avaliacdes, foram apresentados dois projetos para o trajeto de construc¢do da galeria: um
segmento de reta que atravessaria outros bairros ou uma semicircunferéncia que contornaria
esses bairros, conforme ilustrado no sistema de coordenadas xOy da figura, em que a unidade

de medida nos eixos € o quildmetro.

Estudos de viabilidade técnica mostraram que, pelas caracteristicas do solo, a construcdo de
1 m de galeria via segmento de reta demora 1,0 h, enquanto que 1 m de constru¢do de galeria

via semicircunferéncia demora 0, 6 h. H4 urgéncia em disponibilizar 4gua para esse bairro.
Use 3 como aproximagcio para 7 e 1,4 como aproximagcio para v/2.

O menor tempo possivel, em hora, para conclusdo da construcdo da galeria, para atender as
necessidades de dgua do bairro, é de

A) 1 260.

B) 2 520.

C) 2800.

D) 3 600.

E) 4 000.

Solucdo: Para resolucdo dessa questdo, € necessdrio que seja calculado o tempo gasto para
construir os dois tipos de trajetos.

Calculando a distAncia da galeria em linha reta: Veja que OB, é a diagonal de um quadrado

de lado 1, assim, usando Pitdgoras:

OB*>=1+1=2=—= 0B =+v2=1,4km.
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40.

Analogamente O F' também € uma diagonal de um quadrado de lado 1, portanto OF = 1,4 ¢

o trajeto completo em linha reta é F'B = 2, 8 km.

Como a questao fala que para constru¢do de cada metro em linha reta € necessario 1 h de
trabalho entdo:

2,8km =2 800m = 2800 h.

Calculando a distancia da galeria se construida usando o formato da semicircunferéncia:

Observe que o raio da semicircunferéncia é OF' = 1, 4, dessa maneira:

_2-m-1,4

Se
2

=3.1,4=5,2km.

Como 1 m na constru¢ao da semicircunferéncia equivale a 0, 6 h, entdo:

5,2km = 5200m = 5200 - 0,6 = 3120 h.

RESPOSTA: LETRA C.

(QUESTAO 137 — 2017) Um garcom precisa escolher uma bandeja de base retangular para
servir quatro tacas de espumante que precisam ser dispostas em uma Unica fileira, paralela ao
lado maior da bandeja, e com suas bases totalmente apoiadas na bandeja. A base e a borda

superior das tagas sdo circulos de raio 4 cm e 5 cm, respectivamente.

A bandeja a ser escolhida devera ter uma drea minima, em centimetro quadrado, igual a:

A) 192.
B) 300.
C) 304.
D) 320.
E) 400.
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Solucao: Na largura da bandeja deve conter a mesma medida do didmetro do circulo da base
da taca, pois ndo havera tagas vizinhas nas laterais, assim, considerando b a base da bandeja,
b = 8 cm. Para o comprimento, observe que nos extremos da bandeja leva-se em conta o raio
da base da taca, pois o raio da borda superior da taca pode ficar do lado de fora da bandeja,
ja na parte central deve-se considerar trés didametros da borda superior das tagas, que € o

necessario para completar as quatro tacas, chamando de ¢ o comprimento, temos ¢ = 38 cm.

Calculando a édrea da bandeja:

A=0b-c=8-38=304cm?.

RESPOSTA: LETRA C.

41. (QUESTAO 147 - 2017) A imagem apresentada na figura é uma cépia em preto e branco
da tela quadrada intitulada O peixe, de Marcos Pinto, que foi colocada em uma parede para

exposicao e fixada nos pontos A e B.

Aw

Por um problema na fixacdo de um dos pontos, a tela se desprendeu, girando rente a parede.
Ap6s o giro, ela ficou posicionada como ilustrado na figura, formando um angulo de 45° com

a linha do horizonte.
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Para recolocar a tela na sua posi¢do original, deve-se gird-la, rente a parede, no menor angulo

possivel inferior a 360°

A forma de recolocar a tela na posi¢cdo original, obedecendo ao que foi estabelecido, é

girando-a em um angulo de:

A) 90° no sentido horario.

B) 135° no sentido horario.

C) 180° no sentido anti-horario.
D) 270° no sentido anti-horério.

E) 315° no sentido horario.

Solucao: Para que o quadro volte ao lugar original, vamos encontrar quantos graus ele girou
e em qual sentido, dessa forma, basta realizar o movimento contrdrio e ele voltard ao estado
de origem. Perceba que o quadro girou 90° 4 45° = 135° no sentido anti-horario. Como

queremos 0 movimento contrrio, entdo ele deve ser girado 135° no sentido horério.

RESPOSTA: LETRA B.

42. (QUESTAO 157 - 2017) A manchete demonstra que o transporte de grandes cargas representa
cada vez mais preocupacdo quando feito em vias urbanas. Caminhdo entala em viaduto no
Centro Um caminhao de grande porte entalou embaixo do viaduto no cruzamento das avenidas
Borges de Medeiros e Loureiro da Silva no sentido Centro-Bairro, préximo a Ponte de Pedra,
na capital. Esse veiculo vinha de Sao Paulo para Porto Alegre e transportava trés grandes

tubos, conforme ilustrado na foto.

Dispanivel em: www.caminhoes-e-caretas.com. Acesso em: 21 mao 3012 [adaptada).

Considere que o raio externo de cada cano da imagem seja 0,60 m e que eles estejam em
cima de uma carroceria cuja parte superior estd a 1, 30 m do solo. O desenho representa a

vista traseira do empilhamento dos canos.
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Y
AN

A margem de seguran¢a recomendada para que um veiculo passe sob um viaduto € que a
altura total do veiculo com a carga seja, no minimo, 0, 50 m menor do que a altura do vao do

viaduto.
Considere 1, 7 como aproximagcio para v/3.

Qual deveria ser a altura minima do viaduto, em metro, para que esse caminhdo pudesse

passar com seguranga sob seu vao?

A) 2,82.
B) 3,52.
C) 3,70.
D) 4,02.
E) 4,20.

Solucio: Observe a imagem dos trés canos empilhados, a altura do empilhamento é

H=CD+ EC+ AF.

onde C'D e AF sao raios dos canos e FC' € a altura do tridngulo equildtero cujos vértices

estdo nos centros das circunferéncias e o lado tem medida de ¢/ = 1,2 m.

Calculando a medida de EC"

EC:@: 1’2;3:0,6\/3

fazendo /3 = 1,7, temos:
EC=0,6-1,7=1,02m.

Assim a altura €é:

H=CD+EC+AF =0,6+1,02+ 0,6 =2,22m.
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43.

Veja que a questdo pede a altura do viaduto que precisa ser 0, 5 m maior que a altura total da
carroceria e a carga do caminhdo. A altura da carroceria é 1, 30 m, a da carga € 2, 22 m. Logo,
altura do viaduto é:

1,30 42,22+ 0,50 =4,02m.

RESPOSTA: LETRA D.

(QUESTAO 168 - 2017) Viveiros de lagostas sdo construidos, por cooperativas locais de
pescadores, em formato de prismas reto-retangulares, fixados ao solo e com telas flexiveis de
mesma altura, capazes de suportar a corrosdo marinha. Para cada viveiro a ser construido,
a cooperativa utiliza integralmente 100 metros lineares dessa tela, que é usada apenas nas

laterais.

— Nivel do mar

X

Quais devem ser os valores de X e de Y, em metro, para que a 4rea da base do viveiro seja

méaxima?

A) 1e49
B) 1e99
C) 10e 10
D) 25e25
E) 50 e 50

De acordo com os dados da questdo, o perimetro da regido €

2X+2Y =100= X +Y =50.

Isolando Y, temos:
Y =50 - X.

Por outro lado, a drea da regido retangular é:

A=X"Y,
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44.

substituindo Y por 50 — X, temos
A=X(50-X)=50X — X°.

A drea serd mixima no X do vértice da pardbola da equagdo do 22 grau. Logo:

b 50

X = —_—— =
! 2a 2-(-1)

Como Y = 50 — X, entdo
Y =50 —25 = 25.

RESPOSTA: LETRA D.

(QUESTAO 175 - 2017) Pivo central é um sistema de irrigagio muito usado na agricultura,
em que uma drea circular € projetada para receber uma estrutura suspensa. No centro dessa
area, ha uma tubulacgdo vertical que transmite dgua através de um cano horizontal longo,
apoiado em torres de sustentagdo, as quais giram, sobre rodas, em torno do centro do pivo,
também chamado de base, conforme mostram as figuras. Cada torre move-se com velocidade
constante.

-----
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45.

Um pivo de trés torres (711, 15 e T3) serd instalado em uma fazenda, sendo que as distancias
entre torres consecutivas bem como da base a torre 7 sdo iguais a 50 m. O fazendeiro
pretende ajustar as velocidades das torres, de tal forma que o pivo efetue uma volta completa

em 25 horas.

Use 3 como aproximagao para 7.

Para atingir seu objetivo, as velocidades das torres 77, T5 e T5 devem ser, em metro por hora,
de:

A) 12,24 e 36.

B) 6,12e 18.

C) 2,4¢6.

D) 300, 1200 e 2 700.

E) 600, 2 400 e 5 400.

Solucao: Para obter as velocidades em metro por hora, deve-se dividir o comprimento das
trés torres (17, T5 e I3) pelo tempo necessario para efetuar a volta completa.

Calculando os comprimentos das circunferéncias de 77, T5 e T5 cujos raios sao 50 m, 100 m

e 150 m, respectivamente.

o 11 =2mr=2-3-50=300m.

Velocidade de T7:
V—300—12 /h
ST
e 15=2-3-100=600m.
Velocidade de T5:
% —@—24m/h
2725 '
e 73=2-3-150=900m.
Velocidade de T5:
V*900*36 /h
Ty T

RESPOSTA: LETRA A.

(QUESTAO 139 - 2018) O remo de assento deslizante é um esporte que faz uso de um barco
e dois remos do mesmo tamanho. A figura mostra uma das posi¢des de uma técnica chamada

afastamento.
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46.

Diapoeiienl 87 wodm Mmool 00 ALaEe0 G G 08T O T | miagtaia)

Nessa posi¢do, os dois remos se encontram no ponto A e suas outras extremidades estdo

indicadas pelos pontos B e C. Esses trés pontos formam um tridngulo ABC' cujo angulo
BAC tem medida de 170°.

O tipo de triangulo com vértices nos pontos A, B e C, no momento em que o remador esta
nessa posi¢ao, é

A) retangulo escaleno.

B) acutangulo escaleno.

C) acutangulo isdsceles.

D) obtusangulo escaleno.

E) obtusangulo isésceles.

Solucdo: Como hd um angulo obtuso (BEC = 170°) entdo j4 temos um triangulo obtusan-

gulo. Observe que hé dois lados que sdo representados pelos remos, dessa forma, pode-se

classificar o tridngulo em isésceles. Portanto ABC' é um tridngulo obtusangulo isdsceles.

RESPOSTA: LETRA E.

(QUESTAO 155 — 2018) A rosa dos ventos é uma figura que representa oito sentidos, que
dividem o circulo em partes iguais.
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47.

Uma camera de vigilancia estd fixada no teto de um shopping e sua lente pode ser direcionada
remotamente, através de um controlador, para qualquer sentido. A lente da ciAmera esta
apontada inicialmente no sentido Oeste e o seu controlador efetua trés mudangas consecutivas,
a saber:

e 12 mudanca: 135° no sentido anti-horario;

e 22 mudanca: 60° no sentido hordrio;

e 32 mudanca: 45° no sentido anti-hordrio.
Ap06s a 32 mudanga, ele € orientado a reposicionar a camera, com a menor amplitude possivel,
no sentido Noroeste (NO) devido a um movimento suspeito de um cliente. Qual mudanca de
sentido o controlador deve efetuar para reposicionar a camera?
A) 75° no sentido horario.
B) 105° no sentido anti-horario.
C) 120° no sentido anti-horario.
D) 135° no sentido anti-horério.
E) 165° no sentido horario.
Solucdo: Observe que a lente estd apontada inicialmente no sentido oeste, apds a 12 mudanga
ela aponta para sudeste (SE), apds a 22, ficou entre o sudoeste € o sul (15° mais proximo
do sul), apds a 32 ficou entre sudeste e sul (15° mais préximo do sudeste). Para que ele
retorne a posi¢do original, a lente precisa percorrer 30° no sentido hordrio ao sul e depois

90° no mesmo sentido até o oeste e, finalmente, 45° até o noroeste, ainda no sentido horario.

Somando tudo, temos:

30° + 45° 4+ 90° = 165° no sentido horério.

RESPOSTA: LETRA E.

(QUESTAO 157 — 2018) Sobre um sistema cartesiano considera-se uma malha formada por
circunferéncias de raios com medidas dadas por nimeros naturais e por 12 semirretas com

. . R s
extremidades na origem, separadas por angulos de s rad conforme a figura.
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Suponha que os objetos se desloquem apenas pelas semirretas e pelas circunferéncias dessa

malha, ndo podendo passar pela origem (0; 0).
Considere o valor de m com aproximacao de, pelo menos, uma casa decimal.

Para realizar o percurso mais curto possivel ao longo da malha, do ponto B até o ponto A,

um objeto deve percorrer uma distancia igual a:

2.71-1
A)L+8

w

Solucao: Observe a imagem abaixo. A menor distincia € percorrendo pelo segmento BC'
cuja medida € 3, até chegar ao arco da menor circunferéncia, o arco C'D, em seguida pelo

segmento AD, cuja medida é 5.
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48.

Calculando o comprimento de C'D. Veja que a circunferéncia que contém os pontos D e C'
possui raio 7 = 1 e estd dividida em 12 partes iguais, das quais o arco C'D contém 4 dessas
partes. Logo:

O comprimento total do ponto B ao ponto A é:

2-m-1 2-m-1
34+5=
3 ot 3

+ 8.

RESPOSTA: LETRA A.

(QUESTAO 169 - 2018) Um quebra-cabeca consiste em recobrir um quadrado com tridngulos

retangulos isdsceles, como ilustra a figura.

Uma artesa confecciona um quebra-cabeca como o descrito, de tal modo que a menor das

pecas € um tridngulo retangulo isésceles cujos catetos medem 2 cm.

O quebra-cabecga, quando montado, resultard em um quadrado cuja medida do lado, em
centimetro, é
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A) 14

B) 12

C) V2

D) 6+ 42

E) 6+ 2v2

Solucio: Identificando cada vértice dos tridngulos com letras, para que o lado ¢ do quadrado

seja encontrado, deve-se encontrar as medidas de comprimento dos lados dos triangulos

partindo do menor e usando, sempre que possivel, o Teorema de Pitdgoras.

F

Observe que o menor tridngulo € retdngulo cujos catetos medem 2 cm cada, logo podemos

encontrar a medida de AB, temos:

(AB)? =242 =4+4+4=8=— AB =2V2cm.

Veja que AB = BC, assim:
AB = BC =2V2cm.

Encontrando o valor de C' D, temos:

(AC)? = (2v2)2 + (2V2)? =4-24+4-2 =16 = AC = V16 = 4.

Além disso, AD = AC. Assim pode-se concluir que

AD = AC =4.

Encontrando o valor de C' D, temos:

(CD? =42 4+42=16+16 =32 = CD = v/32 = 4v/2cm.
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49.

Sabe-se que C'D = FEC, assim

CD = EC = 4V2cm.

Encontrando a medida de £ D, temos

(ED)* = (4V2)* + (4V2)? =16-2416-2 =32+ 32 = 64 = ED = /64 = 8cm.

Deduzindo-se que £D = DF, temos que
ED =DF =8,
pode-se encontrar a medida de EF, assim

(EF)? =8> +82=64+464 =128 — EF =128 = 8/2cm.

Observe que EG = EB. Assim,

EG=FEB=EC+CB=14V2+2V2=6V2cm.

Conclui-se que o comprimento da diagonal G F do quadrado, é

GF = EG + EF = 6V2 +8V2 = 12V2.

Usando a férmula que envolve a diagonal do quadrado e o lado, temos:

GF:GF\/§:12\/§-\/§:6'\/§‘\/§

F =02 (=
G V2 = 7% 5 :

=6-2=12.

RESPOSTA: LETRA B.

(QUESTAO 179 - 2018) A figura mostra uma praga circular que contém um chafariz em
seu centro e, em seu entorno, um passeio. Os circulos que definem a pracga e o chafariz sdo
conceéntricos. O passeio terd seu piso revestido com ladrilhos. Sem condi¢des de calcular os
raios, pois o chafariz estd cheio, um engenheiro fez a seguinte medi¢do: esticou uma trena
tangente ao chafariz, medindo a distancia entre dois pontos A e B, conforme a figura. Com

isso, obteve a medida do segmento de reta AB: AB = 16 m.
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—{

Passtio

passeio
Ojgseed

Olagsed

Ay 4
M
Praca

Dispondo apenas dessa medida, o engenheiro calculou corretamente a medida da drea do

passeio, em metro quadrado.

v

A medida encontrada pelo engenheiro foi

A) 4.
B) 8.
C) 48m.
D) 64r.
E) 1927.

Solucio: Observe que para calcular a drea da regido de passeio conclui-se que essa drea

representa uma coroa circular cuja drea € dada pela formula:
CC = (R2 — 7”2)7T,

onde R € o raio da circunferéncia maior € o da menor.

Observe a figura abaixo onde temos um tridngulo retdngulo cuja hipotenusa é R e os catetos

sao8me .
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50.

Aplicando o Teorema de Pitdgoras, temos:
R*=1"+8 =r?+64 = 64=R"—1r°.
Igualando as duas equagdes temos que:
Co = (R* — rH)m = 64mem?.

RESPOSTA: LETRA D.

(QUESTAO 139 - 2019) Um grupo de paises criou uma instituicdo responsdvel por organizar
o Programa Internacional de Nivelamento de Estudos (PINE) com o objetivo de melhorar os
indices mundiais de educacdo. Em sua sede foi construida uma escultura suspensa, com a

logomarca oficial do programa, em trés dimensdes, que é formada por suas iniciais, conforme

PINE

Essa escultura estd suspensa por cabos de aco, de maneira que o espacamento entre letras

mostrada na figura.

adjacentes € o mesmo, todas tém igual espessura e ficam dispostas em posi¢do ortogonal ao

solo, como ilustrado a seguir:

Ao meio-dia, com o sol a pino, as letras que formam essa escultura projetam ortogonalmente

suas sombras sobre o solo. A sombra projetada no solo é:
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51.

52.

A) B) 8)) D) E)
— -— ~~— —— -

Solucio: Observe que ao meio dia o sol estd, aproximadamente, a uma posicao perpendicular
a escultura, ficando, consideravelmente, acima dela. Vale ressaltar também que h4, de acordo
com a figura 1, quatro espacamentos entre as letras, com isso, podemos considerar que a
sombra da escultura também serd separada quatro vezes (com isso as letras A, B e D podem
ser excluidas das possiveis solugdes). Por outro lado, a letra I apresentard uma sombra menor
que as demais devido a sua estrutura, enquanto as letras A e N serdo as maiores (excluindo a
letra C).

RESPOSTA: LETRA E.

(QUESTOES 146 —2019) Em um condominio, uma 4rea pavimentada, que tem a forma de
um circulo com didmetro medindo 6 m, € cercado por grama. A administracdo do condominio
deseja ampliar essa drea, mantendo seu formato circular, e aumentando, em 8 m, o diametro
dessa regiao, mantendo o revestimento da parte ja existente. O condominio dispde, em
estoque, de material suficiente para pavimentar mais 100 m de 4rea. O sindico do condominio
ird avaliar se esse material disponivel serd suficiente para pavimentar a regido a ser ampliada.
Utilize 3 como aproximacado para . A conclusdo correta a que o sindico devera chegar,
considerando a nova drea a ser pavimentada, € a de que o material disponivel em estoque:
A) serd suficiente, pois a drea da nova regidio a ser pavimentada mede 21 m?.

B) seri suficiente, pois a 4rea da nova regido a ser pavimentada mede 24 m?.

C) sera suficiente, pois a drea da nova regido a ser pavimentada mede 48 m?.

D) nio serd suficiente, pois a drea da nova regifio a ser pavimentada mede 108 m?.

E) nio sera suficiente, pois a 4drea da nova regido a ser pavimentada mede 120 m?.
Solucao: Como o diametro serd aumentado em 8 metros, entdo o novo raio serd aumentado

em 4 m. Para calcular a drea a ser pavimentada, deve-se encontrar a diferenca entre a drea do

circulo maior e a drea do circulo que ja estd gramado, dessa forma:

A=7-R*—7m-r*=(3-7)?—(3-3)* = 147 — 27 = 120m*.

Observe que o condominio dispde de apenas 100 m? de grama para utilizar na pavimentacdo,

tornando-se insuficiente.

RESPOSTA: LETRA E.

(QUESTAO 149 - 2019) Um ciclista quer montar um sistema de marchas usando dois discos

dentados na parte traseira de sua bicicleta, chamados catracas. A coroa € o disco dentado que
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¢ movimentado pelos pedais da bicicleta, sendo que a corrente transmite esse movimento as
catracas, que ficam posicionadas na roda traseira da bicicleta. As diferentes marchas ficam
definidas pelos diferentes didmetros das catracas, que sao medidos conforme indicagcdo na

figura.

Diametro do
disco dentado

O ciclista ja dispde de uma catraca com 7 cm de didmetro e pretende incluir uma segunda
catraca, de modo que, 2 medida em que a corrente passe por ela, a bicicleta avance 50% a
mais do que avangaria se a corrente passasse pela primeira catraca, a cada volta completa dos
pedais. O valor mais préximo da medida do didmetro da segunda catraca, em centimetro e
com uma casa decimal, é:

A) 2,3.

B) 3,5.

C) 4,7.

D) 5,3.

E) 10,5.

Solucdo: Calculando a distancia que a primeira catraca, cujo raio é 3,5 cm visto que o

diametro € 7 cm, percorre a cada volta completa dos pedais:

Ci=2nmr; =2r-3,5="Trcm.

Observe que o ciclista deseja percorrer 50% a mais na segunda catraca do que iria percor-
rer se a corrente passasse apenas pela primeira catraca. Chamando a medida da segunda

circunferéncia de C'5 cujo raio € 79, entdo:

Tmem = 1,5Cy = 1,5-27ry = 3nry —> 3mry =77

. T 7
=_—=—cm.
=3T3

Veja que a questdo quer encontrar a medida do didmetro, logo:

27 14
DQZZ'TQZ?ZE,EZL,?CIH.

RESPOSTA: LETRA C.
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53. (QUESTAO 151 - 2019) Uma administra¢io municipal encomendou a pintura de dez placas

de sinalizacdo para colocar em seu patio de estacionamento.

O profissional contratado para o servigo inicial pintard o fundo de dez placas e cobrard um
valor de acordo com a drea total dessas placas. O formato de cada placa é um circulo de
didmetro d = 40 cm, que tangencia lados de um retangulo, sendo que o comprimento total da

placa € h = 60 cm, conforme ilustrado na figura. Use 3, 14 como aproximagdo para 7.

d

PROIBIDO
ESTACIONAR

Qual é a soma das medidas das dreas, em centimetros quadrados, das dez placas?

A) 16 628
B) 22 280
C) 28560
D) 41 120
E) 66 240
Pela figura, observa-se que o topo do quadrado coincide com o didmetro da circunferéncia e

que a menor distancia entre a circunferéncia e a base do retangulo € 20 cm, pois h = 60 cm e
d = 40 cm.

Para encontrar a area total da figura, deve-se dividi-la em duas figuras. Tracando o diametro
do circulo, paralelo a base do retangulo, teremos um semicirculo de raio » = 20 cm e um

retangulo de dimensdes 40 cm x40 cm.
Calculando a area do semicirculo:

mr? w202 3,14 1256
A - - - 4 L = — = 2 2 .
s 5 5 00 5 5 628 cm

Calculando a érea do retangulo:
A, =40-40 = 1600 cm?.
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Area total de uma placa:

A, + A, =628 +1600 =2 28cm?.

Area das dez placas juntas:
10 - 2 228 = 22 280 cm?.

RESPOSTA: LETRA B.

54. (QUESTAO 171 - 2019) Construir figuras de diversos tipos, apenas dobrando e cortando
papel, sem cola e sem tesoura, € a arte do origami (ori = dobrar; kami = papel), que tem um
significado altamente simbolico no Japao. A base do origami é o conhecimento do mundo por
base do tato. Uma jovem resolveu construir um cisne usando a técnica do origami, utilizando
uma folha de papel de 18 cm por 12 cm. Assim, comegou por dobrar a folha conforme a

figura.

A 18 cm B

0 12 cm

E 12 cm C

Apds essa primeira dobradura, a medida do segmento AF é

A) 2v/22cm.

B) 6v/3 cm

C) 12cm.

D) 6v5cm.

E) 12v/2cm.

Veja que a medida do maior cateto do tridngulo retangulo ADE € igual a medida do menor
lado do retangulo (12 cm). Ja o menor cateto € parte da medida do maior lado do retangulo,
que tem medida igual a 18 cm, contudo na questdo ndo deixa claro sua medida, por outro
lado, a parte do lado do quadrado que sobrou a pds a dobra tem medida igual a 12 cm, dessa

forma conclui-se que a medida do menor cateto € 6 cm. Aplicando Pitdgoras para encontrar a

medida da hipotenusa AFE, temos:

(AE)? = 6% + 122 = 36 + 144 = 180 = AE = 180 = 6v/5cm.
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RESPOSTA: LETRA D.

55. (QUESTAO 152 —2020) O proprietério de um apartamento decidiu instalar porcelanato no
piso da sala. Essa sala tem formato retangular com 3, 2 m de largura e 3, 6 m de comprimento.
As pecas do porcelanato tém formato de um quadrado com lado medindo 80 cm. Esse

porcelanato € vendido em dois tipos de caixas, com os pre¢os indicados a seguir.

e Caixas do tipo A: 4 unidades de piso, R$ 35, 00;

e Caixas do tipo B: 3 unidades de piso, R$ 27, 00.

Na instalacdo do porcelanato, as pecas podem ser recortadas e devem ser assentadas sem
espacamento entre elas, aproveitando-se a0 miximo os recortes feitos.

A compra que atende as necessidades do proprietario, proporciona a menor sobra de pisos e
resulta no menor prego €:

A) 5 caixas do tipo A.

B) 1 caixa do tipo A e 4 caixas do tipo B.

C) 3 caixas do tipo A e 2 caixas do tipo B.

D) 5 caixas do tipo A e 1 caixa do tipo B.

E) 6 caixas do tipo B.

Solucao: Deve-se calcular a drea do piso e a drea de cada peca de porcelanato para saber
quantas precisam ser usadas no piso.

Calculando a é4rea do piso:

Ap=3,2-3,6=11,52m?.

Calculando a area da peca de porcelanato:

Ag =80 - 80 = 6400 cm” .

Antes de dividir a drea do piso pela do porcelanato, deve-se deixa-las na mesma unidade de

medida. Transformando a drea do piso em cm?:

11,52m? = 115 200 cm? .

Dividindo a drea do piso pela area do porcelanato:

115 200 cm?

= 18.
6 400cm?
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56.

(Quantidade de pecas de porcelanato necessdrias para revestir a sala.)

Para que seja gasto o menor valor possivel, precisa-se comprar o maximo de caixas do tipo A e
completar com caixas do tipo B, deixando a menor sobra possivel. Analisando as alternativas,

observa-se que: No item A), sobram 2 unidades e sdo necessarios R$ 175, 00.

No item B), faltam 2 unidades, ndo serve para revestir todo o piso.

No item C), € a quantidade exata de porcelanatos, 18 e ndo necessarios R$ 159, 00.

No item D), sobram 5 unidades e sdo necessarios R$ 202, 00.

No item E), é a quantidade exata de pegas e sdao gastos R$ 162, 00.

RESPOSTA: LETRA C.

(QUESTAO 154 - 2020) O fenémeno das manifestacdes populares de massa traz a discussio
como estimar o ndmero de pessoas presentes nesse tipo de evento. Uma metodologia usada
é: no momento do dpice do evento, € feita uma foto aérea da via publica principal na area
ocupada, bem como das vias afluentes que apresentem aglomeracdes de pessoas que acessam
a via principal. A foto é sobreposta por um mapa virtual das vias, ambos na mesma escala,
fazendo-se um esboco geométrico da situacdo. Em seguida, subdivide-se o espago total em
trechos, quantificando a densidade, da seguinte forma:

e 4 pessoas por metro quadrado, se elas estiverem andando em uma mesma dire¢ao;

e 5 pessoas por metro quadrado, se elas estiverem se movimentando sem deixar o local;

e ( pessoas por metro quadrado, se elas estiverem paradas.

E feito, entdo, o cdlculo do total de pessoas, considerando os diversos trechos, e desconta-se
dai 1 000 pessoas para cada carro de som fotografado.

Com essa metodologia, procederam-se aos cdlculos para estimar o nimero de participantes
na manifestacio cujo esboco geométrico € dado na figura. H4 trés trechos na via principal:
MN, NO e OP, e um trecho numa via afluente da principal: QR.

30m

Legenda:
.|Q
‘ ‘ -_ou‘Andandoamuna
mesma dire¢do
M N l ‘J‘ R fo) P hlqvimentanéo sem
N deixar o local
on| (LEHSHSS B ISEY 2 v
m | —-— O © Parado
——-— 0o O O OOQ princeel
[ Carro de som
100 m 300 m 200m

Obs.: a figura ndo estd em escala (considere as medidas dadas). Segundo a metodologia

descrita, o nimero estimado de pessoas presentes a essa manifestagdo foi igual a
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57.

A) 110 000.

B) 104 000.

C) 93 000.

D) 92 000.

E) 87 000.

Solucao: De acordo com a figura e a legenda, sera calculada a quantidade de pessoas em
cada regido:

Regido QR: 30 - 100 - 4 = 12 000 pessoas;

Regidao M N: 30 -100-4 — 1000 = 12 000 — 1 00 = 11 000 pessoas;
Regido NO: 30 - 300 -6 — 3 000 = 54 000 — 2 000 = 52 000 pessoas;
Regido OP: 30 -200 -5 — 1 000 = 30 000 — 1 000 = 29 000 pessoas;

Total de
12 000 + 11 000 + 52 000 + 29 000 = 104 000 pessoas.

RESPOSTA: LETRA B.

(QUESTAO 169 — 2020) A lei municipal para a edificagio de casas em lotes de uma cidade

determina que sejam obedecidos os seguintes critérios:

e afastamento minimo de 4 m da rua;
e afastamento minimo de 1 m da divisa com outro lote;

e irea total construida da casa entre 40% e 50% da 4rea total do lote.

Um construtor submeteu para aprovagdo na prefeitura dessa cidade uma planta com propostas

para a construgio de casas em seus 5 lotes. Cada lote tem drea medindo 200 m?.
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1 1
] 1
Casa Casa 2 +— Lox
4 -+
¥ ' Rua
W 10
] 2
= 2 | Casad 2 | Casaa 2] Lot
5
« 4 2
1
E
2 Caza§ |—di Lote
I1

Lote

XN

A imagem apresenta um esquema, sem escala, no qual estdo representados os lotes, as ruas e
os afastamentos considerados nos projetos entre as casas e as divisas dos lotes. As medidas
indicadas no esquema estao expressas em metro. A prefeitura aprovard apenas a planta da
casa:

A) 1.

B) 2.

C) 3.

D) 4.

E) 5.

Solucao: Veja que a primeira regra nao € atendida pela casa de ndmero 4. J4 a 22 regra é

respeitada por todas as outras casas. Deve-se calcular as dreas das casas e saber a porcentagem

de cada uma em relacao a drea do lote ao qual pertence.
Areadacasal: 15-5 = 75m?;

Area dacasa2: 15 -8 = 120 m?;

Area dacasa 3: 12 -5 = 60m?;

Area da casa 5: 18 - 5 = 90 m?.

No 32 item informa que as casas devem ter drea entre 40% e 50% da drea do lote, que possui
area igual a
20 - 10 =200 m*.

Esse valor de 40% de 200 m? equivalem a 80 m?, ja o de 50% equivalem a 100 m?. A tnica

casa que possui drea entre esses valores € a casa .
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58.

RESPOSTA: LETRA E.

(QUESTAO 178 — 2020) Azulejo designa peca de cerdmica vitrificada e/ou esmaltada usada,
sobretudo, no revestimento de paredes. A origem das técnicas de fabricacao de azulejos é
oriental, mas sua expansao pela Europa traz consigo uma diversificacdo de estilos, padroes
e usos, que podem ser decorativos, utilitarios e arquitetonicos. Azulejos no formato de
octégonos regulares serdo utilizados para cobrir um painel retangular conforme ilustrado na

figura.

7 N

N 7

Entre os octdgonos e na borda lateral dessa drea, serd necessdria a colocacdo de 15 azulejos
de outros formatos para preencher os 15 espacos em branco do painel. Uma loja oferece
azulejos nos seguintes formatos:

1 - Triangulo retangulo isdsceles;

2 - Triangulo equilatero;

3 - Quadrado.

Os azulejos necessdrios para o devido preenchimento das dreas em branco desse painel sdo os
de formato

A) 1.

B) 3.

C) le2.

D) 1e3.

E) 2e 3.

Solucao: O angulo interno de um octégono regular tem medida de 135 graus, assim o angulo

externo possui medida de
180° — 135° = 45°,

dessa forma, pode-se concluir que os tridngulos que se encontram na base da figura sao
retangulo isésceles cujos angulos internos sdo 45°, 45° e 180°. Na junc¢do de dois angulos

externos temos a medida de 90°, observe que os poligonos em branco no centro da figura
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59.

possuem todos os angulos externos com essa medida. Esse poligono possui também todos
os lados congruentes, pois correspondem aos lados dos octégonos regulares. Portanto os
poligonos em branco serdo preenchidos com azulejos nos formatos de tridngulo retangulo

isésceles e quadrado.

RESPOSTA: LETRA D.

(QUESTAO 179 - 2020) No periodo de fim de ano, o sindico de um condominio resolveu
colocar, em um poste, uma iluminac¢ado natalina em formato de cone, lembrando uma arvore

de Natal, conforme as figuras 1 e 2.

Poste

Figura 2

A arvore deverd ser feita colocando-se mangueiras de iluminacdo, consideradas segmentos de
reta de mesmo comprimento, a partir de um ponto situado a 3 m de altura no poste até um
ponto de uma circunferéncia de fixac¢do, no chio, de tal forma que esta fique dividida em 20
arcos iguais. O poste estd fixado no ponto C' (centro da circunferéncia) perpendicularmente

ao plano do chao.

Para economizar, ele utilizard mangueiras de iluminacdo aproveitadas de anos anteriores,
que juntas totalizaram pouco mais de 100 m de comprimento, dos quais ele decide usar

exatamente 100 m e deixar o restante como reserva.

Para que ele atinja seu objetivo, o raio, em metro, da circunferéncia devera ser de

A) 4,00.
B) 4,87.
C) 5,00.
D) 5,83.
E) 6, 26.
Solucio: Observe que o segmento com extremos na circunferéncia e o ponto no poste, situado

a 3 metros do solo, € uma hipotenusa de um triangulo retangulo cujos catetos sdo 3 m, relativo

ao poste, e 7, que € o raio da circunferéncia.

Chamando de h esse segmento e usando o Teorema de Pitdgoras:
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=324+ = h=vV9+1r2 4.1)

Por outro lado, de acordo com o enunciado da questdo, os 20 segmentos juntos devem totalizar
100 metros, assim: 20 h = 100.

Multiplicando equagdo (4.1]) por 20, temos:

100
20h =204/(9+ 172 =100 = v9+r2:%:5

— 947 =5"=25
= 7 =25-9
— =16
—

r=+v16 = 4.

RESPOSTA: LETRA A.

60. (QUESTAO 146 —2021) O instrumento da percussio conhecido como tridngulo é composto
por uma barra fina de aco, dobrada em um formato que se assemelha a um tridngulo, com

uma abertura e uma haste, conforme ilustra a Figura 1.

ra

Figura 2

Uma empresa de brindes promocionais contrata uma fundi¢@o para a produ¢@o de miniaturas
de instrumentos desse tipo. A fundi¢do produz, inicialmente, pecas com o formato de uma
tridngulo equildtero de altura h, conforme ilustra a Figura 2. Ap6s esse processo, cada peca é
aquecida, deformando os cantos, e cortada em um dos vértices, dando origem a miniatura.
Assuma que nao ocorram perdas de material no processo de producdo, de forma que o
comprimento da barra utilizada seja igual ao perimetro do tridngulo equilatero representado

na Figura 2.

Considere 1,7 como valor aproximado para v/3. Nessas condi¢des, o valor que mais se

aproxima da medida do comprimento da barra, em centimetro, é:
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61.

A) 9,07.

B) 13,60.

C) 20, 40.

D) 27, 18.

E) 36,24.

Solucao: Note que a questdo pede que encontremos o comprimento total da barra que é

equivalente ao perimetro do tridngulo equildtero. Chamando de ¢ a medida do lado desse

tridngulo, devemos calcular o valor de 3/.

A questdo informa que a altura do tridngulo é 8 cm. Usando a relacdo entre a altura e o lado

do triangulo equilétero, temos:

(/3 3

h=— — 8=—

2 2
= 16=/(-1,7

= (=941

Calculando o perimetro:
30 =3-9,41 = 28,23.
O valor que mais se aproxima, de acordo com as alternativas, € 27, 18.
RESPOSTA: LETRA D.
(QUESTAO 148 — 2021) O dono de uma loja pretende usar cartdes imantados para a sua
divulgacdo de sua loja. A empresa que fornecerd o servico lhe informa que o custo de
fabricacao do cartdo € de R$ 0, 01 por centimetro quadrado e que disponibiliza modelos tendo
como faces tteis para impressao:
e um tridngulo equilétero de lado 12 cm;
e um quadrado de lado 8 cm;
e um retangulo de lados 11 cm e 8 cm;
e um hexdgono regular de lado 6 cm;
e um circulo de didmetro 10 cm.
O dono da loja esta disposto a pagar, no maximo, R$ 0, 80 por cartdo. Ele escolhera, dentro
desse limite de preco, o modelo que tiver maior drea de impressao.
Use 3 como aproximacdo para 7 e use 1, 7 como aproximacio para v/3.

Nessas condi¢des, o modelo que deverd ser escolhido tem como face util para impressdo um:
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A) tridngulo

B) quadrado

C) retangulo

D) hexagono

E) circulo

Nessa questdo deve-se calcular a drea de cada poligono descrito no enunciado e, m seguida,
multiplicar o resultado por 0, 01, que € o custo de fabricacdo de cada cartdo.

Area do tridngulo equildtero de lado 12 cm;

Primeiro vamos calcular a altura desse tridngulo, seja h3 sua altura e ¢ a medida do lado:

14 1
hgzg — h3:12777

— hy=10,2cm

Assim a area sera:

Calculando o custo:

61,2-0,01 = 0,62 (gasto por cartdo).

Area do quadrado de lado 8 cm:

A = 8% = 64cm?

Calculando o custo:

64 - 0,01 = 0, 64 (por cada cartdo).

Area do retangulo de lados 11 cm e 8 cm:

Ay =8-11=88¢cm?.

Custo por cartdo:

88 - 0,01 = 0, 88( nio serve,pois ultrapassa 0, 80).
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62.

Area do hexdgono regular de lado 6 cm:

Note que este hexdgono regular possui drea equivalente a drea de 6 tridngulos equilateros de

lado 6 cm, dessa forma temos que encontrar o séxtuplo da drea desse triangulo, logo:

Altura do triangulo equilatero de lado 6 cm:

6v/3
hng\/_:fﬂ‘l,?:S,lcm.

Area do tridngulo equildtero de lado 6¢cm:

6
A3:5,1-§: 15,3 cm?

Area do hexdgono:

6-A; =6-153=91,8cm?

Custo por cartdo:

91,8 -0,01 = 0,918 (ndo serve).

Area do circulo de didmetro 10 cm:

Com o didametro medindo 10 cm entdo o raio mede 5 cm, logo:

A, =71 = A.=3-52=3-25="75cm?

Custo por cartdo:

750,01 =0,75.

De acordo com as condi¢des estabelecidas pelo dono da loja, o cartdo cujo custo mais se

aproxima de R$ 0, 80 possui formato de um circulo.

RESPOSTA: LETRA E.

(QUESTAO 152 - 2021) O projeto de um contéiner, em forma de paralelepipedo reto
retangular, previa a pintura dos dois lados (interno e externo) de cada uma das quatro paredes
com tinta acrilica e a pintura do piso interno com tinta epoxi. O construtor havia pedido,
a cinco fornecedores diferentes, orcamentos das tintas necessdrias, mas, antes de iniciar a
obra, resolveu mudar o projeto original, alterando o comprimento e a largura para o dobro

do originalmente previsto, mantendo inalterada a altura. Ao pedir novos orcamentos aos
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fornecedores, para as novas dimensdes, cada um deu uma resposta diferente sobre as novas
quantidades de tinta necessdrias. Em relacdo ao previsto para o projeto original, as novas
quantidades de tinta necessdrias informadas pelos fornecedores foram as seguintes:
— Fornecedor I: “O dobro, tanto para as paredes quanto para o piso”.
— Fornecedor II: “O dobro para as paredes e quatro vezes para o piso”.
— Fornecedor III: “Quatro vezes, tanto para as paredes quanto para o piso.”
) |y P q P P
— Fornecedor IV: “Quatro vezes para as paredes e o dobro para o piso.”
— Fornecedor V: “Oito vezes para as paredes e quatro vezes para o piso.”
Analisando as informag¢des dos fornecedores, o construtor providenciard a quantidade ade-
quada de material. Considere a porta de acesso do cont€iner como parte de uma das paredes.

Qual dos fornecedores prestou as informagdes adequadas, devendo ser o escolhido pelo

construtor para aquisi¢ao do material?

A) 1

B) II
C) I
D) IV
E) V

Soluc¢do: Sejam x a largura inicial do contéiner, ¥y o comprimento inicial e & a altura. A base

do contéiner possuia drea de x - y, apds as mudangas nas medidas a drea passou a ser
2z - 2y =4z -y,

assim ela quadruplicou.

Para as paredes, observe que duas delas possuiam dimensdes x por & e as outras duas y por h.
As primeiras paredes, cujas dimensdes eram x e h possuia drea de xh, mas ficaram com drea
de

2xh,

no caso dobrou a area.

Nas paredes com dimensdes de y e h, que possuiam drea de yh, ficaram com 4rea de
2yh,

também duplicou.
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Portanto, estard correto o orcamento que duplicou a drea das paredes e quadruplicou a drea

do piso.

RESPOSTA: LETRA B.
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Capitulo 5

CONSIDERACOES FINAIS

A partir desta pesquisa vimos que a Matemadtica foi sendo adequada pelo homem em fun-
cdo de suas necessidades e sobrevivéncia no meio social, ao longo de sua evolu¢do a Matemadtica
contribuiu consideravelmente para as melhorias das quais usufruimos atualmente. Hoje, além da
sua importancia enquanto ciéncia, esta drea do conhecimento ocupa um espaco de destaque no
que diz respeito a instrucdo de cidaddos, ja que é parte integrante dos curriculos de instituicdes
de ensino que garantem educacao formal por todo o mundo.

Além do seu aspecto formativo, os conhecimentos matemdticos adquiridos no decorrer da
jornada escolar também sdo essenciais para aqueles que pretendem ingressar no Ensino Superior
através do Exame Nacional do Ensino Médio - ENEM, uma vez que 45 das 180 das questdes do
exame sdo voltadas para Matemética.

Nesse sentido, discutir sobre histéria da Matematica durante as aulas da disciplina se faz
muito significativo, pois conscientiza estudantes e comunidade escolar sobre a importancia da
area para a vida em sociedade. Ademais, o trabalho a partir de seus aspectos tedricos e praticos
prepara futuros candidatos para exames como o ENEM, que ao longo das suas questdes apresenta
conteudos que recebem pouca ou nenhuma aten¢ao de docentes nas escolas Brasil afora, como é
o caso da Geometria Plana.

A titulo de ilustragdo, a tabela a seguir mostra a quantidade de questdes dessa sub drea
nas ultimas 13 edi¢des do exame, o que evidencia a necessidade de incorporar a temdtica as

aulas da grade curricular destinadas a Matematica:

Tabela 5.1: Questdes de Geometria por ano de Aplicacdo de 2009 a 2021.

Continua
Ano de aplicacdo | Numero de questoes com foco no | Numero percentual das questoes
da prova contetido de Geometria Plana de Geometria Plana
2009 6 13,3%
2010 4 8,9%
2011 3 6,6%
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Tabela 5.1: Questdes de Geometria por ano de Aplicacdo de 2009 a 2021.

Conclusao
2012 5 11,1%
2013 6 13,3%
2014 5 11,1%
2015 6 13,3%
2016 5 11,1%
2017 5 11,1%
2018 5 11,1%
2019 5 11,1%
2020 5 11,1%
2021 3 6,6%

Fonte: O autor.

Isto posto, viu-se a necessidade de dar continuidade a trabalhos académicos que abordam
a prova de Matemdtica do ENEM, no caso, do préprio PROFMAT UFCA, que ja contava com
quatro trabalhos a respeito dessa tematica. Nesse sentido, a fim de contribuir para a mudanca
desse cendrio é que foi pensada e construida essa dissertagdo, que objetivou analisar as questdes
do exame que tratam sobre Geometria Plana, num periodo que compreende os anos de 2009 a
2021.

Assim, as discussdes aqui presentes contribuiram para a reflexdo acerca de aspectos
comuns a sala de aula, que vao desde a relevancia da Matematica para o curriculo escolar
até a influéncia da boa preparacdo do candidato para garantir pontuacao satisfatoria na prova.
Para tanto, o levantamento de questdes aqui exposto, bem como a apresentagdo de conceitos
matematicos necessdrios para a resolucao dos problemas exigidos no ENEM podem tornar essa
obra ainda mais relevante.

De modo mais especifico, a presente dissertacdo também visou contribuir para a prepa-
racdo de potenciais candidatos ao exame em foco, haja vista a produ¢ao do material didatico
reunindo questdes encontradas em exames anteriores que foram resolvidas e comentadas, com o
intuito de facilitar a compreensdo do que ora € solicitado.

Essa cartilha tem como publico-alvo os alunos participantes do curso preparatorio para o
ENEM Edificar, um projeto de extensdo da Universidade Federal do Cariri (UFCA) que oferece
aulas gratuitas voltadas para o exame aos alunos de escolas publicas do interior do Ceard. Apesar
disso, o material didatico fruto da dissertacdo pode ser utilizado por qualquer estudante que
tenha acesso a ele.

Vale destacar ainda que diante a resolucio das questdes solucionadas do exame percebe-
se uma articulacao do conteudo da Geometria Plana com outras dreas da Matematica, uma vez
que para resolver questdes pertinentes a esse conteddo é necessario também conhecimentos
prévios de operagdes aritméticas e algébricas mais difundidas na escola, atestando a importancia

de um trabalho abrangente em relagdo a disciplina.
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Ainda, este trabalho configura-se fonte de reflexdo para os profissionais docentes no
que diz respeito a busca por capacitacdo e qualificacdo do seu trabalho, para que o processo de
ensino/aprendizagem se ja alcancado com mais eficacia. De modo geral, esta produgdo buscou
cooperar para a transformacgdo do cendrio educacional em seus diversos niveis, além de ser fonte

de pesquisa para producdes académicas futuras.
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