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Resumo

Neste trabalho, apresentamos a teoria de sequéncias e séries numéricas. Uma in-
troducao ao estudo de sequéncias e séries de funcoes reais também é apresentada, a
fim de explorar as séries de poténcias e as séries de Taylor. Usando a teoria desen-
volvida, abordamos temas presentes no Curriculo de Matematica da Educacao Bésica.
Além disso, algumas sugestoes de propostas didaticas sao dadas aos professores de

Matematica que lecionam no Ensino Médio.

Palavras-chave: Matematica - Estudo e ensino, Limite, Progressoes, Funcoes.






Abstract

In this work, we present the theory of numerical sequences and series. An introduc-
tion to the study of sequences and series of real functions is also presented in order to
explore the power series and Taylor series. By using the theory developed, we approach
topics present in the Mathematics Curriculum of Basic Education. Furthermore, some

suggestions of didactic proposals are given to mathematics teachers who teach in High
School.

Keywords: Mathematics - study and teaching, Limit, Progressions, Functions.
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Introducao

Arquimedes de Siracusa (287 a.C - 212 a.C) é considerado um dos maiores cientistas
da Antiguidade Cléassica, tendo contribuido para o desenvolvimento do conhecimento
matematico, fisico, astronémico. Em Matemaética, uma de suas mais notaveis contri-
buigoes foi o calculo da area de um circulo, através de sucessivas aproximagoes desta
area por poligonos cujas dreas eram conhecidas; o método desenvolvido por Arquimedes
para encontrar a area de um circulo é conhecido como Método da Exaustao.

A ideia empregada por Arquimedes pode ser visualizada na sequéncia de poligonos

inscritos num circulo de raio r, apresentada na figura abaixo:

Figura 1: Método da Exaustao

Parece que quanto maior for o nimero de lados do poligono inscrito na circun-
feréncia, mais a area deste e do circulo se aproximam, de maneira que, se n crescer
sem limite, a diferenca entre as duas areas deverd se tornar insignificante e, assim,
poderemos considerar as duas areas como sendo iguais.

Apesar de intuitivas as afirmagoes feitas no pardgrafo anterior, usamos aqui duas
ideias que precisam ser exploradas de maneira precisa e rigorosa: a ideia de que o lado
do poligono inscrito esta crescendo sem limite (ou na linguagem usual, n esté tendendo
ao infinito) e a ideia de que a diferenca entre as areas esta se tornando nula (ou seja,
um valor esta sendo "aproximado" por uma sucessao de outros).

Leonardo de Pisa (1170-1250) foi um matematico italiano, também conhecido por

15
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Fibonacci (por muitos considerado o primeiro grande matematico europeu e um dos
mais talentosos da Idade Média). Em seu livro Liber Abaci (traduzido para o portugués
como Livro do Abaco ou Livro do Calculo), um dos problemas abordados refere-se
a reproducao de coelhos em condicoes pré-determinadas. Na linguagem atual, este

problema pode ser enunciado da seguinte formas:

Num pdtio fechado, coloca-se um casal de coelhos. Supondo que, em cada més, a
partir do sequndo més de vida, cada casal dd origem a um novo casal de coelhos, ao

final de um ano, quantos casais de coelhos haverao no pdtio?.

A resolugao deste problema é bastante simples. O tempo ¢ = 1 indica o momento
em que o primeiro casal de coelhos nasceu e foi colocado no patio fechado.

Um més depois (¢ = 2) o casal ainda nao é fértil, de modo que ainda existira apenas
um casal; contudo, decorrido mais um més (¢t = 3), este casal ja estaré fértil e haverao
agora dois casais de coelhos.

No més seguinte (t = 4), o casal nascido no més anterior ainda nao é fértil, mas o
casal original gerard um novo casal de filhotes; portanto agora haverao trés casais.

Decorrido mais um més (¢t = 5), os dois primeiros casais gerarao dois novos casais

e, entdo, havera um total de cinco casais de coelhos. E facil perceber que, cada ele-
numero
' de casais
1
3@ 33 2

3388 38 :
388@3@3888

Figura 2: Reproducao de Coelhos e Sequéncia de Fibonacci

mento desta sequéncia, a partir do terceiro, é igual a soma dos dois anteriores. Assim,
prosseguindo na construcao da sequéncia encontramos como solucao do problema 144
casais de coelhos:

1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, 144, . .. (1)

A sequéncia (1) é conhecida como sequéncia de Fibonacci e o que a torna tao
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especial é o fato de que ela aparece nao so6 no estudo da reproducao dos coelhos, mas
também em intimeros fenémenos naturais.

Por exemplo, algumas plantas (como a Achillea Ptarmica) mostram esta sequéncia
no crescimento de seus galhos. Observe abaixo:

Figura 3: Sequéncia de Fibonacci nos galhos de Achillea Ptarmica

Discutimos acima dois exemplos de sequéncias: a primeira delas, gerada pela apro-
ximacao da area do circulo pelas areas de poligonos regulares de lado n, e a segunda
originada em um problema de reproducao de coelhos.

Uma sequéncia (ou sucessao) ¢ uma fun¢ao a : N — R cujo dominio é o conjunto
dos nimeros naturais e que associa a cada um destes niimeros naturais um ntmero real
(-

Alguns tipos de sequéncias costumam ser estudadas no Ensino Bésico, especial-
mente no Ensino Médio: sao as chamadas progressoes aritméticas e geométricas.

Uma sequéncia (a,,) serd denominada progressao aritmética se cada termo, a partir

do segundo, for obtido pela soma do termo anterior com uma constante r € R, ou seja,
(pi1 = Qp +7, n>1.

Uma sequéncia (a,) serd denominada progressao geométrica se cada termo, a partir
do segundo, for obtido pelo produto do termo anterior com uma constante ¢ € R, ou
seja,

nt1 = qQp, n > 1.

Também no Ensino Bésico, sao estudadas as dizimas periédicas que podem ser

interpretadas como somas infinitas.

2
Por exemplo, considere a representacao decimal da fracao 5:

2—O 6666
5 =0
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e observe que

6 6 6 6 = 6
0,6666--- = — + + + 4= —.
10~ 100 ~ 1.000 ~ 10.000 ; 107
Uma vez que nao faz sentido somar uma quantidade infinita de termos, é necessario
estabelecer uma teoria capaz de tornar aceitavel a igualdade acima.
Sempre que tentarmos somar os termos de uma sequéncia de nimeros reais (a,),

obteremos uma expressao da forma

Zan:al—l—ag—l—ag—i—---—i—an—i—....

n=1

A esta soma infinita chamamos de série. Portanto, a dizima periédica acima pode ser
interpretada como uma série numérica.

Neste trabalho, apresentamos a teoria de sequéncias e séries numeéricas e introdu-
zimos a teoria de sequéncias e séries de funcoes. Além disso, apresentamos propostas
didéaticas aos professores de matematica do Ensino Médio, para o ensino de temas
relacionados as teorias apresentadas.

O trabalho esta dividido da seguinte forma: No primeiro capitulo, exibimos a teoria
de sequéncias e séries numéricas. No segundo capitulo, introduzimos as séries e as
sequéncias de funcoes e estudamos, em especial, as séries de poténcias e as séries
de Taylor. No terceiro capitulo, abordamos as progressoes aritméticas e geométricas
(casos particulares de sequéncias numéricas), conteudo desenvolvido no Ensino Médio, e
apresentamos propostas didaticas para os professores que trabalham com estes topicos.
Além disso, fazemos um estudo de fungdes elementares (exponencial, seno e cosseno)

como somas infinitas, apresentando também sugestoes de trabalho com estas somas.



1 Sequéncias e séries numéricas

Este capitulo destinar-se-a4 ao estudo de sequéncias e séries numéricas. Aqui, ve-
remos o importante conceito de limite de sequéncia, bem como suas propriedades, o
que nos ajudara a estipular o valor de uma soma infinita de nimeros reais (também

denominada série numeérica).

1.1 Sequéncias

Definicao 1.1. Uma sequéncia de niumeros reatis ¢ uma funcao x : N — R que
associa cada nimero natural n a um ndmero real x(n). O valor x(n), para todo n € N,

serd representado por x,, e denominado n-ésitmo termo da sequéncia.

Por simplicidade, escrevemos apenas sequéncia neste trabalho, devendo ficar sub-
entendido que se trata de nimeros reais; além disso, adotaremos que o primeiro ele-
mento do conjunto dos naturais é o niimero 1, o que tornara mais comoda a notacao.

Escreveremos (1, Ta,...,%n,...) , OU (Zp)nen, Ou simplesmente (z,), para indicar
a sequéncia x.

E de grande valia ressaltar que nio se pode confundir a sequéncia 2 com o conjunto
x(N) dos seus termos. Para esse conjunto, usaremos a notacao {1, s, ..., ZTn,...}. A
funcao = : N — R nao é necessariamente injetora, pode-se ter z,, = x, com m # n.
O conjunto {xy,2s,...,x,, ...} (apesar da notagdo) pode ser finito, ou até mesmo
reduzir-se a um 1nico elemento, como ¢ o caso de uma sequéncia constante, em que

r, = a € R para todo n € N.

. . . . 1 -
Exemplo 1.1. Consideremos a sequéncia cujo n-ésimo termo é x, = —. Explicita-
n

) 57 §7 Za gv :
Qualquer termo desta sequéncia estd localizado no intervalo (0,1]. Com efeito,

. 1111
mente podemos escrevé-la como | 1 o

1 1
como n > 1> 0, entao x, = — > 0. Por outro lado, z,, = — < 1, para todo n > 1.

n n
Observe que os termos desta sequéncia estao decrescendo; isso é facil de se provar:

1 1 )

< —, 0U seja, Tpy1 < Tp.

N . n+l —n : :

As observacoes feitas nos dois paragrafos anteriores permite-nos afirmar que a

como n + 1 > n, segue que

1
sequéncia (z,) = (—) ¢ limitada e decrescente.
n

19
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Sequéncias e séries numéricas
Exemplo 1.2. Consideremos a sequéncia cujo n-ésimo termo é x, = n?, onde x; =
l,xg = 4,23 = 9,..., ou seja, a sequéncia dos quadrados perfeitos. E claro que esta

sequéncia é crescente, pois T,.1 = (n+1)> =n?+2n+1 > n? = x,, e note que ela nao
possui limitante.

Assim, podemos afirmar que esta sequéncia é ilimitada e crescente.
Os Exemplos 1.1 e 1.2 motivam as defini¢coes que seguem.

Definicao 1.2. Uma sequéncia (x,) serd dita limitada quando o conjunto dos seus
termos for limitado, isto €, quando existirem nidmeros reais a € b tais que a < x, <b

para todo n € N.

Quando uma sequéncia nao for limitada, diremos que ela é ilimitada. Além disso,
uma sequéncia serd dita limitada superiormente quando existir um ndmero real
b tal que x,, < b para todo n € N. Neste caso, geometricamente, a sequéncia (z,)
estard localizada na semirreta (—oo, b]. De maneira analoga, a sequéncia sera limitada
inferiormente quando existir um real a tal que a < x,, para todo n € N. Neste caso, a
sequéncia (z,) estard localizada na semirreta [a, +00). Evidentemente, uma sequéncia
serd limitada se, e somente se, for limitada inferior e superiormente. Nao é dificil
verificar que se (x,,) é limitada 3¢ > 0 tal que |z,| <c,Vn e N

No Exemplo 1.1, a sequéncia apresentada é limitada inferiormente por 0 e superi-
ormente por 1. Ja no Exemplo 1.2, a sequéncia é apenas limitada inferiormente por
1.

Definig¢ao 1.3. Uma sequéncia (x,) serd dita crescente quando x,, < x,1 para todo
n € N. Quando x, < x,.1 para todo n € N, a sequéncia serd dita nao-decrescente.
Analogamente, quando x, > x,y1 para todo n € N, a sequéncia serd dita decres-
cente. Ela serd dita nao-crescente quando x, > x,.1 para todo n € N.
As sequéncias crescentes, nao-decrescentes, decrescentes e nao-crescentes sao de-

nominadas sequéncias mondotonas.

Quando restringirmos o dominio de uma sequéncia (z,) a qualquer subconjunto

N’ C N obteremos uma nova sequéncia (z},) e diremos que (z]) ¢ uma subsequéncia
de (z,).

Exemplo 1.3. No Exemplo 1.2, consideramos a sequéncia (z,) = (n?) dos quadrados
perfeitos. Tomando N = {n/|n’ = 2n — 1,n € N}, podemos considerar a restrigao

de (z,) ao conjunto N’ e escrever a sequéncia dos quadrados perfeitos impares cujo

/

/) & uma subsequéncia de (z,). De

n-ésimo termo ¢ 2/, = (2n — 1)2. E claro que (z
modo semelhante podemos obter a sequéncia dos quadrados perfeitos pares tomando
N" = {n"|n" = 2n,n € N},

Uma questao que se coloca naturalmente é a de saber se os termos de uma sequéncia
(para indices suficientemente grandes) se aproximam de um nimero real a e permane-
cem proximos deste. Para abordar essa questao, estudaremos limites de sequéncias na

préxima se¢ao.
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1.2 Limites de sequéncias

Nessa se¢ao, serd conveniente pensar em uma sequéncia (x,,) de nimeros reais como
uma sequéncia de pontos na reta (jA que existe uma correspondéncia biunivoca entre
0s nimeros reais e os pontos da reta) e no seu limite (que vamos definir abaixo) como
um ponto do qual os pontos z, tornam-se e permanecem arbitrariamente proximos,
desde que o indice n seja grande o suficiente. A intuicao geométrica, apesar de nao ser
suficiente para estabelecer de maneira rigorosa os resultados, pode ser muito util para

entendé-los.

Definigao 1.4. O nidmero real a serd dito limite da sequéncia (v,) de nimeros
reais se, para cada € > 0, for possivel encontrar um natural ng € N tal que |z, —a| < €

sempre que n > ng. Simbolicamente:
limz, =a. = Ve > 0,3ng € N;n > ng = |z, —a| <e.

Escreveremos limx,, = a. As notagées limz, = a e lim x, = a também sdo encon-
neN n—-4o0o

tradas na literatura.

O simbolo . = . significa que o que vem depois é definicao do que vem antes;

V significa para todo;

d significa existe;

; significa tal que;

= significa implica.

E importante observar que: limz, = a se, e somente se, limz, —a = 0. Esta
afirmacao segue diretamente da Definicao 1.4.

De acordo com a defini¢ao acima, se lim z,, = a, entdo todo intervalo (a — €,a + €)
conterd todos os termos da sequéncia (x,) com exce¢do de um numero finito deles.
Quando existir o limite de uma sequéncia e for igual a um nimero real a, diremos
que ela é convergente e escreveremos z,, — a. Podemos dizer também que (x,)
converge para a ou que (z,) tende para a. Caso contrario, diremos que a sequéncia é

divergente.

1
Exemplo 1.4. Novamente, consideremos a sequéncia (z,) = (—) Vimos, no Exem-
n

plo 1.1, que esta sequéncia é limitada e decrescente. Nossa intuicao nos diz que esta
sequéncia tende a zero, uma vez que os termos vao se tornando cada vez mais pro-
ximos do zero, sem contudo ultrapassa-lo. Provemos, pois, através da definicao, que
limx, = 0.

De fato, dado ¢ > 0 qualquer, podemos obter ny € N tal que ny > % Entao
n>n0:>l<i<e,ouseja,n>ngz>’1—0 < €.

n - ng n
Considere agora que uma sequéncia (x,) seja convergente. Entao, ela nao pode

convergir para dois limites distintos e, além disso, toda subsequéncia (z,) de (x,)
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converge para o mesmo limite que (x,). Estes dois resultados estarao presentes nos

préximos teoremas.

Teorema 1.1 (Unicidade do Limite). Seja (z,,) uma sequéncia convergente. Selim x, =

a elimzx, =b, entao a = b.

Demonstracao. Seja limx, = a. Dado qualquer ntmero real b # a, mostraremos que

b—a
! > 0. Para este €, afirmamos

nao se tem limz, = b. Para isso, tomemos ¢ =
que os intervalos (a — e,a + €) e (b — ¢,b + €) sdo disjuntos. De fato, se existisse
€ (a—ea+e)N(b—eb+e), terfamos |z —a| < ee |z —b| <e¢ donde |a— b <
la — x| + |z — b| < 2¢ = |a — b|, um absurdo. Como lim z,, = a, existe ngy tal que, para
n > ng, T, € (a —€,a + €) e, portanto, x,, & (b — €,b + €), para todo n > ny. Logo,

lim x,, # b. m

Teorema 1.2. Se limz,, = a entdo toda subsequéncia de (x,) convergird para o limite

a.

/

') uma subsequéncia de (x,). Dado € > 0, existe ny € N tal

Demonstracao. Seja (x
que n > ng = |z, —al < e. Como os indices da subsequéncia formam um conjunto
infinito, existe entre eles um n;, > ng. Entao, dado n; > n;, segue que n; > ng, que

implica |x,, —a| < €. Logo, limz,, = a. O

Como base no teorema anterior, note que: se limx, = a entao, para todo k € N,
lim z,, . = a. De fato, (11, Tosk, T34k, - - -, Tk, - - - ) € uma subsequéncia de (z,).
O teorema a seguir nos fornece condigoes suficientes para a convergéncia de uma

sequéncia, mesmo que o seu limite seja desconhecido.
Teorema 1.3. Toda sequéncia monotona limitada é convergente.

Demonstragao. Para fixar ideias, tomemos (z,) uma sequéncia nao-decrescente limi-
tada. Consideremos a = 'sup{z,;n = 1,2,3,...}. Devemos ter a = lim x,. De fato,
dado qualquer € > 0, como a — € < a, 0 nimero a — € nao é cota superior do conjunto
dos x,. Portanto, deve existir no € N tal que a — ¢ < x,,. Como a sequéncia (z,) é
monoétona nao-decrescente, se n > ng entao x,, < z, e, portanto, a — € < x,,. Como
r, < a, vemos que n > ng = a — € < x, < a + €. Por conseguinte, lim x,, = a, como
querfamos demonstrar.

A demonstracao nos casos de sequéncias decrescentes, crescentes e nao-crescentes é

feita de modo analogo. O]

'Um elemento a € R é denominado supremo de um conjunto X C R quando a ¢ a menor das
cotas superiores de X em R. A proposito, uma cota superior de X é um elemento ¢ € R tal que
z < ¢ para todo x € X. Todo conjunto limitado possui um supremo. Para maiores detalhes, veja [6],
Capitulo III.
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Os Teoremas 1.1 e 1.2 podem ser bastante tteis se aplicados simultaneamente.
Se desejarmos provar que uma sequéncia diverge, basta exibir duas subsequéncias que
convergem para limites diferentes. Mais ainda, se quisermos determinar o limite de uma
sequéncia que sabemos a priori convergir, basta determinarmos o limite de qualquer
uma de suas subsequéncias.

Apesar de o Teorema 1.3 nos dar um critério para convergéncia de sequéncias, ele
nao é o mais geral possivel, pois muitas sequéncias sao convergentes sem serem mono-
tonas. Existe um resultado conhecido como Critério de Cauchy que fornece condicoes

necessarias e suficientes para a convergéncia de uma sequéncia.

Definicao 1.5. Uma sequéncia (z,,) de nimeros reais serd dita sequéncia de Cauchy
se, dado € > 0, for possivel obter ng € N tal que m > nyg e n > ngy implicarao

|z — x| < €.

Observe que, a fim de que uma sequéncia (x,) de ntimeros reais seja de Cauchy, é
necessario e suficiente que seus termos x,,, r, se aproximem arbitrariamente uns dos
outros para indices suficientemente grandes. Note a diferenca entre esta definicdo e a
definicao de limite de uma sequéncia na qual se exige que os termos x,, se aproximem
arbitrariamente de um valor a. Nessa nova definicao se impoe uma condi¢ao apenas

sobre os proprios termos da sequéncia.

1
Exemplo 1.5. A sequéncia (z,) = (—) é de Cauchy. De fato, dado € > 0, podemos
n

encontrar ng € N tal que — < e. Portanto, para m,n > ng e supondo, sem perda de
No
1

. 1 1
generalidade, que n > m, temos 0 < — < — < —, de onde concluimos que
n- m- ng

11 1 1
e R | e

n m Un 1o

O préximo teorema caracteriza todas as sequéncias convergentes de niimeros reais

e é conhecido como Critério de Cauchy para sequéncias.

Teorema 1.4. Uma sequéncia de nimeros reais serd convergente se, e somente se, for

uma sequéncia de Cauchy.

Para a demonstragao deste teorema precisaremos dos resultados enunciados a seguir,

cujas demonstragbes podem ser encontradas em [6], Capitulo I'V.
Lema 1.1. Toda sequéncia de Cauchy é limitada.

Lema 1.2. Toda sequéncia limitada de nimeros reais possui uma subsequéncia con-

vergente.

Lema 1.3. Se uma sequéncia de Cauchy (x,) possuir uma subsequéncia que converge

para um valor a € R, entdo (z,) também convergird para a.
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Demonstracao do Teorema 1.4. Seja limx,, = a. Dado € > 0, existe ng € N tal que
€ €

m > ng = |, — al <§en>n0:> |z, —al < 7 Logo, m,n > ng = |x, — x,| <

€

: 2 L .

Reciprocamente, se (z,) for uma sequéncia de Cauchy, pelo Lema 1.1, ela sera

€ :
|z — al + |z, —a| < = + = = ¢, 0 que mostra ser (z,,) uma sequéncia de Cauchy.
limitada e, pelo Lema 1.2, possuird uma subsequéncia convergente. Finalmente, pelo

Lema 1.3, (z,) sera convergente. O

Observe que, intuitivamente, o teorema acima afirma que se uma sequéncia converge
para a € R entao seus termos ao se aproximarem do nimero real a necessariamente
aproximam-se uns dos outros.

Vamos finalizar esta secao com mais um teorema, que pode ser obtido diretamente
da discussao acima acerca das sequéncias de Cauchy; contudo, optamos por apresentar

uma demonstracao alternativa.
Teorema 1.5. Toda sequéncia convergente € limitada.

Demonstracao. Consideremos limx,, = a. Entao, tomando ¢ = 1, é possivel afirmar
que existe ng € N tal que z,, € (a — 1,a + 1), para n > ng. Consideremos o conjunto
finito F = {x1, 29, - ,xp,,a — 1,a+ 1}. Sejam ¢ e d o menor e o maior elemento de
F, respectivamente. Sendo assim, todos os termos z,, da sequéncia estao contidos no

intervalo [c, d] e, por conseguinte, a sequéncia (z,) é limitada. ]

Observacao 1.1. A reciproca deste teorema é falsa. A sequéncia (0,7,0,7,...) é
limitada e divergente. Para constatar que ela diverge, basta tomar as subsequéncias

constantes (z/,) = (z2,-1) = (0) e (2!}) = (x2,) = (7) e observar que =/, - 0 e z, — 7.

Pelo Teorema 1.5, podemos concluir que, se uma sequéncia for ilimitada, entao ela
sera divergente.

Entre as sequéncias divergentes, vamos, agora, destacar aquelas cujos valores se
tornam e se mantém arbitrariamente grandes positivamente ou arbitrariamente grandes
negativamente.

Seja (x,) uma sequéncia de numeros reais. Diremos que "z, tende para mais
infinito", e escrevemos lim z,, = +oo quando, para todo numero real A dado arbitra-
riamente, for possivel encontrar ng € N tal que n > ng = =z, > A, ou seja, para
qualquer A > 0 dado, existira apenas um namero finito de indices n tais que z,, < A.
Analogamente, diremos que "z,, tende para menos infinito", e escrevemos lim x,, = —o0
quando, para todo nimero real A dado arbitrariamente, for possivel encontrar ng € N
tal que n > ny = x, < —A, ou seja, para qualquer A > 0 dado, existird apenas um
ntmero finito de indices n tais que x,, < —A.

Verifica-se facilmente que limn = 400 e lim —n = —oo.

Observe que limz, = —oo se, e somente se, lim(—xz,) = +0o0. Quando limz, =
+00, a sequéncia (z,) é ilimitada superiormente, porém limitada inferiormente. Quando

limz,, = —o0, a sequéncia (x,,) é ilimitada inferiormente, mas limitada superiormente.
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Assim, por exemplo, a sequéncia cujo termo geral é z,, = (—1)"n nao tem +oo nem —oo
pois é ilimitada nos dois sentidos. Por outro lado, a sequéncia (1,1,2,1,3,1,4,1,5,1,...)
é limitada inferiormente, ilimitada superiormente, mas nao tem limite igual a +oc por-

que possui uma subsequéncia constante.

1.3 Aritmética dos limites de sequéncias

Na se¢ao anterior, estabelecemos condigoes suficientes (ser monotona e limitada)
para que o limite de uma sequéncia exista. Nesta secao, investigaremos o comporta-
mento destes limites com relacao as operacoes usuais de soma, subtragao, multiplicagao
e divisao. Os dois teoremas aqui apresentados serao ilustrados com exemplos para fa-

cilitar o entendimento.

Teorema 1.6. Selimz,, = 0 e (y,) for uma sequéncia limitada (mesmo que divergente)

entao lim z,y, = 0.

Demonstracao. Como a sequéncia (y,) é limitada, existe ¢ > 0 tal que |y,| < ¢ para
€
todo n € N. Como limz, = 0, dado € > 0, existe ng € N tal que n > ng = |z,| < -.
c
Deste modo, para n > ng, temos:

€
ZnYn| = [0l|yn| < EC =€
, ou seja, lim x,y, = 0, como queriamos demonstrar. L]

1
Exemplo 1.6. Dado = € R, seja (x,) = (—) e (yn) = (sen(nz)). Note que x, — 0
n

(conforme o Exemplo 1.4) e |y,| < 1; portanto, pelo Teorema 1.6, segue que

sen(nx)

lim =0.

n
O teorema a seguir é responsavel por validar toda a manipulagao aritmética que
podemos fazemos com duas ou mais sequéncias. Em linhas gerais, ele nos mostra que

as operacoes aritméticas usuais sao preservadas pelos limites de sequéncias.

Teorema 1.7. Sejam (x,) e (y,) duas sequéncias convergentes, com limx, = a e
limy, =b# 0. Entao:

1. lim(z, + y,) = a+b;
2. lim(z, —y,) = a — b;
3. lim(z,y,) = ab;

4. lim(cz,) = ca,Ye € R;

5. lim 2w =2
Yn
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Demonstra¢ao. (1) Dado € > 0, como limz, = a e limy, = b, existem ntumeros
naturais ny e ny tais que n > ny = |z, —al < g en>ny =y, — b < % Tome
no = max{ny, ny}. Entdo, para n > ng, temos:

€

2

€
|($n+yn)_(a+b)|:|(xn_a)+(yn_b)|§|xn_a|+|yn_b’<§+ = €.

(2) A prova desta propriedade é analoga & anterior.
(3) Observe que
TnYn — ab = T,y — b + ,0 — ab = x,(y, — b) + (z, — a)b.

Note que (z,) ¢ limitada porque & convergente (conforme o Teorema 1.5) e
lim(y, — b) = 0. Logo, pelo Teorema 1.6, lim[z,(y, — b)] = 0. De modo analogo,

lim[(z,, —a)b] = 0 e, pelo item (1), j4 demonstrado acima, segue o resultado, pois

lim[z,y, —ab] = lim[x,(y, —b) + (z, — a)b]
= lim{z,(y, — )] + lim[(z, — a)b]
0+0
= 0.

(4) E consequéncia do item anterior, tomando ¥, = ¢, ¥n € N.

2
(5) Notemos que, como limy,b = b?, existe ng € N tal que n > ng = y,b > X De

2 b2
fato, tomando € = bY existe ng € N tal que n > ng = |y,b — b?| < X donde
2 b2 b2
b — 7 < Ynb < b + o baran > ng e, portanto, y,b > 5 baran > no. Entdo,
1 b?
para n > ng, vt ¢ um namero positivo inferior a 5 Note que
Yn
Tn a  br, —ay, 1
— ——=——"" = (bx, — ay,)—.
Yn b Ynb ( / )ynb

Como lim(bx,, — ay,) = ba — ab = 0, segue do Teorema 1.6 que

. T, a . T, a
lim— — - =0 e, consequentemente, lim— = —.
Yo b Yn
O
6771
Exemplo 1.7. Consideremos a sequéncia cujo n-ésimo termo é x, = 6 + —. Pelo

n
Teorema 1.7, itens (1) e (3), e pelo Teorema 1.6, temos:

-n -n 1
lim(z,) = lim (6 + e—) = lim 6 + lim (e—) = lim 6 + lim e " lim (—) = 6+0=6,
n n n

jaque 0 < e™ <1 para todon > 1.
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Salientamos que deve-se tomar o cuidado de nao tentar aplicar o teorema anterior
para certas somas (ou produtos) em que o niimero de parcelas (ou fatores) é variavel e

cresce acima de qualquer limite. O proximo exemplo ilustra essa situacao.

1 1 1
Exemplo 1.8. Considere s, = — 4+ —+ — 4 - -+ — uma soma com n parcelas. Entao
n n n
1
s, = 1 e, portanto, lims,, = 1. Por outro lado, cada parcela — tem limite zero. Uma
aplicacdo descuidada do item (1) do Teorema 1.7 nos conduziria ao absurdo de concluir

que

. ) 1 1 1 1
llmsn:llm(——l——+—+-~-+—> =04+0+04+---4+0=0.
n n n n

1.4 Séries

Se tentarmos somar os termos de uma sequéncia de nimeros reais (a,), obteremos

uma expressao da forma

oo
Zan:a1+a2+a3+~-+an+... (1.1)
n=1

que é denominada série infinita ou simplesmente série.

No que segue, representaremos uma série também por »  a, e chamaremos a,, de
termo geral da série.

Qual ¢é o significado da soma infinita (1.1)? Nao faz sentido somar convencio-
nalmente infinitos termos; a fundamentacao tedrica para tornar aceitavel uma soma
infinita é o conceito de limite de uma sequéncia, o qual ja discutimos na secao anterior.

Vamos considerar a sequéncia formada pelas somas parciais ou reduzidas, que ¢
definida da seguinte forma:

S1 = Q1,
82:81+CL2:CL1+CLQ,

83252+CL3:CL1+CL2+(13,

Sp =8p—1+tTp=0a1F+azx+ -+ ap_1+ Q.

Estas somas parciais formam uma nova sequéncia, denotada por (s,), que pode ou
nao convergir.

Se existir o limite
s =lims, = lim[a; + as + - -+ + ap_1 + a,),

a série Y a, serd convergente e o limite s serd denominado soma da série.
Para entendermos a discussao acima e o significado que devemos dar a uma série,

consideremos o exemplo a seguir:
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1
Exemplo 1.9. Consideremos a série Z —— . Vamos investigar, na sequéncia de
n(n+1)
ideias apresentadas acima, qual a soma desta série (se é que ela, de fato, existe). Vamos
1 1
considerar a soma infinita 3 + g + 7 + ..., de onde temos:
1
S1 = 57
n 1 n 1 2
Sg=81+a=-+—=-=—
2 1 2 9 6 37
2 n 2 n 1 3
S3=—-4a3=—-+-—=—
T3 T3 12w

Para determinar a expressao de s,, usamos o Principio de Inducao Matematica
(veja 6], Capitulo IT).
n
n+1

Assim, somos levados a considerar a sequéncia (s,) = ( ), que converge para

o nimero real 1. Escrevemos, portanto, Z m = 1.
n(n

1.5 Convergéncia e divergéncia de séries
Formalizando a discussao acima, temos a seguinte definigao:

Defini¢ao 1.6. Dada uma série Y a, = a; +as+az+---+a, + ..., denotemos por

Sp Sua n-€sitma soma parcial:

n
Sp = E aj = a1+ az+az+ -+ ap.
j=1
Se a sequéncia (sy) for convergente e lims, = s, entdo a série »  a, serd dita con-
vergente e escreveremos Y a, = s. O nimero s é denominado soma da série. Caso

contrdario, a série serd dita divergente.

Observe, pela definicao acima, que a soma de uma série é o limite da sequéncia
de suas somas parciais. Desde modo, quando escrevemos »_ a, = s queremos dizer
que, somando uma quantidade suficiente de termos da série, podemos chegar tao perto
quanto quisermos do nimero s.

Das propriedades aritméticas do limite de sequéncias, concluimos que se > a,
e Y b, forem séries convergentes, entao a série Y (a, + b,) serd convergente, com
Y (an +by) =D a, + > b,. Além disso, se Y a, convergir entdo, para todo nimero
real M, ter-se-a > Ma, convergente, com » Ma, = M > a,.
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oo oo
Observacao 1.2. A série E a, sera convergente se, e somente se, a série E a,, for
n=1 n=ng

convergente, onde ng é um numero natural arbitririo. De fato, se as reduzidas da
primeira série forem s, as da segunda serao t,+1 = Sp+ny — Sng—1, COM t; = a,,. Com
isso, o comportamento de convergéncia de uma série nao se altera se dela omitimos (ou

a ela acrescentamos) um niamero finito de termos.

A questao que naturalmente se apresenta, assim como no caso das sequéncias, é a
de entender quando uma série converge. Existem testes para verificar a convergéncia
ou nao de uma série e nos os apresentaremos na proxima secao. Antes, observamos
que a primeira condicao necesséria para a convergéncia de uma série é que o seu termo

geral convirja para zero.
Teorema 1.8. Se > a, for uma série convergente, entao lima, = 0.

Demonstra¢ao. Seja s, = a3 + ag + -+ + a, a n-ésima soma parcial da série > a,.
Por hipotese, existe lims,. Digamos que lims, = s. E claro que também devemos
ter lims, 1 = s uma vez que a convergéncia de uma sequéncia nao é afetada quando

retiramos um ntmero finito de termos dela. Portanto,
lima, = lim(s,, — s,-1) = lims, —lims, ; =s—s=0.
m

A reciproca do Teorema 1.8 é falsa. O contra-exemplo classico é dado pela série

1 1
harmonica Z —. Seu termo geral x, = — tende para zero (veja Exemplo 1.4), mas a
n

n
série diverge. De fato, temos

R (L R (E UL SR B L]
Son = — -4+ - -+ =+ -+= il m——— =
2 2 34 56 78 on—1 1 | on

n—1

D P R 1l
27178 Y

~ . e . 1 .
Entao, a sequéncia (s9n) € ilimitada e, portanto, a série E — & divergente.
n

Convém notar que uma série »  a, pode divergir por dois motivos. Ou porque a
sequéncia das reduzidas s, nao é limitada ou porque elas oscilam em torno de alguns
valores. Quando os termos da série tém todos o mesmo sinal, esta tltima possibilidade
nao acontece, pois neste caso, as reduzidas formam uma sequéncia mondtona. Segue

imediatamente do Teorema 1.3 o seguinte resultado:

Teorema 1.9. Seja (a,) uma sequéncia tal que a, > 0 para todo n € N. A série Y a,
converqgird se, e somente se, as reduzidas s, formarem uma sequéncia limitada, isto €,

se, e somente se, existir k > 0 tal que a; + - - - + a, < k, para todo n € N.
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Exemplo 1.10. Uma série particularmente importante é a série geométrica definida

por

a+ar+ar2+ar3+-~-+ar”+---:Zar”’l,a#().
n=1

Observe que cada termo é obtido a partir do anterior pela multiplicacao dele por um

n—1

real r, chamado de razao. Se |r| > 1, o termo geral ar nao convergird para 0 e,

assim, a série geométrica divergird. Agora, note que:
_ 2 3 n—1
Sp=a+ar+ar”+ar’°+---+ar
— 2 3 n
rsS, =ar+ar-+ar°+---+ar-.

Subtraindo a segunda equacao da primeira, encontramos s, — rs,, = a — ar”, de onde

a(l —7r")
Sp = ———.
" 1—7r
e . . [a(l—=1r") 1 5
Se —1 < r < 1 entao limr™ = 0; assim lim s, = lim ] =71 . Entao, se
—r —r
. ’ . s, - a
|| < 1, a série geométrica convergira e sua soma serd :
—r

Para futuras referéncias neste texto, vamos considerar o que foi constatado no
exemplo acima como um teorema:

[e o]

Teorema 1.10. A série geométrica E ar" ' a # 0, serd convergente se |r| < 1 e sua

n=1

> a

g ar™ ! = .
1—r

n=1

Se |r| > 1, a série geométrica serd divergente.

soma serd

1.6 Testes de Convergéncia

Determinar o valor da soma de uma série nao é uma questao facil de ser respondida
e, em casos bem interessantes, pode ser até mesmo impossivel de ser feito de maneira
exata.

Por conta destas dificuldades, vamos mudar o foco de nossos esforcos e passar
agora a analisar as hipoteses que garantem a convergéncia (ou divergéncia) de uma
série, mesmo sem se determinar o valor da soma no caso da convergéncia. Para isso,
veremos os principais testes de convergéncia.

O primeiro teste a ser visto, denominado Teste de Divergéncia, é apenas a contra-

positiva do Teorema 1.8.
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Teorema 1.11 (Teste de Divergéncia). Se lima,, ndo existir ou se lima, # 0 entdo a
série > a, serd divergente.
nd—6
— &
10n3

Exemplo 1.11. Usando o teorema acima, é possivel mostrar que a série g

divergente, pois
6

n® — 6 1= 1
li =1 = :
1m( ) im 10 107&0

Uma vez estabelecida a convergéncia (ou divergéncia) de uma série, podemos utiliza-
la para provar a convergéncia (ou divergéncia) de outra série mediante uma simples
comparacao dos termos gerais, desde que hipoteses convenientes sejam satisfeitas. Este

é o conteiido do proximo teorema.

Teorema 1.12 (Teste de Comparacdo). Suponhamos que Y a, e Y b, sejam séries
de termos positivos. Se existirem ¢ > 0 e ng € N tais que a, < cb, para todo n > nyg,
entdo a convergéncia de Y b, implicard a de ) a, enquanto a divergéncia de ) a,

implicard a de _ by,.

Demonstracao. Sem perda de generalidade (veja Observagao 1.2), podemos supor que
a, < cb,, para todo n € N. Entdo, as somas parciais s, e t, de > a, e > b,, res-
pectivamente, formam sequéncias nao-decrescentes tais que s, < ct, para todo n € N.
Como ¢ > 0, se (t,) for limitada, entdo (s,) também sera limitada. Pelo Teorema
1.3, temos a convergéncia da sequéncia (s,) e, portanto, a convergéncia da série > a,.
Por outro lado, se (s,) for ilimitada, (¢,) serd ilimitada, pois ¢, > *». Pelo Teorema

1.5, obtemos a divergéncia da sequéncia (¢,) e, por conseguinte, a divergéncia da série
> b m

O proximo exemplo ilustra uma aplicacao do Teste de Comparacao:

o
Exemplo 1.12. A série Z é convergente. De fato, note que, para todon > 1,
n=1

— 3" 12
5

< .
3n+2 30

3"+2>3"=>

Mas, Z n ¢ uma série geométrica convergente. Portanto, pelo Teste de Comparacao,

n=1
— 5
a série é convergente.
; 3" +2 8

Uma versao mais forte do Teste de Comparacao é dada pelo seguinte teorema:

Teorema 1.13 (Teste da Comparagao por Limite). Suponhamos que Y a, € > b,

sejam séries de termos positivos. Se

lim (Z-:) — >0,

entao ambas as séries convergem ou divergem.
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a c
Demonstracao. Como lim (b_n> = ¢, dado € = 3 existe ng tal que, para n > ny,
n

c<a - +c
c—=<—<c+ =
2 by 2’

ou seja,

c 3c
—b, < a, < —b,.
g/n S =7y

. 3c .
Deste modo, se an convergir, Z ?bn também convergira e, pelo Teste de Com-

c
paracao, Z a, serd convergente. Se Z b, divergir, Z ébn também divergira e, pelo

Teste de Comparagao, Z a, serd divergente. O]
Exemplo 1.13. A série Z — € convergente. Com efeito, tomemos
n
n=1
1 1
anp=— ¢ b, )
n? n(n+1)
Note que
1 2 1+ 1
hm<z—”> :lim< e ) :hm<” Jg”) zlim< "> =1>0.
" ") n !
. R
Ora, vimos, no Exemplo 1.9, que a série Z —— & convergente. Portanto, pelo
— n(n+1)

o0
. . - 1 L
Teste de Comparacao por Limite, a série E — também é convergente.
n
n=1

Finalizaremos esta secao com o Critério de Cauchy para séries.

Teorema 1.14. A fim de que a série ) a, seja convergente, € necessdrio e suficiente
que, para cada € > 0, ezxista ng € N tal que |ap1+ ani2+- - -+ anip| < € para quaisquer
n>mngepeN.

Demonstragao. Basta observar que |ani1 4 Gpia+ - -+ Anip| = |Sntp — Snl, onde (s,) é
a sequéncia das somas parciais de ) a,, e aplicar o Critério de Cauchy para sequéncias
(Teorema 1.4). O

1.7 Séries alternadas e absolutamente convergentes

Os testes apresentados na secao anterior exigiram como hipotese que os termos das
séries envolvidos fossem positivos. Nesta secao, vamos estudar as séries cujos termos
nao sao necessariamente positivos, mas que ainda podem ter sua convergéncia garantida

por testes apropriados. Veremos, agora, algumas definicoes pertinentes.
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Definicao 1.7. Uma série Y a, serd absolutamente convergente quando ) |ay|

for convergente.

Defini¢ao 1.8. Uma série Y a, serd dita alternada se os seus termos forem alter-
nadamente positivos e negativos. A forma geral de uma série alternada é > (—1)""a,
ou Y (—1)"a,, com a, > 0.

Definicao 1.9. Uma série Y a, serd dita condicionalmente convergente quando

for convergente, mas nao absolutamente convergente.
Teorema 1.15. Toda série absolutamente convergente é convergente.

Demonstra¢ao. Suponhamos que Y |a,| seja convergente. Para cada n € N, definamos
numeros p, € ¢,, colocando p, =a, sea, >0ep,=0sea, <0;q,=—a,sea, <0e
¢n = 0 se a,, > 0. Os nimeros p, e g, sao denominados, respectivamente, parte positiva
e parte negativa de a,. Entao p, >0, ¢, > 0e p,+q, = |a,|. Dai, p, < |a,| e ¢, < |ay|

e Pn — ¢n = ap. Pelo Teste de Comparacio, as séries Y p, e Y g, S30 convergentes.
Logo, é também convergente a série > a, = > .(Pn — @) = D DPn — Y Gn- O

O teorema abaixo fornece condigoes necessérias para que uma série alternada con-
virja.
Teorema 1.16 (Teste de Leibniz). Se (a,) for uma sequéncia de termos positivos,

nao-crescente (an+1 < a, para todo n € N), com lima, = 0, entdo a série alternada

S (—=1)""a,, serd convergente.

Demonstragdo. Seja s, = a; — az + -+ -+ (—=1)""a,. Entao, so, = Son_2 + Aon_1 — Gop
e Sopi1 = Son_1 — G, + Q2,41. Portanto, as somas parciais de ordem par formam uma
sequéncia nao-decrescente (pois ag, 1 — ag, > 0) e as de ordem impar uma sequéncia
nao-crescente (pois —as, + aony1 < 0). Além disso, como Sg, = Sa,11 — A2p41, t€MOS

Son+1 — Sop = Qopt+q > 0. Isto mostra que
So <84 < v <89y < Sgpp1 S oo < S3 < st

Sendo, pois, as sequéncias (Sg,) € (S2,41) limitadas e monodtonas, existem lim sy, e
lim So,,41. Mas, lim So,, 11 — lim $o,, = lim $9,,11 — S92, = lim ag,q = 0. Dai, lim sg,11 =

lim sy, e, portanto, a sequéncia (s,) é convergente. Isto conclui a prova.

m
1
Exemplo 1.14. Pelo Teste de Leibniz, a série > (—1)""1= é convergente. De fato,
n
1 1
(—) ¢ uma sequéncia de termos positivos, decrescente e lim — = 0.
n n

(@)

1
A reciproca do Teorema 1.15 nao é verdadeira. Com efeito, a série » (—1)"t1—
n

D>

. . . 1 1
convergente, conforme vimos acima e, no entanto, a série E ‘(—1)”“— = E —
n n

divergente, como também ja foi visto.

O proximo resultado é consequéncia do Teste de Comparacao.
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Corolario 1.1. Seja > b, uma série convergente, com b, > 0 para todo n € N. Se
existirem k > 0 e ng € N tais que |a,| < kb, para todo n > ng, entao a série y_ a, serd

absolutamente convergente.
Pelo Teorema 1.10 e pelo Teste de Comparacao, podemos dizer que:

Corolario 1.2. Se |a,| < kc*, para todo n > ng, onde 0 < ¢ < 1 e k > 0, entao a

série > a, serd absolutamente convergente.

Os dois testes abaixo sao muito aplicados para testar a convergéncia absoluta de
uma série. O principal inconveniente deles decorre do fato de que, se um dos dois falhar
(num sentido a ser explicado no enunciado de cada um), o outro também, consequen-

temente, falha.

Teorema 1.17 (Teste da Razao). Seja > a, uma série numérica.

. An+1 ~ ‘o .
1. Selim| 22| =L < 1, entao a série Y a, serd absolutamente convergente;
an
. An41 ~ . ..
2. Selim || =L > 1 (ou L = +00), entdo a série 3. a, serd divergente.
n

Demonstracao. 1. A ideia da demonstracdo é comparar a série dada com uma série
geométrica convergente. Como L < 1, podemos escolher um ntmero real r tal que
L <r < 1. Como

. Qp+1
lim =L
Qnp
. Ap+1 , . 4 . ,
e L < r, o quociente eventualmente serd menor que r, isto é, existe um nimero
an
inteiro NV tal que
Ap+1
<7,
anp

sempre que n > N, ou equivalentemente |a,1| < |a,|r sempre que n > N.
Fazendo n sucessivamente igual a NN +1, N+ 2, ... N+ k,... na dltima desi-
gualdade, obtemos

lant1] < lan|r
|anyo| < lanialr < lax|r?
lans| < lanpa|r? < ay|r®
e, em geral,
lanix| < fanlr®,

para todo k > 1. Agora, a série Y |a,|r* é convergente por ser uma série geométrica

com 0 <7 < 1. Assim, o Teste de Comparacao afirma que a série

e}

oo
S ol = D Jaxasl = laweal + fawal + ..

n=N-+1 k=1
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também ¢ convergente. Pela Observacao 1.2, a série ) |a,| é convergente e, por con-

seguinte, a série »  a, é absolutamente convergente.

. Ap+1 . Ap+1 - .
(2) Se lim |——| = L > 1 ou lim |——| = 400, entdo o quociente eventual-
mente serd maior do que 1; isto é, existird um numero inteiro N tal que
(p41
> 1,
Qn

sempre que n > N. Isto significa que |a, 1| > |a,| quando n > N. Assim, lima, # 0

e, portanto, > a, ¢ divergente, pelo Teste de Divergéncia. O

~ . a ~ - . . .

Observacao 1.3. Se lim Uam e 1, entao o teste serd inconclusivo, ou seja, falhara.
Qn

Por exemplo, para a série convergente E — temos:
n

1
n ) 1)2 ) 2
lim Int1 zhmmzhmn—zl
a, 1 n2+2n+1
n2

1
Enquanto para a série divergente Z — temos:
n

—_

1 n
=ri=

Ap+1
Qp,

) n
lim

= lim

S e

Ap41
Qn,
Sendo assim, devemos usar outro teste.

3
n
Exemplo 1.15. A série Z(—l)”—n é absolutamente convergente. De fato, a conver-

Vemos portanto que, se lim =1, a série Y a, podera convergir ou divergir.

géncia absoluta da série em questao segue do Teste da Razao, pois:
(_1)n+1(n+ 1)3

3
1| gn+1 o (n41)P3r 1 " 1
hm . = hm (—1)nn3 = hm WE = hm g 1 -+ E = g < 1.
3n

E conveniente aplicar o teste a seguir quando ocorrem poténcias de n.
Teorema 1.18 (Teste da Raiz). Seja > a, uma série numérica.

1. Selim {/|a,| = L < 1, a série Y _ a, serd absolutamente convergente;
2. Se lim {/|a,| =L > 1 (ou L =00), a série Y_ a, serd divergente.

A demonstracao do Teste da Raiz é parecida com a demonstracao do Teste da
Razao. Por esta razdo, ndo a exibiremos aqui. Contudo, indicamos a referéncia [6]
(Capitulo IV) para a verificacdo da mesma.

Novamente, se lim {/|a,| = 1, o teste sera inconclusivo, pois a série > a, podera

convergir ou divergir.



36 Sequéncias e séries numéricas

2
Exemplo 1.16. A série Z (3ni;
n

convergéncia absoluta da série em questao segue do Teste da Razao, pois:

n
) é absolutamente convergente. Com efeito, a

2+ —
2 3 2
lim {/]a,| = lim (3212> :lim3 g =3 < 1.
+_
n



2 Introducao as séries de funcoes

Neste capitulo, apresentaremos um pequeno estudo acerca das sequéncias e das
séries de funcoes; neste caso, diferentemente das sequéncias e séries numéricas onde
cada termo é um ntimero real, os termos sao dados por fungoes que possuem o mesmo
dominio de defini¢ao.

Também estudaremos aqui a representacao de funcoes nao polinomiais, como a
exponencial e as trigonométricas, como séries de funcoes cujos elementos sao fungoes
polinomiais e, portanto, facilmente manipulaveis; trata-se da Série de Taylor, assunto

da tltima segao.

2.1 Sequéncias de funcoes

Considere X um subconjunto qualquer de R e C(X,R) o conjunto das fungoes

definidas em X a valores em R.

Definicao 2.1. Uma sequéncia de fungdes é uma correspondéncia f : N — C(X,R)
que associa a cada numero natural n uma funcao f, : X — R. Denotaremos esta

sequéncia de fungoes por (fy).

Observe na definicao acima que, ao lidarmos com uma sequéncia (f,), estaremos

lidando com infinitas fungoes cujo dominio de definicao sempre coincide.

Exemplo 2.1. Considere a sequéncia de funcoes

2’ +nr+3
— p .

o)
Fazendo n variar no conjunto dos niimeros naturais, determinamos a sequéncia

x> 42x+3 2?4+ 10z + 3
T,...,flo(x)zl—[)’...,

fl(JI) = 372 +z+ 3, fQ(LU) =
onde cada elemento f, estd definido em todo R.
Exemplo 2.2. A sequéncia de funcoes

fn(x) = cos(nx)

37
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também estd definida para todo x € R. Fazendo n variar no conjunto dos nimeros

naturais, obtemos

fi(x) = cos(x), fa(x) = cos(2x), ..., fao(x) = cos(20x), ..., fso(x) = cos(50x), ...

Fixando xy € R arbitrario, podemos considerar a sequéncia numérica (f,(zo)) cha-
mada de sequéncia pontual de (f,) em x = xy5. O exemplo a seguir ilustra este

conceito.

Exemplo 2.3. Considere a sequéncia de funcoes

fa(z) = i

— (2.1)

definida em X = [1, 2] e observe na tabela abaixo algumas de suas sequéncias pontuais,

que parecem sempre convergir para f = 0:

T 1 1 1 1

T 2z 3x e 25x

1 1 0,5 0,33333. .. 0,04
1,2 1 0,83333... | 0,41666... | 0,27777... 0,03333. ..
1,3 ] 0,76923... | 0,38461... | 0,25641... 0,03076. ..
1,5 | 0,66666... | 0,33333... | 0,22222. .. 0,02666. . .

2 0,5 0,25 0,16666. . . 0,02

Tabela 2.1: Algumas sequéncias pontuais de f,(x)
nx

Diremos que uma sequéncia de funcoes f, : X — R converge simplesmente

para uma funcao f : X — R quando, para cada x € X, a sequéncia de nimeros

(fi(x), falx), ..., fulz),. ..

também é denominada convergéncia pontual.

) convergir para o nimero f(z). A convergéncia simples

Diremos que uma sequéncia de funcgoes f, : X — R converge uniformemente
para uma funcao f : X — R quando, para todo ¢ > 0, existir ng € N tal que
n > ng = |fu(x) — f(z)| <€, para qualquer z € X.

n
x Y

R,
0,

Exemplo 2.4. Seja a sequéncia de fungbes f, : [0,1] — R, definidas por f,(x)
para x € [0,1] e n € N. Entdo, f, converge simplesmente para a funcao f : [0, 1] —
dada por f(z) =0se 0 <z <1le f(1) = 1. De fato, para cada = € [0,1), limz" =

enquanto lim1 = 1.

Exemplo 2.5. A sequéncia de funcoes f, : [1,2] — R, dadas por (2.1), para x € [0, 2]

e n € N, converge uniformemente para a funcao f = 0. De fato, como 1 < z < 2, entao

1 1 1
— < — < 1. Podemos dizer que |—
2 x x

converge para (. Portanto, dado € > 0, existe ng € N tal que

. : 1
< 1. Sabemos que a sequéncia numérica (—
n

n>nyg=

2
——0| <e
n
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Logo,
1

n

n>ng =

< €l =€, para todo z € [1,2].
x

o
— 0|l =
nx

Diremos que uma sequéncia de fungoes f,, : X — R é uma sequéncia de Cauchy
quando, para todo ¢ > 0, dado arbitrariamente, for possivel obter ny € N tal que
m,n > ng = | fm(x) — fu(z)| < €, para qualquer z € X.

Temos o seguinte Critério de Cauchy para sequéncias de funcoes.

Teorema 2.1. Uma sequéncia de funcoes f, : X — R serd uniformemente convergente

se, e somente se, for uma sequéncia de Cauchy.

Em virtude do Critério de Cauchy para séries numéricas ja ter sido provado, opta-
mos por omitir a demonstragao do teorema anterior. No entanto, indicamos a referéncia

[6], para a verificacdo da mesma.

2.2 Séries de funcoes

Dada uma sequéncia (f,,) de fungdes, vamos considerar agora a soma de seus infi-

nitos termos, isto é, vamos considerar a soma

A N S
que, por analogia ao estudo feito no capitulo anterior, ¢ denominada série de funcoes.

Definigao 2.2. Considere (f,) uma sequéncia de funcées definida num subconjunto X
de R. A soma dos infinitos termos de (f,) daremos o nome de série de funcoes.

Simbolicamente:

an:f1+f2+f3+"'+fn+"' (22)
n=1

Para cada x € X, a série (2.2) se torna uma série numeérica, de modo que todos os

resultados do capitulo anterior podem ser aplicados.

Exemplo 2.6. Considere a série de funcgoes

i1—1+1+1+ TR (2.3)
— nx r 2z 3z nx '
definida para todo real nao nulo.

Fixando z = 1, a série (2.3) se reescreve como

o0

21—1+1+1+ Ly
n o 2 3 n

n=1

ou seja, a série (2.3) se torna a série harmonica, que diverge.
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Observamos que uma série de fungoes pode convergir para alguns valores e divergir
para outros, ainda que no mesmo dominio de defini¢cao. O exemplo a seguir ilustra esta

afirmacao.

Exemplo 2.7. Considere a série
Zx":x+x2+x3+---+x”+--- (2.4)
n=1

definida para todo x real.

Fixando z; = 76%2= 10, da série de funcoes (2.4) podemos escrever

iw?ZiG)HZ}LG)Z<i>3+---+<i)n+--~ (2.5)

n=1
e 0 00
ngzzmnz1o+100+1ooo+---+10”+~-- (2.6)
n=1 n=1

Sabemos que a série (2.5) é convergente por ser uma série geométrica com 0 < r =

) < 1, enquanto a série (2.6) é divergente por ser uma série geométrica com r = 10 > 1.

o0
Diremos que uma série de funcoes E fn converge simplesmente ( ou uniforme-
n=1

mente) no conjunto X se a sequéncia de suas somas parciais s, = fi + fo+ -+ fa

convergir simplesmente (ou uniformemente) em X.
o0

Diremos que uma série de funcoes E fn converge absolutamente no conjunto X

n=1
00

se a série E | fn| for absolutamente convergente.
n=1
Diante da possibilidade de uma série de fungoes convergir ou divergir conforme o

ponto que consideramos do seu dominio de defini¢ao, torna-se importante saber quando
o

existe a convergéncia uniforme de uma série g fn para uma funcao f. Vejamos o

n=1
proximo resultado.

o
Teorema 2.2 (Teste de Weierstrass). Considere Z fn uma série de funcgoes tal que,
n=1
para cadan € N e para cada x € X pertencente ao dominio de f,, existe uma constante
o o0
M, > 0 tal que |f(x)| < M,. Entdo, se a série Z M, for convergente, a série Z fn

n=1 n=1
convergird uniformemente X.

oo
Demonstracao. Por hipotese, a série Z M, é convergente. Entao, pelo Teste de Com-

n=1

o
paracdo, para cada z € X, a série Z | fu(2z)| também é convergente.

n=1
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Portanto, a série Z fn(z) converge absolutamente, para cada x € X. Seja € > 0.
n=1
Como Z M,, é convergente, segue do Teorema 1.14 que existe nyg € N tal que
n=1
Vm>n>ng= Z M; <.
j=n+1
Assim, para todo x € X e para quaisquer m > n > ng, temos
[fas1(@) + fri2(2) -+ fin(@)] < [frga (@) + | fara(@)] + -+ [fin(2)]
< M1+ Mo+ + My = > M <e
j=n+1
Segue do Critério de Cauchy para séries de fungdes que a série Z fn converge unifor-
n=1
memente em X, como queriamos demonstrar.
]
Exemplo 2.8. Considere a série de fungoes
o l’n
i 2.7
- (2.7)
n=1
definida no intervalo X = [—1, 1]. Observe que, para todo = € X,
x" 1
) == < —=.
@) = |5 < 5

oo
Como a série E on é convergente (pois é uma série geométrica de razao 1/2), segue

n=1
do Teste de Weierstrass que a série de fungoes (2.7) converge uniformemente para uma

funcao f definida em X.

Neste caso, podemos até obter esta fungao explicitamente, pois

= 2" NN 1 2
>u-2() T 29

2

Exemplo 2.9. A série de funcoes

3 % (2.9)

n=1
converge em qualquer intervalo da forma [—a, a]. De fato, observe que

n n

X

oy Vo € [—a,al.

< —
— "
n:

: a" : .
Como a série g — converge?, segue do Teste de Weierstrass que a série (2.9) converge
n!

em [—a,al.

2Para verificar essa convergéncia, basta aplicar o Teste da Razdo.
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2.3 Séries de poténcias e séries de Taylor

Discutiremos nesta se¢ao a representacao de algumas funcgdes elementares como
séries de poténcias. As séries de poténcias sao as séries de fungoes mais importantes
da Anaélise.

A série de poténcias centrada em a é a série

[e.e]

ch(x—a)”:co+cl(x—a)+cz(a:—a)2+---+cn(a:—a)"+---

n=0
onde x representa a variavel, ¢, é uma constante real denominada coeficiente, para
cada n € N, e a ¢ um numero real fixado.

Assim como na secao precedente, observe que, ao fixarmos x, uma série de poténcias

passa a ser uma série numérica e os testes de convergéncia vistos no Capitulo 1, podem
ser aplicados; portanto, pode existir convergéncia para alguns valores e divergéncia

para outros.

oo

Exemplo 2.10. Fazendo ¢, = 1 para todo indice n € N e a = 0 em ch(x —a)"
n=0

obtemos a soma infinita 1 +x + 22 +---+ 2"+ ..., que é uma série geométrica, a qual

converge no intervalo (—1,1) e diverge nos intervalos (—oo, —1] e [1, +00).

Os testes de convergéncia sao usados para determinar o intervalo real no qual uma
série de poténcias converge. Vejamos o préximo exemplo.

[e.9]

Exemplo 2.11. A série Z nlz" converge apenas para x = 0. De fato, como a,, = nlz",
n=0
pelo Teste da Razao (Teorema 1.16), temos

(n+ )l (x+1)"
nlzm

Qp+1
G,

lim = lim

= lim(n + 1)|z| = oc.

Deste modo, a série diverge quando x # 0. Logo, a série converge somente se x = 0.

Dada uma série de poténcias centrada em a, somente trés situacoes sao possiveis

no que diz respeito a convergéncia de sua soma:

1. A série converge apenas quando x = a ou,
2. A serie converge para todo x € R ou,

3. Existe R > 0 (denominado raio de convergéncia) tal que a série converge se

|z — a] < R e diverge se |x —a| > R.

. = n(r+2)"
Exemplo 2.12. Considere a série Z —( il )
n=0

n(z+2)"

T temos

. Como a,, =
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Qp41
G,

lim = lim

(n+1)(z +2)~tt  3ntt i 1+ [z +2] _ |v+2|
= 111Im .
3nt2 n(x 4+ 2)" 3 3

|z + 2|

Pelo Teste da Razao, a série dada converge se < 1, ou equivalementemente,

se |z +2| < 3; deste modo, o raio de convergéncia desta série ¢ R = 3. Para determinar
o intervalo de convergéncia, note que |x + 2| < 3 equivale ao intervalo —5 < = < 1,

onde os extremos devem ser testados Separadamente
’I’L

1 oo
Quando x = —5, temos a série Z =3 Z " que é divergente, uma
n=0

3n+1

vez que o seu termo geral nao tende a Z€r0.
n3"
3n+1

Quando = = 1, temos a série E = — E n também divergente, uma vez que

n:O
o seu termo geral também nao tende a zero.

Deste modo, a série dada converge apenas no intervalo aberto (=5, 1).

Neste momento, vamos admitir que o leitor, professor de Matematica do Ensino
Médio tenha dominio sobre a teoria de Calculo Diferencial, ao explorarmos conceitos e
técnicas de forma natural.

Dentro do seu intervalo de convergéncia, uma série de poténcias define uma funcao
real f que pode ser derivada (e também integrada) termo a termo, de modo que a nova
série convirja para a derivada (ou integral) de f, permanecendo o raio de convergéncia
mas, eventualmente, alterando-se o intervalo em que a convergéncia acontece.

Assim, supondo que a série de poténcias Y ¢, (z—a)™ tenha um raio de convergéncia

R > 0 entao a fungao
f(x)=co+c(r—a)+ce—a)+---
¢ diferenciavel (e portanto continua) em (a — R,a + R) e
fl(x)=c1+2c(x—a)+ - +ncy(z—a)" '+

O Teorema a seguir mostra que, supondo ser possivel representar uma funcao f :

R — R como uma série de poténcias centrada em a, os coeficientes ¢, sao dados pelo
/" (a)

n!

quociente

Teorema 2.3. Se f for uma funcao real que possui expansdo em série de poténcias em

torno de a € R em seu intervalo de convergéncia de raio R, ou seja, se [ for tal que

o
E cn(x —a)®

n=0
com |x — a| < R, entdo os coeficientes ¢, serao determinados de maneira inica por

')

" n!
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Demonstracao. Como f tem raio de convergéncia R e admite uma representacao em

série de poténcias em torno de a € R, para |z — a| < R podemos escrever que
f(x)=co+azt+ec(zr—a)y’+- - +ecplz—a)"+---

Note agora que, se x = a, todos os termos se anulam com excecao do primeiro, constante

e igual a ¢y, de modo que
f(a) =cp.

Derivando termo a termo a expansao de f (sempre em |z — a| < R), obtemos
fl(@)=ci+2c(x—a)+ - +ncy(z —a)" P+
e novamente fazendo x = a é facil notar que
fi(a) = ci.
Analogamente, derivando a expressao f'(z), vemos que
f"(x)=2co+---+nln—1Dep(z —a) 2+,

e se x = a entao

f"(a) = 2c¢,.
Seguindo de maneira iterativa e isolando o n-ésimo coeficiente ¢,, obtemos
f"(a) = nle,
e o resultado segue. O]

A determinagao dos coeficientes c¢,, sugere a seguinte defini¢ao:

Definicao 2.3. Sendo f uma funcao real que admite uma expansao em série de po-

téncias em torno de a € R, entdo

) =S L gy

n.

¢ a Série de Taylor da funcao f em torno de a.

Observacao 2.1. A série de Taylor de uma funcao f pode ser convergente ou diver-
gente. Para as fungoes elementares que abordamos neste trabalho (trigonométricas e
exponenciais), a convergéncia da série de Taylor para a fun¢do f esta assegurada, pois

todas elas sao funcoes analiticas.

Observacgao 2.2. A Série de Taylor f(z) = Z f"(a) (x — a)" quando a = 0 é também

denominada Série de Maclaurin.
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Na sequéncia vamos obter a representacao de funcoes elementares, que serao ob-
jetos de estudo no proximo capitulo deste trabalho, quando apresentaremos algumas
propostas de trabalho com o tema para alunos do Ensino Médio.

Exemplo 2.13. A série de Maclaurin da funcdo trigonométrica real f : R — R
f(z) = senz é dada por

EJ‘W%%IN

n=0

para todo x € R. Para obter a expressao acima, basta notar que
f(x) =senz = f(0) =0
f'(x) =cosz = f'(0) =1
() =—senz = f"(0) =0
f"(x) = —cosx = f"(0) = -1

e, a partir dai, os valores f7/(0) voltam a se repetir. Assim, a Série de Maclaurin da
funcao seno é dada por

fo 2 FO P00

1 2l TR
xS $5 I7 o0 ($)2n+1
O T A H e
SR TR T ;< S a1

Exemplo 2.14. A série de Maclaurin da funcao trigonométrica cosseno também pode
ser encontrada pelo método acima, ou entao por derivacao da série de Maclaurin da

fungao seno, uma vez que (senz) = cosz:

( )l - ( 1)n (x)2n+1 / = ( 1)n ('T)2n

cosx = (senzx) = E )L} = E 1)l
—~ (2n + 1)! — (2n)!

Exemplo 2.15. A série de Maclaurin da funcao exponencial e é dada por

> e

n=0

para todo x real.

Calculando as derivadas sucessivas temos:

flz) =e" = f(0) =1
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de modo que

HOBWHONED

1)+ = 5] T
2 23 > pn
:1+I+§+§+---:ZE.



3 Sequéncias e séries para o Ensino
Meédio

Neste capitulo apresentaremos a teoria de sequéncias e séries que geralmente apa-
recem nos curriculos de matematica na Educacdo Béasica. As sequéncias costumam
ser exploradas no contexto das progressoes aritméticas e geométricas e as séries apare-
cem quando se estudam as dizimas periddicas e a soma dos "infinitos" termos de uma
progressao geomeétrica.

Toda esta discussao no Ensino Médio aparece de maneira pouco precisa e intuitiva,
pois, nesta etapa de escolarizacao, os alunos ainda nao dispoem da teoria de limites
para um estudo aprofundado do tema.

Além disso, na tltima secao, vamos apresentar algumas propostas de trabalho com
somas infinitas e as séries de Maclaurin das fungoes seno, cosseno e exponencial que
se adequam ao trabalho do professor no Ensino Médio. Nao se tratam de propostas
onde o processo de aprendizagem acontece nos moldes tradicionais com o professor
explicando e exemplificando os resultados para em seguida desenvolver exercicios com
a classe. Pelo contrario: procuramos propostas de trabalho onde a descoberta por
parte dos alunos, o trabalho em grupo e o desenvolvimento de posturas ativas na
busca pelo aprendizado sao privilegiados e destacados dentro do processo de ensino e

aprendizagem.

3.1 Progressoes aritméticas

Definicao 3.1. Uma sequéncia de nimeros reais (a,) € denominada progressao arit-
mética (ou simplesmente PA) quando cada termo, a partir do sequndo, é obtido pela
soma do anterior com uma constante v € R. Simbolicamente, uma PA € caracterizada
pela relacao

pi1 = ap+1, n>1 (3.1)

A nomenclatura "progressao aritmética para sequéncias que satisfazem (3.1) se
justifica pois, em todas estas sequéncias, cada termo, a partir do segundo, é a média

aritmética entre seu antecessor € seu sucessor.
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Proposicao 3.1. Cada termo, a partir do sequndo, de uma sequéncia caracterizada

pela lei de recorréncia (3.1) € a média aritmética entre seu antecessor e seu sucessor.

Demonstracao. Seja (a,) uma sequéncia que satisfaz (3.1). Fixe um termo aj, com

k > 2, considerando também o termo antecessor a a, e 0 termo sucessor a ay:

Ap—1, Ak, Aoy 1- (3.2)

Notando que

Qp—1 = Q) — T

Qp+1 = Qg T+ T,

a sequéncia (3.2) se reescreve como

ar — 1,0, Qg + 1

e, portanto, ap, = (ak _ T) —5 <ak + T) _ Ar—1 ‘; Ak+1 . -

Uma PA é classificada em crescente, decrescente ou constante conforme a cons-

tante r € R seja positiva, negativa ou nula, respectivamente.

Exemplo 3.1. As sequéncias

10, 15,20, 25,30, 35, . ..

16,14,12,10,8, ...
e
2,2,2,2,2, ...
sao exemplos de PA’s com razao r =5, r = —2 e r = 0, respectivamente; nesta ordem

ainda, sao classificadas em crescente, decrescente e constante.

Todo termo de uma PA pode ser determinado em funcao do primeiro deles; de
maneira precisa: cada termo x, de uma PA fica completamente determinado pelo

termo a; e pela razao r. Usando a relagao (3.1), temos:
as = a1 +7r

as=ay+r=a1+r+r=a+2r

ag=as+r=a,+2r+r=a;+3r

e, indutivamente,
a, =a;+ (n—1)r. (3.3)

A expressao (3.3) é denominada termo geral da PA.
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Exemplo 3.2. Considerando a PA
15,23,31,39,...,

vamos determinar seu milésimo termo, ou seja, vamos determinar a ggp.
Para isso, observe que a PA dada tem a; = 15 e r = 8 e, portanto, de (3.3)

eSCrevemos
anp =154 (n—1) % 8. (3.4)

Fazendo agora n = 1.000 em (3.4), encontramos aj goo:
a1.000 = 15 + (1000 - 1) * 8

a1.000 = 15 + 999 % 8
a1.000 = 15 + 7.992

e, portanto,
a1.000 = 8.007.

Sendo uma PA uma sequéncia infinita que cresce (ou decresce) indefinidamente,
nao faz sentido falar em soma de todos os termos de uma PA; usando a linguagem
do Capitulo 1, dizemos que toda PA de razao nao nula é uma sequéncia divergente
e, portanto, a soma de seus termos é também divergente. Contudo, é possivel e faz
sentido falar na soma dos n primeiros termos de uma PA qualquer. A proposi¢ao abaixo

permite que obtenhamos facilmente o valor desta soma.

Proposicao 3.2. Seja (a,) uma progressao aritmética qualquer. A soma dos n pri-

meiros termos da sequéncia (ay), denotada por S,, € dada por

5 — (a1 + ax)n
2
Demonstracao. Considere a soma
a +as+as+ ...+ apo+ apn_1+a, (3.5)

dos n primeiros termos da sequéncia (a,) que, por hip6tese, é uma progressao aritmé-
tica.
Note agora que, por (3.3), a soma dos extremos é sempre constante, pois:

a;+a, =a1+a+ (n—1)r=2a+ (n—1)r,

ags+an_1=a;+r+a+(n—2)r=2a+ (n—1)r,

ag + appr1=a1+(k—1)r+a+ (n—k)r=2a +(n—1)r (3.6)
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Reordenando os termos de (3.5) e usando (3.6), temos

a;+as+az+ -+ ano+ a1 +a, = (a1 +ay)+ (ag+an_1)+ -+ (@ + ap_gs1)
= (a1 +an)+ (a1 +ay) + -+ (a1 +a,). (3.7)

n
e notando que na ultima igualdade aparecem 5 parcelas iguais a (a; + a,), o resultado
segue. O

3.1.1 Proposta de atividade didatica

Apresentamos agora uma proposta didatica utilizando progressoes aritméticas em
um problema de matemaética financeira; especificadamente serao abordados juros sim-
ples.

Piblico Alvo: Alunos do Ensino Médio.

Recursos Pedagoégicos: Lousa.

Objetivo Geral: Discutir com os alunos o conceito de juros simples, empregando
os conhecimentos prévios sobre progressoes aritméticas.

Objetivos Especificos:

1. Ensinar a linguagem béasica de matematica financeira aos alunos do Ensino
Médio;

2. Desenvolver a teoria de juros simples através da aplicacao do conceito de pro-
gressao aritmeética;

3. Aplicar o conceito de juros simples na resolugao de problemas.

Contetudo: Progressoes aritméticas, matematica financeira (juros simples).

Desenvolvimento: Esta proposta sera realizada em duas aulas. Na primeira
das aulas, apos introduzir a linguagem comum de matemética financeira e definir os
conceitos de juros, tempo, taxa, montante e outros pertinentes, o professor podera

motivar os alunos com o seguinte problema:

Uma pessoa faz um empréstimo de R$2.000,00 a ser pago sequndo uma capitalizacao
de juros simples em 24 parcelas iquais e a uma taza de 1,8% ao més. Qual o valor de

cada uma das parcelas?

Em grupos, os alunos trabalharao na resolucao do problema. O professor supervi-
sionard os grupos verificando as estratégias que os grupos estao considerando. Apos
esta etapa, o professor mediard um debate onde cada grupo socializaré as solucoes e
estratégias. Fechando a discussao, o professor abordara o problema com o uso das
progressoes, fazendo depois algumas consideracoes tedricas acerca do tema, como as
feitas abaixo:

Sendo C o capital emprestado, decorrido o primeiro més, o saldo devedor seré igual
aC+iC=C(1+1).
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No segundo més, como o sistema ¢é de juros simples, o saldo devedor seré igual a
C+iC+:C=C+2iC.

De modo indutivo, percebe-se que a sequéncia formada pelo saldo devedor més a
més forma uma progressao aritmética de primeiro termo a; = C' e razao r = iC, onde
i ¢ a taxa de juros e C' ¢ o capital inicial.

Assim, para determinar o saldo devedor no tempo t é necessario que se determine
o t—ésimo elemento desta sequéncia.

No problema apresentado, como C' = 2.000, ¢ = 0,018 e o tempo de pagamento é

de 24 meses, é necessario que se determine o elemento ass na PA. Sabemos que
a, = 2.000 + (n — 1) %« 2.000 * 0,018 = 2.000 4+ (n — 1) * 36

e, assim,
ass = 2.000 4 23 x 36 = 2.000 4 828 = 2.828.

Como as parcelas devem ser todas iguais, a prestacao mensal é aproximadamente igual
a R$117,83.

Na segunda das aulas desta proposta, o professor apresentard uma lista de proble-
mas que deve ser resolvida pelos alunos em grupos com o uso de progressoes aritméticas.
Ao final da aula, o professor deduzira as féormulas que geralmente sao encontradas nos
livros didaticos que tratam do tema.

Avaliagao: A avaliacdo é um processo continuo e terd inicio na primeira aula,
com a verificacao da participagao, interesse e envolvimento com todas as etapas aqui
propostas. Os registros produzidos pelos alunos em grupo serao importantes elementos

para o acompanhamento de todo o processo.

3.2 Progressoes geométricas

Definicao 3.2. Uma sequéncia de nimeros a, ¢ chamada de progressao geométrica
(ou simplesmente PG) quando cada termo, a partir do sequndo, é obtido pelo produto
do anterior com uma constante ¢ € R. Simbolicamente, uma PG € caracterizada pela
relacao

Upi1 = Gpq, N> 1. (3.8)

A nomenclatura "progressao geométrica" para sequéncias que satisfazem (3.8) se
justifica pois, em todas estas sequéncias, cada termo, a partir do segundo, é a média

geomeétrica entre seu antecessor e seu SuCessor.

Proposicao 3.3. Cada termo, a partir do sequndo, de uma sequéncia caracterizada

pela lei de recorréncia (3.8) € a média geométrica entre seu anlecessor e seu sucessor.
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Demonstracao. Seja (a,) uma sequéncia que satisfaz (3.8) e fixe um termo ay, com

k > 2, considerando também o termo antecessor a aj e 0 termo sucessor a ay:

Ap—1, Ak, Ak+1- (3.9)
Notando que
ap_1 = apq " (3.10)
e
A1 = A, (3.11)

a sequéncia (3.9) se reescreve como
arq ", ag, arg.

De (3.10) e (3.11), obtemos ay = \/arqg'arg = \/ar_1ax 1 O

Uma PG é classificada em crescente, decrescente, alternada ou constante:
Definicao 3.3. Uma PG (a,) serd dita:

1. Crescente, se a; >0, q>0eq#1;

2. Decrescente, se a; <0, q>0eq#1;

3. Alternada, se ¢ < 0;

4. Constante, se q = 1.

Exemplo 3.3. As sequéncias

5, 10, 20, 40, 80, . ..
—2,—6,—18, =54, ...
2,—10,50, —250, ...
e
5,5,5,5,5,...
sao exemplos de PG’s com razao ¢ = 2, ¢ = 3, ¢ = —5 e ¢ = 1 respectivamente; nesta

ordem ainda, sao classificadas em crescente, decrescente, alternada e constante.

Todo termo de uma PG pode ser determinado em funcao do primeiro deles; de
maneira precisa: cada termo a, de uma PG fica completamente determinado pelo

termo a; e pela razdo ¢. De fato, usando (3.8), temos:

a2 = a19,

a3 = azq = a149q = a1q2
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a4 = azq = a1q2q = a1q3

e, indutivamente,
an = a1q" " (3.12)

A expressao (3.12) é denominada termo geral da PG.

Exemplo 3.4. Considerando a PG
2,6,18,54...,

vamos determinar seu vigésimo termo, ou seja, vamos determinar asgg.
Para isso, observe que a PG dada tem a; = 2 e r = 3. Portanto, de (3.12),

escrevemos
an =2% 3", (3.13)

Fazendo agora n = 20 em (3.13), encontramos as:
Ao = 2 % 32071

Aoy = 2 % 319
Qoo = 2% 1.162.261.467

e, portanto,
asg = 2.324.522.934.

Observe o crescimento rapido de uma PG. Em geral, uma PG cresce ou decresce

muito mais rapidamente que uma PA, pela presenca do fator exponencial em (3.8).

Um fato notavel sobre as progressoes geométricas e que decorre de (3.12) é o fato

de que o produto dos extremos é sempre constante, pois:

n—1 2 n—1
aa, = a1a14q = alq s

n—2 2 n—1
A2Gn—1 = 14414 = aq

aktn i1 = a1q" ta1q" " = ajg"! (3.14)

De modo anélogo ao que ja fizemos para as PA’s, é possivel deduzir uma expressao
para calcular a soma de um ntmero finito de termos de uma PG. A proxima proposicao
indica como fazer isso.

Proposicao 3.4. Seja (a,) uma progressao geométrica qualquer. A soma dos n pri-

meiros termos da sequéncia (a,), denotada por S,, € dada por

n—1

airq — a1
qg—1
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Demonstracao. Considere a soma
a1+ as+ag+---+an o+ a, 1+ a, (3.15)

dos n primeiros termos da sequéncia (a,) que, por hipdtese, € uma progressao geomeé-
trica.
Notando que os termos de (3.15) podem ser reescritos em funcao do termo ap, o

problema se reduz a efetuar a soma
Sy =a+aq+ag*+ - +ag" L (3.16)
Multiplicando (3.16) pela razao g, segue que
@Sn = a1q+ arq® + a1¢* + - - + arq” (3.17)

e, subtraindo (3.16) de (3.17), temos

an - Sn = alqn_l —a

de onde, finalmente,
n—1
airq — ai
S, =— " 3.18
— (319)

]

Decorre do Teorema 1.10 que a "soma infinita" de termos da PG cujo termo geral

n—1

é a, = a1q converge e, portanto faz sentido, se |¢| < 1. Neste caso, temos um limite

de uma série. Vale, pois, o resultado seguinte:

Proposicao 3.5. A soma Sy dos infinitos termos da PG de termo geral a, = a,q"*

onde |q| < 1 converge para
a1

o0

:1_q'

Exemplo 3.5. A soma dos infinitos termos da PG cujo termo geral é

1 n—1
n:2 =
‘ (2)

1
estd bem definida, pois ¢ = 3 e tem valor

de acordo com a proposi¢cao anterior.

Observacao 3.1. Apesar de nao ser explicitamente sistematizado no Ensino Médio
o conceito de série, a "soma infinita" dos termos de uma PG estd diretamente re-
lacionada com a questdo da convergéncia de uma série (a série geométrica). Mesmo
quando se desenvolve o estudo das dizimas periodicas e sua respectiva representacao
racional, o conceito de convergéncia de uma série novamente aparece e esti garantida

pelo Teorema 1.10 e pela Proposicao 3.5. O proximo exemplo ilustrara este fato.
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Exemplo 3.6. Considere a dizima periodica 0,4444 ... que pode alternativamente
escrita como A
0,4444 - = — + — —
10 * 100 Tt 10m +
e que pode ser interpretada como a soma dos infinitos termos da progressao geométrica
1
de primeiro termo a; = 10 e razao q = 10’ que é convergente. Assim, temos:
4
10 4
S =10 =
o0 1
1+ 9
10

Nas propostas didaticas apresentadas na sequéncia, um trabalho com a ideia intui-

tiva do limite de uma sequéncia é apresentada.

3.2.1 Propostas de atividades didaticas

Proposta 1: O paradoxo de Aquiles e a tartaruga

A primeira das propostas que apresentamos é um trabalho com o famoso paradoxo
de Zenao sobre a corrida fantasiosa entre Aquiles e uma tartaruga.

Para mostrar aos seus adversarios no que consistia a unidade ou repouso do ser, evi-
denciando que o movimento ou pluralidade é impossivel, Zenao inventou os paradoxos
(para = contra; doxa = opinido).

Segundo Zenao, numa disputa entre Aquiles e uma simples tartaruga, se fosse dada
uma pequena vantagem & tartaruga, Aquiles jamais a alcancaria. Isso porque se o es-
pago fosse divisivel ao infinito (observe os divisores de uma régua, por exemplo), Aquiles
sempre deveria passar por um ponto dividido entre o infinito e o ponto de partida, ou
seja, o espaco seria sempre dividido pela metade, impossibilitando o movimento. Isso
significa que, em tempo finito, jamais alguém poderia percorrer uma distancia infinita.

A solucao cléassica para esse paradoxo envolve a utilizacdo do conceito de limite e
convergéncia de séries numéricas e pode ser satisfatoriamente trabalhada com alunos
do Ensino Médio. O paradoxo surge ao supor intuitivamente que a soma de infinitos
intervalos de tempo é infinita, de tal forma que seria necessario passar um tempo
infinito para Aquiles alcancar a tartaruga. No entanto, os infinitos intervalos de tempo
descritos no paradoxo formam uma progressao geométrica e sua soma converge para
um valor finito, em que Aquiles encontra a tartaruga.

A proposta a ser desenvolvida com os alunos encontra-se detalhada no plano de
aula abaixo:

Piblico Alvo: Alunos do Ensino Médio.

Recursos Pedagobgicos: Laboratorio de informatica, Lousa.

Objetivo Geral: Desenvolver com os alunos a nocao intuitiva de limite de uma
sequéncia.

Objetivos Especificos:
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.

Figura 3.1: Aquiles e a tartaruga

1. Apresentar aos alunos os paradoxos de Zenao enfocando especialmente o pro-
blema da corrida entre Aquiles e a tartaruga.

2. Explicar a aparente incapacidade de Aquiles em alcancar a tartaruga usando
a nocao intuitiva de limite e a ideia de soma de infinitos termos de uma progressao
geométrica

Contetido: Soma de infinitos termos de uma progressao geométrica; Nogao intui-
tiva de limite.

Desenvolvimento A sequéncia proposta desenvolver-se-a durante trés aulas. Para
melhor exposicao do trabalho a ser feito, abaixo estao descritos detalhadamente os
topicos cobertos em cada uma das aulas e a dinamica das aulas.

Na primeira aula, os alunos pesquisarao no laboratorio de informatica sobre Zenao e
seus paradoxos. Em grupos, fardo a exposicao, ao final da aula, do resultado da pesquisa
feita e, num debate mediado pelo professor, os alunos entenderao a importancia do
pensamento de Zenao e seus famosos problemas (Corrida de Aquiles, Arco e Flecha,
Fileiras em Movimento, entre outros).

Na segunda aula, o professor trara para a classe uma variante do problema de Aqui-
les e da tartaruga pedindo aos alunos que, em grupo, elaborem estratégias matematicas
para explicar a aparente contradigao existente. Sugere-se a seguinte variante:

"Aquiles, famoso corredor grego era conhecido por ser invencivel. Os melhores cor-
redores gregos o desafiavam na corrida e foram incapazes de vencé-lo. Ao ser desafiado
por uma tartaruga, Aquiles riu e disse que daria uma vantagem grande a tartaruga e
que mesmo assim, ganharia fdcil a corrida. Suponha que Aquiles seja cem vezes mais
rapido que a tartaruga e que s comece a correr apds a tartaruga estar exatos 10.000
metros a sua frente.”

Em grupo, os alunos tentarao explicar a contradigao aparente. Por que a logica
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nos sugere que a tartaruga sempre estara a frente de Aquiles, quando na pratica isso
nao acontece? Apos a discussao nos grupos, os alunos apresentarao as justificativas
encontradas para a contradigao. Apo6s ouvir todos os grupos, o professor argumentaré
que a aparente contradicao se explica porque a distancia entre Aquiles e a tartaruga vai
sempre diminuindo e que, apesar de serem considerados infinitos intervalos de espacos
percorridos, a soma destes infinitos intervalos é finita!

Na terceira aula, o problema ser4 abordado de maneira mateméatica com os alunos.
Quando Aquiles vencer os 10.000 metros que o separa da tartaruga, esta tera avancado
mais 100 metros; quando Aquiles avancar os proximos 100 metros que o separa da
nova posicao da tartaruga, esta terd avancado mais 1 metro e assim sucessivamente.
Por mais que sejamos capazes de medir infinitamente a distancia entre Aquiles e a
tartaruga, a sensacao de que ela estd sempre na frente se desfaz quando se consideram
as somas dos espagos percorridos por Aquiles e pela tartaruga.

Seja (a,) a sequéncia dos espacgos percorridos por Aquiles. Entao,
a; = 0,a, = 10.000, a3 = 100,a4 =1, . ...

No caso da tartaruga, temos a seguinte sequéncia (t,,) de espagos percorridos:
t; = 10.000,t, = 100,t3 = 1,¢, = 0,01, . ..

Basta agora observar que as duas sequéncias sao idénticas, a menos do primeiro
termo; portanto devem convergir para o mesmo valor. Esse valor comum de conver-
géncia é dado pela posicao em que Aquiles efetivamente passa a tartaruga.

Avaliagao: A avaliacdo é um processo continuo e terd inicio na primeira aula,
com a verificacao da participagao, interesse e envolvimento com todas as etapas aqui

propostas.

Proposta 2: A Lenda da Criagao do Jogo de Xadrez

Publico Alvo: Alunos do Ensino Médio.

Recursos Pedagogicos: Lousa.

Objetivo Geral: Apresentar aos alunos o crescimento exponencial de uma pro-
gressao geométrica.

Objetivos Especificos:

1. Discutir com os alunos a lenda acerca da criacao do jogo de xadrez;

2. Apresentar o crescimento exponencial das progressoes geométricas;

3. Incentivar o interesse dos alunos por jogos de raciocinio como o xadrez.

Contetado: Soma (finita) dos termos de uma PG.

Desenvolvimento: Esta é uma atividade para ser aplicada em uma tnica aula.
Os alunos deverao ser agrupados para esta atividade. O professor iniciara a aula

apresentando para os alunos a lenda acerca da criacao do jogo de xadrez:

"Conta-se que o criador do jogo de xadrez, ao ser chamado por seu rei desejoso de

recompensd-lo, fez o sequinte pedido: 1 grao de trigo pela primeira casa do tabuleiro,
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2 graos de trigo pela sequnda e assim sucessivamente, sempre dobrando, até a ultima

das 64 casas.”

E apos a leitura, questoes serao lancadas para a classe. Como sugestao, apresenta-
mos algumas das questoes que podem ser feitas:

1. Vocé acha que o criador do jogo pediu pouco por sua invengao?

2. Sera que o trigo pedido caberia todo nesta sala de aula?

3. Como calcular o nimero de graos de trigo a ser pago ao inventor do xadrez?

Diante destas questoes, é provavel que os alunos relacionem o problema com a
progressao geométrica

2,4,8,16,...

de termo geral a, = 2". Caso nao facam a associacdo, o professor deve canalizar a
discussao para tal, de modo que os alunos percebam a relagao entre o problema e
a soma dos termos da PG acima. Assim, a quantidade de graos de trigo devida ao

inventor é dada pela soma
Sep =24+22 423 4 ... 4203 4 204 (3.19)

cujo valor é absurdamente alto. De fato, de (3.19) e da Proposicao 4.4, segue que

260 1

= 18.446.744.073.709.551.615

Sea =

ou seja, 18 quintilhoes, 446 quatrilhoes, 744 trilhoes, 73 bilhoes, 709 milhoes, 551 mil
e 615 graos de trigo!

Apos a resolucao da questao, o professor pode discutir com os alunos a propriedade
de uma PG crescer acima de qualquer limite atingindo valores imensuraveis em poucos
termos desde que sua razao seja positiva.

Avaliacao: A avaliacao é um processo continuo e acontecerd durante toda a aula,
com a verificacao da participagao, interesse e envolvimento com todas as etapas aqui

propostas.

3.3 Funcoes vistas como somas infinitas

De acordo com a teoria desenvolvida no capitulo anterior e com os Exemplos 2.13,
2.14 e 2.15, as fungoes seno, cosseno e exponencial podem ser interpretadas como somas

infinitas, que convergem para todo x real:

e (x)2n+1

senx = Z(—l)"m

n=0
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ooy
n!

n=0

Apesar de nao serem apresentados desta forma no Curriculo de Matematica da
Educacao Bésica, propomos nesta secao duas atividades a serem desenvolvidas em sala
de aula, de modo que os alunos possam identificar as fungoes elementares seno, cosseno
e exponencial com suas respectivas séries.

Proposta 1: Tabelas de senos e cossenos

Esta proposta objetiva apresentar aos alunos procedimentos para se calcular os
valores das funcoes trigonométricas seno e cosseno com o auxilio de uma calculadora
comum, de modo que eles entendam o processo pelo qual tabelas com estes valores sao
construidas.

Parte da atividade a ser desenvolvida serd com o auxilio de planilhas eletronicas e
os alunos serao incentivados a identificar as funcoes seno e cosseno com suas séries de
Maclaurin.

Vimos no capitulo anterior que as séries de Maclaurin das fun¢oes seno e cosseno
sao idénticas & essas funcoes para todo x real. Portanto, utilizando medidas em radi-
anos ¢ possivel aproximar os valores exatos pelas séries correspondentes. Este serd o
argumento principal da atividade a ser desenvolvida.

A atividade se desenvolverd de maneira intuitiva, de modo que os alunos concluam a
vantagem da representacao de tais fungoes através das somas infinitas. Detalhadamente
temos:

Piblico Alvo: Alunos do Ensino Médio.

Recursos Pedago6gicos: Laboratorio de informatica.

Objetivo Geral: Apresentar as funcoes seno e cosseno como limites de certas
somas infinitas.

Objetivos Especificos:

1. Ensinar a manipulacao de planilhas eletronicas;

2. Apresentar as funcoes seno e cosseno como limites de somas infinitas e o processo
que pode ser usado para a construcao de tabelas de valores para tais funcoes;

3. Retomar a resolugao de problemas de aplicagao de trigonometria.

Contetido: Funcoes seno e cosseno; tabelas trigonométricas.

Desenvolvimento: Esta é uma proposta para ser realizada em quatro aulas. Na
primeira aula, os alunos aprenderao a usar planilhas eletronicas. O professor ensinara
o uso de formulas, o célculo de fungoes matematicas e as ferramentas basicas para que
o aluno use a planilha eletronica corretamente.

Nas duas aulas seguintes desta proposta de trabalho, os alunos, em grupos, recebe-
rao uma tabela trigonométrica e uma tabela para ser preenchida com uso da planilha

eletronica cujo modelo esta dado abaixo:
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x (Graus) | z (Radianos) | senz | cosz Z(—l)"(gi)—jz)' Z(_l)n(ﬂf)n

10
30
45
60
80
90
120
250

As duas ultimas colunas poderao causar dificuldades aos alunos, cabendo ao pro-
fessor explicar, previamente, o significado de cada uma delas e sugerindo que os alunos
calculem a soma de cinco ou seis parcelas apenas em cada uma. Ao ser questionado
pela classe sobre o porqué de somar poucos termos quando a soma na verdade é infi-
nita, o professor retomara o argumento do paradoxo de Zenao; trata-se de uma soma
que se aproxima de um certo valor fixo e cujos acréscimos de novas parcelas cada vez
contribuem menos com o valor da soma. Uma vez preenchida a tabela, os alunos serao

convidados a responder algumas questoes:

a) O que se percebe nessa tabela?
b) Quais as regularidades?

¢) Modifique os valores dados na primeira coluna. A regularidade observada se

mantém?

Apos as questoes, o professor finalizara a atividade concluindo com os alunos que
as funcgoes seno e cosseno podem ter seus valores calculados através das somas das duas
altimas colunas.

Na quarta aula desta proposta, o professor solicitara um trabalho manual aos alunos.
Cada grupo de alunos receberda um problema de aplicagdao de trigonometria e devera
soluciona-lo sem dispor de um tabela de valores das func¢oes trigonométricas, usando
quando necessario uma calculadora comum para encontrar os valores de seno e cosseno
necessarios. Trata-se de uma oportunidade de retomar problemas de trigonometria
com os alunos, além de convencé-los da utilidade da representacao das funcoes seno e
cosseno como somas infinitas.

Avaliagao: A avaliacdo é um processo continuo e terd inicio na primeira aula,
com a verificacao da participacao, interesse e envolvimento com todas as etapas aqui
propostas. As planilhas produzidas e os registros produzidos pelos alunos em grupo

serao importantes elementos para o acompanhamento de todo o processo.
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Proposta 2: O ntimero de Euler

Nesta proposta, vamos apresentar o niumero de Euler (o irracional e ) através de
uma soma infinita.

Geralmente o que se verifica na literatura voltada ao Ensino Médio é que a apre-
sentacao do numero de Euler se da através de uma definicao no minimo estranha e
sem justificativa nenhuma para o aluno; geralmente ao final do desenvolvimento da
teoria dos logaritmos, se apresenta o niimero e como o irracional base de um sistema
de logaritmos, chamados de naturais, e cujo valor é aproximado por 2, 71828 .. ..

Nesta proposta didatica, apresentamos o nimero de Euler como uma soma infinita;
a expressao desta soma segue facilmente da expansao da exponencial e” em série de
Maclaurin. Novamente o uso de planilhas eletronicas serd incentivado. Além disso, a
apresentacao do nimero de Euler é uma excelente oportunidade para trabalhar com os
alunos topicos de Histéria da Matematica.

Detalhadamente, a proposta é a seguinte:

Publico Alvo: Alunos do Ensino Médio.

Recursos Pedagobgicos: Laboratorio de Informética.

Objetivo Geral: Apresentar a defini¢cao rigorosa do niimero de Fuler como limite
de uma série, como alternativa a definicao como base dos logaritmos naturais, presente
nos livros destinados ao Ensino Médio.

Objetivos Especificos:

1. Definir o ntimero de Euler como limite de uma soma infinita;

2. Pesquisar aplicacoes do ntimero de Euler.

Contetdo: Exponencial; Nimero de Euler.

Desenvolvimento: Esta proposta sera realizada em duas aulas. A primeira aula
do tema terd inicio com a leitura em sala de aula da definicdo do nimero de Euler
presente nos livros de mateméatica do Ensino Médio. E provavel que ele seja definido
como numero irracional utilizado como base do sistema de logaritmos naturais e cujo
valor aprozimado € 2,71828.... A discussdo com a classe se dard sobre este valor
para o nimero de Euler; de onde ele surge? Como justificar isso? Onde este niimero
aparece? Em grupos, os alunos pesquisarao na internet respostas para estas perguntas
e, ao final da aula, uma discussao coletiva sobre as conclusoes de cada grupo se seguira.

Na segunda aula desta proposta, o professor apresentard a seguinte soma:

1 1 1
1+ﬁ+§+§—|—"- .

Com o auxilio da planilha eletronica, ja apresentada aos alunos, os grupos calcularao

seu valor. Abaixo sdo apresentadas as somas obtidas, com precisdao de nove casas

decimais, quando se somam 5,10, 15,20 e 25 termos desta soma:
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. =1
Numero de Parcelas | Valor de Z —
—~ n!

5 2,716666667

10 2,718281801

15 2,718281828

20 2,718281828

25 2,718281828

Esta tabela sera construida com os alunos ao final da discussao desta aula, onde
cada grupo apresentard os dados obtidos.

Apos a socializagao dos resultados com a classe, algumas discussoes podem ser

levantadas:
o0
1
a) O que sugere o resultado da soma dos termos de Z —'?
n!
n=0

b) Como se poderia definir o niimero de Euler nos livros de matematica?

Espera-se que ao final do debate, o aluno perceba que, de modo semelhante ao que
acontece com o0 seno e o cosseno, o numero de Fuler também pode ser apresentado como
uma soma infinita. Sendo de interesse comum dos alunos, o professor pode sugerir que
estes pesquisem mais sobre somas infinitas e apresentem os resultados aos demais.

Avaliagcao: A avaliacado é um processo continuo e terd inicio na primeira aula,
com a verificacao da participagao, interesse e envolvimento com todas as etapas aqui
propostas. As planilhas produzidas e os registros produzidos pelos alunos em grupo

serao importantes elementos para o acompanhamento de todo o processo.
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