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RESUMO

Este trabalho aborda o problema da evolugdo do nivel da superficie de liquido, em
um tanque, em funcdo do tempo de escoamento por um orificio. Tal problema é utili-
zado como objeto central de uma atividade. Essa atividade envolve experimentos e
é destinada a estudantes do ensino médio. A metodologia da atividade € uma adap-
tacdo da abordagem LCP (Large Context Problems), desenvolvida por Stinner. O
Teorema de Torricelli, um resultado de Mecéanica dos Fluidos a respeito da velocida-
de de escoamento de liquido por orificio, € demonstrado. Para isso, foram utilizadas
apenas algumas nocoes de Fisica, estudadas no ensino médio. Outra demonstracao
via Principio de Bernoulli, também € apresentada. O Teorema de Torricelli € utilizado
para obtencdo do modelo matematico do problema, via equacao diferencial ordina-
ria. O conceito de Coeficiente de Descarga, da Mecéanica dos Fluidos, foi introduzido
para maior precisdo do modelo. Além disso, € feita uma verificacdo experimental
desse modelo. Os procedimentos sé&o descritos e ilustrados com fotos. Os dados
dessa verificacdo sdo também testados a respeito das propriedades caracteristicas
das funcdes quadraticas e exponenciais. Os teoremas de caracterizacdo dessas
funcdes sdo demonstrados. Por fim, é apresentada a atividade desenvolvida com
alunos do ensino médio, assim como analise de questionarios respondidos pelos
alunos.

Palavras — chave:
experimento — escoamento — abordagem LCP



ABSTRACT

This paper addresses the problem of evolution of the level of the liquid surface in a
tank, as a function of flow time through a hole. This problem is used as-formed cen-
tral object of an activity. This activity involves experiments and is aimed at high
school students. The methodology of the activity is an adaptation of the approach
LCP (Large Context Problems), developed by Stinner. Torricelli's theorem, a result of
Fluid Mechanics about the velocity of liquid flow orifice, is shown. For this, we used
only a few notions in physics, studied in high school. Another demonstration via Ber-
noulli's Principle, is also presented. Torricelli's theorem is used to obtain the mathe-
matical model of the problem, via ordinary differential equation. The concept of Dis-
charge Coefficient of Fluid Mechanics, was introduced to more accurately model.
Additionally, a check is made this experimental model. The procedures are described
and illustrated with photos. The data from this scan are also tested with respect to
the characteristic properties of quadratic and exponential functions. The theorems
characterize these functions are demonstrated. Finally, we present the activity devel-
oped with high school students, as well as analysis of questionnaires completed by
the students.

Key — words:
experiment — runoff - LCP approach
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INTRODUCAO

Muito se tem falado e escrito sobre o baixo rendimento dos alunos da edu-
cacao basica em Matematica. O anuario brasileiro da educacéo basica-2013 mostra
gue o nivel de aprendizagem entre estudantes brasileiros ainda € muito baixo, espe-
cialmente de Matematica. Em 2012, apenas 10,3% dos alunos brasileiros mostram
proficiéncia esperada na disciplina ao chegar ao 3° ano do ensino médio. Resultados
do programa de avaliacdo internacional de alunos (PISA'-2009) apontaram que o
Brasil ocupa a 532 posi¢do no ranking mundial de desempenho da Matematica, entre
0S 65 paises que participam do exame.

Uma atitude pedagdgica, no sentido de tornar a aula de Matematica mais in-
teressante, é a acdo de atividades nas quais os alunos ndo sejam meros expectado-
res. Atividades que os propiciem a experiéncia da curiosidade, o prazer da desco-
berta e a satisfacdo de aprender com autonomia. O canadense Arthur Stinner, en-
qguanto professor de Fisica no que seria correspondente ao nosso ensino médio,
passou a utilizar um atrativo central para inserir os alunos em um contexto de inves-
tigacdo motivado por fatos historicos, aspectos do cotidiano ou dramatizacdo envol-
vendo personagens, tanto ficticios quanto estudiosos, em vista de ter maior autono-
mia em relacdo ao livro didatico convencional. I1sso o levou ao desenvolvimento da
abordagem LCP publicada em seu trabalho “The Large Context Problem (LCP) ap-

proach An example of contextual teaching in physic” (2004). Esta abordagem baseia-

! Programme for International Student Assessment (PISA) — Programa Internacional de Avaliacdo de Estudantes — € uma
iniciativa internacional de avaliacdo comparada, aplicada a estudante na faixa dos 15 anos, idade em que se pressupde o

término da escolaridade béasica obrigatoria na maioria dos paises.
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se na constatacdo de que a aprendizagem pode ser bem motivada por um contexto
com uma ideia central unificadora capaz de capturar a imaginacéo dos alunos.

De acordo com Lima et all (2001), os livros didaticos brasileiros para Mate-
matica apresentam contextos histéricos, aspectos da vida de estudiosos e aplicacao
da Matematica de maneira timida e geralmente como anexos no final de cada capi-
tulo. Isto &, desvinculados do texto, como se fosse elemento opcional de pouca im-
portancia. Sem destaque a interdisciplinaridade, além da exigéncia que o aluno ja
tenha dominio sobre o contetdo do capitulo. Esses elementos poderiam ser utiliza-
dos para despertar o interesse do estudante.

Este trabalho aborda o problema da evolucéo do nivel da superficie de liqui-
do, em funcdo do tempo de escoamento. Durante a drenagem de um tanque, atra-
vés de um orificio. Apresenta uma atividade para o ensino médio via adaptacéo, pa-
ra o ensino de Matematica, da abordagem LCP. O capitulo 1 apresenta a aborda-
gem LCP. O capitulo 2 apresenta o modelo matematico do problema. Esse modelo é
obtido com resolucédo de uma equacéo diferencial ordinaria. Essa equac¢éao, por sua
vez, decorre de alguns conhecimentos de Fisica Fundamental, tais como Equacéo
de Torricelli e Teorema de Stevin, além de alguns conceitos de Mecéanica dos Flui-
dos. No capitulo 3, é feita uma verificacdo experimental do modelo obtido no capitulo
anterior. Este capitulo apresenta um grafico comparativo entre a previsao tedrica e
valores obtidos experimentalmente. No capitulo 4, sdo demonstrados teoremas de
caracterizacdo das funcdes quadraticas e exponenciais. O capitulo 5 € o produto
final do trabalho, no qual se apresenta uma atividade desenvolvida com alunos do

ensino médio.
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CAPITULO 1

ABORDAGEM LCP

O envolvimento dos alunos nas disciplinas curriculares parece variar em fun-
cdo de diversos fatores, individuais e de contexto, ligados & motivacdo. As atuais
teorias cognitivas da motivacao consideram que algumas alternativas para conseguir
o envolvimento dos estudantes sdo representadas pela motivagao intrinseca e pelas
formas de auto-regulagdo da motivacdo extrinseca (Souza, 2012).

Uma das alternativas, que podem ser usadas para chamar o aluno a partici-
par do processo de ensino aprendizagem, € a contextualizacdo de problemas com
fendbmenos, experimentos e histdria da ciéncia. Um avango nesse sentido é a abor-
dagem LCP, cujo principal objetivo € humanizar o ensino de ciéncia, colocando-o em
contextos ricos, interessantes e acessiveis, que levem em conta a histéria e nature-
za da ciéncia. Convencionalmente ao ensinar ciéncias dentro de uma abordagem
tradicional, usam-se problemas dos finais de capitulo dos livros didaticos para enfa-
tizar o conteudo. Geralmente, os pontos mais interessantes sdo abordados pelo pro-
fessor, ndo pelo aluno. Assim, uma grande oportunidade de envolvimento e iniciativa
esta perdida no inicio da atividade.

A abordagem LCP propde que sejam definidos contextos que gerem pro-
blemas e questbes, de forma que atraiam os alunos a adquirir conhecimento do con-
teudo. Claro, nés podemos néo ser capazes de apresentar todo o conhecimento do

conteudo, para os alunos, de uma forma motivacional. O ideal seria fornecer o con-
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texto motivacional e, em seguida, usar relevantemente livros didaticos como referén-
cias, para responder as perguntas e resolver os problemas que o contexto gera.

Um problema geral, no entanto, surge quando os professores tentam esca-
par do livro convencional para motivar os alunos a adquirir conhecimento do conteu-
do, por meio de contextos que os alunos achem atraente. Essa dificuldade é a ne-
cessidade de os alunos ja terem dominado uma parte significativa do conteddo. Se-
gundo Stinner (2004), os alunos muitas vezes ndo conseguem lidar com as questdes
e 0s problemas que o contexto gera.

Na abordagem LCP, deve-se garantir que o aluno tenha conhecimento do
conteudo suficiente para enfrentar com éxito, pelo menos, alguns dos problemas. Se
o aluno néao for capaz de fazer isso ele ira perde o interesse. O papel do educador é
o de assegurar que o0s alunos sejam motivados a adquirir mais conhecimento do
conteudo "naturalmente”, ao lidar com os problemas e questdes geradas pelo con-
texto (Stinner, 2004). Além desse aparente paradoxo “conteludo-contexto”, Stinner

chama atencéo para o seguinte fato

[...] confrontar os alunos com os produtos acabados da ciéncia formal, muito
cedo e muito de repente, produz uma descontinuidade que pode afastar os

alunos.

A maneira tradicional de sair deste dilema é adiar a apresentacdo de concei-
tos cientificos mais sofisticados como conteudo organizado para os alunos. Segundo
Stinner, esta alienacdo produz dois pontos de vista distintos e incomensuraveis da
ciéncia nas mentes dos alunos, ou seja, a ciéncia do senso comum e a ciéncia esco-

lar. Para Stinner,

Nosso mandato como professores de ciéncias, entdo, é tentar facilitar a
passagem dos estudantes do inicial "senso comum" para a compreensao do

conhecimento cientifico organizado.
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Com a abordagem contextual o papel do professor é orientar, discutir, criar

um ambiente, perguntar, ouvir e esclarecer. O papel de um estudante € o de explo-
rar, investigar, validar, tratar, representar e realizar. O objetivo final € que os alunos
digam que, quando eles finalmente encontram o conteludo descrito formalmente:

"Claro, como poderia ser de outra forma?" Stinner (2004).

1.1. Breve Histéria da Abordagem LCP

A abordagem LCP foi desenvolvida por Arthur Stinner (2004) em seu traba-
Iho The Large Context Problem (LCP) Approach: An example of contextual teaching
in physic, trata-se de uma abordagem contextual para o ensino de ciéncia. Esta
abordagem baseia — se na constatacdo de que a aprendizagem pode ser bem moti-
vada por um contexto com uma “ideia central unificadora capaz de capturar a imagi-
nacao dos alunos”, Stinner (2004).

Stinner baseou sua primeira tentativa de projetar um LCP em um relatorio
detalhado pela revista Time magazine, sobre a construcédo do que era entdo o maior
forno solar do mundo, ainda hoje operante no Pyrenees, Southern France. O artigo
descrevia o forno solar em detalhes, os quais permitiram a definicdo de uma investi-
gacdo que envolveu uma grande quantidade de conhecimento dos estudantes de
fisica. Guiados pelo contexto, os alunos geraram questdes e problemas que eram
inerentemente mais interessantes do que problemas semelhantes apresentados nos
livros didaticos (Stinner, 2004). Convencido da superioridade da abordagem contex-

tual, Arthur Stinner passou a desenvolver outras atividades,

Encorajado pelo sucesso deste LCP, desenvolvi outros: “Fisica na Lua”, e
“Langar um Foguete para a Estratosfera” (1973). Estes foram seguidos pela
“Fisica e o Homem Bibnico” (1980), a “Fisica de Jornada nas Estrelas”

(1981), “Fisica e o Dambusters” (1989) e a “Histéria de forga” (1994).
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Além destes, foram publicados os seguintes LCP’s: “o péndulo onipresente”

(2003), célculo da idade da terra e do sol (2002), “o impacto subito: a fisica de coli-
sdes de asteroides” (2003) e “Viagem a Marte, a fisica de viajar para o planeta ver-

melho” (2005).

1.2. Experiéncias de Pensamento

Em Stinner and Williams (1998) e Stinner (2004), experiéncias de pensa-
mento (thought experiments - TE) sdo consideradas um aspecto importante do ensi-
no da ciéncia e compdem a abordagem LCP. TE é entendido como um dispositivo
mental que ajuda a explicar conceitos e principios, e desvendar paradoxos. Argu-
menta-se que o pensamento cientifico em Fisica envolve o esclarecimento progres-
sivo da relacéo entre a Matematica e Fisica, bem como o esclarecimento de inducéo
e deducao cientifica, e a elaboracdo de teorias e suas consequéncias envolvem o
exercicio da imaginacao, ou melhor, exercicio da imaginacao cientifica. Além disso,
gue devemos ensinar em termos de contextos de investigacdo. Esses contextos se
relacionam com questdes, métodos, problemas, experiéncias, historia, e a propria

LCP.

1.3. Guia para desenvolver um LCP

Em Stinner (2004) sdo elencadas diretrizes para escrever um LCP, das
guais destacamos:

e Tracar um quadro com uma questéao central unificadora capaz de promo-

ver 0 engajamento dos alunos no processo de ensino aprendizagem;
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e Proporcionar ao aluno experiéncias que podem ser relacionadas com o
seu cotidiano, bem como possiveis de ser explicadas a um nivel que "faca sentido”
para o aluno;

e Inventar uma "linha da histéria" (pode ser historico), que ira dramatizar e
destacar a ideia principal, identificar um importante evento associado com uma ou
mais pessoas e encontrar opostos binarios, ou personagens conflitantes ou eventos
(Egan, 1986) que podem ser adequados para incluir na historia;

e Certifique-se de que as grandes ideias, conceitos e problemas sobre o
tema sdo gerados pelo contexto naturalmente, que irdo incluir aquelas que o aluno
aprenderia em um livro de abordagem convencional;

e Mapear e projetar o contexto, de preferéncia em cooperagéo com os alu-
nos, onde vocé como o professor assume o papel do pesquisador lider e que o alu-

no torna-se parte de um programa de investigacdo em curso.

1.4. Adaptacao Para o Ensino de Matematica

A metodologia da atividade para o ensino médio, proposta neste trabalho, é
uma adaptacdo para o ensino de matematica da abordagem LCP. Essa abordagem
foi originalmente desenvolvida para o ensino de Fisica. Outra atividade direcionada
ao ensino de matematica foi proposta no trabalho “Estudo da Lei de Resfriamento de
Newton na Abordagem LCP” (Diniz H A e Pimentel P A, 2012).

A ideia principal da atividade é a utilizacdo de um experimento de escoa-
mento com o objetivo de inserir os estudantes em um contexto de investigagdo, em
busca do modelo matematico do problema proposto. Com o auxilio de dados obtidos
pelos proprios alunos. O desenvolvimento de experimentos torna-se um motivador

para o aprendizado. Esse contexto de investigacdo envolve conhecimentos de fun-
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cOes matematicas elementares, fisica fundamental, além da experiéncia de coleta,
tabulacéo e analise de dados, bem como a oportunidade de situar, tanto historica-
mente alguns resultados, quanto em teorias que estdo além do alcance para esse
nivel de ensino.

A realizacéo de experimentos, além de funcionar como atrativo para desper-
tar o interesse do estudante, incentiva a disseminacéo da ciéncia na educacéo basi-
ca. No ensino médio, procedimentos e atitudes cientificas para resolver problemas e
investigar aspectos do nosso cotidiano constituem uma estratégia de ensino e de
aprendizagem para o desenvolvimento gradativo de habilidades inerentes ao pro-
cesso de producédo de conhecimentos cientificos. Essa experiéncia de coleta e ana-
lise de dados em um fenémeno fisico visa cumprir com esse objetivo. Além disso,
permitem a integracdo entre componentes curriculares na constru¢do do conheci-
mento, uma vez que viabiliza a utilizacdo de conceitos de diferentes disciplinas na

resolugcéo de um problema.



18

CAPITULO 2

ESCOAMENTO DE LIQUIDO POR ORIFICIO

Este capitulo destina-se, principalmente, ao professor que deseja aplicar a
atividade para o ensino médio proposta neste trabalho, e deseja conhecer algo além
do que ird ensinar. Na secdo 2.1, sdo apresentados alguns conceitos fisicos. Na se-
cao 2.2, os conceitos da sec¢ao anterior serdo utilizados para demonstrar o Teorema
de Torricelli. Este teorema é um resultado de Mecéanica dos Fluidos, a respeito da
velocidade de escoamento de liquido por orificio. A demonstracdo apresentada pode
ser feita no ensino médio. Ser4 apresentada, ainda na secdo 2.2, outra demonstra-
cdo via Principio de Bernoulli. A secdo 2.3 contém alguns conceitos de Mecénica
dos Fluidos (vena contracta, coeficiente de contracdo e coeficiente de velocidade).
Na secado 2.4, os conceitos da secdo anterior serdo utilizados para equacionar e re-
solver o problema da evolucdo da altura de liquido, em funcéo do tempo de escoa-

mento.

2.1. Recordando Alguns Conceitos Fisicos

Segunda Lei de Newton: A forca resultante que age sobre um corpo € igual
ao produto da massa do corpo pela sua aceleracao.

Forca = massa x aceleracédo
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Densidade: Da uma medida de como a matéria esta compactada, ou de

quanta massa ocupa um certo espaco. E a quantidade de massa por unidade de
volume.

massa
Volume

densidade =

Pressdo: E definida como a forca por unidade de area e é obtida dividindo-
se a forca pela area sobre a qual ela atua.

~  Forca
presséo = —
Area

Principio de Pascal: A pressédo aplicada a um fluido em repouso, confinado
a um recipiente, é transmitida integralmente através do fluido.

Teorema de Stevin: A diferenca entre as pressdes de dois pontos de um
fluido em equilibrio é igual ao produto entre a densidade do fluido, a aceleracdo da
gravidade e a diferenca entre as profundidades dos pontos.

Tens&o superficial: E a tendéncia da superficie de um liquido de contrair
sua area e, portanto, de comportar-se como se fosse uma membrana elastica.

Movimento uniformemente variado (MUV): E aquele em que o corpo sofre
aceleracdo constante, mudando de velocidade num dado incremento conhecido. A
aceleracéo deve ter a mesma direcdo da velocidade. A queda livre dos corpos, sen-
do desprezada a resisténcia do ar, € um exemplo de movimento uniformemente va-
riado. No caso retilineo, tem-se um ponto que se desloca sobre um eixo. No instante
t sua posicéo é dada pela abcissa f (t).

A funcéo quadratica € o modelo matematico que descreve o movimento uni-

: 1
formemente variado. Fazendo f(t)=§at2 +bt+c, a constante c¢= f(0) chama-se

posicéo inicial do ponto. Pode-se definir a velocidade média Vv, , no intervalo de ex-


http://pt.wikipedia.org/wiki/Dire%C3%A7%C3%A3o
http://pt.wikipedia.org/wiki/Queda_livre
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f(t+h)—f (1)

tremos t e t+h, por v = =at+b+a—;. Se tomarmos h cada vez me-

nor, este valor se aproxima de at-+b. Portanto, a velocidade do ponto no instante {
é v(t)=at+b. Como v(0)=b, b se chama a velocidade inicial. Além disso,

v(t+h)—v , , o
azu. Isto €, a é a aceleracao.

Equacdo de Torricelli: Substituindo a equacdo v(t)=at+b em
f(t) :%atz +bt+c, para eliminar a variavel t, é possivel encontrar a velocidade em

funcdo do deslocamento, sendo conhecidas a aceleracdo e a velocidade inicial. A
formula obtida é chamada de Equacdo de Torricelli: v =b®+2a(f(t)—c). O termo
f (t)—c pode ser chamado de variacio de espago no intervalo de extremos Oe 1.

Velocidade de queda livre: Se ndo houvesse a resisténcia do ar, todos os
corpos, de qualquer peso ou forma, abandonados da mesma altura, nas proximida-
des da superficie da Terra, levariam o mesmo tempo para atingir o solo. O movimen-
to de queda livre é retilineo uniformemente variado. A aceleracéo € a da gravidade,
vertical no sentido do movimento. A velocidade de um corpo em queda livre apds ser

abandonado com velocidade zero e apoés ter sofrido variacdo de espaco S é, pela

Equacéo de Torricelli, v=+/2aS .
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2.2. Teorema de Torricelli e Principio de Bernoulli

2.2.1. Teorema de Torricelli: A velocidade v de um liquido fluindo de um furo num
tanque cheio de liquido até uma altura h, como mostrado na figura 1, é igual a velo-
cidade de uma particula em queda livre, sem atrito, do nivel da superficie do liquido

ao nivel do furo.

h

N !

Figura 1 — Altura da superficie

Demonstracdo: Considere uma pequena pilula cilindrica de agua, com altura
dx, expelida com aceleracdo « através do furo (supomos o orificio circular apenas

para fixar as ideias), durante um curtissimo intervalo de tempo dt .

dx F

Figura 2 — Pilula de 4gua

Pela Equacéo de Torricelli
vi=2.¢-dx
Sendo F e m, respectivamente, a forca resultante sobre o cilindro de agua

e a massa deste. Pela Segunda Lei de Newton, obtém-se:

v =25y (2.1)
m
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Sendo A a area do orificio e V o volume do cilindro, sabe-se que
F=p-A em=p-V=p-Adx (2.2)

P : Pressdo e O : Densidade do liquido;
Sendo h o nivel da superficie do liquido e § a aceleracédo da gravidade, ob-
téem-se
p=p-g-h (2.3)
Substituindo (2.2) e (2.3) em (2.1), obtém-se

V2 zz.w.d
p-A-dx

X

Simplificando, tem - se:

v=,/2gh (2.4)

Essa formula, descoberta por Evangelista Torricelli em 1644, pode ser dedu-

zida pelo Principio de Bernoulli. O principio de Bernoulli € uma consequéncia da
conservacao de energia. Embora, surpreendentemente, ele tenha sido desenvolvido,
mesmo que vagamente, em 1738, em palavras em um livro-texto, por Daniel Ber-
noulli?, muito antes da formulacdo do conceito de conservacdo da energia. Uma de-
ducédo completa foi dada em 1755, por Leonard Euler. A seguir, sera apresentado o
Principio de Bernoulli. Antes disso, sera apresentado o conceito de linha de corrente.
Linhas de corrente sdo os caminhos suaves, ou trajetorias, de pequenas
porcdes de fluido. Uma pequena porcao de fluido segue ao longo da mesma linha de
corrente que uma pequena porcao de fluido em frente dela. Elas se aproximam nas

regides em que o fluxo se estreita, onde a velocidade do fluido torna-se maior.

2 . . . ” . . . s . s oA
Daniel Bernoulli (1700-1782) foi um matemético e fisico sui¢co que fez importantes descobertas ndo sé na dindmica dos
fluidos, como também na Astronomia, na Fisiologia e na Geologia. Seu pai e seu tio foram também famosos por suas contri-

buicGes a matematica.
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2.2.2. Principio de Bernoulli

Considerando um fluxo continuo de liquido através de uma tubulacéo, o vo-
lume que atravessa qualquer secéao transversal da tubulacdo, durante certo intervalo
de tempo, € 0 mesmo que atravessa qualquer outra se¢ao da tubulacdo, mesmo se
ela se estreitar ou se alargar ao longo do caminho. Para fluxos continuos, o fluido se
tornara mais rapido quando passa de uma regido mais larga da tubulacdo para uma
mais estreita. Onde a velocidade do fluido cresce, a pressédo interna do mesmo de-
cresce. Onde as linhas de corrente tornam-se mais proximas entre si, a velocidade
do movimento do fluido aumenta e a pressao interna diminui.

O panorama energético completo para um fluido em movimento inclui a
energia associada com variacbes de temperatura e de densidade, bem como a
energia dissipada pelo atrito. Mas se a temperatura e a densidade permanecem
aproximadamente constantes e o atrito for pequeno, apenas trés termos de energia
precisam ser levados em conta: a energia cinética devido ao movimento; a energia
potencial gravitacional devido a possiveis elevacdes; e o trabalho feito pelas forcas
de pressao. No fluxo estacionario de um fluido sem atrito, a soma desses trés termos
em qualquer ponto de uma linha de corrente tem o mesmo valor que em qualquer

outro ponto da mesma linha de corrente. Isto é,

2
% +mgy + pV = constante

Nesta equacdo, m é a massa de algum volume V de fluido, v é a sua ve-

locidade, J é a aceleracao da gravidade, Y é a sua elevacdo e P € a sua pressao
interna. Para obter a equacao em termos da densidade o do fluido, basta dividir

cada termo por V .

2
% + pgy + p = constante
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Se a elevacéo do fluido em movimento néo € alterada, entdo a energia po-

tencial € constante e apenas os termos da energia cinética e do trabalho realizado
pelas forcas de pressédo permanecem. Quando um desses termos diminui de valor, o
outro tem que crescer. De modo que maior velocidade e energia cinética significa

menor pressao, e pressado maior implica velocidade e energia cinética menores.

2.2.3. Teorema de Torricelli via Principio de Bernoulli

A seguir sera dada outra demonstracdo para o Teorema de Torricelli.

A elevacéo e a pressao sdo conhecidas no ponto de passagem do liquido
pelo furo, tomando um ponto na superficie do liquido, cuja presséo e elevacdo sao

conhecidas, poderemos aplicar o Principio de Bernoulli. Ambos os pontos estdo ex-

postos a pressdo atmosférica p,. As duas incognitas sdo a velocidade do ponto es-

colhido e a velocidade de saida do liquido. Sendo a a secéo transversal do tanque
e A a area do furo. Esse escoamento é aproximadamente incompressivel®. O vo-
lume que atravessa a sec¢dao transversal do tanque, durante certo intervalo de tempo,
€ 0 mesmo que atravessa a secao do furo.
av, = Av (2.5)
Pelo Principio de Bernoulli, obtém-se

pv° PV

—+p9-0+p, =
2 P9 Pa

+pgh+p,

V2 —v . =2gh. (2.6)

Isolando v, em (2.5), e substituindo em (2.6), obtém-se:

3 . . . . P
Se a densidade de um fluido for constante, seu escoamento é chamado de escoamento incompressivel.
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Como a é&rea do orificio € muito menor do que a area do tanque, de forma

2
que a razdo —; € desprezivel e uma aproximacao precisa para a velocidade na sai-
a

da é

V=~ ,/2gh

2.3. Vena Contracta e Coeficientes de Correcao

O estudo sobre o escoamento de um liquido através de um furo num tanque
pode considerar despreziveis o atrito e a viscosidade do liquido. Para equacionar o

problema de determinar a evolucdo da altura em funcéo do tempo, sera considerada
uma, digamos, vazdo instantanea (v-dt)A, sendo A a &rea do furo e a velocidade

v dada pelo Teorema de Torricelli.

Além do atrito e da viscosidade, expansdes ou contracées bruscas podem
causar perdas de vazao adicionais. Em geral, essas perdas sdo medidas experimen-
talmente. Segundo Torricelli, no escoamento de liquido através de um furo, ocorre
uma contracao repentina no jato de agua, localizada préxima ao furo, e a area de
fluxo efetivo de liquido € menor que o furo na parede do tanque. Essa contracao va-
ria, em especial, com a forma geométrica do furo e com a espessura da parede.
Existem estudos experimentais a esse respeito.

Outro fato a ser considerado é que 0 escoamento na saida tende a ser nédo

uniforme, ndo unidimensional, tal que a velocidade média apenas se aproxima do
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resultado de Torricelli (White, 1979). Na engenharia a férmula é ajustada com a in-

clusdo de um coeficiente de velocidade adimensional.

2.3.1. Venacontracta
Linhas de corrente convergem de todos os lados em direcéo ao furo, as par-
ticulas ndo podem mudar abruptamente a sua direcdo do fluxo na saida do furo, de

modo que o jato continua a convergir por um tempo depois de sair.

-

h

-

I

Figura 3 — Linhas de Corrente.

Devido a convergéncia das linhas de corrente proximas do orificio, o corte

transversal do jato diminui ligeiramente.

Figura 4 — Vena Contracta.
A contracdo maxima do jato tem lugar a uma seccao ligeiramente proxima
ao orificio, na qual o jato € mais ou menos horizontal. Esta regido, chamada de vena
contracta, é o local de fluxo do fluido em que o didmetro da seccdo é o minimo, e a

velocidade do fluido esta no seu maximo. Além da vena contracta, o atrito com o flu-
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ido fora do jato (ar) retarda e forca 0 aumento da sec¢éo transversal. Esta divergéncia
€ normalmente bastante pequena, e o jato é aproximadamente cilindrico com uma
velocidade constante. O jato € mantido unido por tenséo superficial, € claro, que tem

um efeito mais forte quanto menor for o didmetro do jato.

2.3.2. Coeficiente de Velocidade
A média de velocidade v é definida de modo que da a taxa correta de des-
carga, quando é assumida constante ao longo da seccao de fluxo efetivo. Em segui-

da, pode-se escrever v=C,-v, onde C, é chamado de coeficiente de velocidade.

Com o ajuste na equacéo (2.4), fazendo v=%, obtém-se a seguinte equa-

%:cm/zgh 2.7)

Para a determinacédo experimental do coeficiente de velocidade, na sec¢éo
3.3, sera encontrado o valor de v. Para isso, sera feita a seguinte analogia com o
problema de lancamento de projétil: considere uma pilula de agua cilindrica lancada
através do orificio por uma forca instantanea e, a partir dai, sujeita apenas a acéo da
gravidade, e cuja trajetéria seja a descrita pelo jato de agua, sendo desprezada a
resisténcia do ar. Estamos interessados em determinar a velocidade da pilula ao
passar pelo orificio.

Seja X o alcance do jato em um determinado nivel a uma distancia Y do
nivel que contém o centro do furo. No plano em que se d4 o movimento, vamos to-

mar um sistema de coordenadas cuja origem seja o ponto O na figura, e que (X,0)

sejam as coordenadas do ponto P .
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h

0 X P

—— e

Figura 5 — Alcance do Jato.

A velocidade inicial da pilula é o vetor v, = (v,0), cuja primeira coordenada

fornece a componente horizontal do movimento. Como a Unica for¢a atuando sobre
a pilula é a gravidade, nenhuma forca esta atuando nesse movimento horizontal.
Logo, se trata de um movimento uniforme. Ja a componente vertical € um movimen-

to uniformemente variado (aceleracdo —0, vertical para baixo) sobre o eixo Y. As-
sim, se L=(x,y) € a posi¢do da pilula no instante t, temos

X=v-t,e

g.2
=—=t"+Y,
y 2

X _ . o
Escreve-se, agora, t== (perceba que v=0). Em seguida, substitui-se na
v

igualdade y:—gt2 +Y , obtém-se:

2
g(x
=—=| =] +Y.
y 2(vj+

Finalmente, utilizando a posicdo (X,0). Encontra-se o valor de v

- g
v=X,|— 2.8
oy (2.8)
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2.3.3. Coeficiente de Descarga
Pela regra da cadeia e substituindo a equacéo (2.7). Obtém-se a seguinte

equacao:

dv dvV dx dVv [y
—:—-—=—'C 2 h 29
dt  dx dt dx ' g (2.9)

Coeficiente de contracdo C, é, por definicdo, a razdo entre a area de fluxo
efetivo de liquido e a &rea do orificio. Fazendo (jj—v =C_A, na equagao (2.9), tem-se:
X

d_V:d_V.%:CCA.CV 2gh
dt  dx dt

Por simplicidade faremos C=C.C,, e diremos que C ¢é o coeficiente de

descarga do sistema. Assim,

cii_\t/:C'A 2gh (2.10)

Chama-se taxa de descarga, na altura h, a razdo entre o volume de agua
escoado e o tempo. Considerando um intervalo de tempo de escoamento no qual a
altura do nivel de agua permaneca inalterada. Isso é possivel com uma concomitan-
te reposicao do volume de agua escoado. Esse experimento sera descrito no capitu-

lo 3.

2.4. Evolucéo da Altura em Funcdo do Tempo de Escoamento

Estamos interessados em obter o modelo matematico que descreve a evolu-
cao do nivel da superficie de um liquido num tanque. O qual possui certa forma ge-

omeétrica, e mesma area seccional a em todos os niveis. Inicialmente cheio até uma

altura h, . Em funcéo do tempo t de escoamento, a contar da abertura de um orificio

na parede lateral préximo ao fundo.
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Fazendo a substituicdo dV =-a-dh, na equacgéo (2.10), obtém-se a seguinte
equacao diferencial:

%=—% 29 -h(t) (2.11)
dt a

A equacao (2.11) € uma equacédo diferencial ordinaria de varidveis separa-
veis. Podemos escrevé-la na forma

1 dh_ CA

Jhodt a

Pela regra da cadeia,

%(zﬁ =_ﬂ@ (2.12)

a

Integrando (2.12) de 0 a t, obtém-se:

2(J0) ) ===, 723

Com uma simples manipulacdo algébrica, para isolar h(t), chega-se ao mo-
delo matematico do problema:
2

(2.13)

h(t) =(\/E —%tj

2.4.1. Area Seccional Ndo Necessariamente Constante

Neste caso, representa-se por a(h(t)) a area da seccgéo transversal a altura

h. A equacdo (2.10) pode ser escrita na seguinte forma:

av_dn

— =-C-A{2g9-h(t
dh dt g-h(t

Substituindo z—\; =a(h(t)) nesta dltima equag&o. Tem-se:



31

a(h(t)) dn
N0 ~E:—C-A\/ﬁ

Esta ultima equacdao diferencial é de variaveis separaveis. Na forma que esté

inscrita, basta integrar de 0 a t

ta(h(u))' i .
-[O—h(u) h'du =-CA\/2g -t

Fazendo a substituicdo v=h(u) € dv=h'(u)du, obtém-se:

L:“’% dv=-CA|2g -t (2.14)
\Y

A equacdo (2.13) € um caso particular da equacédo (2.14). Para encontrar a
altura em funcédo do tempo de escoamento, hum recipiente de area seccional nao

constante, deve-se obter a fungéo a(h) (area da superficie em funcéo da altura em

relacdo ao furo). Em seguida, substitui-la na equacgao (2.14) e obter a primitiva indi-
cada. A Ultima etapa consiste em inverter essa primitiva. Nesta etapa, pode-se es-
barrar na seguinte dificuldade: nem sempre a inversao pode ser feita em termos de
funcdes elementares.
Exemplo 1: Cone Circular Reto (vértice na parte de baixo)

Considere o recipiente para escoamento em forma de um cone circular reto.

Sendo r, o raio do circulo formado pela segdo transversal no nivel de altura h,, em

relacdo ao furo.

Figura 6 — Recipiente Conico
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Cada secgéo transversal € um circulo. Logo, a(h)=;z(r(h))2. Utilizando se-

melhanca de triangulo. Tem-se, a area da secc¢éo, em funcéo da altura, dada por:

2
a(h):’;i;h2 (2.15)
0

Substituindo (2.15) em (2.14), obtém-se:

2 2
Jh(t)ﬂv—dv =—-CA{29 -t

SN

Obtendo a primitiva, tem-se:

2 5 |(
7Z'I’0 EVE
h02 5

Y
=—CA{2g -t

ho

7?2 5 2
hg g(h(t)z—honz—CA 29 -t
0

Isolando h(t), chega-se a resposta do problema

h(t)=[h03——5“°ZCA@tT

27,
Exemplo 2: Cilindro Disposto Horizontalmente
Um cilindro reto, disposto verticalmente, recairia no caso de area seccional

constante. Considere um cilindro circular reto de raio R e altura H , disposto na ho-

rizontal.

H

Figura 7 — Recipiente cilindrico na horizontal
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Cada seccédo transversal € um retangulo de comprimento H . A largura de-

pende do nivel da sec¢do. Considere o sistema de eixos ortogonais mostrado na
figura 8, sendo x a metade da largura da secdo transversal no nivel h (altura da

superficie de agua, em relacéo ao furo).

x

Figura 8 — Visao lateral do recipiente cilindrico.

Pelo Teorema de Pitagoras, obtém-se x’+|h—R[’=R?. Dai x(h) =2Rh—h?
Portanto,
a(h)=2H~/2Rh—h?
Substituindo esta equacdo em (2.14), obtém-se:

jh:(t)zH J2R—vdv =-CA2g -t

Obtendo a primitiva, tem-se:

3
—%(ZR—V)Z

ho

4H

—?L(ZR—h(t))z—(2R—h0)3j:—CA 29 -t

Isolando h(t), obtém-se:

2

on [ (on_p 2. 3CAJ2g T
h(t)=2R [(ZR hy) M tJ
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Exemplo 3: Semiesfera

Considere um recipiente com o formato de uma semiesfera de raio R. Com

a abertura voltada para cima.

Figura 9 — Recipiente Esférico

A area de cada secdo horizontal é dada por a(h)=7r(r(h))2, pelo Teorema

de Pitagoras, tem-se a seguinte relacdo: r’ +(R—h)2 =R?. Dai, r? =2Rh—h?. Portan-
to,
a(h)=r(2Rh-h?)

Substituindo esta equacéo em (2.14), obtém-se:

h(t)ﬂ(ZRV—VZ)
I ————~dv=-CA2g -t
SN
3 A fz .
Ih(t)LZRW—vzjdv=—C—gt
ho T
Obtendo a primitiva, chega-se:
Eh(t) 7“(1)
ﬁv2 _sz =-CA/2g -t
3 h 5 hy
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4R 32 5 gR 2 2 5
—nh(t)2-=h(t)2 ——h,2 +=h,2 =—-CA/2g -t 2.16
(1) -Sh(t) -=-hy +2h 9 (2.16)
3 5
Fazendo x=+/h, A=—§, B=? e C:—§h02+§h02+CA 29 -t, pode-se

reescrever a expressao (2.16) na seguinte forma:
A +Bx}*+C =0 (2.17)
A equacédo (2.17) € uma equacdo do quinto grau. Nem sempre é possivel
obter uma férmula para x em funcao dos coeficientes da equacao, de acordo com a
Teoria de Galois. Uma possivel solucdo é usar um método numérico para resolver a
equacdo. Na expresséo (2.16) t estd em funcédo de h. Isto é, pode-se obter o gréafi-

co para h(t).
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CAPITULO 3

EXPERIMENTOS

Neste capitulo, sera feita uma verificacdo experimental do modelo (2.13). Na
secdo 3.1, sera descrito um experimento, denominado taxa de descarga. Este expe-

rimento € usado para construgdo do gréfico da funcdo h(t), a partir da lei de associ-

acdo (2.13). Na secao 3.2, o gréfico da secdo anterior serd confrontado com um gra-
fico discreto. Construido com dados obtidos com experimento (experimento escoa-
mento de agua). Para isso, serd construida uma tabela, ainda na se¢cédo 3.2. Essa
tabela relaciona as alturas do nivel de agua, em relacédo ao furo, com os respectivos
intervalos de tempo, decorridos apés a abertura do furo. Na sec¢éo 3.3, serdo obtidos

os coeficientes de velocidade e de contragao.

3.1. Modelo da Evolucgéao da Altura em Funcg¢éo do Tempo
Vamos, entdo, ao grafico da funcdo h:[0,b] >R . Sendo b, em segundos, o
tempo necessario para esvaziar o tanque (0 que realmente interessa para nés € o
grafico para um valor um pouco menor do que b). Dada por:
A : Area do orificio;
2 L
) :[\/E_ C. ':;/EIJ hy : Altura inicial;

a: Area da secéo plana horizontal do tanque;
0 : Aceleracéo gravitacional na terra;

C : Coeficiente de descarga.

A priori, para obtermos os valores acima, precisamos apenas de um recipi-

ente sem tampa, um instrumento para medir o didmetro do furo (paquimetro) e de
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uma régua graduada. A aceleracao gravitacional ndo é a mesma em toda superficie

terrestre. Contudo, o valor 9,8 m/s> € uma boa aproximagéo para as coordenadas

da cidade de Santarém-PA, cidade de realizacdo dos experimentos. Por sua vez, o
coeficiente de descarga ndo pode ser medido assim de forma téo direta. Este valor
depende do sistema tanque-liquido.

Uma maneira de encontrar o coeficiente de descarga é medir a taxa de des-
carga, para uma determinada altura. Em seguida, substituir os valores na equacgao
(2.10). A taxa de descarga sera medida na secéo 3.1.1, enquanto que o coeficiente

de descarga sera obtido na secédo 3.1.2.

3.1.1. Experimento Taxa de Descarga

O experimento consiste em repor a agua ao tanque, concomitantemente a
drenagem. Para que a altura do nivel permaneca a mesma. O tanque, utilizado no
experimento, tem a forma de um paralelepipedo reto. Base quadrada (19,3 x 19,3
cm?) e 40 cmde altura. Com um furo circular de 4mm de diametro. O liquido utiliza-

do foi &gua, a uma altura inicial de 360mm.

Fotografia 1 — Reposic¢édo de 4gua ao tanque.
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Para isso, foram usados um tanque auxiliar, uma bomba submersa e uma

mangueira com um dispositivo para regular a saida de agua. Como ilustra a fotogra-

fia 2.

Fotografia 2 — Estrutura para o experimento.

O método para obter altura constante, consistiu em fazer ajustes na reposi-
cdo e na altura da superficie de 4gua, de maneira a conseguir o equilibrio entre vo-
lume escoado e volume reposto. Uma vez encontrado o equilibrio, foi feita a medida

da altura em relacédo ao furo.
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Fotografias 3 — Distancia do orificio ao nivel de agua.

Com o auxilio de um reldgio e de um recipiente com uma escala graduada
rigorosa em cm?® (mL), figura 4, foi encontrado o volume de agua drenado, durante

um intervalo de tempo conhecido, figura 5.

Fotografia 4 — Bureta e relégio.
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Fotografias 5 — Volume escoado em um intervalo de tempo.

Os valores obtidos estdo na tabela abaixo:

Tabela 1 — Dados do experimento Taxa de Descarga.

AV
AV At h —
At
710.000 mm? 30s 199mm 23666,667 mm®/s

3.1.1.1. Alcance do Jato

O coeficiente de velocidade pode ser calculado com o auxilio da férmula
(2.10), da secdo 2.3.2. Para isso, serd necessario medir o alcance X do jato, em
um nivel a uma distancia Y do nivel que contém o centro do furo. Por conveniéncia,
sera usado o nivel zero da régua vertical. Como destacado na fotografia 19. Deve-se
medir, também, a altura da superficie de agua, exatamente no momento no qual é
feita a medida do alcance X . O experimento taxa de descarga é uma excelente
oportunidade para fazer essas medidas. Uma vez que essas distancias ndao sofrem

variacdo, durante o equilibrio entre escoamento e reposi¢ao.
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Fotografia 6 — Distancias.

Com o auxilio de um esquadro, foram feitas as medidas de X e Y . Como

mostra a fotografia 20.

Fotografias 7 — Alcance do jato.

Esses valores, estdo na seguinte tabela:

Tabela 2 — Alcance do Jato.

X Y h
452mm 286 mm 199 mm
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3.1.2. Representacao Grafica do Modelo

Substituindo em (2.10), o valor obtido na tabela 1, tem-se:

23666, 667
SO _C A2
J199 V29

C-A\2g =1677,686. (3.1)

Para a construcao do grafico, sera utilizada a seguinte constante:

M -0,023

3.2
23 (3.2)
Da igualdade (3.1), pode-se obter, também, o coeficiente de descarga do

sistema:

_ 1677,686

 72%2-9800

Substituindo (3.2) e \/h, =310 no modelo (2.13). Obtém-se:

2
h(t) = (6\/1_0 —o,ozst) (3.3)
Em seguida, pode-se construir o grafico-modelo:

400
350
300
250
200
150
100

50

U M . " M N ) T —
0 2 4 6 8 10 12

tempo de escoamento (min)

modelo

altura (mm)

Gréafico 1 — Previsao tedrica.
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3.2. Comparacéao Entre Modelo Teérico e Experimento

Nesta secéo, sera descrito um experimento, denominado por escoamento de
agua. Neste experimento, sera medida a altura do nivel de 4gua, em relacao ao furo.
Para diferentes valores do tempo de escoamento. Além disso, sera apresentado um
grafico comparativo, entre o grafico 1 e um grafico discreto. Este Ultimo sera constru-

ido com valores do experimento escoamento de agua.

3.2.1. Experimento Escoamento de Agua

O experimento consiste em tampar o orificio e encher o tanque até a altura
360 mm, em relacdo ao furo. Em seguida, marcar o nivel observado, a cada intervalo
de tempo de 60 segundos. A contar do momento no qual é destampado o orificio.

As imagens, a seguir, sdo de uma repeticdo do experimento. Isto €, as mar-

cacoes ja estao feitas. O orificio foi destampado na posi¢cao 12 do ponteiro vermelho.

Fotografias 8 — Mmento antes e depois da liberacdo do orificio.
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Fotografia 11 — Trés minutos de escoamento. Fotografia 12 — Quatro minutos de escoamento.
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Fotografia 13 — Cinco minutos de escoamento. Fotografia 14 — Seis minutos de escoamento.

Fotografia 15 — Sete minutos de escoamento Fotografia 16 — Oito minutos de escoamento.
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=

Fotografia 17 — Nove minutos de escoamento.  Fotografia 18 — Dez minutos de escoamento.

L

Fotografia 19 — Onze minutos de escoamento
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Para uma altura menor que cinco milimetros, o jato de agua apresentou um

comportamento singular. Caracterizado pela presenca de ar e pelo contato com a

parede externa do recipiente. Por isso, 0 modelo ndo sera capaz de ser muito preci-

SO para 0 que ocorre nessas alturas, muito préximas ao furo. Uma que vez que essa
situacdo nao foi considerada, durante a modelagem.

Em seguida. Foram feitas as medi¢c0es das alturas. Veja fotografias 20.

Fotografias 20 — Tanque na horizontal para medicdes

Com esses valores, foi construida a tabela a seguir:

Tabela 3 — Dados do experimento escoamento de agua.

Tempo
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 (10511 | 115 | 12
(min)

Altura
360 | 309 | 262 | 218 | 178 | 142 | 110 | 82 | 58 39 (24| 18 (12| 75 4
(mm)
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3.2.2. Representac¢Oes Graficas do Experimento e Modelo

Com os dados da tabela 3, pode-se construir o seguinte grafico:

400
350
300 v °
250 ¢ '
200
150
100 + '

90 + '

0 2 4 6 3 10 12

tempo de escoamento (min)

Grafico 2 — Representacdo de dados do experimento escoamento de agua.

experimento '

altura (mm)

O préximo grafico compara os resultados obtidos experimentalmente com os

dados previstos teoricamente.

400
350
300
250
200
150
100
50
0

experimento '
modelo

altura (mm)

0 2 4 6 8 10 12
tempo de escoamento (min)

Gréafico 3 — Confronto do modelo com os dados experimentais.
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3.3. Coeficiente de Velocidade e Coeficiente de Contracéo

Com dados obtidos com o0 experimento escoamento de agua, veja a tabela
2, pode-se encontrar o coeficiente de velocidade do sistema. Utilizando a equacao

(2.6).

Substituindo os valores da tabela 2 em V= Xﬂ’% . Obtém-se:

V=452, | 280 —1870,91
\f2-286

Pela equagéo (2.5) e V= C,v

v=C,-+/2-9800-199 =C, -1974,94

Dai, obtém-se o coeficiente de velocidade do sistema:

1870,91
" 1974,94

Pode-se, agora, calcular o coeficiente de contragao.

C=C_C,
0,95=C.-0,95
C. =1

C

A situacdo ideal para evitar contracdes € a de um recipiente com um tubo
curto (bocal) soldado ao orificio. Em contrapartida, para obtermos uma contracao
significativa, sem uso de bocal, basta que a espessura da parede do recipiente seja
pequena em relacdo ao didmetro do furo, mais precisamente menor que a metade
do diametro do orificio (Daugherty, 1985). O recipiente do experimento tem 4mm de
espessura, isto €, igual ao diametro do orificio, isso explica o valor alto para o coefi-

ciente de contracéo. O fato de obtermos coeficiente de contracao igual a 1 nao signi-
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fica necessariamente que ndo houve contracdo, pois temos os problemas de preci-
sao dos instrumentos e erros de aproximacao. Contudo, podemos afirmar que a con-

tracao foi desprezivel para o fenémeno.
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CAPITULO 4

PROGRESSOES E

CARACTERIZACAO DE FUNCOES ELEMENTARES

Uma atividade para o ensino médio que propde a investigacdo em busca de
uma funcdo-modelo para um fendmeno, a partir de dados experimentais, € uma ex-
celente oportunidade para o professor apresentar a caracterizacdo de algumas fun-

cOes elementares, este estudo é incentivado por Lima (2006)

A fim de saber que espécie de fungdo se deve empregar para resolver um determinado problema,
€ necessario conhecer as propriedades caracteristicas de cada fungao, pois as situagdes da vida
real, quer no cotidiano, quer na Tecnologia, quer na Ciéncia, ndo surgem acompanhadas de féormu-
las explicitas. Este € um ponto de fundamental importancia, frequentemente ignorado no ensino
formal tradicional, onde os conceitos matematicos séo introduzidos para resolver problemas que se

referem a eles mesmos.

Este capitulo apresenta teoremas de caracterizacao das funcbes Quadrati-
cas e Exponenciais, tais teoremas estdo relacionados com progressdes aritméticas e
geométricas. Além disso, os dados do experimento escoamento de agua sao testa-

dos em relacéo a essas propriedades tipicas dessas duas funcdes.

4.1. Funcao Quadratica e Progressodes

Nesta secdo, serdo definidas funcdes quadraticas e progressdes aritméticas
(ordinaria e de segunda ordem). Resultados elementares, relacionados a essas no-

¢cOes, serdao demonstrados. Alguns destes, utilizados para demonstrar o seguinte
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resultado: Toda funcdo continua f:R —R que transforma progressdes aritméticas

em progressdes aritméticas de segunda ordem € da forma f (x)=ax’+bx+c.

4.1.1. Funcfes Quadraticas
Definicdo: Uma funcdo f:R — R chama-se quadratica quando existem numeros
reais a, b e ¢, com a0, tais que f(X)=ax’+bx+c paratodo xeR.

As proposicdes 1 e 2 a seguir ndo sao necessarias para a demonstracao do
resultado principal desta secdo (teorema de caracterizacdo da funcdo quadratica).
Os resultados dessas proposicoes serdo utilizados na atividade apresentada no ca-

pitulo 5.

Proposicéo 1: Sejam X;, X,, X; trés numeros reais distintos e y,, Y,, Yy, numeros
tais que os pontos A(xl,yl), B(xz,yz) e C(x3,y3) s&0 n&o colineares em R?. Existe

uma funcdo quadratica f , tal que f(x1)=y1, f(Xz):)’z, f(xe)ZY3-

Y:— W X + XY —XY;

Demonstracdo: A fungdo g:R — R, definida por g(x)=
X3 =X X3 =X

cumpre g(x1)= Yy, e g(x3)= Y;. Considere, agora, a fungdo f :R — R, definida por

ys_yl X3y1_X1y3
f(x)=a(x— X=X, )+ X+ )
(x)=a(x=x)(x-x) X%, X, —x,

Tem-se f(X)=Y, e f(X)=Y,, qualquer que seja acR. Para que f(X,)=Y,, de-

ve-se ter

Ys— Y X + XY =X Ys
X3 — X X3 — X

a(x,—x)(x,—%)= Y2 (%, _Xi)_XZ)((ys_;lyl)_Xﬂﬁxds
3

Y, = a(xz _X1)(X2 _X3)+
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oo Y2 (=) =% (Yo = 1) = XY + s

(% =%) (% =% ) (% —%)

a= XYo = XY, =X Y XY — XY H XY,

(Xz _X1)(X2 —X3)(X3—X1)

Dai,
a=0 g X3y2—x1y2+x2y1—x3yl+x1y3¢0

Afuncdo f é quadratica se, e somente se, a#0. Como

XY, =X Y2 + XY = XY +XY; 20 S XY, =X Y, =XV XY = XY XY XY + XY
Tem-se

f équadridtica < XY, = XY, = XY, + XY, ZXY; =X Y; = XY, + XY,

f équadratica < (Y= Y)(%=%)#(¥s=¥) (% —%)

f équadratica < 2N, Y¥s~h
X; =% X3 =X

Entdo, considerando os pontos A(X,Y,), B(X,.Y,) e C(X,¥;), f é quadra-

tica se, e somente se, as retas AB e AC ndo tem a mesma inclinagao, isto &, os
pontos A, B e C s&o ndo colineares.

Proposicdo 2: Se duas fun¢cBes quadraticas possuem trés pontos distintos em co-

mum, entdo essas fungbes assumem o mesmo valor para qualquer real Xx.

Demonstracdo: Dadas as fungbes f:R—>R e g:R—>R, definidas por

f(x)=ax’+bx+c e g(x)=d+ex+f, tais que f(x)=9(x), f(X)=9(x) e
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Subtraindo a segunda equacédo de cada uma das outras, obtém-se:
(B)

Por hipotese (Xl—XZ)iO e (X3—X2)¢0, assim €é possivel dividir a primeira

equagéao por X, —X, e a segunda por X; —X,, isso simplifica o sistema para,

{(a—d)(x1+x2)+(b—e) 0

(a—d)(x,+x,)+(b-e)=0

(©

Ao subtrair a segunda equacdo da primeira no sistema (C), obtém-se
(a—d)(x—%)=0, como x #X,, deve-se ter a=d . Assim, pelo sistema (C), b=¢ e

pelo sistema (A), c=f .

4.1.2. Progressdes Aritméticas

4.1.2.1. Progresséo aritmética

Definicdo: Progressdo Aritmética € uma sequéncia de numeros (ai,az,...,an,...) na
qual a diferenca entre cada termo e o termo anterior € constante, essa constante é
chamada de raz&o e seré representada por I .

Proposigao 3: O termo de ordem n de uma progressao aritmética é a, =a, +(n-1r,

isto €, um polinébmio em n de grau menor ou igual a 1.

Demonstracédo: Pela definicdo de progressao aritmética, temos

a,~a ="
- =r
a-a  =r

Somando, resulta



55
A reciproca desta proposicdo é verdadeira. Se o termo geral de uma se-

quéncia for um polinbmio em n, de grau menor ou igual a 1, entdo ela serd uma

progressao aritmética. De fato, se X, =an+b, entéo (x,), € uma progressao aritmeti-

ca de razdo r=a e primeiro termo igual a a+b.

Proposigao 4: A soma dos n primeiros termos da progresséao aritmética (a,) € igual

as (Bta)n
2

Demonstragdo: Cada termo dentre os seguintes a,,a,,...,a,, figura exata-
mente duas vezes na soma (a,+a)+(a,,+a,)+(a, ,+a)+..+(a,+a, ) +(a,+4a),
entao

2s, =(a,+a)+(a+a,)+(a, +a)+..+(a, +a,,) +(a,+a)

De cada paréntese para o seguinte a primeira parcela € subtraida por r,
enquanto a segunda é somada a I, isto €, todas as parcelas sdo iguais a primeira.
Dai,

2s, =(a,+a)-n

_(a,+a)-n
" 2

S
4.1.2.2. Progressao Aritmética de Segunda Ordem

Definigéo: Progresséo Aritmeética de Segunda Ordem € uma sequéncia (a,) na qual

as diferencas Aa,=a_ ,—a,, entre cada termo e o termo anterior, formam uma pro-

gressao aritmética com razao diferente de zero.
Proposicdo 5: Toda sequéncia na qual o termo de ordem geral é um polinémio em

n, do segundo grau, € uma progressao aritmética de segunda ordem.

Demonstragéo: De fato, se a, =an’+bn+c, com a0, entdo
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Aa, =a,,-a, =a(n+1) +b(n+1)+c—(an’+bn+c)
Aa, =2an+(a+b).
Portanto, (Aa,) € uma progressao aritmetica, isto €, (a,) € uma progressao
aritmética de segunda ordem.
Proposicédo 6: Se (yn) € uma progressao aritmética de segunda ordem entéo o ter-

mo geral é um polinbmio do segundo grau em n.

Demonstracdo: Pela definicdo de progressao aritmética de segunda ordem,

tem-se

Somando, e utilizando a férmula da soma de termos de uma progressao

aritmética, tem-se

yn_yl:[a+(a+(2n2)r)J(n_l)

(n-2)r

Jo-

n :a(n_1)+(n—1)(2n—2)r

yn_ylz(a—i_
y

™Y

Portanto, o termo de ordem geral de (yn) € o seguinte polinémio do segundo

grau em n:

y —£n2+(a—gjn+r—a+y
n 2 2 1

4.1.3. Progressdes e Caracterizagdo da Fungéo Quadratica
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Proposicéo 7: Se f(X)=aX2+bX+C € uma funcdo quadratica e (Xn) € uma pro-
gressao aritmética qualquer, entdo a sequéncia (f(Xn)), tem a propriedade de que
as diferencas sucessivas d, = f(x,)—f(x), d, =f(x)-f(x,),.., d, =f(x,.)—f(X,)
formam uma progressao aritmética.
Demonstracéo: Pela proposicao 3,

X, =X +(n-=1)r
Xoyg =X 00

Xpoo =% +(N+1)r
Dai,

dn+l = f (Xn+2) - f (Xn+1)
d . = a(x1 +(n +1)r)2 +b(x1+(n +1)r)+c—(a(x1+nr)2 +b(x +nr)+c)
d,.,=a(2x +2nr+r)r+br (A)

Da mesma forma, obtém-se d,

d,=f(x.)-f(x,)
d :a(x1+nr)2+b(x1+nr)+c—(a(x1+(n—1)r)2+b(x1+(n—1)r)+c)
d,=a(2x +2nr—r)r+br (B)
Subtraindo membro a membro as férmulas (A) e (B), tem-se:
d,.. —d, =a(2x +2nr+r)r+br—(a(2x +2nr-r)r+br)=2ar?

Teorema 1: Toda funcdo f:Q—>R que transforma progressdes aritmeéticas em pro-

gressOes aritméticas de segunda ordem é da forma f (x)=ax®+bx+c.
Demonstracdo: Por hipétese, as sequéncias (f(O), f(l), f(2),..., f(n),...,)

e (f(1),f(0), f(-2), f(-2),... f(—n),...,) s&o0 progressdes aritméticas de segunda

ordem. Pela proposicéo 6, existem constantes a=0, b e ¢, tais que
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f(n)=an’+bn+c, paratodo neZ.

Dado peZ, por hipbétese, a sequéncia

(BEERES

€ uma progressao aritmética de segunda ordem, assim, existem constantes a'#0,
b' e c', tais que

f(ﬂj:a'n2+b'n+c', paratodo neZ.

p
Dai

()= 1% |=a(on)" st (om) 0
f(n)

Conclui-se que as fungdes quadraticas definidas por g(x)=ax*+bx+c e

(pza')n2 +(pb")n+c.

h(x)=(p*a')x’+(pb")x+c" coincidem para todo x=n. Pela proposi¢do 2, deve-se

ter a=p?a', b=pb' e c=c'. Portanto,

f(£j=%n2+2n+c, isto e,
p p p

2
f (ﬂj = a(ﬂj +b(£}+c
p P p
Para demonstracdo do préximo teorema, sera admito que a funcéo quadrati-
ca é continua, além do seguinte resultado: Se existirem funcdes § e h definidas e

continuas em R e tais que g(r)=h(r) para todo racional r, entdo g(x)=h(x)

para todo real x, (GUIDORIZZI, 2001) e (LIMA, 2011).
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Teorema de Caracterizacdo da Funcdo Quadratica: Toda funcdo continua

f :R—>R que transforma progressdes aritméticas em progressdes aritméticas de se-
gunda ordem é da forma f (x)=ax’+bx+c.

Demonstracdo: Pelo teorema 1, as fungdes continuas f e ax’+bx+c sao

tais que f(r)=ar?+br+c para todo nimero racional r=21, dai conclui-se que
p

f (X):aX2+bX+C paratodo xe R,

4.2. Funcbes Exponenciais e Progressdes
Nesta secdo serdo apresentadas as definicbes de funcdes exponenciais e
progressdo geométrica com o objetivo de demonstrar o teorema de caracterizacao

da funcéo de tipo exponencial.

4.2.1. Funcéo Exponencial

Definicdo: Uma funcdo f:R—>R" chama-se exponencial quando existe nimero

real positivo a =1, tal que f(X)=a" paratodo xeR.

A funcdo exponencial possui a seguinte propriedade: Se a>1, entdo f €
crescente. Se a<1, entdo f € decrescente. Para uma discussao sobre o significa-
do de poténcias com expoente irracional, bem como a demonstracéo da propriedade
acima, indicam-se (LIMA, 2009) e (AVILA, 2003).

Lema 1: Fixado o namero real positivo a #1, em todo intervalo de R" existe alguma
poténcia a", com reQ.

Demonstracdes para esse resultado encontram-se em (GUIDORIZZI, 2001)

e (LIMA, 2006).
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Teorema 2: Seja f:R—-R uma fungdo crescente ou decrescente. Se
f(nx)=(f(x))n quaisquer que sejam neZ e XeR, entdo f(x)=a* para todo

xeR, onde a=f(1).
Demonstragdo: Dado peZ tem-se, por hipétese, f(p)=f(p-1)=f(1)°, fa-
zendo f(1)=a, obtém-se
f(p)=a’.

Para todo numero racional r=p/q (peZ e qeN), pode-se escrever

f(r)'=f(ar)="f(p), dai,

P
q r

f(r)'=a" = f(r)=a’=a".

Supondo que existe x irracional com f(x)=a*, digamos f(x)<a*, pelo
Lema 1, existe r e Q, tal que f(x)<g(r)=a"<a*.

Mas f crescente implica em x<r, enquanto que a" <a* com a>1 implica

em x>r. Para f decrescente teriamos x>r, enquanto que a" <a* com O<a<l

implicaria em x<r. Com essa contradi¢éo conclui-se que f(x)=a* paratodo xeR

4.2.2. Progressdo Geométrica. E uma sequéncia na qual o quociente entre cada
termo e o termo anterior é constante, esse quociente é chamado de razdo e sera

representado por (.
Proposicédo 9: O termo de ordem n de uma progressdo geométrica é a, =a,q"".

Demonstracéo: Pela definicdo de progresséao aritmética, temos
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a, =a,q
a; =a,q
a,=a,,q

Multiplicando, resulta

n-1
3,8;...8, =23,...8,,(

n-1

a, =aq

4.2.3. Progressdes e Caracterizacdo da Funcao Exponencial

Considere a fungéo f(x):R—R, definida por f(x)=ba*, onde a e b s&o
constantes positivas. Se (X1,X2,...,Xn,...) € uma progressao aritmética de razdo r,
entdo a sequéncia (f (Xl) f (Xz) f (Xn)) € uma progressao geometrica de razao

a", pois f(x,,)=ba™ =ba™" =ba™a"=f(x,)a" para todo neN. O teorema a se-
guir mostra que esta propriedade é caracteristica desse tipo de funcao.
Teorema de Caracterizagdo: Se f(x):R—R € uma fungéo crescente ou decres-

cente que transforma toda progressao aritmética (Xl,Xz,...,xn,...) numa progressao

geomeétrica (f(Xl),f(Xz),---,f(Xn),---), entdo f(x)=ba* para todo xeR, sendo

Demonstracdo: Dado xR, considere os seguintes nimeros em progressao
aritmética
0, X, 2X,..., nx,

assim, por hipotese, 0s seguintes nimeros estdo em progressao geométrica

£(0), F(x), f(2%), . F(m0),



Dai, visto que q= .

ff ((T)X>) (

f (X)] paratodo ne N,

£(0)
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Para dividir por f(0) deve-se ter certeza que f(0)#0. Isso sempre ocorre

de fato, pois do contrario os nameros 0, f (1), f(2), por exemplo, ndo estariam em

progressdo geométrica, uma vez que estamos supondo f crescente ou decrescen-

te.

Por hipétese, os ntimeros f(nx), f(0), f(-nx), estdo em progresséo geo-

métrica para todo ne N, assim,

Portanto,

f(nx) (f
Ont

F(X) _ .«

—=a",

£(0)

(X)] paratodo neZ.

(0)

Pelo teorema 2, . Fazendo

f(x)=ba".

f (O) =b tem-se
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4.3. Experimento e Caracterizacao de Funcao

Esta secdo contém exemplos de como testar os dados obtidos com o expe-
rimento escoamento de agua, em relacdo as propriedades caracteristicas das fun-
cOes quadraticas e exponencial, apresentadas neste capitulo.

Considere a seguinte proposta de atividade matematica, para o ensino mé-
dio: Investigar qual das funcdes elementares € mais adequada para a solucdo do
problema da secédo 2.4 (evolucdo da altura em funcdo do tempo). Nesta atividade, o
professor ird orientar os alunos a construir o grafico de pontos, tal como feito no ex-
perimento escoamento de agua. Apos a construcdo do grafico, espera-se que nao
seja cogitada a Funcao Afim, muito menos a Func¢éo Linear, como solu¢édo do pro-
blema. Apesar da Funcédo Exponencial ndo possuir zero, é razoavel supor, pela dis-
posicdo dos pontos, que esta funcdo aproxime a solucdo. As outras opcdes sédo a
Funcdo Quadratica e a Func¢éo Polinomial.

A seguir, sera apresentada a maneira de utilizar o teorema de caracterizacao
da secdo 4.2, para mostrar aos alunos que este modelo ndo € adequado para solu-
cao do problema. Em seguida, os dados experimentais seréo testados para a propri-

edade que caracteriza a funcédo quadratica.

4.3.1. Experimento e Caracterizacdo da Funcao Exponencial
Vamos verificar se 0 modelo h(t) =ba' é adequado para o problema.

Vamos utilizar, na proxima tabela, os dados do experimento escoamento de

agua, para testar essa caracteristica da funcao exponencial.
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Tabela 4 — Experimento e fun¢éo exponencial.

t h, Y, =% Y, =%
0 36

1 30,9 0,85833 0,9
2 26,2 0,8479 08
3 21,8 0,83206 08
4 17,8 0,81651 08
5 14,2 0,79775 0,8
6 11 0,77465 0,8
7 8,2 0,74546 0,7
8 5,8 0,70732 0,7
9 3,9 0,67241 0,7
10 2,4 0,615385 0,6
11 1,2 0,5 0,5
12 0,4 0,333333 0,3

A sequéncia (26,2; 21,8, 17,8; 14,2; 11), digamos, aproxima-se termo a ter-

mo de uma progressdo geométrica. Enquanto que, (11; 8,2; 5,8, 3,9) aproxima-se
de outra progressdo geométrica. Vamos calcular o erro cometido ao aproximar a se-

quéncia (hl,..., hlz), por essas duas progressdes geomeétricas.
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Aproximacéao pela PG de razéo 0,8.

Tabela 5 — Aproximacao por PG.

t h X e =lh-x|
1 30,9 30,9 0

2 26,2 24,72 1,48

3 21,8 19,776 2,024

4 17,8 15,8208 1,9792
5 14,2 12,65664 1,54336
6 11 10,125312 0,874688
7 8,2 8,1002496 0,0997504
8 5,8 6,48019968 0,6801997
9 3,9 5,184159744 1,2841597
10 2,4 4147327795 1,7473278
11 1,2 3,317862236 2,1178622
12 0,4 2,654289789 2,2542898

O erro chegaria a dois centimetros. Pode-se considerar um erro grande para
o problema.

Vamos, agora, aproximar pela PG de razéo 0,7.



Tabela 6 — Aproximacao por PG.

t h1 X & = ht —X% |
1 30,9 65,4489201 34,54892
2 26,2 45,81424406 19,614244
3 21,8 32,06997085 10,269971
4 17,8 22,44897959 4,6489796
5 14,2 15,71428571 1,5142857
6 11 11 0

7 8,2 7,7 0,5

8 5,8 5,39 0,41

9 3,9 3,773 0,127
10 2,4 2,6411 0,2411
11 1,2 1,84877 0,64877
12 0,4 1,294139 0,894139
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Portanto, a funcéo exponencial ndo aproxima satisfatoriamente a solucao do

problema.

4.3.2. Experimento e Caracterizacdo da Funcao Quadratica

Testaremos, agora, a propriedade que caracteriza a fungdo quadratica.

Tabela 7 — Experimento e fung&o quadratica.

t 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 [ 10 | 11 | 12
h, 36 | 309|262 | 218|178 | 142 | 11 | 82 |58 |39 |24 12|04
y,=h-h_, 51 | 47 | -44 -4 36 | 32|-28|-24]-19]|-15]|-12]-08
Z, =Y, — Y 04 | 03 | 04 | 04 |04 | 04| 04|05]|04]03]04
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Os numeros da primeira linha da tabela 7 estdo em PA. Entdo, deve-se veri-

ficar se os numeros da segunda linha estdo em progressao aritmética de segunda
ordem. Para isso, 0s numeros da terceira linha devem esta em PA. Isto é, os niUme-
ros da quarta linha devem ser iguais. Nao € exatamente o que acontece. Mas, a se-

quéncia (y,), digamos, esta proxima de uma PA. Entenda que o objetivo desta se-

¢do, ndo é provar que a funcao quadrética € o melhor modelo para o fendmeno, pois
€ impossivel testar para todas as progressdes aritméticas. Mas, os resultados da
tabela anterior nos indicam que a fung¢do quadratica € um bom investimento na bus-

ca do modelo.
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CAPITULO 5

ATIVIDADE MATEMATICA LCP

PARA O ENSINO MEDIO

A atividade, apresentada a seguir, propde um experimento como forma de
engajar os alunos no processo de ensino-aprendizagem. Inserindo-os naturalmente
em um contexto de investigacdo em busca da solucéo do problema, cujo carater in-
terdisciplinar, torna-se um atrativo a mais. A atividade foi dividida em duas aulas.
Contou com a participacao de seis alunos, do segundo ano do ensino médio, da Es-
cola Estadual Pedro Alvares Cabral. Situada na cidade de Santarém do estado do
Para.

Esta atividade gira em torno da resolugéo do problema da variacdo da altura
em funcdo do tempo de escoamento, para o caso especifico do tanque disponibili-
zado aos alunos. Os alunos realizardo o experimento, tabularéo os dados e construi-
rdo o grafico de pontos usando o Excel. Sera explicado que existe solucéo geral pa-
ra esse tipo de problema. Além disso, serdo citados estudiosos e teorias que contri-
buiram para resolver o problema. Bem como, sera indicado como encontrar a velo-
cidade com que a 4gua passa pelo orificio, e relaciona-la com o alcance do jato de
agua. Na busca da funcéo elementar que melhor aproxima a solucao, sera apresen-
tada a caracterizacdo da funcdo exponencial. Os alunos encontrardo os coeficientes
da formula da funcdo (quadratica) que resolve o problema. Resolvendo sistemas de

equacoes.
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5.1. Atividade
Aula 1:
A primeira aula, no laboratério da escola, comecou com a apresentacao do
problema aos alunos. O material disponivel era: recipiente de vidro, tanque auxiliar,
bomba submersa, reldgio de parede, cronébmetro, régua, esquadro, papel, canetas e

fita adesiva.

Fotografia 21 — Aula 1.

Ao observar o fenbmeno, decidiram que bloqueariam o orificio sempre que
desejassem medir a altura do nivel da 4gua e utilizariam um cronémetro para deter-
minar o intervalo de tempo entre cada medicdo. Decidiram padronizar o intervalo e
dez segundos foi consensual inicialmente. Mas, observaram que nos instantes finais
do escoamento, esse intervalo representaria pouca variagdo na altura. Enquanto
comentavam sobre o alcance do jato, que diminuia em funcéo da velocidade, a qual
dependia da pressédo no orificio que, por sua vez, dependia do nivel da superficie da
agua. A intervencdo nesse momento, limitou-se a indicar pesquisas e citar Evange-

lista Torricelli, localizando historicamente o problema. A obtencdo da formula
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v=4/2gh, tal como feito no capitulo 2, e como relacionar essa velocidade com o al-

cance do jato foram reservadas para a aula 2.

Ap6és realizarem o escoamento apenas para observagdo, decidiram iniciar as
medicOes. Para isso, fixaram, com fita adesiva, uma régua no recipiente. Escolheram
a altura inicial. Iniciaram o escoamento, e o0 interrompiam a cada intervalo de tempo

de 30 segundos, para aferir a altura e registrar no papel.

N
\}b

Fotografias 22 — Alunos realizando o experimento

Com a tabela obtida, construiram o grafico da funcdo. Tanto em papel mili-

metrado, quanto usando o Excel. O primeiro a ficar pronto foi o seguinte:

A B c D E F G H 1 J K L M N
1 Tempo(seg) Altura
2 [ 27,6
3 30 25,3
4 60 23
5 20 20,8 [0 )
6 120 18,7 +
7 150 16,7 25 L4
8 180 14,8 *
9 210 13,1 20 +
10| 240 11,5 *
1 270 10 15 b - »
12 300 85 + #serel
13| 330 7.3 10 hd *
14 360 6,1 ‘.
15 390 5.1 s *,
ERE

' o T T T T T d

18 480 2,6 0 100 200 300 400 500 600
19| 510 1,9 = =
20 540 13
21 570 0,8

22

Figura 10 — Tabela e grafico do experimento dos alunos.
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Um dos alunos disse que achava se tratar da “metade de uma parabola”.
Enquanto outros achavam ser o grafico de uma funcéo exponencial. Um dos alunos
falou que nao teria como responder, talvez ndo fosse nenhum nem outro. Coube,
entdo, um momento de intervencdo. Nesta oportunidade, foi falado sobre a caracte-
rizacdo da funcédo exponencial e mostrado alguns exemplos de facil manipulacdo. O
grupo tentou, entdo, aproximar os valores da coluna da altura, por uma progressao
geomeétrica, e chegou a conclusédo que a funcdo exponencial ndo seria uma linha de
tendéncia adequada. Veja a secdo Experimento e Caracterizacdo de Funcdes Ele-
mentares. Enquanto isso, também refez o experimento, para um intervalo de tempo

menor e finalizou a construcdo do grafico no papel.

Fotografias 22 — Refazem o experimento enquanto testam a fungéo exponencial.
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Figura 11 — Gréfico do experimento realizado pelos alunos.
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c2 - f | =B3/B2
A B C D E F G H 1 J K L M N

1 Tempo(seg) Altura tempo
Z| 0 27,6 | 0,916667 _| 0 0

3 30 25,3 0,909031 0,5 6

4 60 23 0,904343 1 12

5 90 20,8 0,899038 1,5 18

6 120 18,7  0,893048 2 24

7 150 16,7  0,886228 2,5 30 30

g 180 14,8 0,885135 3 36

] 210 13,1 0877863 3,5 42 25

10 240 11,5 0,869565 a a8 *

11 270 10 0,85 4,5 54 20 *

12 300 8,5 0,858824 5 60 * .

13 330 7.3 0,835616 5,5 66 15 * B
14 360 61 0836066 6 72 * ¢ Sériel
15 390 5,1 0,803922 6,5 78 10 hd ¢

16 420 4,1 0,304878 7 24 *e

17 450 3,3 0,787879 7,5 90 5 LA

18 480 2,6 0,730769 8 96 *e *,

19 510 1,9 0,684211 8,5 102 0 . . . . e

20 540 1,3 0,615385 9 108 100 200 300 400 500 600

21 570 0,8 9,5 114

22

Figura 12 — Comparar a sequéncia das alturas com uma PG

Cada célula da coluna C é formada pelo quociente entre a altura referente a

linha seguinte e a altura correspondente. A coluna D é referente ao tempo, em minu-

tos. Enquanto que, a coluna E é outro multiplo dos valores de tempo, o qual o grupo

considerou adequado para construir o grafico no papel milimetrado.

1 Tempo
2 Altura

A seguir o grafico para o intervalo de tempo de dez segundos.

A B|c|bD

E|F

—

G| Hu|

J |k

Lim|nN|o|PrP|al|Rr

s | T|lu|v| w|x | Y|z |Ar| AB AC|AD|AE | AF | AG | AH | Al

0 10 20 30 4 50 6§ 70 80 90 100 110 120 130 140 150 160 170 180 190 200 210 220 230 240 250 26D} 270 280 200 300 310 320 330 340 350 360 370 3
27,6 269 261 253 245 237 23 22,2 215 20,8 20,1 1394 187 18 173 167 161 154 148 142 137 131 126 12 11,5 11 105! 10 95

A1 | Ak AL | Am | Al

9 85 81 77 73 63 65 61 58

0

o

Figura 13 — Gréfico do experimento feito pelos alunos.

Encerrou-se assim a primeira aula, a qual teve duragéo 2 horas. O grupo de-

sejava utilizar a funcéo quadratica como modelo. Foi pedido para que o fizessem na

aula seguinte, em grupo. Além disso, foram lembrados da pesquisa indicada sobre

0s aspectos fisicos do experimento.
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Aula 2:

Esta aula ocorreu no dia seguinte a primeira. Com duracdo de uma hora e
trinta minutos. Composta por dois momentos.

Primeiro Momento: Exposicéo oral para os alunos, com uso da lousa e pincel: Ob-

tencdo do resultado V:«/29h , tal como feito no capitulo 2; Relagdo entre a veloci-

dade da agua ao passar pelo orificio e o alcance do jato, tal como feito na secao
Coeficiente de Velocidade.
Segundo Momento: Obtencéo da formula da funcdo quadratica que melhor aproxi-

ma o0s pontos do grafico construido com o experimento.

"

Fotografias 23 — Aula 2.

A estratégia foi obter a formula da parabola que contivesse trés pontos esco-
lhidos no gréfico. O ponto de abscissa zero foi o preferido. Além de facilitar as con-

tas, segundo os alunos era o ponto que estava menos sujeito as imprecisées dos
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instrumentos de medida. Segue abaixo, o resultado apresentado pelo grupo. O tem-

po esta em minutos e a altura em milimetros.

JEhs o £ bt e

VO\(O}: &4’6
h(z)- 186+
Jh (55): 33

{ a Zﬂ.é’.&,{-z;(; {8;?'
Qa.- c5,5)‘4.{y.5,ﬁ+z¥6:73

Ja: gi -—ZQ
Z
b w4524

55é+5/5_ C4452q ) --203

|
5,'5(,1‘ a?&(,;f)a{/a z -~ 20
((f/éﬁ(l - /‘f/, 75

v@‘: ~HES -2
L: 44,5 -2, e, Ay
U}f - 4/6,3/./\/

———

hi¢) -¢,13 £¢ 4/8.59‘\{:2#7{

Figura 14 — Sistema de equacdes e resposta dos alunos para o problema.
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O grafico, a seguir, foi apresentado aos alunos contendo seus resultados.

350 . ;

e}tperimentd '
300 ¢t modelo

250
200
150
100
50
0

altura (mm)

tempo de escoamento (min)
Figura 15 — Gréafico com os resultados dos alunos.

5.2. Avaliagéo das Aulas

Nesta sec¢do, serdo apresentadas as respostas dos alunos a dois questiona-
rios, um individual (anexo A) e outro para o grupo (anexo B). Esses questionarios
foram aplicados, principalmente, para verificar se a ideia central é capaz de atrair e
motivar os alunos a realizarem a atividade. O objetivo dessa analise é tornar a ativi-
dade descrita nesse capitulo um parametro, a respeito da receptividade dos estu-
dantes para uma atividade que envolva mais alunos e um nimero maior de aulas.
Além do mais, detectar possiveis dificuldades na realizacdo do experimento e classi-
ficar cada etapa da atividade quanto ao grau de dificuldade atribuido pelo aluno.
5.2.1. Questionarios

As perguntas do questionario individual séo:

e A execucao do experimento foi um atrativo para a participagao na ativida-

de?
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e Vocé acha que os contedudos matematicos podem ser ensinados com ati-
vidades desse tipo? Vocé aprendeu ou recordou algum conteddo matematico duran-
te a atividade?

e Vocé aprendeu ou recordou algum conceito de outra disciplina durante a
atividade?

e O que vocé achou mais interessante na atividade?

No questionario individual, pede-se a atribuicdo de um grau de dificuldade,
de 1 a 5, a cada etapa da atividade. As etapas consideradas séo: coleta de dados do
experimento; construir o grafico com o Excel; construir o grafico em papel milimetra-
do; caracterizacdo da funcdo exponencial, comparar a sequéncia das alturas com
uma PG e resolucdo do sistema para encontrar os coeficientes da funcdo quadrati-
ca.

As perguntas do questionario para o grupo sao:

e A execucado do experimento de alguma forma atraiu o grupo a tentar re-
solver o problema?

e Quais fatores dificultaram a realizagéo do experimento?

e De que maneira a visualizacdo do grafico de pontos, construido com o
experimento, contribuiu com a busca da solu¢do do problema?

e A caracterizagdo da funcdo exponencial foi util para a investigacdo? De
gue maneira?

e O que o grupo achou mais interessante na atividade?

e Vocé aprendeu ou recordou algum conceito de outra disciplina durante a

atividade?
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5.2.2. Resultados

A respeito de o experimento constituir um atrativo para a participacdo na ati-
vidade. A resposta dada pelo grupo foi: “Sim, pois era algo diferente do que esta-
vamos acostumados e isso hos motivou a resolver o problema”. Nos questiona-
rios individuais, todos responderam de maneira positiva, inclusive a maioria desta-
Ccou que o0 aspecto pratico os motivou a resolver o problema proposto. A seguir, as
respostas de trés dos alunos.

“Sim, foi o que mais me atraiu para participar da atividade”.

“Foi uma atragao, pois nao foi so teoria e teve pratica o que motivou a
chegar ao fim do problema”.

“Foi, pois nao fizemos so6 célculo, analisamos e vimos na pratica como
um experimento poderia dar origem a uma férmula aplicada”.

A respeito da possibilidade dos conteudos matematicos serem ensinados
com atividades praticas, todos os alunos disseram acreditar que sim. Os alunos con-
sideram que esse tipo de atividade para o ensino de Matematica pode “prender a
atencao do aluno”, atrai-lo a resolver problemas e torna-lo “mais participativo”. As
respostas a seguir foram transcritas como os alunos as fizeram.

“Sim, seria uma forma mais dindmica de aprendizagem, e assim os alu-
nos poderiam ser mais participativos e interagiriam muito mais”.

“Sim, é uma forma que prenderia mais a atencao dos alunos, assim
como prendeu a minha. E um jeito de aprender mais rapido e com mais efici-
éncia”.

“Sim, pois aplicar Matematica é dificil e essas atividades podem nos

ajudar a superar essa dificuldade”.
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Sobre os contetudos de Matematica que aprenderam ou recordaram, citaram
funcdes, progressoes e sistemas. Em relacdo a caracterizacdo da funcdo exponen-
cial, os alunos afirmaram que este recurso foi Util para concluir que a fungcéo expo-
nencial ndo traria uma boa aproximacao para os dados do experimento. Foram per-
guntados se a caracterizacdo foi Gtil para a investigacdo. A resposta do grupo foi:
“Sim. Vimos que a funcdo exponencial ndo traria uma boa aproximacao, mes-
mo sem precisar resolver o sistema e construir o grafico”.

Nas respostas sobre o que acharam de mais interessante na atividade, des-
taca-se a propria execucdo do experimento. A resposta do grupo foi: “Tudo, vimos
uma outra realidade, ao contrario de termos um problema somente no papel,
vimos o que realmente acontece, sua aplicacdao e sua resolugao”. A seguir, a
resposta de quatro dos alunos.

“Eu acredito que a execugado do experimento foi a parte mais interes-
sante”.

“Eu achei a execugao do experimento mais interessante”.

“O grafico conseguido com o resultado passou por todos os pontos
marcados com a experiéncia”

“A execugao do experimento e sua aplicagao ao grafico, junto com a
formula. Na verdade tudo.”

A respeito da realizacdo do experimento, em especial a coleta de dados, 0
grupo respondeu que “nao foi dificil’. Quanto ao grau de dificuldade atribuido indivi-
dualmente, a coleta de dados do experimento foi considerada a segunda etapa mais
facil da atividade, a etapa considerada mais facil foi a constru¢cdo do grafico com o
Excel. O gréafico 4, a seguir, mostra a média do grau de dificuldade atribuido pelos

alunos a cada etapa da atividade.
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Grau de dificuldade em média

Resolucdo do sistema
Comparar alturas com PG
Caracterizacao de fungdo

Grafico em papel milimetrado

Etapas da atividade

Grafico com o Excel

Coleta de dados

0 0,5 1 15 2 2,5 3 3,5
Grau de dificuldade
Grafico 4 — Comparacéo entre as médias dos graus de dificuldade.

A etapa da caracterizacdo da funcédo exponencial foi considerada a mais di-
ficil. Para supera-la foram exibidos exemplos de facil manipulacdo e assegurou-se
que os alunos entenderam os teoremas (ndo foram demonstrados), a “visdo geomé-
trica” das progressodes foi importante para isso, por exemplo: associar progressao
aritmética a pontos igualmente espacados na reta. O procedimento para utilizar teo-
rema de caracterizacdo nao foi considerado dificil. Na etapa de resolucdo dos siste-
mas, 0s procedimentos para resolver um sistema de duas incognitas ja eram conhe-
cidos pelos alunos.

Tendo em vista a receptividade dos alunos, conclui-se que o0 aspecto pratico
e interdisciplinar da atividade constitui um eficiente atrativo para o estudante enga-
jar-se no processo de ensino e de aprendizagem. Além disso, 0s procedimentos pa-

ra obtencdo dos dados experimentais podem ser considerados simples.
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CONCLUSAO

Uma das atitudes pedagdgicas para melhoria da qualidade do ensino de Ma-
tematica na educacdo basica no Brasil é fazer a aula de Matematica mais interes-
sante para o aluno. O estudo da abordagem LCP é enriquecedor para o desenvolvi-
mento de atividades para o ensino médio nesse sentido.

Uma parte importante do trabalho € o embasamento tedrico, em relacdo as
guestdes matematicas e fisicas do fenbmeno, para o professor que deseja aplicar a
atividade. O estudo feito € indicado para estudantes de Matematica em geral. Esse
estudo contém uma aplicacdo de equacdes diferenciais e gera exercicios interessan-
tes. Os resultados obtidos nos experimentos do capitulo 3 estdo de acordo com as
previsdes contidas na literatura especializada (Mecanica dos Fluidos).

O envolvimento dos alunos parece variar em funcao de diversos fatores li-
gados a motivacdo. A realizacdo de experimento mostrou-se um eficiente atrativo
para despertar o interesse do aluno. Somada a estreita relacédo existente entre Ma-
tematica e Fisica foi possivel propor ao estudante do ensino médio uma experiéncia
de coleta e andlise de dados em um fenémeno para resolver um problema. A resolu-
cdo desse problema envolve o estudo de conteidos matematicos para esse nivel de
ensino.

Os alunos demonstraram dedicacédo e interesse durante toda a atividade
descrita no capitulo 5, essa resposta dos alunos foi bastante gratificante. Os aspec-

tos praticos e interdisciplinar da atividade foram fundamentais para esse resultado.
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ANEXO A — QUESTIONARIOS INDIVIDUAIS

EXPERIMENTO PARA OBTER A FUNCAO QUE MODELA O ESCOAMENTO DE AGUA

1. Aexecugio do experimento foi um atrativo para a participagéo na atividade?

Sherey

2. Voceé acha que os contetidos matematicos podem ser ensinados com atividades desse tipo? Vocé
aprendeu ou recordou algum contetudo matematico durante a atividade’7

Sm‘m“ a@‘b QPL‘UCVL mcﬂ&mc&xm o !3‘;{;(;\ & \L\/\O’b C&L%Lﬁihb
N,

puuhm WS \,u,k,(,do)l o Apron

Saem . fmﬂL[,\zL, (onruMou Cnunﬂ&tfuto s ‘:)Mmo)n

3. De 1 a5, qual o grau de dificuldade que vocé atribui as seguintes etapas:

Coleta de dados do experimento.

] [

I

Construir o grafico com o excel.

[<]
Construir o grafico em papel milimetrado

Caracterizag&o da fungéo exponencial.
Comparar a sequéncia das alturas com uma PG.

] [ [s]

Resolugéo do sistema para encontrar os coeficientes da fun¢éo quadratica.

L] [5]

4. Vocé aprergeu ou recordou algum conceito de outra disciplina durante a atividade?
Simn - FoOwsaw L Tonaao Mpon ek

[

I

I

5. Oque vocé achou mais interessante na atividade? ﬁ)
O guajucd <o nmbww\& Comm O UM ﬁdu P Mt N
oD b porﬁf)@ o bed Cern o Lxpe L) D

Figura 16 — Questionario individual para o aluno A.



EXPERIMENTO PARA OBTER A FUNCAO QUE MODELA O ESCOAMENTO DE AGUA

1. A execucgdo do experimento foi um atrativo para a participagéo na atividade?
DUV % ws ::Q wk,\, Ny e . ) \ngd,\, AT L paasan
RNEATASS _,-"\S\,C\JLKP}Q\,\_ a crsudiocia

2. Vocé acha que os contetidos matematicos podem ser ensinados com atividades desse tipo? Vocé
aprendeu ou recordou algum contetido matematico durante a atividade?

AU , UL PRI suuosiudond e .,t‘Q\.C'-\_:\, SN

‘ Q'V\LL\/\.Q N .

3. De1ab}, qual o grau de dificuldade que vocé atribui as seguintes etapas:

Coleta de dados do experimento.

L] B ] [e] OS]

Construir o grafico com o excel.

W ] ] [ G

Construir o grafico em papel milimetrado

] ] ] [

Caracterizagdo da fungéo exponencial.

] ] G - s

Comparar a sequéncia das alturas com uma PG.

(] W ] [ ]

Resolugéo do sistema para encontrar os coeficientes da fungdo quadratica.

B
[« [s]
4. Voceé aprendeu ou recordou algum conceito de outra disciplina durante a atividade?

s ormnd®s Ao dide e ket o B epraumen s
.z)\}:'k"i’ et L \_}Mlm-ku_\m‘:\l_ . cueny O stton Ko A U oo

:; _:\, .\,.\;Q.ox .

5. O que vocé achou mais interessante na atividade?
) . o P ) )
T Ol 0 SN LOws SO RAENA S
)

SOV QAU oo |,
)

Figura 17 — Questionario individual para o aluno B.
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EXPERIMENTO PARA OBTER A FUNCAO QUE MODELA O ESCOAMENTO DE AGUA

1. Aexecugdo do experimento foi um atrativo para a participagéo na atividade?
éf_m s ka*’ O FHeer AL T g cecbrcr s ;me

ijyvl&‘ciéz';aa el X ‘("LtL‘ 3

2. Vocé acha que os contelidos matematicos podem ser ensinados com atividades desse tipo? Vocé
aprendeu ou recordou algum contetido matematico durante a atividade?

@CLP&T\«M c,c&q/u-_n/s/- o Clonan s e o B s
Mad Teaxee s bud ado:

3. De 1 a5, qual o grau de dificuldade que vocé atribui as seguintes etapas:

Coleta de dados do experimento.

Construir o grafico com o excel.

2] ] [ OS]

Construir o grafico em papel milimetrado

] 1 [

Caracterizagéo da fungéo exponencial.

1 B G @ s

Comparar a sequéncia das alturas com uma PG.

] [a] [E]

Resolucgéo do sistema para encontrar os coeficientes da fungéo quadratica.

] ] ] [

4. Voceé aprendeu ou recordou algum conceito de outra disciplina durante a atividade?

aﬂgm cerzemel beos e /c(,P,&j cex csluf)s d ,cl,a/\-;zzgrzw ey & 2 P" e o D e Y
i,

et Ll dean oD G o sz‘—‘z/')"“* drdos

L] [E]

5. O que vocé achou mais interessante na atividade?

é)’U/L (Qecrecls bo e oL _evceecceex > o _ev=— 75’"“'L b o
| . s
Lo J?cntu‘ Prrcets  _fotmecessarc e .

Figura 18 — Questionario individual para o aluno C.
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EXPERIMENTO PARA OBTER A FUNGAO QUE MODELA O ESCOAMENTO DE AGUA

1. A execugdo do experimento foi um atrativo para a participagéo na atividade? &
(gﬂgu pou; e Mﬂm(h A /\wz@v\l@ ; /Q/Y)’Q/&/guyrm 2 Wrr»@’)’“ﬂ'@- /(/:K;qj:;
COMB A ﬁ’)(‘//),v\,a,mm«/@ 7’11(90(%0 olor AQUGRAN SO e WM - coclo,

2. Vocé acha que os contetidos matematicos podem ser ensinados com atividades desse tipo? Vocé
aprendeu ou recordou algum contetido matematico durante a atividade?

(SMY" [ SR AANAC %@W oS oG o, ole ,Oxfwmﬁo/ﬁ%a(?hy,/ ) A A rn LD
fumes ]wo&/v,g,m I PvOsA /mmifafw,éu@, o L/@U,@éw\ P o, (& /Z\‘)// b
RPARI B IOy AT & Agrhecs A d—%mcah ;

3. De 1 a5, qual o grau de dificuldade que vocé atribui as seguintes etapas:

Coleta de dados do experimento.

B o] (] [ [E]

Construir o grafico com o excel.

B 2] ] [ [s]

Construir o grafico em papel milimetrado

] & 1 [ [

Caracterizag&o da fungéo exponencial.

[ & G [ [E]

Comparar a sequéncia das alturas com uma PG.

Resolugdo do sistema para encontrar os coeficientes da fungdo quadratica.

0] & G & 5]

4. Voceé aprendeu ou recordou algum conceito de outra disciplina durante a atividade?

5. O que vocé achou mais interessante na atlwdade'?
O veoencals oo VW‘//WWWW ey

fo . Narolask , Ao .

plcnsos oo spifive, s S o ot

Figura 19 — Questionario individual para o aluno D.
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EXPERIMENTO PARA OBTER A FUNGAO QUE MODELA O ESCOAMENTO DE AGUA

1. A execugso do experimento foi um atrativo para a participagéo na atividade?

i 4 . _ , : y , - -
ilyu wmn e, P2 AT %;L. DG e 2 /(L(;\'. -7'A(1.{/L(. Cv SOQRAL  THAKL f{*_
LS o e Lgc L (S /(. e o Ya weOlrve .

2. Vocé acha que os contetidos matematicos podem ser ensinados com atividades desse tipo? Vocé
aprendeu ou recordou algum contetido matematico durante a atividade? )
¢ E 7 A . - o ot R
S, & wma 74)\ IO SPAL 7)141. TG e (e m-(,w»urc O -L/{k7 @2 CL‘«Mx
; o) lecCo dr ( : L
e (oo '/]ytwu:éu,c Lo~ ~mmha . O v Jvu . SLpnine MU
uwrt('é\: e Ve e L/)’)\(‘LA:.) \_,L/cu’t"y\ e G

3. De1 a5, qual o grau de dificuldade que vocé atribui as seguintes etapas:

Coleta de dados do experimento.

B 2] ] [«

Construir o grafico com o excel.

] (] [

Construir o grafico em papel milimetrado

O ] B ]

Caracterizac&o da fungéo exponencial.

] & ] [ [

Comparar a sequéncia das alturas com uma PG.

] B 1 [ [

Resolugéo do sistema para encontrar os coeficientes da fungé&o quadratica.

0 B8 G [ [E]

4. Voce aprendeu ou recordou algum conceito de outra disciplina durante a atividade?

ol [

I

d‘lpuom& , MC rrauto purs SQut & JKTCLQG«/{‘JC‘/C“L(* A Q;}"v‘*@ w&mnw‘c

SO LM 4‘21~aJan§c\ N (s> u,%@c-\v,uu:fc L/@ u@u']cw:\ € DA L,u»vuﬂ/\m

‘/’J_ALL A

5. O que vocé achou mais interessante na atividade?

\/{X 75)’\,(,Lh S e O R \,L;g(v\l k\h\cuﬁﬂvu_@ (5é

e o ra) 7 1" 7 & -
UG “7\‘5("' s w0 cabealo //Oc corilins A )x{» 77 SLGAL A uccfyu_ o ,/ agen,
{ v [«

o \L'£K7 E QZLL&L.&&;\

e /‘\7&/ e mal (Cachee “MOBute /]’)’LCL A /

Figura 20 — Questionario individual para o aluno E.



EXPERIMENTO PARA OBTER A FUNCAO QUE MODELA O ESCOAMENTO DE AGUA

1. A execugéo do experimento foi um atrativo para a participagéo na atividade?
= 2 ] i, : - - $3
Sim ‘ ij‘\g Qopnes TIH FETD 1SS0 ARTES £ com 1950

Tide A UoRaspe PE [5’\91 IC-L.P“ R D& FriJiDADE

2. Vocé acha que os contetidos matematicos podem ser ensinados com atividades desse tipo? Vocé

aprendeu ou recordou algum contetido matematico durante a ativit{ade? » R T &
SfM\ ‘ PODEQ:L \ cis. AS PE$>L"}S Se ‘“?x‘n‘! R.1AM 5 f

o P RORLEMA | TERWAIDO  ASSiM RE..SD-L\JE‘ L’Of

SSiM, O conTEUDD MATEMATICD DE 10"‘9;“55 .

3. De 1 a5, qual o grau de dificuldade que vocé atribui as seguintes etapas:

Coleta de dados do experimento.

Construir o grafico com o excel.

Construir o grafico em papel milimetrado

Caracterizagédo da fung&o exponencial.

Comparar a sequéncia das alturas com uma PG.

] 2] [E]

Resolugéo do sistema para encontrar os coeficientes da fungéo quadratica.

] ] W (] [s]

4. Voceé aprendeu ou recordou algum conceito de outra disciplina durante a atividade?

‘;\M‘ ALCGONS QQ,QQE:"TDS be , 'Sica | eeno DOQ

G xcinPLO, FORMOLAS,

5. O que vocé achou mais interessante na atividade?

: s i O
A Fﬂkre MAYS TOTERCE SSARTE taa B Re mﬁL;\)SAL, =

Figura 21 — Questionario individual para o aluno F.
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ANEXO B — QUESTIONARIOS INDIVIDUAIS

EXPERIMENTO PARA OBTER A FUNGAO QUE MODELA O ESCOAMENTO DE AGUA

1. A execugdo do experimento de alguma forma atraiu o grupo a tentar resolver o
proseme., , iy oo gus wstavanes cacostis
Sam, 4;@6 @ wolge »Ub‘f‘ =
maoles 1 aso e meliveu uvaMﬁwo

2. Quais fatqres dificultaram a realizagao do experimento? . )

Anwokzacoo «do wyrniwurilo nao et wlipeld , optr
M ulp/aw\c'po ma f(g{rnut/a JNass oyt A < xple coto
Sornesu - At fqu :

3. De que maneira a visualizagado do grafico de pontos, construido com o experimento,
contribuiu com a busca da solugéo do problema?

Com o ?/ua/wo fcwu NS {O—a:( .d,ea/»w/&/(a/tWO
fm@f’n’f’@,ﬂ mw wan a Jc,u.w\%oo gﬂ* © Uoluwewo»ic

4. A caracterizagdo da fungdo exponencial foi Util para a investigagdo? De que mangira? -

5 ' W gz M N ,efpaﬁencu»f Jrowa
wwna  Jrea mmumwb , PRATNO AT P SN vussl v
O Mhya = (knw%tw A 3“\,0\{{@

5. O que o grupo achou de mais interessante na atividade?

-~ // -

Tordo , TAMES wmMa o vaelidads Cu)d Cen LD

/7 .
W Aol O , RW ¢
Gt vuadmot acovilica , S o cacas e saa viesdli
[( ,7

6. Vocé aprendeu ou recordou algum conceito de outra disciplina durante a atividade?

Lﬁ;’)’) ol WWW zisenass a Mxﬁ CMND AT
rbio SR LA wnceonlrey o ese et %/ﬂa/ ,

Figura 16 — Questionario respondido pelo grupo de alunos.



