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Resumo

A Teoria dos Numeros é um ramo da Matemaética que se dedica a estudar as propriedades
e as relagoes entre os niimeros inteiros, em particular, estudamos a aritmética dos restos.
Diante disso, este trabalho propoe a resolucao de Sistema de Congruéncias Lineares
com uma variavel e Sistema de Congruéncias Lineares com duas varidveis, através de
diferentes técnicas de resolugao. Dessa forma, iniciamos com uma abordagem histérica
acerca do tema Numeros Inteiros para, posteriormente, verificamos se esse conteido é
apresentado na BNCC (Base Nacional Comum Curricular) e, caso seja, como é abordado.
Em seguida, fazemos uma fundamentacao tedrica da Teoria dos Numeros, especialmente,
sobre congruéncia médulo m, congruéncia linear, Sistema de Congruéncias Lineares e o
Teorema Chinés dos Restos. Observa-se que, o conteido trazido na maioria dos materiais
que trata sobre Sistema de Congruéncias Lineares é tratado de forma bem direta, com
poucos exemplos praticos e um nimero inexpressivo de detalhes. Com base nas observacoes
levantadas, este trabalho traz um material de apoio com exemplos mais detalhados e,
sempre que possivel, relacionados com o cotidiano. Espera-se que este material possa
servir de apoio e motivacao para os professores, que atuam em diferentes niveis de ensino,
em especial, na Educacao Béasica e na graduacao, que acreditam que devam ensinar além
dos conteuidos propostos pelo curriculo a fim de valorizar a formacao integral de seus

alunos.

Palavras chave: Niuimeros inteiros. Sistema de Congruéncias. Material de apoio.
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Abstract

Number Theory is a branch of Mathematics that is dedicated to study the properties and
relations between integers, in particular, it studies the arithmetic of remainders. In view of
this, this dissertation proposes the resolution Systems of Linear Congruences, by different
solving techniques in which we will apply the Chinese Remainder Theorem. Thus, we will
begin with a historical approach to the subject of integer Numbers to subsequently verify
whether this content is presented in the BNCC (Base Nacional Comum Curricular) and, if
so, how it is approached. Then, we will stablish a theoretical foundation of Number Theory,
especially on congruences modulo m, linear congruences, System of Linear Congruences
and the Chinese Remainder Theorem. It is observed that, the content brought in most
of the materials that deal with Systems of Linear Congruences is treated in a very direct
way, with few practical examples and an inexpressive number of details. Based on the
observations raised, this work brings a support material with more detailed examples and,
whenever possible, related to everyday life. It is expected that this material can serve as
support and motivation for teachers, who work at different levels of education, especially in
Basic Education and undergraduate students, who believe that they should teach beyond
the content proposed by the curriculum in order to enhance the integral formation of their

students.

Keywords: Integer Numbers. Congruence system. Supporting material.
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INTRODUCAO

Desde o inicio da civilizagao, a Matematica ja estava presente na vida do homem
primitivo devido a necessidade de contar, registrar e operar com nimeros. Ao longo da
Historia, a Matematica foi sendo construida e aperfeicoada, prosseguindo em constante
evolucao, investigando novas situagoes e estabelecendo relagdes com os acontecimentos

cotidianos.

A importancia dessa Ciéncia faz-se presente nos dias atuais em diferentes contextos
como: interpretar tabelas de futebol, analisar graficos de elei¢oes, investir no mercado
financeiro, decidir entre uma oferta ou outra, investir na poupanca ou nao. Tudo isso é

possivel se o homem conhecer e se apropriar de ferramentas Matemaéaticas.

Nesse sentido, a Teoria dos Ntumeros é o ramo da Matematica que tem por objetivo
principal estudar as propriedades e relagoes entre os niimeros inteiros. Essa teoria aparece
como ferramenta em diversas areas da Matematica, tais como: probabilidade, algebra,
Sistemas dinamicos, etc., servindo de alicerce para resultados significativos. Neste sentido,
restringimos a Aritmética: a parte que lida com os niimeros e com as operagoes possiveis

entre eles.

O presente trabalho tem como objetivo utilizar de diferentes técnicas para resolver
Sistema de Congruéncias Lineares que admite solu¢ao, sendo uma delas o Teorema Chinés
dos Restos. Dessa forma, para atingirmos este objetivo propomos elaborar um material de
apoio, que comtemple essas técnicas de resolucao com o intuito de auxiliar os professores
da Formacao Geral Basica que queiram se aprofundar nos conceitos de Teoria dos Niimeros,
para alunos da graduacgado que cursam da disciplina de Introducao a Teoria dos Nimeros,
para alunos da pods-graduacgao na disciplina de Aritmética e pode ainda ser direcionado a

aqueles que tém um pouco de familiaridade com a Teoria dos Numeros.

Embora Sistema de Congruéncia Lineares nao seja trabalhado em sala de aula no
Ensino Bésico, a teoria necessaria para sua compreensao é amplamente discutida nos anos
finais do Ensino Fundamental. Além disso, podemos citar algumas possibilidades de suas
aplicacdes no dia-a-dia, tais como: na computacao; os diferentes cdédigos numéricos de
identificacao, como os codigos de barras; os niimeros dos documentos de identidade, CPF,

CNPJ, ISBN; QR Code; as criptografias, os calendarios, entre outros exemplos.

A fim de verificarmos se existe algum trabalho cujos temas envolvem Resolugao
de Sistemas de Congruéncias Lineares e o Teorema Chinés dos Restos realizamos uma
revisao bibliografica. Nesse sentido, encontramos alguns trabalhos relacionados com o tema,
sendo que cinco deles desenvolvidos por alunos do Programa de Mestrado Profissional
em Matemética em Rede Nacional (PROFMAT). Como muitos destes trabalhos sao
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semelhantes entre si, destacamos aqui os cinco que chamaram mais atencao.

A dissertacdo de PRAZERES (2014) inicia apresentando alguns tépicos da Teo-
ria dos Ntuimeros, como Algoritmo de Euclides, Divisibilidade, Maximo Divisor Comum,
Equacoes Diofantinas Lineares, Congruéncias e o Teorema Chinés dos Restos. Em cada
topico é apresentado a teoria, sua importancia, e sua aplicabilidade no dia a dia por meio
da resolucao de alguns exemplos. A principal aplicacdo do Teorema no seu trabalho é a
Partilha de Senhas. A partilha de senhas é um mecanismo de seguranca, onde uma certa
quantidade de pessoas tomam posse de uma chave de acesso sem a possibilidade de obter
a senha principal com a sua propria chave. Além disso, apresenta como proposta uma
sequéncia didatica dos conteiidos congruéncias, Equagoes Diofantinas e o Teorema Chinés

dos Restos.

Ja o trabalho de FILHO (2015), traz um breve historico do Teorema Chinés dos
Restos, em seguida, aborda os conceitos de congruéncias, Sistema de Congruéncias, Pequeno
Teorema de Fermat e o Teorema Chinés dos Restos. Tem como objetivo mostrar a aplicagao
do Teorema Chinés dos Restos com ntimeros de alta cardinalidade e finaliza seu trabalho
apresentando um problema que relaciona a teoria de informacao da codificagao com a

Teoria dos Numeros Inteiros.

Na dissertagao de SANTOS (2017), inicia com uma abordagem histérica do Teo-
rema Chinés dos Restos, em seguida, discorre sobre os conceitos de: Conjunto dos Nimeros
Inteiros e suas Propriedades Bésicas, a Divisao nos Inteiros, Méaximo Divisor Comum, Mi-
nimo Multiplo Comum, Equagoes Diofantinas Lineares (apresenta a solugao da equacao
diofantina por meio de congruéncias) e Congruéncias. Intercalando alguns exemplos re-
solvidos. Apresenta um capitulo para a demonstracao do Teorema Chinés dos Restos e
para isso utiliza o conceito de classe inversa e por fim, apresenta nove exemplos de suas

aplicagoes.

A dissertacao de GLORIA (2019), inicia com uma abordagem histérica do Teorema
Chinés dos Restos, em seguida, traz uma revisao bibliografica com os seguintes tépicos:
Os Numeros Inteiros e suas Propriedades Basicas, Divisibilidade, Maximo Divisor Comum,
Minimo Multiplo Comum, Ntimeros Primos, Equagoes Diofantinas Lineares e Congruéncias.
Posteriormente, dedica um capitulo para a demonstragao do Teorema Chinés dos Restos
e para isso utiliza o conceito de classe inversa e por fim, apresenta vinte e dois exemplos

de suas aplicagoes com a finalidade de melhor aprendizado baseado nas resolugoes.

E o mais recente JUNIOR (2020), neste trabalho, inicia com os conceitos de Con-
gruéncias, Equagoes Diofantinas Lineares, Divisao nos Inteiros, Sistemas de Congruéncias,
Inverso Mdédulo n, Poténcias, em seguida, demonstra os Teoremas de Fermat, Euler e
Wilson. Dedica um capitulo para a demonstracao do Teorema Chinés dos Restos e alguns
exemplos de suas aplicagoes. No seu quarto capitulo aborda o conceito de Criptografia RSA

relacionando com o Teorema chinés dos Restos e para finalizar apresenta como proposta



19

pedagdgica uma sequéncia didatica.

Este trabalho se difere dos demais por apresentar diferentes alternativas de reso-
lugdo de Sistema de Congruéncias Lineares além de, resolver Sistema com duas variaveis.
Outro ponto importante a destacar é o fato de que os trabalhos acima citados abordam
a resolucao por meio do conceito de Classes Residuais mas se analisarmos o sumario de
diferentes autores sobre a Teoria dos Numeros e seguindo a logica dos cursos que minis-
tram a disciplina de Introdugao a Teoria dos Nuimeros o conceito de Classes Residuais é
contemplado depois da Resolugao de Sistema de Congruéncias o que dificulta a resolugao

de um sistema por meio dessa ferramenta.

Quando me refiro a resolugoes detalhadas é porque na maioria dos materias que
encontramos a resolucao, seja em livros ou em sites da internet, algumas senao todas as
etapas de resolucao sao omitidas e as vezes dizendo que é facil ver ou concluir, mas isso
ao invés de motivar e facilitar a compreensao para se chegar a resposta final do problema

causa uma desmotivacao por parte do leitor.

Se fizermos uma pesquisa rapida em sites da internet procurando a resolucao de
sistemas que sao propostos em livros da Teoria dos Numeros, verificamos que ha, porém
o método de resolucao nem sempre é facil de compreender e as vezes é resolvido através
de conceitos que o aluno ainda nao se apropriou, ou nao os conhece dificultando assim a
compreensao. Estes materiais sao diretos e omitem boa parte da resolucao, ja os videos
do canal do Youtube, na grande maioria nao sao gratuitos e sempre estao inseridos em
pacotes que eleva o prego dificultando o acesso. Nesse sentido, buscamos elaborar um

material que comtemple essas demandas e que é apresentado no decorrer deste trabalho.

Em relagao a estrutura da dissertacdo, o texto estd organizado em cinco capitulos,

além da introducao e das consideracoes finais. Sao eles:

No capitulo 1, iniciamos com o contexto histérico dos Ntmeros Inteiros, mostrando
como surgiram, sua importancia e suas principais contribui¢oes e para isto nos baseamos
nas principais fontes como Eves, Boyer, Mol que abordam a histéria da Matematica entre

outros autores.

No capitulo 2, buscamos mostrar a relevancia de se estudar o conceito de Ntimeros
Inteiros na Educagao Bésica e analisamos também se este conceito é abordado e como é
abordado. Para isto, utilizamos como base um dos principais documentos que norteiam

a construcao do curriculo da Educacao Bésica que é a Base Nacional Comum Curricular-
BNCC.

Na sequéncia, apresentamos o capitulo 3, que contém os principais conceitos que
embasam nossa proposta de trabalho, ou seja, definimos o conceito de congruéncia, suas
propriedades béasicas e as operatorias. Ao final de cada conceito ou propriedade apre-

sentamos de forma detalhada a resolucao de problemas extraidos de concursos a nivel
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fundamental e médio, de Livros didaticos e Olimpiadas.

No capitulo 4, mostramos como resolver Congruéncias e Sistema de Congruéncias
Lineares. Damos énfase para a aplicagao do Teorema Chinés dos Restos mostrando algumas

aplicacoes e por fim, como resolver Sistema de Congruéncias Lineares com duas variaveis.

O capitulo 5 traz o objeto de nosso estudo, isto é, a resolucao de Sistemas de
Congruéncias lineares. Quando temos um grupo de equagoes de congruéncias, no qual
queremos obter uma solugao que satisfaca estas equacgoOes, teremos um sistema de con-
gruéncias. Para isto, exibimos diferentes métodos de resolver estes sistemas e o método

de destaque é o Sistema com duas variaveis.

Nesse sentido, buscamos no capitulo 5 elaborar um material de apoio que apresente
solugoes detalhadas (com todos os passos da resolugdo), explicativas (uma linguagem culta,
porém acessivel) e relacionadas com os conceitos ja estudados além daqueles que foram

abordados no capitulo anterior.
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1 Nuimeros Inteiros: contexto historico

Este texto tem por finalidade apresentar o cenario histérico da Matematica, com
foco nos niimeros inteiros desde suas mais remotas origens até o século XIX, além de des-
tacar sua importancia e suas contribui¢oes para a Matematica atual. Portanto, utilizamos
obras importantes como base, como (BOYER; MERZBACH, 2012),(BURTON, 2016),(EVES,

1995) entre outras.

Os numeros inteiros positivos surgiram, inicialmente, da necessidade do homem de
contar e de, posteriormente, fazer registros e, por consequéncia, de operar. “Acredita-se
que o processo de contar comecou a ser desenvolvido pelo ser humano muito antes de
haver escrita ou civilizagdo e, por isso, possuimos poucos elementos concretos para sua
anélise”, (MOL, 2013, p.13).

A evolugao da humanidade de uma vida primitiva para uma vida em sociedade
incorporou novos desafios sociais e econémicos. “Novas demandas surgiram na organizagao
do espaco, nas técnicas de producao e nas relagoes de natureza comercial. O homem se

viu, assim, diante da necessidade de pensar numericamente”, (MOL, 2013, p.13).

Embora os nimeros inteiros positivos componham o sistema matematico mais
simples, o estudo de suas propriedades exerce grande fascinio na mente humana desde a
Antiguidade, desafiando vérios estudiosos através de seus conceitos e propriedades que vao

além de qualquer simplicidade.

A civilizagao egipica, em 4241 a.C., devido sua localizacao ser préxima ao Rio
Nilo, desenvolveu fortemente a agricultura e construiu um calendario para se orientar: era
composto de 12 meses de 30 dias cada e mais 5 dias festivos, de acordo com o ciclo de
cheias do rio Nilo. As habilidades aritméticas demandadas na organizacao do calendario
egipcio dao uma medida das possibilidades do uso de conhecimentos matematicos para

solucionar problemas de natureza pratica.

Um registro famoso da existéncia da Aritmética no antigo Egito é o Papiro de
Rhind, adquirido pelo egiptélogo escocés Alexander Rhind, em 1858, datado de cerca
de 1650 a.C.. Foi copiado por um escriba de nome Ahmes que detalha a solucao de 84
problemas de geometria e de aritmética. Entre os problemas aritméticos, ha estudos de
fragOes unitarias e de equacoes lineares e é um documento de importante contribuicao

para a Matematica.

A Teoria dos Nuimeros é um ramo da Matematica que se preocupa com as proprie-
dades dos ntimeros inteiros e com os problemas que surgiram naturalmente do estudo dos

numeros inteiros. Na Grécia, originou-se o estudo sistemético da Matematica introduzido
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por Tales (c. 624 —546 a.C.). Nesse periodo, Tales fundou a Escola loniana unindo o estudo
da astronomia ao da geometria e da Teoria dos Niimeros. Em decorréncia disso, BURTON
(2016, p.13) Pitagéras — que nasceu entre 580 e 562 a.C. na Ilha do Egeu de Samos —
estudou no Egito e, apds varias viagens ao Oriente como a Babilonia, retornou a cidade
de Crotona e fundou a Escola Pitagérica cuja concepcao do universo era de que “todas as
coisas sao numeros”. Por niimero, ele considerava um inteiro positivo e destacava quatro
campos do saber: Aritmética, Musica, Geometria e Astronomia. Dessa Escola surgiu a

primeira classificagdo dos niimeros em pares, impares e primos por volta de 450 a.C.

A abordagem pelos gregos antigos origina-se da Teoria dos Niimeros e traz o calculo
do méaximo divisor comum de dois niimeros, o conceito de niimero primo e a demonstracao

de que h& uma infinidade de ntimeros primos.

Apobs todo esse conhecimento sobre niimeros deixado por Tales e Pitagoras surge
por volta de 300 a.C.em Alexandria, Euclides de Alexandria (330 —275 a.C.) que organizou
uma colecao de 13 livros chamados Os Elementos. Acredita-se que Euclides nao demonstrou
todos eles, mas que o trabalho reunia demostragoes de seus alunos. Os livros VII, VIII
e IX versam sobre a Teoria dos Ntumeros que, para os gregos, eram inteiros e positivos,

relacionando os niimeros a construcao geométrica.

De acordo com BOYER & MERZBACH (2012, p.95), no livro VII sdo definidos
os conceitos de divisibilidade, de nimero primo e de nimeros perfeitos. Além, do famoso
“algoritmo de FEuclides” que consite em determinar o maximo divisor comum de dois
numeros. Ja o livro VIII comega com proposi¢oes sobre niimeros em proporc¢ao continuada
(progressdao geométrica) e, depois, volta-se para propriedades simples de quadrados e cubos.
E o livro IX apresenta varios teoremas interessantes, por exemplo, a Proposicao 20 com
a demonstracao de que ha infinitos niimeros primos; a Proposicao 14 enuncia o Teorema
Fundamental da Aritmética; a Proposicao 35 que traz a férmula para a soma de niimeros
em progressao geométrica, e a ultima proposi¢ao com a férmula para nimeros perfeitos.
Os gregos antigos conheciam os quatro primeiros ntimeros perfeitos: 6, 28,496 e 8128.
Euclides nao respondeu se essa formula fornece ou nao todos os nimeros perfeitos, mas

hoje sabe-se que todos os niimeros perfeitos pares sao desse tipo.

Ja a maior contribuicao da Matematica Chinesa para a Teoria dos Ntmeros ¢ o livro
K’ui-ch’ang Suanshu, ou Nove Capitulos sobre a Arte da Matemdtica, que data do periodo
Han (206 a.C.,—221d.C.), mas que muito provavelmente contém material bem mais antigo.
De acordo com Eves (1995), uma sintese do conhecimento matematico chinés antigo e
contém 246 problemas sobre mensuracao de terras, agricultura, sociedades, engenharia,

impostos, calculos, solucao de equacoes e propriedade dos triangulos retangulos.

Dividido em 9 capitulos, dos quais o oitavo trata sobre as solugoes de equacoes
Lineares simultaneas obtendo solugoes positivas e negativas. A origem dos niimeros inteiros

negativos ¢é incerta, mas acredita-se que os chineses foram os primeiros a descobri-las, no
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entanto, nao é claro se eles as consideravam como solugao.

Outro matematico de destaque é Diofanto de Alexandria, nascido entre (201 e 214)
e falecido entre (284 e 298). De acordo com BOYER & MERZBACH (2012), pouco se
sabe sobre a vida de Diofanto e os tinicos dados pessoais que se tem de sua carreira sao
descritos na redagdo de um problema-epigrama:

Deus lhe concedeu ser um menino pela sexta parte de sua vida, e somando
uma duodécima parte a isto cobriu-lhe as faces de penugem. Ele lhe
acendeu a ldmpada nupcial apés uma sétima parte, e cinco anos apds
seu casamento concedeu-lhe um filho. Ai! Infeliz, crianca tardia; depois
de chegar a metade da vida de seu pai, o destino frio o levou. Depois de
consolar sua dor com a ciéncia dos ntimeros por quatro anos, ele terminou
sua vida, (BOYER; MERZBACH, 2012, p.133).

Se x foi a idade com que Diofanto morreu, estes dados no levam a seguinte equacao:

Lo Lo Lovs v laqas

com solucao x = 84. Logo, Diofanto viveu por 84 anos.

Suas contribuigoes para a Teoria dos Numeros se dividem em trés obras, sendo:
a primeira sobre Aritmética, a segunda sobre nimeros poligonais da qual restou uma

pequena parte do original e a ultima sobre prismas que foi totalmente perdido.

Dentre estes o de maior destaque é sua grandiosa obra Arithmetica, escrita por
volta de 250 d.C., contendo cerca de 150 problemas que trata principalmente da solucao
de equacoes indeterminadas com coeficientes inteiros. Esse foi o primeiro tratado sobre

algebra que era, originalmente, em treze livros, dos quais s6 os seis primeiros se preservaram,
BOYER & MERZBACH (2012, p.134).

Conforme BURTON (2016), é comum aplicar o termo equagao Diofantina a toda
equacao em uma ou mais incognitas que devem ser resolvidas nos niimeros inteiros. Exem-

plo disso é a equacao Diofantina linear em duas incognitas:
ar +by =c

em que a, b e ¢ sdo inteiros dados e a, b diferentes de zero. Uma solucao dessa equacao é um
par de inteiros xg, yo que quando substituido na equagao, satisfaca-a, ou seja, axg+byg = c.
O mais interessante é que esse tipo de equacao nao aparece em sua obra Arithmetica e,
sim, em Elementos de Fuclides. Acredita-se que por ser trivial, pois a maioria de seus

problemas era para encontrar quadrados e cubos com certas propriedades.

Apesar de nao ficar claro que Diofante foi responsavel pela introdugao dos niimeros
inteiros negativos, no inicio do Livro I da sua Arithmetica, ele escreve: "O que estd em
falta multiplicado pelo que esta em falta da o que é positivo; enquanto que o que esta em

falta multiplicado pelo que é positivo, da o que esta em falta". Embora ele nao oferecesse
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demonstracao, fica claro a regra de sinais que conhecemos hoje e ainda menciona o termo

o que estd em falta, ou seja, a presenca dos nimeros inteiros negativos, Glaeser (2010,
p.10).

Ja o Matematico indiano Brahmagupta reafirmou a existéncia dos nimeros inteiros
negativos e principalmente descatacou a utilizagdo do zero. De acordo com Eves (1995,
p.251),viveu e trabalhou no centro astronémico de Ujjain, na India Central. Em 628
escreveu Brahmasphuta-sidd’banta (“o sistema de Brahma revisado”), um trabalho de
astronomia em 21 capitulos, dos quais o 12° e o 18" se ocupam de matemética.

Neste livro ele define o zero como resultado de uma subtracao de um ntimero por
ele mesmo. A aritmética sistematizada dos niimeros negativos e do zero encontram-se pela
primeira vez em sua obra. Esta trouxe algumas regras de multiplicacao e divisao sendo
que atribuiu a metéfora afirmativo para positivo e cifra para zero, além da divisao por

zero, a qual ndo se comprometeu em explicar a divisao de um numero diferente de zero
por zero.

Positivo dividido por positivo, ou negativo por negativo, é afirmativo.
Cifra dividida por cifra é nada. Positivo dividido por negativo é negativo.
Negativo dividido por afirmativo é negativo. Positivo ou negativo dividido
por cifra é uma fragdo com esse denominador, (BOYER; MERZBACH, 2012,
p.159)

Na sequéncia, outro importante matematico indiano foi Bhaskara que buscou
solucionar dentre outros, o problema de Brahmagupta a respeito da divisao de um ntimero
diferente de zero por zero. De acordo com BOYER & MERZBACH (2012, p.160), Bhaskara
tras a seguinte afirmacao em um de seus trabalhos: Dividendo 3. Divisor 0. Quociente
a fracao %. Essa fracao cujo o denominador é cifra, chama-se uma quantidade infinita.
Nessa quantidade, que consiste no que tem cifra como divisor, ndo ha alteragdo mesmo
que muito seja acrescentado ou retirado; como nenhuma alteracao se da no Deus infinito

e imutavel. Porém, essa afirmacao nao tornou claro o resultado da divisao por zero.

Bhaskara também viveu em Ujjain. Contribuiu com importantes obras, sendo duas
em destaque a Lilavati que trata sobre aritmética e a segunda Vija-Ganita (extracao
de raizes) que trata sobre algebra. Nestas obras encontramos vérios problemas sobre os

assuntos mais discutidos e pesquisados pelos hindus como equagoes lineares e quadraticas.

Diofanto, conforme mencionado anteriormente também buscava por solugoes de
equagoes determinadas e indeterminadas, porém “Bhaskara resolve a equacao do segundo
grau x? — 45z = 250 encontrando as solucoes z = 50 e z = —5 como solucgoes, mas
mostrou-se cético quanto a validade da raiz negativa” STRUIK, GUERREIRO & VIEIRA
(1992, p.117). E agora? E possivel um nimero negativo ser raiz de uma equacao? Para
Bhaskara as raizes negativas nao podiam existir porque um ntmero negativo nao é um
quadrado. Essa afirmacao ele fez sem dar defini¢oes, axiomas ou teoremas. Contudo, apesar

de descobrirem os niimeros negativos, eles nao os utilizavam ignoragem essas raizes o que
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contribuiu para a demora na aceitacao, BOYER & MERZBACH (2012, p.161) e Eves
(1995, p.251).

Diofanto tinha como foco encontrar a solu¢ao de equagoes indeterminadas com
coeficientes inteiros, e um dos problemas tratados por ele era a resolugao em niimeros
racionais, ou inteiros, "da equacdo pitagérica x? + y? = 22, chegando a descrever todas as
suas solugoes", este problema despertou o interesse de Pierre de Fermat HEFEZ (2013,
p.63).

Além de Bkaskara, outros matematicos dos séculos XVI e XVII, como Girolamo
Cardano (1501-1576), Francois Viete (1540-1603), Descartes (1596-1650), G. Leibniz (1646-
1716) e Pierre de Fermat (1601-1665) nao reconheciam as solugdes negativas como raizes
de uma equagoes, alguns consideravam os inteiros negativos como falsos, ficticios ou

impossiveis.

Mas ja no final do século XVII, um Matematico mudou essa concepg¢ao. Colin
MacLaurin que nasceu em Kilmodan, Escécia, no ano de 1698. Faleceu aos 48 anos e apés

dois anos de sua morte foi publicado seu livro “A treatise on Algebra” ( Um Tratado sobre

Algebra ).

Neste tratado, MacLaurin expoe a idéia de que uma quantidade negativa é tao
real quanto uma positiva, porém tomada em sentido oposto. Para isto ele enunciou: “se
uma quantidade negativa nao possui outra que lhe seja oposta nao se pode desta subtrair
outra menor”, SALAZAR (2019, p.115). Ou seja, Maclaurin somente admitia quantidades
negativas em relacao ao zero origem. Algo que outrora causava grandes conflitos, pois
nao se faziam a distingao do zero absoluto ao zero relativo a origem. Em um trecho de
sua obra ele define a regra de sinais, esta deducao deu inicio a uma era de formalismo
até entao inexistente. Ele foi o primeiro matemético moderno que chegou muito perto
de compreender os nimeros negativos tornando-se, portanto, uma importante referéncia
para as futuras geragoes de matemdticos (MEDEIROS; MEDEIROS, 1992, p.) e (BOYER;
MERZBACH, 2012, p.).

Outro matematico de destaque foi Leonarno de Pisa, filho de Bonacci, e por isso
ficou conhecido por Fibonacci. Em 1202, publicou uma de suas maiores obras Liber Abacci
onde complilou todo o conhecimento da época sobre nimeros e algebra presentes naquele
periodo. "Essa obra foi responsavél pela introducdo na Europa do sistema de ntimeracao
indo-arabico e pelo posterior desenvolvimento da algebra e da aritmética no ocidente’,
HEFEZ (2013, p.41).

Embora a Matemaética tenha sido continuadamente estudada por autores gregos
e, posteriormente, por arabes, indianos e europeus, a parte da Teoria dos Ntumeros ficou
esquecida até o inicio do século XVII. A Teoria dos Numeros ressurgiu com o francés

Pierre de Fermat (1601 — 1665) que, embora fosse advogado e politico, tinha como hobby
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a Matematica. O estudioso, ao ter contato com as publicagoes de Diofanto, fez diversas
anotagoes na lateral do livro contribuindo significativamente para os niimeros primos e
nas propriedades de divisibilidade, além de restringir o universo de soluc¢oes possiveis aos
numeros inteiros.

Para (BOYER; MERZBACH, 2012), alguns dos teoremas de Fermat foram demostra-
dos por um método que denominou sua “descida infinita”.

Usando seu método, o francés demonstrou a afirmacao de Girard de
que todo nimero primo da forma 4n + 1 pode ser escrito de uma tUnica
maneira como soma de dois quadrados. Posteriormente, Fermat usou seu
método para demonstrar que nenhum cubo é soma de dois cubos — isto é,
que nio existem inteiros positivos x,y e z, tais que 22 + 43 = 23. Porém,
devido a margem lateral do livro ser pequena, o tedrico nao escreveu ali
a demostracao, por isso, ndo se sabe se realmente tinha essa demostracao
intitulada como o Ultimo Teorema de Fermat.(BOYER; MERZBACH, 2012,
p.249).

Além disso, Fermat escreveu que “se p é primo e a é primo com p, entdo a?~! —1 é
divisivel por p” e essa contribuicao ficou conhecida como o Pequeno Teorema de Fermat.
Depois da morte do tedrico francés, em 1665, coube a Samuel Fermat, seu filho, coletar
e publicar a obra de seu pai. Dessas anotacdes, a parte de maior destaque foi o Ultimo

Teorema de Fermat.

Este teorema despertou o interesse de varios matematicos por mais de 350 anos, e
s6 em 1995 o matematico Andrew Wiles conseguiu dar uma prova a ele encerrando assim

mais um capitulo das contribui¢oes para a Mateméatica HEFEZ (2013, p.162).

Ficou a cargo de seu sucessor, Leonhard Euler, a demostracao do teorema que
7’ . . 7 n 7’
também verificou uma falha na conjectura de que todo ntimero da forma F, = 22" +1 é

primo.

Tendo demonstrado o Pequeno Teorema de Fermat por indugao, Euler
demostrou uma afirmacao um pouco mais geral, a “funcdo ¢ de Euler”.
Se m é um inteiro positivo maior que um, a fungdo ¢(m) é definida
como o numero de inteiros menores que m que sao primos com m. Se
p é primo, entdo claramente ¢(p) = p — 1. Pode-se demonstrar que
o(m) =m(1l — p%)(l - p%) (1= p%)’ onde p1,pa,- - , Py S40 0s fatores
primos distintos de m. Usando esse resultado, Euler mostrou que a®(™) —1
é divisivel por m se a é primo com m, (BOYER; MERZBACH, 2012, p.310).

Em 1770, Lagrange publicou uma demostracao do Teorema para o qual Fermat
dissera ter uma demostracao, a de que todo inteiro positivo é a soma de no maximo quatro

4

quadrados perfeitos, o qual ficou conhecido como “ o Teorema de Lagrange dos quatro
quadrados”. Ao mesmo tempo, ele demostrou pela primeira vez um resultado conhecido

como Teorema de Wilson, para qualquer primo p, o inteiro (p — 1)! 4 1 é divisivel por p.

Ja o matematico Legendre publicou um Fssai sur la théoriedes nombres
(1797 — 1798) em dois volumes, o primeiro dedicou-se & demonstracdo do
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Ultimo Teorema de Fermat e o segundo, igualmente famoso, é um teorema
sobre congruéncias. Se, dados inteiros p e ¢, existe um inteiro x tal que
x2—q é divisivel por p, entéo q é chamado um resto quadratico de p, porém
Legendre utilizou a notagao de divisibilidade para sua demosntracao ao
invés da notagdo de congruéncias, (BOYER; MERZBACH, 2012, p.249).

Euler foi responsavel pela divulgacao da Teoria dos Niimeros, mas o estudo de forma
sistematizada, de forma metodoldgica, visando a elaboracao do conhecimento, iniciou-se
somente com o alemao Carl Friedrich Gauss (1777-1855), em sua obra Disquisitiones

Arithmeticae, publicada em 1801, quando tinha apenas 24 anos.

Carl Friedrich Gauss (1777 —1855), conhecido como o “principe da matematica”, foi
um matematico, astronomo e fisico alemao que contribuiu muito em diversas areas da cién-
cia e desde cedo mostrava sua facilidade com niimeros. Uma de suas obras que contribuiu
para a Teoria dos Numeros foi Disquisitiones Arithmeticae (Investigagoes Aritméticas) em
1801, ainda no inicio de sua carreira Matematica, que se transformou em um classico da
literatura Matemaéatica. Nessa obra, Gauss introduz a nocao de congruéncia, desenvolve a
teoria dos residuos quadraticos, demostra a Lei da Reciprocidade quadratica entre outras
contribuicoes. Ja no primeiro capitulo do seu livro traz o conceito de congruéncia: e a

notagao que a torna uma técnica tao poderosa. Ou seja:

“Sejam a e b inteiros quaisquer e seja m > 1 um inteiro positivo fixo. Diz-se que
a ¢ congruente a b modulo m, se, e somente se, m divide a diferenca a — b”. Gauss foi o

primeiro a usar a notagao a = b mod m, para dizer que a é congruente a b moédulo m.

Apos as contribuigoes de Gauss a Teoria dos Numeros, podemos reescrever o
Teorema sobre Congruéncias de Legendre, conhecido como “Teorema de Ouro”, da seguinte
forma 22 = ¢ mod p. Embora Gauss tenha contribuido para varias areas do conhecimento,
afirmou que "a matemaética é a rainha das ciéncias e a teoria dos niimeros ¢ a rainha das

matematicas”.

Diante das grandes contribuigoes deixadas pelos matematicos em cada época da
histéria para a Teoria dos Nuimeros destacamos a teoria de congruéncias que se relaciona

com o objeto de estudo deste trabalho.
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2 A importancia dos nimeros inteiros no cur-

riculo

Neste capitulo é feito uma andlise da Base Nacional Comum Curricular- BNCC
BRASIL (2017), o documento que norteia a elaboragao das diretrizes da Educacao Bésica,

com o objetivo de verificar se é apresentado e como é abordado o tema Numeros Inteiros.

Segundo REZENDE (2007),

[...] A Teoria dos Nimeros, ao ter como foco o estudo dos niimeros in-
teiros, que é um campo propicio para o desenvolvimento de atividades
investigativas, pois a exploracdo de padroes e de relagcdes numéricas,
o uso da recursao e da indugdo Matematica, envolvendo os inteiros, a
divisibilidade e nimeros primos estiveram e estdao presentes na Matemé-
tica e podem ser exploradas nas atividades escolares, em qualquer nivel,
(REZENDE, 2007, p.209)

Nesse sentido, ¢ importante verificarmos se a Teoria dos Niumeros tem relevancia
no curriculo da Educacgao Bésica e o que as normativas orientam. Em 2017, com o objetivo
de uniformizar a Educacao Basica no Brasil, ap6s um longo periodo de discussoes entre
pesquisadores, professores e sociedade através de audiéncias ptublicas, foi criada a BNCC
BRASIL (2017). O documento determina as competéncias (gerais e especificas), as habili-
dades e as aprendizagens essenciais que todos os alunos devem desenvolver durante cada
etapa da Educagao Basica. Além disso, determina que essas competéncias, habilidades e
contetidos devem ser os mesmos, independentemente de onde as criancgas, os adolescentes
e 0s jovens moram ou estudam.

Dentre as oito competéncias especificas de Matematica para o Ensino Fundamental
destacamos a que evidéncia o campo da Aritmética:

Compreender as relagoes entre conceitos e procedimentos dos diferentes
campos da Matemdtica (Aritmética, Algebra, Geometria, Estatistica e
Probabilidade) e de outras dreas do conhecimento, sentindo seguranga
quanto & propria capacidade de construir e aplicar conhecimentos ma-
tematicos, desenvolvendo a autoestima e a perseveranga na busca de
solugoes. (BRASIL, 2017, p.267).

A BNCC BRASIL (2017) propoe cinco unidades teméticas que se correlacionam
entre si, a que se refere a nimeros, por estar ligada diretamente a Teoria Elementar dos
Numeros tem como finalidade:

desenvolver o pensamento numérico, que implica o conhecimento de ma-
neiras de quantificar atributos de objetos e de julgar e interpretar argu-
mentos baseados em quantidades. [...] Para essa construcao, é importante
propor, por meio de situagoes significativas, sucessivas ampliagoes dos
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campos numeéricos. No estudo desses campos numéricos, devem ser enfa-
tizados registros, usos, significados e operagoes, (BRASIL, 2017, p.268).

A BNCC BRASIL (2017) enfatiza a importancia da inser¢ao gradativa da argu-
mentacao Matematica, por meio da leitura de textos para que se desenvolva o senso critico
em relagdo a argumentacao utilizada. Porém, ao fazer um comparativo do 62 ao 92 ano, na
unidade temética niimeros, apenas no 7% ano fica explicito o conceito de niimeros inteiros,
em objetos do conhecimento que abordam o uso, a historia, a ordenacao, a associacao com
pontos da reta numérica e as operagoes. Vale salientar, entretanto, que problemas relativos
a teoria elementar dos niimeros poderiam trazer o desenvolvimento de tal argumentacao,

com as discussoes provenientes de suas resolugoes.

Analisando se ha continuidade do conceito de ntimeros inteiros no que se refere a
Matemaética para o Ensino Médio na BNCC BRASIL (2017), verificamos que, dentre as
cinco competéncias especificas, a de niimero quatro menciona o termo Aritmética, dizendo
que deve-se:

Compreender e utilizar, com flexibilidade e precisdo, diferentes regis-
tros de representagdo matemdticos (algébrico, aritmético, geométrico,
estatistico, computacional etc.), na busca de solugdo e comunicacao de
resultados de problemas, (BRASIL, 2017, p.531).

Diante disso, podemos dizer que nao ha explicitamente uma preocupacao em abor-
dar os conceitos mais profundos da Teoria dos Numeros, ou seja, nao é explorada de forma
adequada no curriculo da Educacao Béasica. Questionamos, a partir de entao: é possivel

ensinar Aritmética dos Restos no Ensino Médio?

Uma proposta de curriculo de Matematica para o Ensino Médio que aborde a
tematica Aritmética foi elaborada em 2014 pela Sociedade Brasileira de Matematica SBM
(2015) em conjunto com professores universitarios e professores atuantes na Educagao
Bésica. A proposta considera quatro areas do conhecimento: niimeros e fungoes, geometria,
Matematica discreta e tratamento da informagao que permeiam as trés séries do Ensino
Médio, através de conteidos chaves que conduzirao a aquisicao das habilidades esperadas.
Em seguida, é apresentada por série cada area do conhecimento dividindo-se em: estrutura
de topicos, habilidades e recomendagoes. Além disso, dentro de cada area, acrescentamos
ainda um bloco chamado “temas suplementares”, a fim de provocar uma discussao ao
optar por uma proposta relativamente ousada sobre o tipo de ensino que se pretende

oferecer (Cientifico, Humanistico ou Geral).

A area do conhecimento Matematica Discreta para a 1° série do Ensino Médio traz
o tema aritmética com os seguintes contetdos: 2.1. Divisao Euclidiana, discussao sobre
diferentes algoritmos e procedimentos e suas relagoes com a estrutura do sistema posicional
de numeragao. 2.2. Divisibilidade e Resto: aritmética dos restos, multiplos e divisores,

nimeros primos, fatoracao e critérios de divisibilidade; 2.3. Maximo Divisor Comum;
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2.4. Minimo Miltiplo Comum. e nos temas suplementares: 2.1. Aritmética Modular, 2.2.
Sistema de numeracao posicional e mudanca de base. Na proposta, fica evidente que é
possivel introduzir os conceitos de Aritmética dos Restos no Ensino Médio o que vem de
encontro com o nosso entendimento a cerca do tema.

Segundo GROENWALD & SAUER (2005) o estudo de tépicos da Teoria dos
Numeros pode ser desenvolvido, na Educacao Basica, de modo a

estimular nos alunos o interesse pela Matematica, aprimorando o raci-
ocinio légico e ampliando a compreensao dos conceitos basicos para o
refinamento do pensamento aritmético e algébrico, fazendo com que os
mesmos desenvolvam a capacidade de manipular conceitos e propriedades
de forma clara e objetiva, (GROENWALD; SAUER, 2005, p.02).

De fato, acreditamos que introduzir aritmética dos restos no curriculo da Educacao
Basica possibilitard desenvolver a capacidade dos alunos de pensar aritmética e algebrica-
mente, de modo que sejam capazes de perceber que a matematica, nao é apenas decorar
formulas prontas e reproduzi-las para obtencao de resultados em exames e avalia¢oes, mas
sim, como um conjunto de ferramentas que podem ser adaptadas e utilizadas as mais

diversas situacoes do seu cotidiano.
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3 Congruéncias

Nesta secao, damos énfase aos conceitos que, certamente, compoem o ponto prin-

cipal do nosso trabalho.

3.1 Congruéncia médulo m

Em Matematica, o termo Congruéncia é muito conhecido e usado quando com-
paramos duas figuras geométricas. De acordo com BARBOSA (2006, p.26) dizemos que
dois triangulos sao congruentes se for possivel estabelecer uma correspondéncia biuni-
voca entre seus vértices de modo que lados e dngulos correspondentes sejam congruentes.
Mas, em 1801, Carl F. Gauss aplicou a ideia de congruéncia aos niimeros inteiros em seu
livro Disquisitiones Arithmeticee (Estudos de Aritmética), um trabalho de importancia

fundamental na moderna teoria dos niimeros, Eves (1995, p.520).

-

E comum encontrarmos em livros de matematica questoes do tipo: O ntmero
5328695 é divisivel por 57 Para respondermos essa questao vamos recorrer a defini¢do a

seguir.

Definicao 3.1. Dados dois niimeros inteiros a e b, dizemos que a divide b, escrevendo
a | b, quando existir ¢ € Z tal que b = ca. Neste caso, dizemos também que: a é um divisor
de b, b é um maultiplo de a, ou ainda que b é divisivel por a. A negagao dessa sentenca
é representada por a { b, que significa que nao existe nenhum niimero inteiro ¢ tal que

b= ac.
Notagao: a | b. Lé-se: a divide b.

atb. Lé-se: a nao divide b.

Respondendo a questdo anterior, e de acordo com a Definicao 3.1, sim! Pois,
5328695 = 1065739 - 5.

Outra maneira de verificarmos se um nimero é divisivel por outro é através dos
critérios de divisilividade. Um critério de divisibilidade ¢ uma regra que permite avaliarmos
se um dado nimero natural é ou nao divisivel por outro niimero natural, sem que seja

necessario efetuarmos a divisao.

Vamos enunciar alguns, por exemplo:

o Critério de divisibilidade por 2: Um ntimero ¢ divisivel por 2 quando ele for par,

ou seja, todos os nimeros cujo ultimo algarismo ¢ 0, 2, 4, 6 ou §;
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e Critério de divisibilidade por 3: Um ntimero é divisivel por 3 se a soma de seus

algarismos for um nimero divisivel por 3;

o Critério de divisibilidade por 4: Um ntmero é divisivel por 4 se termina em 00

ou quando os dois ultimos algarismos formam um nimero divisivel por 4;

e Critério de divisibilidade por 5: Um nimero é divisivel por 5 quando termina

em 0 ou 5.

o Critério de divisibilidade por 10: Um nimero natural n é divisivel por 10 se, e

somente se, o seu algarismo das unidades é 0.

Dessa forma podemos afirmar que o nimero 258435 ¢ divisivel por 5, pois o iltimo
algarismo é 5. E possivel verificar também se um ntimero ¢é divisivel por outro através da

Divisao Euclidiana, pois se o resto for igual a zero, dizemos que o nimero é divisivel.

Teorema 3.1. (Divisao Euclidiana) Se a e b sao dois inteiros, com b > 0, entao existem

e sao unicos os inteiros q e r que satisfazem das condigoes: a =bg+1 e 0 < r < |b|.
Demonstragio. Veja HEFEZ (2013, p.53). ]

Nas condi¢oes do Teorema acima, os niimeros a e b sdo o divisor e o dividendo,
enquanto ¢ e r sao chamados, respectivamente de quociente e de resto da divisao de b por

a.

Observacao: O resto da divisao de a por b é zero se, e somente se, b divide a.

Exemplo 1. Na divisdao de 247 por 16, encontramos ¢ =15er = 7.

Mas se desejarmos saber se o ntimero 2201° ¢é divisivel por 5? Neste caso, para
nimeros extremamente grandes nao é tao facil verificarmos e tao pouco de efetuarmos
a divisao entre eles. Precisamos entao, conhecer outras técnicas de resolucao, e assim
contamos com as contribuigoes deixadas por Gauss para responder essa questao no decorrer

do capitulo.

Iniciamos com a defini¢do de congruéncia. De acordo com HEFEZ (2013, p.192):

Definicao 3.2. Seja m um nimero natural, diremos que dois inteiros a e b sdo congruentes
modulo m se os restos de sua divisao euclidiana por m sao iguais. Quando os inteiros sao

congruentes moédulo m, escreve-se
a = b mod m.

Lé-se: a é congruente a b médulo m.
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E se a relagao for falsa, representa-se por:
a # b mod m.

Lé-se: a é incongruente a b médulo m.

Exemplo 2. Verifique que 31 = 6 mod 5.

Solugdo: Sabemos que,
31=5-6+1 e 6=5-1+1.

Como, 31 e 6 deixam o mesmo resto quando divididos por 5, segue que
31 = 6 mod 5.

Exemplo 3. Temos que 31 Z 6 mod 3.

Solucao: Sabemos que,
31=3-10+41 e 6=3-2+0.

Como, 31 e 6 nao deixam o mesmo resto quando divididos por 3, segue que

31 # 6 mod 3.

3.1.1 Propriedades das Congruéncias

Decorre da defini¢ao que a congruéncia, médulo um inteiro fixado m, é uma relacao
de equivaléncia, ou seja, é reflexiva, simétrica e transitiva. Conforme é apresentado na

Proposicao 3.1.

Proposicao 3.1. Seja m > 1 um inteiro fizo e a,b,c inteiros arbitrarios. Entdo as

sequintes propriedades sao validas:

a) a = amod m (Reflexiva).
b) Se a =bmod m, entio b =a mod m (Simétrica).

c) Sea=bmodm e b= cmodm, entio a = c mod m (Transitiva).

Demonstragio.  a) Esta é imediata, pois na divisdo por m um ntimero a deixa o mesmo

resto que ele mesmo.

b) Sejam a = mq; + 11 com 0 < r;y < meb=mq+re, com 0 < ry < m as divisoes
euclidianas de a e b por m, respectivamente. Por hipdtese, temos que a = b mod m.
Segue, da Definicdo 3.2 que r; = r5. Mas se r; = 719, por simetria, temos que

b = a mod m.
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¢) Sejam a =mgq;+r; com 0 < rp <m,b=mqa+ry, com0<ry <mec= mqgs+ 3,
com 0 < r3 < m as divisoes euclidianas de a,b e ¢ por m, respectivamente. Por
hipotese, temos que a = b mod m e pela Defini¢ao 3.2 temos que 1 = r, e b = ¢ mod
m pela mesma definicdo temos que ry = r3. Logo, por transitividade, r; = r3, ou

seja, a = ¢ mod m.

]

Segue da Proposicao 3.2, item (a), que 3 =3 mod 5 e 4 = 4 mod 6. E do item (b)

que 8 = 3 mod 5, assim como 3 = 8 mod 5.

3.1.2 Caracterizacao de inteiros congruentes

Esta secao traz alguns resultados tteis para verificar se dois inteiros sdo ou nao

congruentes.

Proposicao 3.2. Para verificar se dois niumeros inteiros a e b sao congruentes modulo

m, basta verificar se m divide a diferenca entre eles, ou seja,
a = bmod m se, e somente se, m | b— a.

Demonstracdo. Sejam a = mq, +1r; e b = mqs + ry, com 0 < 71, ro9 < m, as divisoes
euclidianas de a e b por m, respectivamente. Suponha que a = b mod m. Segue, da

defini¢ao, que 1y =rg e dai b—a =m(q — q1) + 12 — 11 = m(q2 — q1), portanto m | b — a.

Reciprocamente, suponha que m | b —a. Como 19 — 73 = b—a—m(qg —q) e
m | b — a, concluimos que m | ro — r1. Neste caso, ro — 11 é zero, ou um miltiplo nao nulo
de m . Sendo 0 < 1,72 < m temos que 0 < |rg — r1| < m, mas como m nao pode ser um

multiplo negativo, logo r, — r1 = 0, ou seja roy = 1.
Portanto, a = b mod m. O

Exemplo 4. Verifique que 7 = 4 mod 3.

Solucao: Pela Proposicao 3.2, 7= 4 mod 3 se 3 divide 7 — 4 = 3.

Como 3 divide 3, segue que, 7 = 4 mod 3.

Exemplo 5. Verifique que 8 = 3 mod 2.

Solucao: Pela Proposicao 3.2, 8 = 3 mod 2 se 2 divide 8 — 3 = 5.
Como 2 nao divide 5, segue que 8 # 3 mod 2.

O que torna 1util e poderosa a nogao de congruéncia ¢ o fato de ser uma relacao de
equivaléncia compativel com as operagoes de adi¢ao e multiplicacao nos inteiros, conforme

a seguir.
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Proposicao 3.3. Seja m > 1 um inteiro fixo e a,b,c,d inteiros arbitrdarios. Entdo as

sequintes propriedades sao validas:

a) Se a=bmodm e c=dmodm, entio a+ c= b+ dmod m.

b) Se a =bmod m e c=dmodm, entio ac = bd mod m.

Demonstra¢io. a) Se a =bmod m e ¢ =d mod m, temos a —b=km e c—d = kym.
Somando-se membro a membro obtemos (a +¢) — (b+d) = (k+ k1)m e isto implica

que a + ¢ = b+ d mod m.

b) Se a = bmod m e ¢ = d mod m, temos a — b = km ¢ ¢ —d = kym. Multiplicando
a—b=km por ce c—d = kym por b obtemos ac — bc = ckm e bc — bd = bkym
somando membro a membro obtemos ac — bc + bc — bd = ckm + bkym, ou seja,

ac — bd = m(ck + bky) o que implica ac = bd mod m.
[

Exemplo 6. Verifique que 32 = 7 mod 5 e 21 = 6 mod 5 e conclua que 53 = 13 mod 5.

Solugao: Note que, pela Proposigao 3.2, 5| 32 — 7, ou seja, 5 divide 32 — 7 = 25. Assim,
32 = 7 mod 5. Da mesma forma que 5 divide 21 — 6 = 15. Assim, 21 = 6 mod 5.

Segue da Proposi¢ao 3.3 item (a) que 32 4+ 21 = 7 4+ 6 mod 5, logo temos que
53 = 13 mod 5. Podemos conferir que de fato, 5 | 53 — 13, ou seja, 5 | 40.

Exemplo 7. Verifique que 15 =8 mod 7 ¢ 9 = 2 mod 7 e conclua que 135 = 16 mod 7.

Solugao: Observe que, pela Proposicao 3.2, 7 divide 15—8 = 7, e 7 divide 9—2 = 7. Assim,

15 =8 mod 7 e 9 = 2 mod 7 respectivamente.

Pela da Proposicao 3.3, item (b) que 15-9 = 8 -2 mod 7. Logo temos que 135 =
16 mod 7, 7 | 135 — 16, ou seja, 7 | 119.

Corolario 3.1. Se a = b mod m entdo a* = b¥ mod m para todo inteiro positivo k.

Demonstracdo. A prova deste resultado é dada por indu¢ao matematica sobre o nimero
inteiro positivo k. De fato,
i) Para n = 1, temos a' = b' mod m implica que a = b mod m.

ii) Suponha que a proposicao seja verdadeira para k = n. Queremos mostrar que é
verdadeira para um k =n + 1,n € Z. De fato, temos que a hipétese geral é a = b mod m,

a hipétese de inducdo: a” = b™ mod m e a tese: "' = b™*! mod m.

Pela Proposicao 3.3 item(b), temos que a - a™ = b - 0" mod m o que implica

a1 = "t mod m. m
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Exemplo 8. Vamos utilizar a Proposicao 3.3 para verificarmos quais elementos do con-

junto {0,1,2,3,---,12,13} sdo congruentes a elementos da sequéncia 6!, 6%, 63, 64,6%,- -,
modulo 14.
Temos que
6' = 6 mod 14

62=6"-6'"=6-6mod 14 = 6*=36mod14= 6°=8mod 14
6°=6>-6'"=8-6mod14= 6°=48mod 14 = 6*=6mod 14
6'=6%-6'"=6-6mod14 = 6'=36mod14= 6*=8mod14
6°=6-6"=8-6mod 14 = 6°=48mod 14 = 6° =6 mod 14
6°=6"-6"=6-6mod 14 = 6°=36mod14= 6°=8mod 14.

Em geral, podemos provar por inducao em k& > 0 que

6! =6=6"=... = 6%t =6 mod 14
62=6'=6°=... = 6%**2 = 8 mod 14.

De fato, o resultado ja foi verificado para o caso base k = 0. Supondo que

6%t = 6 mod 14 e 6212 = 8 mod 14.

Para k =p+ 1, que

6t =621 .62=6-8mod 14 = 6*"' =48 mod 14 = 62T =6 mod 14

6212 = 62%2.62=8-8mod 14 = 6**?=64mod 14 = 6% =8 mod 14.

Logo, o Principio de Induc¢ao Finita se aplica.

Exemplo 9. (Colégio Naval-2018- Adaptada) Considere a expressao (20182018)2018 " que
é poténcia de uma poténcia. E correto afirmar que o algarismo da unidade do resultado

dessa expressao é 67

Solugdo: Determinar o algarismo das unidades de um nimero qualquer é o mesmo que
determinar o resto na divisao por 10. Dessa forma, pelo Teorema 3.1, Divisao Euclidiana
qualquer nimero inteiro N pode ser escrito sob a forma N = 10-k+r , com k e r inteiros
e 0 < r<l1o.

Assim,
2018 =10 - 201 + 8.

Escrevendo na linguagem de congruéncia médulo 10, temos

2018 = 8 mod 10.
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Logo, pelo Corolario 3.1,

2018%018 = 82018 1164 10.

Para calcularmos, diretamente o resto da divisao de 82°® por 10 precisariamos saber

o resultado dessa poténcia primeiro. E fazer esses calculos na mao da muito trabalho.

Entao vamos escrever as poténcias de 8 modulo 10 para analisarmos os possiveis

restos e verificarmos se é possivel estabelecer um padrao.

8' =8 =8 mod 10

82 = 64 = 4 mod 10
8% =512 = 2 mod 10
8* = 4096 = 6 mod 10.

Note que: 8° = 8! - 81, pelas propriedades de poténcia. Logo,

8! = 8 mod 10 e 8% = 6 mod 10.

Pela Proposicao 3.3 item (b), temos:

8.8 =8.6mod 10 = 8 =48 mod 10= 8 =8 mod 10.

De maneira analoga podemos obter:

82.8=4.-6mod 10 = 8 =24mod10= 8% =4 mod 10.
8.8 =2.6mod10= 8 =12mod10= & =2 mod 10.
8.8 =6-6mod 10 = 8 =36mod10= 8 =6 mod 10.

Em geral, mostra-se pelo Principio de Inducao Finita que, para todo k£ > 0

8% = 8mod 10, 8% =4mod 10, 8" =2mod10 e 8% =6 mod 10.

Note que, 2018 = 4 - 504 + 2. Assim, 8459442 = 4 mod 10, ou seja, 82°1% = 4 mod 10.

Podemos reescrever
20182018 = 82018 11,54 10

como
2018%°"™® = 4 mod 10.

Elevando ambos os lados a 2018, temos

(2018%01%)218 = 42918 mod 10.
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Agora de maneira analoga vamos escrever as poténcias de 4 modulo 10 para anali-
sarmos os possiveis restos.

4' = 4 =4 mod 10

4?2 =16 = 6 mod 10

43 =4" 4*=4-6mod 10 = 4*=24mod 10 = 4* =4 mod 10.
4*=4%.42=6-6mod 10 = 4*=36mod 10 = 4* =6 mod 10.
45 =4%.42=4-6mod 10 = 4°=24mod 10 = 4° =4 mod 10.
49 =4*.4=6-6mod 10 = 4°=36mod 10 = 4°= 6 mod 10.
4T =4%.42=4-6mod 10= 4"=24mod10= 47 =4 mod 10.
48 =14%.42=6-6mod 10 = 4% =36mod 10 = 4% = 6 mod 10.

Dessa forma, como mostrado no exemplo anterior, para todo k& > 0
4261 = 4 mod 10 e 422 = 6 mod 10.

Note que, 2018 = 2 - 1008 + 2. Assim, 4(>109%8+2) = 6 mod 10, ou seja, 42°* = 6 mod 10.

Portanto, (201820182018 = 42018 = 6 mod 10. Ou seja, concluimos que o algarismo

da unidade da expressao inicial é 6.

Proposicao 3.4. Sejam a,b,c,m € Z, com m > 1. Tem-se que

a+c=b+cmodm < a=>bmodm.

Demonstragio. Se a = b mod m, pela Proposi¢ao 3.3 item (a) temos que a + ¢ = b+

¢ mod m, pois ¢ = ¢ mod m.

Reciprocamente, se a + ¢ = b + ¢ mod m entdo m | b+ ¢ — (a + ¢), o que implica que

m | b — a e, consequentemente, a = b mod m. ]

Exemplo 10. (Colégio Naval-2011) E correto afirmar que o ntimero 520! 4 2. 1120 4

multiplo de 3?7
Solucdo: Queremos mostrar que o resto da divisao de 529! + 2. 1129 por 3 é 0.
Na linguagem de congruéncias, queremos verificar isso:

52011 1 9.112011 = () mod 3.

Vamos verificar se as bases 5,2 e 11 sao multiplas de 3.

Base 5:
5 =2 mod 3.
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Base 2:
2 = 2 mod 3.

Base 11:
11 = 2 mod 3.

Pela Proposicao 3.3,

52011 +92. 112011 = 22011 +92. 22011 mod 3.

Colocando o termo 2?°'! em evidéncia, no lado direito da congruéncia temos que
52011 + 2 . 112011 = 22011(1 + 2) mOd 3
52011 + 2 . 112011 = 3 . 22011 mOd 3

Como 3 - 221 = 0 mod 3, segue por transitividade que 521t +2.112°11 = 0 mod 3.
Portanto, o resto da divisao é 0, o que implica que 52°* 42112 & maltiplo de 3.

A Proposicao 3.4 deixa claro que vale a lei do cancelamento em relagao a adigao.

E em relacao a multiplicacao, é sempre possivel?

Vamos analisar alguns exemplos.

Exemplo 11. Note que 245 = 21 mod 8, pois 8 | 245 — 21 = 224.

Desta forma, temos 245 = 21 mod 8 se, e somente se, 7-35 = 7-3 mod 8. Observe que

nesta situacao podemos cancelar o nimero 7 e ainda obtermos a congruéncia verdadeira,
35 = 3 mod 8, pois 8 divide 35 — 3 = 32.

Exemplo 12. Observe que 14 = 6 mod 8, pois 8 divide 14 — 6 = 8.

Em particular, 2-7 =2 -3 mod 8.

Suponhamos que o niimero 2 possa ser cancelado, dai teriamos 7 = 3 mod 8. O

que é um absurdo, pois pela Proposicao 3.2, 8 nao divide 7 — 3 = 4.

Apresentamos a proposi¢ao a seguir que nos permite verificar quando é possivel
realizar o cancelamento na operacao de multiplicagdo de maneira geral. Mas antes disso,
se faz necessario definir alguns conceitos, como por exemplo o Maximo Divisor Comum

entre dois niimeros.

Definigao 3.3. (Divisor Comum) Sejam dados dois inteiros a e b, distintos ou ndo. Um

nimero inteiro d serd dito um divisor comum de a e bse d |a e d | b.

Definicao 3.4. (Médximo Divisor Comum) Um ndmero inteiro d > 0 é o maximo divisor

comum (mdc) de a e b, se possuir as seguintes propriedades:
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e d é um divisor comum de a e b;

e d ¢ divisivel por todo divisor comum de a e b.

Notagao: Denotamos o Maximo Divisor Comum entre os nimeros inteiros a e b por

mdc(a,b), ou apenas (a, b).

Exemplo 13. Os divisores de 12 e 30 sdo dados respectivamente pelos conjuntos D(12) =
{£1,4+2,£3,+4,£6,£12} e D(30) = {1, £2,+3, £5, £6,+10, £15,+30}. Dessa forma,

0 maximo divisor comum entre 12 e 30 é 6.

Definicao 3.5. Um nimero natural d sera dito MDC de dados ntimeros inteiros aq, - - - , Gy,

nao todos nulos, se possuir as seguintes propriedades:

i) d é um divisor comum de ay, -+ , a,.
ii) Se ¢ é um divisor comum de aq, - - ,a,, entao c | d.
Proposicao 3.5. Dados niumeros inteiros ay,- - ,a,, ndo todos nulos, existe o seu MDC
e
(ah e 7a'n) = (ala ) (anfla an))

Proposicao 3.6. Sejam a,b,c,m € Z, com ¢ # 0 em > 1. Temos que

m

ac = bc mod m < a = b mod .
(c,m)

Demonstragio. Veja HEFEZ (2013, p.196). ]

Observe que na Proposicao 3.6 podemos pensar em uma lei do cancelamento
(generalizada), pois ao cancelar o ¢ alteramos o valor do médulo. Contudo apresentamos
a seguir o Corolario 3.2 o qual afirma que o cancelamento vale quando ¢ e m sao primos

entre si, ou seja, quando o maximo divisor comum entre ¢ e m for igual a 1.

Corolario 3.2. Sejam a,b,c,m € Z, com m > 1 e (¢c,m) = 1. Temos que

ac = bc mod m < a = b mod m.
Demonstra¢io. Veja HEFEZ (2013, p.197). O

Antes de enunciar a Proposi¢do 3.7 é necessario definir o conceito de Minimo

Multiplo Comum.

Defini¢ao 3.6. (Multiplo Comum) Um nimero inteiro m ¢ um multiplo comum de a e b

sea|meb]|m.
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Defini¢ao 3.7. (Minimo Miltiplo Comum) Um ntimero inteiro m > 0 é um minimo

multiplo comum (mmc) dos niimeros inteiros a e b, se possuir as seguintes propriedades:

e m é um multiplo comum de a e b;

e se ¢ é um miltiplo comum de a e b, entdo m | c.

Notacgao: Denotamos o Minimo Multiplo Comum entre os ntimeros inteiros a e b por

mmc[a, b], ou apenas [a, b] .

Exemplo 14. Calcule o mmc [12, 30].

Solugdo: Tomando M(12)= {--- , —72, —60, —48, —36, —24, —12,0, 12, 24, 36,48, 60,72, - - - }
e M(30)= {---, —120, 90, —60, —30,0, 30, 60, 90, 120, - - - }, temos que [12, 30] = 60.

Proposicao 3.7. Dados dois nimeros inteiros a e b, temos que [a,b] existe e

[a,b] - (a,b) =|a- b

Demonstragio. Veja HEFEZ (2013, p.106). ]

Exemplo 15. Calcule o mmc [5,48].

Solugio: Temos que, (5,48) = 1. Logo, pela Proposicao 3.7,
[5,48] - (5,48) =|5-48] = [5,48]-1=15-48] = [5,48] = 240.
Um ntmero natural m é um MMC dos inteiros nao nulos ay,--- ,a,, se m é um

multiplo comum de aq,- - - , a,, e, se para todo multiplo comum m’ desses niimeros, tem-se

que m | m'.

Proposicao 3.8. Sejam ay,--- ,a, niumeros inteiros nao nulos. Entdo existe o nimero

lar, - an] €lar, - an_1,0,) = [ar, -+, [an-1, an)].

Exemplo 16. Queremos determinar o MMM dos niimeros 12,85 e 32. Pela Proposicao

3.8, temos que

[5,84,32] = [5, [84, 32] = [5,672] = 3360.

Proposicao 3.9. Sejam a,b € Z, e m,n,mq,--- ,m, inteiros maiores do que 1. Temos

que:

a) Sea=bmodm en |m, entdo a =bmod n;

b) a=bmod m;,Vi=1,--- ,r < a=bmod [my,---,m,|;
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¢) Se a = bmod m, entio (a,m) = (b,m).
Demonstragio. Veja HEFEZ (2013, p.198). O

Diante da teoria que vimos até agora e conhecendo as diversas ferramentas podemos

resolver a questao proposta no inicio do capitulo.

Exemplo 17. Qual o resto da divisao de 2295 por 57?
Solugao: Primeiro vamos tentar encontrar uma poténcia de 2™ que deixa resto 1 na divisao
por 5, pois sabemos que qualquer expoente na base 1 o resultado ¢ 1 o que falicita a

resolucao da congruéncia. Dessa forma, vamos escrever as poténcias de 2™ modulo 5 para

analisarmos os possiveis restos.

2! =2=2mod 5
22 =4=4mod5
22 =8=3mod5
24 =16 = 1 mod 5.

Sabemos que, 2015 = 503 - 4 + 3.

Como 2* = 1 mod 5, segue do Corolario 3.1 que,
(2459 = 1% mod 5
22012 = 1 mod 5.

Além disso, pela Proposicao 3.3,

2201293 = 1.23 mod 5
9201243 — 93 1115d 5
22015 — 93 od 5.

Como 23 = 3 mod 5, temos que

22015 = 3 110d 5.

A seguir, apresentamos varios exemplos da aplicacdo de congruéncias.

Exemplo 18. O resto da divisdo de 2190990 por 17 ¢ 1.

Para verificar isso vamos tentar encontrar uma poténcia de 2" que deixa resto 1

na divisao por 17.
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Observe que

2l =92 =92 mod 17 2> =32 =15 mod 17
22 — 4 =4 mod 17 26 — 64 = 13 mod 17
23 — 8 =8 mod 17 27 =128 = 9 mod 17

2* — 16 = 16 mod 17 28 — 956 = 1 mod 17.

Sabemos que, 1000000 = 125000 - 8 + 0.

Como 2% = 1 mod 17, segue do Corolério 3.1 que,

(28)125000 = (1)125000 mod 17

91000000 — 1 mod 17.

Portanto, o resto da divisao de 21000000 por 17 6 1.

Exemplo 19. (Sistema de Ensino Poliedro) Qual a 1993? letra da sequéncia ABCDEDC-
BABCDEDCBABCDEDCBABC ---?

Solucao: Observe que a sequéncia ABCDEDCB se repete a cada 8 letras. Dessa forma, o

problema proposto é equivalente a: Qual o resto da divisao de 1993 por 87
Note que: 1993 = 8 - 249 4 1, ou seja, 1993 = 1 mod 8.

Logo, a letra de posicao 1993 é a primeira letra da sequéncia ABCDEDCB, ou seja,
a letra A.

Exemplo 20. (Colégio Naval-2019) O ntimero E é obtido pela expressao formada pela

soma de todas as poténcias naturais do nimero 2, desde 0 até 2019, ou seja,
E:20—|—21+22+23+"'+22018+22019.
O resto da divisao de E por 7 é ?

Solugdo: Inicicialmente vamos analisar quais sdo os possiveis restos da divisao de 2" por
7,sendon =0,1,2,---, 2019.

X =1=1mod?7 22 =8=1mod7 % =64=1mod7 --- 22 =1mod?7.
2l =2=2mod 7 24 =16 =2mod 7 2" =128 =2mod 7
22 —4=4mod 7 2> =32=4mod 7 28 =956 =4 mod 7

Em geral, mostra-se pelo Principio de Inducao Finita que, para k > 0

23% =1 mod 7, 2P =92 mod7 e 272 =4mod 7.
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Segue da Proposicao 3.3 item a) que,

93k L 93ktl 4 93k42 — 1 1 91 4=7=0 mod 7.

Ou seja, a cada 3 elementos consecutivos da soma do nimero E, temos uma soma
congruente a zero. Desta forma, como E é uma soma de 2020 parcelas e 2020 = 673 -3+ 1,
temos que E = (20 + 2% + 23) + (23 424 + 25) 4 ... (22016 4 2017 4 92018) 4 92019 T g0,
E = 22° mod 7. Como 2019 = 673 - 3 + 0, concluimos que E =1 mod 7.

3.2 Algoritmo de Euclides

O maximo divisor comum de dois inteiros pode ser encontrado ao lis-
tarmos todos os seus divisores positivos e escolhermos o maior comum
aos dois, mas isto é embaragoso para ntimeros maiores. Um processo
mais eficiente, envolvendo aplicagbes repetidas do Algoritmo da Divisao,
é dado no sétimo livro Os elementos. Embora haja evidéncias histéricas
de que este método é anterior a Euclides, hoje ele é apresentado como o
Algoritmo de Euclides ,(BURTON, 2016, p.25).

Mas antes de descrevermos o algoritmo vamos enunciar o Lema a seguir que sera

util na sua construcao.

Lema 3.1. (Lema de Euclides) Sejam a e b e n nimeros inteiros tais que 0 < b — na.

Neste caso, vale a igualdade
(a,b) = (a,b—an).

Demonstragio. Seja d = (a,b—na). Comod | aed | b—na,tem-se que d | (b—na+na) = b.
Logo, d é um divisor comum de a e b. Suponha agora que ¢ seja outro divisor comum de a
e b. Desta forma, ¢ é um divisor comum de a e b — na e consequentemente, por defini¢ao

de méximo divisor comum tem-se, ¢ | d. Portanto, d = (a, b). O

O Algoritmo de Euclides pode ser escrito da seguinte maneira: Sejam a e b dois
inteiros dos quais se deseja obter o maximo divisor comum . Como (|al|,|b|) = (a,b),

pode-se supor, sem perda de generalidade, que 0 < b < a.

Desta forma, fazendo a divisao euclidiana de a por b, tem-se que existem ¢, e r;
tais que

a:b-ql—i-?“l, 0<r<b.

Dai surgem duas possibilidades:

e Ser; =0, entdo b | a e consequentemente (a,b) = b.
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e Ser; # 0, entdo b{ a. Nesse caso, efetuarmos a divisdo euclidiana de b por ;1. Logo,

existem inteiros ¢y e 79 que satisfazem

b=r1r1-q+ 1o, 0<ra<r; <hb.
Novamente, temos duas possibilidades:

e Sery=0,entao ry | be (b,r) =ry. Logo, segue do Lema 3.1 que o maximo divisor

comum de a e b é dado por
(a,b) = (a — bqy) = (r1,b) = 11.
e Se ry # 0, entdo r1 1 b. Da mesma forma efetuamos a divisao euclidiana de r; por
ro, donde obtemos inteiros g3 e r3 tais que
T =T"T2- Q3+ T3, 0<r3<rg<r; <hb.
Efetuamos este procedimento até que para algum n se tenha r, | r,_;. De fato,
isso sempre ocorre, pois, caso contrario, teriamos uma sequéncia de niimeros naturais

b>ry >ry>r3>--- limitada inferiormente e que nao possui menor elemento. Isto

contraria o Principio da Boa Ordem.

Desta forma, temos

a = b~q1+7“1, O<ri<b

b = 7T1°Qs+ T2, O<7“2<7"1
1 = Tr9-q3+7Ts, O<’I“3<’I“2
Th—2 = Tpn_1'Qn+ Ty, 0< Tn < Th-1
Tn—1 = Tn- dni1 + 0.

Pelo Lema 3.1 (Lema de Euclides),temos

(a,b) = (bya—"0b-q) = (bm)
(7”17[) — T ‘Q2) = (7“1,7”2)

= (7“2>7’1—7“2'Q3) = (7"277”3)

= (rnfla Tn—2 — Tp-1" qn) = (rnfla Tn)
= (rn *Qnt1, Tn)

= Tn
O algoritmo acima pode ser sintetizado e realizado na pratica como mostramos a
seguir.

Inicialmente, efetuamos a divisdo a = b- ¢; + r; e colocamos os nimeros envolvidos

no seguinte diagrama:
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q1

1

A seguir, continuamos efetuando a divisdo b = ry - ¢o + 79 e colocamos os niimeros

envolvidos no diagrama

q1 | 42
al| b |nr
T | T2

Prosseguindo com as divisoes até que se obtenha um resto igual a zero, teremos

a1 q2 qs3 cee dn—1 dn Gn+1
a | b |ri|re| ... | Thoo|Tao1 | Th=1(a,b)
i | T3 | Ta| ... Tn 0

O algoritimo acima, nos permite calcular o méaximo divisor comum de ntimeros
inteiros a e b. Contudo, uma propriedade muito 1til do méximo divisor comum (a,b) é

que existem os inteiros z; e x5 tais que

(a,b) = axy + bx,.

Tao importante quanto conhecer o resultado, é saber como determinar os inteiros

1 € To. Apresentamos a seguir, uma maneira de obté-los.

Utilizando das finitas divisoes euclidianas do algoritimo de euclides, verifica-se por

meio de uma substituicao recorrente dos restos que existem x e yi € Z tais que
(CL, b) =Tp =T Tn-+ Yk " Tn—k—1-

Em particular,

(a,b) =1, = Zpo-To+Ypo-T1
= Tna(b—71-q) +Yno- 71
= 71(Yn—2 — Tn-2-q2) + Tn_z-b
= Tp1'T1+Yn-1-b
= Tp1(a—=b-q1) +Yn-1-b

Tt 0+ (Y1 — Tn-1-q)b

= x1a + x2b

onde Tpn—1 = Yn—2 — Tpn—2-42, Yn—1=Tp—2, L1 ==TLp-1 € T2=7Yp-1— Tp-1- (1.

Exemplo 21. Encontre as solugoes de 8x + 13y = 1.
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Temos que (8,13) = 1. Entao existem x e y € Z tais que sao as solugoes da equacao
dada.

Para determinar os valores de z e y vamos inicialmente efetuar as divisoes euclidi-

anas do Algoritmo de Euclides de 13 por 8 até obtermos o resto nulo.

Note que,
13 = 8145, 0<5<8
8 = 5-1+3, 0<3<5
5 = 3-1+2 0<2<3
3 = 2141, 0<1<?2
2 = 2-1+0.

Agora, isolamos o resto de cada equagao obtida.

1 = 3-2-1
2 = 5-3-1
3 = 8-5-1
5 = 13-8-1.

Em seguida, fazemos sucessivas substitui¢oes partindo da equagao cujo resto é o
maximo divisor comum até que se obtenha a e b. Quando isso ocorrer, tem-se os valores

procurados para z, y € Z.

1 = 3-2-1
3-(5-3-1)-1
3.2-5-1

= (8—5-1):-2-5-1
8-2-5-3

82— (13—-8-1)-3
= 8-5+13-(=3).

Logo,
rn. = (a,b) = ax+by
1 = (13,8) = 8-z+13-y
1 = (13,8) = 8:-5+13-(-3).

Portanto, x = 5 e y = —3 ¢ solugao da equacao 8z + 13y = 1.
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4 Congruéncias Lineares

Neste capitulo, temos como objetivo encontrar as solugoes de congruéncias do tipo
ax = b mod m e de Sistemas de Congruéncias Lineares de uma ou duas variaveis. Além

de apresentar um Teorema que possui muitas aplicagoes, o Teorema Chinés dos Restos.

Nesse sentido, uma congruéncia linear podera ter uma solucdo, varias solu¢oes ou

até mesmo nao ter nenhuma solucao.

4.1 Resolucao de Congruéncias Lineares com uma variavel

Definicao 4.1. Seja m > 1 um inteiro. Chamamos de congruéncia Linear a toda equagao
da forma:

ar = bmod m

onde a, b e x sao inteiros, onde x sao as solugoes procuradas. E dizemos que k € Z é

solucao da equacao acima caso ak = b mod m.

A Proposicao 4.1 traz uma caracterizagao da existéncia ou nao de solugoes das

congruéncias lineares.

Proposicao 4.1. A congruéncia linear ax = b mod m possui solucao se, e somente se, o

mazximo divisor comum de a e m divide b, ou seja,
ar = bmod m &< (a,m) | b.

Demonstragio. Veja HEFEZ (2013, p.246). ]

Exemplo 22. A congruéncia linear 6z = 4 mod 8 tem solugdo, pois (a,m) = (6,8) =2 e

2 | 4. Em particular, k£ = 2 é uma solugao.

Exemplo 23. A congruéncia linear 4r = 13 mod 20 nao tem solugdo, pois (a,m) =

(4,20) =4 e 4113.

Observagao: Se xj ¢ solugao da congruéncia az = b mod m, entao todo x tal que

r = xo mod m é também solucao da congruéncia pois, pela Proposicao 3.1,

ax = axg = ¢ mod m.

Assim, podemos concluir que uma solucao particular determina uma infinidade de

solugoes da congruéncia.
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Definicao 4.2. Um sistema completo de solugoes da congruéncia
axr = bmod m

é um conjunto S satizfazendo,

(i) Toda solucao da equagao é congruente a um elemento de S. E todo elemento de S é

uma solucao.
(ii) Os elementos de S sdo incongruentes entre si médulo m.
Teorema 4.1. Sejam a,b € Z, comm > 1 e (a,m) | b. Se xy € uma solu¢do da congruéncia

ax = bmod m, entdo

m

m m
.730,1’0—{—7,1’0—1'2*,“' 7x0+(d_1)d7

d d

onde d = (a,m), formam um sistema completo de solugoes da mesma congruéncia.
Demonstragio. Veja HEFEZ (2013, p.247). O

Observagao: Note que se o (a,m) = d entdo nas condi¢oes do Teorema 4.1 a

congruéncia axr = b mod m tem exatamente d solugoes modulo m.

Exemplo 24. Verifique que a congruéncia linear 12x = 36 mod 28 tem solucao e diga

quantas sao.

Solugdo: Temos que, a =12, b =36 e m = 28.
Como d = (a,m) = (12,28) = 4 divide 36, temos que a congruéncia linear possui

exatamente d = 4 solu¢des modulo 28.

Exemplo 25. Resolvamos a congruéncia linear 4z = 12 mod 64.

Note que, a =4, b =12 e m = 64.

Como d = (a,m) = (4,64) = 4 divide 12, temos que a congruéncia linear possui

exatamente d = 4 solu¢des modulo 64.

Por verificagdo, obtemos a solu¢ao zy = 19. Para exibir as demais solu¢des médulo

64, podemos utilizar o Teorema 4.1, obtendo

64 64 64
ro=19,21=19+1—,20=1942— e 2x3=1943—.
4 4 4
Portanto, as 4 solugoes da congruéncia linear 4x = 12 mod 64 sao: xg = 19,2, =

35,29 =51 e x3 = 67.
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Corolario 4.1. Se (a,m) = 1, entdo a congruéncia ax = b mod m possui uma unica

solucao maodulo m.
A congruéncia az = 1 mod m, com (a, m) = 1, admite uma tnica solu¢gdo médulo
m. Esta solugao é chamada de inverso multiplicativo de @ médulo m.

Exemplo 26. Resolvamos a congruéncia linear 3z = 7 mod 5.

Solucao: Note que, a =3, b=7e m =5.

Como d = (a,m) = (3,5) = 1 divide 7, temos que a congruéncia linear possui

exatamente d = 1 solu¢ao modulo m = 5.

Variando = entre 0 e 4 temos,

3:0=0mod 5
3-1=3mod5
3-2=1mod5
3-3 =4 mod b
3-4=7mod 5.

Logo, a tnica solugao da congruéncia linear 3x = 7 mod 5 é zy = 4.

Observe que, o método de inspecao é viavel quando o valor do médulo m é pequeno.

Corolario 4.2. Toda congruéncia do tipo axr = b mod m que tem solucdo € equivalente a
uma congruéncia do tipo

z = ¢ mod n.

Demonstragao. Perceba que se a congruéncia
ax = bmod m,
admite solugdo, entdo o d = (a,m) | b. E, por defini¢ao, d | a e d | m.

Tomando
, a b m

a = g, b/ = g, n = E,
temos pela Proposicao 3.6 que a congruéncia acima é equivalente a
a'z =V mod n, com (a’,n) = 1.
Como (a’,n) = 1, existe inverso multiplicativo a” de a médulo n. Multiplicando a
ultima congruéncia por a” obtemos:

r = cmod n,

onde ¢ = a"l’. O
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Exemplo 27. Na congruéncia 6z = 10 mod 14 temos que d = (a,m) = (6,14) = 2 e
divide 10. Assim, pela Defini¢ao 3.3, 2 | 6 ¢ 2 | 14.

Dividindo a congruéncia 6 = 10 mod 14 por d = 2, temos pela Proposicao 3.6 que

a congruéncia acima ¢é equivalente a

3z =5 mod 7, com (3,7) = 1.

Como (3,7) = 1, existe inverso multiplicativo. Para encontrar esse niimero devemos
resolver a congruéncia 3x = 1 mod 7. Perceba que, 3-5 =1 mod 7 < x = 25 mod 7. Dessa

forma, a congruéncia 6x = 10 mod 14 é equivalente a
x=4mod 7,

onde ¢c=5-5.

Diante da teoria apresentada até aqui podemos dar inicio ao estudo sobre Sistema

de Congruéncias Lineares.

4.2 Sistema de Congruéncias Lineares com uma variavel

De acordo com Eves (1995),

o mais importante dos textos de Matematica chineses antigos é o K’ui-
ch’ang Suanshu, ou Nove Capitulos sobre a Arte da Matematica, que
data o periodo Han (206 a.C.-221d.C.) mas que muito provavelmente
contém material bem mais antigo. E uma sintese do conhecimento mate-
maético chinés antigo. Em seus 9 capitulos, o de relevancia para o presente
trabalho encontra-se no capitulo 8 que fala sobre Sistema de equagoes
Lineares, (EVES, 1995, p.242).

Definicao 4.3. Chamamos de Sistema de Congruéncias Lineares a todo sistema da forma:

axr = by modny
asxr = by mod ne
(4.1)
arr = by mod ng
onde aq,ag, -+ ,ap, by, ba, -+, bg, 1, N9, -+, Ny sdo inteiros fixados, com n; > 0 para todo

i=1,2,3,-,k

Cada uma de suas congruéncias deve admitir solucao. Logo, pelo Teorema 4.1, para

que tal sistema admita solugao, é necessario que (a;,n;) | b;, para todo i =1,2,3,--- | k.
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De acordo, com a Proposicao 4.2, o sistema acima é equivalente a um da forma

= ¢; mod my
= ¢y mod my
(4.2)
T = ¢, mod my
onde ¢, c9, -+, Ck, M1, Mo, - -+ , My, SA0 inteiros fixados, com m; > 0 paratodoi =1,2,--- , k.

Desta forma, podemos concentrar nossos esforcos em estudar sistemas do tipo
(4.2). Uma das técnicas para encontrar a solu¢ao de um sistema, é uma ferramenta muito
importante descoberta pelos chineses, ou seja, o Teorema Chinés do Resto. E possivel

aplica-lo desde que as congruéncias lineares atendam suas condi¢oes especificas.

Segundo Eves (1995, p.244), apds o periodo Han viveu o matemético Sun-Tzi
(ou Sun Tsu Suan Ching), que escreveu um livro “Manual Aritmético do Mestre Sol”
escrito provavelmente entre 280 d.C. e 483 d. C. O material assemelha-se muito aos “Nove
Capitulos sobre a Arte da Matematica” dividido em 3 capitulos. Dentre eles, o capitulo 3

aborda problemas aritméticos, perfazendo um total de 36.

No Problema 26 (também conhecido como “problema do Mestre Sun”), encontra-se
o primeiro problema chinés de analise indeterminada: “Um certo niimero desconhecido de
coisas quando dividido por 3 deixa resto 2, por 5 resto 3 e por 7 resto 2. Qual é o (menor)
numero?” Af encontramos a semente do famoso Teorema Chinés dos Restos da Teoria dos

Numeros.

De acordo com BURTON (2016, p.78), definimos o Teorema Chinés dos Restos da

seguinte forma:

Teorema 4.2. (Teorema Chinés dos Restos) Sejam my, ma, - -+ ,m, inteiros positivos tais

que (m;,m;) =1 para i # j. Entdo o Sistema de Congruéncias Lineares

r = ¢ modmy
T = ¢y modmy
r = ¢, modm,
possut uma solucao simultanea, que é unica modulo o inteiro m = mq -mg - -+ - M.
Demonstracao. Comecamos pela formacao do produto m = my -mo-----m,. Para k =
1,2,--- r seja
m
My =—=my---mp_1mpy1---my.
my

Em outras palavras, M}, é o produto de todos os inteiros m; com o fator m, omitido.

Por hipétese, os m; sdo em pares primos relativos, de modo que (Mg, my) = 1. De acordo
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com a teoria de uma tunica congruéncia linear, por isso, é possivel resolver a congruéncia
My =1 mod my. Chame de y; a solucao unica entre 0 e my_1. Nosso objetivo é provar
que o inteiro
=M -y-aa+M-ys-co+--+ M-y c.
é uma solucao simultanea do sistema dado.
Primeiro observe que M; = 0 mod my, para i # k, pois, neste caso, my | M;. O

resultado é

r=»M yi-c1+My-ya-coat---+ M -y ¢, = My - yg - ¢ mod my.

Mas o inteiro gy, foi escolhido para satisfazer a congruéncia My -y = 1 mod my, o
que forga

T = ¢ - 1 = ¢ mod my,.
Isto mostra que a solu¢ao para o sistema de congruéncias dado existe.
Quanto a unicidade, suponha que 2’ seja qualquer outro ntimero inteiro que satisfaz
estas congruéncias. Entao,

r = ¢, = 2’ mod my, k=1,2,---,r

e logo my, | © — 2’ para cada valor de k. Como (m;, m;) = 1, o Corolario 2 do Teorema 2.4
que se encontra no livro BURTON (2016, p.22) diz que: Sea | ce b | ¢, com (a,b) = 1,
entdo ab | ¢, nos fornece o ponto crucial que my.my.--- .m, | x — 2’. Dai, x = 2’ mod m.

Com isso, o Teorema Chinés dos Restos estd provado. ]

Apesar do Teorema Chinés dos Restos ser uma ferramenta de resolugao de Sistemas
de Congruéncias Lineares pratica e de facil compreensao nao é possivel aplica-lo em todos

os Sistemas.

Veremos agora, uma proposicao, que permite identificar se o Sistemas de Congruén-
cias Lineares admite solugdo ou nao. Além de, descrever os passos para encontra-la caso

tenha.
Proposicao 4.2. O sistema de congruéncias

c; mod my

(4.3)

= 9 mod my

admite solugcdo se, e somente se, co = ¢; mod (my, mo). Além disso, dada uma solugio a

do sistema, um nimero a’ é também uma solugao se, e somente se, @’ = a mod [my, ms].

Demonstragio. O sistema (4.3) admite uma solugao se, e somente se, existem a,y, z € Z

tais que a — c¢; = ymy e a — cg = zmy. Assim, a existéncia de solugdes do sistema é
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equivalente a existéncia de solu¢oes da equacao Diofantina ymq, — zme = ¢o — ¢1. Por sua
vez, essa equagao diofantina possui solugao se, e somente se, (my, mq) divide c3 — ¢1, 0 que
equivale a ¢y = ¢; mod (myq, my).

Suponhamos que a seja uma solugao do sistema (4.3). Se @’ é uma outra solucao do
sistema, entdo a’ = ¢; = a mod my e @' = ¢o = a mod mo, 0 que, em vista da Proposicao

3.9 item (b), implica que o’ = a mod [my, ma].

Por outro lado, se um ntimero o’ é tal que o’ = a mod [my, my], entdo o’ = a

U

¢ mod my e ' = a = ¢3 mod my. Portanto, a’ é solugao do sistema (4.3).

Daremos a seguir um algoritmo para determinar as solugoes de um sistema da
forma,
= ¢, mod my

= ¢y mod my

Sabemos, pelo Algoritmo de Fuclides Estendido, que se d = (a,b) entao, existem

numeros inteiros m e n tais que ma + nb = d. Como

mo mq -1
(mlumZ)’ (m1,ms) ’
segue que existem inteiros x; e x9 € Z tais que,
mMo ma
ry———— + g —— = 1. 4.4
Gonnma) T ) @4
Mostraremos, a seguir, que
mo ma
= + . 4.5
roan (m17m2) cat2 (mh m2) ( )
¢ uma solucao do sistema (4.3).
De (4.4) temos que,
) my ) my
——=1—2y— = — | 1—m
oo ma) (1, 12 G,z | e, o)
ma mo
= 9 = 1 mod
(M1, ma) (m1,ma)
Como
121 m = 0 mod 1 ,
(M1, ma) (m1,ms)
temos que
T = Coly m mod 2 = T = ¢y mod 2 )
(ml, m2) (mh mz) (mh mz)
Analogamente, temos que
my

T = ¢; mod i
(mla m2)
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my;

( ] divide m;, i = 1,2, segue do item a) da Proposicao 3.9 que
my, Mo

Como
r=comodm; e =z =cymodms.

Ou seja, = é solugao do sistema (4.3).

A Proposicao 4.2 pode ser estendida para sistemas com n equagoes, onde n > 2.

Este resultado é dado pelo Teorema 4.3 a seguir.

Teorema 4.3. (Teorema Chinés dos Restos Generalizado) O sistema de congruéncias

= ¢y mod my
= ¢y, mod my
r = ¢, modm,
onde i = 1,2,---,r, admite solugio se, e somente se, ¢; = ¢; mod (m;,m;),Vi,j =
1,2,---  r. Neste caso, a solu¢io é inica modulo [my,--- ,m,]|.
Demonstragio. Veja HEFEZ (2013, p.259). O
Vejamos o exemplo a seguir.
Exemplo 28. Resolvamos o sistema:
r = 2mod3
r = 3mod4
r = 4modbH
r = 2mod 6.

Solugao: Primeiro devemos verificar se o sistema de congruéncias admite solucao, ou seja,
se ¢; = ¢j mod (my;, m;),Vi,j =1,2,--- 7. Observe que, para a segunda e quarta equagao
do sistema, temos que d = (4,6) =2 e 3 Z 2 mod (4,6), pois d =21 (3 — 2).

Portanto, o sistema nao admite solucao.
Veja no Capitulo 5 exemplos de solugoes de Sistemas Lineares de Congruéncia.

Estudamos até aqui Congruéncia Lineares com uma variavel, agora estudaremos

Congruéncias Lineares com duas variaveis.

4.3 Resolucao de Congruéncias Lineares com duas variaveis

Definicao 4.4. Seja m > 1 um inteiro. Chamamos de congruéncia Linear com duas

variaveis a toda equagao da forma:

ax + by = c mod m
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onde a, b e ¢, sdo constantes inteiras e x, y sdo nimeros inteiros procurados.

x
Definicao 4.5. Uma solugdo da congruéncia ax + by = ¢ mod m é um par que

Y
satisfaz a equagao.

Vamos, inicialmente, dar um critério para determinar se tais congruéncias admitem

solucao.

Proposicao 4.3. (Critério para existéncia de solugao): A congruéncia linear ax + by =
c mod m, andlogo ao Teorema /.1, possui solucdo se, e somente se, o mdximo divisor

comum de a, b e m divide ¢, ou seja,

ax + by = cmod m < (a,b,m) | c.
Demonstracao. Segue os mesmos passos da demonstracao da Proposigao 4.1. O

Pela Proposicao 4.3 temos que se (a,b,m) t ¢ entdo axr + by = ¢ mod m nao
admite solugao. Desta forma, no que segue, vamos considerar que (a,b,m) | ¢, ou seja,

ax + by = ¢ mod m admite pelo menos uma solugao.

Uma pergunta que surge neste momento é: Quantas solu¢oes tem a congruéncia

ax + by = ¢ mod m?

Para facilitar a compreensao vamos analisar as situagoes a seguir
e Caso 1: (a,m) = 1.

Suponha que (a,m) = 1. Escrevemos a congruéncia da forma,

axr = ¢ — by mod m.

O Corolario 4.1 garante uma unica solu¢ao = para valor de y entre 0 e m — 1.

Mais especificamente, um nimero inteiro y é congruente médulo m a um tnico
nimero do conjunto S = {0, 1,--- ,m — 1}. Ou seja, que a menos de congruéncia, podemos
considerar que y assume apenas os nimeros de 0 a m — 1. Desta forma, a congruéncia
ar = ¢ — by mod m tem unica solu¢ao médulo m para cada y entre 0 e m — 1. Portanto

ax + by = ¢ mod m admite exatamente m solugoes.
« Caso 2: (bym) = 1.

De modo analogo ao caso anterior, para cada = entre 0 e m — 1 existe uma unica
solucao modulo m de by = ¢ — ax mod m.Portanto, ax + by = ¢ mod m admite, também,

exatamente m solucgoes.
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e Caso 3: Caso Geral

Da congruéncia az + by = ¢ mod m temos que ar = ¢ — by mod m ou by =
¢ — ax mod m. Consideremos primeiramente, que ax = ¢ — by mod m. Neste caso, a

congruéncia admite solugao se, e somente se, d; | ¢ — by, onde d; = (a, m).

Seja @ o conjunto dos y entre 0 e m — 1 tais que d; | ¢ — by. Pelo Teorema 4.1,
para cada y € @), existem exatamente d; solu¢bes modulo m de ax = ¢ — by mod m, as

quais podem ser obtidas a partir de uma solucao particular zy da seguinte forma:

xi:xoﬂd@, i=0,1,--,dy — 1.
1

X

Assim, as solugoes de ax + by = ¢ mod m sao (
Yy

)’i20717"'7d1_17y:
0,1,---,m—1.

Em particular, temos |@| - d; solugdes médulo m da congruéncia, onde |Q] é a

quantidade de elemento de Q.

Consideremos agora, a congruéncia by = ¢ — ax mod m, qual admite solucao se,
e somente se, dy | ¢ — az, onde dy = (b,m). De maneira andloga, seja P o conjunto dos
x entre 0 e m — 1 tais que ds | ¢ — ax. Pelo Teorema 4.1, para cada x € P, existem ds
solugoes modulo m de by = ¢ — ax mod m que podem ser escritas a partir de uma solucao
particular yq:

m
—, 2

Yi = Yo +1 =0,1,--- ,dy — 1.
dy

X

Assim, as solugoes de ar + by = ¢ mod m sao (
Yi

)7i:0a17"'ad2_17x:
0.1, ,m—1.

Em particular, temos |P| - dy solugdes médulo m da congruéncia, onde |P| é a

quantidade de elemento de P.
E importortante observar aqui que |Q| - dy = |P| - ds.

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 29. Vamos resolver a congruéncia linear 7z + 4y = 5 mod 12.

Solugio: Como d = (7,4,12) = 1 divide ¢ = 5, temos que a congruéncia admite solugao.

Agora, vamos variar o valor de y entre 0 e 11 para encontrar os valores de x para os quais
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( i ) é solugao da congruéncia: 7z = 5 — 4y mod 12,

para y=0, 7r=5—4-0mod 12 & Tr=5mod12 &  x=11mod 12
para y=1, T7r=5—4-1mod 12 & Tr=1modl12 <  x=7mod 12
para y=2, Tx=5-—4-2mod 12 & Tr=9mod 12 & =3 mod 12
para y=3, Tx=5—4-3mod 12 & T7r=5mod12 & 2z =11mod 12
para y=4, Tr=5—4-4mod 12 & Tr=1modl12 & 2 =7modl12
para y =25, Txr=5-—4-5mod12 & Tr=9mod12 < 2z =3modl12
para y=6, T7r=5—4-6mod 12 & Tr=5mod12 & zx=11mod 12
para y=7, Tr=5—4-7mod 12 & Tr=1modl12 &  x=7mod 12
para y=28, Tr=5-—4-8mod 12 & Tr=9mod 12 < =3 mod 12
para y=9, Tr=5-—4-9mod 12 & T7r=5modl12 & 2z =11mod 12
para y=10, 7Txr=5—4-10mod12 <« T7xr=1mod12 <« x=7mod]12
para y=11, 7r=5—-4-11mod12 <« T7r=9modl12 << 2z =3mod]l2.

Logo, para cada y de 0 a 11 temos uma tnica solucao médulo 12 para a congruéncia

Tr =5 — 4y mod 12. Portanto, temos 12 solucoes do problema inicial.

Exemplo 30. Resolvamos a congruéncia linear 3x 4+ 4y = 5 mod 8.

Solugio: Como d = (3,4,8) = 1 divide ¢ = 5, temos que a congruéncia admite solugao.

Para cada valor de y entre 0 e 7 fixo temos uma congruéncia da forma ax = ¢ mod m
onde ¢ =5—4y e a = 3. Como (3,8) = 1 temos pelo Corolério 4.1 que 3z = 5 — 4y mod 8

tem uma unica solucao para cada y fixado:

para y=0, 3r=5—-4-0mod8 <« 3r=5mod8 <« 2z =T7mod38
para y=1, 3xr=5—4-1mod8 <« 3r=1mod8 <& z=3mod8
para y=2, 3r=5—4-2mod8 <& 3r=5mod8 <& xr=T7TmodS8
para y=3, 3r=5—4-3mod8 & 3r=1mod8 <& xr=3modS8
para y=4, 3r=5—-4-4mod8 <& 3r=5mod8 <& xr=TmodS8
para y=05, 3r=5—4-bmod8 <& 3r=1mod8 <« 2xr=3modS8
para y=6, 3r=5—-4-6mod8 <& 3r=5mod8 <& 2x=T7mod8
para y=7, 3r=5—4-Tmod8 <« 3r=1mod8 <« 2z =3modS8.

Como esperado, temos 8 solugdes mddulo 8 do problema inicial.

No exemplo a seguir, tivemos o cuidado de escolher uma congruéncia que apresen-

tasse o valor de d # dy # ds.
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Exemplo 31. Vamos determinar a quantidade de solugoes da congruéncia linear 2x+5y =
3 mod 10.

Solugao: Como d = (2,5,10) = 1 divide ¢ = 3, temos que a congruéncia admite solugao.

Como (a,m) = (2,10) = 2 = d; neste caso, d; # 1. Escrevemos a congruéncia da
forma: 2z = 3 — 5y mod 10.

Vamos procurar os valores de y € {0,1,--- ,10} = S tais que d; = 2 | 3 — by =
yeQ=1{1,35709).

Para cada y € @) de acordo com o Teorema 4.1 temos 2 solugoes médulo 10 para
a congruéncia 2z = 3 — 5y mod 10. Logo, temos que a congruéncia 2z + 5y = 3 mod 10
tem d; - |Q| =2 -5 = 10 solugdes mddulo 10.

Observe que, o numero de solugoes da congruéncia independe de qual incégnita x
ou y vamos isolar. Ou seja, se vamos reescrever a congruéncia da forma 2z = 3 —5y mod 10

ou da forma 5y = 3 — 2z mod 10.

De fato, reescrevendo a congruéncia da forma: 5y = 3 — 2z mod 10, onde (b, m) =
(5,10) = 5 = dy neste caso, ds # 1. Neste caso, vamos procurar os valores de x entre 0 e
10 tais que do =5 | 3 — 2z, Ou seja, x € P = {4,9}.

Isso siginifica que, para cada z € P de acordo com o Teorema 4.1 temos 5 solugoes
modulo 10 para a congruéncia by + 2z = 3 mod 10. Logo, esta congruéncia tem dy - |P| =

5 -2 = 10 solugoes médulo 10.

Vejamos o exemplo a seguir, em que o valor de d = d; # ds.

Exemplo 32. Vamos resolver a congruéncia linear 2x + 4y = 6 mod 8.

Solugio: Como d = (2,4,8) = 2 divide ¢ = 6, temos que a congruéncia admite solugao.
Como (a,m) = (2,8) = 2 = d; neste caso, d; # 1.

Reescreva a congruéncia na forma: 4y = 6—2x mod 8, onde (b,m) = (4,8) =4 = d

neste caso, dy # 1.

Assim, vamos procurar os valores de x entre 0 e 7 tais que dy = 4 | 6 — 2. Obtemos
que z € P=1{1,3,5,7}.

Isso siginifica que, para cada x € P de acordo com o Teorema 4.1 temos 4 =
(4,8) = dy solugoes modulo 8 para a congruéncia 4y = 6 — 2z mod 8. Logo, temos que a

congruéncia 4y = 6 — 2x mod 8 tem ds - |P| = 4 - 4 = 16 solugbes mbdulo 8.

Vamos exibi-las.

e Paraxz=1.
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Temos que, 4y =6 — 2 - 1 mod 8, ou seja, 4y = 4 mod 8. Verifica-se, por inspec¢ao

direta, que yo = 3 é uma solucao.

8 8
PeloTeorema4.1,y0:3,y1:3—|—1125, y2:3—|—21:7, y3=3+3-=1

mod 8, sdo as unicas solugdes moédulo 8 da congruéncia 4y = 4 mod 8.

Portanto, quando x = 1 temos yo =3, y1 =5, Yo = 7, e y3 = 1.
e Para x = 3.
Temos que, 4y =6 — 2 - 3 mod 8, ou seja, 4y = 0 mod 8. Verifica-se, por inspec¢ao
direta, que yy = 2 é uma solucao.

8 8 8
Pelo Teorema 4.1, y1:2—|—1Z:4, y2:2—{—2126, y3:2+3150m0d8,

sao as Unicas solugoes modulo 8 da congruéncia 4y = 0 mod 8.

Portanto, quando x = 3 temos yo = 2, y1 =4, y2 = 6, e y3 = 0.
e Para z =5.
Temos que, 4y =6 — 2 - 5 mod 8, ou seja, 4y = 4 mod 8. Verifica-se, por inspecao
direta, que yg = 3 é uma solucao.

8 8 8
Pelo Teorema 4.1, y; = 3+ 11, Yo = 3+21, Ys = 3+31, sao as unicas solucoes

modulo 8 da congruéncia 4y = 4 mod 8.

Portanto, quando x = 5 temos yo =3, y1 =5, yo = 7, e y3 = 1.
e Parax =1.
Temos que, 4y =6 — 2 - 7 mod 8, ou seja, 4y = 0 mod 8. Verifica-se, por inspec¢ao
direta, que yo = 2 é uma solucao.

8 8 8
Pelo Teorema 4.1, y; = 2+ 11, Yo = 2—1—21, Y3 = 2—|—31, sao as unicas solugoes

modulo 8 da congruéncia 4y = 0 mod 8.
Portanto, quando x = 7 temos yo = 2, y1 =4, y2 = 6, e y3 = 0.

Logo, as unicas solu¢des modulo 8 da congruéncia 2x + 4y = 6 mod 8 sao:

)0 GGG G CHEE)C)6)
() GGG E)6)

O préximo exemplo tem commo objetivo verificar se as solugoes sdo as mesmas
para a congruéncia 2x + 4y = 6 mod 8, do exemplo 32, ao escolhermos isolar a incégnita

x ao invéz da incoégnita y.
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Exemplo 33. Neste exemplo vamos exibir as 16 solucoes do exemplo anterior para o caso
em que (a,m) = (2,8) = 2 = d; neste caso, d; # 1, reescrevemos a congruéncia da forma:
2x =6 — 4y mod 8.

Dessa forma, ao isolarmos a variavel z devemos procurar os valores de y entre 0 e 7
tais que d; = 2 | 6 — 4y. Perceba que 2 | 2+ (3 — 2y) para todo y. Logo, @ ={0,1,--- ,7}.

Para cada y € @ de acordo com o Teorema 4.1 temos 2 = (2, 8) solugbes mddulo 8
para a congruéncia 2x = 6 — 4y mod 8. Logo, temos que a congruéncia 2x = 6 — 4y mod 8
tem d; - |Q| = 2 - 8 = 16 solugdes médulo 8.

Vamos exibi-las.
e Para y =0.

Temos que, 2z =6 — 4 - 0 mod 8, ou seja, 2z = 6 mod 8. Verifica-se, por inspecao

direta, que xo = 7 é uma solucao.

8
Pelo Teorema 4.1, xg =7, x1 =7+ 15 = 3 mod 8, sao as tnicas solug¢oes modulo

8 da congruéncia 2x = 6 mod 8.

Portanto, quando y = 0 temos xop = 7 e x; = 3.
e Paray=1.

Temos que, 2 =6 — 4 - 1 mod 8, ou seja, 2z = 2 mod 8. Verifica-se, por inspecao

direta, que o = 1 é uma solucao.

Pelo Teorema 4.1, xg =1, x1 =1+ 15 = 5 mod 8, sdo as tnicas solug¢oes modulo

8 da congruéncia 2x = 2 mod 8.

Portanto, quando y = 1 temos o =1 e 1 = 5.
e Paray=2.

Temos que, 2x =6 — 4 - 2 mod 8, ou seja, 2z = 6 mod 8. Verifica-se, por inspec¢ao

direta, que o = 7 é uma solucao.

8
Pelo Teorema 4.1, xg =7, x1 =7+ 15 = 3 mod 8, sao as tnicas solugoes moédulo

8 da congruéncia 2x = 6 mod 8.

Portanto, quando y = 2 temos x¢o =7 e 1 = 3.

o Para y =3.
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Temos que, 2x =6 — 4 - 3 mod 8, ou seja, 2z = 2 mod 8. Verifica-se, por inspe¢ao

direta, que zo = 1 é uma solucao.

8
Pelo Teorema 4.1, zo =1, xz;1 =1+ 15 = 5 mod 8, sao as tnicas solugoes modulo

8 da congruéncia 2z = 2 mod 8.

Portanto, quando y = 3 temos xg = 1 e 1 = 5.
e Para y = 4.
Temos que, 2z =6 — 4 - 4 mod 8, ou seja, 2z = 6 mod 8. Verifica-se, por inspecao

direta, que zo = 7 é uma solucao.

8
Pelo Teorema 4.1, xo =7, x, =7+ 15 = 3 mod 8, sdo as unicas solu¢ées modulo

8 da congruéncia 2x = 6 mod 8.

Portanto, quando y = 4 temos xg =7 e x1 = 3.
e Para y =5.
Temos que, 2z =6 — 4 - 5 mod 8, ou seja, 2z = 2 mod 8. Verifica-se, por inspecao

direta, que xg = 1 é uma solucao.

Pelo Teorema 4.1, zo =1, z;1 =1+ 15 = 5 mod 8, sao as tnicas solugoes modulo

8 da congruéncia 2x = 2 mod 8.

Portanto, quando y = 5 temos g =1 e x; = 5.
e Para y = 6.
Temos que, 2x =6 — 4 - 6 mod 8, ou seja, 2z = 6 mod 8. Verifica-se, por inspecao

direta, que o = 7 é uma solucao.

8
Pelo Teorema 4.1, zo =7, x1 =7+ 15 = 3 mod 8, sao as tnicas solugoes moédulo

8 da congruéncia 2x = 6 mod 8.

Portanto, quando y = 6 temos xg =7 ¢ x1 = 3.
e Paray=T.
Temos que, 2x =6 — 4 - 7 mod 8, ou seja, 2z = 2 mod 8. Verifica-se, por inspe¢ao

direta, que o = 1 é uma solucgao.

Pelo Teorema 4.1, xg =1, x1 =1+ 15 = 5 mod 8, sao as tnicas solugoes médulo

8 da congruéncia 2z = 2 mod 8.

Portanto, quando y = 7 temos xg = 1 e 1 = 5.



66 Capitulo 4. Congruéncias Lineares

Logo, as tnicas solu¢des moédulo 8 da congruéncia 2z + 4y = 6 mod 8 sdo:

)G GG)G)G)-G)G)-()-C)(G)
() GGG

Assim fica claro que, o nimero de solugoes da congruéncia independe de qual
incognita x ou y vamos isolar. Ou seja, se vamos reescrever a congruéncia da forma

2x = 6 — 4y mod 8 ou da forma 4y = 6 — 2z mod 8. Além disso, percebemos que o fato
de d = dy = do, d = dy # dy ou d # di; # dy nao altera a quantidade de solugdes da

congruéncia.

O proximo teorema apresenta uma condicao para unicidade da solugao.

4.4 Sistema de Congruéncias Lineares com duas variaveis

Teorema 4.4. O Sistema de Congruéncias Lineares

{ax—l—byzrmodm

cr+dy = smodm

tem uma solugao unica modulo m sempre que (ad — be,m) = 1.

Demonstracao. Vamos multiplicar a congruéncia ax+by = r mod m por d, e a congruéncia

cx + dy = s mod m por b.

dax + dby = dr mod m
bcx + bdy = bs mod m

Ao subtrair as equagoes, obtemos

(ad — be)x = dr — bs mod m. (4.6)

O pressuposto de que (ad — bc,m) = 1 garante que a congruéncia
(ad — bc)z = 1 mod m

possua uma solugao unica, denote a solugao por ¢t. Quando a congruéncia (4.6) é multipli-

cada por t, obtemos

x = (dr — bs)t mod m.
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Um valor para y é encontrado com um processo de eliminagao. Ou seja, multiplicar
a congruéncia ax + by = r mod m por ¢, e a congruéncia cx + dy = s mod m por a.

{ car + cby = cr mod m

acr + ady = as mod m

Ao subtrair as equagoes, obtemos

(ad — be)y = as — cr mod m.

A multiplicagdo desta congruéncia por um certo s conduz a
y = (as — cr)s mod m.

A solucao do sistema esta agora estabelecida e é inica moédulo m, pois t e s sdo
unicos modulo m.

]

Essa demonstracao é importante porque nos da a técnica de como resolver Sistema
de Congruéncias Lineares com duas variaveis.

Exemplo 34. (Extraido do Livro do BURTON) Encontre as solugoes do sistema de
congruéncias

{ 52+3y = 1mod?7

3r+2y = 4mod7.

Solugdo: Como (5-2—3-3,7) = (1,7) = 1, o sistema admite solugdo e é iinica mddulo 7.

Multiplicando a primeira congruéncia pelo valor de d = 2, a segunda por b = 3, e
subtrair a segunda congruéncia da primeira, obtemos

(5:2—-3-3)-2=2-1-4-3mod 7« = —-10mod 7.

Ao resolver a equagao x = —10 mod 7,

r=(—10)+7Tmod7< = (-3)+7mod 7 < =4 mod 7,temos = =17,

De maneira analoga, para deternimar o valor para y devemos multiplicar a primeira

congruéncia pelo valor de ¢ = 3, e a segunda pelo valor de @ = 5 e subtrair a segunda
equacao de congruéncia da primeira, obtemos

(5-2—-3:3)-y=5-4—3-1mod7< y=17mod 7.

Ao resolver a equagdo y = 17 mod 7,

y=1Tmod 7 y=17T—Tmod 7<= y=10—-T7mod 7 & y = 3 mod 7, temos

y = 3.

4
Portanto, a solucao tnica médulo 7 do sistema é S = ( 5 )
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5 Material de apoio- Técnicas de Resolucao

de Sistema de Congruéncias Lineares

A Teoria dos Numeros é, por natureza, um ramo da Mateméatica que exige um
elevado nivel de rigor e talvez por isso a maioria dos materiais que trata sobre o conteido
de Sistema de Congruéncias Lineares é tratado de forma bem direta, com poucos exemplos
praticos e um numero inexpressivo de detalhes. Nesse sentido, buscamos neste capitulo
elaborar um material de apoio que apresente solugoes detalhadas (com todos os passos
da resolugao), explicativas (uma linguagem culta porém acessivel) e relacionadas com os

conceitos ja estudados além daqueles que foram abordados no capitulo anterior.

Este material tem como objetivo auxiliar os professores da Formacgao Geral Béasica
que queiram se aprofundar nos conceitos de Teoria dos Nimeros, para alunos da gradu-
acao que cursam da disciplina de Introdugao a Teoria dos Ntmeros, para alunos da pos-
graduacgao na disciplina de Aritmética e pode ainda ser direcionado a aqueles que tém um

pouco de familiaridade com a Teoria dos Nimeros.

Em uma busca de uma abordagem mais compreensivel, que vise facilitar o acesso
e dar uma visao geral do objeto de estudo, e em consonancia com um dos objetivos
que ¢ utilizar de diferentes técnicas para resolver Sistema de Congruéncias Lineares que
admite solucgdo, dividiremos essas técnicas em topicos. Dessa forma, queremos que o leitor
ao finalizar a leitura deste material se sinta capaz de analisar e escolher a técnica mais
eficiente e que melhor se adapte para resolver um Sistema de Congruéncias Lineares. E
essa escolha é possivel quando conhecemos todas elas e além disso, suas condicoes gerais e
especificas. Lembrando que ha possibilidade de usar mais de uma técnica em um mesmo

problema.

Nesse contexto, a competéncia de nimero dois das competéncias Gerais da Educa-

cao Basica diz que:

Exercitar a curiosidade intelectual e recorrer a abordagem proépria das
ciéncias, incluindo a investigagao, a reflexao, a analise critica, a imagina-
¢ao e a criatividade, para investigar causas, elaborar e testar hipdteses,
formular e resolver problemas e criar solugdes (inclusive tecnoldgicas)
com base nos conhecimentos das diferentes areas,(BRASIL, 2017, p.09).

Essa competéncia trata do desenvolvimento do raciocinio, que deve ser feito por
meio de varias estratégias, principalmente, a andlise critica e a busca por soluc¢oes criativas
e inovadoras. E preciso desenvolver nos alunos a capacidade de questionar, de fazer escolhas

e buscar diferentes solugoes para um problema, aprender a explorar possibilidades. Muitas
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vezes usamos e aplicamos um determinado conceito sem saber se de fato esta de acordo

com as condi¢oes de um teorema.

Este material contém a resolucao de questoes extraidas de diferentes fontes, de
forma detalhada, seguindo todos os passos de resolugao, com uma linguagem mais simples,

porém rigorosa.

Apresentamos agora as diferentes técnicas de resolugao de Sistema de Congruéncias

Lineares com uma ou duas varidveis.

5.1 Resolucao de Sistema de Congruéncias Lineares com uma va-
riavel
5.1.1 Técnica |- Reducao do Sistema a uma Unica equacao de congruéncia

O objetivo aqui é apresentar um método de reduzir um Sistema de Congruéncias

Lineares da forma

= ¢y mod my
= ¢y mod mo
(5.1)
r = ¢, modm,
onde ¢y, -+, ¢, M, -+ , My s&0 inteiros fixados, com m; > 0 para todo:=1,2,--- ,r, a

uma Unica congruéncia.
Note que, pela Proposigao 3.9 item (b) isto é possivel desde que:
Cl = Cy = -+ = Cp.
Desta forma, se para o sistema (5.1) tivermos que m; —¢; = k para todoi =1, -7,

onde k é uma constate qualquer, entdo podemos obter um sistema compativel com a

Proposigao 3.9 item (b).

De fato, para isto, basta somar-se o niimero k£ em ambas equagoes do sistema de

congruéncias.
= ¢ mod my r+k = ¢+ kmodm,
= ¢ mod ma r+k = co+ kmodms
~ <~
r = ¢, modm, r+k = ¢ +kmodm,
r+k = co+k =0 modmy z+k = 0modmy
r+k = co+k =0 modms r+k = 0modmsy
& & .

r+k = ¢ +k =0 modm, z+k = 0modm,.
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Logo, pela Proposi¢ao 3.9 item (b), temos uma unica equagao de congruéncia da

forma = + k = 0 mod [my, mg,--- ,m,], onde i =1,2,--- 7.

Portanto, as solugbes do sistema é dado por x + k = [my, mg,--- ,m,| - t, onde
tel.

De acordo, com a descrigao acima podemos escrever uma sequéncia de passos a

serem seguidos a fim de obter a solugao do sistema caso exista.

Passo 17,: Representar as informacoes do problema proposto por meio de um

sistema da forma 5.1.
Passo 2p,: Verificar se m; —¢; = k para todo ¢ =1,2,--- 7.

Passo 3p,: Somar k, obtendo ¢; = ¢o = --- = ¢,. Para isto, basta somar-se o

numero k em ambas equacoes do sistema de congruéncias,

= ¢; mod my r+k = ¢ +kmodmy
= ¢9 mod my r+k = co+ kmodmsy
~ ~
r = ¢, modm, r+k = ¢ +kmodm,
r+k = cg+k =0 modm, r+k = 0modmy
r+k = co+k =0 modmsy r+k = 0modms
@ . @ .
r+k = ¢ +k =0 modm, r+k = 0modm,.
Passo 47,: Escrever a unica solugao equivalente ao sistema: x + k& = 0 mod
[mq,ma, -+ ,m,|,onde i =1,2,--- 1.

Passo 57,: Resolver a congruéncia do Passo 4r,:

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 35. (Extraido do livro de Aritmética- Abramo Hefez) Ache todos os ntimeros

inteiros que deixam restos 2, 3 e 4 quando divididos por 3, 4 e 5, respectivamente.

Solugcao: Passo 1p,: Seja N o ntmero procurado. Sabemos que N é uma solucao do

seguinte sistema de congruéncias:

r = 2mod3
z = 3mod4
z = 4mod>5.

Passo 27,: Observe que, z = m — 1modm <& x4+ 1 = m modm, mas

m = 0 mod m, logo, z + 1 = 0 mod m, Vm € N. Portando, k£ = 1.
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Passo 3p,: Somar £ = 1 em todas as equagoes de congruéncia do sistema,

z+1 = 24+ 1mod3 z+1 = 0mod3
z+1 = 3+1mod4 & z+1 = Omod4
z+1 = 44+ 1modb z+1 = 0mod>.

Passo 4r7,: Pela Proposicao 3.9 item (b), o sistema é equivalente & congruéncia
x+1=0mod [3,4,5]. Como [3,4,5] = 60, temos que = + 1 = 0 mod 60.

Passo 57,: As solugoes sdo dadas por: x + 1 = 60¢, onde ¢ € Z. A menor solugao

positiva ocorre quando t = 1, logo, x+ +1 =60 -1 = x = 60 — 1. Portanto, N = 59.

Exemplo 36. (Extraido do livro de Aritmética- Abramo Hefez) Ache o menor nimero

natural que deixa restos 1, 3 e 5 quando dividido por 5, 7 e 9, respectivamente.

Solugao: Passo 1p,: Seja N o ntimero procurado. Sabemos que N é uma solucao do

seguinte sistema de congruéncias:

1 mod 5
3 mod 7
5 mod 9.

8
|

Passo 1p,: Observe que, z = m —4modm <& x4+ 4 = m modm, mas

m = 0 mod m, logo, x + 4 = 0 mod m,Vm € N.

Passo 3p,: Somar k£ = 4 em todas as equagoes de congruéncia do sistema,

r+4 = 14+4modb z+4 = 0modbH
r+4 = 3+4mod?7 & z+4 = Omod?7
r+4 = 5+4mod9 z+4 = 0Omod?9.

Passo 4r7,: Pela Proposicao 3.9 item (b), o sistema é equivalente & congruéncia
x+4=0mod [5,7,9]. Como [5,7,9] = 315, temos que x + 4 = 0 mod 315.

Passo 5r7,: As solugoes sao dadas por: x +4 = 315¢, onde t € Z. A menor solucao
positiva ocorre quando t = 1, logo, x +4 = 315 -1 = x = 315 — 4. Portanto, N = 311.

Exemplo 37. (Extraido do livro de Aritmética- Abramo Hefez) Dispomos de uma quantia
de x reais menor do que 3000. Se distribuirmos essa quantia entre 11 pessoas, sobra um
real; se a distribuirmos entre 12 pessoas, sobram dois reais e se a distribuirmos entre 13

pessoas, sobram 3 reais. De quantos reais dispomos?

Solugao: Passo 17,: Seja N o ntmero procurado. Sabemos que N é uma solucao do

seguinte sistema de congruéncias, além disso 0 < N < 3000:

= 1mod11
= 2mod 12
= 3 mod 13.
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Passo 27,: Observe que, xr = m — 10 modm <& x4+ 10 = m mod m, mas

m = 0 mod m, logo, x + 10 = 0 mod m,Vm € N.

Passo 3p,: Somar k£ = 10 em todas as equagdes de congruéncia do sistema,

z+10 = 14+ 10mod 11 r+10 = 0Omod11
z+10 = 2+ 10 mod 12 & r+10 = 0mod 12
z+10 = 3+ 10mod 13 r+10 = 0 mod 13.

Passo 47,: Pela Proposicao 3.9 item (b), o sistema é equivalente & congruéncia
x4+ 10 = 0 mod [11,12,13]. Como [11,12,13] = 1716, temos que = + 10 = 0 mod 1716.

Passo 57,: As solugdes sao dadas por: x + 10 = 1716¢, onde ¢t € N. A menor
solugao positiva ocorre quando ¢t = 1, logo, x + 10 = 1716 - 1 = x = 1716 — 10. Portanto,
N = 1706.

Exemplo 38. (Extraido do livro de Aritmética- Abramo Hefez) Ache o menor niimero

natural que deixa restos 5, 4, 3, e 2 quando dividido por 6, 5, 4 e 3, respectivamente.

Solugao: Passo 17,: Seja N o nuimero procurado. Sabemos que N é uma solucao do

seguinte sistema de congruéncias:

= 5mod6
= 4mod5
= 3mod4
= 2mod 3.

8 8 8 8
|

Passo 2p,: Observe que, v = m — 1modm <& 2+ 1 = m modm, mas

m = 0 mod m, logo, z + 1 = 0 mod m,Vm € N.

Passo 3p,: Somar k£ = 1 em todas as equagoes de congruéncia do sistema,

r+1 = 54+ 1mod6 r+1 = 0Omod6
r+1 = 44 1mod5 N r+1 = 0mod5
r+1 = 3+ 1mod4 r+1 = 0Omod4
r+1 = 24+ 1mod3 r+1 = 0mod 3.

Passo 4r,: Pela Proposicao 3.9 item (b), o sistema ¢ equivalente a congruéncia
x+1=0mod [6,5,4,3]. Como [6,5,4,3] =60, temos que x + 1 = 0 mod 60.

Passo 57,: As solucoes sao dadas por: x + 1 = 60¢, onde ¢ € Z. A menor solugao

positiva ocorre quando t = 1, logo, t +1 =601 = x = 60 — 1. Portanto, N = 59.

Exemplo 39. (Extraido do ENQ-2014.2) Em uma cesta contendo ovos, na contagem de
dois em dois, de trés em trés, de quatro em quatro e de cinco em cinco, sobram 1, 2, 3 e 4

ovos, respectivamente. Qual é a menor quantidade de ovos que a cesta pode ter?
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Solugao: Passo 1p,: Seja N o ntmero procurado. Sabemos que N é uma solucao do

seguinte sistema de congruéncias:

= 1mod2
2 mod 3
= 3mod4
= 4 mod 5.

B 8 8 8
|

Passo 2p,: Observe que, v = m —1modm <& x4+ 1 = m modm, mas

m = 0 mod m, logo, z + 1 = 0 mod m,Vm € N.

Passo 3p,: Somar £ =1 em todas as equagoes de congruéncia do sistema,

r+1 = 1+ 1mod?2 r+1 = 0mod 2
r+1 = 24 1mod3 o r+1 = 0mod3
r+1 = 3+ 1mod4 r+1 = 0Omod4
r+1 = 44 1modb r+1 = 0modb5.

Passo 4r,: Pela Proposicao 3.9 item (b), o sistema ¢ equivalente a congruéncia
x+1=0mod [2,3,4,5]. Como [2,3,4,5] =60, temos que x + 1 = 0 mod 60.

Passo 57,: As solucoes sao dadas por: x + 1 = 60¢, onde ¢ € Z. A menor solugao

positiva ocorre quando t = 1, logo, t +1 =601 = x = 60 — 1. Portanto, N = 59.

5.1.2 Técnica Il- Substituicdo

Nesta técnica utilizaremos o método da substituicao para resolver o sistema. Para
isso, iremos reescrever quando necessario as equagoes de congruéncias por meio do Algo-

ritmo de Euclides. Além disso, vamos utilizar a definicao e as propriedades de congruéncias.

Vejamos o exemplo a seguir:

Exemplo 40. (Extraido do ENQ-2016.2) A secretaria de educacdo de um municipio
recebeu uma certa quantidade de livros para distribuir entre as escolas do municipio. Sabe-
se que a quantidade é superior a 1000, inferior a 2000, que se dividi-los entre 7 escolas

sobram 4, entre 9 sobram 2 e entre 13 sobram 6. Encontre a quantidade de livros.

Solugdo: Seja N a quantidade de livros comprada pela secretaria. Além disso, 1000 < N <
2000.

Vamos representar as informacgoes dadas em um sistema.

N = 4mod?7
2mod 9
N = 6 mod 13.

=
Il
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Neste exemplo o Sistema é composto por trés equagoes, porém podemos aplicar

essa técnica com duas ou mais equagodes de congruéncia.
Pela primeira equacao modular segue que N = 7k + 4, com k € Z.

Substituindo o valor de N na segunda equagao temos que,
N =2mod 9

Tk +4=2mod9

Somando 5 em ambos os lados, temos que
Tk+4+5=2+5mod9

7k +9=7mod9

7k =7 mod 9
k =1 mod 9.
Logo,
k=9t+1.
Assim,
N =T7k+4

N =7(9t+1)+4

N =63t + 11.
Substituindo essa informacao na terceira equagao segue que
N =6 mod 13

63t 4+ 11 = 6 mod 13

Somando 2 em ambos os lados, temos que

63t+114+2=6+2mod 13
63t + 13 = 8 mod 13

E como 63 =13-4+ 11
11t = 8 mod 13
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Multiplicando essa equcgao por 6, temos que

66t = 48 mod 13

Como 66 =13-54+1e48=13-3+9

Logo,
t =9 mod 13.
Assim, segue que
t=13w+9
e
N =63t + 11

N = 63(13w 4 9) + 11

N = 819w + 578.
Como 1000 < N < 2000, concluimos que a resposta é
1000 < 819w + 578 < 2000 =

1000 — 578 < 819w < 2000 — 578 =

422 um o
819 - S %197 "

0,52 <w < 1,74,
ou seja, w=1¢e€

N =819 -1+ 578,

Portanto, N = 1397.

5.1.3 Técnica lll- Teorema Chinés dos Restos

Essa técnica é possivel de ser utilizada em qualquer Sistema de Congruéncias

Lineares da forma
r = ¢ modmy

= ¢y mod my

8
|

r = ¢, modm,
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onde ¢, c9, - -+, Ck, M1, Mo, - -+, My, S&0 inteiros fixados, com m; > 0 paratodoi =1,2,--- ,r,
desde que atenda sua condicao principal, ou seja, que os médulos sejam dois a dois primos

entre si. Satisfeita essa condi¢ao podemos sim, utilizar o Teorema Chinés dos Restos.

Como esta técnica possui varios passos para chegar a solugao, elaboramos um

algoritmo de sua aplicagao a fim de facilitar sua resolucao.

5.1.3.1 Algoritmo da aplicacdo do Teorema Chinés dos Restos

Daremos a seguir os passos para encontrar uma solucao particular de uma sistema

de congruéncias lineares, quando este verifica as hipoteses do Teorema Chinés dos Restos

acima.
Passo 17,,,: Construir inteiros M, M, My, --- , M,,, onde
M=mi-my-----my
e
M M M
Mlz 7M2: 5 7Mi:77' '7Mn: .
my ma my mg

Passo 2r,,,: Encontrar inteiros y;.
Para cada i =1,2,--- , k, (M;,m;) = 1. Logo existe inteiros y;, tais que:
M - y; =1 mod my

Ms - yo = 1 mod meo

My, -y = 1 mod my,.
Passo 3r,,,: Determinar a solucao particular.
A solucao particular X é dada por:
X=M- -y-co+My-yo-cot+---+ M -y, ¢, =My -y - cp mod my,.

Passo 4p,,,: Determinar o conjunto solugao.

Todas as demais solugoes do sistema sao congruentes a X modulo m. Logo o

conjunto solugao ¢ dado por:

S={X+mt,tecZ}

Para comecar resolveremos um exemplo de um Sistema que possui duas equagoes

de congruéncias lineares.



78 Capitulo 5. Material de apoio- Técnicas de Resolugdo de Sistema de Congruéncias Lineares

Exemplo 41. (Extraido do ENQ-2020.1) Determine um nimero inteiro entre 1200 e 1400

que deixa restos 2 e 6 quando dividido, respectivamente, por 11 e 13.

Solugdo: Primeiro vamos montar o sistema de congruéncias lineares.

6 mod 13.

T

{x = 2mod 11

Como (11, 13) = 1 (condicao necesséria), é possivel aplicar o Teorema Chinés dos

Restos para obter a solucao geral que é tinica mdédulo m.

Passo 17,,,: Construir inteiros M, My, My, -+, M,,onde M =11-13 =143 e

143 143
TR SE
Passo 27,,,: Encontrar inteiros y;. Para cada i = 1,2,---  k, (M;,m;) = 1, logo

existe inteiros y;, tais que:

11-y3 =1mod 13 | 13-y, =1 mod 11
11-1=11mod 13| 13-1=2mod 11
11-2=9mod 13 | 13:-2=4mod 11
11-3=7mod 13 | 13-3 =6 mod 11
11-4=5mod 13 | 13-4 =8 mod 11
11-5=3mod 13 | 13-5=10mod 11
11-6=1mod 13 | 13:-6 =1 mod 11.

Portanto, y1 =6 e y, =6.
Passo 37,,,: Determinar a solugao particular.

A solugao particular X é dada por:

X=M-yr-aa+My-ys-cot--+ M -y, ¢ = My - yp - ¢ mod my,.
X =13-2-6+11-6-6 =552 = 123 mod 143.

Logo, 123 ¢ uma solugao, inica médulo 143.
Passo 4r,,,: Determinar o conjunto solucao.

Todas as demais solugdes do sistema sdo congruentes a 123 médulo 143. Logo o

conjunto solucao ¢ dado por:

S = {123+ 143t,t € Z.}
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Como queremos determinar uma solucao inteira X, 1200 < X < 1400, temos que

1200 < 123 + 143t < 1400 =

1200 — 123 < 143t < 1400 — 123 =
1077

143
7,5 < t,ou seja,t =8 e

X =123 + 143 -8,
X = 1267.

<t=

Portanto, o valor de x que satisfaz simultaneamente as duas equacoes de congruéncia

do sistema inicial é x = 1267.

Exemplo 42. (Extraido do Livro do EVES) “Um certo niimero desconhecido de coisas
quando dividido por 3 deixa resto 2, por 5 resto 3 e por 7 resto 2. Qual é o (menor)
numero?

Solugdo: Primeiro vamos montar o sistema de congruéncias lineares.

= 2mod 3
= 3mod>H
r = 2mod7T.

Como (3,5)=1, (3,7)=1 e (5,7) =1 ( Condicao necessaria) podemos aplicar o Teo-

rema Chinés dos Restos para obter a solucao geral que é tinica médulo m.
Passo 17,,,: Construir inteiros M, My, My, -+, M,,,onde M =3-5-7=105¢

105 105 105
MlITISE), MQI?:217 M3:7:15

Passo 2r,,,: Encontrar inteiros y;.

Para cada i =1,2,--- , k,(M;,m;) = 1, logo existe inteiros y;, tais que:

35y =1mod3 | 21l-yo=1mod5 | 15-y3=1mod 7
35-1=2mod3 | 21-1=1mod5 | 15-1=1mod 7.
35-2=1mod 3

Portanto, y; =2, 5. =1 e y3=1
Passo 3r,,,: Determinar a solucao particular.
A solucao particular X é dada por:

X=M y-ci+My-yy-cot---+ M-y, ¢ = My -y - ¢, mod my.
X=35-2-24+21-1-3+15-1-2=233 =23 mod 105.
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Logo, 23 é uma solugao, inica médulo 105.

Passo 4r,,,: Determinar o conjunto solucao.

Todas as demais solugoes do sistema sao congruentes a 23 médulo 105. Logo o
conjunto solucao ¢ dado por:

S = {23 + 105t,¢ € Z}

Exemplo 43. (Extraido do ENQ-2018.1) O objetivo desse problema é encontrar o niimero
natural z, menor do que 1700 e que deixe restos 2, 2, 1 e 0 quando dividido por 5, 6, 7 e

11, respectivamente.

Solugdo: Primeiro vamos montar o sistema de congruéncias lineares.

2 mod 5
2 mod 6
1 mod 7
0 mod 11.

B8R B 8
Il

Como (5,6) = 1,(5,7) = 1,(5,11) = 1,(6,7) = 1,(6,11) = 1 e (7,11) = 1,
(Condigao necesséria) é possivel aplicar o Teorema Chinés dos Restos para obter a solugao

geral que é inica médulo m.
Passo 17,,,: Construir inteiros M, My, My, --- , M, onde M =5-6-7-11 = 2310
2310 2310 2310 2310

My =—=462, My=——=385, M;=—=330, M;=——=210.
1 5 ) 2 6 ) 3 7 ) 4 11

Passo 2p,,,: Encontrar inteiros ;.

Para cada i = 1,2,---  k, (M;, m;) = 1, logo existe inteiros y;, tais que:

462 -y =1mod 5 | 385 -y =1mod 6 | 330-y3 =1mod 7 | 210 -y, = 1 mod 11
462-1=2modb5 | 385-1=1mod6 | 330-1=1mod7 | 210-1 =1 mod 11.
462 -2 =4 mod 5
462-3=1mod 5

Portanto, y1 =3, =1, ys=1 e y=1.
Passo 3p,,,: Determinar a solu¢ao particular.

A solucao particular X é dada por:

X=M -yp-co+My-yo-cot+-- -+ M -y -c. = M-y - c mod my,.
X =462-3-24385-1-24+330-1-1+210-1-0 = 3872 = 1562 mod 2310.
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Logo, 1562 é uma solugao, inica médulo 2310.
Passo 4r,,,: Determinar o conjunto solucao.

Todas as demais solugoes do sistema sdao congruentes a 1562 modulo 2310. Logo o

conjunto solucao ¢ dado por:

S = {1562 + 2310t,¢ € Z.}

5.1.4 Técnica IV- Teorema Chinés dos Restos Generalizado com duas equa-

coes de congruéncias

O objetivo dessa técnica ¢ resolver sistema da forma

r = ¢ modmy
T = cogmodmy

onde d = (mq, mg) # 1.
E para facilitar a resolugao desse sistema elaboramos um algoritmo com uma
sequéncia de passos.

Passo 17, : Verificar se o sistema admite solucao, ou seja (my,me) =d | (¢1 — ¢2).

mo ma

eb=

Passo 27,,,: Determinar os valores de a = —.
(m1, m2) (ma, my)

Passo 31, : Aplicar o Algoritmo de Euclides Estendido, para determinar os inteiros
T1 e x5 tais que

Ti1a + x9b = 1.
Passo 47,,: Determinar a solugao através da férmula:
T = 1210 + Caxob.
Exemplo 44. (Extraido do Livro do BURTON) Considere o sistema

r = 5 modb6
7 modl15.

Solucao: Note que, por verificacdo, o valor de x para o qual a equacdo x = 5 mod 6 é
satisfeita é z = 11 e para a equagdo x = 7 mod 15, x = 37. Logo, separadamente cada

congruéncia tem solucao.

Por outro lado, pela Proposicao 4.2, o sistema admite solugao se, e somente se,
¢y = ¢; mod (my,ms), e 7= 5mod (6,15). Como (6,15) = 3, temos que 7 # 5 mod 3.

Portanto, o sistema nao admite solugao.



82 Capitulo 5. Material de apoio- Técnicas de Resolugdo de Sistema de Congruéncias Lineares

Exemplo 45. Resolvamos o sistema:

r = 1 mod28
3 mod90.

Passo 17, : Verificar se o sistema admite solugao, ou seja (my,mq) =d | (¢1 — ¢2).

Como d = (my,ms) = (90,28) = 2 divide (3 — 1), temos que o sistema admite
solucao.

Passo 27, : Determinar os valores de a e b.

a0 0., 28 28
(90,28) 2 (90,28) 2

Passo 37,,: Aplicar o Algoritmo de Euclides Estendido, para determinar os inteios
T1 € x5 tais que
Ti-a+Ty-b=x1-45+ 29 14 =1.

Aplicando o algoritmo de Euclides. Inicialmente, efetuamos a divisao 45 = 14-3+3

e colocamos os numeros envolvidos no seguinte diagrama:

3
45 | 14
3

A seguir, continuamos efetuando a divisao 14 = 3 -4 + 2 e colocamos 0s nimeros

envolvidos no diagrama

3 |4
45114 | 3
3| 2

Prosseguindo, enquanto for possivel, teremos

3141
451141312 |1
3121110

até algum r,, dividir r,,_;. Assim, (45,14) = 1, ou seja, 0 maximo divisor comum

de 45 e 14 é o tltimo resto nao-nulo no processo de divisao.
Observe que, o Algoritmo de Fuclides fornece-nos:
1 = 3-1-2

= 14-4-3
= 45-3-14.
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Donde se segue que

1 = 3-1-2
— 3-1-(14—4-3)
— 3.5-1-14

(45—3-14)-5—1-14
— 5-45+ (—16) - 14.

Portanto,

rn = (a,b) = z10+ 2b

1 = (45,14) = z,-45+ - 14

1 = (45,14) = 5-45+ (—16)-14.
Assim, r1 =5 e z9 = —16.

Passo 47,,: Determinar a solugao através da férmula:

= 10 + Ccoxab

= 1:5-45+3-(—16)- 14
= —447

= —447 = 813 mod [28,90].

8 8 &8 8

Uma solucao ¢é, portanto, x = 813.

5.1.5 Técnica V- Utilizando mais de uma Técnica

O objetivo aqui nao é apresentar uma nova técnica de resolugao, mas sim de mostrar
que é possivel utilizar mais de uma das que foram estudadas para determinar a solugao,

caso exista, de um sistema.

Dessa forma, simplificamos o processo de resolucao e com isso garantimos maior
agilidade. Vale ressaltar que independe do nimero de equagoes de congruéncia que o
sistema possui podemos utilizar mais de uma técnica no seu processo de encontrar a

solucao.
Veja o exemplo a seguir.

Exemplo 46. Resolvamos o sistema:

= 1mod?2
2 mod 3
3 mod 4
4 mod 5
5 mod 6
6 mod 7
7 mod 8
= 2mod9

B R 8B B B 8 8 R
|
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Solugdo: Como (2,4) = (2,6) = (2,8) = (4,6) = (6,8) =2, (3,6) = (3,9) =3 e (4,8) =4,
ou seja, o mdc é diferente de 1 (Condi¢ao necessaria), nao é possivel aplicar a Técnica 111
- (Teorema Chinés dos Restos) para obter a solugdo geral que é inica médulo m. E caso

fosse possivel aplicar a Técnica III, terlamos muito trabalho para determinar a solucao.

Observe que, para as sete primeiras equagoes de congruéncia do sistema, é possivel
usar a Técnica I - (Redugao do Sistema a uma tnica equagao de congruéncia), pois & =

m—1mod m < x4+ 1 =m mod m, mas m = 0 mod m. Logo, x +1 = 0 mod m,Vm € N.

Assim,
r+1 = 14+ 1mod?2

r+1 = 24+ 1mod3
r+1 = 3+ 1mod4
r4+1 = 44+ 1modbH
r+1 = 5+ 1mod6

z+1 = 6+1mod?7
z+1 = 7+1mod?R8
r+7 = 24+T7mod9

porém, a ultima equacao de congruéncia nao se enquadra nas condigdes desta técnica.

Dessa forma, aplicamos a Técnica I nas sete primeiras equacoes de congruéncia,
e posteriormente escrevemos um novo sistema com a equagao que representa a solugao

destas sete primeiras com a tultima equacao so sistema original.

Temos que,
r+1 = 14 1mod?2 r+1 = 0mod 2
r+1 = 24 1mod3 r+1 = 0mod3
r+1 = 3+ 1mod4 r+1 = 0Omod4
r+1 = 44 1modb & r+1 = 0mod>
r+1 = 5+ 1mod6 r+1 = 0mod6
r+1 = 64+ 1mod?7 r+1 = Omod7
r+1 = 7+ 1mod8 r+1 = 0modS8.

Pela Proposicao 3.9 item (b), o sistema é equivalente a congruéncia z + 1 =
0 mod [2,3,4,5,6,7,8]. Como [2,3,4,5,6,7,8] =840, temos que x + 1 = 0 mod 840.

Logo,

r+1=0mod840 <= xr+1—-1=0—1mod 840
& = —1 mod 840
S ov=-1+840
& = 839 mod 840.
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Assim, a solucdo das sete primeiras equagodes de conguéncias do sistema é dado
por:
x = 839 mod 840.

Agora vamos escrever o novo sistema, ou seja,

z = 839 mod 840
= 2mod?9

Como d # 1, ou seja, d = (840,9) = 3 podemos usar a Técnica IV - (Teorema

Chinés dos Restos Generalizado com duas equagoes de congruéncia).
Passo 11, : Verificar se o sistema admite solugdo, ou seja (my,mse) = d | (¢; — ¢2).

Como d = (my,ms) = (840,9) = 3 divide (839 — 2), temos que o sistema admite

solucao.
Os passos a seguir tem como objetivo determinar a solucao do sistema.
Passo 27,,,: Determinar os valores de a e b.

9 9 840 840
- =S =3 b= = 20~ 980,
‘T 810,9) 37 (840,9) ~ 3

Passo 3, : Aplicar o Algoritmo de Euclides Estendido, para determinar os inteiros
T1 € X9, tais que
x1a+x2b:m13+x2280:1

Aplicando o algoritmo de Euclides. Inicialmente, efetuamos a divisao 280 =3-93+ 1 e

colocamos os numeros envolvidos no seguinte diagrama:

93
280 | 3
1

A seguir, continuamos efetuando a divisao 3 = 1-2 + 1 e colocamos os ntimeros

envolvidos no diagrama

6|2
200311
2 |1

Prosseguindo, enquanto for possivel, teremos

93121
280 | 3
1 1

—_
—_
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até algum r,, dividir r,_;. Assim, (3,280) = 1, ou seja, 0 maximo divisor comum

de 3 e 280 ¢é o tltimo resto nao-nulo no processo de divisao.

Observe que, o Algoritmo de Fuclides fornece-nos:

1 = 3-2-1
1 = 280—-3-93.

Donde se segue que

1 = 3-2-1
3-2.(280—3-93)
3.187 — 2+ 280

— 18734 (—2) - 280.

Portanto,

rn = (a,b) = za+z9b

1 = (3,280) = =z 3+ 280

1 = (3,280) = 187-3+(—2)-280.
Assim, 21 = 187 e w9 = —2.

Passo 47,,: Determinar a solucao através da férmula:

T = 1210+ CoTob
839-187-3+4+2-(—2)-280
r = 469559.

Uma solucao é, portanto, x = 469559.

5.1.6 Técnica VI- Caso Geral

Um Sistema de Congruéncias Lineares é da forma:

a1x = b; modny
asr = by mod ne
(5.2)
a,x = b, mod n,
onde ay,--+ ,a,,by, -+ ,b. € ny,---,n, sdo inteiros fixados, com n; > 0 para todo i =

1,2, 7.

Até o momento apresentamos técnicas de solugao de alguns casos de sistemas na

forma
r = ¢ modmy

= ¢y mod my

8
I

r = ¢, modm,
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onde ¢q,---,¢. € mq, -+ ,m, sdo inteiros fixados, com m; > 0 para todo i =1,2,--- 7.
O objetivo desta secgao é resolver, sempre que possivel, um sistema da forma (5.2).
Para isto, apresentamos agora uma sequéncia de passos a ser seguidos.

Passo 1r,,: Verificar se cada congruéncia possui solucao ou seja, se o (a;,n;) | b;

ondet=1,2,---,r.

Observacao: Caso uma das congruéncias do sistema nao possua solugao, entao o
sistema nao possue solucao. Caso contrario, utilizando da demonstracao da Proposicao

4.2, seguimos com 0s passo 2 e 3.

Passo 27,.,: Calcular d; = (a;,n;) e dividir cada congruéncia por d;. Obtendo uma

congruéncia equivalente

a'r =V mod m, onde (a’,m) = 1.
Passo 3r1,,,: Determinar os inversos de a}, a5, - - -, al, médulo my, ma, - -, m, res-
pectivamente. Em seguida, multiplicar cada congruéncia pelo inverso correspondente,

reduzindo o sistema a um da forma

r = ¢y modmy
T = comodmy
r = ¢, modm,.
onde ¢q,--- ,¢. € my, -+ ,m, sdo inteiros fixados, com m; > 0 para todoi=1,2,--- 7.

Passo 4r,,: Utilizar uma das quatro técnicas estudadas neste capitulo para obter

a solucao do sistema, caso exista.

Vejamos alguns exemplos a seguir.
Exemplo 47. (Extraido do Livro do HEFEZ) Resolva o sistema:

3r = 1lmod?7
5%5 2 mod 11
4r = 3 mod 13.

Solugao: Passo 1p,,,: Observe que a # 1. Dessa forma, devemos verificar se cada congruén-

cia linear do sistema admite solucao, ou seja,

e 3xr=1mod 7.

Como d; = (3,7) = 1 divide 1. Logo, a congruéncia admite solugao.

e bx =2mod 11.

Como dy = (5,11) = 1 divide 2. Logo, a congruéncia admite solugao.
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e 4z =3 mod 13.

Como d3 = (4,13) = 1 divide 3. Logo, a congruéncia admite solugao.

Como as congruéncias admitem solugdo, e o d; = (a;,n;) = 1 podemos ir para o
Passo 31,,, ou seja, transformar o sistema em um equivalente. Para isto, utilizamos a

Proposicao 4.2, ou seja, reduzir o sistema a um da forma = = ¢; mod n;, parat = 1,2, 3.

Assim, primeiro devemos determinar os inversos multiplicativos de 3,5 e 4, médulo

7,11 e 13, respectivamente:

35 = 1lmod7 z = 1-5mod?7 z = bmod7
5.9 = 1modl1l & r = 2-9mod 11 & r = 18 mod 11
4.10 = 1mod13 r = 3-10mod 13 = 30 mod 13.

Logo, o sistema inicial é equivalente ao sistema

= Smod7
7 mod 11
= 4 mod 13.

Xz

Passo 47,,: Utilizar uma das quatro técnicas estudadas neste capitulo para obter a solucao
do sistema, caso exista.
Como (7,11)=1, (7,13)=1 e (11,13) =1 (Condic¢ao necesséria) podemos aplicar a

Técnica I1I - (Teorema Chinés dos Restos) para obter a solugao geral que é inica médulo

m.
Segue os passos para a aplicacao do agoritmo do Teorema Chinés dos Restos.
Passo 17,,,: Construir inteiros M, My, My, --- , M,,, onde
M="7-11-13 = 1001
e
1001 1001 1001
My=——=143, My=——=91, My=—="1T7.
1 7 ) 2 11 ) 3 13
Passo 2r,,,: Encontrar inteiros y;.
Para cada i = 1,2,--- |k, (M;, m;) = 1, logo existe inteiros y;, tais que:

143 -y =1mod 7 | 91 -y =1mod 11 | 77-y3 =1 mod 13
143-5=1mod7 | 91-4=1mod 11 | 77-12 =1 mod 13.

Portanto, y; =5, 1y =4 eys;=12.

Passo 3p,,,: Determinar a solu¢ao particular.
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A solugao particular X é dada por:

X=M -yi-c1+Ms-ys-co+---+ M, -y, -c. = My -y - cp mod my.
X=143-5-54+91-4-74+77-12-4 = 9819 = 810 mod 1001.

Logo, 810 é uma solucao, inica médulo 1001.
Passo 4r,,,: Determinar o conjunto solucao.

Todas as demais solug¢oes do sistema sao congruentes a 810 médulo 1001. Logo o

conjunto solucao é dado por:
S = {810 + 1001¢,t € Z.}
Exemplo 48. (Extraido do Livro do HEFEZ) Resolva o sistema:

3r = 1modb5
4z 6 mod 14
5z = 11 mod 11.

Solugdo: Passo 1gy,: Observe que a; # 1. Dessa forma, devemos verificar se cada con-

gruéncia linear do sistema admite solucao, ou seja,

e 3z =1mod 5.

Como d; = (3,5) = 1 divide 1. Logo, a congruéncia admite solugao.

e 4z = 6 mod 14.

Como dy = (4,14) = 2 divide 6. Logo, a congruéncia admite solugao.

e bx =11 mod 11.

Como ds = (5,11) = 1 divide 11. Logo, a congruéncia admite solugao.

Passo 2r,,: Calcular d; = (a;,n;) e dividir cada congruéncia por d;. Obtendo uma con-

gruéncia equivalente.

Observe que para as equagoes de congruéncias (1) e (3) do sistema o dy = d3 =
(3,5) = (5,11) = 1, mas para a segunda congruéncia, o do = (4,14) = 2. Dessa forma,
devemos dividir a congruéncia por d,, obtendo a equagao equivalente

4x 6

14
§mod§<:>2x53mod7.

Obtemos assim, o sistema

3z = 1lmodb5
2x 3 mod 7
5z = 11 mod 11.
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Passo 37,,,: Reduzir o sistema a um da forma = = ¢; mod m,, onde 7 = 1,2,--- ,r. Para

isso, devemos determinar os inversos de 3,2 e 5, modulo 5,7 e 11, respectivamente.

Assim,
3:2 = 1mod5 z = 1-2mod?H = 2mod5
24 = 1mod?7 = r = 3-4mod7 = = 12mod7
5-9 = 1mod11 z = 11-9mod 11 z = 99 mod 11.

Logo, o sistema inicial é equivalente ao sistema

r = 2modbH
r = Smod7
z = 0mod11.

Passo 47,,: Utilizar uma das quatro técnicas estudadas neste capitulo para obter a solucao

do sistema, caso exista.

Como (5,7)=1, (5,11)=1 e (7,11) =1 ( Condicao necessaria) podemos aplicar a
Técnica IIT - (Teorema Chinés dos Restos) para obter a solucao geral que ¢ tinica médulo

m.
Segue os passos para a aplicagdo do agoritmo do Teorema Chinés dos Restos.

Passo 1p,,,: Construir inteiros M, My, My, --- ,M,,onde M =5-7-11 =385 ¢

385 385 385
1= =T My= 2 =55, My= S =35
Passo 2r,,,: Encontrar inteiros y;.
Para cada i = 1,2,--- |k, (M;,m;) = 1, logo existe inteiros y;, tais que:

7717 =1modb |55 -y =1mod 7 | 35-y3 =1 mod 11
77-3=1modb | 55-6=1mod7 | 35-6=1mod 11

Logo, y1 =3, 4. =6 e 1y3=060.
Passo 37,,,: Determinar a solugao particular.
A solucao particular X é dada por:

X=M - yi-c1+My-yp-cot+---+ M -y, c, = M-y cx mod my.
X=77-3-2455-6-5+35-6-0=2112 = 187 mod 385.

Logo, 187 ¢ uma solucao, inica moédulo 385.

Passo 47,,,: Determinar o conjunto solucao.

Todas as demais solugoes do sistema sdo congruentes a 187 moédulo 385. Logo o

conjunto solucao ¢ dado por:

S = {187+ 385¢t,t € Z} .
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Exemplo 49. Resolvamos o sistema

4r = 10 mod&1
Tr = 19 mod24.

Solugao: Passo 1p,,: Observe que a; # 1. Dessa forma, devemos verificar se cada con-

gruéncia linear do sistema admite solugao, ou seja,

e 4x =10 mod 81.

Como d; = (4,81) = 1 divide 10. Logo, a congruéncia admite solugao.

e 7x =19 mod 24.

Como dy = (7,24) = 1 divide 19. Logo, a congruéncia admite solugao.

Como cada equacgao de congruéncia admite solucao, entao o sistema admite solugao.

Passo 2p,,,: Calcular d; = (a;, n;) e dividir cada congruéncia por d;. Obtendo uma

congruéncia equivalente.

Como d; = dy = 1 e 1 divide qualquer ntimero, as equagoes ja estdo na forma

reduzida.

Passo 37,,,: Transformar o sistema em um equivalente. Para isto, utilizaremos a

Proposicao 4.2, ou seja, reduzir o sistema a um da forma x = ¢; mod m;, para : = 1, 2.

Dessa forma, primeiro devemos determinar os inversos multiplicativos de 7 e 4,

modulo 24 e 81, respectivamente:

4r = 1 mod 81
1 mod 24.

J
8
I

Assim,

200 = 38 mod 81
323 = 11 mod 24.

4.20 = 1 mod 81 N z = 10-20 mod 81 N T
7-17 = 1mod 24 = 19-17 mod 24

Logo, o sistema inicial é equivalente ao sistema

r = 38 mod 81
z = 11 mod 24.

Passo 47,,: Utilizar uma das quatro técnicas estudadas neste capitulo para obter

a solugao do sistema, caso exista.

Observe que nao é possivel utilizar a Técnica I, pois (81 —38) # (24—11), a Técnica
IIT também néo é possivel utiliza-la, pois o (mq,my) # 1. Neste caso, podemos utilizar a
Técnica IV.



92 Capitulo 5. Material de apoio- Técnicas de Resolugdo de Sistema de Congruéncias Lineares

Passo 17,,: Verificar se o sistema admite solucao, ou seja (my,ms) = d | (c1 — ¢2).

Como d = (my,ma) = (81,24) = 3 divide (38 — 111), temos que o sistema admite

solucao.
Os passos a seguir tem como objetivo determinar a solucao do sistema.

Passo 27,,: Determinar os valores de a e b.

Passo 37, : Aplicar o Algoritmo de Euclides Estendido, para determinar os inteiros

T1 € To, tais que

T a+Ty-b=x1 -8+ 129 -27=1.

Aplicando o algoritmo de Euclides. Inicialmente, efetuamos a divisao 27 = 8-3+ 3

e colocamos os ntimeros envolvidos no seguinte diagrama:

27 1 8

A seguir, continuamos efetuando a divisdao 8 = 3 -2 + 2 e colocamos os niimeros

envolvidos no diagrama

27

co
w

Prosseguindo, enquanto for possivel, teremos

3121
27181321
31210

até algum r,, dividir r,,_;. Assim, (8,27) = 1, ou seja, 0 maximo divisor comum de

8 e 27 é o ultimo resto nao-nulo no processo de divisao.
Observe que, o Algoritmo de Fuclides fornece-nos:
1 = 3-1-2

= 8-2-3
= 27-3-8.
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Donde se segue que

1 = 3-1-2
3—1-(8—-2-3)
= 3-3—1-8
= (27-3-8)-3—-1-8
= (—=10)-8+3-27.
Portanto,
rno= (a,b) = zia+wob
1 = (8,27) = x-8+x9-27
1 = (8,27) = (—10)-8+3-27.
Assim, 1 = —10 e x5 = 3.

Passo 47,,: Determinar a solugao através da férmula:

= cx1a + Ccoxob
38-(—10)-8+11-3-27

= —2149

= —2149 = 443 mod [81, 24].

8 8 &8 8

Uma solucao é, portanto, x = 443.

5.2 Resolucao de Sistema de Congruéncias Lineares com Duas Va-
ridveis

5.2.1 Técnica I- Reducdo a uma Unica equacdo de congruéncia com duas
varidveis

O objetivo aqui é apresentar um método de reduzir um Sistema de Congruéncias

Lineares da forma

r+y = c; modmy
rT4+y = ¢ modme
(5.3)
r+y = ¢ modm,
onde ¢, ,cp,my, -+ ,my sao inteiros fixados, com m; > 0 para todo:=1,2,--- ,r, a

uma tUnica congruéncia.

Note que, pela Proposigao 3.9 item (b) isto é possivel desde que:

Cl=2C ="+ =C.
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Desta forma, se para o sistema (5.3) tivermos que m; —¢; = k para todoi = 1,-- -7,
onde k é uma constate qualquer, entdo podemos obter um sistema compativel com a

Proposicao 3.9 item (b).

De fato, para isto, basta somar-se o nimero & em ambas equagoes do sistema de

congruéncias.
r+y = ¢ modmy r+y+k = ¢+ kmodmy
rT+y = ¢ modme r+y+k = co+ kmodmsy
. @ . @
r+y = ¢ modm, r+y+k = ¢ +kmodm,
r+y+k = ci+k =0 modmy r+y+k = 0modmy
r+y+k = co+k =0 modms r+y+k = 0modmsy
@ . @ .
r+y+k = ¢ +k =0 modm, x+y+k = 0modm,.

Logo, pela Proposicao 3.9 item (), temos uma tnica equagao de congruéncia da

forma = +y + k =0 mod [my,mg,--- ,m,], onde i =1,2,--- 7.

Portanto, as solugoes do sistema é dado por z 4+ y + k = [my, mo,--- ,m,] - t, onde
teZ.

Exemplo 50. Encontre as solugoes do sistema de congruéncias

r+y = 2mod3
r+y 3 mod 4
r+y = 4mod>.

Solugdo: Observe que, r = m — 1 mod m < x + 1 = m mod m, mas m = 0 mod m. Logo,
r+1=0modm,Vm € N.

Assim,
r+y+1 = 2+ 1mod3 r+y+1 = 0mod3
r+y+1 = 3+ 1mod4 & r+y+1 = 0Omod4
r+y+1 = 4+ 1modb r+y+1 = 0Omodb

e pela Proposicao 3.9 item (b), o sistema é equivalente a congruéncia x + 3y + 1 = 0 mod
[3,4,5]. Como [3,4,5] = 60, temos que x + y + 1 = 0 mod 60.

Logo,
r+y+1=0mod60<x+y+1—1=0—1mod 60

< x4y =—1mod 60
& x4y = 59 mod 60.
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Para o sistema possuir solugao a congruéncia z + y = 59 mod 60 deve possuir

solucao.
Como d = (1,1,60) = 1 divide ¢ = 59, temos que a congruéncia admite solugao.

O Corolério 4.1 garante uma tunica solugdo = para cada um dos m valores in-
congruentes de y. Como (a,m) = (1,60) = 1. Escrevemos a congruéncia da forma,
xr =59 — y mod 60.

Assim, para cada valor de y fixo temos uma congruéncia da forma ax = ¢ mod m
onde ¢ = 59 — y e como (1,60) = 1 = x = 59 — y mod 59 tem uma unica solugao para

cada y fixado.

Lembre que um ntmero inteiro y é congruente médulo m a um tnico niimero do
conjunto {0,1,---,59}. Ou seja, que a menos de congruéncia, podemos considerar que y

assume apenas os nimeros de 0 a 59.

Vamos exibir a solu¢ao para o caso y = 0 as demais seguem de forma analoga. Para

y = 0, temos que x = 59 — 0 mod 60 < = = 59 mod 60. Logo, xy = 59.

Portanto, para cada y € {0,1,---,59} temos uma solugdo incongruente a = =

59 — y mod 60. Logo, temos 60 pares de solugoes do problema inicial.

5.2.2 Técnica lI- Médulos iguais

Essa técnica é semelhante a resolucao de sistema de equagoes do 1° grau, com duas
incognitas, utilizando o método da adigao. Este busca juntar as duas equagoes em uma
unica equacao, eliminando uma das incégnitas. Para isso, é necessario que os coeficientes

de uma das incégnitas sejam opostos, isto ¢, devem ter o mesmo valor e sinais contrarios.

Se tratando de sistema de congruéncias com duas variaveis vamos utilizar o método
desenvolvido na demonstragao do Teorema 4.4 para obter a solucao, quando houver. Para
aplicar essa técnica devemos observar o médulo de cada equagao de congruéncia, pois é

necessario que os moédulos sejam iguais.
Para facilitar a resolucao de sistemas da forma

ar +by =r modm

cr+dy = smodm
apresentamos a seguir uma sequéncia de passos.
Passo 17,,: Verificar se o sistema admite solugdo, ou seja, (ad — be,m) = 1.

Passo 27,,: Multiplicar a primeira congruéncia do sistema por d, a segunda con-
gruéncia por b, e subtrair a segunda equacao de congruéncia da primeira. Obtém-se

(ad — be)x = dr — bs mod m.

Passo 3r,,: Resolva a equacao do Passo 27,, obtendo o valor de z.
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Passo 4r,,: Para determinar o valor de y, devemos multiplicar a primeira con-
gruéncia pelo valor de ¢, e a segunda pelo valor de a, e subtrair a segunda equagao de

congruéncia da primeira. Obtém-se (ad — bc)y = as — cr mod m.

Passo 57,,: Resolva a equagao do Passo 4r,, obtendo o valor de y.

x
Passo 67,,: Escrever a solucao do sistema S = ( ) :
Y

Vejamos o exemplo a seguir:

Exemplo 51. (Extraido do Livro do BURTON) Encontre as solugoes do sistema de

congruéncias
3r+4y = 5mod 13
2r + by = 7 mod 13.

Solugdo: Passo 17,,: Como (3-5—4-2,13) = (7,13) = 1, o sistema admite solugdo e é
tinica médulo m = 13.

Passo 2p,,: Multiplicar a primeira congruéncia pelo valor de d = 5, a segunda por

b = 4, e subtrair a segunda congruéncia da primeira.

(3-5—4-2)-x=5-5—4-7Tmod 13 & 7Tr = —3 mod 13.

Passo 3r,,: Resolver a equagao: 7z = —3 mod 13.

7t =—-3mod 13 < 7r-2=(-3)-2mod 13
& 14z = —6 mod 13

& = T7mod 13.

Logo, o valor de z = 7.

Passo 47,,: Deternimar o valor para y. Multiplicar a primeira congruéncia pelo
valor de ¢ = 2, e a segunda pelo valor de a = 3 e subtrair a segunda equacgao de congruéncia

da primeira.

(3-5—4-2)-y=3-7—2-5mod 13 < 7y = 11 mod 13.

Passo 57,,: Resolver a equagao: 7y = 11 mod 13.

Ty=11mod 13 & 7Ty -2 =11-2mod 13
& 14y = 22 mod 13
<y =9 mod 13.

Logo, o valor de y = 9.

Passo 67,,: Portanto, a solucao tnica do sistema é x = 7 mod 13 e y = 9 mod 13,

ouseja,S:(7).
9
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5.2.3 Técnica lll- Utilizando mais de uma Técnica

Nesta se¢ao, nosso objetivo é mostrar que podemos utilizar a combinagao de técnicas

no processo de resolucao de um Sistema de Congruéncias Lineares com duas variaveis.

Vejamos o exemplo a seguir.

Exemplo 52. Encontre as solugoes do sistema de congruéncias, caso exista,

r+y = Hmod7
x4y = 6modS8
2r+3y = 8 mod 56.

Solugdo: Observe que, nas duas primeiras equagoes de congruéncias podemos usar a Técnica

I, para Sistema de Congruéncias Lineares com duas variaveis.

Note que, t = m —2mod m < = 4+ 2 = m mod m, mas m = 0 mod m. logo,

r+ 2 =0mod m,Vm € N.
Dali,

{x+y+2

5+2mod 7 o r+y+2 = O0mod?7
T+y+2

6 + 2 mod 8 r+y+2 = Omod8

e pela Proposigao 3.9 item (b), o sistema é equivalente a congruéncia
z+y+2=0mod [7,8]. Como [7,8] = 56, temos que = + y + 2 = 0 mod 56.

Logo,

r+y+2=0moddib = xr+y+2—-2=0—2mod 56
& x+y = —2+ 56 mod 56
< x4y = 54 mod 56.

Assim, a solugao das duas primeiras equagoes de conguéncias do sistema é dado

por: x + y = 54 mod 56.
Agora, vamos escrever o novo sistema, ou seja,

Tty = 54 mod 56
2r 4+ 3y = 8 mod 56.

Perceba que o novo sistema formado possui o mesmo médulo, logo podemos aplicar
a Técnica II - (Médulos iguais) para resolvé-lo.
Passo 17,,: Como (1-3 —1-2,56) = (1,56) = 1, o sistema admite solucdo e ¢é

unica moédulo m = 56.
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Passo 27,,: Multiplicar a primeira congruéncia pelo valor de d = 3, a segunda por

b =1, e subtrair a segunda congruéncia da primeira.

(1-3—1-2)-2=3-54—1-8mod 56 < = = 154 mod 56.

Passo 3r,,: Resolver a equacao: z = 154 mod 56.

z = 154 mod 56 < x = 154 — 56 mod 56
< x = 98 — 56 mod 56
& =42 mod 56.

Logo, o valor de z = 42.

Passo 47,,: Deternimar o valor para y. Multiplicar a primeira congruéncia pelo
valor de ¢ = 2, e a segunda pelo valor de a = 1 e subtrair a segunda equagao de congruéncia

da primeira.

(1-3—1-2)-y=1-8—-2-54mod 56 & y = —100 mod 56.

Passo 57,,: Resolver a equacao: y = —100 mod 56.

y = —100 mod 56 < y = —100 4 56 mod 56
& y = —44 4 56 mod 56
<y = 12 mod 56.

Logo, o valor de y = 12.

Passo 67,,: Portanto, a solucao tinica do sistema é x = 42 mod 56 e y = 12 mod 56,
42

ou seja, S =
12
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6 Consideracoes Finais

A Matematica é uma ciéncia fantastica, pois ela nos permite mesmo nesse mo-
mento pandémico mostrar sua beleza. Vimos por meio dos noticiarios a representacao
do nimero de casos de contaminagao por covid-19 através de tabelas, graficos e curvas
que potencializaram escrever modelos matematicos que permitem fazer projecoes e isso

possibilitou visualizar a real situacao que estava ocorrendo no mundo.

Nessas tabelas tinhamos as informagoes como niimero de infectados, recuperados,
Obitos, coeficiente de incidéncia, coeficiente de mortalidade e principalmente ocupacao

hospitalar.

Diante disso, foi possivel além de verificar a rapidez que o virus se propaga, iden-
tificar a deficiéncia do Sistema de Satude Publica. E assim, os representantes do poder
puderam tomar medidas restritivas como decretar o lockdown, aumentar a quantidade
de leitos através dos Hospitais de campanha, abrir novos leitos de UTI, solicitar urgéncia
pela imunizacao, calcular a quantidade de imunizante, solicitar urgéncia e tentar reduzir
o tempo de fabricacdo, prever o tempo de imunizagao da populagao. Além disso, também
foi possivel acompanhar aos reflexos dessa situagao na economia e como isso afetou de

forma direta e indireta as familias brasileiras.

E a Educagao? foi afetada? O que mudou? Diante dessa situacao, Escola, professores
e alunos tiveram que se readaptar, reinventar, ressignificar de forma instantanea. Nao pense
que foi facil até aqui. Muitas angustias, incertezas, ..., mas tenho certeza que em nenhum
momento os professores desistiram, estiveram e estdo sempre buscando fazer o melhor,
mesmo com todas as dificuldades, seja, emocionais, financeiras e da propria escassez de
material fisico e informatizado.

Nesse panorama, destacamos nao s6 a importancia dessa Ciéncia, a Matematica,
que mesmo em tempos remotos vem contribuindo com suas descobertas e criando novas
ferramentas, mas também a importancia de os professores permanecerem em formacao

continua para que aperfeicoem suas praticas pedagogicas. Desta maneira Delors et al.
(1996) coloca que:

A qualidade de ensino é determinada tanto ou mais pela formagao con-
tinua dos professores, do que pela sua formacao inicial... A formacao
continua nao deve desenrolar-se, necessariamente, apenas no quadro do
sistema educativo: um periodo de trabalho ou de estudo no setor econo-
mico pode também ser proveitoso para aproximacao do saber e do saber-
fazer (DELORS et al., 1996, p.160).

Nesse sentido, acreditamos que a nosso objetivo foi alcancado quando elaboramos

um material de apoio que possibilite ao professor aprofundar seus conhecimentos sobre
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Teoria dos Numeros, mais especificamente sobre aritmética dos Restos, no que diz respeito

a Resolucao de Sistemas de Congruéncias Lineares.

Neste material o leitor tera a oportunidade de conhecer com detalhes cada técnica
de resolucgao, suas especificidades e como aplicar cada uma. Para escolher uma técnica
é preciso fazer uma analise prévia, observar a forma em que o sistema esta apresentado,
ou seja, na forma completa, onde apresenta todos os coeficientes ou na forma reduzida

(equivalente).

Para todas as técnicas o sistema precisa estar na forma reduzida, ou seja, o valor de
a deve ser 1. E para transformar um sistema completo em um equivalente utilizamos varias
ferramentas que foram enunciadas nos capitulos III e IV. Mas antes de transforma-lo, é
necessario verificar se o sistema admite solugao, pois se uma das equagoes de congruéncia
nao admite solugao o proprio sistema também nao possuira. E quando nao percebemos

isso, é muito provavel que mesmo nao havendo solugao realizamos diversos calculos.

Nesse sentido, afim de evitar que facamos calculos desnecessarios, que elaboramos
em cada técnica, uma sequéncia de passos que busque direcionar o leitor a nao esquecer de
nenhum detalhe importante que comprometa o desenvolvimento para se chegar a solugao,

caso exista, do sistema.

Com estes passos é possivel também analisar qual a técnica melhor se adapta para
cada sistema. As vezes é possivel utilizar apenas uma, mais de uma ou até mesmo fazer
combinacoes de técnicas para se obter a solugao de um sistema. Porém, dependendo da

escolha o processo se torna mais trabalhoso e com isso menos agil.

Neste material, também procuramos ressaltar a importancia de se conhecer a ou as
condigoes necessarias de cada técnica apresentada, pois a partir disso é possivel escolher

a malis eficiente e pratica.

Finalizamos com a apresentacao das técnicas de resolugao de Sistema de Congruén-
cias Lineares com duas variaveis, ou seja, ao invés de apresentarmos uma solucao para o

sistema, apresentam pares de solugoes, o que torna um diferencial para nosso trabalho.
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