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Resumo

O presente trabalho aborda os principais elementos da andlise convexa em espacos
vetoriais de dimensoes finita e infinita. Em dimensao finita, introduz-se conceitos
bésicos sobre espacgos vetoriais e topologia de conjuntos para desenvolver a teoria
dos conjuntos convexos. Entao define-se os conjuntos convexos e suas propriedades
apresentando exemplos de operagoes que preservam convexidade, conjuntos conve-
x0s classicos e o importante teorema da separacao por hiperplano. Em seguida,
o trabalho apresenta as funcoes convexas e suas propriedades, das quais podemos
destacar a continuidade em subconjuntos abertos e a existéncia da derivada dire-
cional. O arcabouco tedrico desenvolvido permite apresentar a transformada de
Legendre para o caso de funcoes convexas de classe C! e a transformada de Fenchel
para o caso de fungoes convexas nao suaves. Apresenta-se aplicacoes da transfor-
mada de Legendre, em especial, na formulacao de equagoes da mecanica cléssica
além uma tabela com funcoes e transformadas. Em dimensao infinita, introduz-se
conceitos topolégicos e propriedades de espagos métricos, continuidade, Teorema de
Bolzano-Weierstrass, espagos de Hilbert e Banach e o Teorema de Hahn-Banach. O
trabalho segue definindo pontos interiores, conjuntos e funcoes convexas em espacos
de Hilbert, definindo importantes propriedades, em especial, a existéncia da conju-
gada nesse espaco. Por fim, apresenta-se aplicacao da desigualdade de Jensen para
resolucao de problemas olimpicos do Ensino Médio.

Palavras-chave: Analise convexa, Conjuntos convexos, Funcgoes convexas, Trans-
formada de Legendre e Fenchel. Espacos de Banach e Hilbert.



Abstract

The present work addresses the main elements of convex analysis in vector spa-
ces of finite and infinite dimensions. In finite-dimension, it presents fundamental
concepts of norms, inner-product, and topology. Then, it defines convex sets and
explores their properties. It shows operations that preserve convexity, classic convex
sets, and the hyperplane separation theorem. Next, the work presents the convex
functions and their properties, from which we can highlight the continuity in open
subsets and the existence of the directional derivative. The theoretical framework
developed allows presenting the Legendre transform when the convex functions are
C! and the Fenchel transform for non-smooth convex functions. Among all applica-
tions of the Legendre transform, this work highlights the formulation of equations
of classical mechanics. A table with selected smooth convex functions and their
respective Legendre transform is shown. In infinite dimension, the work develops
topological concepts and properties of metric spaces, continuity, Bolzano-Weierstrass
theorem, Hilbert and Banach spaces, and Hahn-Banach theorem. Then, it defines
interior points, convex sets, and convex functions in Hilbert spaces, defining main
properties, especially the existence of the conjugate function in this space. Finally, it
shows an application of Jensen’s inequality to solve High School Olympic problems.

Keywords: Convex analysis. Convex sets. Convex functions. Legendre transform.

Fenchel tranform. Banach and Hilbert spaces.
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Introducao

Na natureza sao observados diversos principios que estao relacionados com a mi-
nimizagao de grandezas fisicas, tais como: caminhos, trabalho e energia. Em [I5]
os autores citam no seu prefacio que em 1650 foi postulado por Fermat que um
raio de luz percorre o caminho entre dois pontos A e B, que minimiza o tempo.
Problemas como esses sao classificados como problemas de valores criticos ou ex-
tremos. Ainda, de acordo com [I5], houve um grande desenvolvimento da anédlise
matematica, principalmente pelos trabalhos de Newton e Leibniz com a descoberta
do Teorema Fundamental do Célculo, por volta de 1670. Em 1750, Euler estendeu
os conceitos prévios estabelecidos por Fermat, sobre as condigoes necessarias para

estabelecimento de extremos de fungoes do tipo:

J(y) = / Lt y(t), v/ (£))dt

conhecidas como equacao de Euler-Lagrange. A partir dai, progressos na deter-
minacao de condi¢oes necessarias para apresentacao de pontos criticos para fungoes
foram realizados por Legendre, Jacobi, Weierstrass, Volterra e Hadamard.

Mais recentemente, vem sendo estudado as condicoes de existéncia de solugoes
para problemas extremos, ou seja, quais as condigoes que devem ser estabelecidas
para provar a existéncia de pontos criticos de funcgoes.

A anélise convexa é um importante ramo da matematica, que trabalha com con-
juntos e fungoes convexas e suas propriedades analiticas e geométricas. Ha diversas
propriedades importantes relacionadas a continuidade, diferenciabilidade e também
estudos de minimos ou maximo globais de fungoes. Suas aplicagoes sao diversas,
abrangendo os ramos da economia, fisica, engenharia e computagao, tendo em vista
a aplicacdo na busca por otimizagoes (maximiza¢do ou minimizagao), bem como, a
resolucao de equagoes diferenciais parciais.

De acordo com [I], a primeira defini¢ao de convexidade (para curvas e superficies)
foi dada por Arquimedes (287-212 a.C.), que estava interessado no estudo de areas
e volumes. No trabalho em [3], descreve-se que entre as diferentes propriedades

obtidas por Arquimedes sobre convexidade, destaca-se os postulados e os resultados



referentes ao centro de gravidade de conjuntos planos e a descricao dos 13 poli-
edros semirregulares, também conhecidos como sélidos arquimedianos. Ao longo
do tempo houve algumas contribuigoes sobre convexidade, porém apenas no final
do século XIX que observa-se diversos resultados de grande importancia em con-
vexidade, como o trabalho de Minkowski sobre o estudo aprofundado de conjuntos
convexos em dimensao finita. A definicao de funcgao convexa é dada por Jensen,
que demonstra varias desigualdades conhecidas, decorrentes das propriedades des-
sas funcoes. J4 o interesse real pela geometria convexa tem como marco inicial o
trabalho de Bonnensen e Fenchel no livro Theorie der Konvexen Korper de 1934.
Em andlise funcional destaca-se algumas propriedades interessantes de conjuntos
convexos em espagcos vetoriais de dimensao infinita. Muitos resultados da anélise
nao-linear estao baseados na convexidade de conjuntos e de funcoes.

No Capitulo 1, apresentaremos alguns resultados béasicos que serao utilizados
para o desenvolvimento dos capitulos posteriores com destaque para conceitos de
espago vetoriais, norma, produto interno e topologia no R™. O trabalho sera desen-
volvido no R", com excecao do Capitulo 6, em que serd trabalhado conceitos em
espacos vetoriais de dimensao infinita.

No Capitulo 2, apresentaremos os conceitos de conjuntos afim, convexos, suas
propriedades, exemplos e alguns resultados fundamentais com destaque para o teo-
rema do hiperplano suporte e da separacao por hiperplano.

No Capitulo 3, apresentaremos as fungoes convexas, concavas, suas propriedades
e alguns exemplos, com destaque para a caracterizacao das fungoes convexas, a
propriedade de continuidade e a definicao de semicontinuidade.

No Capitulo 4, apresentaremos a definicao da transformada de Legendre, pro-
priedades, exemplos de aplicagoes com destaque para a apresentacao de uma tabela
com as transformadas de Legendre para funcoes de classe C*.

No Capitulo 5, apresentaremos a transformada de Fenchel, introduzindo os con-
ceitos importantes, com destaque para o teorema de Fenchel-Moreau e aplicagoes.

No Capitulo 6, apresentaremos alguns conceitos topoldgicos e introduziremos
conjuntos e fungoes convexas para o caso de espacos vetoriais de dimensao infinita,
apresentando alguns resultados importantes da andlise funcional com destaque para
o teorema de Hanh-Banach.

No Capitulo 7, apresentaremos a resolucao de problemas de desigualdades em
nivel olimpico do Ensino Médio, utilizando o conceito de func¢oes convexas.

No Capitulo 8, consolidamos os principais resultados desse trabalho e apresenta-

mos uma proposi¢ao de continuidade e trabalhos futuros.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo serao apresentados e desenvolvidos conceitos e ferramentas basicas
que serao utilizadas ao longo do trabalho.

Por simplificagao, desenvolveremos este trabalho no espago euclidiano R", sa-
bendo que varias das propriedades aqui definidas podem ser estendidas para outros
espacos vetoriais de dimensao finita ou infinita.

Os conceitos, as defini¢coes e os teoremas desse capitulo foram consultados nas

referéncias [11, [16].

1.1 Conceitos Basicos de Espacos Vetoriais

Definicao 1.1. X ¢ um espaco vetorial sobre um corpo K, quando X €é um con-
Junto munido com as operacoes de soma e multiplicacao por escalar, fechado nessas

operagoes e com as sequintes propriedades:

Al. Para quaisquer u,v € X, entdo u+v = v + u.

A2. Para quaisquer u,v,w € X, entdo u+ (v+w) = (u+v) + w.

AS3. Eziste 0 € X, tal que 0 4+ u = u.

AJ. Para todo u € X, existe —u € X, tal que u+ (—u) = 0.

M1. a(fu) = (af)u, para todos o, 5 € K eu € X.

M2. (a+ B)u = au+ fu, para todos o, 5 € K e u € X.

M3. a(u+v) = au + av, para todos o € K e u,v € X.

M. 1(u) = u para todo uw € X, onde 1 é o elemento neutro da multiplicagcdo do

corpo K.

Neste trabalho utilizaremos, em grande parte, o corpo dos reais, que sera a

definicao padrao, quando nao mencionado o contrario.



Definicao 1.2. Um subconjunto S C X ¢é um subespago vetorial de X, quando
¢ fechado com respeito a soma e a multiplicagao por escalar, ou seja, para todos
u,v €S eX€eK, tem-seu+ v e S.

Definicao 1.3. A norma definida num espaco vetorial X sobre o corpo dos reais é
uma fungao ||-|| : X — R, que satisfaz as sequintes propriedades:

N1. ||ul]] > 0, para todo u € X, e ||ul]| =0 <= u=0.

N2. || Aul| = |A|||u]], para todo u € X e A € R.

N3. |lu+ | < |lul| + ||v]|, para todo u, v € X.

Observagao 1.1. O par (X, ||||), que significa que o espago vetorial X estda munido

da norma, € chamado de espago vetorial normado. Dado u = (xq,xs, ..., z,) € R",

a norma euclidiana € definida por:

|ul| = \/m%+x§—l—...+x%. (1.1)

A norma euclidiana, por vezes, é denotada por ||-||,. Entretanto, por simplificagao
de notagao, quando nao expresso de forma contrdria a norma ||| serd a norma

euclidiana. No espago vetorial R™ podemos definir as sequintes normas:

lully = faa] o+ ] (1.2)

|ull, = max{|z], ..., |z,]}. (1.3)

Verifica-se que |[ull,, ||ull; e ||ull., s@o de fato normas, pois satisfazem as proprie-

oo’

dades N1, N2 e N3. Adicionalmente, observa-se que:

ulloo < Nully < llully < nfluf|
Na verdade, no R™ existem infinitas normas e todas elas sao equivalentes.
Definicao 1.4. O produto interno definido num espacgo vetorial X sobre o corpo
dos reais € uma fungao (-,-) : X x X = R, que satisfaz as sequintes propriedades:
PI1. (u,v +w) = (u,v) + (u,w), para todos u, v ew € X.
PI2. (u, \v) = XNu,v), para todos u, v € X e X € R.

PI3. (u,v) = (v,u), para todos u, v € X.

-
PIj. (u,u) >0, para todo u € X e (u,u) =0 <= u=0.



A definicado acima pode ser generalizada ao trabalhar no espaco dos nimeros
complexos C, ou seja, (.,.) : X x X — C, substituindo PI3 com (u,v) = (v,u). O
produto interno nos complexos é denominado Hermitiano.

O produto interno candénico de vetores u = (x1, T2, ..., Tn), UV = (Y1,Y2, -y Yn) €

R™, é definido como:

(u,v) = leyl (1.4)

Verifica-se que a definicao acima satisfaz PI1, PI2, PI3 e PIj, sendo de fato um
produto interno. Além disso, tem-se a seguinte relagao entre norma e produto

T, onde u é representado como um

. 2
interno, para todo u € R™: (u,u) = ||ul|” = u
vetor coluna ou como uma matriz n X 1 no espago euclidiano R".

Para a secao seguinte, assumiremos conceitos basicos de conjuntos e operagoes

com conjuntos no espaco euclidiano R".

1.2 Conceitos Topolégicos Basicos em Espacos Eu-
clidianos de Dimensao Finita

Definigao 1.5. O conjunto B C R"™ definido por B = {u € R": |jul]] < 1} €

conhecido como a bola aberta unitdria do espaco euclidiano R™.

Por vezes denominamos B = B(0,1). Caso queiramos definir uma vizinhanga
aberta de um elemento u € R", dado ¢ > 0, tem-se que B(u,e) = u + €B é a
vizinhanca de u representada por uma bola aberta centrada em wu de raio e. Adici-
onalmente, denotamos pela bola fechada, o conjunto Blu, €] = {u € R™: ||u|| < €}.
Por exemplo, no R? as bolas unitérias com respeito as normas euclidiana, norma da

soma e norma do maximo sao mostradas na figura a seguir:



Figura 1.1: Em azul bola unitéria no R? utilizando a norma do méximo, em verde
a bola unitdria no R? utilizando a norma euclidiana e em vermelho a bola unitaria
no R?, utilizando a norma da soma.

Definicao 1.6. O subconjunto X C R™ € limitado, quando existe uma bola aberta

em R™ que contém X, ou seja, quando existe r € R, r > 0, tal que X C rB.

Definicao 1.7. O subconjunto X C R™ ¢ aberto, se para qualquer elemento, u € X,
existe um € > 0, tal que u+€eB C X. O complementar de X em R"™ € dito fechado,

denotaremos por X°.

Exemplo 1.1. O intervalo aberto (0,1) C R é um conjunto aberto em R. A bola

unitdria aberta B(0,1) C R™ € um conjunto aberto em R™.

Propriedade 1.1. Seja {Ay}aer uma familia de abertos do R". A reunido ar-

bitrdria de conjuntos |J A, € aberta.

Demonstragao. Seja, u € | J A,. Entdo u € A,, para algum indice o € I. Logo, por
definigao, existe um € > 0, tal que u+ eB C A,. Portanto, u+ eB C |J A,.- n

Propriedade 1.2. Seja {F,}aer uma familia de conjuntos fechados do R™. A in-

tersecao arbitrdria () F, € fechada.

Demonstragao. Defina A = R™ \ (| F,. Entao, pela propriedade dos conjuntos,
A = JR"\ F,. Defina A, = R\ F, para cada a € I. Logo, A, é aberto e



A =|J A,. Dali, pela Propriedade [1.1] concluimos que A é aberto e (| F, = R"\ A é
fechado. O

Definicao 1.8. Um elemento u € R™ € dito ponto de aderéncia de um conjunto

X CR"™ quando for o limite de uma sequéncia de elementos de X.

Exemplo 1.2. A origem 0 € R € o ponto de aderéncia da sequéncia de niumeros

reais (zy)ken, definida por:
x, = 1/n, para todo n natural.

Definicao 1.9. Um subconjunto X C R™ é compacto quando ele for fechado e

limitado.

Exemplo 1.3. A bola fechada unitdria do R™ definida por:
B(0,1] = {u e R": [lu] < 1}

€ compacta.

A Definicao , na verdade, é uma propriedade do conjunto R", tendo em
vista que a definicao topoldgica de compacidade é mais abrangente, como veremos

adiante.

Definicao 1.10. O interior de um conjunto X € o conjunto de todos os elementos
u € X, tais que u+ eB C X para algum € > 0. Denotamos o interior do conjunto
X como int(X).

Exemplo 1.4. O interior da bola unitdria fechada do R™ definida por:
B[0,1] = {u e R": |ju|| <1}
€ a bola aberta:
B=DB(0,1) ={ueR": |ul]] < 1}.

Definicao 1.11. O fecho de um subconjunto X C R™, é a intersec¢ao de todos os

conjuntos fechados que contém X. Denotamos o fecho de X por cl(X).
Observagao 1.2. Seja X C R". Entao
X Cd(X).
Observacgao 1.3. Seja X C R". Entao
int(X) C X Ccl(X).
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Exemplo 1.5. Em R, o fecho do intervalo aberto (0,1) € R € o intervalo fechado
[0,1] € R.

Proposicao 1.1. Seja X C R™ e considere {u, tnen uma sequéncia de X que con-

verge para w. Entao u € cl(X).

Demonstracao. Por defini¢ao cl(X) é um conjunto fechado. Suponha que u ¢ cl(X).
Entao u pertence ao complementar de cl(X), que é aberto por definigdo. Denotemos
o complementar de cl(X) por A. Naturalmente, AN cl(X) = (). Entao como A é
aberto, existe € > 0, tal que u+ eB C A, onde B é a bola aberta unitaria do R".
Absurdo, pois pela definicao de convergéncia, toda vizinhanca de u devera conter

um elemento da sequéncia que pertence a X. O

Definicao 1.12. A fronteira de um conjunto qualquer X C R", ¢ definida pelo
conjunto de elementos u € R", tais que para qualquer € > 0, tem-se que (u + €B) N
X #0 e (u+eB)NXe#£(. Este conjunto € denotado por bd(X).

Exemplo 1.6. O conjunto R™ ¢ a fronteira do conjunto Q™. Observe que o fecho

do Q" € o R™ e toda bola de centro num elemento em Q" contém infinitos pontos
do Q" e do R™.

Propriedade 1.3. Pelas definicoes acimas, temos que para todo conjunto X C R",

tem-se

i. R =int(X)Ubd(X)U (R"\ X)
ii. c(X) =int(X)Ubd(X)

iii. bd(X) = cl(X)Nec(R™\ X)

Com estas preliminares estabelecidas podemos avancar para os préximos capitulos,

em que vamos explorar os conjuntos e as fungoes convexas.



Capitulo 2

Conjuntos Convexos

Nesta secao, apresentamos os conceitos e os teoremas fundamentais para o en-
tendimento dos conjuntos convexos e das suas propriedades. A compreensao desses
conceitos, das propriedades topoldgicas e o teorema da separagao sao essenciais para
o avanco na teoria da Andlise Convexa. Os conceitos, as definigdes e os teoremas

deste capitulo foram consultados nas referéncias [6, 11, [16].

2.1 Conjuntos Afins

Definicao 2.1. Um conjunto S C R" é denominado afim, se para quaisquer u,v € S
e € R, tem-se:

(1-0)u+6ves.

A definicao significa que a reta que conecta dois elementos distintos do conjunto

afim, esta contida neste conjunto.

Observacgao 2.1. Seja S C R™ um subespaco vetorial. Entao S é um conjunto afim

que contém a origem.

Proposicao 2.1. Seja {S,}acr uma familia de subconjuntos afins do R"™. Entdao
X = (Nper Sa € afim.

Demonstrag¢ao. Dado 0 € R e u,v € X, entao u,v € S,, para todo a € I. Logo
(1=0)u+0veSy= (1—-0u+bve(),c Sq Portanto, X é afim. O

Definicao 2.2. A envoltoria afim de um subconjunto X C R™ € definida pela in-
tersecao de todos os conjuntos afim que contém X. Denotamos por aff(X) a en-

voltoria afim do conjunto X.

Observagao 2.2. Seja X C R". O conjunto aff (X) € um conjunto afim tal que
X Caff (X).



Proposicao 2.2. Seja X C R". O conjunto aff(X) é formado por todas as com-

binacoes afins dos elementos de X, ou seja,

aff( X) = {Zle ajui:keN u e Xed aj= 1},

Demonstracdo. Seja’Y o conjunto de todas as combinagoes afim de elementos de X,

ou seja,

Y = {Z?Zlajuj: keNueXed o= 1}.
Vamos demonstrar essa proposi¢ao em trés etapas. Primeiramente, vamos mostrar
que o conjunto Y é afim e Y O X. Em seguida, mostraremos que qualquer conjunto
afim Z, tal que Z O X entdo Z O Y. Por fim, concluiremos que Y = aff (X). Dados

dois elementos quaisquer de Y u = Z?Zl oy, V= ijl Ajvj e 8 € R, tem-se:

k

(1—-0)u+6v= Z(l — 0)aju; + ZS:G)\jvj, (2.1)

j=1 j=1

em que as somas dos coeficientes é

S (=0 + Y 0N =1—0+0=1

Jj=1

Ou seja, a equagao [2.1] é uma combinacao afim de elementos de X. Portanto,
(1 —0)u+ Ov € Y, para quaisquer u,v € Y e § € R, ou seja, Y é afim. Se
u € X, entao pela definicao de Y, 1-u €Y = u €Y. Dai, Y O X. Como Y ¢é
afim e Y O X entao aff (X) C Y. Agora, suponha Z um conjunto afim qualquer
que contém X. Seja u € Y. Se u é um elemento de X ou uma combinacao afim
de quaisquer dois elementos de X, entdo u € Z, conforme mostra 2.1l Suponha,
por hipétese de inducao, que a combinacao afim de quaisquer k£ elementos de X
pertenca a Z. Considere uma combinacao afim de k + 1 elementos de X, ou seja,
u = Zf;l U, com Zf;l a; = 1. Afirmamos que existem k elementos do conjunto
{a1, ..., agy1} com soma nao nula. Com efeito, caso a soma de quaisquer k elementos
do conjunto {ay, ..., ap41} fosse nula, terfamos que Zfill a; = 0, absurdo, pois a
soma dos elementos do conjunto é unitaria. Suponha sem perda de generalidade

que Zle a; # 0. Considere 0; = «a;/ Zle oy, para j = 1,...., k. Dal,

w= 3" aguy = (0 o) (0 05u) + e
Mas veja que como 25:1 ; = 1, por hipétese de inducao, 2521 Oju; € Z e como a
soma dos coeficientes a é 1, novamente por 2.1 temos u € Z. Logo, Y C Z. Por fim,
considerando em particular Z = aff (X), temos Y C aff (X). Portanto Y = aff (X)
m
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Definigao 2.3 (Conjuntos Paralelos). Os conjuntos X, Y C R™ sao paralelos quando
existe um a € R™ tal que X =Y +a={y+a:yeY}.

Proposicao 2.3. Dados X, Y C R" paralelos. SeY € afim entao X € afim.

Demonstracao. Seja a € R™ tal que X =Y + a. Dados u,v € X e 6 € R, existem
w,it €Y, talqueu=w+aev=t+a Dai (1-0)u+6v=(1-0)(w+a)+
O(t+a) = (1 —0)w + 0t + a. Veja que, se Y é afim, entao (1 —0)w + 0t € Y. Logo,
(1 —0)w+ 60t + a € X, concluindo a demonstragao. O

Teorema 2.1. Seja S C R" um conjunto afim nao-vazio. Entao S € paralelo a um

unico subespaco L C R™.

Demonstracao. Dado um elemento v € S, defina o conjunto L = S — v. Afirma-
mos que L é um subespago. Primeiramente, observe que 0 € L. Adicionalmente,
podemos escrever L = S 4+ (—v). Como S é afim, pela Proposicao , L ¢é afim.
Logo, dados quaisquer x,y € L e § € R, temos (1 — 0)0 + 6z € L, ou seja, Oz € L.
Além disso, (1/2)x + (1/2)y € L e 2((1/2)x + (1/2)y) € L, ou seja, x +y € L.
Logo, L é um subespaco vetorial. Suponha que Z seja um outro subespaco vetorial
paralelo a S. Entao Z é paralelo a L, ou seja, existe um a € R, tal que L = Z + a.
Como 0 € Z, entao a € L. Como L é subespaco, entao —a € L. Se u € L, entao
ut(—a) € L= (u—a)+a € Z =u€ Z entao L C Z. De maneira andloga,
Z C L,logo, L=7. O

Exemplo 2.1. O conjunto A = {(z,y) € R*: y = 2z + 1} € afim e paralelo a um
tinico subespago do C C R?, C = {(z,y) € R?*: y = 2x}.

Definicao 2.4. Seja L C R™ um subespago vetorial de dimensao m < n. Definimos

L+ ={u e R": (u,v) =0, para todo v € L} o subespago ortogonal de L.

Observagao 2.3. Seja L C R" um subespago vetorial de dimensao m. A dimensdo

do subespago L conforme Definicao ¢ n—m. Na verdade, podemos escrever
R =L&®L*.

Definigao 2.5 (Dimensao de um conjunto afim). A dimensdo de um conjunto afim

¢ definida pela dimensao do subespaco paralelo a este conjunto.

Definigao 2.6 (Dimensao de um conjunto). Seja X C R™ um conjunto qualquer.

A dimensao de X € a dimensdo da envoltoria afim de X, ou seja a dimensdo de

aff (X) conforme definido em[2.5
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Observagao 2.4. O conjunto de k + 1 elementos {vg, vy, ..., v} € denominado de
afim independente se a envoltdria afim aff ({vg, vy, ..., v }) for k—dimensional. Seja
v € aff ({vo, vi, ..., u}). Do Teoremal2.1, o tinico subespago paralelo d este conjunto

¢ L = aff ({vp, v1, ..., v }) — v. Em particular, tomando v = vy podemos escrever,

L=aff ({0,v; —vg,...;0s — g }).

Portanto, a envoltoria é afim independente se, e somente se, L for de dimensao k,

ou seja, 0s elementos vy — vy, ..., v — vy forem linearmente independentes.

Exemplo 2.2. O subconjunto A = {(0,0,1),(0,1,1),(1,1,1)} do R® € afim inde-

pendente, pois a envoltéria afim aff (A), que é paralela ao subespago

C= aﬁ({<07 0, 0)? (07 1, 0)7 (17 0, 0)})7

tem dimensdo 2. Na verdade C' é uma cépia do R? no espaco tri-dimensional R3.

Figura 2.1: Representacao do plano aff (4) C R? que é a envoltéria afim do conjunto
A. Veja que aff (A) é o plano z = 1 paralelo ao plano z = 0 do R3.

Definicao 2.7. Dizemos que T : R™ — R™ € uma transformacao linear se satisfaz

as sequintes condigoes:
i. T(u+v)="T(u)+T(v) para quaisquer u,v € R™.

it. T(au) = oT'(u) para quaisquer u € R" e a € R.

12



Observagao 2.5. Alguns autores utilizam a notagdo Tu em vez de T(u), para de-

notar a transformacao linear de u.

Exemplo 2.3. A projecio m : R?* — R, definida por 7((x,y)) = = é uma trans-
formacao linear. De fato, dados (z1,y1), (z2,12) € R* e a € R, temos que:

(21, y1) + (22,92)) = T((21 + T2, 91 + 42)) = 21 + 22 = (21, 1)) + 7((22,Y2))

m(a(z1, 1)) = 7((awy, ay)) = axy = am((21,41)).-
Teorema 2.2. Sejam {vg, ...,vnm} e {wy,...,wy} conjuntos afim independentes em
R™, com m < n. Eziste uma transformacdao linear T : R™ — R"™ tal que
T(v; — vg) = wj — wy,
para j =1,....m.

Demonstragao. Os conjuntos {vg,...,vm} e {wo,...,w,} sdo afim independentes.
Entéo, da Observagao [2.4] os elementos dos conjuntos V = {v1 — vy, ..., m — v} €
W = {w; —wy, ..., W, —wy} sdo linearmente independentes. Como m < n, podemos
completar os conjuntos V' e W com n—m vetores do R" cada, formando os conjuntos

VR W) / ’_ / ’ n P r_ o
V'={v}, .., v, e W= {w),...,w,} bases do R", onde v = v; — vy e wj = w; —wy

para 7 =1,...,m. Seja u € R", existem tunicos ay, ..., a, € R tal que:
n
=y
Defina T : R™ — R"™ como sendo
n
T(u) = ijl W)

Afirmamos que T" é uma transformacao linear. Com efeito, dados u,v € R" e A € R,

existem tunicos aq, ...,a, € Re fy,..., 8, € R, tal que
u=73 5 a5 ev =730, Biv;
Entao
T(u+v) =T o avf + X5 Bivj) = T (o + Bj)vy) = X5 (e + By)wy.
Mas,

Y (ag + Bpwl =370 el + Y70 Biw = T(u) + T'(v).

Além disso,

T(Au) =T 7 avh) = T30 dayy) = 300 dagwy = Ay 00 awy = AT (u).
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Veja que T'(vj) = T(1.v]) = L.wj = wj}, para todo j = 1,...,n. Em particular para
Jj=1,...,m, temos T'(v; — vy) = w; — wy.
Ul

Exemplo 2.4. Os subconjuntos A, B C R? definidos por:
A={(0,0,1),(0,1,1),(1,0,1)} e B={(1,0,2),(2,0,2),(1,1,2)}

sao afim independentes paralelos ao mesmo subespaco L gerado pelos vetores do
conjunto {(0,1,0),(1,0,0)}. Entdo a transformacao linear T : R® — R3, tal que
T((x,y,2)) = (y,x, z) satisfaz as condi¢oes do problema anterior. Ao plotar a en-
voltéria afim dos conjuntos A e B no R3, observa-se planos paralelos, isto €, aff (A)

pode ser obtida de aff (B) através de uma translagao.

Figura 2.2: Os planos aff (A) e aff (B) representados pela envoltéria afim dos pontos
dos conjuntos A = {X,Y1,21} e B = {X,,Y3, 25}, onde X; = (0,0,1),Y; =
(0,1,1), Z1 = (1,0,1), Xo = (1,0,2),Ys = (2,0,2), Zo = (1,1,2).

Definigcao 2.8. O interior relativo de um conjunto X C R"™ € definido por
ri(X) ={v e af(X): (v+rB)N of(X) C X, para algum r > 0}.
Onde B € a bola unitdria aberta conforme Defini¢do 1.9,

Exemplo 2.5. Considere o subconjunto do R?

14



C={(z,y,0) e R3: 2 +y*> < 1}.

Observe que conjunto aff (C') € o plano z = 0. O interior do conjunto C' é vazio,
entretanto, o congunto ri(C) = {(z,y,0) € R?: 2° + y* < 1}. A figura a sequir

tlustra o conceito de interior relativo.

Figura 2.3: Representacao do interior relativo de um conjunto C' C R3 que é a bola
aberta de dimensao 2 contida no plano z = 0.

2.2 Hiperplanos

Defini¢ao 2.9. Um hiperplano H C R™ é um conjunto afim (n — 1)-dimensional.

Observacao 2.6. Pelo Teorema |2.1,, H ¢ paralelo a um unico subespaco L de di-
mensao n — 1. FEscrevemos H = L + a para algum a € R™. FExiste um elemento
b € R™, que pertence ao subespago ortogonal L*, tal que para todo v € L, (v,b) = 0.

Entao

H={v+a:vel}={v+a: (v,b) =0,veR"} ={w: (w—a,b) =0,weR"} =
{w: (w,b) = c,w € R"},

onde ¢ = (a,b). O elemento b € R™ € chamado de vetor normal ao hiperplano H.
Observe que b nao € unico. De fato, para todo A € R se b € normal ao hiperplano,

entao \b também € normal.
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Exemplo 2.6. O conjunto H = {(x,y) € R*: y = 2z} é um hiperplano no R?,
representado pela reta de inclinagao 2 que passa pela origem. Um vetor normal a
reta € o (—2,1).

-5

Figura 2.4: Representacao de um hiperplano H e seu vetor normal v no R%. No caso
do R? um hiperplano é uma reta, ou seja, um conjunto afim unidimensional.

Teorema 2.3. Dados os elementos b € R™ e B uma matriz real m x n, entao o
conjunto S = {v € R": Bv = b} é um conjunto afim. Adicionalmente, todo conjunto

afim pode ser representado dessa forma.

Demonstracao. Considere u,v € S. Entao, dados o, 8 € R, com o + § = 1, tem-se
que B(au + fv) = aBu + fBv = ab+ b = b. Seja S C R™ um conjunto afim
de dimensao m < n. Entao, pelo Teorema S é paralelo a um unico subespaco
L C R" de dimensao n — m, ou seja, existe a € R", tal que, S = L + a. Seja
{v1, ..., v} uma base para Lt. Entao

L= (LY ={ueR": (u,v;) =0} = {u € R": Bu=0}.
Onde B é a matriz m x n em que as linhas sao os vetores {vy, ..., v, }. Dado v € S,

podemos escrever v = u + a, com u € L. Entao

Bv = Bu+ Ba = Ba =b.
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Observacao 2.7. O conjunto S definido no Teorema ¢ uma intersecao finita
de m hiperplanos. Com efeito, sejam ly, ...,l,, os vetores representando as linhas da

matriz B, e seja H; = {v € R": (l;,v) = b;} parai=1,...,m, entio S = (<, Hi.
Corolario 2.4. Todo conjunto afim do R™ € uma intersecao finita de hiperplanos.

Demonstracao. De acordo com Teorema todo conjunto afim pode ser represen-
tado na forma do conjunto S = {v € R": Bv = b}, em que S pode ser representado

pela interseccao finita de hiperplanos. O
Definicao 2.10. O semiespaco fechado é definido pelo conjunto
S={veR": (v,b) <c}, comb#0.

A fronteira do semiespaco € o hiperplano e o interior do semiespaco € um semiespaco
aberto do R".

Observacao 2.8. Um hiperplano divide o R™ em dois semiespacos.

Exemplo 2.7. Seja H = {(z,y,2) € R3: 2 + 2y + 32 = 0} um hiperplano no
R3. H divide o espaco R® em duas regioes denominadas semiespacos abertos do R3

representadas por

HS1={(z,y,2) € R®: x + 2y + 32 > 0},
HS2 ={(z,y,2) € R®: x + 2y + 3z < 0}.

O vetor normal ao plano H é v = (1,2,3), conforme figura a sequir.

Figura 2.5: Representacao de um Hiperplano H e seu vetor normal v no R3. No
caso do R? um Hiperplano ¢ um plano, ou seja, um conjunto afim bidimensional.
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2.3 Conjuntos Convexos

Definicao 2.11. Um conjunto S C R™ é denominado convexo, se para quaisquer
uwveSed<O<1, tem-se (1—0)u+0v e S. Ou seja, todo segmento de reta que

conecta dois pontos distintos do conjunto convexo, estd contido neste conjunto.
Observagao 2.9. Todo conjunto afim é um conjunto convexo.

Exemplo 2.8. O conjunto A = {(z,y) € R*: x+y = 0} € afim e convero, entretanto

o conjunto B = (0,1) € R ¢ convexo, porém nao é afim.

Exemplo 2.9. Um n-dgono regular é um conjunto convezo.

18  -16  -14 12 -10 -8 -6

-6

-8

Figura 2.6: Representacao de um poligono regular de 6 lados no R? que é um exemplo
de um conjunto convexo.

Teorema 2.5. Considere {S,: a € I} uma familia de conjuntos convezxos do R™.
Entao X = (S, € convezo.

Demonstracao. Dados dois elementos v,v € X, entao u,v € S,, para todo a € I.
Seja A € [0, 1]. Pela convexidade dos conjuntos da familia, (1 — A)u+ v € S, para
todo a € I. Portanto, (1 — N)u+ \v € X. O

Definicao 2.12. Seja S C R". A combinagdo convexa dos elementos de vy, va, ..., v €

S € definida pela soma:

917}1 —+ 92’02 + ...+ kak, onde (91,92, ,Gk c RJr € 61 -+ 92 + ...+ Hk =1.
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Posto isso, temos o seguinte teorema:

Teorema 2.6. Um conjunto S C R™ é convero se, e somente se, contém toda

combinacao convexra de seus elementos.

Demonstragcao. A prova é feita por inducao, sendo similar a demonstragao da Pro-

posicao [2.2] Para maiores detalhes, ver [16], Capitulo 2, Teorema 2.2. O

Definigao 2.13 (Envoltéria Convexa). A envoltdria convera de um subconjunto
S C R" denominada conv(S) € definida como a interse¢ao de todos os conjuntos

convexos que contém S.

Observagao 2.10. De acordo com Teorema conv(S) € o menor conjunto con-

vexo que contém S, ou seja, se X € convexo, tal que, S C X, entao conv(S) C X.
Exemplo 2.10. Considere o conjunto Q C R?, definido por:
Q={(z,y) eR?: —3<z<-1le —-1<y<1}U{(-3,1),(-1,1)}.
O conjunto Q) nao é convexo pois (—3,1),(—1,1) € Q, porém
(—=2,1)=1/2(=3,1)+1/2(-1,1) ¢ Q.
A envoltoria convexa de Q) € definida por:
conv(Q) = {(z,y) eR?: —3<r<-1le —1<y<1}.

A figura a sequir ilustra este exemplo, onde para melhor visualizacdo representamos
0s conjuntos @ e conv(Q) + (4,0).

A B A B
L @ e @
(@) Pnnv(Q_)_—h(4yﬂ\
C D c! D'

Figura 2.7: Representacao do conjunto () a esquerda e sua envoltdria convexa trans-
ladada pelo vetor (4,0) € R? a direita.
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Teorema 2.7. Considere um subconjunto X C R™. Entdo
conv(X) = {Zle aju;: a; >0, Z?:l aj=1,u; € X,k e N}
Demonstracao. Defina o conjunto
Y ={¥F oju;a; >0, 38 a;=1,u; € X,k €N}
Veja que Y é convexo, pois dados u,v € Y e 6 € [0, 1], podemos escrever
k !
u= Zj=1 Qju; e v = Zj=1 Ajv;.
Dai,
(1—=0)u+0ov= E?:l(l —0)oju; + 22:1 fM\v; € Y, pois
k l k 1
Zj=1(1 —0)a; + ijl N, =(1—0) Zj=1 a; + szzl Aj=1-0+0=1.
Do Teorema [2.6, se Z é convexo tal que Z O X, entao Z contém todas as com-

binacoes convexas dos elementos de X. Logo Z O Y. Portanto, Y é o menor

conjunto convexo que contém X, dai Y = conv(X). O

Observagao 2.11. Um conjunto definido pela envoltoria convexa de um miumero

finito de pontos € denominado poliedro convezo.

Figura 2.8: A envoltéria convexa de 4 pontos do R? definindo uma piramide de base
triangular que é um conjunto convexo.

Definigao 2.14. O conjunto L = {vg, vy, ..., v} C R"™ € denominado afim-independente

se {vy — vy, Vg — Vg..., vk — Vo } for um conjunto linearmente independente.
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Definigao 2.15. A dimensdo de um conjunto convexo S C R™ € a dimensdo da sua

envoltdria afim, conforme Defini¢dio 2.5,

Observagao 2.12. A enwvoltoria convexa do conjunto afim independente conforme
Definicao ¢ denominada de um simplex k-dimensional, onde vy, vy, ...,V SG0
os vértices deste simplex. Por exemplo, para k = 0,1,2 ou 3, a envoltéria convexa

¢ um ponto, um segmento de reta, um triangulo ou um tetraedro, respectivamente.

Observacao 2.13. Os semiespacos abertos ou fechados conforme Definicao

sao exemplos de conjuntos convexos. Com efeito, considere o sequinte semiespaco
HS ={v e R™"(v,b) > c}, comb#0.
Dados v,w e HS e 0 <60 <1, tem-se
(1 =0)v+0w),b) = (1 —0)(v,b) + 0{w,b) > (1 —0)c+ 0Oc = c.
Portanto, (1 —0)v+ 60w € HS.

Nas figuras a seguir, observe alguns exemplos de conjuntos convexos, nao-convexos

e envoltoria convexa.

Figura 2.9: A figura representa um estrela no R? com vértices A,F,B,G,C,H,D,IE,J
que é um conjunto nao convexo. Sua envoltéria convexa representada pelo pentagono
A B,C,D,E incluindo seus vértices e arestas.
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Figura 2.10: A figura representa um poligono nao convexo no R? com vértices
A,B,C,D,E. Sua envoltéria convexa representada pelo quadrado A’.B’,C’ E’ in-
cluindo seus vértices e arestas transladado pelo vetor (5,0) é mostrado a direita.

Figura 2.11: Temos a representacao de um setor circular no R? que é um conjunto
nao convexo e a direita a sua envoltdria convexa transladada pelo vetor (8,0).
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2.4 Operacoes que Preservam Convexidade

A seguir listamos algumas operagoes em conjuntos convexos que preservam a con-

vexidade. A verificacao da preservacao da convexidade pode ser obtida diretamente

da defini¢ao:

ii.

iii.

1v.

V1.

Se S C R"™ é um conjunto convexo, entao —S também é convexo.

Se S C R™ é um conjunto convexo, entdo os conjuntos ri(S) e cl(S) sao

convexos.

Dados {S,}aer uma colecao infinita de conjuntos convexos, entao sua inter-

secgao é convexa, ou seja [,.; Sa é convexa. Por exemplo, um poliedro é a

acl
interseccao de semi-espagos, que sao convexos, logo, é convexo.

A imagem de um conjunto convexo através de uma transformacao linear é

’

convexa. Ou seja, se S C R™ é convexo e T': R® — R™ é uma transformacao

linear o conjunto 7'(.S) C R™ é convexo.

A convexidade é preservada pela soma e multiplicacao por escalar. Noutras

palavras, dados S1, So C R™ conjuntos convexos e A € R, a soma
SitSy={ueR"u=v+w,ondev €S ewe Sy}.
e o produto
ASt ={ ueR": ue S}

sao conjuntos convexos. Portanto, a combinacgao linear de conjuntos convexos

é um conjunto convexo.

O produto cartesiano de conjuntos convexos é convexo. Noutras palavras,

dados S1,. 55 C R™ conjuntos convexos, o produto cartesiano
S xSy ={ueR*: u=(v,w),onde v €S ew€ Sy}.

é um conjunto convexo.
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2.5 Exemplos de Conjuntos Convexos

Nesta segao apresentaremos alguns exemplos de conjuntos convexos para ilustrar
o conceito. Algumas convencgoes a serem utilizadas nos exemplos estao definidas a

seguir.

Definicao 2.16. Representaremos por conven¢ao um elemento v € R™ como um

vetor coluna que € na verdade uma matriz n X 1.

Definicao 2.17. Uma matriz quadrada real n x n P é simétrica quando P = PT. A
matriz quadrada P € positiva definida quando para todo v € R", tem-se vI Pv > 0.

Quando vI' Pv > 0 para todo v € R", dizemos que P ¢é positiva semi-definida.

2.5.1 Elipsodide

Um elipséide de centro na origem é definido pelo conjunto
Y={veR": TP v<1},

onde P é uma matriz real invertivel n X n simétrica e positiva definida. O elipséide
é um conjunto convexo. Com efeito, seja A = P~' = (a;)ijen € dados u =
(U, ey Up), v = (v, ...,0,) € X et €]0,1] entao:

(1= t)u+ t0)TA((1 — tyu + tv) =
(1 —t)*u” Au+ 20" Av + 2t(1 — t)u” Av <
(1 — t)2 + t2 + (Zt - 2t2) Z UV Qg5 S

1<i,5<n
1= 2t 4207+ (2t — 2%) > (uf +v])ay;/2 <
1<4,5<n

1 — 2t + 2% + (2t — 2t*) (v’ Au + 0T Av) /2 <
1—2t+262 + (2t —2tH(1+1)/2 = 1.

Os comprimentos dos semieixos sao os valores y/A;, onde \; para j = 1,...,n sao
os autovalores de P. A figura a seguir ilustra um elipsoide no R3, onde
1 00
P=10 40
009
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Figura 2.12: A figura acima ilustra um elipsoide no R? representado pelo conjunto
E={(z,y,2) eR*: 2?4+ ¢y?*/4+22/9< 1} ={v e R*: vTP v < 1}
2.5.2 Cone Normado
Um cone normado é o conjunto definido pelo conjunto
C={(v,t) e R"": o] <},

onde v € R™. Afirmamos que o cone normado é um conjunto convexo. Com efeito,
se (v1,t1) e (vg,t9) € C e €[0,1], entdo ||(1 — @)vy + Ova|| < (1—6) o] +6 ||ve] <
(1 —=0)t; + 0ty = (1 —0)(v1,t1) + 0(v2, t2) € C. A figura a seguir ilustra o cone

normado no R3.
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Figura 2.13: A figura acima ilustra um cone normado no R? definido pelo conjunto
C={(z,y,2) eR3: 2? +¢y*> < 2,2 < 3}.

2.6 Cones

Definigao 2.18. Um conjunto K C R" é denominado cone, se para quaisquer v € K
e €[0,00), tem-se v € K.

Definicao 2.19. O conjunto K C R"™ € um cone convexo se para quaisquer v,w € K
e 01,05 € [0,00), tem-se 61v + Ow € K.

Definicao 2.20 (Combinagao Conica). A combinacao conica dos elementos
V1, Vg, ..., U € K
€ definida pela soma
0rv1 + Oovg + ... + O g,
onde 61,05, ...,0; € [0,00).
Proposicao 2.4. Seja {K,: a € I} uma familia de cones do R™. O conjunto
C = Naes Ko

é um cone.
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Demonstracao. Seja u € C' e 6 > 0, temos que u € K, para todo o € I. Entao,
Ou € K, paratodo a € I = 0u € C. n

Definigao 2.21 (Envoltéria Conica). Dado X C R", a envoltdria conica de X,

denotado por cone(X) € a intersecao de todos os cones que contém X.
Proposigao 2.5. Seja X CR"™. A envoltoria conica de X € o conjunto

cone(X) = k Oiu;: keNO: >0,u; € X¢.
77 J J

j=1
Demonstracao. A demonstracao é feita em 3 passos utilizando o principio da indugao

similar & demonstracao da Proposicao [2.2] e do Teorema [2.3] O

Teorema 2.8. O conjunto K C R™ é um cone convexo se, e somente se, € fechado

sobre a adi¢ao e sobre a multiplicacao por um escalar nao negativo.

Demonstragdo. Se K é um cone convexo, entao pela Defini¢ao [2.19] dados u,v € K
e a,0 > 0, tem-se au + v € K. Em particular, se « = 6 = 1 tem-se u + v € K.
Similarmente, se « = 1 e § = 0 tem-se au € K. Por outro lado, se K é fechado sobre
a adigao e a multiplicagao por escalar nao negativo, entao dados u,v € K e a,0 > 0
quaisquer, au € K e v € K = au+ 0v € K, logo, de acordo com a Definicao [2.19

K é um cone convexo. O

Exemplo 2.11. No R? temos o ezemplo do cone definido pelo quadrante dos valores

de coordenadas positivos, ou seja,
K={(z,y)eR? ;x>0ey >0}
K € a envoltoria conica do conjunto

C={(z,y) eR%: (x =12+ (y—1)2 < 1}.
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=2

Figura 2.14: A figura acima ilustra o circulo unitério de centro (1,1) do R? e sua
envoltoria conica que é o primeiro quadrante conforme Exemplo [2.11]

Definigao 2.22 (Cones Proprios). Um cone K C R™ € dito prdprio, quando satisfaz

as sequintes propriedades:

i. K € convezo e fechado.

i int(K) # 0.

iit. K € direcional, ou seja, se u € K e (—u) € K, entdo u = 0.
Quando o cone nao € proprio, entao ele € denominado improprio.

Definicao 2.23 (Relac¢ao de Ordem). Na teoria de conjuntos dizemos que < € uma

relacdo de ordem parcial de um conjunto A se satisfaz as sequintes condigoes:
i. u < u para todo u € A.
1. Se para u,v € A tem-se u < v ev < u, entao u = v.
1. Se para u,v,w € A tem-se u < v ev < w, entdo u < w.

A relagao de ordem € total, se para quaisquer u,v € A, entao tem-se u < v ou

v < wu, ou seja, para quaisquer dois elementos em A sao compardveis.

28



Definicao 2.24. Seja K C R™ um cone préprio. Definimos uma relagao dos ele-

mentos do R™ a operacao <k tal que dados u,v € R":
u=<gv < v—uc K.
Proposigao 2.6. A relacao da Defini¢ao ¢ uma relagao de ordem parcial.

Demonstracdo. Primeiramente observe que dado u € R”, temos que u =g u, pois
u—u =0 € K. Em seguida, observe que, se para u,v € R"” tem-se u <g vev <k u,
entdo, (u —v) € K e (v—u) € K. Como K é préprio, pela Definigao tem-se
u — v = 0. Por fim, se para u,v,w € R" tem-se u < v e v g w, entao v —u € K

e w—v € K. Pelas Defini¢oes e tem-se que
(v—u)+(w—-v)e K= (w—u) e K.
Entao, u <k w, demonstrando que a relacao é uma ordem parcial. O

Exemplo 2.12. Considere o conjunto K = R} = {u = (uy,...,u,) € R": u; >
0 para todo 1 < j < n}. Observe que K é um cone proprio. Da relagio de ordem

<k, tem-se dados u,v € R":

u =g v <> u; <vj, para todo 1 < j < n.

2.7 Topologia em Conjuntos Convexos

Com respeito a topologia dos conjuntos convexos, algumas propriedades e teore-
mas sao de fundamental importancia para o desenvolvimento de resultados relevantes

desta se¢ao, conforme sera demonstrado nas proposicoes e teoremas a seguir.

Definicao 2.25. A dimensdo de um conjunto convero X C R"™ € a dimensdo da

sua envoltdria afim aff (X) conforme Defini¢ao [2.5]
Definicao 2.26. Dado z € R™ a bola aberta de centro z e raio r > 0 é o conjunto
B(z,r)={z e R": ||z — z|| <r}.

Proposicao 2.7. Dados z € R™ e r > 0, a bola aberta B(z,r) é um conjunto
CONVexo.
Demonstracao. Sejam z,y € B(z,r) e A € [0,1]. Entao

[ =Nz + Ay — 2] = [(1 =Nz + Ay = (1 = Az + A2)|| =
I =Mz = 2) + Ay = 2) | < [(1 =A@ = 2) |+ Ay —2)] =
(T =Nz =zl + Ay = 2l < (1= X)r+Ar =7
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Portanto, (1 — \)z + Ay € B(z,r). O
Proposicao 2.8. Sejam X, Y C R"™ conjuntos converos e o € R. Entao o conjunto
X+aY={z+ay:z€ X,yeY}

é convexo.

Demonstracao. Sejam u,v € (X +aY) e A € [0, 1]. Podemos escrever

U=+ ay;

V=g + Qys.
Para xy,25 € X e yy,y2 € Y. Dai
(I=Nu+v = (1-A)(x14+ay) + A (x2+ay:) = (1 =Nz +Ax2) +a((1—=X)y1 +Ay2).
Como X e Y sao conjuntos convexos, entao

(1-— A)$1'+'AJ@ € X.
(1 - )\)yl + Ay €Y.

Logo, (1 = Nu+ M € X 4+ aY. O

Proposicao 2.9. Seja X C R™ um conjunto convexo. Entao o fecho de X, cl(X) é

CONvVETO.

Demonstragao. Dados z,y € cl(X) e A € [0,1]. Entao existem sequéncias (zy) e

(yx) de X, tal que 2 — = e y,, — y. Defina a sequéncia (z;) tal que
zn = (1= Nz, + Ayn,

para todo n € N. Como X ¢ convexo, entdo (z;) ¢ uma sequéncia de elementos de
X. Afirmamos que a sequéncia (z;) converge e seu limite é (1 — A)x + Ay. Com
efeito, dado € > 0

existe n; € N, tal que para todo n > n; tem-se ||z, — x| <e.

Existe ny € N, tal que para todo n > ny tem-se ||y, — y|| < e.
Seja ng = max{ny, ny}. Entdo, para todo n > ng tem-se

[z = (1 = Mz + Ay)l| = [[(1 = M) (20 = 2) + Myn = y)|| <
1= Aflzn =2l + A llyn —yll < (T = Xe+Are=e.

Portanto (1 — A)z + Ay € cl(X), pois é limite de uma sequéncia em X. ]
Corolario 2.9. A bola fechada unitaria do R™ € conveza.

Proposicao 2.10. Seja X C R™ um conjunto convexo de dimensao n. FEntao o

interior de X, int(X) € convexo.
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Demonstragao. Sejam x,y € int(X) e A € [0,1]. Entao

existe 1 > 0 tal que B(x,ry) C int(X).
Existe mo > 0 tal que B(y,re) C int(X).

Seja r = min{ry,ro}. Afirmamos que z,y € int(X)—B(0,r). Com efeito, o conjunto
int(X)—B0,r) ={z—w: z €int(X),||w|| <r}={l: z€int(X),|z =] <r}

Mas, esse é o conjunto dos [, tal que B(l,r) C int(X), em particular, x e y sao ele-
mentos desse conjunto. Pela Proposicao 2.8} o conjunto int(X) — B(0,r) ¢ convexo,
portanto, (1 — X)x + Ay € int(X) — B(0,r). Por fim, afirmamos que,

int(X) — B(0,r) C int(X).
De fato, se | € int(X)— B(0,r), entao B(l,r) C int(X). Casol ¢ int(X) o conjunto

B(l,r) teria elementos que nao estao em X, absurdo. Logo,
(1 =Nz + Ay € int(X).
]

Teorema 2.10. Seja X C R"™ convexo n-dimensional. Dados x € int(X), y €
cd(X) e0<\<1, tem-se

(1 =Xz + Ay € int(X).
Demonstracao. Dado um t > 0 considere o conjunto
X(t)=X+B(0,t) ={z4w: z€ X,w e B(0,t)}.

Afirmamos que cl(X) C X(t). Suponha que exista z € cl(X), tal que z ¢ X(¢).

Existe uma sequéncia (z;) em X, tal que zp — z. Dai, dado € = ¢/2
existe ng € N tal que para todo n > ng tem-se ||z, — z|| < e =t/2.

Assim, z — z,, € B(0,t) e como z,, € X, terfamos z,, + z — z,, € X(t) = z € X(1),
absurdo.

Como z € int(X), dado 0 < A < 1 qualquer, existe um r > 0, tal que
B(z,r") C X, onde 7’ = (1 4+ X\)r/(1 = \).

Afirmamos, que B((1 —A)z+ Ay, ) C X. Sabemos, que y € X (r), entdo y = z +w,
onde z € X e w € B(0,r). Dali,

I=XNz+dy+w=>1-Nz+Az+w)+w=>1=A)(z+ (1+Nw/(1-X))+ Az
Como ||w|| < r, entao

[+ (1 4+ Nw/(1 = X) — 2] = [[(1+ Nw/(1 = V[ = T+ 1) [w] /(1 =X) <.
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Portanto, (x4 (1+X)w/(1—=X)) € B(x,r") C X. Da convexidade em X, concluimos

que
(I1-=Nz+ A y+weX, comwe B(0,r).

Mas, a equagao acima é equivalente a B((1—\)z+ Ay, ) C X. Portanto concluimos

que
(1 =Nz + Ay € int(X).
O]

Teorema 2.11 (Distancia e projegao). Seja X C R™ um conjunto convezo, fechado
e ndo vazio. Suponha que erista a € R™, tal que a ¢ X. Defina a distancia de a a

X como sendo
d(a,X) =inf{|la —z|| : z € X}.
Entao existe um unico v € X, tal que
d(a, X) = [la — z|.

Demonstragao. Seja d = d(a, X). Observe que d > 0, pois a € R"\ X que é aberto.
Pela propriedade de infimo, podemos construir uma sequéncia (x;) em X, tal que
la — z,]|* < d® + 1/n. Afirmamos que essa sequéncia é de Cauchy. Com efeito,

dados m,n € N, temos da regra do paralelogramo nos elementos a — x,, € a — x,:

0 = 2ll® /4 = lla = @al® /2 + la = 2l /2 = 120 — (20 + 20)|* /4 =
la = zall* /24 lla = 2l /2 = lla = (2 +2m)/2]]"

Como X ¢ convexo, entdo (x, + x,)/2 € X, logo
la — (zn + 2m) /2|7 > 2.
Portanto,
|2 — Z||” /4 < d?/2 +1/(2n) + d?/2 +1/(2m) — d®> = 1/(2n) + 1/(2m).

Ou seja, para qualquer € > 0, tome N € N tal que N > 4/¢%. Dados n,m > N,

tem-se
|20 = 2”4 < 1/(20) +1/(2m) < /8 + /8 = /4 = ||z, — 5| < €.

Logo, (zx) é uma sequéncia de Cauchy de um subconjunto do R™ que é completo,
portanto converge para x. Como X é fechado, entao x € X. Suponha que exista
um outro elemento y € X que também minimiza a distancia. Novamente, aplicando

a regra do paralelogramo em a — x e a — y, temos
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le =yl /4= lla—z|?/2+ [la—y|* /2 — [la — (z +y)/2|* =
)2+ d2)2 —|la— (x +7v)/2|>.

Como X ¢é convexo, entdo, (x + y)/2 € X, portanto
la = (z +y)/2]* > &
Dali,
lz —yl* /4= d/2+ d/2 — |la — (z +y)/2|] < & —d* = 0.
Absurdo! Logo x é unico. m

Observagao 2.14. Caso no Teorema|2.11) X ndo fosse um conjunto fechado, ainda
assim teritamos a existéncia de um tunico ponto em cl(X) que minimiza a distancia

de um ponto a € R"\ X ao conjunto convexo X.

Lema 2.1. Seja X C R™ um conjunto convezo, fechado, nao vazio e seja a € R"\ X.

Do Teorema|2.11| existe um unico x € X tal que
d(a, X) = |la—z|.
Entao, para todo y € X, tem-se
(a —x,x—y) >0.
Demonstracao. Suponha que y = x. Dali, tem-se
(a—z,0—y)=(a—x,x—x)=0.
Considere y # x. Suponha por absurdo que
(a —z,x—y)=—c<0.
Tome A € (0, 1], tal que
A< 2¢/ o —ylI*.
Como X é convexo o elemento
r+ ANy —z)eX.
Portanto da definicao de d(a, X)
(a—(x+AMy—2)),a— (x+ Ny —2))) >da,X)?={(a—x,a—1).
Desenvolvendo a inequacao, temos
NMa—z,2— )+ X2 y—z,y—a) > 0= —2c+ Az —y||> > 0= \>2¢/ |z -y,

absurdo!
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2.8 Separacao por Hiperplano

Definicao 2.27. Sejam X, e Xy subconjuntos do R™. Dizemos que o hiperplano H
separa 0s conjuntos X1 e Xy quando X1 estd contido no fecho de um dos semiespagos
definido por H e X5 estd contido no fecho do outro semiespago definido por H. O
hiperplano H separa os conjuntos propriamente, quando os dois conjuntos nao estao
ambos contidos em H. O hiperplano H separa os conjuntos estritamente, quando
existe um € > 0, tal que X1+€B estd contido em um dos semiespacos abertos definido

por H e X9+ €B esta contido no outro semiespaco aberto.

Exemplo 2.13. Sejam H = {(z,y) € R*: y = 22}, C1 = {(x,y) € R?: (z +3)* +
(y—3)2<9} e C2 ={(z,y) € R?: (x — 3)% + (y + 3)* < 9} conjuntos R%. Entdo
dizemos que H separa os conjuntos C'1 e C2 estritamente, pois temos
y>0>zemCle
y<0<zemC2,

nao ocorrendo r =1y = 0 em nenhum dos casos.

-12 -10 -8

Figura 2.15: A figura acima ilustra o Exemplo [2.13 onde observa-se que a reta H
separa estritamente os conjuntos C'1 e C2.

Teorema 2.12. Sejam X; e X conjuntos nao vazios do R". Entao existe um
hiperplano separando X1 e Xo propriamente se, e somente se, existe um b € R, tal

que:
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i. inf{(z,b): z € X1} > sup{(z,b): x € Xp}.
ii. sup{(z,b): x € X;} > inf{(z,b): x € Xy}.
Demonstracao. Considere o seguinte hiperplano que separa os conjuntos X; e Xy
propriamente:
H={zeR": (z,b) =c} onde be R" e c € R.

Entao de acordo com a Definicao [2.27, X; estd contido em um dos semiespacos

definidos por H, digamos
Xy, C{z e R": (x,b) > c}.

Note que sempre podemos considerar o semiespaco acima contendo X7, pois caso
fosse o outro semiespaco, bastaria utilizar os elementos ¥ = —b e ¢ = —c¢ em

substituicao de b e c¢. Dai, X5 esta contido no outro semiespago, ou seja
Xy C{z e R": (x,b) < c}.
Das defini¢oes acima, temos que
inf{(z,b): v € X1} > ¢ > sup{(z,b): v € Xy}.

Suponha sem perda de generalidade que X; nao esteja contido em H, entao existe

um xg € Xi, tal que
(xg,b) > c.
Portanto,
sup{(z,b): x € X1} > (x9,b) > ¢ > sup{(z,b): x € Xo} > inf{(z,b): x € X5}.

Agora, suponha que vale as condicoes i. e 7i.. Da condi¢ao ¢. tome um ¢ € R, tal

que
inf{(z,b): v € X1} > ¢ > sup{(z,b): v € Xo}.
Considere o hiperplano
H={zeR": (z,b) =c} onde be R" e c € R.
Entao, para x € X7, temos:
(x,b) > inf{(z,b): z € X;} >c.
E, para z € X5, temos:
(x,b) < sup{(z,b): z € Xy} <c.
Mostrando que os conjuntos X; e X, estao contidos em semiespacos opostos definidos

por H. Da condicao #i. tome um ¢, tal que
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sup{(z,b): x € X1} > > inf{(x,b): z € X5}.
Suponha sem perda de generalidade que ¢ > ¢. Entao existe um zy € X, tal que
(x0,b) > > c.
Logo, X7 nao esta contido em H, pois xy ¢ H. Portanto, H separa os conjuntos
propriamente. ]

Antes de enunciar o proximo teorema vamos precisar da seguinte defini¢ao.

Definigao 2.28. Seja X C R"™. Dizemos que o conjunto A C X € aberto em X se
dado a € A existe um r > 0, tal que B(a;r)NX C A. O conjunto A € relativamente

aberto se ele é aberto em aff( A).

Teorema 2.13 (Existéncia do Hiperplano). Sejam X C R"™ um conjunto nao vazio,
convexo, relativamente aberto e M C R™ um conjunto afim, tal que M N X =
(0. Entao existe um Hiperplano H contendo M, onde um dos semiespacos abertos

associados com H contém X.
Demonstracao. Se M for um conjunto n — 1-dimensional, M serd um hiperplano no
R", logo existem b € R" e ¢ € R, tal que
M ={z e R": (x,b) = c}.
Como M N X = (), entao

(x,b) # ¢ para todo = € X.

Suponha que existam y, z € X, tal que

(y,b) > c.
(z,b) < c.

Dai, tome A = ((y,b) —¢)/({y,b) — (2,b)) € (0, 1), entao
(1 =Ny +Az,b) =c.

Mas, como y,z € X e X é convexo, entao (1 — A\)y + Az € X, absurdo. Portanto
X estd contido em um dos semiespacos abertos definidos por M. Agora, considere
o caso em que a dimensao de M seja m < n — 1. Vamos demonstrar como construir
um espaco afim M1, tal que a dimensao de M1 ém+1, M C Mle XN M1 = 0.
De acordo com o Teorema [2.1, M é paralelo a um tnico subespago de dimensao m.
Suponha sem perda de generalidade que 0 € M, de tal sorte que M é um subespaco.
Veja que M~ é um subespaco de dimensdao n —m > 2. Logo, existe um subespaco

bidimensional P C M+. Considere o conjunto
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X-M={z—y:zeX,yc M}

Para melhorar a visualizacao dos passos a seguir, podemos enxergar P como o R?
em R"™. Observe que 0 ¢ X — M e X C X — M. Adicionalmente, de acordo com a
Proposigao[2.8) X — M é um conjunto convexo. Defina X’ = PN (X — M). Logo, X’
¢ um conjunto convexo e relativamente aberto, pois X — M é relativamente aberto.

Veja que 0 ¢ X'. Queremos achar um conjunto unidimensional L C P
L ={ax: a € R} para algum x € P.

com LN X' = (. Assim, terfamos LN (X — M) =0 = XN (M+ L) =(. Dai, o
subespaco M1 = M + L seria de dimensao m + 1, com M C M1l e M1NX = (.

Primeiramente, se X’ é vazio tome xy # 0 em P, entao o conjunto
L={azry: a € R}

satisfaz a condicao pretendida. Se X’ possui um tnico elemento, digamos z, escolha

um xo € P, tal que 2y ¢ {az: o € R}. Portanto, o conjunto
L ={azry: a € R}

satisfaz a condicao pretendida. Se X’ é unidimensional, temos duas situacoes. Caso
aff (X’) é uma reta, que nao passa pela origem, basta escolher L, a reta paralela a
esta que passa pela origem. Caso aff (X’) é uma reta que passa pela origem, basta
escolher L, a reta perpendicular a esta que passa pela origem. Por fim, caso X’

tenha dimensao 2 considere a envoltéria conica de X', ou seja
cone(X') = { z: z € X', > 0}.

Como X' C R? é convexo e relativamente aberto, entao cone(X’) é um setor do
plano, em que as semirretas que definem as extremidades do conjunto possuem
angulo nao superior a w. Basta tomar L como a envoltéria afim de uma das retas

da extremidade desse setor. Neste caso, teriamos
LNX' =0=LN(X-M)=0=XnN(M+L)=0.

Portanto, M1 = M+ L sera um conjunto afim que satisfaz as condi¢oes do problema.
A repeticao de n — m — 1 passos acima nos produz um conjunto afim n — 1-
dimensional, que satisfaz as condi¢oes do problema, conforme primeira parte da

demonstracao.

]

Teorema 2.14 (Hiperplano Tangente). Seja X C R™ um conjunto convero, fechado,
nao vazio e seja x € bd(X). Entao existe uma hiperplano H, tal que x € H e X

estd contido em um dos semiespacos fechados definidos por H.
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Demonstracao. Se x € bd(X), entdo x é um ponto de aderéncia de R™ \ X. Entao
existe uma sequéncia de elementos (x;) em R™ \ X que converge para z. Pelo
Teorema [2.11} para cada n € N, existe y, € X, tal que

lxn — ynl| = inf{||z, — 2] : 2 € X}.
Defina a sequéncia (hy) em R™ como
h = (@ = Yn)/ |20 — Yall.
Afirmamos que para qualquer z € X, temos
(hy 2) < (hy yn) < (B, ).

Com efeito, a primeira desigualdade é uma aplicacao direta do Lema[2.1e a segunda

desigualdade é obtida a partir de ||z,, — y,| > 0, pois:

(P T = Yn) = (T = Y, T = Yn) / [|T0 — Yl = |20 — yull > 0.

Veja que ||h,]| = 1 para todo n € N, portanto a sequéncia (hy) pertence a esfera
do R™ que é compacta. Pelo Teorema de Weierstrass (hy) possui uma subsequéncia

convergente. Portanto, temos:

(hn,z) = (h,z) em N; C Ne
(hn, ) — (h,z) em Ny C N.

Chamamos (h,z) = ¢, entdo o conjunto convexo X estd contido em um dos semi-

espacos fechados definido pelo hiperplano
H={weR": (hyw) = c}.
O

Corolario 2.15. Seja X C R™ um conjunto convexo, fechado, nao vazio e seja
x € R"\ X. Entao existe um hiperplano H, tal que x € H e X estd contido em um

dos semiespacos abertos definidos por H.

Demonstracao. Do Teorema [2.11] existe um tnico y € X tal que
d(z, X) = [lv —y|| = d.
Considere o conjunto

C =X + B[0,d).

38



Da Propriedade C' é convexo. Observe que z € bd(C'), entdo do Teorema
existe um hiperplano H, tal que x € H e C estda em um dos semiespacos fechados
definidos por H. Como X C C', X esta contido nesse semiespaco. Afirmamos que
X esta contido no interior desse semiespaco. Com efeito, existem b € R™ nao nulo e
c € R tal que

H={weR": (w,b) =c}e
<Z?b> §C7

para todo z € C. Suponha que exista w € X, tal que (w,b) = ¢. Podemos escrever

z=w+1, com [ € B[0,d] qualquer. Dali,
(w+1,b)y <c= (w,b)+(l,b) <c=(l,b) <0, para todo [ € B|0, d].

Absurdo, pois se | € BJ0,d] entao —I € BJ0,d| e terfamos (l,b) = 0, para todo
[ € B[0,d], mas b # 0. Portanto (z,b) < ¢, para todo z € X. ]

Observacgao 2.15. No caso do Teorema |2.14}, considere u contido no outro semi-
espaco aberto que nao contém X . Entao o hiperplano paralelo ao hiperplano tangente
que passa por u € tal que X estd contido em um dos semiespacos abertos definidos

por esse hiperplano.

Com base nos resultados apresentados acima, podemos enunciar o teorema da
separacao por hiperplano, que é um importante resultado utilizado, principalmente,

na resolucao de problemas de existéncia.

Teorema 2.16. Sejam X1, Xy C R" conjuntos convexos, fechados, nao vazios e
disjuntos. Eziste um hiperplano H que separa os conjuntos X1 e X5. No caso em

que Xo — X1 seja fechado, o hiperplano separa estritamente os conjuntos X e Xs.

Demonstragao. Considere C' = Xo — X;. Observe que C' é convexo, 0 ¢ C e cl(C) é
convexo. Portanto 0 € bd(C') ou 0 € R™\ ¢/(C). Em qualquer caso, o Teorema [2.14]

e o Corolério [2.8| garantem a existéncia de b € R™ nao nulo e ¢ € R tal que

H={w: (w,b)y =c} e
0OeH=c=0e
(z,b) <0,

para todo z € ¢l(C). Em particular, para z € C, (z,b) < 0, dai para quaisquer
reXieye Xy

(y —z,b) < 0= (y,b) < (z,b).

Portanto,
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sup{(y,b): y € Xo} < inf{(x,b): z € X;}.

Tomando um valor d, qualquer, entre o supremo e o infimo da inequagao anterior,

garante a existéncia do hiperplano
H = {w: (w,b) = d}.

separando os conjuntos X7 e X5. No caso em que C seja fechado e 0 ¢ C, o Teorema
[2.17] garante a existéncia de um tnico elemento em z € C' com norma minima. Seja

z = 29 — x1. Defina

b= (x2—x1)/23£06
c={(zg+x1)/2,0) e
H=A{w: (w,b) = c}.

Afirmamos que H separa os conjuntos estritamente. Note que d((z2 + 21)/2, X;) é
atingida de acordo com Teorema em xy € Xy, pois |22 — 21]] ¢ minima em C.
Entao, do Lema temos que para todo x € X

(xa+21)/2 — 21,20 — ) > 0.
Dai
(b, x1 —x) > 0= (2,0) < (x1,0) = (11 — 22)/2,b) + ((z1 +12)/2,b) = c— ||b]|” < c.

Analogamente, para todo y € Xy, temos (y,b) > ¢. Assim, concluimos que H separa
estritamente X; e X5. (]

Observagao 2.16. A condi¢ao do Teorema [2.16 que Xy — X seja fechado ocorre

quando pelo menos um dos conjuntos for limitado e, portanto, compacto no R™.
Exemplo 2.14. Considere os conjuntos convexos do R?:

Cl={(z,y) eR*: 2 <0} e
C2={(z,y) e R*: ay > 1,z > 0}.

E facil verificar que ambos conjuntos sao convexos e fechados, porém nao existe
um hiperplano que separa estritamente os conjuntos. O hiperplano x = 0 separa os

conjuntos de forma ndo estrita.
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Figura 2.16: A figura acima ilustra o Exemplo em que o hiperplano z = 0 nao
separa estritamente os conjuntos convexos fechados C'1 e C2.

No teorema a seguir, apresentamos uma caracterizacao do conjunto convexo fe-

chado como intersecao dos semiespacgos que contém o mesmo.

Teorema 2.17. Seja X C R™ um conjunto convexo e fechado em R™. Entdo X € a

intersecao dos semi-espacos fechados que contém X.

Demonstragdo. Para os casos extremos (X = () ou X = R") o teorema segue da
prépria definigao desses conjuntos. Para os outros casos, seja v € R" \ X. Como X
é fechado, R™\ X é aberto, entao existe um € > 0, tal que B(v,e) C R™\ X. Entao,
de acordo com Teorema existe um hiperplano que separa os conjuntos B(v, €)
e X. Entao X estd contido em um dos semi-espacos fechado desse hiperplano, que
nao contém v, vélido para cada v € R" \ X. Portanto, a interseccao de todos os
semi-espacos, acima construidos, contém todos os pontos de X, porém, nenhum

ponto em R™\ X sendo portanto o conjunto X. O
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Capitulo 3

Funcoes Convexas

Nesta secao, estudaremos sobre as funcgoes convexas e suas propriedades, que
serd fundamental para o entendimento dos capitulos subsequentes. Os conceitos, as
definigoes e os teoremas desse capitulo foram consultados nas referéncias [0, 11, [15]
16).

3.1 A Reta Real Estendida

Em matematica, representamos com simbolo oo para grandezas que assumam
valores tao grande quanto se queira, ou seja, quando os valores sao ilimitados. Por

exemplo, seja f uma funcao real, definida por:
FIR\{(1} =R, f(z)=1/(z 1),
Dizemos que o lim, ,;+ f(z) = 400, pois
Dado M > 0, existe um 0 > 0 tal que se 0 < x — 1 < 4, entao f(x) > M.

Na linguagem formal, a utilizacao de +00 e —oo envolve um trabalho de tratamento
desses casos e muitas vezes torna uma demonstracao complicada e extensa. Portanto,
existe uma forte motivagao para tratar esses elementos como niimeros observando
os cuidados no tratamento das operacoes com os mesmos conforme sera mostrado a

seguir.

Definicao 3.1. A reta real estendida € definida pela inclusao de +00 e —o0 como

valores, ou seja,
R=RU {+00, —0} = [~00, +0c0].

Definig¢ao 3.2. A fungao sgn : R — {—1,0,1} € definida como:

+1, sex <0,
sgn(z) =<0, sex =0,
-1, sex <1
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Propriedade 3.1. Segue abaizo uma lista de propriedades validas quando trabalha-

mos com a reta real estendida.
1. Dizemos que oo = +00.
1. A ordem —oo < oo € vdlida.
iii. 00 + 00 = 00 X 00 = (—00) X (—00) = 0.
. —00 — 00 = (—00) X 00 =00 X (—00) = —00.
V. 00+ T =1x+ 00 =00, para todo x € R.
V. —00 + T =2 — 00 = —00, para todo x € R.
vii. /oo =x/ — oo =0, para todo x € R.
Vit © X 00 = 00 X & = sgn(x) X 0o para todo x # 0 real.
ir. x X (—00) = (—00) X x = sgn(—x) X 0o para todo x # 0 real.
Entretanto algumas operacoes sao indefinidas, das quais podemos citar
i. 00— 00, —00 + 0.
ii. 0 X oo, 0o x 0.
iii. 0o/00.

Observacao 3.1. Conforme mencionado, na reta real estendida podemos atribuir
0s wvalores oo ou —oo. Portanto, podemos dizer que os conjuntos reais que nao
sao limitados superiormente possuem supremo iqual a 0o. Analogamente, conjuntos

reais nao limitados inferiormente possuem infimo igual a —oo.

3.2 Funcoes Convexas

Definicao 3.3 (Dominio de uma funcdo). Seja f : R* — R. O dominio de f ¢

definido pelo conjunto
dom(f) ={z € R": f(z) € finito.}.

Definicao 3.4 (Epigréfico). Seja f : R* — R, com dominio X C R™. Definimos o

epigrafico de f o conjunto

epi(f) = {(z,p) € X x R: f(z) < p}.
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Exemplo 3.1. Seja f : R — R uma fungao real definida por f(x) = 2%/10. Observe

que o dominio da funcio X =R e que o epigrdfico da funcao é o subconjunto do R?

epi(f) = {(z,y) € R*: y > 2*/10}.

EE——
i

Figura 3.1: A figura acima ilustra o Exemplo [3.1| representando o epigrafico de uma
fungao real de uma varidvel e sua interse¢cao com o semiespago {(x,y): y < 10}.
Note que tanto o epigrafico quanto a intersecao sao subconjuntos convexo do R2.

Exemplo 3.2. Seja f : [—7, 7] — [—1,1] uma fun¢do real definida por

f(z) = sin(x).

Observe que o dominio da fungao X = [—m, 7| e que o epigrdfico da fung¢ao € o

subconjunto do R?

epi(f) = {(z,y) € X xR: y > sin(z)}.
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Figura 3.2: A figura acima ilustra o Exemplo [3.2 representando o epigréfico de uma
funcao real de uma variavel. Note que o epigrafico, neste caso, nao é um subconjunto
convexo do R?.

Defini¢do 3.5 (Funcoes Convexas). Seja f : R® — R wuma funcdo com dominio

X CR"™ Dizemos que f é convexa quando o conjunto
epi(f) = {(z,p) € X xR: f(z) < p} CR™
for um conjunto convexo.

Observacao 3.2. Nas condigoes da Definicao se epi(f) é um conjunto convezo
entdao o dominio da fun¢ao, dom(f) = X, também é convexro. Com efeito, considere

a aplicagao
T:-R"xXR—=R" T(z,u)=uz.

Afirmamos que T € uma transformacgao linear. Com efeito, dados (z,p),(y,A) €

R" xR e a € R, temos que
T((z,p) + oy, A) =T((x + oy, p+ ad)) =z + ay =T(z, 1) + aT(y,A).

Observe que T'(epi(f)) = X. Logo se epi(f) é convero, X € convexo de acordo com
a Propriedade[2.4), pois € a imagem de um conjunto convezo por uma transformagao

linear.

Definicao 3.6 (Funcio Concava). A funcdo f: R® — R ¢ uma fun¢do céncava se

g:R" =R, tal que g(x) = —f(z) para todo x no dominio de f for convera.

Propriedade 3.2. Considere uma funcio conveza f : R™ — R com dominio X C

R™. Entao dados quaisquer x,y € X e 0 € [0,1] tem-se
f(A=0)z+0y) < (1-0)f(z) +0f(y).

A reciproca também € verdadeira.
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Demonstracao. De acordo com a Defini¢ao , f é convexa quando epi(f) for um

conjunto convexo. Logo dados z,y € X, tem-se

(z, f(2)), (y, f(y)) € epi(f).
Dado 6 € [0, 1] tem-se

(1=0)(z, f(x))+0(y, f(y)) € epi(f) = (1 =0)x+0y, (1-0)f(x)+0(y)) € epi(f).

Portanto

F(L=0)x+0y) < (1—0)f(x) +0f(y).

Suponha que a reciproca seja verdadeira. Dados (x, 1), (y, A) € epi(f) tem-se

f@)<pefly) <A
Dado 6 € [0, 1] considere o seguinte elemento
(1—=0)(x,u) +0(y,\) = ((1 =)z + 0y, (1 — O)pu+ ON).
Da hipétese,
f(A=0)x+0y) < (1-0)f(x) +60f(y) < (1 —0)u+0A

Logo

(1= 0)(x, ) + 0y, A) € epi(f),

concluindo a demonstracao. O]

Definicao 3.7. A funcdo f : R® — R € estritamente conveza, quando o dominio X

for convexo e
f(A=0)z+0y) <(1-0)f(x)+0f(y)
para todos x,y € X e € [0,1].

Observacao 3.3. Considere o conjunto
H={h: h:R" - R}

que € o espaco de todas as fungoes reais. Dados f,g € H e o € R Definimos a soma

e o produto por um escalar conforme a sequir
i. (f+9)(x)=f(x)+g(z), para todo x € dom(f) N dom(g).
ii. (af)(x) = af(z), para todo x € dom(f).

A partir dessas defini¢oes verifica-se que H € um espaco vetorial sobre o corpo dos

reais. Afirmamos que o conjunto
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Q2 ={h:R" = R: h fungdo conveza}.

¢ um subespaco vetorial de H. Com efeito, dados f,g € 2 e a € R, suponha que
X = dom(f) Ndom(g) # 0. Sabemos da Propriedade que X é convezo, logo
dados v,y € X ef € [0,1]

(f +ag)((1 = 0)z + 0y) = f((1 = O)z + 0y) + ag((1 — )z + 0y) <
(1 =0)(f(z) + ag(@)) +0(f(y) + agy)) = (1 = O)(f + ag)(z) + 0(f + ag)(y).

Da Proposi¢ao a fungao f + ag € convexa e, portanto, f 4+ ag € (2.

3.3 Desigualdades de Jensen, Holder e Minkowski

Propriedade 3.3 (Desigualdade de Jensen). Considere uma func¢ao definida na

reta real estendida f : R® — R. Entdo f é convexa se, e somente se,
[0y + oo+ Op) < O1f(21) + .o + O f(21),
onde 0; >0 parai=1,....k e Zle 0, =1.

Demonstragcao. Por inducao em k € N. Para o caso k = 2 o resultado é obtido
a partir da Propriedade [3.2l Suponha que seja valido para algum k € N. Sejam
01, ..., 0x41 reais nao-negativos com soma unitaria. Se ¢,+...40; = 0, entao 0,1 = 1,
a demonstragao segue de imediato. Caso contrario, defina 0} = 6;/(01 + ... + 0),

para i = 1,...,k. Dal, para x; € dom(f), j=1,....,k + 1 tem-se
f<91131 -+ 92132 + ...+ 9k+1xk+1) = f(((91 + ...+ ek)<9/1$1 + ...+ ngk) -+ 9k+1xk+1)-

Porém, pelo caso k = 2, tem-se
k
F(O1+.. 40k (0 21+ 40,2+, 1T 41) < (O1+...+0k) f (Z eg.:cj> + 01 f (@ht1),
j=1

de modo que utilizando a hipétese de indugao com 0] + ... + ), = 1, tem-se

mas, como (6 + ... + 0x)0, = 0; para i = 1, ..., k, a demonstracao se conclui-se. [
Exemplo 3.3 (Desigualdade entre Médias). A utilizacdo de propriedades das fun¢oes
convexas podem resultar em demonstracoes de desigualdade elementares que sao

apresentadas no ensino médio ou superior. E o caso da desigualdade generalizada

entre a média aritmética e a média geométrica. A fungao
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—log : (0,00) = R,

definida mos numeros reais positivos € convexa, pois conforme caracterizacdo a ser
apresentada na secao sequinte temos (—log(z))” = 1/x*> > 0. Dados A1, Aa, ..\,

reais positivos com soma unitdria € Ty, To, ..., T,, Teais Positivos quaisquer, tem-se
—log(Mz1 + oo + AnTim) < —Mlog(xq) — ... — A\plog(x,y,).

A partir da desigualdade acima, concluimos a desiqualdade generalizada entre médias,

ou seja:
ML+ o+ AT > x?la:%‘?..a:;\nm.
No caso particular em que \y = ... = \,, = 1/m, tem-se

1+ 2o+ ...+ T,
m

> (xlxg...xm)l/m.

Propriedade 3.4 (Desigualdade de Holder). Considere (ay) e (by), sequéncias fi-
nitas de niumeros reais ou complexos e dados p,q > 1, reais, tais que 1/p+1/q = 1.

Logo,

| Z?:l ajb;| < (Z?:l |aj|p)1/p(27:1 [b;]9)1/4.

q imei n 1P — 50 a4, —
Demonstragdo. Primeiramente, observe que se » ', |a;[P = 0, entdo a; = 0, para
todo j; concluindo a demonstragao. De forma analoga, a afirmacao vale para

sequéncia (bg). Portanto, vamos considerar os casos em que

t= (2 laP)? >0,
w = (325 b)Y > 0.

Veja que a inequacao ¢ homogenea, ou seja, dado s > 0, substituir sa; em vez de

a;, nao altera o resultado da inequagao. Portanto, considere as substituigoes

a; — a;/t, para todo 1 < i < n.
b; — b;/w, para todo 1 < i < n.

Logo,

| 2 5= (a /) (b fw)| < 525y [(as /1) (bs/w)l = 325 (lasl /£)(1b5] /w),

utilizando a desigualdade triangular. Veja que,

> agl /) (bl fw) = 325 (aglP /2) VP (o] fw?) V1.
Mas,

>y (lag [P /e2) P ([bs | fwt) 0 < (1/p) 307 (lagl? /47) + (1/q) 325 ([bs]7/w),
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utilizando a desigualdade generalizada entre as médias com pesos 1/p e 1/q do
Exemplo [3.3] Agora, observe que

i (laglP/t7) = 1.
> j—1([b;]7/w?) = 1.

Portanto,
|25 (a;/t)(bj/w) < 1/p+1/g=1.
Dai,
|30 (a/t) (b /w)| < 1=

= | 27y ab;| < [Hlw] = tw = (7 fa;P)P (25, 11910,

]

Definicao 3.8. Seja p um numero real com 1 < p < oo. Definimos um espaco das

sequéncias de nimeros reais (p-somdveis) como o conjunto:
" = {(ar)rz1: 2 |agl” < oo}
Observagao 3.4. Dados (a), (by) € 7 e a € R, considere as operagoes
i. (ag)+ (bg) = (cx), quando ¢; = a; + b;, para todo j € N.
ii. a(ag) = (cx), quando ¢; = aa;, para todo j € N.

Com essas definicoes, constatamos que o espacgo £P é um espaco vetorial. Parap > 1

definimos a fungao ||.[|, : €7 :— Ry

I(ar)ll, = (3 lag "),

A fungao estd bem definida, conforme definicao do espaco P. Um resultado inte-
ressante € que essa funcao representa, de fato, uma norma em (P. Para demonstrar

1850, utilizaremos a Desigualdade de Minkowsk:.

Propriedade 3.5 (Desigualdade de Minkowski). Considere (ay), (bx) € 0, p > 1.
Com a introdugao da fungdo .||, na Observag&o vale

1(ax) + (o)l < [ (an)ll, + 11(x)]l,,-
Demonstracao. Primeiramente, observe que

I(ax) + (be)l, = (3 la; + b;[P)/» > 0.

Se este termo ¢é nulo, entao
0< (3 Jag )P+ (3 1657)7 = (@), + 10l
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concluindo a demonstragao. Portanto, considere o caso em que o lado esquerdo da

desigualdade seja positivo. Defina

A= (1Ol /Ul Car)ll, + 1 R)l,)-

Observe que 0 < A < 1. Vejaquese A = 0, entao |[(b)[[, = 0 = (b) = 0, concluindo
a demonstracao. O mesmo ocorre para caso A = 1.

Considere que 0 < A < 1. Defina as sequéncias (z) e (yx) tal que:
zj=a;/(1 —X)ey; =b;/\, para todo j € N.

Veja que para z € R e p > 1, real, tem-se que a funcao |z|P é convexa. Dai, pela

Desigualdade de Jensen, para cada 7 € N tem-se
Jaj + b7 = [(1 = Nz + Ays P < (1= NP + My P =g/ (1= NP~ + by P/ A

Somando para todos os termos da sequéncia terfamos:

(ax) + (D)l < @)l /(1= AP+ (1)l /A

Substituindo A, tem-se

)l /(L= 2P~ + 1@l /A = Hlaw) + Gl (@)l + 1)),

concluindo a demonstracao. ]

3.4 Caracterizacao das Funcoes Convexas

Os lemas e teoremas a seguir auxiliarao na caracterizagao de fungoes convexas.
Lema 3.1. Seja f : [a,b] — R uma funcgdo definida num intervalo real I = [a,b]
com a <b. Se f é convexa, entdo, para qualquer c € (a,b), tem-se

flo-fl@) ~ [0)-fla) ~ fO)—-f(c)

c—a b—a b—c

Demonstracao. Seja A € [0,1], com A = (¢ — a)/(b— a). Observe que:
c=(1—MNa+ b
Dai, como f é convexa:
f(e) = f((1=Na+Ab) < (1= A)f(a) + Af(D).

Logo,
fle) = fla) < A(f(b) — f(a)).
Substituindo A, segue a primeira desigualdade. A segunda desigualdade é obtida de

maneira andloga considerando A = (b —¢)/(b — a). O
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Teorema 3.1. Seja f: I — R uma fungao derivavel, onde I C R é um intervalo.

Entao as sequintes afirmacoes sao equivalentes:
i. A funcao f € convexa.
it. A derivada [’ : 1 — R € nao-decrescente.
iii. Para quaisquer a,x € I tem-se f(x) > f(a) + f'(a)(x — a).

Observacao 3.5. O intervalo I C R do Teorema|3.1] é um conjunto convezo, pois

¢ um intervalo na reta real.

Demonstragao. Primeiramente, considere que a funcao f seja convexa. Sejam a, b €

I quaisquer com a < b. Do Lema 3.1} para todo t € (a,b), tem-se
(f(t) = f(a)/(t —a) < (f(b) — f(¥))/(b—1). (3.1)
Tomando o limite para t — at, a Equacao [3.1] fica:
f'(a) < (f(b) = f(a)/(b—a).
Tomando o limite para t — b~, a Equacao [3.1] fica:
F'b) = (f(b) = f(a)/(b - a).

Portanto, f'(a) < f'(b), concluindo que i. = ii.
Agora, se ii. é verdadeiro. Dados a,z € I. Se a = z, entao iii. segue de imediato.

Se a < x pelo Teorema do Valor Médio existe um ¢ € (a, ), tal que:
file) = (f(x) = f(a))/(z — a).
Por hipétese, f’ é nao-decrescente, logo
f'(a) < f'(e) = (f(z) = f(a))/(z — a),
provando iii. Se x > a pelo Teorema do Valor Médio existe um ¢ € (z,a) tal que:
f'le) = (fla) = f(z))/(a —x).
Por hipétese, f’ é nao-decrescente, logo
f'(a) = f'(c) = (f(a) = f(x))/(a = ).

A desigualdade em 7ii. é demonstrada. Por fim, se i7i. é verdadeiro. Dados a,b € 1

com a < be\e€l0,1]. O intervalo [a,b] C I é convexo, entao
(I=XNa+Xo=cela,b CI.
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Logo, isolando A\ temos
A=(c—a)/(b—a)el—=A=(b—1c)/(b—a).
Da hipétese temos
fla) = f(c) + f'(c)(a —c)
f(b) = fle) + f(e)(b—c).

Multiplicando a inequagao de cima por (b—c) e a de baixo por (c—a), ambos valores

nao-negativos e somando temos
(b—a)f(c) < fa)(b—c)+ f(b)(c - a).
Substituindo os valores de c e identificando os valores de A conclui-se
(L =X)a+Ab) < (1= A)f(a) + Af(b).

Logo f é convexa.
O

Observacao 3.6. Do Teorema se a funcao f for de classe C?, entio f é
conveza se, e somente se, f"(x) > 0 para todo x € dom(f), pois pelo item (b) a
derivada primeira € nao-decrescente. Veja que € fundamental, para a caracterizacao
de convexidade, que o dom(f) seja convexo. Com efeito, seja f: R\ {0} — R, tal
que f(z) = 2. Observe que f"(z) > 0, porém f ndo é convezxa, pois seu dominio

nao o €.

Observacgao 3.7. O Teorema |3.1| caracteriza fun¢oes convexas derivdveis em di-
mensao 1. Para a caracterizacao de fungoes converas de dimensao finita, superior

a 1, precisaremos do sequinte teorema.

Teorema 3.2. A funcao f : R™ — R € conveza se, e somente se, sua restri¢cao a
qualquer segmento de reta no seu dominio for convexa. Noutras palavras, dados a €
dom(f) ev € R", tal que a +tv € dom(f), parat € I, onde I C R € um intervalo,
entao f € conveza, se e somente se, g : I — R, definida por g(t) = f(a + tv) for

conveza, desde que dom(f) seja convexo.

Demonstracao. Suponha que f seja convexa. Entdo dados A € [0,1] e t,s € I,

tem-se

g(L =Nt +As) = fla+ ((L =Nt + As)v) = f((1 = N)(a + tv) + Aa + sv)).
Veja que a + tv,a + sv € dom(f), entdo da convexidade de f
F((I=XN(a+tv)+Aa+sv) < (1=N)fla+tv) +Af(a+sv) = (1—N)g(t) + Ag(s).
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Logo g é convexa. Por outro lado, suponha que qualquer restricao a um segmento

de reta no dom(f) seja convexo. Entao dados a,b € dom(f) e X € [0,1], tem-se
F((1=XNa+Xb) = fla+ A(b—a)).
Defina g : [0,1] = R com g(t) = f(a + t(b — a)). Da convexidade de g tem-se
g(A) = g((1 = A0+ A1) < (1= A)g(0) + Ag(1) = (1 = A)f(a) + Af(b).
Observe que da defini¢ao g(A) = f((1 — A)a + Ab), concluindo a demonstragao. [

Observacgao 3.8. Dos Teoremas e concluimos que para quaisquer u,v €

dom(f) tem-se que f € C' € conveza se, e somente se,

f(0) = f(u) + (VI (u),v —u),

demonstrando a condi¢do de convexidade para o caso de fungoes diferencidveis no
R™. De maneira andloga, para funcoes de classe C?, f é convexa se, e somente se,

a forma quadrdtica hessiana de f for nao-negativa.

Definicao 3.9. Seja S C R™ um conjunto aberto, convexro e nao-vazio. Seja f :

S — R uma funcao diferencidvel. Dizemos que o ponto a € S € critico quando
Vf(a)=0.

Teorema 3.3. Todo ponto critico de uma fungdo conveza (resp. concava) f : S — R

de classe C* é um ponto de minimo global (resp. mdzimo global).

Demonstracao. Ver [11], pagina 79, Corolario 7. ]

3.5 Exemplos de Funcoes Convexas e Proprieda-
des

Nesta se¢ao, apresentaremos alguns exemplos de func¢oes convexas reais cuja a
sua convexidade pode ser verificada pela aplicacao direta dos teoremas da segao

anterior.

i. f:R—=R, f(zr) =", onde o € R, constante.

ii. p: R =R, p(x) = {Zjoajxﬂ, Se/x.Z 0,a; >0,Vj > 2
00, caso contrario
) —al >0,a>0
iii'f:R%R,f(x):{ alogr, se x , o >

00, caso contrario
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iv. f:R" - R, com f(zr) = a(Qz,x), onde ) é uma matriz quadrada n x n,
simétrica e positiva semi-definida, ou seja, para todo y € R", yTQy > 0 e
a > 0.

Definicao 3.10. Uma funcio conveza f : R — R € considerada prépria se satisfaz

as sequintes condigoes:
i. epi(f) # 0.
ii. dom(f) # 0.
iii. f(x) > —o0, para todo x € dom(f).

A funcao que nao satisfaz alguma das propriedades acima é dita imprépria.
Quando nao explicitamente mencionado de forma contraria, nesse trabalho vamos

considerar apenas as fungoes convexas préprias.
Exemplo 3.4. A fun¢io f: R — [—00,+00| definida por

+oo  se|z| <1,
fx) =50 selz[=1,

—oo  se x| >1
¢ impropria.
A seguir, apresentamos um importante teorema com respeito as funcoes convexas.

Teorema 3.4. Seja f : R" — R uma fun¢do convera e a € [—00, 0] qualquer. O

conjunto de nivel {v: f(v) < a} é convezo.

Demonstracao. Dado um « qualquer, se o conjunto é vazio ou possui apenas um
elemento, a conclusao é imediata. Caso contrario, sejam u,v € R" elementos do

conjunto de nivel e 0 < A < 1. Entao, pela convexidade de f, tem-se
fAu+ (1 =XNv) < Af(u) + (1 =N f(v) < Ada+ (1 —-Na=a.

Portanto, Au + (1 — A)v é também um elemento do conjunto de nivel, concluindo a

demonstracao. O]

Observacao 3.9. Observe que poderiamos ter utilizado a desigualdade estrita na
definicao do conjunto de nivel, concluindo o mesmo resultado. Observe ainda que
o congunto de nivel {v: f(v) < a} € a intersec¢ao em R"™ do conjunto epi(f) no
hiperplano horizontal {(v,u): p = o} C R tal que o conjunto de nivel, pode ser

visualizado geometricamente, como uma sec¢do horizontal de epi(f).
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Propriedade 3.6 (Fungoes Compostas). Considere uma fun¢io conveza f : R™ —
[—o0, +00] e uma fungdo real convexa ¢ : R — [—o0,+00| nao-decrescente com

¢(+00) = +00. Entio h = ¢o f: R" — [—00,+00] € convera.

Demonstrag¢ao. Dados x,y € R" e A € [0,1]. Entao, da convexidade de f, tem-se
S =Nz +Ay) < (1 =N f(z) +Af(y).

Como ¢ é nao-decrescente e convexa, aplicando a fun¢ao em ambos lados, tem-se

(f((1 =Nz +Ay)) < o((1=A)f(2) + Af(y)) < (1= No(f(x)) + Ao ([ (y))-

Portanto,
h((1 =Nz + Ay) < (1 = A)h(z) + Ah(y).
O

Propriedade 3.7. Sejam f : R" — [—oo0,+o0] e g : R" — [—00,400| fungdes
convezas. Dados a, f > 0 a fungdo h : R™ — [—00,400] definida por:

h(z) = af (x) + By(x).
¢ convexa em dom(h) = dom(f) Ndom(g) # 0 convezo.

Demonstragao. Dados z,y € dom(f) Ndom(g) e A € [0,1]. Entao, da convexidade
de f,g, tem-se

F(A =Nz +Xy) < (1 =N f(z) + ().
g((L =Nz + Ay) < (1= N)g(x) + Ag(y).

Como a, 8 > 0 tem-se

<a(l = A)f(z) +arf(y).
Bg((1 =Nz + Ay) < B(1 = N)g(x) + BAg(y).

Portanto,

h((1 =Nz +My) = af(1—Nz+ Ay) + Bg(1 — Nz + My) <
(1= M(af(x) + Bg(z)) + Maf(y) + Bg(y)) = (1 = A)h(x) + Ah(y).
O

Observagao 3.10. Podemos construir uma func¢do convera no R"™ tomando um

subconjunto convexo F C R" e considerando uma funcao f, tal que

f(z) =inf{p: (z,p) € F}.

Com efeito, dados (x,c),(y,B) € F, com f(z) = a e f(y) = . Como F € um

conjunto convero, dado X\ € [0,1] tem-se
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(I=XN(z,0) +Ay,8) e F=((1—=Nz+ Ay, (1 =XNa+ A3) € F.
Logo, por definicao,
ST =Nz +Ay) < (1 = Aa+ B,
concluindo a demonstracao.

Teorema 3.5. Sejam f1, fo, ..., fr : R" — R funcgoes convexas. Defina f : R" — R

como sendo:

flz) =inf{fi(x1) + ... + felzg): 1 + ... + 2 = x}.
Entao f é uma fung¢do convezxa.

Demonstragao. Defina F; = epi(f;). O conjunto F' = F} + ... + F}, é convexo, pois
é a soma de conjuntos convexos (vide Se¢ao . Por definicao de F', temos que se

(x,p) € Fyentdo x = 21+ ... + o € o = g + ... + g, onde (z;, p;) € F;. Logo
filw) < pi.
Dai,
f(@) < filw) + oo+ falwg) <+ + e = e

Veja que f pode ser construido como f(z) = inf{u: (x,u) € F}. Conforme Ob-

servacao |3.10f como F' é convexo entao f é convexa. n

Dizemos que f definida no teorema anterior é a convolucao infimal de f1, fa, ..., fx.

Denotamos por:
J=h*fax..x fi
Quando ha apenas duas fungoes envolvidas, escrevemos
fxg(x) =infyer{f(z —y) +9(y)}

Veja que, pela demonstracao anterior, a propriedade da convolugao preserva conve-

xidade.

Definicao 3.11. Seja A > 0 e f : R®" — R wma funcdo qualquer. Entao a funcao
(fA\) :R" = R € definida por

(M) = inf{p: (2, ) € Aepi(f)}.

A aplicagao de transformacoes lineares a fungdes convexas, também preservam

convexidade, conforme o teorema a seguir:
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Teorema 3.6. Seja A uma transformagao linear do R™ no R™. Para toda fun¢ao
conveza g : R™ — R, a fungio gA : R — R, definida por gA(x) = g(A(z)) €
convexa. Adicionalmente, para toda fun¢ao convexra h : R® — R, a fungcao Ah :
R™ — R definida por (Ah)(y) = inf{h(z): Az =y} é conveza.

Demonstragao. Ver [16]. O

3.6 Funcoes Semicontinuas Inferiormente

Defini¢ao 3.12. Uma funcgdao f : R" — (—o0, +00| € semicontinua, inferiormente,
emu € R™, se f(u) existe e dado X\ € R qualquer, tal que \ < f(u), existe um 6 > 0,
tal que:

A < f(v), para todo v € B(u;d).

A fungao é dita semicontinua inferiormente (sci) se ela for semicontinua inferi-

ormente em todo u € R™.

Proposicao 3.1. Uma funcao f: R" — (—o0,400], € sci em v € R" se, e somente
se:

flv) < lim f(v;)

1—00

para toda sequéncia {vg tren de R™ que converge para v e que o limite de f(vy) existe.

Demonstragao. Considere a sequéncia {vy}ren de R™ que converge para v e seja

limkeN f(vk) = L.
Suponha que L < f(v). Escolha L' € R, tal que
L<L'< f(v).

Como f é sci, existe um 6 > 0, tal que f(w) > L' para todo w € B(v;d). Como vy, —
v, dado § existe um kg € N, tal que vy, € B(v;d) para todo k > ky. Portanto f(vg) >
L', o que é um absurdo, pois f(vy) deve-se aproximar de L para k suficientemente
grande, nao podendo estd a uma distancia L' — L do seu limite. Por outro lado,
considere a sequéncia {vg bren de R™ que converge para v e que o limgey f(vy) = L.
Seja A < f(v) < L. Pela convergéncia da sequéncia {f(vx)}, dado € = (L — \),
existird ko € N, tal que para todo k > ko, |f(vx) — L] < e = (L —X) = f(vg) > A,

portanto f é sci. O

Para fungoes semicontinua inferiormente podemos anunciar as seguintes propri-

edades:
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Propriedade 3.8. Sejam f,g : R" — (—o00,+00| fungoes sci e « > 0. Entao a
fungao h : R" — (—o0, +00] definida por

h(z) = af(z) + g(z).
€ sci.
Demonstragao. Dado u € R™ qualquer, h(u) estd bem definida, pois as fungoes f, g

sao por hipétese sci em todo R"™. Considere A € R tal que A < h(u). Escolha
A1, Ao € R tal que

M= (A= g(u)/a.
A2 = (A —af(u)).

Observe que por construcao, A\; < f(u) e Ay < g(u). Logo existem dy, Jy tal que

f(v) < A\j para todo v € B(u;d1).
g(v) < A2 para todo v € B(u; ds).

Seja 0 = min{dy, d2}. Entdo, para todo v € B(u;d), temos
h(v) = af (V) + g(v) < Xy + Ag = 2X — h(u) < \.
]

Propriedade 3.9. Seja (fo)aer uma familia de fungoes sci definidas em todo o R™.

Logo a fungao sup,e; fa, definida como:

(Sup fa) () = sup fa(x)
ael acl
¢ sci.
Demonstragcao. Primeiramente observe que para cada o € I a funcao
fo : R" = (—00, +0]
é sci, logo estd bem definida. Portanto a funcao
h = (supye; fa) : R" = (—00, 0]

estd bem definida. Dado v € R" e A € R, tal que A < h(u). Dado um € > 0, tal que

A < h(u) — €, existe pelo menos um indice v € I, tal que
fy(u) > h(u) —e > A
Dai, existe um 0 > 0 tal que
A < fy(v) para todo v € B(u;9).

Mas, da definigao de h temos que f,(v) < h(v), concluindo a demonstracao. O
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Observacao 3.11. Poderiamos trabalhar com o conceito de semicontinuidade infe-
rior fraca (scif ), em que as propriedades acima sao, também, satisfeitas. O conceito
de scif € semelhante ao anterior, exceto que a convergéncia da sequéncia € fraca,
o que permite trabalharmos em espacos de Banach reflexivos, em especial, espagos
de Hilbert. No caso de estarmos em espacos euclidianos de dimensao finita, a con-

vergéncia fraca equivale a convergéncia.
A partir das defini¢cbes acima, podemos enunciar o seguinte teorema:
Teorema 3.7. Seja f: R" — (—o0,400]. Entao, as sequintes condi¢des sao equi-
valentes:
i. A fungao f € sci em R™.
ii. O conjunto {u € R": f(u) < B} € fechado para todo € R.

iii. O epi(f) é um conjunto fechado em R™FL,

Demonstracao. Primeiramente, se i. é verdadeiro. Dado € R qualquer. Se nao

existisse u € R™, tal que < f(u), entdo o conjunto
{veR": f(u) <p}=R"
Noutro caso, dado v € R", tal que 8 < f(v), existe um § > 0, tal que
B < f(u), para todo u € B(v;0).

Entao o conjunto {u € R": 5 < f(u)} é a unido de bolas abertas em R™, portanto é
aberto. Logo seu complementar é fechado, concluindo que #i. é verdadeiro. Considere

que 7i. seja verdadeiro. Considere o conjunto complementar de epi(f) definido por
epi(F) = {(z,1): f(2) > .
Seja T : R™*! — R™ uma transformacao linear definida por
T(z,a) =x paraxz € R" e a € R.

Afirmamos que T é continua. Com efeito seja {z; }breny uma sequéncia do R™*! que
converge para z = (z,a). Escrevemos z; = (x;,a;). Para todo € > 0 existe um

N € N, tal que para todo m > N, tem-se
llzm — 2| <e.
onde .|| é a norma Euclidiana. Logo
[m — ll < flzm — 2] <,
mostrando que T(z) — T'(z). Por hipétese, o conjunto

{ueR": f(u) > f}
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é aberto. Logo a imagem inversa de um aberto pela aplicacao continua é aberta.
Mas veja que a reuniao de todos as imagens inversas abertas é exatamente o epi(f)©,

concluindo que de fato epi(f) é fechado. Por fim, se iii. for verdadeiro. O conjunto
epi(f) ={(z,p): f(x) < p}

¢, por hipdtese, fechado. Entao o conjunto
epi(f) = {(x, p): f(x) > p}

¢ aberto. Dado u € R" e A € R, tal que A\ < f(u), temos que (u, \) € epi(f)°, entdao

existe um ¢ > 0, tal que
B((u, \);8) € epi(f)"
Afirmamos que
A < f(v) para todo v € B(u;0).
Com efeito, temos que
10, A) = (u, M| = [lv —u| < 6.

Portanto (v, \) € B((u, A);d) C epi(f)°, concluindo que f é sci. O

3.7 Continuidade e Diferenciabilidade de Funcoes
Convexas

O teorema que apresentamos na sequéncia é um importante resultado sobre con-
tinuidade de fungoes convexas. Mas antes de enunciar e provar o teorema, considere

as seguintes definicoes e lemas:

Definigao 3.13. Seja f : R" — [—o0,+00]. Suponha que a dimensdo de dom(f)
seja n. Defina g : R" — [—o00, +00] uma fungao tal que:
f(x) sex €int(dom(f)).
(o) = { () (dom(f))

i se x € bd(dom(f)) e (x, ) € bd(epi(f)). (32)

Observe que epi(g) = cl(epi(f)). Dizemos que g = cl(f) e chamamos g da
envoltéria sci de f. Ainda, dizemos que f é uma funcao fechada quando f = cl(f)

0 que é equivalente ao conjunto epi(f) ser fechado.

Observagao 3.12. De acordo com o Teorema 3.7 f € fechada se, e somente se, f

€ sci.

Observagao 3.13. Quando o dominio da funcdo f € um conjunto fechado entdo o

epi(f) € fechado.
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Lema 3.2. Seja f : R™ — [—00, +00] uma fun¢ao conveza, propria. Entao a fungao
cl(f), conforme Defini¢ao ¢ uma fungao convexa, propria e fechada, tal que

0s valores de cl(f) coincide com f, exceto em alguns pontos da fronteira relativa do

dom(f).

Demonstracao. Ver [16], Secao 7, Teorema 7.4. ]

Teorema 3.8 (Continuidade). A fun¢do conveza f : R" — [—o0, +00] € continua

em qualquer conjunto aberto e convexo C C dom(f).

Demonstracao. Podemos definir, se necessario, uma outra funcao que seja definida
em C' e identicamente igual a f em C. Portanto, basta demonstrar para o caso de
C = ri(dom(f)). Adicionalmente, podemos considerar o caso em que a dimensao
de dom(f) = n, caso contrario basta tomar uma transformacao linear que leva o
conjunto em dimensao inferior em R"™ que preserva as propriedades de convexidade.
Com essas consideragoes, a demonstracao basta em C = int(dom(f)). Pelo Lema
B2 cl(f)(z) = f(x) para x € C. Portanto, f é sci em C. Dai, precisamos demons-

trar que f é semicontinua superior em C o que é equivalente ao conjunto
F={(z,a) € C xR: f(x) > a}
ser fechado. Mas veja que o conjunto int(epi(f)) definido por
int(epi(f)) = {(z,n) € C x R: f(z) < p}
é aberto, pois C' é aberto. Entao, para qualquer a € R, o conjunto
Fe={(z,a) € C xR: f(z) < a}
é a interseccao entre int(epi(f)) e o semiespago aberto
A={(z,p) e R"™: p<a}

sendo, portanto, um conjunto aberto em R"*!. Logo seu complementar é fechado.
m

Corolario 3.9. Seja f : R™ — [—o00, 00] uma fungao convexa com int(dom(f)) # 0.

Dado x € int(dom(f)) existe um € > 0, tal que
[ € continua em B(x;¢€) C int(dom(f)).

Coroldrio 3.10. Se a fun¢ao convexa f : R" — [—o0,00] for finita em todo R",

entao ela € continua no R™.

Por fim, apresentaremos uma propriedade interessante com respeito a existéncia

de derivada num sentido para funcoes convexas.
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Propriedade 3.10 (Existéncia da derivada direcional). Seja f : R" — R wuma
fungdao convexa com dominio com interior nao vazio. Seja x € int(dom(f)) ey €
R™, tal que exista um A > 0, com x + ty € dom(f), para todo |t| < A. Entdo o
sequinte limite

[z, y) = lim (f(z +ty) — f(x))/t.

t—0t

existe.

Demonstragao. Defina as fungoes g, : R* — R e hy, : RT — R, tal que

gu(t) = (f(z +ty) — f(x))/t e
hy(t) = (=f(z —ty) + f(x))/t,

para [t| < A. Afirmamos que g, é mondtona nao-decrescente e h, é mondtona nao-

crescente. Com efeito, dados A > s > t > 0, tem-se que x + ty pode ser escrito como

uma combinacao convexa de x e x + sy, contido no dominio de f, portanto,
flatty) = f(L=t/s)z+t/s(x+sy)) < (1 —t/s)f(x) +t/sf(z+sy) =
(flz+ty) = f(@)/t < (f(z+sy) = f(2)/s = gy(t) < gy(s).

De maneira andloga, tem-se h,(s) < h,(t). Além disso, da convexidade de f temos
que 2f(x) < f(x + 2ty) + f(z — 2ty), sempre que 0 < 2t < A. Dai, h,(2t) < g,(2t).

Logo g, possui uma cota inferior e como h, é nao-crescente, existira o

infyso(f(z +ty) — f(x))/t.

3.8 A Conjugada de Funcoes Convexas

H& duas formas de caracterizar uma curva no R™. A primeira é como o lugar
geométrico de pontos e a segunda é como envelope de tangentes. Veja na figura a

seguir, um exemplo do grafico de uma conica no R2.
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Figura 3.3: A figura mostra uma parabola no R? representada pelo envelope de
tangentes.

De fato a observagao acima foi demonstrada no Teorema[2.17 A ideia do conju-
gado vem diretamente da afirmacao que o epigrafico de uma funcao convexa prépria
fechada é um conjunto convexo e fechado, o que pode ser entendido como a inter-

seccao de semiespacos fechados do R™™! que contém este conjunto.

Teorema 3.11. Uma func¢dao convera e fechada f : R" — (—o0,00] € o supremo,

ponto a ponto, de uma colegao de fungoes afins h : R™ — R, tal que
h(z) < f(x) para todo x € dom(f).
Demonstragao. Ver [10], Secao 12, Teorema 12.1. ]

Observacao 3.14. De fato, foi demonstrado no Teorema |2.17, que um conjunto
convexo e fechado, é a interseccao dos semiespacos fechados que contém o mesmo.
Portanto a dualidade entre func¢does convexas fechadas e fungoes afins tangentes é
equivalente a dualidade entre o grdfico da funcao e hiperplanos tangentes que €
equivalente a dualidade entre epigraficos convexos fechados e os semiespagos que

contém o mesmo.

Exemplo 3.5. Para exemplificar o Teorema|3.11), considere a sequinte func¢dao con-

vexa e fechada:

f:10,1] = [0,1], tal que f(z) = 2.
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Logo o grdfico de f em R? pode ser visto como o lugar geométrico dos pontos (x, %),
com x € [0,1]. Analogamente, o grdfico de f pode ser observado como o supremo
ponto a ponto das fungoes afim h.(x) = 2x + ¢, tangentes ao grifico de f em cada

ponto do dominio, veja a figura a sequir:

=3 =3
> ®

o
N

-1 -0.8 0.6 0.4 -0.2 0 .2 4 0.6 0.8 1.2

A

Figura 3.4: A figura mostra o grafico da funcao f e das fungoes tangentes ponto a
ponto h cuja a interse¢do dos semiplanos superiores resultara epi(f).

Definigao 3.14. Seja f : R" — [—00,00] uma fungdo convexa e fechada. Defina
1 R" = [—00,00] por

fr(a*) = supepn {(2, 2*) — f(2)}.
Dizemos que f* € a funcdo conjugada de f.

Observagao 3.15. Observamos que a fungao f* estda bem definida. Com efeito,
epi(f) € um conjunto convezro e fechado, portanto, do Teorema para cada
(x, 1) € bd(epi(f)) existe um semiespago

HS = {y € R (y,u) > b},
onde w € R"! e b € R, tal que

((z,p),w) =be
{(z,),w) >b.
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para todo (z,«) € epi(f). Em particular

(2, f(2)),w) = b,

para todo z € dom(f). Suponha sem perda de generalidade que a (n + 1)-ésima

coordenada de w seja nao nula. A inequacao pode ser rescrita como
f(z) > (z,w")y =V, para todo z € dom(f),
onde w' € R™ eb' € R. Logo b’ € uma cota superior para a funcao g : R" — R:
9(2) = (z,0') = f(2).
Portanto o sup,cgn g(2) eziste e denotaremos pela fungdo f*(w').

Exemplo 3.6. Seja f: R — R definida por f(x) = |z|. Observe que f é convezra e
fechada. A conjugada f*: R — R € definida por

) = {0, se [yl < 1.

oo, selyl>1.

-2

Figura 3.5: A figura mostra o grafico da funcao f em verde e da sua conjugada em
vermelho conforme definida no Exemplo [3.6]

Propriedade 3.11. Dado A > 0 e f uma fun¢do convexa propria, entio (Af)* =
XX e (fA)* = Af*. Observe que essa propriedade seque diretamente da defini¢ao do

supremo.
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Definicao 3.15. Sejam fi,..., fmn funcoes converas e proprias do R™. Defina o

operador L1, como sendo

(le---Dfm)*(x*) = Supx{<1‘, m*> - infx1+..-.+a:m:${f1(x1> +...+ fm(xm)}}

Propriedade 3.12. Sejam f1, ..., f,n fungoes convexas e proprias do R™. FEntao,

(AO..Of) = ff+...+ fr.
Demonstracao. Utilizando as propriedades de supremo e infimo temos:

sup, {(z, z%) —info, . 4o, =a{/1(21) + . + frolzm)}} =
sup,, Supx1+....+xm:${<x7 LU*> - fl(wl) e T fm(«xm)} =
e LT )+ A (T, 77) = f1(@1) — = )} = f1(@7) 44 S (7).

O

.....
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Capitulo 4

Transformada de Legendre

Neste capitulo vamos apresentar de forma conceitual e pratica a transformada de
Legendre, introduzido pelo matematico francés Adrien-Marie Legendre (1752-1833),
em seu trabalho denominado L intégration de quelques équations aux différences
Partielles. As motivagoes para o uso da transformada de Legendre sao extensas
e englobam seu aspecto tedrico e pratico. Na matematica aplicada, apresentamos
exemplos na mecanica classica e economia. Por fim, apresentaremos algumas pro-
priedades e uma tabela com as fungoes convexas e suas respectivas transformadas.
Os conceitos, as definicoes e os teoremas desse capitulo foram consultados nas re-
feréncias [9, [15] [16].

4.1 Definicao

Sejam S C R™ um conjunto aberto, convexo e f : S — R uma funcao convexa
de classe C' com gradiente Vf : R® — R™ uma transformacao linear invertivel

(injetiva). Suponha que o conjunto
S* ={seR": s =Vf(z), para z € R"}

seja nao-vazio. Definimos a transformada de Legendre de f como sendo a funcgao

F : S* — R definida implicitamente pela igualdade

F(Vf(x) =({Vf(x),z) = f(z).

Observagao 4.1. Veja que as Defini¢oes em [{.1] e em [3.1]] nao sao distintas. De
fato, no caso em que a funcio é de classe C' o supremo da funcdo definida em
¢ atingido em z* = Vf(x), pois a funcio (z*,x) — f(x) € de classe C' e
concava em x (€ um ponto de mdzimo global, vide Teorema. No capitulo sequinte
trabalharemos o conceito quando a fungao nao € diferencidvel, onde apresentaremos a

Transformada de Fenchel. A apresentacao da Transformada de Legendre em capitulo
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anterior a apresentacao da Transformada de Fenchel deve-se a razoes historicas.

Adicionalmente, a condicao de invertibilidade do operador gradiente € essencial para

a Definicao [{.1]

4.2 A Obtencao da Transformada de Legendre

No exemplo seguinte, mostraremos como obter a transformada de legendre a

partir de uma funcao convexa real.

Exemplo 4.1 (Funcao Quadratica). Seja f : R — R, tal que f(z) = azx? + bz + ¢,
onde a > 0. Claramente, f € conveza, pois f"(x) = 2a > 0 e o dominio de f € a reta
real que € convexa. Entao, a transformada de legendre de f ¢ F : R — R definida
por F(s) = (a(s — b)* — 4a*c)/4a*. Com efeito, para obtengdo da transformada de
Legendre temos que fizado s, encontrar o supremo da fun¢ao sr — f(x), que € uma
fungdo quadrdtica em x, onde o valor mdzimo é obtido de quando s — f'(x) = 0,
ou seja, quando x = (s — b)/2a. A substitui¢cio do valor de x, na defini¢io da
transformada, resulta na funcao apresentada. Observe que a inversa da derivada de f
¢ a derivada de f*. Na verdade, essa € uma importante propriedade da transformada

de Legendre, conforme serd demonstrada adiante neste capitulo.
Exemplo 4.2. Seja f : R? — R definida por
flz,y) =2® +y°.
A transformada de Legendre de f é a funcao F : R?2 — R, definida por:
Fa',y) = (a7 +y?)/4.

Com efeito, dado (x,y) no dominio de f entdo a varidvel s = (x',y') do dominio de F
serd s = (2',y") = Vf(z,y) = (22,2y). Portanto, substituindo (z,y) = (2'/2,vy'/2)

na definicao da transformada, temos:

Fa'y) = ("), ('/2,y//2)) = (2'/2)* = (¢ /2)* = (2" + ) /4.
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Figura 4.1: A figura mostra o grafico da fungao f em verde e da sua transformada
de Legendre F' em vermelho conforme definido no Exemplo [4.2

4.3 Propriedades da Transformada de Legendre

Propriedade 4.1. Seja f : R® — R uma fungdo conveza de classe C', tal que o
operador gradiente seja invertivel. Defina F': R™ — R a transformada de Legendre

de f. Entao as sequintes propriedades sao validas:
i. (Vf)™'=VF:R" - R"
ii. f(x)+ F(s) > (z,s), para todos x,s € R™.

Demonstracao. Por definicao da transformada de Legendre de f:

F(s) = (s,z) — f(2)
¢ uma fungao de classe C', com s = Vf(z) € R". Como V f é um operador linear

invertivel, entao podemos escrever x = z(s) = (Vf)7!(s). Portanto, aplicando a

regra da cadeia, temos
VE(s) =x(s) +s72'(s) — f(x(s)Ta'(s) = z(s) = (Vf)"(s), para todo s € R™.

Aqui usamos as notagoes f' e V f para representar o operador linear diferencial de
f, usamos a notagao do elemento do R™ como vetor coluna n x 1 e usamos como
dominio R™ para facilitar notacao. A demonstracao é analoga para os casos em que

dom(f) C R™, concluindo a demonstracao de .
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Adicionalmente, por definigdo, o valor méximo (supremo) da fungao concava de
classe C', (s,z) — f(z) em x ¢ atingido, conforme Teorema 3.3 quando x = VF(s),
entdo F'(s) > (s,z) — f(x), para todo x € R". De maneira andloga, f(z) > (s,z) —

F(s), para todo s € R", concluindo a demonstragao de ii. ]

4.4 Tabela com Transformadas de Legendre

Nesta secao, listamos uma tabela contendo alguns exemplos de fungoes conve-
xas e suas transformadas de Legendre, quando esta pode ser determinada de forma
explicita. O dominio das funcoes e das suas transformadas, quando nao explicito,

serd o dominio convexo onde a funcao esta bem definida.

Tabela de Transformada de Legendre

() F(s)
e a>0 (s/a)(log(s/a) — 1)
—alog(z), a >0 —a — alog(—as)
log(1 + €*) slog(s) + (1 — s)log(1 — s)
ar? +br+c,a >0 (a(s — b)* — 4a’c) /4a*
cx™®, c,a>0 s(—ac/s) ) — c(—ac/s)~o/e+D)
[z[P/p, p > 1 s|/q, p" +q' =1
csin(x), ¢ > 0 sarccos(s/c) + V% — s?
ccos(zx), ¢ >0 sarcsin(—s/c) + V2 — s2
ctan(z), ¢ >0 sarccos(y/c/s) — Ves — ¢
ccosh(x), ¢ >0 ssinh™'(s/c) — V¢ + 52
a{Qz, x), a >0, Q psdi (Q71s, ) /4

A seguir, complementamos a tabela acima com os respectivos dominio das fungoes,

respeitando a ordem da tabela anterior.

Tabela dos dominios das funcoes

f(x) dom(f(x)) | dom(F(s))
e a >0 R (0, 00)
—alog(x), x > 0,a >0 (0, 00) (—00,0)
log(1 + e”) R (0,1)
ax® +bx +c,a>0 R R
cx™® c,a>0 (0, 00) (—00,0)
|z[P/p, p>1 R R
csin(x), ¢ > 0 (7,37 /2] [—¢, (]
ccos(x), ¢ >0 (7,37 /2] [—c, (]
ctan(z), ¢ >0 0,7/2) ¢, 0)
ccosh(x), ¢ >0 (0, 00) ¢, 0]
al{Qx,z), a >0, Q psdi R" n
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4.5 Aplicacoes da Transformada de Legendre

Nos exemplos a seguir, mostraremos a aplicacao da transformada de Legendre

em outros campos do conhecimento como a mecanica classica e a economia.

Exemplo 4.3 (Mecénica Classica). Em fisica, na mecanica cldssica, trabalhamos
com equacgoes de posicao e velocidade de particulas em relacdo a um sistema de coor-
denadas cartesianas. Os elementos a serem trabalhados sao vetores e a depender da
escolha do sistema de coordenadas, o problema pode se tornar extremamente dificil
de trabalhar. Por exemplo, num sistema de N particulas, onde para cada particula
tem-se 3 varidveis para a posi¢cao e 3 varidveis para velocidade, o total de varidveis do
sistema € 6N. Uma forma de tentar contornar as dificuldades e complicagoes apre-
sentadas € trabalhar com energia, em vez de forcas, ou seja, transformar grandezas

vetoriais em grandezas escalares. Primeiramente, veja que num sistema conserva-

VvV = F

onde V : R" — R ¢ uma fungao potencial definida num sistema n-dimensional e

tivo n-dimensional tem-se que:

? = F:R" — R" ¢ uma aplicacao n-dimensional. Neste exemplo utilizaremos as
notagées a (a em megrito) para representar um vetor d no espago n-dimensional e
- para representar o produto interno entre vetores, ou seja {(a,b) = a-b. Para um
movimento infinitesimal da posicio T = (11,72, ....,Ty), 0r = (011,079, ...,07,), de

uma particula de massa constante m, tem-se

d2
F. 5r—mﬁ 5"“,

onde: - € uma representacao do produto interno entre dois vetores do R™. Utilizando

a regra do produto, a equacgao do lado direito pode ser reescrita como:

d (dr dr dbr d (dr Or dr Or
mb(%‘s) dt'dtl mz[a(aa—f;)—a a—k‘”k]

onde utilizamos a notacao a para representar a derivada de a em relacao a varidvel

tempo t. Efcicil verificar pela regra da cadeia que a sequinte relacdao € vdlida:

or or

87“k aTk
e considerando que o vetor velocidade v = 7 ou ry, = vy e definindo a energia cinética

como sendo T = 0.5 (mwv - v), tem-se que a equagdo do lado direito fica:

ov d (0T oT
mZ[dt ( avk) - arJ&“k Z[E (a_> —a—rk] O
Combinando as equagoes, tem-se
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d [ 0T o(r-v
= Zk [E <m> — —(8rk ):| (ST'k =0.

Em um sistema conservativo, tem-se que a fun¢ao potencial depende apenas da
posicao, portanto: OV/Or, = 0. A equagao pode ser reescrita, definido a fungdao
Lagrangiana L : R**1 — R, definida por L = L(t,r,7) = T(t,r,7) — V(t,7), como:

d (0L oL
S| (5) ~ ) =0

onde dr ¢é tomado de forma arbitrdria. Podemos tomar para cada k, a variac¢do

dr=(0,...,0rk, ...,0), implicando na equagdo:

A (oL oL

para k =1,2,....n. Em 1833, o matemdtico William Rowan Hamilton reformulou as
equagoes da mecanica cldssica, introduzindo o conceito da funcao Hamiltoniana, a
partir da Lagrangiana, através da transformada de Legendre, ou seja: L : Rt — R
a lagrangiana de um sistema, em que as varidveis sao posicao T, velocidade 7= v e
o tempo t. A Hamiltoniana H : R*™*t!1 — R ¢ definida por:

H(t,r,p)=p-v— L(t,r,0)
ou seja, a fungao H(t,r,.) : R" — R € a transformada de Legendre da fun¢ao

L(t,r,.) : R" - R, onde a varidvel p = (p1,...,pn) € definida como:

oL _or _
N 8vk N 8vk

sendo o momento conjugado da varidvel velocidade. Observe que essa é exatamente a

Dk

defini¢io da Transformada de Legendre introduzida em[]. 1. A partir dessa definigao

podemos derivar as equacgoes diferenciais de Hamilton. Com efeito:

oL oL oL oL oL
e R —_ . —_ e R . — . R
dL gk [ - dry + ey drk} + : dt gk [ - dry + d(pkrk) rkdpkl + : dt

rearranjando a equagao, tem-se

) oL ) oL
d(Zka’k — L) = Z {_derk + depk] - Edt
k k
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porém, o lado esquerdo da equacao € exatamente o diferencial dH, que pode ser

rescrito como:

OH OH OH
H= i il a7
d zk: { 8rkdm+ apkdpk + ot

donde concluimos que:

oH oL OH . O0H oL
—_— = —— —— =7 _ =
or k 6’/“k ’ 8pk ke

ot ot
Utilizando a equacao de Legendre, temos que:

d (OLY 0L
e sabendo que gTLk = pi, conclui-se que:

oH . OH . oH  OL
o PP iape T R ar T T ar

Exemplo 4.4 (Microeconomia). Defina | : Rt — R a funcao lucro de uma firma
para um determinado produto pode ser modelado por I(p) = sup,.(pq — c(q)), onde
p € a varidvel de preco, q € variavel quantidade e ¢ : R — R € a funcao custo.
Assumindo que ¢ € uma funcdao conveza de classe C', entramos nas hipdteses da de-
finicao da transformada de Legendre, onde a funcdao l € a transformada de Legendre

da funcao custo c.

Exemplo 4.5 (Termodinamica). A energia interna U é uma funcao fundamen-
tal de estado da Termodinamica. U é uma func¢ao das varidveis de um sistema,
por exemplo a entropia S, o volume V e o componente molar da massa N;. Essas
sao denominadas varidveis extensivas. Por outro lado, as sequintes varidveis sao
denominadas intensivas: Pressio P, Temperatura T e Potencial Quimico ;. As
varidveis intensivas sao mais faceis de medir na prdtica, em laboratorios. Considere
o caso de um sistema simplificado, como a fundicao de uma liga metdlica, contendo
n elementos, nao sujeita a campos externos que afetem sua energia eletromagnética e
tensorial. A energia interna do sistema pode ser modelada pela funcio U : R?* — R,
como U(S,V,N;) =TS —PV+u;N;. Considere a fungiou: R — R, fizados Ve Nj,
uw(S) = U(S,V,N;). Suponha que u seja convexo, de classe C' e que sua derivada
seja invertivel. FEntao, a transformada de Legendre de u, definida por h : R — R,
hT) =TS —u(S), onde T =u'(S), em que a varidvel passa a ser a temperatura em
vez de entropia. A fungdo correspondente, denominada de Potencial de Helmholtz é
a fungio H : R® - R, em que H(T,V,N;) =TS(T) —U(S(T),V, N;).
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Capitulo 5

Transformada de Fenchel

A transformada de Fenchel, também conhecida na literatura como transformada
de Legendre-Fenchel, generaliza os conceitos apresentados no capitulo anterior. Os
conceitos, as defini¢oes e os teoremas desse capitulo foram consultados nas re-
feréncias [15], [16].

5.1 Caracterizacao de Funcoes Convexas e Semi-
continuas Inferiormente

Antes de iniciar o desenvolvimento da Transformada de Fenchel, vamos apresen-
tar o seguinte Lema, que sera de fundamental apoio nas proposicoes seguintes deste

capitulo.

Lema 5.1. Seja f: R™ — (—o00,4+00]. As sequintes proposi¢oes sao equivalentes:
i. f € convexa e sci.
it. f € o supremo de todas as funcoes afins que sao menores que ou 1guais f.

Demonstragao. Se i. é verdadeiro, do Teorema[3.7] temos que f é convexa e fechada.
Dai, o Teorema garante que f é o supremo ponto a ponto de uma colegao de
funcoes afins que sao menores que ou iguais a f, concluindo que ii. é verdadeiro. Se
1. é verdadeiro, dizer que f é o supremo de todas as fungoes afins que sao menores
que ou iguais f é equivalente a dizer que o epi(f) é a intersegao de todos os semi-
espagos fechados definidos pelos hiperplanos que tangenciam f em z € dom(f).
Portanto, da Secao , epi(f) serd um conjunto convexo e fechado, portanto f sera
uma fungao convexa e fechada. Mais uma vez o Teorema[3.7] garante que f é convexa

e sct, concluindo que 7. é verdadeiro. O
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5.2 O Conjunto das Funcoes Convexas e Semi-
continuas Inferiormente

Denotamos por I'y(R™) o conjunto de todas as fungoes convexas e sci f : R" —
(—o0, +00], cujo o dominio seja nao vazio. A Transformada de Fenchel f* de uma
funcao f € T'o(R") é a fungao f*: R™ — (—o0, 00|, definida por:

frw) = sup {(v,u) — f(u)}, (5.1)
uedom(f)
onde
dom(f*)={veR": sup {(v,u)— f(u)} < oo} (5.2)
uedom(f)

Observagao 5.1. A Transformada de Fenchel é a conjugada da fun¢ao conforme

Defini¢ao pois de acordo com o Teorema|[3.7, a fung¢do conveza € fechada se,
e somente se, € semicontinua inferiormente.

Exemplo 5.1. A funcao f: R — R definida por:

o) = {—Zx, sex <0.

z=,  sex > 0.

Observe que essa funcdo nao € de classe C' pois ndio € diferencidvel em 0. Entre-
tanto, a funcdo f € convexa e sci. Portanto podemos obter transformada de Fenchel

que € dada pela funcao f*: R — R como

y?/4, sey>0.
f(y) =10, se —1<y<0.
00, sey < —1.

Com efeito, devemos achar o supremo da func¢ao yr — f(x) quando x varia na
reta real. Dai, temos dois casos. Caso x > 0 implica em achar o supremo de
xy — 2% quando x € R. Observe que neste caso, o supremo € obtido no ponto critico
y —2x = 0, ou seja, v = y/2. Dai, temos que y > 0 e o supremo € a fungao
yy/2 — (y/2)? = y*/4. Caso x < 0 implica em achar o supremo zy + x = (1 +y).
Esse supremo serd 0 quando y > —1 e oo quando y < —1. Portanto, combinando

os dois casos, obtemos a fun¢do conjugada.
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Figura 5.1: A figura mostra o grafico da funcao f em azul e da sua transformada de
Legendre F' em verde conforme definido no Exemplo 5.1}

Exemplo 5.2. Dado 1 < p < 0. Seja f: R — R uma func¢ao definida por

f(x) = [z["/p.

Observe que essa funcao f € convexa e sci. Portanto podemos obter transformada

de Fenchel que ¢ dada pela funcdao f*: R — R como

f () =1yl"/q,

onde 1/q+ 1/p = 1. Com efeito, devemos achar o supremo da fun¢io yxr — f(x)
quando x varia na reta real. Dai, temos dois casos. Caso x > 0 implica em achar
o supremo de xy — xP/p. Mas veja que o supremo dessa func¢ao € atingido no ponto

critico y — 2P~ = 0. Dai, y > 0 e substituindo x = y*/®P~V temos:
supgso ey — 7 /p} = yy" 0D — g 07D [p =yt —yi /p = y?/q,
pois ¢ =p/(p—1). Quando x < 0, temos que achar o supremo
sup, <ofzy — (—2)?/p} = sup..o{—2y — (2)"/p}.

O supremo da func¢ao do lado direito da equagao € atingido no ponto critico —y —
2=t = 0, vdlido quando y < 0. Realizando as substituicoes, o caso € andlogo ao

anterior, concluindo a obten¢do da conjugada.
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Figura 5.2: A figura mostra o grafico da funcao f em azul e da sua transformada de
Legendre F' em verde conforme definido no Exemplo [5.1}

Observacgao 5.2. A func¢ao afim e continua (v,.)—a € majorada por f se, e somente

a > (v,u) = f(u),

para todo u € R", ou seja, se, e somente se, o > f*(v). Mas veja que, conforme
Lema 8.1., a funcao f* é convera e sci. Desde que o > f*(v), o domf* # 0 e,
portanto, f* € To(R™). Uma consequéncia imediata da transformada de Fenchel € a

sequinte desigualdade:
f(u) + 7 (v) = (u,v),

para todos u,v € R™. Uma outra consequéncia imediata é que dados fi, fo € To(R™)
tais que fi < fo, entio f§ > fi.

5.3 O Teorema de Fenchel-Moreau

Teorema 5.1 (Fenchel-Moreau). Se f € I'o(R"), entio f** = f.

Demonstracdo. Primeiramente, observe que, por definicao

S (u) = Sgp{w, v) = [T(v)} < flu), (5-3)
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pois (u,v) — f*(v) < f(u). Para cada u € R", f(u) = sup(, o)ernxri(v,u) — a},
sempre que f > (v,.) — a. Mas,

( §3§W{<v,u>—a} = (5.4)

sup  {(v,u) —a} < (5.5)
vER™ e o> f*(v)

sup  {(v,u) = f*(0)} = f7(u). (5.6)
vEdom(f*)

Das tultimas 3 equacoes, tem-se
flu) < f7(u). (5.7)
Portanto, dep.3|e 5.7 f(u) = f**(u). O

5.4 Subdiferencial de uma Funcao

Definimos o subdiferencial da funcao f € I'y(R™) no ponto u € R™ como sendo o

conjunto:
Of(u) ={veR": f(w)> f(u) + (v,w — u) para todo w € R"}.
Dizemos que f é subdiferencidvel em u se df(u) # 0.
Exemplo 5.3. Seja f: R — R uma funcao linear, ou seja:
f(z) =azx+0b, a,b eR.
Observe que f € convexa e sci e o dominio € toda reta real. Dado ¢ € R o conjunto:
Of(c) ={x € R: f(y) > f(c) +x(y — ¢), para todo y € R} = (—0o0, a].

Exemplo 5.4. Seja f : R — R a fun¢ao modular f(x) = |z|. Observe que f €

conveza e sci e o dominio € todo R. Entao o subdiferencial em 0 é o conjunto
Jf(0) ={z e R: f(y) > f(0) + zy, para todo y € R} = [—1,1].

Exemplo 5.5. Seja f : R — R a fun¢io modular f(z) = x?. Observe que f €

convexa e sci e o dominio € todo R. Entdao o subdiferencial em 1 € o conjunto
9f(1) = {x € R: f(y) > f(1) +2(y — 1), para todo y € R}.

Observe que deveriamos ter y?> —xy+x — 1 > 0, para qualquer y, entdo o A <0 =
2?2 —dr+4 = (x—2)* <0, em que a unica solugio é x = 2. Portanto Of(1) = {2}.

Observagao 5.3. Seqgue algumas observagoes com respeito a subdiferenciabilidade:
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0.

2.

f € subdiferencidvel em u, se existe uma fun¢ao afim h, tal que h(u) = f(u) e
f(v) > h(v), para todo v € R™. Com efeito, seja h : R™ — R uma fungdo afim

definida como:

onde a € R" eb= f(u) — (a,u). Se f(v) > h(v) para todo v € R™, entao:
f(v) > (a,v) + f(u) — {a,u) = f(u) + (a,v — u).

Assim, a € Of(u), logo f € subdiferencidvel em wu.

Sew € R™ € tal que inf,cgn f(x) = f(u), entdo 0 € Of(u). A reciproca também
¢ verdadeira. Com efeito, veja que se infyern f(x) = f(u), entao f(v) > f(u),
para todo v € R™. Logo

f(0) = f(u) + (0,0 —w),

para todo v € R™. Portanto, 0 € f(u). Por outro lado, se 0 € Of(u), entao
f(v) > f(u) + (0,v — u), para todo v € R™. Logo f(u) = inf,egn f(x).

Se v; € 0f (u;) parai = 1,2, entdo:
fluz) = flur) + (o1, up — ua).

flur) > fuz) + (v, w1 — ug).

(vg —v1,u1 —u2) < 0= (Vg — vy, ug —ug) > 0.
Of(u) € fechado e convexo. De fato, sejam a,b € Of(u) e A € [0, 1] entao:

fv)
fw)

f(u) + (a,v —u) e

>
Zf(u)+<bﬁv_u>7

para todo v € R"™. Multiplicando a primeira inequagao por 1 — X e a sequnda

por A e somando ambas, obtemos:
f) > fu)+ (1 = Na,v—u) + (Ab,v —u) = f(u) + (1 = N)a+ Ab,v —u).

Portanto, (1 — XN)a+ Ab € 0f(u). Considere uma sequéncia (xy)ren do Of (u)

que converge para x € R™. Entao para todo v € R",
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f) = fu) + (@m, v — u),

para todo m € N. Afirmamos que:
lmy, o0 (T, v — u) = (T, v — ).
Com efeito, dado € > 0, existe um my € N, tal que para todo m > my
[ m — xl| < e/ |[v—wull.
para v # u. Pela desigualdade de Schwarz,
[(Zm, v —u) = (2,0 = u)| = (Zm — 2,0 — )| < |[am — 2l o —ul| <e

Portanto, concluimos que qualquer que seja v € R™,

f(v) = f(u) + (2,0 —u).
Logo x € 0f(u), concluindo que Of(u) € fechado.

Teorema 5.2. Se f € ['((R"), entao as sequintes afirmacies sio equivalentes:
i. v € df(u).
it. f(u) + f*(v) = (v, u).
iii. u € Of*(v).
Demonstragao. Temos que se v € f(u), entao

<U7u> - f(u) > <U,U)> - f(w)a
para todo w € R™. Entao o supremo da funcao do lado direito é obtido em w = u,

logo (v,u) — f(u) = f*(v). Se ii. é verdadeiro, entdo escrevemos

(v,u) = f*(v) = f(w).
Pelo Teorema 5.1}, temos que

fu) = 7 (u) = supepn {{w, u) — f*(w)}.
Logo, para todo w € R",

(v,u) = f*(v) = (w,u) = f*(w),

concluindo que u € df*(v). Por fim, se iii. é verdadeiro, entao
<U7u> - f*(v) > <w7u> - f*(w)v
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para todo w € R". Logo o supremo da funcao do lado direito é obtido quando
w = v, mas esse supremo é f**(u) = f(u) pelo Teorema Entao,

(v,u) = f*(v) = f(u) = (v,u) = [ (v) = f7(u) = sup,epn {{w, v) — f(w)}.
Dali,
(v, u) = f(v) = (w,u) — f(w).
Portanto v € df(u). O
Proposicao 5.1. Considere uma fungao f € T'o(R™). Entdo o conjunto
F={(u,v) e R* xR": v e df(u)}
¢ fechado.

Demonstragdo. Seja (zj)reny uma sequéncia de F' que converge para z € R*". Re-

presente z,, = (U, V) € 2 = (u,v). Para todo w € R™ temos
f(w) = f(tm) + (Um, w = ),
para todo m € N. Como f é sci, f(u) < limen f(um). Logo,
f(w) = f(u) = (v, w —u).
Dai, v € 9f(u) e z = (u,v) € F. Portanto, I é fechado. O

Observagao 5.4. Observe que o conjunto F' da Proposicao representa o grdfico
de Of (u).

5.5 Funcoes Diferenciaveis e Caracterizacao

O teorema a seguir ilustra a propriedade de diferenciabilidade para as transfor-

madas de Fenchel.

Teorema 5.3. Se a func¢do conveza f:R"™ — R € diferencidvel em u € R", entao

Of (u) ={Vf(u)}.

Demonstracao. Note que pela definigdo, V f(u) € 0f(u), pois para todo w € R",

tem-se
fw) = fu) = flu+w—u) = flu) 2 (Vf(u),w—u)

pela propriedade de fungoes convexas. Agora, considere v € 0f(u), entdo, pela
definicao, tem-se

f(w) - <U7w> > f(u) - <U7u>
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para todo w € R", ou seja a funcdo f(.) — (v,.) tem um minimo em wu. Pela
diferenciabilidade de f em wu, conclui-se: V f(u) — v = 0, demonstrando o teorema.
[l

O teorema a seguir caracteriza a diferenciabilidade da conjugada.

Teorema 5.4. Seja f € T'o(R™) uma fungao estritamente convexa que satisfaz:

lim_f(2)/ 2] = +o.

llz]| =00

Entio f* € C*(R",R).

Demonstracao. Dado v € R™ defina a funcao g, : R* — R, como sendo:

go(w) = (v, w) = f(w).

Note que a fungao g, estd bem definida pois f € T'o(R™) possui dominio nao vazio.

Adicionalmente g, é estritamente concava. Ainda, temos que:

lim g,(w) = lim [jw](({v,w))/ |w]| = f(w)/ [wl]) =~

l[w]|—=o0 l[wll—

Como g, ¢é estritamente concava, entao ela possui exatamente um maximo global,
digamos em u € R". Afirmamos que 0f*(v) = {u}. Com efeito, o maximo de g,

ocorre em

Supyepn { (v, w) — f(w)} = (v,u) = f(u).
Logo para todo w € R",
(v,u) = f(u) > (v,w) — f(w).

Dai, v € 0f(u). Do Teorema 5.2, u € f*(v). Suponha que exista z # u no R", tal
que z € df*(v). Do Teorema v € df(2). Entao, escolhendo w = u, terfamos

(v,2) = f(2) = (v,u) = f(u).

Logo g,(z) > g,(u), absurdo pois u é o unico maximo global de g,. Agora, vamos
mostrar que df* : R — R"” é um mapeamento continuo. Inicialmente, mostraremos
que Jf* é limitado. Com efeito, dados a € dom(f) e seja v € R™ tal que 0f*(v) =
{u}. Do Teorema 5.2 9f(u) = {v}. Logo,

fla) = f(u) + (v, —u) = |Jull (f (w)/ ull + (v;a = w) / [|ul)).
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Veja que se ||u|| ndo fosse limitada o lado direito da inequacao tenderia para infinito
o que é um absurdo. Seja (zx)reny uma sequéncia em R™ que converge para z, tal
que Of*(zm) = {ym} para cada m € N. Observe que (yx) é uma sequéncia de um
conjunto limitado. Pelo Teorema de Weierstrass y, — y, para uma subsequéncia
k € Ny ¢ N. Portanto, (zm,ym) — (2,y) e da Proposicao of*(z) = {y},
demonstrando a continuidade.

Por fim, seja 0f*(v) = {u}. Dado h € R™, nao nulo, tal que v + h € dom(f*) e
Of*(v+ h) = {up}. Da definicdo de subdiferencial temos:

fr) = [+ h) + (un, =h).

Logo,

(f*(v+h) = f(v) = (w, )/ Bl < (uns ) = (u, )/ A< Jlun — ull-

Da continuidade de 0f*, temos que limy_,oup, = u. Dai, concluimos que f* é dife-
rencidvel em v. Do Teorema [5.3] u = V f*(v). Portanto, f* é de classe C*. O

5.6 Exemplos de Transformadas de Fenchel

Nesta secao, exploraremos alguns exemplos de funcoes que nao sao de classe C*,

mas que podemos obter a Transformada de Fenchel.

Exemplo 5.6. A fun¢do mddulo definida por f : R — R com f(x) = |z|. Para
encontrar a transformada de Fenchel, devemos encontrar o supremo da funcdo xy —
f(z) quando x wvaria na reta real. Vamos considerar dois casos. Caso x > 0,
entdao devemos encontrar o supremo de vy — x = x(y — 1) quando x varia na reta.
Esse supremo serd +oo sey > 1 e 0 caso contrario. Se x < 0, entao devemos
encontrar o supremo de vy + x = z(y + 1), que serd +00 se y > —1 e 0 caso
contrario. Considerando ambos casos, temos que a transformada de Fenchel € f* :

R — RU{oo} serd f*(y) = +oo sey > —1 e 0 caso contrdrio.

Exemplo 5.7. Considere fung¢ao f : R® — R definida na norma da soma como
f(x) = allz|,, em que a € R. Para encontrar a transformada de Fenchel, deve-
mos encontrar o supremo da funcao (z,y) — a||lz||, = Y, Ty — sgn(x;)ax; =
Yoy zi(yi — sgn(z;)a), quando x = (x4, 2, ..., x,) varia em R™. Entdo, veja que o
supremo da funcgao serd 0 se |y;| < a para todoi € {1,2,...,n} e +0o caso contrdrio.
Logo, a transformada de Fenchel é f* : R™ — RU{oo} serd f*(y) = +o0 se |yi| > a

para algum 1 <1 < n e caso contrdrio.
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Por fim, apresentamos o seguinte exemplo de aplicacao da transformada de Fen-
chel para estabelecer existéncia de solugao de um sistema Hamiltoniano semilinear

em determinadas condigdes, resultado obtido por [2].

Exemplo 5.8. Considere o sequinte sistema Hamiltoniano semilinear:

—Au+u=Wy(z)lvP~tv em RV,
—Av+v =W (2)|ul 'y em RV,
u(z),v(x) — 0 quando |z| — o0,

w,v >0 em RV,
onde p,q > 1 sao valores que possuem a sequinte restricao para N > 3:
1/(p+1)+1/(g+1) > (N —2)/N.

Sobre certas condi¢oes das fungoes continuas, limitadas e positivas Wi, W 0s autores
provam a existéncia de solucoes para o caso periodico, utilizando na obtencao da

solu¢do a Transformada de Fenchel. Para maiores detalhes ver [2).
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Capitulo 6

Elementos de Analise Convexa em
Espacos de Dimensao Infinita

Podemos expandir alguns conceitos da analise convexa, apresentado nesse tra-
balho para espagos vetoriais de dimensao infinita. Para tal, precisamos introduzir
alguns conceitos sobre topologia e espacos métricos. Os conceitos, as definigoes e os

teoremas desse capitulo foram consultados nas referéncias [8 [11], [14].

6.1 Definicoes em Espacos Topolégicos

Definigao 6.1. Um espaco topologico é um conjunto X e uma colecao T de subcon-

Juntos de X denominados conjuntos abertos, tais que:
Tl. DeTteXerT.
T2. Se Uy e Uy € 1, entao Uy NUy € 7.

T3. A unido de qualquer colecao de conjuntos abertos em T ¢ aberto.

Denotamos por (X, 7) o espago topoldgico. Neste trabalho, escreveremos apenas

X quando nao houver perigo de confusao.

Exemplo 6.1. Dizemos que a topologia padrao na reta real é o proprio conjunto

dos reais, X = R e 1 como sendo a colegcao de todos os subconjuntos abertos da reta.

Observagao 6.1. Dizemos que T € uma topologia trivial de X se 7 = {0, X}.
Dizemos que T é uma topologia discreta, se T = {O: O C X}, ou seja, T consiste

de todos os subconjuntos de X.

Definicao 6.2. Dado um espaco topologico X e um subconjunto F' C X. Dizemos

que F' € fechado, se seu complementar X \ F for aberto.

Exemplo 6.2. O conjunto [0,1] C R € fechado pois seu complementar (—oo,0) N

(1,00) € um conjunto aberto da reta real.
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Definicao 6.3. Dado um espago topologico X, dizemos que V é uma vizinhanca
aberta de uw € X, se V. C X € aberto e u € V. Similarmente, V € uma vizinhanga
aberta de um subconjunto S C X, se V C X € aberto e S C V. Uma vizinhanca de
um ponto ou conjunto € um conjunto que contém uma vizinhanca aberta do ponto

ou conjunto.

Exemplo 6.3. Dado x € R. Os conjuntos Vi = (x — 2,z + 3] e Vo = (z — 1,2 +
1) sao exemplos de vizinhancas de x. Apenas Vo € aberto. Na topologia trivial,
apenas conforme Observacgao|6.1], existe apenas uma vizinhanga aberta para qualquer
elemento de X, sendo o proprio X. Na topologia discreta, dado x € X qualquer

subconjunto contendo x é uma vizinhanca aberta, pois {x} € um conjunto aberto.

Definicao 6.4. Um espacgo topologico é dito Hausdorff, se quaisquer dois elemen-
tos possuem vizinhangas disjuntas. O espago topoldgico € reqular se € Hausdorff
e cada elemento e cada subconjunto fechado que nao contém o elemento possuem
vizinhangas disjuntas. O espago € dito normal se é Hausdorff e dois subconjuntos

fechados disjuntos possuem vizinhangas disjuntas.

Observacao 6.2. A maior parte dos espacos que estudamos em geometria e andlise
sao normais. A topologia discreta de qualquer topologia € normal. A topologia trivial

nao ¢ nem Hausdorff, se o espaco possui mais de um elemento.

Exemplo 6.4. Considere X = {a,b,c,d} e 7 = {0,{a}, {b},{a,b},{a,b,c}, X}.
Veja que a unica vizinhanga aberta de d € X € o proprio X. As vizinhangas abertas
de a € X sao os conjuntos {a},{a,b},{a,b,c}, X. Logo os elementos d e a naio

possuem vizinhangas abertas disjuntas de X. Portanto a topologia (X, T) nao é
Hausdorff.

Exemplo 6.5. Considere o espago topoldgico (R, T) em que
T={(—n,n):n € Zn>1}.

Afirmamos que (R, 7) nao é Hausdorff. Com efeito, dados 0,1/2 € R. Observe que
0,1/2 € (—1,1) C (=2,2).....

Logo dados U eV wizinhangas quaisquer de 0 e 1/2, UNV # ().

Definicao 6.5. Um espacgo topologico X ¢é enumerdvel de primeira ordem se para
cada w € X existe uma sequéncia de vizinhangas de u, {Vi, Vs, ...} = {V,.}, tal que
para toda vizinhanga V' de u, existe um k € N, tal que Vi, C V. Dizemos que B é
uma base da topologia, se cada subconjunto aberto é uma uniago de elementos de B.

Uma topologia é enumerdvel de sequnda ordem, se contém uma base enumerdvel.
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Observacao 6.3. Grande parte dos espagos topologicos a serem estudados sao enu-
merdveis de primeira e sequnda ordem. Entretanto, ha alguns espacos que nao sao

enumerdveis de primeira ordem, como serd mostrado nos exemplos a Sequir.

Exemplo 6.6. A topologia padrao em R € enumerdvel de primeira ordem. Com
efeito para qualquer vizinhanca aberta de x € R, (x — €,x + €) a sequéncia (Vi) de

vizinhancas de x definidas por
Vo=(x—1/n,x+1/n), n € N,
satisfaz as condi¢oes da Definigdo [6.5,

Definicao 6.6. O fecho de um conjunto A da topologia X € definido como a in-
tersecao de todos os subconjuntos fechados da topologia X que contém A, denotamos
por cl(A). Similarmente, o interior de um conjunto A € a reunido de todos o0s sub-
conjuntos abertos contidos em A, denotamos porint(A). A fronteira de A € definida
por:

bd(A) =cl(A)Nec(X \ A).

Exemplo 6.7. Considere o conjunto R e sua topologia padrao. Dai temos:

cl((0,1]) = [0, 1],
mt(( ,1]) = (0,1),
bd((0,1]) = {0,1}.

Definigao 6.7. Um subconjunto A € X ¢é denso em X se cl(A) = X. O espago
X € separavel se contém um subconjunto enumerdvel denso. Um elemento u € A é
de acumulagdo se toda vizinhanga de u em A contém um outro elemento diferente
de u. O conjunto de pontos de acumulacdao é chamado de conjunto derivado de A,
denotado por der(A). Por outro lado, u é isolado se existe uma vizinhancga de u que

nao contém nenhum ponto de A, exceto por u.

Exemplo 6.8. O conjunto dos niumeros racionais Q € denso em R pois cada nimero
R € limite de uma sequéncia de nimeros Q, ou seja cl(Q) = R. Como Q C R, temos

que R € separdvel. Considere conjunto A = (0,1]U{2}. Dizemos que 2 € um ponto
isolado de A. Ainda observe que der(A) = [0, 1].

6.2 Convergeéncia e Sequéncias de Cauchy

Definigao 6.8. Sejam um espago topoldgico X e uma sequéncia {u,} de elementos
de X. Dizemos que essa sequéncia converge para u € X, se para toda vizinhanca V'

de uw em X, existe um N € N, tal que para todon > N, tem-se u, € V.
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Exemplo 6.9. Considere a sequéncia (xy) dos R definida por
x, = 1/n, para n € N.

Dizemos que a sequéncia (xy) converge para 0 € R. Com efeito, para todo € > 0

existe um N € N, tal que N > 1/e e para todo n > N temos
T, € (—€,€).

Observagao 6.4. Se X € um espago topologico enumerdvel de primeira ordem,
entdo um elemento pertence ao seu fecho se, e somente se, € o limite de uma

sequéncia de elementos de X.

Definicao 6.9. Considere X um conjunto. Uma métrica em X € uma funcdo

d: X x X — R, tais que para todos my, mg, mg € X, tem-se
M1. d(my,ms) =0 se, e somente se, my = my.
M2. d(ml,mg) = d(m27m1).

M3. d(my,m3) < d(my,ms) + d(ma, mg3).

Observagao 6.5. O espago métrico é denotado como o par (X,d).

Exemplo 6.10. A funcdo distancia definida por d : R™ x R™ — R, tal que
d(z,y) = ||z —yll,

onde ||.|| € a norma euclidiana, € uma métrica.

Definicao 6.10. Num espagco métrico definimos uma bola aberta de centro m € X

de raio € > 0, como sendo:

B(mie) = {m' € X: d(m',m) < c}.
A bola fechada é definida por:

Blm; e] = {m" € X:d(m',m) < e}.

Exemplo 6.11. No R? a bola fechada unitdria definida na norma euclidiana € o

conjunto:

B[0,1] = {(z,y) € R*: 22 + y* < 1}.
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Figura 6.1: A figura representa a bola unitaria no R? quando utilizamos a métrica
da norma euclidiana.

Definicao 6.11. A colecao de subconjuntos de X que sao a uniao de bolas abertas
define uma topologia métrica no espago métrico (X,d). Dois espagos métricos sao

equivalentes se elas induzem a mesma topologia.

Exemplo 6.12. Os espagos métricos (R?,]].||,) e (R?,].]l,), com as normas expres-

sas conforme Observagao [1.1], sdo equivalentes.

Observacao 6.6. Uma pseudométrica € definida pelas propriedades M2 e M3, porém

dois elementos distintos podem ter distancia nula.

Exemplo 6.13. Considere os espaco R? e a funcdo d : R? x R? — R definida por:
d((z1,51), (22, 42)) = |21 — 32.

¢ uma pseudo-métrica. Com efeito, os elementos (1,0) e (1,1) sdo distintos porém
d((1,0),(1,1)) =1 —=1] =0.

Definigao 6.12. Seja X um espago métrico com métrica d e seja {u,} uma sequéncia
de X. Entao a sequéncia {u,} € de Cauchy se para todo real € > 0, existe um in-
teiro N, tal que, para n,m > N tem-se d(un, u,) < €. O espago € completo se toda

sequéncia de Cauchy converge.

Exemplo 6.14. O R com sua topologia padrao é um espago completo.
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6.3 Propriedades de Espacos Métricos

Definicao 6.13. Seja X um espagco métrico completo e f : X — X um mapeamento.

Dizemos que u € X € um ponto fizo se f(u) = u.
Exemplo 6.15. A funcdo f: R — R definida por

flz) =4z(1 — ),

possui 0s pontos fizos 0 e 3/4.

0.8
0.6
0.4

0.2

0.4

Figura 6.2: A figura representa os graficos das fungoes f(x), g(x) = x e suas in-
tersecoes que sao os pontos fixos conforme Exemplo [6.15]

Teorema 6.1 (Teorema do Ponto Fixo). Seja X um espago métrico completo e

f: X — X um mapeamento. Suponha que exista uma constante 0 < k < 1, tal que:

d(f(m), f(n)) < kd(m,n)

para todos m,n € X. Entao f possui um unico ponto fixo.

Demonstracao. Seja mg € X um elemento qualquer. Defina a sequéncia {my }ren,

pondo myg.1 = f(my), para todo k > 0. Observe que:

d(mip1,m;) = d(f(m), f(mi—1)) < kd(mi, mi—1).

Por inducao verifica-se que
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d(miy1,m;) < k'd(my, my).
Logo para quaisquer 7,7 € N com 7 < j, tem-se
d(mi, mj) S (l{}z + ...+ kj_l)d(ml, mo),

que tende a 0 quando i,7 — +o0o. Portanto, {m;} é uma sequéncia de Cauchy e,

pela completeza de X, converge para um elemento m*. Portanto, temos que:
Al fm)) < d(m*,ms) + d(m, () + d( (), F "))
Mas,
d(m,mi) + d(m, F(me)) + d(f(me), F(m*)) < (1+ K)d(m*, my) + Kid(m, mo).

*

Veja que o lado direito da equagao tende a 0 quando ¢ — oo, portanto f(m*) = m*.
Para demonstrar a unicidade, suponha que exista n # m* em X, tal que f(n) = n.

Entao, temos

d(m*,n) <d(m”, f(m")) + d(f(m"), f(n)) + d(f(n),n) = d(f(m"), f(n)) =
kd(m*,n),

absurdo pois 0 < k < 1. O]

Exemplo 6.16. Considere a métrica mddulo |.| em R. Seja f: R — R uma funcgao

tal que:
flz)=2/2+1.
Logo f possui um tunico ponto firo em x = 2. Com efeito, dados x,y € R temos:
[f(@) = fW)l = |z/2 —y/2| = 1/2]x — y].

Dat, como R é completo, o Teorema|6.1] garante que f possui um unico ponto fizo.

6.4 Continuidade

Definicao 6.14. Sejam X e Y espacos topologicos e um mapeamento f: X — Y.
Diz-se que f € continuo em u € X se para toda vizinhan¢a V de f(u) existe uma
vizinhan¢a U de u, tal que f(U) C V.

Exemplo 6.17. Considere a funcao f: R — R definida por:
fa) = a.

Sabemos dos cursos fundamentais de andlise que f é continua. Veja que a imagem
inversa f~1((0,1)) = (=1,0) U (0, 1) € aberto.
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Proposicao 6.1. Sejam X e Y espacgos topologicos e um mapeamento f: X — Y.
Se para todo conjunto aberto S C'Y a imagem inversa f~1(S) ={u e X: f(u) € S}
¢ aberta em X, entao f € continua. Similarmente, se a imagem inversa de todo

subconjunto fechado for fechada, entao o mapeamento € continuo.
Demonstracao. Ver [14], Secao 1.3, Proposigao 1.3.2. ]

Definicao 6.15. Se f ¢ uma bijecio continua e =1 é continuo, entdo f é chamado

de homeomorfismo.

Proposicao 6.2. Sejam X eY espacos topoldgicos enumerdveis de primeira ordem
e um mapeamento f: X — Y. f € continua se, e somente se, toda sequéncia {uy,}

converge para u € X a sequéncia {f(u,)} converge para f(u), para todo u € X.
Demonstracao. Ver [14], Se¢ao 1.3, Corolario 1.3.3. O

Quando os espacos topologicos X e Y do mapeamento f : X — Y sao espacos
métricos, podemos definir continuidade, utilizando os conceitos aprendidos em analise

real.

Definigao 6.16. Dados os espacos métricos (X,dy) e (Y,dy) e um mapeamento
f:+ X =Y. Dizemos que f € uniformemente continua se para todo € > 0, existe
um 6 > 0, tal que se dy(u,v) < 0, entao do(f(u), f(v)) <e.

Exemplo 6.18. Dadas as funcoes s,p : R? — R definidas por:

s(z,y) =z +y.
p(z,y) = zy.

Vamos estudar a continuidade das fungoes em (a,b) € R?, considerando a norma
do mdzimo em R?. Primeiramente para a funcio s, dado € > 0, seja § = €/2, tal

que se ||(z,y) — (a,b)||, <6, entdo:
Is(z,y) —s(a,b)| =l —a+y—b <|z—a|+|y—b <d+d=c¢
Ja para a funcao p, dado € > 0, seja
5 = min{\/e/3, ¢/3(lal + 1), ¢/3(b] + 1)},
tal que se ||(z,y) — (a,b)||, <9, entdo:

p(z,y) — pla,b)| = |zy — ab] = [(z —a)(y = b) + (x —a)b+aly — b)| <
|(z —a)(y —b)| + [(x — a)b| + |a(y — b)| < €/3+€/3+¢€/3 =¢.
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As fungoes s e p sao continuas em (a,b). Dizemos que s € uniformemente continua,
pois 0 O depende apenas do €. Entretanto p nao € uniformemente continua pois o d

depende do ponto escolhido.

Definigao 6.17. Sejam X um conjunto, Y um espago métrico, f, : X — Y uma
sequéncia de mapeamentos paran € N e f : X — Y um mapeamento. Dizemos que
fn converge uniformemente para f se para todo € > 0, existe um N € N, tal que
para todo n > N, tem-se d(f,(u), f(u)) < €, para todo u € X.

Exemplo 6.19. Uma norma é um mapeamento uniformemente continuo. De fato,
seja X um espago vetorial normado, ||.| : X — R uma norma e v € X qualquer,

entao dado € > 0, tome 6 = €. Tem-se
lu—ol| <& =[llull = [loll| < flu—v] <d=e,

da desigualdade triangular.

6.5 Teorema de Bolzano-Weierstrass

Definicao 6.18. Seja S um conjunto. Uma relacdo de equivaléncia ~ em S € uma

relacao bindria tal que para todos w,v,w em S, tem-se
7. U~ U,
1. u~v, entdo v ~ u,
1. Seu~vev~w, entdo u ~ w,

onde i.,11.,11. sao as propriedades ditas reflexiva, simétrica e transitiva, respectiva-

mente. A classe de equivaléncia contendo u € S € definida por:
[u ={veS:v~u}

O conjunto das classes de equivaléncias € denotado por S/ ~ e a proje¢io canénica

¢ definida pelo mapeamento : S — S/ ~ que leva u em [u].

Observacgao 6.7. Observe que S é a uniao disjunta de classes de equivaléncia e
que, portanto, a colegcdo dos conjuntos U C S/ ~, tal que 7= (U) € aberta em S ¢é

uma topologia quociente, quando S € uma topologia.
Exemplo 6.20 (Toro). Considere o espago R?. A rela¢io de ~ definida por:

(a,b) ~ (¢,d) sea—ce€Z eb—deZ
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¢ uma relagcao de equivaléncia. Entao o conjunto das classes de equivaléncia deno-

minado por 2 — toro é:
T? = R?/ ~.
Ao colocarmos que:
[(a,0)] + [(c, )] = [(a, ) + (¢, d)],

a classe de equivaléncia herda uma estrutura de grupo. O T"™ € definido de forma

similar.

Definigao 6.19. Seja X um conjunto. Uma cobertura por abertos de X € uma

colecao
A={A,:ael}
de conjuntos abertos A,, tal que X C J,c; Aa-
Exemplo 6.21. Considere o conjunto:
B0;1] = {(z,y) € R*: 2? + y* < 1}.
Considere o conjunto das bolas abertas:
A={B((1,0);1), B((—1,0); 1), B((0,=1);1), B((0,1); 1)}

Observe que A é uma cobertura aberta de B0, 1], conforme pode ser visualizada na

figura a sequir.
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Figura 6.3: A figura representa o grafico de uma bola fechada sendo coberta por 4
bolas abertas no R?.

Um dos conceitos mais importantes da topologia é o conceito de conjuntos com-

pactos, cuja a defini¢ao ¢é a seguinte:

Definicao 6.20. Seja X um espaco topologico. Se para toda cobertura de X por

conguntos abertos existir uma subcobertura finita, entdo X é compacto.
Proposicao 6.3. As sequintes propriedades sao vdlidas em topologias compactas:
i. Se X € compacto e C C X € fechado, entdo C € compacto.
ii. A imagem de uma mapeamento continuo de um conjunto compacto € compacta
1i. Se X € Hausdorff e C C X € compacto, entdo C ¢é fechado.

w. Sejam f : X — Y um mapeamento continuo, X compacto e Y Haussdorff.

Entao f ¢ fechado. Se f ¢ uma bijecao, X eY sao homeomorfos.

Demonstracao. Demonstracao de i.: Toda cobertura aberta de X serd uma co-
bertura aberta de C, como X é compacto, entao admite uma subcobertura finita.
Portanto C' admite uma subcobertura finita, sendo assim compacto.

Demonstragao de ii.: Considere {U,} uma cobertura por abertos de f(X). Entao
{f7*(U,)} é uma cobertura de abertos de X. Portanto existe {f~'(U,,)}, com
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k=1,2,...,n, uma cobertura finita de X. Como f é continua, {U,, } é uma cober-
tura de abertos finita de f(X). Portanto a imagem é compacta.

Demonstragao de iii.: Seja v € X \ C' um elemento qualquer. Como X é Hausdorff,
para todo u € C, u e v possuem vizinhangas disjuntas. Entao seja {U,} a reuniao de
vizinhangas abertas de u € C' com as correspondentes vizinhancas abertas disjuntas
de v e X\ C, {V,}. Como C é compacto, existe uma subcobertura {U,, } finita.
Logo a intersecgao finita das correspondentes vizinhangas de v, (| V,, ¢ aberta e dis-
junta de C'. Demonstragao de iv.: temos que f(X) é compacto de 7. e fechado de
iti.. Se ela é uma bijecao, tem-se que f~! : Y — X é continua pois a imagem inversa

de todo subconjunto fechado de X ¢é fechado em Y, logo f é um homeomorfismo. [J

Teorema 6.2 (Teorema de Bolzano-Weierstrass). Seja X um espaco de Hausdorff
enumerdvel de primeira ordem e compacto. Entao toda sequéncia possui uma sub-

sequéncia convergente.

Demonstragao. Suponha que X seja compacto e uma sequéncia (z) de X nao possui
nenhuma subsequéncia convergente. Assuma que os elementos da sequéncia sao

distintos. Da Proposicao [6.3 o fecho

cd{zp}) ={zx} C X

¢ compacto. Como X é enumeravel de primeira ordem, entao cada x,, da sequéncia
contém uma vizinhanga V;, que nao contém nenhum outro elemento x;, caso contrario
x, seria o limite desta sequéncia. Portanto a cobertura {Vj} é uma cobertura do

conjunto compacto {zx} que ndo contém nenhuma subcobertura finita, absurdo. [

Definicao 6.21. Um espaco métrico X € dito totalmente limitado se ele é um

subconjunto de uma uniao finita de bolas abertas.
Exemplo 6.22. O subconjunto Q C R? definido por:
Q={(z,y) eR?: z e [-1,1]} n{(x,y) e R?: y € [-1,1]}
¢ totalmente limitado, pois a bola aberta
B(0,3) = {(z,y) € R*: 2? + y* < 3}

contém o conjunto Q).
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Figura 6.4: A figura representa o grafico de um conjunto totalmente limitado )
contido numa bola aberta em R2.

Normas e produtos internos definidos no Capitulo 1, podem ser generalizados
para espacos ou conjuntos mais genéricos, com as mesmas propriedades. Ou seja,
uma norma satisfaz as propriedades de defini¢ao positiva, homogeneidade e desi-

gualdade triangular.

Observagao 6.8. Observe que em um espago com produto interno (X, (.,.)) defi-
nindo a norma |jul| = (u,u)/?, define um espaco normado (X,|.||). Também, é
facil verificar que um espago normado (X, ||.||) com definicao d(uy,us) = ||u; — usl|,
define um espa¢o métrico (X,d). Dessa forma, temos que em ordem de generali-
dade, espagos com produto interno sao menos gerais que espacos normados que SGo

Menos gerais que espacos MeELricos que sao menos gerais que espagos topologicos.

Deste ponto em diante, trabalharemos em espagcos vetoriais de dimensao infinita,
ou seja, definiremos algumas propriedades para conjuntos convexos nesses espagos.
A definicao de espacos vetoriais de dimensao infinita é similar para o caso finito. Da
mesma forma, define-se subespacos vetoriais ou seja, os subconjuntos dos espagos

vetoriais que sao fechados com respeito a soma e a multiplicacao por escalar.

6.6 Espacos Lineares, Normados, Convexos e Equi-
valéncia entre Normas

Definicao 6.22. Seja X um espago vetorial sobre um corpo R e S C X um subcon-
junto. A envoltoria linear de S € a intersecdo de todos os subespagos vetoriais que

contém S, chamamos LS(S) ou span(S).
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Observagao 6.9. Observe que o LS(S) é o menor subespaco vetorial de X que

contém S.

Teorema 6.3. Seja X um espaco vetorial sobre um corpo R e S C X um subcon-

Junto. Entao
LS(S) = {Zj\;l aju;: uj €5, aj € R}
Demonstracao. Considere o conjunto
Y = {Z;VZI aju;:uj €5, a; € R}

Observe que Y C X é um subespago vetorial. Adicionalmente S C Y, pois qualquer
elemento de u € S, pode ser escrito como lu € Y. Seja Z C X um subespaco
vetorial que contém S. Dado u € Y qualquer, u = Zjvzl a;uj, mas como u; € S,
entao Zjvzl au; € Z = u € Z. Logo, Y C Z, entao Y € o menor subespaco vetorial

que contém S. O

Definicao 6.23. Seja X um espago vetorial sobre o corpo R e Y C X um subespago.

Defina ~ uma relacio em X, tal que se x ~y sex —y €Y.

Observagao 6.10. Observe que se ~ € uma relagao de equivaléncia, o conjunto de
equivaléncia em X de x € o [x] e o subespaco quociente X/Y = {[x]: x € X} € um

subespaco vetorial.

Subconjuntos convexos de espacos vetoriais sao definidos de forma similar ao

caso R”, assim como a envoltéria convexa de qualquer subconjunto.

Teorema 6.4. Seja X um espaco vetorial normado sobre R. Considere que a

dim(X) < oo, tal que {x1,...xx} € uma base de X. Dado x € X, escrevemos

N
T = Zj:l QjLj,

onde «; sao unicamente determinados para cada x e j = 1,...,N. FEntao existe

co > 0 uma constante real, tal que

N
Zj:l o] < col|z]]-

Demonstracao. Suponha que nao exista tal ¢, entao para cada k > 1, existe y, € X,
nao nulo, tal que Zjvzl la; (yr)| > K ||ykl], onde o () s@o os coeficientes unicamente
determinados pela combinagao linear da base de X. Defina z, = yi/(3 |y (yk)]),
entdo Y |aj(zx)| = 1 e klz|| < 1 = [|z]| < 1/k. Mas veja que para cada j =
L., N, |aj(z)] < 1, entdo essa sequéncia real em k ¢ limitada, portanto, possui

uma subsequéncia convergente. Entao, por um processo indutivo, comecando em j =
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1, poderemos tomar subsequéncias que convergem, definindo assim os coeficientes
limites |a;(2x)| — || Mas veja que a ||z|| — 0, porém no limite ) |o;| = 1,
absurdo. O

Definicao 6.24. Duas normas num espaco vetorial X sao equivalentes, se elas

mduzem a mesma topologia.

Teorema 6.5. Duas normas quaisquer ||.||, e ||.||, de um espago vetorial X sdo ditas
equivalentes se, e somente se, existe uma constante C', tal que para todo u € X, tem-
se .

o lully < llully < Cllull,

Demonstracdo. A definicao de induzir a mesma topologia, implica que dado uma
bola definida em uma norma centrada na origem, existem duas bolas definidas na
outra norma, também centrada na origem, que contém e esta contida na bola de

referéncia. A desigualdade apresentada, segue de forma simples. O

Teorema 6.6. Seja X um espaco vetorial normado nos reais. Considere que a

dim(X) < oco. Entdo quaisquer duas normas de X sao equivalentes.

Demonstracao. Seja x € X definido por

T = Zjvzl a;(w)z;,
onde {1, ...,xx} é uma base de X. Defina a ||.||,, como sendo, ||z, = Zjvzl laj ()]
Portanto, basta provar que qualquer norma ||.|| em X ¢é equivalente a ||.||,. Com

efeito, a primeira inclusao segue da desigualdade triangular, pois:

N N N
Zj:l aj(z)z; || < Zj:l |aj(@)| |5 < CZj:l (@) = C ||z,
onde C' = max;<;<n{||z;||}. A outra inclusao segue do Teorema [6.4] O

Jall = |

6.7 Elementos de Teoria dos Conjuntos

Definicao 6.25. Seja X um conjunto. Uma relagao R entre elementos x,y,z de X

¢ dita uma ordem parcial, se satisfaz:
i. xRz, para todo x € X (reflexiva)
ii. Se xRy e yRx, entdo x =y (antisimétrica)

iit. Se xRy e yRz entdo xRz (transitiva)
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A relagao de ordem R € dita uma cadeia (ou totalmente ordenado), se para cada
x,y € X, tem-se que xRy ou yRx. Um conjunto é bem ordenado se é uma cadeia
e todo subconjunto nao vazio Y C X, possui um primeiro elemento, ou seja, existe
um p €Y, tal que pRy para todo y € Y. Um elemento b € X ¢ uma cota superior
de uma cadeia Y C X, se yRb, para todo y € Y. Um elemento mdximo de um
conjunto ordenado X ¢é um elemento m € X, tal que se x € X e mRx, entao

x = m. Podemos simbolizar R com <.

Ainda, na teoria de conjuntos, podemos enunciar o Lema de Zorn, ver lema a
seguir, que é equivalente ao axioma da escolha. Este lema sera utilizado na demons-
tracao do teorema de Hahn-Banach, que por sua vez, sera fundamental no enten-
dimento das propriedades de conjuntos convexos em espagos vetoriais de dimensao

infinita.

Lema 6.1 (Lema de Zorn). Seja X um conjunto nao vazio com uma ordem par-
cial. Suponha que para todo subconjunto de X totalmente ordenado, exista uma cota

superior. Entao X possui ao menos um elemento mdzrimo.

6.8 A Existéncia de Base e o0 Teorema de Hanh-
Banach

Definicao 6.26 (Base de Hamel). Seja X um espaco vetorial. Dizemos que {x,: a €

I} é uma base de X se:

i. O subconjunto {Ta,,..,Ta,} € linearmente independente, para quaisquer o €

1, distintos.
ii. X = span({zy: a € 1}).

Teorema 6.7 (Existéncia da Base de Hamel). Seja X um espaco vetorial nao vazio.

Entao X possui uma Base de Hamel.
Demonstragao. Defina 2 como uma cole¢ao de conjuntos
Cr={r4: e € X e €I},

em que qualquer subconjunto finito de Cy é linearmente independente. Defina uma

ordem parcial em (2, denotada por <, satisfazendo:

{za:a€l} <{ya:ael},
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se para cada « € I, existe um o € I’; tal que z, = y.. Pode-se verificar que < é
uma rela¢do de ordem. Considere 2 C €2 um subconjunto totalmente ordenado e
afirmamos que essa cadeia possui uma cota superior. Seja Y = UeeJ{%z: a € Iy},
que é uma reuniao de elementos para todas as familias de indices I em €. De fato,
por construcado Y é uma cota superior em €. Mas veja que Y é um elemento de
(), pois é a reuniao de conjuntos de €). Pelo Lema de Zorn, 2 possui um elemento
méximo, que chamamos de B. Afirmamos que X = span(B). Como todo elemento
de B, por construcao estd em X, entao B C X. Suponha que exista um elemento
de X que nao esteja em span(B), digamos . Tome um subconjunto de B finito,
ou seja, S = {xg,, ..., Ty, }, com elementos linearmente independentes. Considere a
equacao Axr + Zf Ajrg, = 0. Se A = 0, por hipdtese, A\; = 0 e todos os elementos
seriam linearmente independentes, o que implicaria z € B, absurdo. Logo A # 0,
o que implica que x é uma combinacao linear de elementos de B, logo pertence ao

span(B), absurdo. Portanto, B é uma base para o espago vetorial X. O

A seguir apresentaremos o teorema de Hahn-Banach, que sera de grande utilidade

no desenvolvimento de andlise convexa em espacos vetoriais de dimensao infinita.

Definicao 6.27. Seja X um espaco vetorial sobre R. A funcdo p: X — R, € dita

positiva subaditiva se satisfaz as sequintes condicoes:
i. plax) = ap(z), para a« >0 ez € X,
ii. p(z+y) <p(@)+py).

Exemplo 6.23. Seja X um espaco vetorial normado sobre R. A funcdo norma

.l : X = R € uma fun¢do positiva subaditiva.

Teorema 6.8 (Teorema de Hahn-Banach). Seja X um espago vetorial nao vazio
sobre os reais. Considere Y C X um subespaco vetorial. Suponha que exista t :
Y — R, fungdo linear e p: X — R, func¢do positiva subaditiva, tal que t(y) < p(y),
para todo y € Y. Entao existe uma funcgao linear T : X — R, tal que:

i. T(y) =t(y), para todo y € Y.
ii. T(x) < p(x), para todo x € X.

Demonstracdo. Suponha que Y seja um subespaco préprio de X, por outro lado o
teorema seria trivial. Dai, existe um elemento z € X que nao pertence a Y. Defina

o conjunto

V,={y+az:yeY,aeR}
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Verifica-se que Y, ¢ fechado com relacao a soma a a multiplicagao por escalar sendo,

portanto, um subespaco vetorial de X. Dados y1,y2 € Y e a1, as € R, tem-se
y1taz=ytaz < (1—@)z=yp -y €Y < o =ayey =y,

pois z ¢ Y. Logo os elementos de Y, sdo unicamente determinados. Afirmamos que
existe uma funcao linear ¢, : Y, — R que satisfaz as propriedades i. e 7i. Defina
t,:Y, > R:

t.(y+ az) = t(y) + at.(2).

Com essa definigao, t, é uma funcao linear e satisfaz a condigao i. Falta definir o
valor de t,(z). Considere dois casos: Caso 1: a > 0. Para que ii. seja satisfeita

devemos ter

t(y+az) <ply +az) = ty) + at.(z) < ply + az),

como « > 0, entao

t-(z) < 1a(ply + az) = t(y)) = ply/a + z) = t(y/a).
Como « > 0, entao t.(z) < p(y + z) — t(y), para todo y € Y. Portanto,

t-(z) < infy{p(y + 2) — t(y)}.

Caso 2: a < 0. Considerando —a > 0, entao aplicando os mesmos passos do Caso

1, conclui-se que

t-(z) = sup, {t(y) —ply — 2)}.

Observe que dados y1,y> € Y tem-se

ty+y2) <plyn+y2) =plpn + 2 +y2—2) <pyr +2) +p(ye — 2) =
p(yr +2) —t(y1) > t(y2) — p(y2 — 2).

Basta definir ¢,(z) qualquer valor entre as cotas descritas acima, que satisfaz ii.
Defina Q = {(Z,tz)}, como conjunto de todos os subespagos Z C X, tal que
Y C Z. De fato, pela demonstragao anterior, os elementos de €2 estao bem definidos
e satisfazem i. e ii.. Defina uma relagao de ordem parcial em 2, <, tal que (Z1,1z,) <
(Za,tz,), se Zy C Zy ety (z) =tz (2), para todo z € Z;. Seja ' C Q, um conjunto
totalmente ordenado. Seja Z = J,c; Zo- Veja que Z € ) tendo em vista que
¢ a reuniao de elementos em €) e, por essa definicao, é uma cota superior de V.
Pelo Lema de Zorn, € possui um elemento méaximo, digamos, (M,T). Temos que
M C X, mas afirmamos que M = X. Suponha que M # X, entao existe w € X que

nao pertence a M. Dessa forma, é possivel construir um conjunto W = {m+ aw} e
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uma funcao linear Ty, que satisfaz as condigoes 7. e #i.. Portanto, M C W, W C X
e terfamos em 2, (M,T) < (W, Tw), absurdo. O

6.9 Pontos Interiores, Conjuntos Convexos, Hi-
perplanos e Semiespacos em Espacos Vetori-
ais de Dimensao Infinita

Definicao 6.28. Seja X um espaco vetorial sobre os reais e Y C X um subconjunto.
Dizemos que y € Y é um elemento interior a 'Y quando para todo x € X existe um
e=¢€(y) >0, tal que y+tx €Y para todo t,|t| < e.

Definigao 6.29. Seja X um espago vetorial sobre os reais e K C X um conjunto
convero. Seja w € K um ponto interior de K. Definimos a funcio p : X — R,

como sendo
p(z) = infoso{a: w+ (1/a)z € K}.

Observacgao 6.11. Observe que a funcao da Definicdo estd bem definida uti-

lizando a definicao de ponto interior.
Proposicao 6.4. A funcdo p da Definicdo satisfaz as sequintes condicoes:
i. plax) = ap(zx), para todos a« >0 ez € X.
i plr +y) < plx)+p(y), para todos z,y € X.
iii. Dado x € X, tal que w+ = € um elemento de K entdo p(xz) < 1.
iv. Dado x € X, entdo p(x) < 1 se e somente se w—+x é um ponto interior de K.

Demonstragao. Parte i.: Set € {a > 0: w+ (1/a)x € K} entao t' > t, também
pertence a esse conjunto. Com efeito, defina 6 = t/t' € [0,1]. Pela convexidade de

K, temos
1-0Qw+b0(w+ (1/t)r) e K=w+ (/t)re K=w+ (1/t')r € K.
Considere:
b=p(z) =inf{a > 0: w+ (1/a)r € K}.
Dado a > 0, tem-se:
b=inf{a > 0: w+ (1/aa)ar € K} =inf{c/a >0 ; w+ (1/c)ax € K}.

Entao se
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d=inf{c>0: w+ (1/c)ax € K} = b=d/a.

Observe que d = f(ax) = ab = af(x).
Parte ii.: Dados z,y € X. Suponha que p(xz + y) > p(x) + p(y) e considere € > 0,
tal que

p(x) +p(y) + e < plx +y).

Tome b, c € R, tal que

p(x) <b<p(x)+e/2e
p(y) <c<ply) +e/2.

Defina A = ¢/(b+ ¢) € [0,1]. Pela convexidade de K, tem-se:
Aw+ (1/b)z) + (1= N (w+ (1/e)y) € K = w+ (1/(b+c))(z +y) € K.
Dal,
bt+ce{a:w+ (1/a)(x+y) € K}.

Logo, p(z +y) < (b+¢) < p(z) +p(y) + ¢, absurdo.
Parte dii.: Seja d > 0, tal que (w + x) + dx € K. Entéao

w+ (1+0)ze K=w+ (1/(1/(1+49))x € K.
Dai,
1/(14+60)e{a>0:w+ (1/a)xr € K}.
Logo p(z) <1/(1+6) < 1.

Parte iv.: Dado y € X, precisamos encontrar um € = €(y) > 0, tal que
(wHx)+ty € K,

para todo [t| < e. De p(x) < 1, existe um b < 1, tal que w + (1/b)z € K. Veja
que podemos escrever ¢ = 1/b— 1, com ¢ > 0. Se w € K é interior entao existe
um 6 = §(y) > 0, tal que w + ty € K, para todo |t| < d. Como K é convexo, seja
0=1/(1+c¢)€]0,1]. Logo

(1-0)(w+ty) +0(w+ (1+c)x)e K= (w+zx)+ (ct/(1+0¢))y € K.

Dai, escolha € = (1 + ¢)d/c. Se |t| < € entao (w + z) + ty € K. Por outro lado, se
w ~+ z € int(K) existe um € > 0, tal que w + z + tx € K, para todo |t| < e. Logo
existe um to, tal que 1+t <lel+ty € {a>0: w+ (1/a)r € K} o que conclui a

demonstracao. O]
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Definicao 6.30. Seja X um espaco vetorial sobre os reais et : X — R uma funcao
linear nao nula. O conjunto H = {x € X: t(x) = ¢} € denominado hiperplano,
onde ¢c € R. O conjunto S = {x € X: t(x) < ¢} é denominado semiespaco. Caso a

desigualdade nao seja estrita, dizemos que o semiespaco € fechado.

Teorema 6.9. Seja X um espaco vetorial sobre os reais e K C X um subconjunto
proprio de X, convero e nao vazio. Suponha que todos os elementos de K sejam
interiores. Dado y € X, tal que y ¢ K, existe uma fungao linear T : X — R e um
c € R, tal que T'(z) < ¢, para todo x € K e T(y) = c.

Demonstrag¢ao. Suponha sem perda de generalidade que 0 € K, ou seja, 0 é um

ponto interior de K. Defina a funcao p : X — R, tal que
p(z) =inf{a > 0: (1/a)z € K}.

Pela Proposicao 6.4, a funcao p é positiva subaditiva. Seja z € K entao z é um

ponto interior e pela Proposigao 6.4, p(z) < 1. Observe que
1¢{a>0:(1/a)y € K}.
Logo, p(y) > 1. Defina
Y ={ay: o € R}.

Observe que Y é fechado com relacao a soma e a multiplicagao por escalar, entao é

um subespaco X. Defina t : Y — R uma funcao linear, tal que

t(y) = ply) e
t(aw) = at(w), para todo w € Y.

Veja que t estd bem definida. Se av = 0 entao
t(0y) = 0t(y) = Op(y) = 0.
Se a > 0 entao
t(ay) = play) = at(y) = ai(y).
Se a < 0 entao
at(w) = t(aw) = plaw) = —p(—aw) = ap(w),

ou seja, t(w) < p(w), para todo w € Y. Dal, pelo Teorema de Hahn-Banach, existe

uma funcao linear T': X — R, que é uma extensao, ou seja,

= t(w) para todo w € Y e
T(xz) < p(z) para todo = € X.
<

Se z € K,entdao T'(z) <p(z) <1<ply) =T(y) =c. O
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Corolario 6.10. Seja X um espaco vetorial sobre os reais e K C X um subconjunto
proprio de X, convexo e nao vazio. Suponha que exista um elemento de K que seja
ponto interior. Dado y € X, tal que y ¢ K, existe uma funcao linear T : X — R e
um ¢ € R, tal que T'(z) < ¢, para todo v € K e T(y) = c.

Teorema 6.11. Seja X um espago vetorial sobre os reais e K1, Ko C X subconjuntos
proprios de X, convexos e ndao vazios. Suponha que K1 N Ky = 0 e que K, possui
um ponto interior. Entao existe uma funcao linear T : X — R e um ¢ € R, tal que
T(x) <c<T(y), para todo x € K; ey € K.

Demonstracao. Defina K = K1 — Ky = {x —y: z € Ky, y € Ky} E facil verificar
que K é um conjunto convexo. Adicionalmente, 0 ¢ K, pois K3 N Ky = (). Veja
que se z € K é um ponto interior, entao z — y € K é um ponto interior para todo
y € Ky. De fato, dado x € X, existe um € = e(x) > 0, tal que z + |t|lz € Ky,
para todo [t| < e = z+ |tlt —y = (z —y) + |[tlr € K. Como 0 ¢ K, pelo
coroldrio anterior existe uma fungao linear 7' : X — R, tal que T'(w) < T'(0) = 0,
para todo w € K = T(x —y) < 0= T(z) < T(y), para todo x € K;,y € Ks.
Defina ¢ = sup,cx, {7(z)}, temos que ¢ < T'(y), para todo y € Kj, concluindo a

demonstracao. O

Definicao 6.31. Seja X um espaco vetorial sobre o corpo K et : X — K uma
fungao linear. Entao t € continua em x € X se para toda sequéncia (Tn)neny € X,
tal que x, — x, entao t(x,) — t(x). Dizemos que t € limitada se existe ¢ € K, tal

que para todo x € X, tem-se |t(x)| < c||x].

Proposicao 6.5. Seja X um espaco vetorial sobre o corpo K et : X — K uma

fungao linear € limitada se, e somente se, € continua.

Demonstracao. Suponha que a funcao linear seja limitada. Dado z € X, seja
(Zn)nen uma sequéncia de X convergente para z. Se a sequéncia converge, dado
e > 0, existe N € N, tal que para todo n > N, tem-se ||z, —z|| < €/c, onde ¢
é a constante de limitacdo. Entdo |t(x,) — t(z)| = |t(x, — )| < ¢z, — x| < ¢
portanto t(z,) — t(x) e t é continua. Agora, suponha que ¢ nao seja limitada, entao
dado n € N, podemos construir uma sequéncia (x,)nen, tal que t(x,) > n||z,].
Defina a sequéncia (yn)nen, tal que yn = n/(Vnllzal). Entéo |y| = 1/v/n e
tzn) = nllzall = tly) > nlzll/(Vnllaal) = Vn. Mas veja que y, — 0, mas
t(yn) nao converge para t(0) = 0, portanto t nao é continua o que conclui a demons-

tracao. O
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6.10 Espacos de Banach e Hilbert

Definigao 6.32. Seja (X, ||.||) um espago vetorial normado. Se sua métrica corres-
pondente é completa, dizemos que (X,|.||) € um espago de Banach. Se (X,{(.,.)) €
um espago vetorial com produto interno, cuja a respectiva métrica é completa, dize-
mos que (X, {.,.)) é um espaco de Hilbert. Ambos os espacos podem ser definidos

nos campos dos numeros reais ou complexos.

Por exemplo, pode ser demonstrado que o espago R™ é completo. O R™ com sua
respectiva norma é um espaco de Banach. O R™ com seu respectivo produto interno

¢ um espaco de Hilbert.

Proposicao 6.6. Seja X um espaco vetorial sobre os reais com produto interno.

Entao para todos x,y € X, tem-se
i. (Desigualdade de Scwarz) (z,y)*> < (z,z){y,y).

ii. (Regra de Paralelograma) 2 ||z||> + 2||y|* = ||z + y||> + ||z — y||*, onde ||.|| :

X = R ¢ uma fungio, com ||z||* = (z,z).

Demonstracao. i. Seja t € R, temos que (x + ty,z + ty) > 0 = (z,z) + 2t(z,y) +
t2{y,y) >0, como t € R, a inequacao do segundo grau serd védlida se, e somente se,
A <0= 4{z,y)? — 4z, z)(y,y) <0, o que conclui a demonstragao.

ii. Temos que ||z + y||*+[|z — y|* = (z+y, z+y)+(x—y, z—y) = 2(z, 2)+2(y,y). O

Teorema 6.12. Seja X um espaco vetorial sobre os reais com produto interno. A

fungao definida por ||.|| : X — R, como ||z|| = /{(x,z) € uma norma.

Demonstracdao. Veja que a primeira propriedade da norma é satisfeita pois é equi-

valente a propriedade 4 de produtos internos. Para a segunda propriedade teriamos,

|az|| = {az, ax) = y/a?(x,z) = |a|\/{x,z) = |a|||z]]. Para a terceira proprie-
dade, dados =,y € X, tem-se ||z + y||> = (x + y,z +y) = (x,2) + (y,y) + 2(x,y) <
(z,z) + (y,y) + 2||z|| |yl = (|z|| + ||lyll)?, utilizando a desigualdade de Schwarz,

demonstrando a desigualdade triangular. O]

6.11 Conjuntos e Funcoes Convexas em Espacos
de Hilbert

A partir das defini¢oes, proposicoes e teoremas acima, podemos introduzir os

conceitos de conjuntos e fungoes convexas em espacos normados de dimensao infinita.
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Teorema 6.13. Seja X um espaco de Hilbert e K C X um subconjunto proprio,
convexo e fechado. Dado x € X, definad: X — R, como dy(z) =inf{||lz —z|| : z €

K}. Entao dado x € X, existe um dnico w € K, tal que di(x) = ||z — w||.

Demonstracao. Dado z € X, seja d = di(z) e defina uma sequéncia (Y )neny € K
tal que ||z — yn||*> < d* + 1/n. Afirmamos que (y,) é uma sequéncia de Cauchy.

Dados m,n € N = (y, + ym)/2 € K. Pela regra do paralelogramo, tem-se
o = yll® = 2|z = yall* + 2|2 = yl|* — 4[|z = (g + ) /2]1"

Portanto, pelas desigualdades no lado direito da equacao, tem-se

Y — Ymll® < 2d° +2/n + 2d% + 2/m — 4d® = 2/n + 2/m

O que demonstra que a sequéncia é de Cauchy. Como o espaco é completo, entao
(yn) converge para w € K, pois K é fechado. Suponha que existam wy,ws € K
tal que dg(x) = ||z — wi|| = ||x — we| = d. Similarmente, utilizando a regra do

paralelogramo, sabendo que pela convexidade de K, (w; + ws)/2 € K, tem-se:

lwi — wo||* = 2|z — wi||* + 2|z — wal* — 4[|z — (W + w2)/2]]* <0
absurdo. O

Corolario 6.14. Seja X um espaco de Hilbert e K um subconjunto convexo e fe-

chado de X. Entao existe um elemento w; € K, tal que, ||| = inf{||u]| : v € K}.

Podemos introduzir alguns dos conceitos de fungoes convexas e transformadas
de Fenchel apresentadas nos capitulos anteriores para o caso R", para espacos de

Hilbert sobre os reais.

Definicao 6.33. Seja X um espaco de Hilbert sobre um corpo K com a sua respectiva
norma. Dizemos que a sequéncia (x,) € X converge para x se ||x, — x| — 0, quando
n — 0o. Dizemos que a sequéncia possui uma convergéncia fraca se para todoy € X,

tem-se (Tn,y) — (x,y), quando n — oo.

Definicao 6.34. Seja X um espaco de Hilbert sobre um corpo dos reais. Dizemos
que f : X — (—00,00| € semicontinua, inferiormente, (sci) em x € X, se dado

A € R, tal que \ < f(x), existe uma vizinhanga de x, denotada por V (z), tal que:

A < f(y), para todo y € V(x).
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Definicao 6.35. Seja X um espaco de Hilbert sobre os reais. Seja f : X —
(—00, +00| uma fungdo, entio definimos o conjunto epi(f) = {(u, k) € X xR: f(u) <

k}. Dizemos que a fungao f é convexa se o conjunto epi(f) for convezo.

Proposigcao 6.7. Seja X um espaco de Hilbert sobre os reais. FEntao f : X —

(—o00, +00] € uma funcdo sci se, e somente se, epi(f) € fechado.

Demonstra¢ao. Se f é uma fungdo sci, entdao dado =z € X e A € R, com A\ < f(x)
existe uma vizinhanga de x, V(z) C X, tal que A < f(y), para todo y € V(z). Entao
o conjunto Cy = {(z,\) € X x R: f(z) > A} é aberto. Dai, a reunido de conjuntos
J C\\ é aberta, portanto, seu complementar é fechado, mas veja que o complementar
é exatamente o epi(f). Por outro lado, se epi(f) é fechado, entao seu complementar
¢ um conjunto aberto, ou seja, o conjunto {(x,\) € X x R; f(z) > A} é aberto,
dai, fixado um A € R, existe uma vizinhanca de z € X, tal que f(y) > A para todo

Y nessa vizinhanca. O]

Teorema 6.15. Seja X um espaco de Hilbert sobre os reais. Seja f : X —

(—00, +00] uma fungao. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:
1. f € convexa e sci

1. f € o supremo de todas as funcoes lineares continuas que sao menores ou iguais

que f

Demonstracao. Primeiramente, observe que se K C X ¢é um subconjunto proéprio,
convexo nao vazio em que todos os elementos sao interiores e cl(K) C X entao po-
demos afirmar que K é a intersecao de todos os semiespacos definidos nos pontos da
fronteira de K em X, que contém K. A existéncia dos semiespacos fora demonstrada
anteriormente utilizando o teorema da Hahn-Banach. Entao o item ii. é equivalente
a afirmacao que o epi(f) é a intersecgdo dos semiespagos definidos pela fungoes li-
neares continuas, que €, por sua vez, convexo e fechado pois satisfaz a igualdade
na fronteira do conjunto. Entao o conjunto epi(f) é convexo e fechado, entdao f é
convexa e fechada pelas defingoes e lema anterior. Para a implicagao contraria ver
[15]. O

Definigao 6.36. Seja X um espago de Hilbert sobre os reais. Defina T'o(X) = {f :
X — (—o0,00]: f conveza, sci e D(f) # 0}, onde D(f) ={z € X: f(z) < oo}. A
conjugada de f € definida por f*: X — (—o00, 00|, tal que:

f(y) = sup {{y,z) — f(2)}.

zeD(f)
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Teorema 6.16 (Desigualdade de Young). Seja X um espago de Hilbert e f € T'y(X).

Entao:
{y,2) < fz) + (),
para todos x € D(f) ey € D(f*).
Demonstracao. Ver [7], pagina 11. ]

Proposicao 6.8. Seja X um espago de Hilbert e f € T'o(X). Se f # +oo. Entao
fr# +oo.

Demonstragao. Ver [1], Proposigao 1.10, pagina 12. ]

Teorema 6.17 (Fenchel-Moreau). Seja X um espaco de Hilbert e f € I'g(X) e
f # +oo. Entio f* = f.

Demonstragao. Ver [7], Teorema 1.11, pagina 13. ]

Exemplo 6.24. Seja K € X um subconjunto nao vazio. Defina:

T(x) +1, sexe K,
€Tr) =
r +oo, sex ¢ K.

A funcao I € denominada fungao indicadora de K. Observe que I € convexa se,
e somente se, K € convexo e Ix € sci se, e somente se, K for fechado. Se K for

um subespago de X entdao temos (Ix)* = Iy
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Capitulo 7

Aplicacao de Funcoes Convexas no
Ensino Médio

As funcoes convexas tem larga aplicacao em problemas de matematica do Ensino
Médio, especialmente, em problemas olimpicos, grande parte relacionada a demons-
tragao de desigualdades de alto grau de dificuldade. Neste capitulo, apresentaremos

algumas demonstragoes de problemas do Ensino Médio.

7.1 Problemas Olimpicos

Exemplo 7.1. Sejam A, B,C os angulos de um triangulo. Prove que:

V3

sinA+sin B +sinC < 37

Demonstracao. Defina f : (0,7) — (0,1] como sendo f(z) = sinx. Observe que
f é concava, pois f” < 0, para todo z € domf. Outra forma de observar que f
é concava, sem utilizar a regra da derivada segunda é desenhar o grafico de f, no

dominio definido. Entao, pela Desigualdade de Jensen, tem-se

13f(A) +1/3f(B) +1/3f(C) < f(A+ B+ C)/3) = f(7/3) = v

finalizando a demonstracao.

Exemplo 7.2. Sejam a,b,c € RY.. Prove que:

aabbcc> (Lm)(a+b+c)
- 3

Demonstragdo. Defina f : Rt — R como sendo f(r) = xlnz. Observe que f é

convexa, pois f’(z) = 1/z > 0, para todo = € domf. Entao, pela Desigualdade de
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Jensen, tem-se

1/3f(a) +1/3f(b) +1/3f(c) = f((a+ b+ ¢)/3).

Logo,
alna+blnb+clne >3 (“Jr;’“) In (“Jrg“).
Com isso,
b (a+b+c)
Ina®’c® > In (M) ,
3
concluindo a demonstracao. ]

Exemplo 7.3. (IMO 1995) Sejam a,b,c € R, tal que abc = 1. Prove que:

1 1 1
ad(b+c) * b3 (c+ a) * A3(a+0)

3
> 2
-2

Demonstracao. Sejam
r=1/a,y=1/be z=1/c,

entdo zyz = 1/(abc) = 1. Defina f : R% — R como sendo f(z) = 1/z. Observe que

f é convexa. Além disso, temos que

1/(a*(b+ ) = 2%yz/(y + 2) = 2%/ (y + 2).

Dali,
(e W e e}
=xf(=—— z :
+2)  G+o) @+y e
Pela desigualdade de Jensen tem-se:
y+z zZ+x Tty Yyt+ztz+r+xr+y
> .
oD CE D) 4 2 (D 2 vy ()

O valor do lado direito é exatamente (x + y + 2)f(2). Utilizando a desigualdade
entre médias aritméticas e geométricas, tem-se (z +y + 2) > 3(zyz)"/? = 3. Por

defini¢ao f(2) = 1/2, concluindo o problema. O

Exemplo 7.4. (IMO 2001) Sejam a,b,c € R%.. Prove que:

a n b N c > 1
Va2 +8be Vb2 +8ca V2 + 8ab
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5 . TR3 _ T
Demonstragao. Defina f : R® — R como sendo f(z,y,z) = chcl WETE Observe
que dado t € R*, tem-se f(tx,ty,tz) = f(z,y,z). Entdao a fungao é homogénea,
portanto podemos assumir, sem perda de generalidade, que a + b+ ¢ = 1. Agora
considere a funcdo convexa g : Ry — R tal que g(z) = \/LE Pela Desigualdade de

Jensen tem-se
ag(a® + 8be) + bg(b* + 8ca) + cg(c* + 8ab) > g(a® + b* + ¢ + 24abe)
Ou seja:

a b c 1
+ + >
Va2 +8bc Vb2 +8ca V2 +8ab T Va3 + b3+ 3 + 24abe
Mas veja que: 1 = (a+b+c)® = a®>+b3+c3+6abc+3(a*b+a’c+b*a+b*c+c*a+c2b) >
a3 + b+ ¢+ 6abc+ 3 x 6(a®b°c) V6 = a3 +b% 4 3 + 24abe, utilizando a desigualdade

das médias aritmética e geométrica, o que finaliza o problema. O
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Capitulo 8

Conclusao

Neste trabalho, apresentamos os conceitos de andlise convexa, com énfase nas
transformadas de Legendre e Fenchel para os casos no R"™, bem como a expansao
desses conceitos para casos mais gerais, em espacos vetoriais de dimensao infinita.
Nos casos mais gerais, observamos que alguns conceitos em caso de dimensoes fini-
tas nao se aplica para caso de dimensoes infinitas. Por exemplo, a bola unitaria em
espagos topolégicos métricos de dimensao infinita nao é compacta. Expandimos o
nosso entendimento de convergéncia, de sequéncias e definimos espagos completos,
em que toda sequéncia de Cauchy é convergente. Ainda, vimos que nos casos de
espacos vetoriais e funcoes lineares, alguns teoremas que envolvem a andlise con-
vexa em dimensao finita podem ser expandidas para dimensao infinita, a exemplo
do Teorema da Separagao por Hiperplanos. Para a expansao desses conceitos apre-
sentamos algumas defini¢oes e utilizamos conceitos da teoria de conjuntos como o
Lema de Zorn para demonstrar o teorema de Hahn-Banach, resultado classico em
analise convexa em conjuntos de dimensao infinita.

Apresentamos uma aplicacao da Transformada de Legendre utilizado na mecanica
classica e também diversas propriedades importantes da andlise convexa, como por
exemplo, a continuidade das fungoes, o comportamento das mesmas em conjuntos
convexos, com respeito a apresentagao de minimos ou maximo de func¢oes. Vimos
também, algumas aplicagoes de conceitos de fungoes convexas na demonstracao de
desigualdade classicas e resolucoes de problemas de alto nivel de olimpiadas do En-
sino Médio.

Futuros trabalhos neste tema envolve o desenvolvimento de teorias e aplicagoes
dos conceitos desenvolvidos na analise convexa para resolugao de problemas de oti-
mizacao ou até mesmo no célculo de variagoes bem como no desenvolvimento de

novas técnicas ou conceitos em matematica pura e aplicada.
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