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RESUMO 

 

 

BORGES, Vanessa Henriques e MUNIZ, Ivail. Combinatória e pensamento computacional: 

conexões para a Educação Básica no século XXI. 2021. 260 f. Dissertação (Mestrado) – 

Colégio Pedro II, Pró-Reitoria de Pós-Graduação, Pesquisa, Extensão e Cultura, Programa de 

Mestrado Profissional em Matemática em Rede Nacional, Rio de Janeiro, 2021. 

 

   

O ensino de combinatória tem sido objeto de muitos estudos na área de Educação Matemática 

nas últimas décadas, em diversos países, incluindo o Brasil, muito embora ainda sejam escassas 

as conexões entre problemas de combinatória, o uso de tecnologias digitais e os diferentes 

entendimentos sobre pensamento computacional na Educação Básica e suas conexões com as 

habilidades e competências, preconizadas pela Base Nacional Comum Curricular (BNCC) para 

o século XXI. Nosso estudo apresenta uma investigação de diferentes tipos de problemas de 

combinatória (contagem, existência, enumeração, classificação e otimização), em nível do 

Ensino Médio, ora abordados pelas usuais técnicas de contagem ensinadas na Educação Básica, 

ora abordados por meio de processos que caracterizam um tipo de pensamento computacional, 

mostrando conexões, potencialidades e limitações das duas abordagens, inclusive para o ensino 

de combinatória na Educação Básica. A metodologia utilizada foi a Pesquisa em 

Desenvolvimento. Para a investigação, foram selecionados 25 problemas de combinatória, 

cujas soluções foram analisadas em quatro etapas de investigação: (i) solução matemática; (ii) 

solução via pensamento computacional; (iii) comparação de soluções e diferentes 

representações (fluxogramas e algoritmos) e (iv) considerações e conexões para a sala de aula 

de matemática, articulada à BNCC. Apresentamos também uma implementação em linguagem 

C++ para cada um dos problemas investigados. Os resultados mostram variadas conexões entre 

combinatória e pensamento computacional, gerando formas alternativas de selecionar, 

categorizar, abordar, resolver e pensar problemas de combinatória, tanto pela sua natureza como 

pelas diferentes estratégias de solução, tais como: novas possibilidades de problemas de 

contagem, tais como os de existência e otimização, a partir do uso de processos recursivos; o 

uso de algoritmos, fluxogramas e programas criando oportunidades de novas percepções e 

produção de significados sobre as etapas de resolução de problemas de combinatória; a 

ampliação das estratégias enumerativas devido à natureza da estrutura algorítmica e do aumento 

e velocidade do poder computacional; possibilidades de novas leituras sobre a dinâmica dos 

limites e das intersecções dos tipos de problemas de combinatória; a ampliação das estratégias 

enumerativas devido à natureza da estrutura algorítmica e do aumento e velocidade do poder 

computacional; o dinâmica do papel das ténicas  de contagem em processos computacionais, 

dentre outras. 

 

 

Palavras-chave: Combinatória, pensamento computacional, BNCC, algoritmos e fluxogramas, 

resolução de problemas. 
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ABSTRACT 
 

  

 

 

BORGES, Vanessa Henriques and MUNIZ, Ivail. Combinatoria and computational 

thinking: connections for Basic Education in the 21st century. 2021. 260 f. Thesis (Master's 

Degree) – Pedro II College, Pro-Rectory of Graduate Studies, Research, Extension and Culture, 

Professional Master's Program in Mathematics in National Network Mathematics, Rio de 

Janeiro, 2021.  

 

 

The combinatorics teaching has been the subject of many studies in the area of Mathematics 

Education in the last decades, in several countries, including Brazil, although the connections 

between combinatorics problems, the use of digital technologies and the different 

understandings about thought are still scarce. computing in Basic Education and its connections 

with skills and competences, recommended by the National Common Curricular Base (BNCC) 

for the 21st century. Our study presents an investigation of different types of combinatorial 

problems (counting, existence, enumeration, classification and optimization), at the level of 

High School, sometimes addressed by the usual counting techniques taught in Basic Education, 

sometimes addressed through processes that characterize a type of computational thinking, 

showing connections, potentialities and limitations of the two approaches, including for the 

teaching of combinatorics in Basic Education. The methodology used was Research in 

Development. For the investigation, 25 combinatorial problems were selected, whose solutions 

were analyzed in four stages of investigation: (i) mathematical solution; (ii) solution via 

computational thinking; (iii) comparison of solutions and different representations (flowcharts 

and algorithms) and (iv) considerations and connections for the mathematics classroom, 

articulated to the BNCC. We also present an implementation in C ++ language for each of the 

problems investigated. The results show varied connections between combinatorics and 

computational thinking, generating alternative ways to select, categorize, approach, solve and 

think combinatorial problems, both by their nature and by the different solution strategies, such 

as: new possibilities of counting problems, such as such as those of existence and optimization, 

based on the use of recursive processes; the use of algorithms, flowcharts and programs creating 

opportunities for new perceptions and production of meanings on the steps of solving 

combinatorial problems; the expansion of enumerative strategies due to the nature of the 

algorithmic structure and the increase and speed of computational power; possibilities of new 

readings on the dynamics of the limits and intersections of the types of combinatorial problems; 

the expansion of enumerative strategies due to the nature of the algorithmic structure and the 

increase and speed of computational power; the dynamics of the role of counting techniques in 

computational processes, among others. 

 

 
Keywords: Combinatorial, computational thinking, BNCC, Problem Solving. 
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INTRODUÇÃO 

 

A abordagem de tecnologias digitais em ambientes escolares, de forma 

intencionalmente pedagógica para o ensino de matemática especialmente, é algo que já vem 

sendo estudado e em alguns casos implementado desde a década de 70 do século passado, e 

ampliado nas duas décadas do século XXI, conforme se pode ver em Papert (1972), Wing 

(2006; 2011), NRC (2011), CSTA (2015), Bairral (2013), Dantas (2019), dentre outros.  

Com a Base Nacional Comum Curricular (BNCC), a discussão do uso das tecnologias 

se amplia. Além do documento reforçar o uso dos recursos tecnológicos computacionais no 

desenvolvimento de habilidades matemáticas, bem como na forma de abordar e ensinar objetos 

de conhecimento, noções matemáticas, as operações, suas lógicas e representações, a BNCC 

apresenta uma discussão que vem sendo realizada em nível internacional sobre o papel da 

computação no desenvolvimento de habilidades para o cidadão do século XXI, onde as 

tecnologias são necessárias tanto para usuários quanto para desenvolvedores, desde processos 

básicos de comunicação entre pessoas e empresas, passando pelo consumo e entretenimento, 

chegando até processos de natureza profissional.  

Nesse contexto, algo que diferencia a BNCC dos outros documentos é a ampliação do 

uso de tecnologias digitais de forma transversal aos componentes curriculares, incluindo uma 

menção explícita sobre a necessidade de se desenvolver um tipo de pensamento denominado 

pensamento computacional1, com foco na resolução de problemas, fortemente ligado aos 

processos e etapas de resolução, associados a algoritmos e computação.  

Apesar da BNCC não definir satisfatoriamente o pensamento computacional, e nem 

trazer conexões e orientações práticas de como articular tal pensamento às habilidades de 

matemática, o documento faz menção à tecnologia digital em quatro das dez competências 

gerais (1, 2, 4 e 5). Em especial, a quinta competência desejada para o estudante é a de  

Compreender, utilizar e criar tecnologias digitais de informação e 

comunicação de forma crítica, significativa, reflexiva e ética nas diversas 

práticas sociais (incluindo as escolares) para se comunicar, acessar e 

disseminar informações, produzir conhecimentos, resolver problemas e 

exercer protagonismo e autoria na vida pessoal e coletiva. (BNCC, 2018, p.9) 

 

                                                             
1 Há várias concepções do que seja pensamento computacional, cada uma delas influenciada por diferentes visões, 

experiências e intenções, conforme mostraremos no capítulo 1. Inicialmente, pontuamos que adotaremos aqui a 

ideia apresentada em Raabe (2017), onde pensamento computacional se refere à capacidade de resolver problemas 

considerando conhecimentos e práticas de computação, compreendendo sistematizar, representar, analisar e 

resolver problemas. 
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Contudo, diante dessas novas recomendações, várias questões emergem, tais como: o 

que é pensamento computacional? Quais as diferenças e similaridades entre pensamento 

combinatório e pensamento computacional? Como desenhar tarefas que favoreçam o 

desenvolvimento desse tipo de pensamento? Como usar tecnologias digitais e ensino de 

matemática para desenvolver habilidades que desenvolvam o pensamento computacional dos 

estudantes, considerando as demandas do século XXI? Como vamos trazer isso para dentro do 

currículo, e em especial, para dentro do currículo de matemática? Quais as habilidades da 

BNCC podem ser mais facilmente articuladas para o desenvolvimento do pensamento 

computacional? Quais as diferenças de resolver um problema usando pensamento combinatório 

e usando pensamento computacional? Como articular o pensamento computacional aos objetos 

de conhecimento dos programas de matemática presentes na BNCC, em especial a do Ensino 

Médio? Essas são apenas algumas perguntas que precisam ser respondidas diante das demandas 

da BNCC. 

Nesse trabalho, apresentaremos algumas reflexões para tentar contribuir com reflexões 

e construção de soluções, certamente parciais, para uma dessas perguntas, qual seja: Como 

articular o pensamento computacional às habilidades e objetos de conhecimento dos 

programas de matemática? 

Vemos o pensamento matemático como um conjuntos de tarefas a serem exploradas. 

Dentre elas, destacamos: separar um problema em casos menores, identificar padrões similares 

que possam ajudar, identificar quais conteúdos e habilidades necessários para resolução do 

problema, identificar pressupostos, selecionar estratégias apropriadas, buscar por padrões ou 

possíveis conexões, generalizar exemplos, conjecturar e demonstrar e usar raciocínio lógico 

dedutivo para demonstrar afirmações ou exibir contra-exemplo sobre as afirmações levantadas. 

Entendemos também que resolução matemática é o uso das ferramentas matemáticas e do 

raciocínio lógico para resolver problemas de matemática e, em particular, de combinatória. 

Olhando para os objetos de conhecimento e habilidades da BNCC do Ensino Médio, 

identificamos várias oportunidades de se fazer tal articulação em cada um dos objetos já 

presentes, bem como com várias das habilidades apresentadas na BNCC. É possível, por 

exemplo, abordar problemas envolvendo funções das mais variadas por meio do pensamento 

computacional, usando programas como o Geogebra ou planilhas eletrônicas. Ao mesmo tempo 

é possível usar simuladores, como o do Banco Central e da Receita Federal, para entender em 

que aspectos as mudanças previdenciárias, em especial na forma de cálculo do INSS e do tempo 

de aposentadoria, modeladas por tais funções, prejudicam ou beneficiam (será?) diferentes 
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extratos da população, incluindo os mais vulneráveis, aumentando a chance de problemas de 

proteção social num futuro próximo.  

Temos também outras oportunidades, como por exemplo na compreensão de situações 

de natureza aleatória, na medida em que vários Problemas não determinísticos envolvendo 

probabilidade e estatística são naturalmente de natureza computacional e podem ser excelentes 

oportunidades para o desenvolvimento desse tipo de pensamento. 

Diante do amplo espectro de articulações entre objetos matemáticos e o pensamento 

computacional, identificamos que a Combinatória2, numa perspectiva mais ampla que a usual 

(contemplando problemas combinatoriais resolvidos de enumeração, classificação, (por 

técnicas de contagem, existência e otimização), oferece diversos problemas interessantes que 

podem ser resolvidos por estratégias e etapas envolvendo análise, abstração e automação, que 

caracterizam em certa perspectiva o pensamento computacional.  

Diante do exposto levantamos a seguinte questão: Como conectar o pensamento 

computacional aos objetos de conhecimento dos programas de matemática presentes na BNCC, 

em especial, a combinatória do Ensino Médio? 

Por isso o objetivo geral deste trabalho é apresentar uma investigação de diferentes 

tipos de problemas de combinatória (contagem, existência, enumeração, classificação e  

otimização), em nível do Ensino Médio, ora abordados pelas usuais estratégias de 

enumeração ou técnicas de contagem ensinadas na Educação Básica (pensamento 

combinatório3), ora abordados por meio de processos que caracterizam um tipo de 

pensamento computacional, mostrando conexões, potencialidades e limitações das duas 

abordagens, inclusive para o ensino de combinatória na Educação Básica.  

 

Para atingir a esse objetivo geral, buscamos especificamente: 

                                                             
2 Usaremos cinco tipos de problemas de combinatória, ampliando a concepção dessa área, para além dos usuais 

problemas de contagem, conforme caracterizados por Batanero, Godino e Navarro-Pelayo (1996). Discutiremos 

mais detalhadamente essa classificação no capítulo 1, especificamente na seção 1.2., bem como as justificativas 

da nossa escolha. 
3 O termo pensamento combinatório foi usado neste trabalho no sentido de captar modos de resolver 

problemas de combinatória, baseados em enumerações, classificações (dividir o problema em casos) e técnicas de 

contagem, que usualmente são ensinados e apresentados em sala de aula, numa tentativa de trazer diferenciações 

do pensamento computacional. 
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1. Identificar e selecionar problemas de combinatória de contagem, existência e 

otimização que podem ser explorados via estratégias do pensamento computacional e 

pelo pensamento combinatório. 

2. Resolver os problemas selecionados usando as duas estratégias, analisando-as e 

comparando-as nas perspectivas combinatorial, computacional e educacional.  

3. Apresentar considerações didáticas, incluindo conexões entre pensamento 

computacional, combinatória e habilidades da BNCC.    

O texto está dividido em quatro capítulos. No capítulo 1 apresentamos diferentes 

concepções de pensamento computacional por meio de uma revisão da literatura sobre o tema, 

em especial, às questões relacionadas ao ensino. 

O capítulo 2 trata de combinatória numa perspectiva mais ampla que a usual adotada na 

Educação Básica, no aspecto da resolução de problemas de combinatória para o Ensino Médio. 

Apresentamos e discutimos os cinco diferentes tipos de problema de combinatória que 

abordamos no trabalho, conforme Batanero, Godino e Navarro-Pelayo (1996), seguido de uma 

revisão da literatura sobre o ensino de combinatória nessa perspectiva mais ampla. Seguimos 

com uma síntese sobre noções matemáticas sobre técnicas de contagem, que subsidiaram a 

resolução e investigação dos problemas de enumeração, classificação e contagem. Finalizamos 

com noções básicas de teoria dos grafos, que dão suporte para a resolução e análise da maioria 

dos problemas de existência e otimização abordados nesse em nosso estudo, em boa parte 

adaptados de Muniz (2007) e Borges (2018). 

 No capítulo 3 apresentamos o processo metodológico adotado, caracterizado por ser 

uma pesquisa em desenvolvimento e detalhamos as características de tal metodologia, bem 

como as classificações realizadas em cada tipo de problema e seu respectivo referencial teórico. 

Nele mostramos como foi a identificação e escolha dos trinta e cinco problemas de 

combinatória, bem como as categorias analíticas referentes tanto aos tipos de problemas de 

combinatória como as quatro etapas de investigação nas quais apresentamos (i) a solução 

matemática; (ii) a Resolução via pensamento computacional, (iii) uma comparação da 

Resolução matemática com representações algorítmicas e finalizando com (iv) reflexões e 

conexões didáticas.  
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 No capítulo 4 apresentamos a investigação propriamente dita de 35 problemas de 

combinatória4 selecionados, conforme descrita na metodologia, considerando a Resolução 

matemática e a Resolução via pensamento computacional, usando categorias baseadas na 

perspectiva do CIEB. Seguiremos com uma análise e comparação de ambas as soluções e suas 

representações algorítmicas, incluindo fluxogramas e implementações em linguagem C ++. 

Finalizamos o capítulo com articulações e conexões para a sala de aula de matemática, no que 

chamamos de considerações didáticas. 

Nas considerações finais concluímos as contribuições dessa dissertação, seguido das 

referências e do apêndice com o endereço eletrônico de cada uma das implementações em 

linguagem C++ das questões abordadas. 

  

                                                             
4 Nesse texto, vamos considerar problema de combinatória e questão de combinatória como tendo o 

mesmo sentido. 
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1 PENSAMENTO COMPUTACIONAL: PESQUISAS E ASPECTOS TEÓRICOS 

 

Neste capítulo apresentamos aspectos teóricos que fundamentam o trabalho de forma 

articulada com uma revisão da literatura sobre pensamento computacional. O capítulo tem duas 

seções: a primeira sobre pensamento computacional e a segunda sobre combinatória. 

Dois pontos iniciais merecem ser destacados. O primeiro se refere ao resgate, nada 

original do “pensamento computacional” pela BNCC, que pode ser considerado, em certa 

medida, a um retorno ao ensino de computação articulado ao ensino de matemática iniciado na 

década de 70 pelo grupo do matemático Seymour Papert. Assim, o badalado e amedrontador 

pensamento computacional, que está na moda por conta da BNCC, não é algo novo e exclusivo 

do Século XXI, conforme mostraremos logo em seguida, uma vez que formas de resolver os 

problemas de combinatória, usando computação, são em parte já “antigas”. 

É importante situar, no âmbito deste trabalho, nossa visão crítica sobre a BNCC. Por 

exemplo, uma tentativa de explicar o que é pensamento computacional está posta a seguir:  

[...]envolve as capacidades de compreender, analisar, definir, modelar, 

resolver, comparar e automatizar problemas e suas soluções, de forma 

metódica e sistemática, por meio do desenvolvimento de algoritmos. (BNCC, 

p.21) 

 

Essa definição além de não ser clara, se confunde com a resolução de problemas sem 

apoio a computação, não destaca e nem explicita os processos que diferenciam o pensamento 

computacional de outras formas de pensar e/ou resolver problemas, conforme veremos na 

próxima seção. A BNCC nos oferece oportunidades, mas está longe de mostrar caminhos e 

estratégias, sequer iniciais para aproveitá-las. Essa talvez seja uma justificativa para essa 

dissertação, e um aumento da responsabilidade do papel que ela pode ter na formação de 

professores. 

O segundo ponto é sobre a concepção de combinatória que estamos usando. 

Gostaríamos de reforçar (correndo o risco de ser repetitivos) que combinatória nesse texto 

abarca um conjunto mais amplo de problemas do que os usuais problemas de contagem, 

geralmente abordados na Educação Básica, em especial no Ensino Médio. Mas não é apenas 

uma ampliação de categorias. Apresentamos também conexões entre formas de resolver com e 

sem o apoio de computação, trazendo para a discussão etapas que caracterizam uma dada 

perspectiva de pensamento computacional. Além disso, alguns problemas, como o problema do 
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amigo oculto, são resolvidos por meio de recorrências, que apesar de ser uma construção 

matemática que antecede à criação do computador, por exemplo, tem conexões diretas com 

processos do pensamento computacional, e ganha uma importância que não teria sem a 

possibilidade do poder computacional de um computador. “Estão separados (em uma certa 

perspectiva) porém extremamente juntos (quando usamos para resolver problemas com n 

maior)”. 

 

1.1 PENSAMENTO COMPUTACIONAL: UMA REVISÃO DA LITERATURA 

 

Ao longo das últimas cinco décadas, diferentes abordagens articulando o ensino de 

matemática com ideias de programação foram se constituindo em vários países, a partir de 

alguns pesquisadores. Veremos que nessas diferentes formar de ver, entender e praticar tal 

ensino, podemos perceber que um ponto em comum entre elas é que: aprender a programar um 

computador ajuda o estudante a pensar. 

A primeira abordagem, chamada de construcionismo e letramento computacional, 

nasceu juntamente com a linguagem Logo criada pelos matemáticos Seymour Papert, Cyntia 

Solomon e Wally Feurzeig.  

Papert (1972), ancorado nas ideias do construtivismo de Piaget, identificou nos grupos 

estudados em diversos experimentos que a programação possibilita que estudantes aprendam e 

resolvam problemas pela criação de modelos conceituais que são transformados em código. 

Segundo ele, para construir um algoritmo que soluciona um problema, é necessário conhecer o 

problema e criar um modelo de como ele funciona, levando a uma profunda compreensão de 

conceitos e relações envolvidos.  

Papert defendia que a partir da construção de algoritmos para resolução de problemas o 

aluno teria autonomia e aprenderia através do fazer. O aluno a partir disso, teria motivação 

pessoal ao conseguir resolver um problema através do desenvolvimento do seu conhecimento 

em cima da questão a ser solucionada. 

Ele também enfatizou que no processo de escrita e depuração do código, o 

desenvolvimento cognitivo dos alunos é visível de forma detalhada e precisa, oferecendo a 

pesquisadores uma oportunidade inédita de investigação. (RAABE, COUTO, BLIKSTEIN, 

2020). 
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 Através da Resolução de problemas com a construção de um algoritmo, o aluno 

consegue relacionar o seu pensamento concreto na busca de uma solução pratica com o 

pensamento abstrato ao tentar criar uma abstração ou uma Resolução computacional para um 

problema prático e real. 

No Brasil, na década de 1980, foram realizados muitos projetos com a linguagem Logo, 

que envolviam escolas públicas e privadas, mas o impacto é considerado muito pequeno devido 

às condições tecnológicas e políticas de formação de professores. Em 1996, O livro O professor 

no ambiente Logo (VALENTE, 1996) foi uma das últimas obras relacionadas com o tema, 

segundo Raabe at al (2020). 

 Para Resnick e Brennan (2012), o Scratch por meio da sua linguagem em blocos, 

possibilita desenvolver conceitos de lógica de programação tais como: sequenciamento, 

repetições, eventos, paralelismo, condições, operadores e dados.  

Tais autores apresentam características do processo de usar essa lógica de programação: 

(i) Incrementar e iterar; (ii) testar e depurar; (iii) reutilizar; (iv) usar abstração e modularização 

(usar coleções ou blocos com funções específicas para construir ou resolver algo maior). Essa 

estrutura pode caracterizar não apenas a lógica de programação, mas uma maneira de entender 

o que é pensamento computacional. 

Na perspectiva destes autores, na etapa de incrementação e iteração acontece mudanças 

e os processos podem ser separados em menores casos. No teste e depuração precisamos testar 

se a solução é ótima. Na reutilização, podemos repetir a mesma função ao longo de um processo 

de programação, ou usar de problema já resolvido para chegar na solução de outro mais 

rebuscado. E a abstração e modularização é quando a partir de questões mais simples usamos 

para solução de questões maiores ou mais abstratas.  

Resnick (2013) também defende que o ato de programar pode ajudar no processo de 

organização do pensamento, em que os alunos aprendem a organizar, refinar e refletir sobre as 

ideias. Ao serem capazes de codificar problemas, conseguimos escrever o mundo real através 

de processos recursivos ou pensamentos lógicos seguindo etapas estruturadas no pensamento 

computacional. 

O letramento digital é o termo usado por Disessa (2001) para a técnica usada para leitura 

e escrita no processo de alfabetização. Uma pessoa letrada digitalmente é capaz de ler jornais, 

cartas, ler placas de trânsito, relatório, jornais digitais e impressos, dentre outros. Defende ainda 

uma mudança nas estruturas escolares, nas quais os alunos usariam o computador como parte 

integrante do processo de aprendizagem, e não apenas nas aulas computacionais. Esse processo 
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se tornou mais presente durante a pandemia, na qual a educação se viu em um momento 

emergencial em que precisava utilizá-lo como meio de aprendizagem o tempo todo e mudou a 

maneira como vemos e usamos tal ferramenta em sala de aula. 

 A maneira como aprendemos e o processo que usamos como ferramenta para esse ato 

mudam a visão que temos do mundo e como lidamos com ele. Assim, as soluções buscadas e 

apresentadas se modificam e são habilidades que são aplicáveis em diversas áreas de 

conhecimento. Ou seja, o letramento digital e o pensamento computacional podem ser aplicados 

em aprendizagem e solução de problemas em áreas como artística, exata, humanista, social, 

biológica, tecnológica, dentre outras. (DISESSA 2001). 

 Para Blikstein (2018), o letramentamento computacional é um conjunto de elementos 

materiais, cognitivos e sociais que geram novas formas de pensar e aprender, permitindo novos 

tipos de operações mentais e representações de conhecimento, criando novos tipos de 

“literaturas”. 

  

A segunda abordagem, segundo Raabe at al(2020) é a emergência do pensamento 

computacional, que acabou influenciando fortemente currículos em diversos países, incluindo 

a presença do termo na BNCC.  

Em 2006, Jeanette Wing (2006) retoma o termo pensamento computacional no artigo 

Computational Thinking. Ela resgata a ideia do pensamento computacional, mas não com a 

questão do ideal construcionista antes defendido, mas como uma disciplina importante a ser 

aplicada em diferentes áreas de conhecimento e na vida cotidiana. Esse pensamento seria 

dividido em etapas tais como: reconhecimento de padrões, decomposição de problemas, 

abstração do problema e solução através de algoritmos. 

 Ela é a responsável pela difusão desse termo e sua definição, bem como de analisá-lo 

do ponto de vista de explorá-lo pedagogicamente. Wing destaca que: 

 

Pensamento computacional é o processo de pensamento envolvidos na 

formulação de problemas e suas soluções, para que estas sejam representadas 

de uma maneira que possam ser efetivamente executadas por um agente de 

processamento de informações. (WING, 2011) 

 

Wing propôs que essa forma de pensar e resolver problemas, geralmente usada por 

profissionais da computação, que inclui a capacidade de usar abstrações, reconhecer padrões 
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para representar problemas de diversas maneiras, dividir problemas em partes menores e usar 

algoritmos para gerar soluções, não pode ser exclusiva dos profissionais de computação. E 

chega a ponto de defender que o pensamento computacional deveria ser adicionado às 

habilidades de ler, escrever e operar com números, tal a sua importância desde a infância. 

Em 2008, Wing apresenta uma proposta de estruturação para o pensamento 

computacional, representada por meio da figura a seguir. 

 

Figura 1 - Proposta de estruturação do pensamento computacional

 

Fonte: Os pilares do pensamento computacional (WING, 2008)   

 

No pilar de abstração se encontra as generalizações necessárias para a construção, 

análise e produção de algoritmos. Já no pilar de análises há uma busca por melhorias na 

eficiência de alguns algoritmos já implementados. E na automação buscamos a mecanização 

das soluções, de modo que as máquinas ajudem a solucionar problemas. 

Nessa perspectiva, no pensamento computacional quando falamos em abstração 

relacionado a dados estamos nos referindo ao processo de representar informações do problema 

através de informações de entrada e saída no algoritmo. Dentro da computação os dados de 

maior relevância são os registros (coleção de informações, como um formulário), listas (listas 



24 
 

de dados, baralho, pilha etc.) e grafos (estrutura usada para representar muitas estruturas tais 

como redes de modo geral, mapas etc.) 

Os processos se referem a definição dos algoritmos utilizados para Resolução do 

problema de modo que seja compreensível ao leitor. Nestes podemos usar as seguintes 

abstrações: composição (junção de passos no algoritmo), escolha (condicional ou tomada de 

decisão de acordo com os antecedentes passos do algoritmo) e repetição (laços ou recursão). 

E a técnica de construção de algoritmos nos auxilia na construção de problemas mais 

complexos. Podemos dividi-la em: decomposição (divisão do problema em problemas 

menores), generalização (construção mais geral do problema) e transformação (utilização da 

solução de problema para resolver outro). 

Em relação a automação, buscamos criar métodos que tornem a solução do problema 

automática pelo computador. Podemos usar as seguintes técnicas: máquina (escolha dela para 

trabalhar), linguagem (C, C++, python etc.) e modelagem computacional (modelos que 

simulam comportamento de sistemas reais tais como na área de biologia e médica). 

Quando vamos implementar um problema, precisamos ter uma análise deste para saber 

se será possível ou não o solucionar. Para tal, vemos três questões: viabilidade (se existe a 

possibilidade de encontrar uma solução computacional), correção (verifica se o algoritmo 

realmente resolve o problema) e eficiência (avalia se o algoritmo é eficaz em relação ao tempo 

de execução, à margem de erro aceitável, se é compreensível ao leitor, dentre outros).  

Assim, entendemos que enquanto a matemática busca soluções para problemas 

matemáticos ou de áreas afins, o algoritmo vai além disso, pois este pode ser usado para buscar 

soluções para questões cotidianas tais como: como devo ensinar a uma criança a arrumar as 

blusas no armário? Esse tipo de problema não pode ser resolvido através do pensamento 

combinatório. Ou seja, o algoritmo vai além disso. Então ele engloba as técnicas para a 

construção de algoritmos (técnicas de solução de problemas). O processo de sistematizar, 

representar e analisar a atividade de resolução de problemas é conhecido como pensamento 

computacional.  

Em 2011, Wing apresenta uma definição mais clara de pensamento computacional, 

expressa nos seguintes termos:x 

 

Pensamento computacional é o processo envolvido na formulação de 

problemas e suas soluções, para que estas sejam representadas de uma maneira 

que possam ser efetivamente executadas por um agente de processamento de 

informações. (WING, 2011). 
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Assim, de maneira rotineira, o pensamento computacional descreve as atitudes mentais 

envolvidas na criação de problemas a fim de aceitar soluções computacionais e na proposta de 

soluções (WING, 2011). 

A posição influente de Wing na National Science Foundation (NSF) ajudou a consolidar 

o termo pensamento computacional, ainda que não se tenha uma definição que não deixe 

lacunas na sua interpretação. Para Raabe (2020), não há atualmente nenhuma argumentação 

para esclarecer se de fato estamos falando de um novo tipo de pensamento ou de uma 

combinação de vários pensamentos existentes. 

 

Uma definição que se apresenta com mais detalhamento e, consequentemente, com 

menos lacunas, sobre o que é pensamento computacional é a apresentada pelo International 

Society for Technology in Education (ISTE) juntamente com a Computer Science Teachers 

Association (CSTA), que concebem o termo como  

 

Um processo de resolução de problemas que inclui as seguintes 

características: formulação de problemas de forma que computadores e outras 

ferramentas possam ajudar a resolvê-los; organização lógica e análise de 

dados por meio de abstrações como modelos e simulações; automatização de 

soluções a partir de algoritmos; identificação, análise e implementação de 

soluções visando a combinação mais eficiente e eficaz de etapas e recursos; 

generalização de e transferência de soluções para uma ampla gama de 

problemas (CSTA, 2015).  

 

 

Para finalizar, vale afirmar que essa segunda abordagem nasce da ciência da computação 

e atraca no cais da Educação Básica. Com a popularização do termo pensamento 

computacional, as ações sobre como difundir o ensino de computação, as discussões sobre 

como introduzi-lo na educação básica se ampliaram significativamente (Raabe, 2020, p.8) 

Diversos trabalhos de mestrado, doutorado, pesquisas surgiram nesse movimento, 

muitas vezes atreladas a iniciativas de introdução ao pensamento computacional nas escolas, 

em parceria com pesquisadores e universidades (BARCELOS; SILVEIRA, 2012; ANDRADE 

et al, 2013; RAABE; ZEFERINO, 2014; DANTAS, 2019) 

A Sociedade Brasileira de Computação (SBC) também busca formalizar esse 

pensamento e incentivá-la através da Olimpíada Brasileira de Informática no ensino básico. E 

o Referencial de Formação em Computação: Educação Básica. Este estabelece o que deve ser 

ensinado em relação a computação na educação básica. Outros ambientes e iniciativas também 

existem como CodeClubs, formada por voluntários que vão até às escolas a fim de realizar 
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atividades de programação, ou a implantação de ambientes de programação como o Portugol 

Studio  e em larga escala o incentivo de programação como o Programê. 

  

A terceira abordagem, se refere a uma iniciativa da CODE.ORG, que vamos chamar 

de demanda de mercado.  

 A Code.org surgiu nos estados unidos devido a uma defasagem de programação nas 

escolas em 2013. Os idealizadores receberam patrocínio de grandes empresas para difundir a 

ideia. E nesse mesmo caminho surgiu a Hora do Código para incentivar a participação de 

escolas no ensino de programação. O Code.org apresenta problemas no estilo de jogos de com 

personagens e com programação no estilo de blocos. O foco dessa abordagem é nas 

oportunidades de trabalho e de carreira e focado nas empresas de tecnologia. Focado também 

que a programação traz novas oportunidades de trabalho no futuro.  

Esta abordagem está de acordo com a ideia de que a maior demanda não será de 

programadores, mas sim de profissionais diferentes áreas que saibam programar e aplicar esse 

conhecimento em sua área de atuação. (BLIKSTEIN, 2018).  

O foco dessa abordagem está nas oportunidades de trabalho e de carreira, e representa 

o interesse das empresas de tecnologia no aumento da oferta de mão de obra qualificada para 

continuar crescendo. É a programação como forma de atender à demanda do mercado. 

Entendemos que aqui precisamos de um equilíbrio. Assim como uma população de 

estudantes pode ser beneficiar de uma formação que os leve a produzir novos significados, 

gerando conhecimentos que podem lhes ajudar em suas atividades profissionais, entendemos 

também que a forma de pensar por meio da computação não pode estar desvinculada da crítica, 

da ética, da solidariedade, ou seja, não pode ser limitada à geração de oportunidades com o 

risco de destruir algumas delas por não se pensar na coletividade e para a vida fora do trabalho. 

A quarta abordagem se refere à equidade e inclusão. Basicamente, segundo Blikstein 

(2028), a preocupação aqui está em compreender o impacto da computação na sociedade e 

garantir a equidade e a diversidade de participação. 

Para O´Neill (2016), a ciência da computação se tornará cada vez mais crucial para a 

participação cívica e a tomada de decisão informada.  

Nessa perspectiva, para exercerem plenamente sua cidadania, as pessoas vão precisar 

entender o que são algoritmos, como o trabalho vai mudar em função da automação e da 

inteligência artificial, como se posicionar e lutar politicamente para preservar a dignidade e 
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alocar as pessoas substituídas por tal tecnologia, com usar dispositivos móveis para 

diagnósticos de doenças na busca por soluções de tratamento e assim por diante. 

Em todas as abordagens vemos que a computação é vista como meio para produção de 

soluções, para construção de softwares e questões enriquecidas por tecnologia, programação 

básica de sistemas robotizados, jogos, materiais educacionais, etc; para solucionar problemas 

complexos por meio de modelagem matemática, por meio de aprendizagem de máquina, 

estatística; estudar e classificar os problemas, a eficiência dos algoritmos e limites de 

computação. 

  

A figura abaixo busca comparar as quatro abordagens apresentadas conforme as 

finalidades da computação em cada uma delas.  

 

 

Figura 2 - Possíveis abordagens do pensamento computacional 

 
Fonte: Raabe et al (2020) 

 

 

Tendo em vista que cada abordagem parte de culturas e valores diferentes, elas têm 

potencial de impactar a educação também de formas diferentes, tanto na formação dos 

professores, quanto no design de currículos e nas escolhas de suas  implementação . 
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Algumas fontes importantes tais como o currículo australiano, o Currículo de Referência 

em Tecnologia e Computação do Centro de Inovação na Educação Brasileira (CIEB) e o 

Currículo da FabLearn da Columbia University dialogam entre si sobre o pensamento 

computacional como meio de ferramenta para diversas áreas de conhecimento na sua 

aprendizagem e desenvolvimento na aprendizagem.  

Já a Sociedade Brasileira de Computação vai em direção ao uso do pensamento 

computacional ser trabalhado diretamente como uma disciplina voltada para a programação e 

aplicação desta.  

Em relação a formação docente, podemos ter algumas perspectivas. Dentre elas, o 

pensamento computacional pode ser trabalhado com a aprendizagem de como programar com 

aplicações no ensino da matemática durante a graduação. Ou ainda através de formações 

continuadas os docentes possam ver esse tema. E também profissionais da área de ciência da 

computação atuarem como docentes.    

O objetivo maior da computação é raciocinar sobre o pensamento lógico. Em outras 

palavras, ela busca formalizar o pensamento de modo a permitir sua automação e análise 

matemática. De uma maneira geral, o pensamento computacional pode ser visto como uma 

generalização do raciocínio matemático.  

 

Figura 3 - Análise de entrada e saída de resultados e resolução de problemas.    

 

Fonte: Raabe et al (2020, p.59) 
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Já Alan Perlis defende a ideia de que todos devem programar em computadores com um 

desempenho universitário (PERLIS, 1962), pois isso poderia ser aplicado em todas as áreas de 

conhecimento.  

Internacionalmente, a busca pela implementação do pensamento computacional nas 

escolas tem sido presente. Um dos motivos é que essa área traz benefícios na aprendizagem por 

prover reflexão, resolução de problemas e que a tecnologia digital está presente em todas as 

áreas de nossa sociedade e é interdisciplinar. 

Com o levantamento realizado por Jones (2011), vamos ver alguns países e o processo 

de implantação do pensamento computacional. Na Alemanha a partir de 2004 as disciplinas de 

computação não eram mais obrigatórias e se tornaram eletivas.  

Por outro lado, o fator motivacional para adoção dessa disciplina nas escolas foi pautado 

em: possibilitar que os discentes saibam lidar com questões cotidianas e tecnologias da 

informação no cotidiano de cada um e a promoção do ensino mais avançado de computação 

para os níveis técnico e superior. Dentre as disciplinas ofertadas destacamos algumas: 

orientação a objetos (codificação), modelagem entidade-relacionamento, autômatos, 

modelagem algorítmica, interação homem-máquina, privacidade, segurança, arquitetura de 

computadores, computabilidade, eficiência e questões sociais. (BRINDA; PUHLMANN; 

SCHULTE, 2009). O maior foco no fundamental II é na modelagem e possuem uma grande 

quantidade de professores com formação adequada para lecionar nessa área. É exigido duas 

graduações, preparação pedagógica e estágio de dois anos.  

Na Argentina em 2015 Consejo Federal de Educación (CFE) através da resolução nº 

263/15, estabeleceu diversos elementos, nos quais destacamos o ensino de programação como 

integrante do currículo ou atividade extraclasse durante os anos obrigatórios, criação de Red de 

Esculas que programan (REP) de acordo com a disponibilidade de professores com formação 

para tal e propagação dessas escolas a ponto de atingir níveis estaduais com o tempo através de 

iniciativas de formação continuada dos docentes em serviço. 

Na Austrália a partir de 2015 ocorreu uma reestruturação dos currículos e foi adotada a 

programação como uma das principais competências com  objetivo de desenvolver recursos 

curriculares para o ensino da matemática, oferecer suporte para o conhecimento básico de 

programação em todos os níveis de escolaridade, criar escola-piloto pautada na estratégia P-

TECH (ONG’s com metodologia de ensino com foco na formação do aluno para o mercado de 

trabalho) e financiamento de escolas de verão para alunos da área de ciência, tecnologia, 

engenharia e matemática (STEM: Science, technology, engineering, and mathematics). No 5º 
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e 6º ano os discentes aprendem a codificar (pensar computacionalmente) e no 7º aprendem a 

programar (escrever algoritmos) e as disciplinas de história e geografia deixam de ser 

obrigatórias e passam a ser optativas.  

A Coréia do Sul já trabalha com computadores em sala de aula desde a década de 70. 

No fim da década de 80 já era trabalhada a alfabetização digital. Em 2007 houve um consenso 

entre docentes que o computador não deveria ser trabalhado em sala de aula apenas com esse 

fim, mas também para a resolução de diversos tipos de problemas e que são do mundo real, 

para aumentar a habilidade de raciocínio. A disciplina era ofertada desde o ensino fundamental 

como eletiva e ainda havia conteúdos como ética na informática e cibercrime (CHOI; AN; LEE, 

2015). Em 2015 houve uma redução na oferta dessa disciplina devido à redução da carga horária 

de disciplinas eletivas, ausência de uma regulamentação específica para essa disciplina e a 

ausência de avaliações institucionais relativa às essas aulas. E a partir 2017 iniciou uma busca 

de como mudar essa realidade. 

A Escócia iniciou a discussão sobre o ensino do pensamento computacional a partir dos 

anos 80. Nessa época, a visão era voltada para a área de software e de banco de dados aplicada 

em questões práticas. Essa visão foi discutida por estudiosos se realmente era eficiente no 

ensino básico, pois o ensino computação era voltado para aplicativos de escritório, de acordo 

com pesquisa feita em 2004. Assim, em 2011, foi lançado um documento Curriculum for 

Excellence (EDUCATION SCOTLAND, 2009), que destaca três pontos esperados na educação 

(de 3 a 18 anos) a ser alcançados: TICs para melhorar a aprendizagem, ciência da computação 

contextualizada no desenvolvimento de competências tecnológicas.   

Nos Estados Unidos em 2015, no documento Every Student Succeeds Act (ESSA) a 

disciplina ciência da computação é colocada em mesmo grau de importância tanto quanto 

matemática, história e inglês. Ainda não existe um documento legal que obriga o ensino dessa 

disciplina em todo o país, mas alguns estados adotaram tal disciplina como obrigatória e até 

mesmo as vezes substituindo disciplinas tidas como obrigatórias ou tradicionais. Alguns 

estados trocaram a disciplina de matemática por ciência da computação baseados no currículo 

proposto por Computer Science Teachers Association (CSTA), conhecido como A Model 

Curriculum for K-12 Computer Science (CSTA, 2011). Nele é apresentado como trabalhar 

ciência da computação em todos os anos escolares, bem como são propostos exercícios.  

A Estônia é um país totalmente pautado na dependência da internet para seu 

desenvolvimento. Por isso, no final da década de 90 todas as escolas do país tinham 

computadores e o projeto levava em consideração o aluno aprender a programar desde os 7 

anos. Atualmente esse ensino acontece nacionalmente e está presente em todos os níveis 
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educacionais e técnico. Dentre as ações existentes, há ferramentas à disposição, tais como 

Oppematerjalid, para incentivar professores á formação continuada e ao ensino de programação 

nas escolas.  

Na França, a partir de 2015, foi decidido que era necessário trabalhar programação e 

computação nos primeiros anos escolares, pois era uma maneira de seguir as novas demandas 

da atualidade.  Então em 2017 foram estabelecidas as disciplinas de fundamentos das 

linguagens de programação e desenvolvimento de aplicativos com o uso de algoritmos 

simplificados (FLEURY; NEVEUX, 2017). 

A Finlândia adotou o ensino de computação a partir de 2016 pautada no guia 

Koodiaapinen 2016 de Mykkänen e Liukas (2014). Neste guia é recomendado trabalhar no 1ª e 

2º ano o pensamento computacional por atividades lúdicas, do 3º ao 6º ano desenvolver 

atividades no computador com programação visual e incentivando a perda do medo de 

errar e do 7º ao 9º ano familiarizar os alunos com uma linguagem de programação real 

como por exemplo o Python. Eles oferecem também uma formação gratuita para os 

professores através da plataforma massive open online course (MOOC). 

Outros países como Grécia e Reino Unido também já adotam em seu currículo 

essa área de conhecimento. A tabela a seguir mostra alguns países e como a computação 

foi implementada:  
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Figura 4 - Tabela comparativa do ensino do pensamento computacional nos países. 

 

Fonte: Raabe, 2014. 
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No Brasil ainda não existe um reconhecimento oficial da importância ou implantação 

do pensamento computacional no currículo educacional. Mas a BNCC apresenta tecnologias 

digitais como um tema integrador. Isso pode ser usado como uma ponte entre essa área e a 

educação. Em 2018 na tentativa de acelerar ou auxiliar a implantação dessa área nos currículos, 

o Centro de Inovação para a Educação Brasileira (CIEB) apresentou o Currículo de Referência 

em Tecnologia e Computação organizado em três eixos  e 10 habilidades. Tais eixos se dividem 

em: cultural digital, tecnologia digital e pensamento computacional. O tema dessa dissertação 

se encaixa no eixo de pensamento computacional. Em relação aos conceitos, o pensamento 

computacional se divide em abstração, algoritmo, decomposição e reconhecimento de padrões. 

Esses são os conceitos que são utilizados para analisar as questões escolhidas para essa 

dissertação.  

 

Figura 5 - Estrutura do Currículo de Referência em Tecnologia e Computação. 

 

Fonte: CIEB 

 

O conceito de abstração é a filtragem e classificação dos dados ou formas de organizar 

as informações em estruturas que auxiliem na resolução de problemas. O algoritmo é o conjunto 

de passos a ser dado ou de processos a serem executados para a resolução do problema em si. 
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A decomposição é a partição do problema em casos menores e de mais facilidade de solução. 

A representação de padrões trata-se na identificação de características comuns entre problemas 

e soluções.  

Nesse mesmo rumo, a Sociedade Brasileira de computação buscou uma abordagem 

similar (SOCIEDADE BRASILEIRA DE COMPUTAÇÃO, 2019). O início da ideia de 

computação surgiu com a linguagem logo. Até o ano de 96 no Brasil muitas pesquisas foram 

realizadas acerca dessa linguagem (VALENTE, 1996). Posteriormente, o interesse em robótica 

educacional aumentou e perpetua até os dias de hoje. A partir da linguagem logo que se 

desenvolveu ou se modificou com o tempo, surgiu o Scratch. Ele faz muito sucesso de início 

com os alunos que ficam interessados e motivados com a iteração da linguagem orientada a 

objetos. Mas com o passar do tempo muitos alunos perdem o interesse em tal linguagem ou 

acham infantis os temas propostos. 

Várias resoluções foram criadas no intuito de dar abertura para a tecnologia na educação. 

Destacamos o Conselho Nacional de Educação (CNE) em 2015 incentiva o ensino de TICs para 

ampliação da formação cultural de professores e estudantes. Consequentemente, diversas 

pesquisas têm sido realizadas sobre o pensamento computacional. (BARCELOS; 

BRACKMANN, 2017; FRANÇA; AMARAL, 2013; ANDRADE et al., 2013; VIEL; RAABE; 

ZEFERINO, 2014; CAMPOS et al., 2014). 

Dentre os ambientes de programação vale destaque o Portugol Studio e olimpíadas 

como a Olimpíada Brasileira de Matemática ou a Olimpíada de Raciocínio Lógico, com o 

intuito de despertar no aluno o interesse por uma ciência que é primordial para sociedade através 

da competição e curiosidade com desafios a resolver.   

O pensamento computacional auxilia ao discente desenvolver outras áreas de 

pensamento, tais como o pensamento abstrato (uso de subjetividade em diferentes níveis de 

dificuldade), pensamento algorítmico (demonstração da solução através de diversos passos ou 

procedimentos), pensamento lógico (formulação e eliminação de hipóteses) e pensamento 

dimensionável (divisão de um problema em partes menores).  

 Outro aspecto a ser considerado é que a aprendizagem de Álgebra, como também 

aquelas relacionadas a Números, Geometria e Probabilidade e Estatística, podem contribuir 

para o desenvolvimento do pensamento computacional dos alunos (BNCC, p. 271). 

Ao trabalharmos ao longo dessa dissertação com a noção de pensamento computacional, 

usaremos certos termos que necessitam ser explicados. O termo algoritmo é um conjunto de 

passos dados a fim de resolver um problema ou uma classe (conjuntos) de problemas de mesma 

espécie. Já a linguagem de programação se trata de um conjunto de comandos que transcrevem 



35 
 

para o computador o que foi pensado pelo humano que criou o algoritmo. O fluxograma é uma 

estrutura visual de apresentação de um algoritmo. A condicional é um conceito que engloba a 

ideia de que uma ação só pode ocorrer se antes outra tiver acontecido, ou seja, temos que tomar 

a decisão de acordo com os passos anteriores. A variável é um espaço na memória do 

computador onde é armazenado uma parte da informação por um determinado tempo. A 

repetição é um recurso que está presente como uma estrutura na linguagem de programação, 

com o intuito de refazer os mesmos passos de acordo quando certa ação ocorrer no algoritmo. 

Barichello (2021) 

Na BNCC encontramos o uso de fluxogramas  proposto para o  Ensino Fundamental 

(como nas habilidades EF06MA04, EF07MA07, EF08MA10, EF09MA15). Este quando bem 

definido como um conjunto de ações a serem realizadas também pode ser definido como um 

algoritmo ou uma representação algorítmica. Um algoritmo para ser de fácil entendimento, deve 

estar bem-organizado e bem estruturado com cada função, procedimento ou recursão bem 

escritos e claros para leitura. 
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Figura 6 -  Comparativo entre a estruturação do pensamento computacional: SBC x CIEB 

 

Fonte: O autor baseado no CIEB e SBC. 

 

Realizamos um comparativo entre o currículo apresentado pela SBC e do CIEB. O do 

CIEB é pautado no currículo da SBC, bem como nas competências da BNCC e em referências 

internacionais curriculares, bem como em teóricos tais como Raabe (2017) e Valente (2002). 

No desenvolvimento desse trabalho utilizamos a definição do CIEB para pensamento 

computacional. Escolhemos essa uma vez que é mais usada no referencial teórico, bem como é 

um currículo mais detalhado. As etapas do pensamento computacional adotadas são mais 

familiares aos termos usados na resolução de problemas de combinatória, o que facilita a 

solução via pensamento computacional. E além disso, o próprio currículo do CIEB foi 

desenvolvido a partir do SBC, mas com mais detalhes e relacionado com a BNCC e suas 

respectivas habilidades e competências. Para quem queira saber mais sobre a relação entre 
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matemática e pensamento computacional recomendamos Barcelos (2015), o qual apresenta uma 

revisão sistemática da literatura sobre tal área. 

 

1.2 PENSAMENTO COMPUTACIONAL: O CIEB X BNCC 

  

Nessa seção apresentamos mais detalhadamente a versão de pensamento computacional, 

apresentada pelo CIEB (2020), que tomamos como referencial em nossa investigação, 

compreendendo a resolução dos problemas de combinatória via pensamento computacional. 

Nesse documento, o CIEB considera que pensamento computacional se refere à capacidade de 

compreender, definir, modelar, comparar, solucionar, automatizar e analisar problemas (e 

soluções) de forma metódica e sistemática, considerando conhecimentos e práticas de 

computação, geralmente através da construção de algoritmos (CIEB, 2020, pp 8;21) 

Essa concepção do CIEB considera quatro “conceitos” (os quais chamaremos de 

processos) presentes no pensamento computacional, que se conectam de forma dinâmica e não 

necessariamente na ordem que apresentamos abaixo. Os processos são: 

1) reconhecimento de padrão - padrão no problema 

2) decomposição - divisão de problemas complexos para problemas menores 

3) algoritmos - construção de orientações claras para a resolução de problemas. 

4) abstração - filtragem e classificação de dados para resolução de problemas 

 

Para o CIEB (2020, p.21)  

 Abstração: o conceito envolve a filtragem dos dados e sua classificação, ignorando 
elementos que não são necessários, visando os que são relevantes. Envolve também formas 
de organizar informações em estruturas que possam auxiliar na resolução de problemas.  

 Decomposição: a decomposição trabalha o processo pelo qual os problemas são divididos 
em partes menores e mais fáceis de resolver. Compreende também a prática de analisar 
problemas a fim de identificar quais partes podem separadas, e também de que forma 
podem ser reconstituídas para a solução de um problema global. Essa prática também 
possibilita aumentar a atenção aos detalhes. 

 Reconhecimento de padrões: trabalha a identificação de características comuns entre os 
problemas e suas soluções. Resulta do fato de realizar a decomposição de um problema 
complexo para encontrar padrões entre os subproblemas gerados. Esses padrões são 
similaridades ou têm características que alguns dos problemas compartilham e que 
podem ser explorados para que sejam solucionados de forma mais eficiente 

 Algoritmos: conceito que agrega todos os demais. O algoritmo é um plano, uma 
estratégia ou um conjunto de instruções claras e necessárias para a solução de um 
problema. Em um algoritmo, as instruções são descritas e ordenadas para que o 
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objetivo seja atingido; podem ser escritas em formato de diagramas, pseudocódigo 
(linguagem humana) ou escritos em códigos, por meio de uma linguagem de pro-
gramação  

 

Tais processos são tão aplicáveis em nosso cotidiano quanto a abstração matemática por 

si só. E, diante disso, levantamos algumas reflexões. Dentre elas, numa aula de matemática, 

observamos a contextualização e a resolução de problemas partindo de um tema, mas que é 

focado na demonstração da resolução daquele problema. Já no Pensamento Computacional 

tendemos a pensar em automatizar a resolução de um problema para torná-la genérica para 

aquela classe de problemas (complexidade dos algoritmos, por exemplo, temos problemas NP-

completo). 

 A noção de algoritmo em pensamento computacional pode ser direcionada para a 

resolução de problemas, enquanto no pensamento matemático nem sempre é problematizado, 

como por exemplo a aplicação do algoritmo de Euclides diretamente para resolver uma equação 

diamantina. Até podemos generalizar tal equação, mas não é fator condicional para que o 

algoritmo seja aplicado.  

A comparação de respostas viabiliza a troca e conhecimento, aprendizagem, 

aperfeiçoamento, comparação de dados, algoritmos e tomada de decisão. O fluxograma serve 

para organizarmos e estruturarmos as condições do problema e os passos a serem seguidos em 

cada etapa do algoritmo. É uma visão do PC mais voltada para programação, que é uma subárea 

do PC (este é muito mais amplo). 

 Uma aula de matemática trabalha o pensamento dedutivo e lógico por exemplo. A 

oportunidade de testar mais rápido algumas conjecturas e realizar experimentos fica mais 

eficiente através do pensamento computacional aplicado ao computador como uma ferramenta 

quando programo alguma fórmula ou algo que queremos testar ser verídicos ou não. 

 Para professores, o Pensamento Computacional pode resolver problemas matemáticos 

e ser uma ótima ferramentas para resolver e expandir problemas. O algoritmo vira um objeto 

de interesse por si só(interesse que sai da matemática em direção à computação). Introduzir 

recursos computacionais como linguagens de programação e como ferramentas é uma tentativa 

de implementar a tecnologia em sala de aula ou recursos computacionais nas aulas de 

matemática. E, teoricamente, de acordo com a BNCC, não é o livro que vai dizer para que série 

é, é a escola que vai decidir isso, em relação a como, quando, porque, quantas vezes e por 

quanto tempo faremos essa aplicação do pensamento computacional aliado a matemática. 
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 Ao propormos um problema ao aluno esse muitas vezes tem dificuldades em organizar 

o pensamento e talvez fosse necessário ajudá-los na organização do pensamento através da 

divisão do problema em casos a fim de que o aluno percebesse algum padrão. Tal característica 

é fator de intersecção entre o pensamento combinatório e o computacional. 

A partir do momento que observamos problemas matemáticos e como podemos resolvê-

los do ponto de vista do pensamento computacional, deixamos de nos focar na solução. A partir 

daí focamos no processo de resolução de problemas como um processo que acontece através de 

um processo algorítmico, o qual segue os passos com determinada ordem a ser seguida. Ou 

seja, discute o processo de resolução de problemas. 

Porém também podemos resolver problemas matemáticos através do uso do computador 

como ferramenta auxiliar, analisar os resultados, otimizar o tempo e até mesmo expandir o 

problema.  

Tanto no pensamento combinatório quanto no computacional podemos ter processos de 

experimentação. No pensamento combinatório buscamos uma conjectura que solucione nosso 

problema e no computacional buscamos procedimentos. Diante da observação de um 

procedimento empírico, podemos tentar chegar a conclusões que seja pela conjectura ou seja 

pela implementação não estamos demonstrando, mas podemos testar vários casos para ver se 

encontramos algum caso que mostre ser falsa a suposição. 

Quando pensamos em casos pequenos está presente o pensamento combinatório, mas 

para maiores temos o pensamento computacional. Ao solucionarmos um problema de 

anagramas de uma palavra estabelecida, aplicamos o pensamento combinatório. Mas, ao 

pensarmos nesse mesmo problema de maneira generalizada, chegamos numa intersecção com 

pensamento computacional e matemático. Se pensarmos em simulações do corpo humano, em 

ordenação de procedimentos e automação, nós direcionamos ao pensamento computacional. 

Algumas funções matemáticas podem ser implementadas computacionalmente e no uso de 

simuladores o aluno tem a oportunidade de perceber o funcionamento e comportamento de 

certas funções e propriedades matemáticas. Alguns problemas matemáticos são imediatos de 

resolver através de fórmulas. Já para alguns problemas já são mais computacionais e no papel 

se torna exaustivo  e nem sempre precisamos todo a bagagem matemática, mas sim a 

computacional e através da observação dos resultados podemos refletir sobre propriedades 

matemáticas. 

Outra questão é a abordagem de pensamento computacional ao longo do ensino médio, 

a questão de seguir a ordem dos procedimentos não é fácil e tampouco o homem consegue ter 
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um pensamento linear, somos complexos e holísticos. Ou seja, vemos algo como um grande 

bloco e não minuciosamente. O nosso pensamento é global e não local. 

O pensamento computacional é mais abrangente e a matemática seria uma possível área 

de conhecimento de aplicação. De acordo com o DisEssa é uma grande habilidade e ferramenta 

que pode ser usada em todas as áreas de conhecimento. 

Ainda que o computador possa ter aplicabilidade o aprendizado da matemática é 

importante para o desenvolvimento do raciocínio lógico e dedutivo, bem como até mesmo para 

identificar erros na programação que demonstram que aquela programação está equivocada . O 

pensamento abstrato e dedutivo é característico da matemática. E isso se diferente do 

pensamento indutivo. 

Podemos fazer uma comparação entre o pensamento combinatório e computacional. 

Através do pensamento combinatório podemos chegar a uma conjectura, enquanto o 

computacional pode auxiliar-nos no teste se essa conjectura é válida através de testes calculados 

rapidamente pelo computador e encontrar possíveis erros. Quando pensamos na resolução de 

problemas, conseguimos resolver alguns casos limitados, mas para a generalização precisamos 

de um pensamento mais no caminho de algoritmo e no passo de abstração no pensamento 

computacional.  

Quando vamos para testar certos resultados matemáticos através de cálculos, levamos 

mais tempo para resolver e testar os casos do que se fizéssemos os cálculos através de um 

programa que automatizasse essa testagem.  Alguns problemas de combinatória podem ser 

resolvidos facilmente através do método de enumeração ou exaustão, mas por outro lado se 

tivéssemos que resolver para valores maiores, talvez dessa maneira seria ineficiente e o 

computador seria a solução por meio de ferramentas como recursividade, o algoritmo, 

abstração, reconhecimento de padrões e decomposição. E para resolver e expandir a resolução 

de problemas em que utilizamos o computador como uma ferramenta potente e capaz de 

calcular questões que sem ele seriam muito trabalhosas ou plausíveis de muito erro. 

 Dentre os problemas que podemos usar o computador como ferramenta estão as 

modelagens matemáticas voltadas para o entendimento do funcionamento do corpo humano. 

Sem ele, não seria plausível observarmos o que acontece no corpo humano.   

 Além disso, podemos pensar em expandir ou aumentar a quantidade analisada e que sem 

ser no computador seria impossível ou com alta probabilidade de erro nos cálculos e os cálculos 

manualmente exigiriam muito tempo. O computador otimiza o tempo e diminui a margem de 

erro em relação aos cálculos. 
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Podemos usar o algoritmo como ferramenta na resolução de problemas ou podemos ter 

o algoritmo como foco e termos atenção na sua construção, formulação, prática e 

comportamento. Nesse caso estamos focados no processo de resolução de problemas. Quando 

o algoritmo é uma ferramenta estamos focados na solução obtida através de um algoritmo sem 

darmos ênfase no processo em si. 

Ao levarmos o foco para o pensamento computacional ganhamos o foco no algoritmo, 

no processo de resolução de problemas, o foco na construção da resolução do problema e não 

apenas o foco na solução final e como ordenar e organizar o pensamento do aluno a fim de que 

siga um padrão ou um a recursividade a fim de que solucione aquele problema ou que busque 

generalizar tal solução. 

A modernização dos currículos e dos conceitos no currículo matemático é muito fraca 

e sutil, mas o site CSunpulggged por exemplo, faz com que esse direcionamento para o 

computador e ao pensamento computacional de maneira direta e simples e objetiva. Isso 

acontece não só na matemática, mas em todas as áreas de conhecimento. Todas utilizam 

computação como ferramenta e o pensamento computacional está penetrando em todas as áreas 

Então atualizar o currículo na direção da computação é interessante e muito importante.  

Tanto é necessário que vemos na BNCC já habilidades voltadas para essa área, tais como: 

(EM13MAT315) Reconhecer um problema algorítmico, enunciá-lo, procurar uma 

solução e expressá-la por meio de um algoritmo, com o respectivo fluxograma 

(EM13MAT405) Utilizar os conceitos básicos de uma linguagem de programação na 

implementação de algoritmos escritos em linguagem corrente e/ou matemática. 

Em combinatória ao esquematizarmos, descrevermos com um problema é resolvido, 

quais são os cálculos necessários para resolvermos a questão e a descrição do trajeto a ser 

percorrido é uma intersecção com o tópico de algoritmos em pensamento computacional. Ao 

resolvermos um problema de combinatória no qual o dividimos em casos ou buscamos aquilo 

que não queremos, estamos trazendo à tona uma questão também que intercepta com o 

Pensamento computacional na decomposição de tarefas, agrupamentos por semelhanças ou 

características em comum, dentre outros aspectos.  

Aos nos depararmos com problemas matemáticos nos quais classificamos em: 

otimização, existência e enumeração, estamos identificando e reconhecendo padrões, nos quais 

separamos por métodos distintos de solução, o que facilita na resolução do problema. 

Analogamente, isso também acontece na parte de pensamento computacional, quando 

separamos por determinadas características. 
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  Posteriormente, ao tentarmos generalizar uma solução, podemos usar o fluxograma ou 

o algoritmo para facilitar na compreensão e abstração do conhecimento, bem como em soluções 

de maiores níveis de dificuldades. 

Dentre as competências da BNCC destacamos algumas: “valorizar e utilizar os 

conhecimentos historicamente construídos sobre o mundo físico, social, cultural e digital”. 

Tenhamos atenção ao termo digital que já é usado para contextualizar a época na qual vivemos. 

Para utilizarmos conhecimentos digitais podemos naturalmente automatizar algumas atitudes, 

mas o pensamento computacional é uma característica que auxilia nessa automatização dos 

recursos matemáticos. Além de “utilizar diferentes linguagens para se expressar e partilhar 

informações, experiências, ideias e sentimentos”, em outras palavras, o algoritmo dentro do 

pensamento computacional nada mais é do que uma linguagem de máquina de alto. E em 

relação a comunicação: “exercitar a empatia, o diálogo, a resolução de conflitos e a 

cooperação”. A resolução de problemas e pensamento computacional podem ser trabalhadas 

nessa direção. Ao tentarmos encontrar uma solução abstrata ou gera do problema, como por 

exemplo, pelo algoritmo, estamos lindando com a seguinte com “agir pessoal e coletivamente 

com autonomia, responsabilidade, flexibilidade, resiliência e determinação” 

Por exemplo, quando trabalhamos com percursos, menor caminho ou solução ótima 

normalmente pensamos em usar um algoritmo eficiente e de rápida solução.      

A importância e aplicação do pensamento computacional é reconhecida e trabalhada 

internacionalmente em países tais como França, Portugal, Espanha, Argentina, dentre outros. 

Tal reconhecimento no Brasil aparece com destaque a partir da BNCC.  

Um dos pontos defendidos é que esta área de conhecimento deve ser trabalhada e 

explorada desde o início do ensino básico, a fim de que se torne algo natural e comum para as 

crianças tanto quanto é mexer no celular.   

Por isso ao longo dessa dissertação apresentamos questões já existentes de vestibulares 

passados com o intuito de mostrar possíveis caminhos de trabalharmos o pensamento 

computacional na resolução de problemas de combinatória. Tais questões possuem uma 

sugestão de solução de como seria possível abordar tal tema em cada uma delas. 

Além disso, há orientações de como poderia ser trabalhada, em particular no Ensino 

Médio. Ainda assim, é importante frisar que são sugestões e não imposições ou caminhos 

rígidos e únicos. Cada uma delas é passível e possível de ser adaptada e abordada de acordo 

com o público-alvo e seu nível de conhecimento, dificuldade e experiências. 
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Ou seja, damos possíveis caminhos de como desenvolver tais questões em sala de aula, 

mas cada um irá trilhar por si o tema de sua maneira, o que amplia e diversifica o tema e acervo 

sobre essa temática.  

 A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) garante o direito de aprendizagem e 

desenvolvimento do aluno, assim como é defendido no Plano Nacional de Educação (PNE). Na  

BNCC (2018) destaca-se que: "Os currículos devem adequar as proposições da BNCC à 

realidade local, considerando a autonomia dos sistemas ou das redes de ensino e das instituições 

escolares, como também o contexto e as características dos alunos. " (BNCC, 2017, p. 16) 

Isso reforça a importância de trabalharmos o pensamento computacional desde o início 

da educação básica, uma vez que essa faz parte do cotidiano do cidadão desde pequeno, seja na 

tomada de decisão, seja nas novas demandas que a era digital requer, seja no letramento digital, 

dentre outros. 

Destacamos que a “ BNCC deve fundamentar a concepção, formulação, implementação, 

avaliação e revisão dos currículos, e consequentemente das propostas pedagógicas das 

instituições escolares” (Resolução CNE/CP 2/17, Art. 5, § 1º). Ou seja, ela é a base para que 

cada instituição desenvolva de acordo com a sua realidade as habilidades e competências ali 

destacadas.  

A BNCC é referência nacional e auxilia no gerenciamento de políticas e ações 

educacionais em todos os âmbitos, federal, estadual, distrital e municipal e na formação de 

professores em relação à definição de recursos didáticos e aos critérios definidores de 

infraestrutura adequada para o pleno desenvolvimento da oferta de educação de qualidade 

(Resolução CNE/CP 2/17, Art. 5, § 1º). 

Dentre as competências gerais da Educação Básica no Ensino Fundamental, destacamos 

as seguintes: 

2 - Exercitar a curiosidade intelectual e recorrer à abordagem própria das ciências, 

incluindo a investigação, a reflexão, a análise crítica, a imaginação e a criatividade, para 

investigar causas, elaborar e testar hipóteses, formular e resolver problemas e criar 

soluções (inclusive tecnológicas) com base nos conhecimentos das diferentes áreas. – Grifo 

nosso 

 4 - Utilizar diferentes linguagens – verbal (oral ou visual-motora, como Libras, e 

escrita), corporal, visual, sonora e digital –, bem como conhecimentos das linguagens artística, 

matemática e científica, para se expressar e partilhar informações, experiências, ideias e 

sentimentos em diferentes contextos e produzir sentidos que levem ao entendimento 

mútuo. – Grifo nosso  
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5 - Compreender, utilizar e criar tecnologias digitais de informação e comunicação 

de forma crítica, significativa, reflexiva e ética nas diversas práticas sociais (incluindo as 

escolares) para se comunicar, acessar e disseminar informações, produzir conhecimentos, 

resolver problemas e exercer protagonismo e autoria na vida pessoal e coletiva. – Grifo nosso 

 Diante dos destaques que realizamos fica explícito a importância do pensamento 

computacional no ensino dos alunos, na autonomia de resolver problemas, da presença de uma 

mudança nos conceitos de sociedade em que temos a parte digital e novos problemas cotidianos 

para resolver. Percebemos o protagonismo do aluno sempre defendido e que agora aparece 

destacado na BNCC e que pode ser alcançado através de metodologias ativas. 

A ideia de resolução de problemas não é só  para problemas de matemática, mas que o 

aluno tenha capacidade de resolver problemas e buscar soluções para a vida cotidiana, o que 

exigido do ser humano no século em que vivemos, em um mundo cada vez mais dinâmico e 

digital e com os avanços tecnológicos que trazem cada vez mais mudanças rápidas.  

 Quando ensinamos matemática, iniciamos com exemplos do cotidiano, de preferência 

experiências comuns dos alunos e depois vamos aumentando a complexidade das questões e do 

assunto. Alguns são precedentes a outros e tem pré-requisitos que se o aluno não aprender a 

matéria anterior, ele não pode entender a próxima. Essa construção do conhecimento e a 

necessidade de desenvolver habilidades cognitivas para o entendimento de cada vez mais 

conteúdos abstratos na matemática também se dá em todo o processo de aprendizagem e em 

níveis diferentes. A BNCC convida ao professor realizar esse processo de ensino-aprendizagem 

através de etapas a serem concluídas e novas etapas serem alcançadas. Tal característica é 

conhecida como progressão de aprendizagens. E esse tipo de procedimento é bem semelhante 

a etapa de decomposição no pensamento computacional e posteriormente para problemas mais 

complexos, a entrada da etapa de abstração para posteriormente generalizarmos pelos 

algoritmos. 

No Ensino Médio a área de Matemática e suas Tecnologias têm por objetivo aumentar 

a noção de entendimento da realidade desde sua rotina até mesmo a área tecnológica e científica 

ou raciocínio lógico. Para que isso aconteça a matemática no Ensino Médio precisa auxiliar na 

obtenção de capacidades tais como abstração, generalização e argumentação.   

“[...] a área de Matemática e suas Tecnologias têm a responsabilidade de aproveitar todo 

o potencial já constituído por esses estudantes no Ensino Fundamental, para promover ações 

que ampliem o letramento matemático iniciado na etapa anterior. Isso significa que novos 

conhecimentos específicos devem estimular processos mais elaborados de reflexão e de 

abstração, que deem sustentação a modos de pensar que permitam aos estudantes formular e 
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resolver problemas em diversos contextos com mais autonomia e recursos matemáticos. " 

(BNCC, 2018, p. 528-529) 

Podemos ver que a matemática tem papel de levar a reflexão e posterior abstração. Tal 

característica é uma das etapas do desenvolvimento do pensamento computacional. Diante da 

importância desse tópico, vamos destacar algumas competências da área de Matemática e suas 

Tecnologias para o Ensino Médio que tem o foco que queremos dar  

1 -Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matemáticos para interpretar 

situações em diversos contextos, sejam atividades cotidianas, sejam fatos das Ciências da 

Natureza e Humanas, das questões socioeconômicas ou tecnológicas, divulgados por 

diferentes meios, de modo a contribuir para uma formação geral. Grifo nosso 

Quando nos adaptamos a buscar estratégias de solução para diferentes situações ainda 

que fora da área da matemática, tal busca é aguçada através do pensamento computacional ao 

analisarmos um problema e buscarmos a melhor solução para tal questão. Isso nos auxilia a ter 

o hábito de questionar e generalizar o que foi encontrado.  

A primeira competência específica pressupõe habilidades que favorecem a interpretação 

e a compreensão da realidade pelos estudantes. Essa competência traz também a utilização de 

conceitos matemáticos como suporte para julgamentos bem fundamentados. 

2 - Propor ou participar de ações para investigar desafios do mundo contemporâneo e 

tomar decisões éticas e socialmente responsáveis, com base na análise de problemas sociais, 

como os voltados às situações de saúde, de sustentabilidade, das implicações da tecnologia no 

mundo do trabalho, entre outras, mobilizando e articulando conceitos, procedimentos e 

linguagens próprios da Matemática. Grifo nosso 

Cada vez mais o mercado de trabalho surge com novas tecnologias e substituição de 

antigas operações ou profissões humanas que podem ser realizadas por computadores ou robôs. 

Por outro lado, novas profissões surgem ou a necessidade de se atualizar e se adequar a estas se 

torna constante e necessária. Por isso, o pensamento computacional trabalhado desde cedo pode 

auxiliar ao discente crescer naturalizado com o poder de atitude e de buscar soluções eficientes 

para problemas colocados à sua frente. 

As competências 1 e 2 estão voltadas para a interpretação e para a compreensão de 

aspectos da realidade. 

3 - Utilizar estratégias, conceitos, definições e procedimentos matemáticos para 

interpretar, construir modelos e resolver problemas em diversos contextos, analisando a 

plausibilidade dos resultados e a adequação das soluções propostas, de modo a construir 

argumentação consistente. 
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Ao juntarmos a matemática com o pensamento computacional, temos uma grande 

ferramenta que pode auxiliar-nos em soluções de problemas mais simples, como um problema 

de combinatória, mas ele também pode ajudar a criarmos modelos matemáticos que buscam 

soluções ou melhor entendimentos de fenômenos que acontecem no nosso corpo como por 

exemplo como funciona o corpo humano, ou qual função ou sistema de funções melhor 

representa determinado sistema do corpo humano. E no geral, o pensamento computacional 

pode ajudar a encontrar uma solução mais rápida para questões cotidianas do que quem nunca 

estudou essa área de conhecimento aplicada à matemática. Isso porque quando buscamos 

soluções, tendemos a fazer comparações com questões que já vimos ou já aprendemos. Por isso, 

o problema analisado pode remeter a algum problema já visto anteriormente. 

4 - Compreender e utilizar, com flexibilidade e precisão, diferentes registros de 

representação matemáticos (algébrico, geométrico, estatístico, computacional etc.) na busca 

de solução e comunicação de resultados de problemas. Grifo nosso 

Quando buscamos a solução de um problema, queremos aquele que resolva a situação 

e que seja o melhor possível. E pelo pensamento computacional, quando analisamos um 

problema podemos decompor este em etapas menores até chegarmos na solução que melhor se 

adequa ao nosso problema e que seja ótima, assim como nos problemas de combinatória em 

otimização. 

5 - Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e 

propriedades matemáticas, empregando estratégias e recursos, como observação de 

padrões, experimentações e diferentes tecnologias, identificando a necessidade, ou não, de 

uma demonstração cada vez mais formal na validação das referidas conjecturas. Grifo 

nosso 

Essa competência tem várias etapas do pensamento computacional existentes tais como 

a investigação de soluções, busca de estratégias, observação de padrões, experimentação e 

validação das conjecturas encontradas através de testes computacionais. 

 Diante dessas competências fica evidente que os alunos precisam desenvolver 

habilidades relativas aos processos de: investigação, construção de modelos e resolução de 

problemas. 

 Esses aspectos podem ser trabalhos em diversas direções e podem ser organizados em 

torno de um ou mais eixos, conforme a Resolução CNE/CEB nº 3/2018, Art. 12, § 2º: 

Dentre as diversas maneiras de trabalharmos, podemos ir na direção da investigação 

científica. Esta aprofunda as definições científicas e como aplicá-las em problemas cotidianos.  

Ainda podemos ir na direção de processos criativos. Ela está pautada na produção de 
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conhecimento através de criação de experimentos, modelos ou protótipos para criar processos 

ou produtos que atendam a demandas pela resolução de problemas de situações cotidianas. 

Através de mediação e intervenção sociocultural em situações que demandem os 

conhecimentos de uma ou mais áreas para soluciona conflitos ou implementar soluções das 

mais eficientes possíveis. Outra questão é a promoção do empreendedorismo. Esta demanda a 

intersecção de diversos conhecimentos para resolvermos problemas que envolvem 

conhecimentos interdisciplinares. Os eixos destacados anteriormente estão normatizados pela 

Portaria nº 1.432, de 28 de dezembro de 2018.  

Além desses eixos, podemos incentivar a aprendizagem, em particular do pensamento 

computacional em questões de combinatória através de cursos, estágios, oficinas, trabalho 

supervisionado, atividades de extensão, pesquisa de campo, iniciação científica, aprendizagem 

profissional, participação em trabalhos voluntários e demais atividades com intencionalidade 

pedagógica orientadas pelos docentes (DCNEM, Artigo 17, parágrafo 13). 

Ao trabalharmos o pensamento computacional em combinatória, temos diversos 

problemas que podem ser resolvidos através de computadores de maneira mais rápido como o 

problema das quatro cores. Este é classificado como de otimização e pode ser resolvido através 

da teoria de grafos. Uma resposta possível para esse problema foi proposta e 1852 e apenas através de 

processos computacionais muito longos e que foi possível chegar a uma resposta (alto nível de 

complexidade do algoritmo) e isso levou aos matemáticos questionarem se tal demonstração era válida 

ou não. Aqui podemos destacar qual é a margem de erro aceitável nesse tipo de solução de modo que 

sua resposta tenha consistência e confiabilidade. 

 Existe uma diferença entre o pensamento computacional e matemático. Enquanto os 

matemáticos resolvem no papel e estão limitados pelo tempo e por possíveis erros nos cálculos, 

no computador ao implementarmos esse algoritmo o tempo de execução e eficácia são muito 

maiores. Uma das dificuldades que sempre encontramos é de seguir os passos na ordem do 

algoritmo ou de organizar a ordem nos pensamentos e execuções em nossa mente. Um erro na 

ordenação do algoritmo, o resultado pode sair errado devido a essa falha humana.  

Outra característica é que a condicional na matemática fica implícito, enquanto no 

pensamento computacional, fica explícito. Já na resolução de problemas por processos 

recursivos na matemática, temos algumas recursividades que no computador não seriam 

eficientes, tais como substituir a multiplicação por soma. Temos o ganho da automatização dos 

processos ao ser implementado no computador e que manualmente não seria possível. Tal 

processo é importante para observarmos comportamentos e padrões que apenas com o 

pensamento combinatório demoraríamos muito ou não alcançaríamos. O aluno teria dificuldade 
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em ordenar em o algoritmo. Ao fazer isso, o aluno tem a oportunidade de representar o 

pensamento através de uma linguagem a ser implementada computacionalmente e a chance de 

entender melhor o universo computacional.  
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2 COMBINATÓRIA: PESQUISAS E ASPECTOS TEÓRICOS 

 

Apresentaremos nesse capítulo uma retomada na classificação dos diferentes tipos de 

problema de combinatória que abordamos no trabalho, conforme Batanero, Godino e Navarro-

Pelayo (1996), seguido de uma revisão da literatura sobre o ensino de combinatória nessa 

perspectiva mais ampla, e finalizando com uma síntese sobre noções matemáticas sobre 

técnicas de contagem e grafos, que dão suporte para a resolução e análise dos problemas. 

 

2.1 COMBINATÓRIA: CATEGORIZAÇÕES E REVISÃO DA LITERATURA 

 

Vamos começar essa seção estabelecendo em que termos usamos o termo Combinatória 

em nossa pesquisa.  A concepção de combinatória que usamos engloba cinco categorias de 

problemas, conforme incialmente classificadas por Batanero, Godino e Navarro-Pelayo (1996). 

Segundo as autoras, a solução de um problema de natureza combinatorial pode ser classificada 

em cinco categorias: contagem, existência, classificação, enumeração e otimização. 

Antes de apresentarmos e trabalharmos com tais categorias, é importante dizer que um dado 

problema pode ser categorizado em mais uma delas. As categorias podem ser úteis para 

estabelecer diferenças. Não devem ser compreendidas como limitantes de produções de 

significados, mas sim como uma ferramente para resolução de problemas combinatoriais e que 

enriquece nossa percepção de problemas de combinatória e como podemos analisa-lo e chegar 

a novos significados. 

Assim, podemos resolver um problema aparentemente de contagem: “Quantos grupos 

existem? ”, listando todas as possibilidades – o que caracterizaria o processo de enumeração. 

Um problema de existência pode ser resolvido enumerando-se todas elas. O problema do 

caixeiro viajante, que ora pode ter uma boa solução por um algoritmo guloso, também pode ser 

resolvido, dependendo do poder computacional disponível, examinando-se cada caso. 

Então, a classificação aqui considerada é usada em nossa investigação para 

ampliar a visão sobre diferentes problemas de combinatória, bem como, diferentes formas 

de resolver um mesmo problema. Ou seja, usamos as categorias para organizar e ressaltar 

características especiais dos problemas, sem ter a intenção de limitar possibilidades de 

estratégia, resolução e produção de significados, sendo, portanto, um convite à ampliação 
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da visão sobre a natureza dos problemas de combinatória, e da dinâmica da produção de 

significados. 

A primeira categoria, a de contagem, ocorre quando buscamos a quantidade de soluções 

existentes de um problema, usando uma ou mais técnicas de contagem para resolver o problema. 

Uma boa parte da combinatória do Ensino Médio usa problemas dessa categoria, associados ao 

princípio fundamental da contagem, e aos seus desdobramentos na contagem de ordenamentos 

(permutações simples, com repetição, circulares, caóticas e os famigerados arranjos) e de 

agrupamentos (combinações simples, completas, lemas de kaplansky, etc).  

A segunda é a de existência, na qual a pergunta “quantos têm? ”, dá lugar à pergunta: 

“será que existe um? ”, de modo que o objetivo é avaliar a existência de determinada solução? 

Os problemas mais famosos são aqueles envolvendo grafos, tais como os de caminhos 

eulerianos (é possível desenhar a casinha sem retirar o lápis do papel?) e caminhos 

hamiltonianos (é possível entregar comida para todos os clientes passando em frente à casa de 

cada um deles exatamente uma vez?).  

A terceira é de classificação, quando uma solução encontrada para o problema apresenta 

lógicas envolvendo a divisão do problema em casos, como quando perguntamos quantos 

anagramas existem iniciados com uma vogal ou consoante específica e somamos a quantidade 

de cada caso, e de uma maneira geral quando a solução envolve a união de conjuntos, disjuntos 

ou não. 

A quarta é de enumeração, quando mostramos todas as soluções possíveis, uma a uma 

para um problema. Nesse caso, um problema que pede que se liste todos os casos 

(possibilidades) ou uma solução que liste todos os casos para um problema que pede quantas 

existem, podem ser classificados na mesma categoria. 

E a quinta é de otimização, ao apresentarmos a solução ótima, seja de minimização ou 

maximização de um resultado, tal como o algoritmo de Bellman-Ford realiza em uma das 

questões desse trabalho. 

A combinatória foi pela primeira vez trabalhada pelo matemático Arquimedes SILVA 

(2020). Para Pitombeira (1986, p 21) a combinatória é a arte de contar, já para Leibniz (1966, 

p.4) tinha como o estudo da colocação, ordenação e escolha de objetos. A contagem como 

objeto de estudo formal não temos precisamente sua origem (BIGGS, 79).  Uma das possíveis 

origens que se tem registro é 1881 por Leon Rodet com um problema de sete casas, cada uma 

com sete gatos, cada gato que mata sete ratos cada camundongo teria comido sete cabeças de 
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trigo, cada uma das quais teria produzido sete medidas hekat de grãos. (BIGGS, 1979, p.111). 

Já a parte de combinações, arranjos e permutações remontam a povos árabes, hindus e 

chineses. (WILSON, 2000; BIGGS, 1979).  

Dentre os estudiosos, destacamos Reviel Netz, Fábio Acerbi e outros descobriram 

documentos antigos nos quais Arquimedes trabalhou com um jogo chamado Stomachion, ou 

também conhecido como jogo de Arquimedes.  Tal jogo não foi criado por Arquimedes, mas 

ele foi quem estudou o formato do jogo e a questão da combinatória. O jogo é formado por 

várias peças e lembra o tangram. Pode ser jogado para formar quadrados ou formas livres. O 

jogo era usado por crianças e idosos. (NETZ et al.,2004). Por ter poucos registros sobre esse 

jogo, ele foi esquecido, mas com os escritos árabes pudemos ter acesso a essa informação. 

Ainda que combinatória não esteja tão presente nos relatos da história da matemática, sua 

importância significativa e está presente no PCN e na BNCC.  

 

Figura 7 - Jogo Stomachion 

 

Fonte: http://somainfinita.blogspot.com/2015/01/stomachion.html 

 

Bastos (2020) trabalha com uma escola em Minas no Ensino Médio com uma aplicação 

de combinatória aplicada em problemas reais envolvendo a disciplina de educação física. Nesse 

trabalho há uma abordagem de modelagem matemática que é trabalhada de acordo com a 

realidade dos alunos. Essa etapa de investigação, busca por soluções e tentativa de solucionar 

através de modelagem matemática envolvendo combinatória é exemplo da aplicação do 

pensamento computacional seguindo as etapas de análise dos problemas, decomposição, 

abstração e solução dos problemas. 

Ribas (2020) nos traz uma aplicação de grafos diretamente no ensino de combinatória. 

Ele trabalha com questões em que os alunos precisam representar questões de princípio 

multiplicativo, combinação e arranjo através da representação da árvore de possibilidades. Ele 

também traz uma aplicação de busca por rotas de menor caminho em torno de um mapa 

construído pelo autor. Tal atividade é classificada como otimização e foi aborda em Borges e 

http://somainfinita.blogspot.com/2015/01/stomachion.html
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Muniz (2018).  

Pires (2019) exemplifica a ideia da solução de problemas de otimização discreta através 

do uso do algoritmo do caixeiro viajante aplicado ao problema de colônia de formigas, ou busca 

da menor rota e compara com soluções tais como as encontradas com o uso do Excel. Essa 

questão também poderia ter sido abordada com uma visão computacional tal qual apresentamos 

em nossa dissertação.  

Bezerra (2013) apresenta uma possível abordagem didática para o ensino da 

combinatória. Destacamos esse esquema de seu trabalho: 

 

Figura 8 -  Fluxograma para resolução de problemas combinatórios: 

 

Fonte: Bezerra (2013) 

 

Percebemos um esquema em forma de fluxograma para o aluno seguir e saber quando 
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usar arranjo combinação, permutação ou permutação com repetição. Normalmente os docentes 

ao abordar esse esquema não o desenha, mas explica que perguntas devem ser feitas. Esse 

fluxograma nos remete ao pensamento computacional na etapa de decomposição dos problemas 

em situações menores. Na dissertação de Cardoso (2013) a aplicação de lógica nas questões de 

combinatória podem auxiliar na implementação dos algoritmos nas linguagens de programação, 

por exemplo. Schmidke (2013) apresenta um software para auxiliar no aprendizado de 

combinatória de maneira discreta e finita. Nessa época percebemos a busca de pesquisas por 

implementar a tecnologia na aprendizagem da matemática. Na dissertação de Silva (2013) 

existe a busca da solução de problemas de combinatória através da análise dos casos pelo 

método da exaustão. Explicitamos a tentativa de explicar alguns problemas dessa natureza 

através da solução generalizando casos particulares. Se olharmos pelo pensamento 

computacional, ela se enquadra na etapa da abstração.  

Trabalhos tais como Farias (2013) com uma sequência didática de questões de 

combinatória resolvidas, Gonçalves (2014), Maciel (2015) e Américo (2013) com resoluções 

de questões da obmep podem ser fontes de questões para serem classificadas e resolvidas 

através do pensamento computacional. Ou o trabalho de Fusel (2013) com contexto de 

telefonia. Miotto (2014) apresenta algumas resoluções de combinatória, as quais podemos 

considerar com características comuns entre esta área e o pensamento computacional: 

recursividade, abstração e decomposição de casos.  

Assim como vimos atividades lúdicas sobre pensamento computacional, como as 

atividades disponibilizadas no site do CSunplugged, o trabalho do Jacinto (2015) apresenta no 

mesmo molde atividades lúdicas para o ensino de combinatória e que podem ser comparadas e 

adaptadas ao pensamento computacional. Oliveira (2015) trata a combinatória em seu processo 

recursivo ao longo de sua dissertação e este é um ponto em comum com o pensamento 

computacional e que mostra o potencial de analisarmos essa área de matemática devido à sua 

natureza à luz do pensamento computacional.  

Batanero, Godino e Navarro-Pelayo (1997) apud (KAPUR, 1970) dentre as vantagens 

de ensinar combinatória no Ensino Médio, destacamos: ela não depende do cálculo e isso nos 

permite decidirmos quais problemas aplicar nos diversos níveis de ensino, podemos também 

conversar sobre problemas ainda sem solução e assim percebam a importância de aprender 

novos conceitos matemáticos; podemos trabalhar questões tais como enumeração, realização 

de conjecturas, generalização e otimização e sistemas de pensamentos (destacamos, 

enumeração e generalização e sistemas de pensamentos como etapas em comum com o 

pensamento computacional); auxilia o desenvolvimento de vários conceitos como por exemplo 
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a aplicação, a ordem e as relações de equivalência, função, programa, conjunto, subconjunto e 

produto cartesiano; possui aplicações em diversas áreas tai como Química, Biologia, Física, 

Comunicação, Probabilidade, Teoria dos números, gráficos e com o auxílio do pensamento 

computacional podem nos auxiliar a resolver problemas cotidianos.  

Internacionalmente pesquisas na área de combinatória são mais focadas nas questões de 

combinatória de contagem (KENNETH (2008); NEVES; BOLINHAS (2016); BORBA; 

ROCHA; AZEVEDO (2015); PESSOA; BORBA (2012)). As pesquisas na área de otimização 

e existências ainda são poucas em relação as de contagem (MUNIZ (2007); MALTA (2008); 

DEGGERONI (2010); BORGES, MUNIZ (2018A, 2018B, 2020)).  

 A combinatória tem grande intersecção com o pensamento computacional devido à sua 

potencialidade. E para Muniz (2007), o avanço tecnológico, em particular de computadores e 

celulares, transformaram nossos hábitos de tal maneira que rotinas de processos sequenciais se 

tornaram padrão. Por isso, o objetivo desse trabalho é uma proposta de conjunto de tarefas 

didáticas na área de combinatória através de uma visão de pensamento computacional e 

implementada em linguagem c++ para o ensino médio. Isto propicia uma chance de relacionar 

o conteúdo matemático trabalhado no ensino médio com temas pertinentes da ciência e da 

tecnologia. 

Além disso, nas Orientações Curriculares para o Ensino Médio de acordo com o MEC 

recomenda-se utilizar a matemática para o entendimento da tecnologia. Ao realizar-se esse 

trabalho, direciona-se para áreas da matemática que necessitam ser ensinadas para pessoas que 

precisam lidar com algoritmos, lidar com minimização de custos e maximização de recursos 

cada vez menores e relacionar problemas de combinatória via pensamento computacional.  

Dentre as estruturas matemáticas que podemos relacionar com a área de combinatória, 

pensamento computacional e que até compõe uma das disciplinas de quem cursa Ciência da 

Computação e uma estrutura de algoritmo temos os Grafos. Ele está presente nos currículos de 

países tais como Portugal, Espanha e França e no Brasil temos habilidades dentre os 

documentos norteadores do Ensino Básico a demanda de construção de propostas de 

intervenção na realidade e a tomada de decisão em problemas envolvendo matemática, 

incluindo os de natureza combinatória em Parâmetros Curriculares Nacionais (PCN), as 

Orientações Curriculares para o Ensino Médio (OECM) e a Base Nacional Comum Curricular 

(BNCC). No ensino português destacamos leitura Lovász, Pelikán e Vesztergombi (2003).  

A busca destacar a importância da combinatória no ensino da matemática e na solução 

de problemas e tomada de decisão vem sido defendida por diversos estudiosos em nosso país 
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nas últimas décadas tais como em trabalhos (MUNIZ, MARINHO ET AL (2005), SOUZA 

(2015), JURKIEWICZ E MUNIZ (2008), FERREIRA E LOZANP (2009) E GUEDES (2014)). 

Alguns trabalhos se destacam na busca de uma metodologia de ensino de combinatória 

no ensino médio (GUALANDI (2012), BÚRIGO (2012), SILVA (2009), FRANCISCO 

(2008)). E a importância de grafos no ensino da combinatória e pensamento computacional se 

destacam também Admissão de alunos do Ensino Médio do Colégio Pedro II (COLÉGIO 

PEDRO II, 2009) em que na prova de acesso do Colégio Pedro II há uma questão de aplicação 

de grafos para tomada de decisão do melhor caminho, bem como nas questões do ENEM, tal 

como na do ENEM de 2021. Em PCN (BRASIL, 1997), BNCC (BRASIL, 2017a) e Matriz de 

Referência (BRASIL, 2017b) e na BNCC existem as orientações necessárias para basearmos 

nosso trabalho de acordo com o que é esperado do ensino da matemática via pensamento 

computacional.  

A combinatória vista como sendo área de matemática para solução de problemas e 

tomada de decisão e em particular atrelada a Teoria de Grafos e ao pensamento computacional 

pode ser enaltecida por trabalhos tais como (PEZETA (2013), SA (2016), TROCADO (2017), 

FERNANDES (2013),  MARTIN (2013), SERRAZINA E OLIVEIRA (2001) , PETERS 

(2015), WEINBERG, WIESNER E FUKAWA-CONNELLY (2016), MÜLLER (2015), 

MESQUITA (2015), TEIXEIRA (2015), SEIBERT (2014), SOUZA (2014), OLGIN (2015), 

SILVA (2016),  MALTA (2008), GUALANDI (2012), FRANCE (2013), LUMIÈRE 

(FRANCE, 2014),  FERREIRA (2009), NOGUEIRA (2015)). Destacamos as Diretrizes 

Curriculares para o Ensino de Matemática proposto pela Sociedade Brasileira de Matemática, 

Batty (2004), Caleiro (2012) inspirado em Batty (2004) e que trabalha interdisciplinariadade já 

no caminho para o que vemos nos livros do PNLD 2021.  

Dentre pesquisas internacionais destacamos Patiño Avendaño (2013), Fleury et al. 

(2004) , Piaget e Inhelder (1951 apud Espinoza; Roa 2014), Espinoza e Roa (2014) e currículos 

de outros países que já trabalham esse temática tal como em Diseño curricular nueva escuela 

secundaria de la Ciudad de Buenos Aires, ciclo básico (BUENOS AIRES, 2015a), Diseño 

curricular nueva escuela secundaria de la Ciudad de Buenos Aires: ciclo orientado del 

bachillerato, formación general (BUENOS AIRES, 2015b), Cartier (2008), Modeste (2012), 

Quatre documents sur les grafes en terminale ES (FRANCE, 2013), Notion de Graphe 

(FRANCE, 2002). 

Dambros (2015) apresenta um conjunto de atividades de combinatória resolvidas de 

diversas áreas e em particular com aplicações na Teoria de Grafos. Destacamos também o uso 
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de um software em flash desenvolvido para o auxílio da aprendizagem do princípio fundamental 

da contagem. É trabalhado o termo de linguagem de programação: o flash. Isso nos mostra já a 

existência do pensamento computacional de maneira muito ativa nesse campo da matemática. 

Dentre os conteúdos abordados nesse trabalho, destacamos alguns aspectos que o uso da 

informática no ensino pode trazer como vantagem para a aprendizagem: 

 

 Levar o estudante a experimentar o sucesso e aprender a lidar com o insucesso, 

refazendo até acertar, valorizando o erro como etapa necessária para o 

desenvolvimento humano;  

 Permitir que o estudante construa seu próprio projeto refletindo suas vivências;  

 Apoiar o desenvolvimento cognitivo;  

 Promover o pensar sobre o próprio pensar;  

 Ampliar a capacidade de aprendizagem;  

 Facilitar a integração interdisciplinar;  

 Desenvolver diversas e distintas linguagens;  

 Fazer simulações; 

 Realizar induções de conceitos abstratos, a partir de exemplos visuais e dinamicamente 

alteráveis;  

 Apresenta maior motivação dos estudantes, pois representam desafios grandes e 

motivadores;  

 Permitir melhor representação e manipulação de alguns objetos do que outras mídias; 

 Permitir diferentes análises, tanto macroscópicas como microscópicas de todos os 

objetos e fatos;  

 Permitir que o estudante desenvolva seu trabalho conforme seu ritmo;  

 Permitir que o estudante se comunique e troque ideias com pessoas de toda parte do 

mundo, de diferentes línguas e costumes, inclusive instantaneamente;  

 Tornar a aula mais agradável, divertida, dinâmica e produtiva;  

 Fazer provas de teoremas e comprovação de resultados por meio do uso do 

computador, assim como testar conjeturas;  

 Modernizar o ambiente de ensino-aprendizagem, desde a característica física com a 

presença dos computadores, como a mental. 

 

Oliveira (2017) apresenta um recorte sobre uma experiência realizada em escola no Rio 

de Janeiro (Itaperuna) sobre as classificações possíveis aos problemas de combinatória e como 

alunos de uma escola se comportam diante de tal classificação ao responderem um questionário. 

Braga (2017) resolve um conjunto de questões de combinatória com as orientações de como 

resolver cada uma delas e os passos a seguir. Fica evidente o caráter de passos que a natureza 

desse tema possui e o potencial de trabalharmos o pensamento computacional nele. Silva (2020) 

também apresenta resolução de problemas dessa área da matemática e Taveira (2019) seleciona 

questões de problemas de otimização para apresentar como um conjunto de atividades, os quais 

demandam recursos do pensamento computacional, tais como a decomposição e a 

recursividade.  

Machado (2019) apresenta a importância do pensamento computacional na educação 

básica, analisa questões da BNCC em relação a essa temática, aborda currículos de outros países 
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tais como Austrália e Estados Unidos e propõe um modelo de aula maker para o 6 ano pautado 

no pensamento computacional. 

Polya (1995) apud Silva (2020) define que para resolver um problema precisamos 

buscar uma ação adequada para encontrar a resposta de um objetivo específico. Este pode ser 

que não tenha uma solução atingível e nesse caso teríamos um obstáculo a superar. Já para Van 

de Walle (2010) apud Silva (2020) um problema “é definido como qualquer tarefa ou atividade 

para a qual não se tem métodos ou regras prescritas ou memorizadas, nem a percepção de que 

haja um método específico para chegar à solução correta. ” Em ambas as definições temos 

traços que o pensamento computacional pode auxiliarnos na busca por soluções ou métodos de 

solução. 

Gostaríamos de finalizar essa seção explorando um recente trabalho que faz conexões entre o 

ensino de combinatória e o pensamento computacional. 

Dantas (2019) reflete sobre a diferença entre o pensamento combinatório e 

computacional, além de trazer à tona características em comum às duas áreas, bem como termos 

utilizados em ambas, tais como abstração e algoritmo, mas que possuem significados distintos. 

E também destaca que ambas as áreas podem se complementar das seguintes maneiras: 

 

 possibilitar a produção de significados além daqueles que os materiais didáticos 

habituais possibilitam;  

 

 integrar aritmética, álgebra, geometria e métodos computacionais na resolução de 

problemas;  

 

 trazer a experimentação para o centro da atividade de produção de conhecimento 

matemático e de outras áreas do conhecimento humano (quando possível);  
 

 relativizar a importância de algumas atividades matemáticas, por exemplo, tirar do 

cenário principal os processos puramente algébricos e pôr em cena a interação numérica, 

a visualização geométrica dinâmica e a produção de automações. 

 

 

 

 

  



58 
 

2.2 COMBINATÓRIA E TÉCNICAS DE CONTAGEM 

 

Nessa seção trabalhamos algumas técnicas de contagem e noções de combinatória, na 

perspectiva usada em Morgado et al (2004). A primeira noção e contato com essa área é através 

da contagem, normalmente ainda quando jovens no processo natural e intuitivo de contagem. 

Nesse processo as primeiras técnicas que utilizamos é de agrupamentos de elementos que 

possuem uma propriedade em comum, daí surge a ideia de conjunto. E concomitantemente a 

noção de somar e posterior multiplicar elementos.  

Antes de definirmos os Princípios da Adição e Multiplicação precisamos relembrar 

alguns conceitos da Teoria de Conjuntos. O conjunto intuitivamente nos remete a noção de unir 

objetos. Mas, para isso, na matemática, o conjunto representa a união de objetos, os quais 

definimos como elementos, que possuem certa característica em comum, a quem definimos de 

propriedade.  

Assim, ao reunirmos elementos que possuem certa propriedade em comum, formamos 

um conjunto. Ou seja, um conjunto pode ser definido como a união de elementos que possuem 

determinada propriedade. Dessa maneira, representamos o conjunto pela letra maiúscula e seus 

elementos com letra minúscula e dentre chaves. Por exemplo, o conjunto das letras da palavra 

matemática pode ser representado por: 

M  = {𝑚, 𝑎, 𝑡, 𝑒, á, 𝑖, 𝑐} 

Podemos formar grupos menores desse conjunto, como por exemplo o conjunto      

 L = {𝑚, 𝑡, 𝑐} 

Nesse caso, L é definido como subconjunto de M.  

Ao reunirmos todos os elementos de um ou mais conjuntos, trabalhamos a noção de 

união e que é representado pela notação ∪. Ao reunirmos elementos de dois ou mais conjuntos, 

o total de elementos dessa união é dado pela soma da quantidade de elementos em cada um 

deles. O total de elementos pertencentes a um conjunto é definido como cardinalidade e é 

representado pelo símbolo #. No caso do exemplo do conjunto M, sua cardinalidade é dada por 

#(M) = 7, ou seja, esse conjunto tem 7 elementos.  

Passemos agora a dois princípios importantes a partir dos quais todas as ténicas de 

contagem usadas nesse trabalho derivam. 
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O primeiro é o Princípio Aditivo. O Princípio da Adição pode ser definido da seguinte 

maneira: 

Se A e B são dois conjuntos disjuntos, com p e q elementos, respectivamente, então AUB 

possui p + q elementos. 

Além deste, o Princípio Fundamental da Enumeração ou Princípio da Multiplicação 

nos diz que: 

Se uma decisão d1 pode ser tomada de x maneiras e se, uma vez tomada de y maneiras 

então o número de maneiras de se tomarem as decisões d1 e d2 é xy. 

 

Se dentre essas possíveis enumerações pensarmos em ordená-las, temos a noção de 

permutação simples. Nesse caso, para permutarmos n objetos distintos teremos n.(n – 1).(n – 

2). ... .1 = n! 

 Cada ordenação dos n objetos é chamada de permutação simples de n objetos e o número 

de permutações simples de n objetos distintos é o número de permutações simples de n objetos 

distintos é representado por Pn. Assim, Pn = n! e  P0 = 1. 

 A noção de combinar vem da ação de escolher uma quantidade dentre um total. Em 

outras palavras, diante de n objetos, caso queiramos escolher uma quantidade p estamos diante 

de uma combinação de n escolhemos p. Representamos por Cn,p e seu cálculo é feito através de: 

Cn,p = 
𝑛!

𝑝!(𝑛−𝑝)!
, com 0 ≤ p ≤ n. 

 Além disso, além de combinarmos ou permutarmos de maneira simples, podemos ter 

problemas em que precisamos permutar em situação circular. Nesse caso, se tivermos n 

elementos temos n permutações que se configuram com uma única roda, pois podemos “girar” 

a mesma configuração circular n vezes, mantendo a posição relativa entre os temos. Assim, o 

número de permutações circulares, dispondo de n elementos distintos dados, chamada de PCn, 

é igual PCn = n!/n = (n – 1)!. 

 Ainda podemos ter de resolver questões que envolvem letras repetidas em 

palavras e precisamos descontar os casos que aparecem duas vezes. Por exemplo, na palavra 

BATATA, temos as letras A e T que se repetem. Se então trocarmos as letras T entre si e as 

letras A entre si, ainda teremos a mesma configuração de palíndromo. Para evitar que contemos 
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ou enumeremos os mesmos casos, trabalhamos com a noção de permutação com repetição. E 

para contarmos a quantidade de elementos que se repetem utilizamos a seguinte fórmula: dado 

um conjunto com n elementos nos quais temos π elementos iguais a, α elementos iguais a b, µ 

elementos iguais a c, ..., Ω elementos iguais a ai e β elementos iguais a aj, tal que π + α  + µ + 

Ω + β ≤ n então teremos  

𝐶𝑛
𝜋,𝛼,𝜇,…,Ω,𝛽

=  
𝑛!

𝜋! 𝛼! 𝜇! … Ω! 𝛽!
 

maneiras de permutarmos e denominamos de permutações com repetição.  

 Outro conceito importante é o de combinação completa. Nesse caso podemos usar a 

notação de 𝐶𝑅𝑛
p
 e pode ser interpretado como o número de modos de selecionarmos p objetos, distintos 

ou não no total de n elementos dados. Ou ainda como sendo o número de soluções da equação: x1 + x2 

+ ... + xn – 1 + xn = p.  

 Ainda que não seja o foco vale ressaltarmos o Princípio da Inclusão e Exclusão. Nele, 

devemos levar em consideração os casos em que temos em comum entre dois ou mais conjuntos 

dados. Se tivermos dois conjuntos A e B e cada um com cardinalidade #A e #B, o total de 

elementos distintos se dá da seguinte maneira:  

#(AUB) = #A + #B - #(A∩B) 

 Ou seja trabalhamos com a mesma ideia de contagem de elementos de dois ou mais 

conjuntos. Precisamos retirar os casos em comum a fim de que não os contemos mais de uma 

vez. 

 Outro método de contagem importante e que está presente em uma das questões 

apresentadas é o da permutação caótica, ou desordenamento. Nela questionamos de quantas 

maneiras distintas podemos permutar n elementos de modo que cada elemento não ocupe seu 

local de origem.  

Queremos calcular o número de elementos do conjunto Ω das permutações de (1, 2, .., 

n) que pertencem exatamente a zero dos conjuntos A1, A2, ..., An - 1, An.. Temos: 

S0 = # (Ω) = n! 

𝑆1 =  ∑ #(𝐴𝑖)  = 

𝑛

𝑖 = 1

𝑖 =  1𝑛(𝑛 − 1)! = 𝑛. (𝑛 − 1)! = 𝑛! 
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𝑆2 =  ∑ #(𝐴𝑖 ∩ 𝐴𝑗)  = 1≤ 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑛  ∑ (𝑛 −  2)!1≤ 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑛  =  𝐶𝑛
2. (𝑛 −  2)!  =  

𝑛!

2!
; 

𝑆3 =  ∑ #(𝐴𝑖 ∩ 𝐴𝑗 ∩ 𝐴𝑘)  = 
1≤ 𝑖 < 𝑗 < 𝑘 ≤ 𝑛

∑ (𝑛 − 3)! = 𝐶𝑛
3. (𝑛 − 3)! =

𝑛!

3!
;

1≤ 𝑖 < 𝑗 < 𝑘 ≤ 𝑛

 

⃛  

𝑆𝑛 =   𝐶𝑛
𝑛. (𝑛 − 𝑛)! =

𝑛!

𝑛!
 

O número de elementos do conjunto Ω das permutações de (1, 2, .., n) que pertencem 

exatamento a zero dos conjuntos A1, A2, ..., An - 1, An  é: 

𝑎0  =  ∑ (−1)𝑘𝐶0 + 𝑘
𝑘 𝑆0 + 𝑘

𝑛 = 0

𝑘  = 0 

 

∑ (−1)𝑘𝑆 𝑘

𝑛 

𝑘  = 0 

 

=  𝑆0− 𝑆1 + 𝑆2 − 𝑆3 +  … + (−1)𝑛𝑆𝑛 

=  𝑛!  −  𝑛!  + 
𝑛!

2!
−

𝑛!

3!
+ . . . + (−1)𝑛

𝑛!

𝑛!
 

=  𝑛! [ 
1

0!
−

1

1!
+ 

1

2!
−

1

3!
+ . . . + 

(−1)𝑛

𝑛!
]  

Assim, o número de permutações caóticas de (1,2, ..., n) é  

𝐷𝑛 =  𝑛! [ 
1

0!
−

1

1!
+  

1

2!
−

1

3!
+ . . . + 

(−1)𝑛

𝑛!
]  

 Ao realizarmos as devidas aproximações chegamos a  

𝐷𝑛 =  
𝑛!

𝑒
 

Para n = 1 e n = 2 a afirmação é verdadeira, mas para n > 2 temos  que provar. Sabemso 

que  

𝑒𝑥 =
1

0!
+ 

𝑥

1!
+ 

𝑥²

2!
+

𝑥³

3!
 + . . .. 

Logo  
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𝑒−1 =
1

0!
−  

1

1!
+  

1

2!
−

1

3!
+ ⋯. 

 |𝐷𝑛 −  
𝑛!

𝑒
| <  

1

2
 

E portanto Dn é o inteiro mais próximo de 
1

2
 

 Nesse tipo de questão trabalhamos diretamente com a noção de recursividade e que é 

um ponto de intersecção entre o pensamento combinatório e computacional. Apresentamos  

 A recursividade dessa questão poderá ser observada ao longo de uma das atividades 

resolvidas de maneira recursiva e que evidencia o potencial da natureza combinatorial para ser 

analisado via pensamento computacional. 

 Outros métodos de contagem podem ser vistos em MORGADO, mas abordamos apenas 

os anteriores com foco nas questões trabalhadas ao longo dessa dissertação e qual tipo de teoria 

era necessária para resolver tais questões. Outros métodos e propriedades podem ser integrantes 

de futuros trabalhos e pesquisas. 
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2.3 COMBINATÓRIA E GRAFOS 

 

Nesta seção faremos uma revisão de definições de grafos necessários para o entendimento e 

desenvolvimento das questões de combinatória de existência e otimização, que envolvem a Teoria de 

Grafos, conforme apresentamos em Borges (2018) 

Definição 1: Um grafo G = (V, E, ΨG) é uma estrutura Matemática composta por um conjunto 

V de vértices, um conjunto E de arestas e uma função de incidência ΨG: E   V x V que associa a cada 

aresta e ∈ E um par não ordenado {u,v} de vértices de V. 

Definição 2: Se    ΨG(e) = {u,v}, os vértices u e v são chamados os extremos da aresta e. Assim, 

dizemos que os vértices u e v são adjacentes ou vizinhos e que a aresta e é incidente sobre u e v. 

Dizemos também que a aresta e liga os vértices u e v. Duas arestas que repartem um extremo são ditas 

adjacentes. 

Definição 3: Se a aresta e possui extremos iguais, é chamada laço, isto é, ΨG(e) = {u,v} para 

algum u ∈ V.  

Definição 4: Caso dois vértices sejam ligados por mais de uma aresta, essas arestas são 

chamadas paralelas, ou seja, e1 e e2 são arestas paralelas se, e somente se, ΨG(𝑒1) =  ΨG(𝑒2). 

Definição 5: Um grafo G = (V, E, ΨG) é dito simples quando não apresenta nem laços e nem 

arestas paralelas. Caso contrário, ele é denominado multigrafo. 

Definição 6: Dado um grafo G = (V, E), dizemos que o número de vértices n é a ordem (grau) 

de G representado por d(G), enquanto o número de arestas m é o tamanho de G. 

Definição 7: Grafo completo é um grafo simples com arestas entre quaisquer pares de vértices. 

Representamos um grafo completo com n vértices por Kn. O tamanho de um grafo completo Kn é m =

 
𝑛(𝑛−1)

2
. 

Definição 8: Um grafo H é um subgrafo do grafo G se V(H) ∁ V(G) e E(H) ∁ E(G). 

Definição 9: Um caminho ou percurso Pn = (v0, v1, ⋯, vn-1), ou também representado por v0  

v1   , ⋯  vn é uma sequência de vértices distintos em que vi é adjacente a vi + 1 para todo  i ∈ {0,1, ⋯,n-

2}  .O comprimento do caminho Pn é dado pelo número de arestas de Pn, ou seja, n – 1. O número de 

arestas é o tamanho do percurso. Um percurso onde as arestas são distintas é uma trilha e quando os 

vértices são todos distintos um caminho. Uma trilha ou um caminho é fechado se v0 = vk e um caminho 

fechado contendo pelo menos uma aresta é um ciclo. 

Definição 10: Um ciclo Cn é um caminho em que v0 = vn-1. O comprimento do ciclo Cn é n. 

https://pt.wikipedia.org/wiki/%CE%A8
https://pt.wikipedia.org/wiki/%CE%A8
https://pt.wikipedia.org/wiki/%CE%A8
https://pt.wikipedia.org/wiki/%CE%A8
https://pt.wikipedia.org/wiki/%CE%A8
https://pt.wikipedia.org/wiki/%CE%A8
https://pt.wikipedia.org/wiki/%CE%A8
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Definição 11: Um grafo é conexo se dados u, v ∈ V(G) quaisquer, existe um caminho ligando 

u a v. 

Se existe um par de vértices que não possuem nenhum caminho em G ligando-os, então G é 

desconexo. 

Definição 12: Dado um grafo G = (V, E), um emparelhamento em G é um subconjunto M ∈ 

E composto por arestas duas a duas não adjacentes. Os vértices incidentes às arestas de um 

emparelhamento M são ditos M-saturados, enquanto os demais vértices são ditos M-não-saturados. 

Um emparelhamento é dito perfeito quando satura todos os vértices do grafo. 

Definição 13: Um grafo é k-regular se todos os seus vértices possuem o mesmo grau k. 

Definição 14: Uma sequência de vértices (v0, v1, v_2, ⋯, vn-1) não necessariamente distintos, tal 

que vi é adjacente à vn+1 para todo i ∈ {0, ⋯,n-2} e v0 = vn-1 é chamada circuito. 

Definição 15: Um circuito é dito euleriano se ele contém todas as arestas de um grafo. 

Definição 16:  Um grafo que contém um circuito euleriano é um grafo euleriano. 

Definição 17: Uma k-coloração de vértices de um grafo G = (V, E) é uma função               c: V 

 S, na qual |S| = k, ou seja, a cada vértice de G é atribuída uma cor dentre um conjunto de k cores. 

Entende-se por cor um elemento de S. Usualmente trabalhamos com o conjunto dos k primeiros números 

naturais positivos, isto é, S = {1,2, 3, ..., k}. 

Definição 18: O conjunto de vértices assinalados com uma mesma cor é denominado uma classe 

de cor.  

Definição 19: Uma k-coloração é dita própria se vértices adjacentes possuem cores distintas, 

isto é, c(v) ≠ c(w) se v e w são adjacentes. 

Definição 20: O número cromático 𝑋(G) é o menor valor de k tal que G é k-colorível. Um 

grafo G tal que 𝑋(G) = k é dito k-cromático. 

Definição 21: Uma k-coloração de um grafo k-cromático é dita uma coloração ótima. 

Definição 22: Um grafo conexo G é bipartido se, e somente se, 𝑋(G) = 2. 

Se o conjunto de vértices de um grafo G puder ser agrupado em dois conjuntos disjuntos de 

vértices, onde cada aresta liga o vértice de um conjunto ao vértice de outro conjunto, então o grafo é 

denominado bipartido. 

Teorema 1: 𝑋(Cn) = 2 se n é par e 𝑋(Cn) = 3 se n é ímpar. 
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Definição 23: Uma k-coloração de arestas de um grafo G = (V, E) é uma função               c: E 

 S, na qual |S| = k, ou seja, a cada aresta de G é atribuída uma cor dentre um conjunto de k cores. 

Entende-se por cor um elemento de S. Usualmente trabalhamos com o conjunto dos k primeiros números 

naturais positivos, isto é, S = {1,2,3 ⋯,k}. 

Definição 24: O conjunto de arestas assinaladas com uma mesma cor é denominado uma classe 

de cor. 

Definição 25: Uma k-aresta-coloração é dita própria se as arestas adjacentes possuem cores 

distintas, isto é, c(ei) ≠ c(ej) se ei e ej são adjacentes. 

Definição 26: Um grafo G é k-aresta-colorível se admite uma k-aresta-coloração própria. 

Definição 27:   O número cromático em arestas 𝑋'(G) é o menor valor de k tal que G é k-

aresta-colorível. O número 𝑋'(G) também é conhecido como o índice cromático de G. 

Definição 28: Um grafo G tal que 𝑋'(G) = k é dito k-aresta-cromático. Uma k-aresta-coloração 

de um grafo k-aresta-cromático é dita uma coloração de arestas ótima. 

Definição 29:  Uma ponte de G é uma aresta cuja remoção desconecta G. 

Definição 30: Uma k-coloração total de um grafo G = (V, E) é uma função de modo que c'': V 

∪ E  {1, 2, ⋯, k} que atribui a cada vértice v ∈ V e a cada aresta e ∈ E uma cor representada no 

conjunto {1, 2, ⋯, k} de modo que vértices ad jacentes, arestas adjacentes e vértices e arestas incidentes 

possuam cores distintas. 

Definição 31: O número cromático total 𝑋'’(G) de um grafo é o número mínimo de cores de 

uma coloração total de G. 

Lema 1: Se um grafo é 2-regular, então 𝑋'’(G) ≤ 4. 

Lema 2: Se G é um grafo cúbico livre de pontes, então 𝑋'’(G) ≤ 5. 

Teorema 2: Se n é par, então 𝑋'(Cn) = 2 e se n é ímpar, então 𝑋'(Cn) = 3. 

Lema 3: Se G é um grafo que só apresenta vértices de grau dois ou três e não possui pontes, 

então 𝑋''(G) ≤ 5. 

Lema 4: Se um grafo tem no máximo grau 3 e não possui pontes, então 𝑋''(G) ≤ 5. 

Teorema 3: Se G é um grafo com no máximo grau três, então 𝑋''(G) ≤ 5. 

Teorema 4: Para todo grafo G com n vértices v1, . . ., vn e m arestas, ∑ 𝑑(𝑣𝑖)  =  2 𝑚𝑛
𝑖 = 1 . 

Prova: Na soma dos graus dos vértices de G, contamos cada aresta duas vezes. ▄ 
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Corolário 1: Todo grafo tem número par de vértices de grau ímpar. 

 A Teoria de Grafos surgiu através de Euler na tentativa de resolver um problema de transporte 

entre cidades de modo a não repetir pontes que interligavam tais cidades. E para resolver tal questão, 

Euler acabou formalizando uma nova área da matemática, que é a Teoria dos Grafos. Nela, um grafo 

conexo G é dito euleriano se existir uma trilha fechada contendo todas as arestas de G. Essa trilha é 

denominada trilha euleriana. Note que esta definição requer que cada aresta seja utilizada no percurso 

exatamente uma vez. Um grafo não euleriano G é dito semi-euleriano se existir uma trilha contendo 

cada aresta de G. 

Problemas em grafos eulerianos aparecem quando se quer saber se um diagrama pode ser 

desenhado sem levantar o lápis do papel e sem repetir nenhuma linha. O nome “euleriano” vem do fato 

de Euler ter sido o primeiro a resolver o famoso problema das Pontes de Konigsberg, que perguntava se 

seria possível atravessar cada uma das sete pontes exatamente uma vez e retornar ao ponto de partida. 

Esses conceitos aparecerão nas atividades desenvolvidas nessa dissertação. 

Lema 5: Se G é um grafo em que o grau de cada vértice é pelo menos 2 então G contém um 

ciclo. 

Teorema 5: Euler (1736): Um grafo conexo G é euleriano se, e somente se, todos os vértices 

têm grau par. 

Prova: Suponha que P é uma trilha euleriana de G. Sempre que P passa por um vértice, há uma 

contribuição de 2 do grau desse vértice. Como cada aresta aparece exatamente uma vez em P, cada 

vértice deve ter grau par. Reciprocamente, a prova é por indução no número de arestas de G. Suponha 

que o grau de cada vértice é par. Como G é conexo, cada vértice tem grau pelo menos 2 e pelo Lema 5, 

G tem um ciclo C. Se C contém todas as arestas de G, a prova está completa. Se não, vamos retirar de 

G as arestas de C para formar um novo grafo H com um número menor de arestas e tal que cada vértice 

ainda tem o grau par. Pela hipótese de indução, cada componente de H tem uma trilha euleriana. Como 

cada componente de H tem pelo menos um vértice em comum com C, pela conexidade, obtemos a trilha 

euleriana de G, seguindo as arestas de C até um vértice não isolado de H ser alcançado, percorrendo a 

trilha euleriana da componente de H que contém tal vértice e, em seguida, continuando ao longo das 

arestas de C até alcançarmos um vértice de outra componente de H e, assim por diante. O processo todo 

termina quando voltamos ao vértice inicial. ▄ 

Corolário 2: Um grafo conexo é euleriano se, e somente se, o seu conjunto de arestas pode ser 

dividido em ciclos disjuntos. 

 Outro conceito importante é o ciclo hamiltoniano. O nome ciclo hamiltoniano veio de Sir 

William Hamilton investigar sua existência no grafo dodecaedro, apesar de um problema mais geral ter 

sido estudado anteriormente por T. P. Kirkman 



67 
 

Teorema 6: Ore (1960): Se G é um grafo simples com n ≥ 3 vértices e d(v)+d(w) ≥ n, para 

quaisquer pares de vértices não adjacentes v e w, então G é hamiltoniano. 

Definição 32: Árvore é um grafo G de n vértices sem ciclos com n − 1 arestas. 

Definição 33: Folhas são vértices de grau um. 

Teorema 7: Seja T um grafo com n vértices. Então as seguintes proposições são equivalentes.  

1. T é uma ´arvore;  

2. T não contém ciclos e possui n − 1 arestas;  

3. T é conexo e possui n − 1 arestas;  

4. T é conexo e cada aresta é uma ponte;  

5. Quaisquer dois vértices de T estão conectados por exatamente um caminho; 

6. T não contém ciclos, mas a adição de qualquer aresta cria exatamente um ciclo. 

Definição 34: Grafo dirigido (direcionado) é quando as arestas possuem sentido e direção. 

Definição 35: Peso de uma aresta é o valor atribuído a uma aresta de um grafo G. 

  Colocamos nesse capítulo a definição de árvore, pois ela está presente na linguagem de 

programação e é uma estrutura algorítmica usada para resolução de problemas. 

Com o avanço tecnológico, os cálculos antes cansativos e inviáveis de serem realizados 

manualmente receberam um grande aliado: a computação. O avanço computacional e de sua capacidade 

de cálculo auxilia muito em problemas que antes não eram possíveis de serem calculados ou estimados 

através de processos de cálculos matemáticos tradicionais. 
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2.4 GRAFOS E ALGORITMOS 

 

ALGORITMOS 

Algoritmo é um conjunto de tarefas e ações a serem realizadas a fim de resolver um problema. 

Diante disso, apresentamos nesse capítulo alguns algoritmos de otimização que foram utilizados na 

elaboração e resolução de questões de combinatória, em particular de Borges, Muniz (2018). 

Dentre os algoritmos trabalhados destacamos o de Dijkstra (1959).  Destacamos na figura a 

seguir as notações utilizadas no algoritmo e em seguida o algoritmo em si escrito em pseudocódigo. Ele 

é utilizado para encontrar valores de máximo ou mínimo nas resoluções de problema.  

Figura 9 - Variáveis usadas no Algoritmo de Dijkstra           

 
Fonte: Adaptado de MACEDO, VITALI (2011). 

 

 

Figura 10 – Algoritmo de Dijkstra 

         
   Fonte: Adaptado de MACEDO, VITALI (2011). 
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Utilizamos também o algoritmo de Bellman-Ford. Este algoritmo foi publicado em 

Bellman (1958). A diferença deste para o algoritmo de Dijkstra é que ele recebe arestas com 

peso negativo e por ser capaz de buscar o caminho mínimo em um dígrafo. Sua complexidade 

é de O(v.e), no qual v é o número de vértices e é o número de arestas.  

Figura 11 - Algoritmo de Bellman-Ford 

 

Fonte: Adaptado de RIBEIRO (2015). 

 

Dentre as atividades há uma que trabalha com o algoritmo que foi publicado por FORD e 

FULKERSON (1956). De início foi desenvolvida para uso em rede ferroviárias na União Soviética nos 

anos 30,40 e 50. O objetivo é encontrar o maior fluxo possível numa rede quando existir um ponto 

origem e um de chegada. A complexidade desse algoritmo é da ordem O (m + n) em que m é o número 

de arestas e n o número de vértices do grafo. É necessário colocarmos algumas definições antes de 

apresentarmos o algoritmo. Em um grafo com peso em duas arestas, com um nó de origem s e um nó de 

destino t queremos encontrar o fluxo máximo tendo em que f(u,v) representa o fluxo da aresta (u,v) e 

c(u,v) a sua capacidade, temos que obedecer a algumas restrições: 

1) O fluxo não é negativo e tem de ser menor ou igual à sua capacidade: 

0 ≤ f(u,v) ≤ c(u,v) para qualquer (u,v) 

2) Em cada nó que não seja a origem e o destino, a soma do fluxo que entra é igual à soma do 

fluxo que sai 

Para cada u ∈ V – {s,t} : ∑ 𝑓(𝑣, 𝑢) =𝑣 ∈ 𝑉  ∑ 𝑓(𝑣, 𝑢) =𝑣 ∈ 𝑉  

3) O fluxo total é o que sai da origem menos o que entra na origem 

Queremos maximizar |f|, em que |f| = ∑ 𝑓(𝑠, 𝑣)  −  ∑ 𝑓(𝑣, 𝑠)𝑣 ∈ 𝑉𝑣 ∈ 𝑉  . 

 Caminho de aumento:= caminho pelo qual ainda é possível enviar fluxo 
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Grafo residual Gf := indica como podemos modificar o fluxo nas arestas de G depois de 

já aplicado o fluxo f. 

Figura 12 - Algoritmo de Fluxo-Máximo 

 
Fonte: Adaptado de RIBEIRO (2015). 

 

Outro algoritmo abordado nas tarefas foi o Problema do Caixeiro Viajante. O objetivo 

deste algoritmo é encontrar um circuito que tenha a menor distância, de maneira que comece 

em qualquer vértice e visite cada um dos vértices uma vez e volte à origem. Ele é um problema 

de otimização classe NP-difícil. O algoritmo adotado na atividade foi o do vizinho mais 

próximo. A complexidade dele é O(n.m), em que n é o número de vértices e m é o número de 

arestas. Este algoritmo é uma heurística. Ou seja,  as soluções não são ideais. E também mostra 

a dificuldade que temos em traduzir problemas da vida real para a linguagem computacional. 

Figura 13 - Algoritmo Do Vizinho Mais Próximo 

 

Fonte: Adaptado de SUTTON (2012). 

 

 Esses eram os pressupostos necessários do conhecimento matemático e computacional 

para entendimento da análise de dados apresentada a seguir. 
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3 METODOLOGIA 

 

Em nosso estudo temos como objetivo geral apresentar uma investigação de 

diferentes tipos de problemas de combinatória (contagem, existência, enumeração, 

classificação e  otimização), em nível do Ensino Médio, ora abordados pelas usuais 

estratégias de enumeração ou técnicas de contagem ensinadas na Educação Básica 

(pensamento combinatório), ora abordados por meio de processos que caracterizam um 

tipo de pensamento computacional, mostrando conexões, potencialidades e limitações das 

duas abordagens, inclusive para o ensino de combinatória na Educação Básica. 

Especificamente buscamos 1) identificar e selecionar problemas de combinatória de 

contagem, existência e otimização que podem ser explorados via estratégias do pensamento 

computacional e pelo pensamento combinatório; 2) resolver os problemas selecionados usando 

as duas estratégias, analisando-as e comparando-as nas perspectivas combinatorial, 

computacional e educacional. 3) apresentar considerações didáticas, incluindo conexões entre 

pensamento computacional, combinatória e habilidades da BNCC. 

Para atingir ao objetivo 1, foram selecionados 25 problemas de combinatória de modo 

a contemplar os cinco tipos de categorias aqui abordadas, quais sejam: enumeração, contagem, 

classificação, existência e otimização; as principais técnicas de contagem abordadas no ensino 

médio associadas aos problemas que podem ser resolvidos diretamente pelo princípio 

fundamental da contagem, bem como aqueles que decorrem dele tanto na contagem de 

ordenamentos (permutações simples, com repetição, circulares, caóticas e os famigerados 

arranjos) como de agrupamentos (combinações simples e combinações completas) 

Para as questões das três primeiras categorias, buscamos problemas clássicos presentes 

nos livros didáticos de matemática da Educação Básica e no Exame Nacional do Ensino Médio, 

tais como o do número de apertos de mão, o número de caminhos em uma malha retangular, o 

número de agrupamentos, dentre outros. 

Para as questões das duas últimas categorias: existência e otimização, trouxemos 

problemas relacionados aos grafos, dentre eles os de caminhos Eulerianos, Hamiltonianos, 

problema chinês do carteiro, problema do caixeiro viajante, problema de fluxo máximo, 

caminho mínimo, inspirados em pesquisas envolvendo a produção de significados de estudantes 

da Educação Básica para tais tipos de problemas, conforme MUNIZ (2007) e BORGES (2018). 
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O quadro abaixo mostra a quantidade de questões para cada classificação 

(predominante), contendo 17 questões de combinatória de contagem, 9 questões de 

combinatória de existência, 8 de otimização 1 de enumeração. 

 

Tabela 1 – Classificação dos problemas por categoria predominante 

Categoria 
predominante 

Número dos problemas Quantidade total 

Enumeração 4 1 

Contagem 1,3,5,6,10,11,12,24,25,26, 28, 34 12 

Classificação Presente no processo 0 

Existência 13,14,15,16,17,18,19,23 8 

Otimização 21,29,30,31, 4 

Total Todas 25 

Fonte: elaborado pelos autores. 

 

Para atingir os objetivos 2 e 3, resolver os problemas selecionados usando as duas 

estratégias, considerando uma Resolução matemática e outra computacional, buscamos 

estruturar tal Resolução computacional a partir das etapas do pensamento computacional 

apresentadas pelo CIEB. 

Para cada um dos 25 problemas, teremos quatro etapas de investigação, nas quais 

apresentamos (i) a Resolução matemática; (ii) a Resolução via pensamento computacional, (iii) 

uma comparação da Resolução matemática com representações algorítmicas, e finalizando com 

(iv) reflexões e conexões didáticas, conforme mostra o quadro a seguir. 
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Tabela 2 – Etapas de investigação 

Problema k 
Etapa j 

Etapa de investigação Caracterização da Etapa Partes da Etapa 

k.1 Resolução Matemática 

Baseada no pensamento 
combinatório sem apoio de 

tecnologias digitais e/ou sem 
a preocupação com 

estruturas do pensamento 
computacional 

Etapa única 

k.2 
Resolução via 
pensamento 

computacional  

Orientada às etapas do 
pensamento computacional 
na perspectiva do CIEB, qual 
seja, estruturadas em quatro 

partes:  

Decomposição 

Identificação de 
padrões 

Abstração 

Algoritmo 

k.3 Comparando soluções 

Comparação da Resolução 
matemática com três 

diferentes representações da 
Resolução computacional 

Resolução 
matemática 

Fluxograma de 
processos 

Algoritmo com 
pseudocódigo 

Algoritmo em 
linguagem C ++ 

k.4 

Análises e conexões 
didáticas para a sala de 

aula considerando a 
BNCC 

Apresentar uma análise do 
problema buscando 

conexões para a sala de aula 
e para o professor de 

matemática considerando 
inclusive a BNCC 

Etapa única 

Fonte: elaborado pelos autores 

 

O terceiro objetivo: 3) apresentar considerações didáticas, incluindo conexões entre 

pensamento computacional, combinatória e habilidades da BNCC busca ser atingido na quarta 

etapa de investigação apresentada no quadro anterior, no qual trazemos comentários sobre cada 

um dos problemas selecionados, com conexões com a BNCC e algumas orientações para o 

professor.  
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Nessa quarta etapa de investigação, utilizamos as seguintes habilidades da BNCC, 

considerando tanto o Ensino Fundamental como o Ensino Médio, por possuírem conexões entre 

a combinatória ou pensamento computacional. Tais habilidades estão no Apêndice B. 

Destacamos a seguir habilidades da BNCC que tem potencial de trabalhar o pensamento 

computacional na matemática, mas que não estão diretamente ligadas com a área de 

combinatória. Tal intersecção pode ser fonte de trabalhos futuros, bem como novas pesquisas 

entre pensamento computacional e pensamento combinatório. As habilidades estão no 

Apêndice C. 

Dentre as vinte e cinco questões analisadas, notamos que problemas de combinatória 

que são classificados como de existência e de contagem são os que mais aparecem. Em 

contrapartida, os problemas de otimização continuam sendo minoria, ainda que tenha grande 

importância na realidade do discente.  

Dentre as habilidades que mais aparece destacamos: EF01MA02, EF01MA20, 

EF04MA06, EF05MA09, EF06MA03, EF07MA05 e EF07MA06. Já as habilidades que menos 

apareceram foram: EF06MA33, EM13MAT310, EM13MAT315, EM13MAT507, 

EM13MAT508 e EM13MAT405. 

Finalmente, no que tange à natureza da pesquisa, este trabalho está pautado na 

metodologia de Pesquisa de Desenvolvimento, conhecida também como Design-Based 

Research. Segundo Barab e Squire (2004) apud Mata e Boaventura (2014) a pesquisa em 

desenvolvimento pode ser entendida como um conjunto de ações investigativas aplicadas para 

o desenvolvimento de teorias, objetos e práticas pedagógicas de potencial aplicabilidade e 

utilidade nas situações de ensino e aprendizagem.  

Essa metodologia ganhou muito espaço na área de práticas pedagógicas em ambiente 

digital ou que envolvam tecnologia no geral. 

Destacamos algumas características dessa metodologia: 

1)  Teoricamente orientada.  

2) Intervencionista 

3) Colaborativa 

4) Fundamentalmente dialogável 

5) Iterativa. 

Nosso trabalho tem a característica 1, que consiste na teoria ser o ponto de partida e 

chegada. Nessa dissertação nosso ponto de partida é a análise do potencial que a resolução de 

problemas de combinatória tem para desenvolver o pensamento computacional dos discentes. 
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E nosso ponto de chegada é justamente apresentar isso através da análise da resolução de 25 

questões através da Resolução matemática e do pensamento computacional e consequente 

comparação entre os dois tipos de pensamento e solução.  

A característica 2 é a proposta de mudança necessária no ensino de combinatória para 

que essa possa ser vista como um grande campo a explorar a ideia do pensamento 

computacional no ensino de matemática e na busca por soluções de problema.  Neste trabalho 

vemos que ele também é colaborativo, uma vez que se pauta no referencial teórico já existente 

sobre o tema e servirá de base para futuros trabalhos de colegas docentes ou aprofundamentos 

de conhecimento dessa área em futuros trabalhos dos autores. 

Este trabalho também é dialogável, uma vez que traz troca de experiências dos autores 

com o referencial teórico bem como sua experiência de prática docente e para futuros trabalhos 

a troca de conhecimento e prática. E finalmente é iterativa, uma vez que utiliza questões já 

conhecidas por muitos alunos e docentes em fase de vestibular, bem como aborda uma nova 

maneira de resolver essas questões através da Resolução do ponto de vista do pensamento 

computacional. Além de trazer no apêndice a implementação em linguagem C++ dessas 

questões. 

Estabelecida a metodologia, partiremos para o próximo capítulo no qual investigaremos 

cada um dos 25 problemas de combinatória selecionados, apresentando a Resolução 

matemática, seguida da Resolução via pensamento computacional, o que inclui diferentes 

representações algorítmicas, sendo uma delas implementada em linguagem C ++, e finalizando 

com orientações e reflexões para a sala de aula de matemática. 
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4 INVESTIGAÇÃO DOS PROBLEMAS DE COMBINATÓRIA PARA O SÉC XXI 

 

O capítulo 4 traz a nossa investigação propriamente dita, procurando estabelecer 

conexões entre diferentes problemas de combinatória com o pensamento computacional, 

gerando tanto um convite a pensar os problemas de combinatória de forma ampliada, com a 

pensar em consequências e potencialidades do pensamento computacional na abordagem e 

ensino de combinatória na educação básica 

Na seção 4.1, para cada um dos 25 problemas selecionados, teremos quatro etapas de 

investigação, nas quais apresentamos (i) a Resolução matemática; (ii) a Resolução via 

pensamento computacional, (iii) uma comparação da Resolução matemática com 

representações algorítmicas, e finalizando com (iv) reflexões e conexões dos problemas de 

combinatória com o pensamento computacional para a sala de aula de matemática, incluindo 

conexões com a BNCC e orientações para o professor. 

Em seguida, apresentaremos um quadro síntese com todos os problemas e algumas 

possíveis conexões com as habilidades da BNCC. 

 

 

 

  



77 
 

4.1 – RESOLUÇÕES, ANÁLISES E COMPARAÇÕES 

Questão 1 -  Problema do aperto de mão ou dos times de futebol - Em uma festa havia 21 

pessoas presentes. Ao chegarem, cada pessoa cumprimentou todas as outras uma única vez, 

com um aperto de mão. Quantos apertos de mão ocorreram no total? 

 

1.1 Resolução matemática 

 O problema se trata de uma questão de combinação simples. Se a pessoa P1 

cumprimentar P2 ou o contrário, estamos abordando o mesmo aperto de mão. Dessa maneira 

podemos considerar que é combinação simples: 

𝐶21,2  =  
21!

2!19!
 =  

21.20.19!

2!19!
 =  

21.20

2
 =  210 apertos de mão possíveis 

 

1.2 Resolução Pensamento Computacional   

Outra maneira de pensarmos nessa resolução é buscando um padrão para esse tipo de 

problema e ver como podemos generalizar esse pensamento através do pensamento 

computacional.  Nesse tipo de resolução, baseada na classificação do CIEB, temos quatro etapas 

 

 decomposição 

 padrões 

 abstração 

 algoritmo 

 

1A Decomposição: 

Vamos pensar na primeira pessoa analisada. Ela deve cumprimentar as outras 19 pessoas 

que estão na festa. Descartamos ela cumprimentar ela mesma e contamos 19 apertos de mão.  

A segunda pessoa vai cumprimentar todas as outras pessoas. Isso dará 19 apertos de 

mão. Mas ela já cumprimentou a pessoa que veio anteriormente a ela e nesse caso estaríamos 

contando o mesmo aperto de mão duas vezes. Isso porque se A cumprimenta B ou B 

cumprimenta A se trata do mesmo aperto de mão. A ordem nesse caso não importa, o que 

demonstra ser um problema de combinação simples. Ela tampouco vai cumprimentar a si 

mesma. Logo existem 18 pessoas para receber o cumprimento. 

Esse padrão de retirar a pessoa anterior da contagem e a si mesma vai se repetindo até 

todos terem cumprimentado quem faltava na fila. 
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1B Padrões 

Uma pessoa não cumprimenta a si mesma. Colocamos as pessoas numa espécie de fila 

para contarmos os apertos de mão. Se uma pessoa A cumprimenta outra pessoa B é o mesmo 

que B cumprimentar A, por isso temos que retirar da fila quem já cumprimentou para não a 

contar duas vezes.  

1C Abstração 

Dentre 20 pessoas, a primeira cumprimenta as 19 restantes; 

A 19ª pessoa cumprimenta as 18 restantes da fila. 

A 18ª cumprimenta as 17 restantes da fila. 

Esse padrão se repete até que cheguemos na segunda pessoa da fila que cumprimenta a 

única que restou e a última que não cumprimenta mais ninguém. A ordem na qual dizemos o 

cumprimento, por exemplo, a 20ª pessoa cumprimenta a 19ª ou vice-versa não faz diferença na 

contagem. Porém, podemos acabar contanto duas vezes o mesmo cumprimento. 

Para evitar isso, dividimos por 2. Um cumprimento é realizado por 2 pessoas. Para 

escolher a primeira, temos 20 pessoas para começar esse ato. Posteriormente, sobram 19 

indivíduos para receber o aperto de mão.  Assim, pelo Princípio Fundamental da Contagem 

existem 
20.19

2
 =  210 apertos de mão. 

Outra maneira de pensar nessa Resolução é por combinação simples e que já foi 

resolvido na etapa de resolução matemática. Com o intuito de generalizar essa ideia, vamos 

pensar em n pessoas que vão dar o aperto de mão. Para o cálculo da quantidade de aperto de 

mãos, podemos pensar no princípio fundamental da contagem. Existirão  
𝑛(𝑛−1)

2
= 

𝑛² − 1

2
 apertos 

de mão. Esse pensamento é combinatório e o usamos para construir a etapa da abstração. 

1D Algoritmo 

Inicio 

n: natural 

contador: inteiro 

Leia (n) 

Enfileire(n) 

 Enquanto (n <> 0) faça{ 

  Imprima: 1ª pessoa cumprimenta (n – 1) novas pessoas; 

        2ª pessoa cumprimenta (n – 2) novas pessoas; 

   .... 

   (n – 1)-estima pessoa cumprimenta 1 nova pessoa 

  Fim imprime 

  Contador++ 

  Desinfileire (n) 

Fim do enquanto 

Fim do programa 
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1.3 Comparando Soluções 

 

Tabela 3 – Comparação de Resolução – Questão 1 

A – Resolução Matemática  

𝐶21,2  =  
21!

2!19!
 =  

21.20.19!

2!19!
 =  

21.20

2
 =  210    apertos de mão possíveis 

B – Fluxograma  

C – Abstração  

 

Fonte: Os autores, 2021. 
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D – Implementação – linguagem C++ 

 

Figura 14 – Implementação em linguagem C++ da Questão 1 

 
Fonte: Os autores, 2021. 

 

1.4 Considerações Didáticas:    

A questão 1 pode ser classificada como de contagem, mas apresenta caráter 

enumerativo, uma vez que podemos nos questionar quais são as possíveis configurações de 

cumprimento entre as pessoas. Na etapa de abstração da Resolução matemática nos deparamos 

com uma equação do segundo grau e essa nos faz refletir sobre outras perguntas que podem 

surgir através dessa etapa. Ou seja, podemos nos questionar se, dado uma quantidade n de 

apertos de mão, se é possível ter tal configuração em que duas pessoas se cumprimentam umas 

às outras, sem que haja repetição. Dessa maneira nos deparamos com uma questão de existência 

e evidencia com a análise da generalização de soluções combinatorial, aliada ao pensamento 

computacional podem levar ao docente e o aluno a novas conclusões, reflexões e resolução de 

problemas de natureza distinta da originalmente proposta. 

O pensamento computacional nesse caso foi usado para obter uma solução de maneira 

muito semelhante à solução em forma textual, com auxílio de notação matemática, usualmente 

abordada e ensinada nas aulas de matemática. 
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Questão 2 - (Problema do amigo oculto) Cinco pessoas de uma família farão um amigo oculto, 

sorteando como de praxe o nome entre eles, de modo que cada pessoa deve retirar apenas um 

nome, que obviamente não pode ser seu próprio nome. Quantas configurações diferentes podem 

ser formadas para que o sorteio não tenha que ser refeito? 

 

2.1 Resolução Matemática: 

Essa questão envolve o conceito de permutação caótica, ou desordenamento, ou seja, 

cada pessoa não ocupar o seu lugar primitivo.  Se rotularmos cada pessoa dessa família como 

sendo A, B, C, D, E, temos ao permutar essas pessoas que a configuração B A D E C é um 

exemplo de permutação caótica. Já a configuração B A C E D não é caótica, uma vez que C 

ocupa sua posição de origem.  

Vamos apresentar uma Resolução que utiliza o processo recursivo. Vamos iniciar de um 

caso menor para observarmos os padrões e a relação entre a quantidade de pessoas envolvidas 

e o número possível de permutações caóticas existentes. Se pensarmos em duas pessoas e a 

representarmos por A e B e representarmos a configuração inicial de posição por (A B), teremos 

apenas uma permutação caótica: BA. Vamos representar essa quantidade de desordenamentos 

por D2 = 1. 

Se pensarmos em três pessoas e representarmos a configuração inicial delas por (A B 

C), vamos apresentar as possibilidades através de enumeração: (B C A), (C A B). Logo, D3 = 

2. Caso calculemos para quatro pessoas (A B C D). Para isso, vamos dividir em dois casos, uma 

vez que este problema cresce consideravelmente em relação aos anteriores. O primeiro caso é 

quando pensamos nas possíveis posições em que o A pode estar e trocá-lo de posição 

ordenadamente em relação às outras posições existentes. Ou seja, vamos trocar  𝐴 ↔ 𝐵, 𝐴 ↔

 𝐶, 𝐴 ↔  𝐷, 𝐴 ↔ 𝐸. Para esses casos encontramos as seguintes configurações: (B A _ _), (C _ 

A _ ) e (D _ _ A). Reparemos que não completamos duas posições dentre as representadas 

anteriormente, pois elas recaem no caso que vimos anteriormente, de permutação caótica com 

dois elementos. Quando temos duas posições e já sabemos quantas possibilidades existem de 

representação D2 = 1.  Logo nesse caso teríamos 3 casos de D2, o que resulta em 3.1 = 3 

permutações caóticas (B A D C), (C D A B) e (D C B A). 

No segundo caso vamos ver as permutações em que o A não troca de lugar com o 

elemento que ele substitui. Ou seja, se colocamos o A na posição B, então B não pode ocupar 

a posição A (𝐴 →  𝐵, 𝑚𝑎𝑠 𝐵 𝐴). Nesse caso, recaímos numa permutação caótica de 3 

elementos, uma vez que B não pode ocupar sua nova posição de origem, onde estava A, nem o 
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C pode ocupar sua posição primitiva e o mesmo para o D. Assim caímos no caso de 

desordenamento com 3 elementos. Mas já calculamos o valor de D3 anteriormente.  

Se colocamos o A na posição C, então C não pode ocupar a posição A (𝐴 →  𝐶, 𝑚𝑎𝑠 𝐶 

𝐴). Assim, recaímos numa permutação caótica de 3 elementos, uma vez que C não pode 

ocupar sua nova posição de origem, onde estava A, nem o B pode ocupar sua posição primitiva 

e o mesmo para o D. Logo temos o caso de desordenamento com 3 elementos (D3). 

Se colocamos o A na posição D, então D não pode ocupar a posição A (𝐴 →  𝐷, 𝑚𝑎𝑠 𝐷 

𝐴). Assim, recaímos numa permutação caótica de 3 elementos, uma vez que D não pode 

ocupar sua nova posição de origem, onde estava A, nem o B pode ocupar sua posição primitiva 

e o mesmo para o C. Logo temos o caso de desordenamento com 3 elementos (D3). 

Portanto chegamos à conclusão de que D4 = 3(D2 + D3) = 9 casos. 

Vamos resolver o caso original para 5 pessoas. Analogamente ao que fizemos para 

quatro pessoas, faremos com cinco. No primeiro caso vamos observar as configurações em que 

A troca de lugar com cada uma das outras pessoas e essa vai para a posição primitiva de A. Ou 

seja, 𝐴 ↔ 𝐵, 𝐴 ↔  𝐶, 𝐴 ↔  𝐷, 𝐴 ↔ 𝐸. Nesta situação, temos que B tem que ocupar a posição de 

A, mas C e D não podem estar nas suas posições primitivas. Logo, recaímos numa permutação 

caótica de 3 elementos. O mesmo acontece para 𝐴 ↔  𝐶, 𝐴 ↔  𝐷, 𝐴 ↔ 𝐸. Temos então 4.D3 = 

4.3 = 12. 

Analogamente, se considerarmos que A troca de posição com B, mas que esse não pode 

ocupar a posição primitiva de A e repetirmos esse processo para C. D e, teremos quatro casos 

de permutação caótica de quatro elementos. Ou seja, 4.D4 = 4.4 = 16.  

Logo a solução do problema é D5 = 4(D3 + D4) = 4.(2+9) = 44. 

Uma outra maneira de calcularmos essa questão é através da aproximação de 

permutação caótica dada por 𝐷𝑛 =  
𝑛!

𝑒
. No caso da questão para n = 5,  

𝐷5 =  
5!

𝑒
 ≅ 44,28 ≅ 44 desordenamentos. 

 

A solução acima pode ser vista em mais detalhes, bem como o processor recursivo 

para obtenção do número de permutações caóticas de n elementos distintos, no link:  

https://www.youtube.com/watch?v=iLpsLwWpI4c&t=39s 

 

 

 

https://www.youtube.com/watch?v=iLpsLwWpI4c&t=39s
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2.2 Resolução Pensamento Computacional  

2A – Decomposição 

Para dois já calculamos que existem 1 permutação caótica. Ou seja, D2 = 1. 

Para três posições, através de enumeração notamos que existem 3 permutações caóticas. 

Logo D3 = 2 

Para quatro posições, dividimos em dois casos: trocamos A com cada uma das outras 

posições. Isso resulta em 3 situações possíveis. E a outra situação é colocar A em cada posição 

subsequente, mas não colocando a letra primitiva daquela posição no local de A. Nessa 

configuração existem 12 permutações possíveis. 

Para cinco posições temos 44 desordenamentos. 

Podemos resolver essa questão através do uso da fórmula da permutação caótica dada 

por 𝐷𝑛 =  
𝑛!

𝑒
. No caso da questão para n = 5,  

𝐷5 =  
5!

𝑒
 ≅ 44,28 ≅ 44 desordenamentos. 

 

2B -  Padrão 

Para que uma permutação seja caótica o número que está na posição primitiva não pode 

permanecer ali. 

Dividimos em casos para cada problema.  O primeiro caso é quando trocamos a primeira 

letra de posição com a letra subsequente e assim sucessivamente até esgotar todas essas 

mudanças. 

O segundo caso é colocar a primeira letra nas posições subsequentes de modo que essa 

letra não ocupe a posição primitiva da letra A. 

 

2C – Abstração 

Vamos buscar um padrão recursivo diante das situações que já calculamos: 

D2 = 1 

D3 = 2 

D4 = 3.(D2 + D3) 

D5 = 4.(D3 + D4) 

... 

Parece que a recursão para esse tipo de problema seja  
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Dn = (n – 1).(Dn-1 + Dn – 2) 

Se temos n elementos, o primeiro caso seria retirar o A1 de sua posição de origem e ir 

permutando para cada posição restante, n – 1, pois na posição de A1  estaria o elemento no qual 

A1 trocou de lugar. Assim sobrariam Dn – 2  posições para serem permutadas. 

No segundo caso, A1 permuta com n – 1 posições, mas o elemento no qual ele troca de 

posição não pode entrar na posição A1 e com isso temos Dn – 1 posições possíveis. 

Logo o total é de Dn = (n – 1) Dn – 2 + (n – 1) Dn – 1 = (n – 1)(Dn – 2 + Dn -1) 

 

2D – Algoritmo 

Inicio ( ) 

N: natural 

Leia (n) 

D_n : natural 

D_2 = 1 

D_3 = 3 

Para 4 ≤ i ≤ n faça 

  D_i = (n – 1)(Dn – 2 + Dn -1) 

  Imprime (D_i) 

  i = i + 1 

 Fim para 

 Fim 

  



85 
 

2.3 Comparando Soluções 

 

Tabela 4 - Comparando Soluções – Questão 3 

A – Resolução Matemática 

D2 = 1 

D3 = 2 

D4 = 3.(D2 + D3) = 16 

D5 = 4(D3 + D4) = 4.(2+9) = 44 

B – Fluxograma 

Figura 20 - Fluxograma da Questão 3 

 

C – Abstração 

 

Fonte: Os autores, 2021. 
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D – Implementação – Linguagem C ++ 

 

Figura 15 - Implementação em linguagem C++ da Questão 2 

 

Fonte: Os autores, 2021. 

 

2.1 Considerações didáticas 

 

A questão 2 é classificada como de contagem, porém ela pode ser resolvida de duas 

maneiras distintas: ou através do uso da fórmula da permutação caótica ou através de 

recursividade. Ao pensarmos em resolver tal questão via pensamento computacional, ao 

estruturar de maneira recursiva ganhamos duas características em tal solução. A primeira é que 

podemos exibir para cada etapa a quantidade de desordenamentos possíveis, ou seja podemos 

contar quantos desordenamento existem, bem como exibir enumerando tais casos para valores 

menores. Esse tipo de estratégia de enumeração auxilia no entendimento da recursividade 

existente no problema. Uma outra visão que podemos ter desse problema é se dada uma 

quantidade de desordenamento é possível termos uma quantidade de pessoas viável para o 

problema ter solução ou não. E, finalmente podemos também observar estratégia de 

classificação quando dividimos os desordenamentos em casos tais como para n = 1, n = 2 até n 

= 5 e levamos em consideração a regra imposta pelo problema.  
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Através da análise podemos perceber que, ainda que uma questão seja de contagem, ela 

pode ser analisada pelo professor com potencial para criar novas questões de existência, bem 

como utilizar estratégias de enumeração e classificação para a solução do problema. 

A partir da solução matemática vimos que um resultado pode ser encontrado através de 

um estudo de casos e posterior conjectura da solução através do processo recursivo, 

Consequntemente obtemos os próximos resultados. Já com o pensamento computacional 

modificamos a construção da solução tanto na etapa da abstração quanto no fluxograma ao 

representar esse padrão através de uma estrutura de repetição que não temos na matemática.  

Porém, ao observarmos a implementação em C++ vimos que esta estrutura não foi usada, mas 

sim a ideia de recursão, também presente na solução matemática, indicando uma aproximação 

entre a solução matemática e o algoritmo, com estruturas iguais. 
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Questão 3 - É possível sair da cidade a6 e chegar até a cidade a5 sem passar pela cidade a4? 

Liste tais possibilidades 

Figura 16 – Questão de combinatória de existência

 

Fonte: Os autores, 2021 
 

3.1 Resolução Matemática:  

Vamos enumerar alguns possíveis caminhos para chegarmos de a6 até a5 sem repetirmos 

cidades: 

a6  a7  a3  a2  a1  a5 

a6  a7  a3  a1  a5 

a6  a4  a2  a1  a5 

a6  a4  a3  a1  a5 

a6  a7  a3  a2   a1  a5  a4 

 

Dentre esses caminhos, existem aqueles que não passam por a4: 

a6  a7  a3  a2  a1  a5 

a6  a7  a3  a1  a5 

 

Uma outra maneira de mostrar que existe um caminho que satisfaz a regra determinada 

é montarmos a matriz de adjacência dos vértices da imagem anterior: 
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Figura 17 – Matriz de Adjacência da Resolução matemática da Questão 3

 

Fonte: Os autores, 2021. 

 

Buscamos nessa matriz de adjacência linhas ou colunas em que estejam rotulados 1 para 

a5, a6 e 0 para a4. 

Figura 18 – Matriz de Adjacência da Questão 3 – Etapa 1 

 

Fonte: Os autores, 2021. 

  

Figura 19 - Matriz de Adjacência da Questão 3 – Etapa 2 

 

Fonte: Os autores, 2021. 
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Essa é uma possível Resolução de caminho que satisfaz a regra do enunciado e mostra 

que existe pelo menos um caminho nas condições estabelecidas. 

  

3.2 Resolução Pensamento Computacional 

3A - Decomposição 

Devemos olhar para todas as conexões que a6 realiza 

Escrevemos os possíveis caminhos de a6 até a5 

Descartamos os caminhos que passam por a4 

Não repetimos vértices 

 

3B - Padrões 

Podemos representar cada caminho entre uma cidade e outra (vértice) através de uma 

matriz de adjacência, em que 0 representa que não existe ligação direta entre as duas cidades e 

1 significa que existe um caminho direto entre os vértices analisados. 

Não vamos repetir cidade e tampouco caminho entre cidades. 

Pela enumeração conseguimos ver todos ou a maior parte dos caminhos possíveis 

entre a5  e a6 

 

3C - Abstração  

Podemos encontrar os caminhos possíveis através do desenho e enumerando as 

possibilidades de caminho ou podemos através da matriz de adjacência construir esse 

caminho, tanto analisando por linha ou coluna. 

 

3D -  Algoritmo 

Inicio (  ) 

Leia (matriz de adjacência) 

Enquanto não encontrar um caminho de ai até aj sem passar por ak faça 

  Leia a linha i da matriz  

  Se aij <> 0 então imprima “aij  alm” e pule para a linha seguinte 

   Se ajm <> 0 então imprima “ajm  ano” e pule para a próxima linha 

  Senão pula linha 

Fim enquanto 

Fim do programa (  ) 
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3.3 Comparando Soluções 

 

Tabela 5 - Comparando Soluções – Questão 3 

A – Resolução Matemática 

Vamos enumerar alguns possíveis caminhos para chegarmos de a6 até a5 sem repetirmos 

cidades : 

a6  a7  a3  a2  a1  a5 

a6  a7  a3  a1  a5 

a6  a4  a2  a1  a5 

a6  a4  a3  a1  a5 

a6  a7  a3  a2   a1  a5  a4 

Dentre esses caminhos, existem aqueles que não passam por a4: 

a6  a7  a3  a2  a1  a5 

a6  a7  a3  a1  a5 

B – Fluxograma 

 

C – Abstração 

 

Fonte: Os autores, 2021 
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D – Implementação – Linguagem C ++ 

 

 Figura 20 - Implementação em linguagem C++ da Questão 3 

 
Fonte: Os autores, 2021 
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3.4 Considerações didáticas 

  A questão 3 possui duas classificações e duas perguntas que podemos questionar. Ela 

pode ser classificada como de existência, uma vez que pergunta se é possível realizar um 

caminho diante de algumas regras, mas também pode ser visto como um processo de 

enumeração, pois para que possamos encontrar caminho que satisfaça as regras estabelecidas é 

necessário enumerar as possíveis rotas assim como a enumeração na implementação do 

pensamento computacional pode ser vista como a estrutura de condição em que o comando se 

delimita as regras que devem ser seguidas a fim de encontrarmos a solução ótima. E ainda 

podemos classificar como estratégia de otimização uma vez que ao existir mais de um caminho 

podemos questionar qual o menor deles para se chegar ao destino. Ou seja, a partir da análise 

da classificação da natureza da questão e a conexão com pensamento computacional podemos 

perceber que a questão ganha novos questionamentos bem como novas demandas de pesquisa. 

Podemos perceber que a resolução matemática se dá através processo enumerativo. 

Quando apresentamos a solução via pensamento computacional, esse processo enumerativo 

acontece através de  uma estrutura de repetição de enquanto como solução e tal estrutura não 

está presente na solução matemática. O fluxograma seguiu a ideia de abstração. Já na 

implementação vemos que é usado algumas estruturas que não estão presentes em nenhum dos 

passos anteriores. Estruturas de lógica ou vetorial. Outra estrutura é a de função e rotina para 

que o programa fique mais organizado e rotinas de repetição e condicionais. 
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Questão 4 - (ENEM – 2017) - Um brinquedo infantil caminhão-cegonha é formado por uma 

carreta e dez carrinhos nela transportados, conforme a figura. 

 

Figura 21 – Questão 4 

                                                                                                      
Fonte: ENEM, 2017. 

No setor de produção da empresa que fabrica esse brinquedo, é feita a pintura de todos 

os carrinhos para que o aspecto do brinquedo fique mais atraente. São utilizadas as cores 

amarelo, branco, laranja e verde, e cada carrinho é pintado apenas com uma cor. O caminhão 

cegonha tem uma cor fixa. A empresa determinou que em todo caminhão-cegonha deve haver 

pelo menos um carrinho de cada uma das quatro cores disponíveis. Mudança de posição dos 

carrinhos no caminhão-cegonha não gera um novo modelo do brinquedo. Com base nessas 

informações, quantos são os modelos distintos do brinquedo caminhão-cegonha que essa 

empresa poderá produzir? 

 

4.1 Resolução Matemática: 

Para resolver a questão vamos começar pintando o que é obrigatório. É pedido que exista 

pelo menos um carro de cada cor dentre as quatro existentes. Então vamos fixar um carro 

pintado de laranja, outro carro de cor amarela, outro com cor branca e um pintado de verde. 

Existem no caminhão 10 carros. Como já fixamos a cor de 4 deles, sobram 6 carros a serem 

pintados. Esses não têm restrição de pintura e tampouco de que cada andar tenha que ter um 

número mínimo de cores. Assim restam seis carros que trataremos como iguais para serem 

pintados com quatro cores distintas. A quantidade de carros pintada de cada cor é indiferente. 

Se quisermos pintar, por exemplo, todos os carros de laranja podemos e está dentro do que foi 

previsto. Vamos representar essa configuração da seguinte maneira: 

C + C + CC+ C = 6 é um exemplo de pintura possível para os carros restantes. Vamos imaginar 

que as cores estão dispostas de acordo com uma determinada ordem: laranja, amarelo, branco 

e verde. Essa questão se trata de um problema de permutação com repetição. Temos quatro 
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cores, seis carros e três disposições distintas dentre a coloração desses carros. Portanto temos 9 

elementos a serem permutados seis a seis e três a três. Ou seja: 

 𝑃9
3,6

 = 
9!

6!3!
  

 Mas quando falamos de permutação com repetição é equivalente a dizermos sobre a 

combinação com repetição, uma vez que se trata de um problema em que a ordem dos carros 

não importa e existem carros pintados da mesma cor. No caso de resolvermos com combinação 

com repetição, contamos 9 elementos (carros e disposições das cores) tomados seis a seis: C9,6.  

 Porém falarmos que se trata de C9,6 é equivalente a sua combinação complementar, ou 

seja, C9,3 = 𝑃9
3,6

. 

 

4.2 Resolução Pensamento Computacional 

4A - Decomposição 

Primeiro observamos que precisamos pintar um carro utilizando uma vez cada uma das 

quatro cores fornecidas no enunciado. 

Estabelecemos uma ordem entre essas cores para colorir os carros restantes 

Não somos obrigados a usar as quatro cores nos carros restantes depois de termos 

pintado pelo menos um carro de cada cor. Por isso tratamos os carros como sendo todos iguais 

e a disposição para pintá-los também 

Calculamos a permutação com repetição que é equivalente a uma combinação simples 

complementar. 

4B - Padrões 

Temos dez carros, quatro cores com 4 restrições 

Logo temos 10 – 4 = 6 carros para pintarmos bem como queiramos. 

Temos 4 – 1 = 3 configurações possíveis para a coloração desses carros. 

4C - Abstração  
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Temos n carros para e queremos colorir com k cores. Precisamos de k carros para colorir 

cada um com uma das k cores. Os n – k carros restantes podem ser coloridos em qualquer cor.  

Ordenando essas cores obedecendo um certo critério numa fila, temos n – k – 1 maneiras 

de permutar essas cores e usá-las nos n – k carros restantes. Temos uma permutação com 

repetição no total de 𝑃𝑛 +𝑘 −1
𝑛 − 𝑘,   𝑛 − 𝑘 − 1

 = 
(𝑛 − 𝑘 − 1)!

𝑘!(𝑛 − 1)!
  Maneiras de permutar 

 

4D - Algoritmo 

Inicio ( ) 

qtd_carros: natural 

qtd_cores: natural 

aux: natural 

resultado: natural 

Leia(qtd_carros, qtd_cores) 

carros_pintados = qtd_cores 

fatorial = 1 

aux = 1 

para 1 ≤ aux ≤  𝑞𝑡𝑑_𝑐𝑎𝑟𝑟𝑜𝑠 −  𝑞𝑡𝑑_𝑐𝑜𝑟𝑒𝑠 − 1 
 fatorial = fatorial*aux 

 aux = aux + 1 

fim para 

aux = 1 

fatorial2 = 1 

para 1 ≤ aux ≤ 𝑞𝑡𝑑_𝑐𝑜𝑟𝑒𝑠 
 fatorial2 = fatorial2*aux 

 aux = aux + 1 

fim para 

aux = 1 

fatorial3 = 1 

para 1 ≤ aux ≤ 𝑞𝑡𝑑_𝑐𝑎𝑟𝑟𝑜𝑠 –  1 

 fatorial3 = fatorial3*aux 

 aux = aux + 1 

fim para 

resultado =(fatorial)/(fatorial2 * fatorial3) 

imprimir (“existem”, resultado, “possibilidades”) 

Fim 
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4.3 Comparando Soluções 

 

Tabela 6 - Comparando Soluções – Questão 4 

A – Resolução Matemática 

 𝑃9
3,6

 = 
9!

6!3!
 

B – Fluxograma  

 

C – Abstração 

 

Fonte: Os autores, 2021  
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D – Implementação – Linguagem C ++ 
 

Figura 22 - Implementação em linguagem C++ da Questão 4

 

Fonte: Os autores, 2021 

 

4.4 Considerações didáticas 

Na resolução matemática, trabalhamos com a ideia de permutação com repetição. No 

fluxograma, no pensamento computacional com a etapa de abstração e na implementação 

vemos uma estrutura computacional que reproduz o comportamento da permutação com 

repetição, através de estrutura enquanto e na abstração usamos a estrutura para. 

A questão 4 trata-se de um problema de contagem mas ao desenvolver a solução deste 

utilizamos a estratégia da classificação, pois precisamos ter pelo menos um carro de cada cor 

de modo a utilizar pelo menos uma vez todas as cores disponíveis. Ao generalizarmos a solução 

dessa questão nos deparamos com uma fórmula de permutação com repetição já ao pensarmos 

com o uso do pensamento computacional podemos observar que a cada cálculo de permutação 

ou combinação é utilizada a estrutura de repetição para ou enquanto a fim de simular o cálculo 

matemático. Tal problema nos faz refletir se é possível ter solução para o problema dado k cores 

e carros e as estratégias chamamos de existência. 

  



99 
 

Questão 5  - (FUVEST 2017) Um quadriculado é formado por n × n quadrados iguais, 

conforme ilustrado para n = 2 e n = 3. Cada um desses quadrados será pintado de azul ou de 

branco. Dizemos que dois quadrados Q1 e Q2 do quadriculado estão conectados se ambos 

estiverem pintados de azul e se for possível, por meio de movimentos horizontais e verticais 

entre quadrados adjacentes, sair de Q1 e chegar a Q2 passando apenas por quadrados pintados 

de azul. 

 

Figura 23 – Questão da Fuvest 

 
Fonte: Fuvest, 2017.  

 

a) Se n = 2 , de quantas maneiras distintas será possível pintar o quadriculado de modo que o 

quadrado Q1 do canto inferior esquerdo esteja conectado ao quadrado Q2 do canto superior 

direito?  

b) Suponha que n = 3 e que o quadrado central esteja pintado de branco. De quantas maneiras 

distintas será possível pintar o restante do quadriculado de modo que o quadrado Q1 do canto 

superior esquerdo esteja conectado ao quadrado Q2 do canto superior direito?  

c) Suponha que n = 3. De quantas maneiras distintas será possível pintar o quadriculado de 

modo que o quadrado Q1 do canto superior esquerdo esteja conectado ao quadrado Q2 do canto 

superior direito? 

 

5.1 Resolução Matemática 

a) Para o caso da malha 2x2, devemos pintar Q1 e Q2 de azul. Cada um dos outros 

quadriculados pode ser ou não pintados. Mas para Q1 esteja conectado com Q2 é necessário 

pelo menos que um deles esteja pintado de azul. Devemos descartar o caso em que ambos estão 

pintados de branco, pois essa não é uma solução para o problema apresentado. Logo existem 2² 

- 1 = 3 maneiras de conectar Q1 até Q2. 
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b) Para o caso da malha 3x3 em que o quadrado central esteja pintado de branco, 

vamos dividir o problema em dois casos. No primeiro caso em que vamos realizar um caminho 

direto de Q1 até Q2 conforme representado na figura a seguir: 

 

 Figura 24 – Questão 5 -  Resolução A 

 
Fonte: Fuvest, 2017. 

 

Existem 9 quadriculados. Se pensarmos que vamos realizar o caminho I, sobram 6 

quadriculados, mas ainda temos que retirar o quadriculado central. Então podemos pintar as 

outras 5 casas de azul ou branco e assim existem 25 maneiras de pintar esses quadriculados. 

Para o segundo caso, vamos considerar o caminho II representado na figura a seguir: 

 

 Figura 25 – Questão 5 - Resolução B 

                                         
Fonte: Fuvest, 2017. 

 

Se pensarmos que o caminho a ser realizado é diferente do caminho I e retirarmos o 

quadriculado central, temos apenas um caminho para chegar de Q1 até Q2. 

Assim, no total temos 25
 + 1 caminhos para conectar Q1 até Q2. 

 

c) Se pensarmos que vamos conectar Q1 até Q2 diretamente sobram 6 

quadriculados para serem preenchidos como quisermos. Existem 26
 = 64 possibilidades. 
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Figura 26 - Questão 5 - Resolução C 

 
Fonte: Fuvest, 2017. 

 

O segundo caso é pensarmos que a casa superior é pintada de branco, então as duas casas 

vizinhas devem ser pintadas de azul, podemos pintar as três casas restantes como quisermos 

tendo 23 = 8 possibilidades 

Figura 27 - Questão 5 - Resolução D 

 
Fonte: Fuvest, 2017. 

 

E o último caso em que pintamos a casa superior e a central de branco. Nesse caso temos 

apenas uma possibilidade. 

Figura 28 - Questão 5 - Resolução E 

 
Fonte: Fuvest, 2017. 

 

 Assim, existem 64 + 8 + 1 = 73 possibilidades. 
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5.2 Resolução Pensamento Computacional  

5A - Decomposição 

Vamos observar o problema para um quadriculado 4x4. 

O primeiro caso seria um caminho reto pela primeira linha conectando Q1 à Q2.  

Figura 29 - Questão 5 - Resolução Computacional A 

 
Fonte: Os autores, 2021 

 

Nesse caso sobram 12 quadriculados e 212
 possibilidades. Essa possibilidade que 

retiramos é quando todos os quadriculados são brancos. 

O segundo caso seria em que os dois quadriculados inferiores a Q1 e Q2 fossem pintados 

de azul. 

 Figura 30 - Questão 5 - Resolução Computacional B 

 
Fonte: Os autores, 2021 

 

 Precisamos fixar um quadriculado em branco para não cairmos no primeiro caso. 

Sobram nesse caso 29
 possibilidades de pintarmos os outros casos. 

 O terceiro caso seria o seguinte caminho: 

 Figura 31 - Questão 5 - Resolução Computacional C 

        
Fonte: Os autores, 2021 
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 Precisamos fixar 2 quadriculados brancos para não cairmos no primeiro nem no segundo 

casos já contados. Assim sobram 6 quadriculados e 26 possibilidades de colorir esse 

quadriculado 

 E por último temos  

 

Figura 32 - Questão 5 - Resolução Computacional D 

 
Fonte: Os autores, 2021 

 

 Temos 3 quadriculados restantes e 2³ possibilidades de colori-los. 

 Então para uma malha 4x4 podemos resolvê-la de 212  + 29
 + 26 + 2³ possibilidades. 

  

Para n = 5, teremos uma malha com 25 quadriculados. 

 

Figura 33 - Questão 5 - Resolução Computacional E 

 
Fonte: Os autores, 2021 

 

Vemos que sobram 20 quadriculados e, portanto, 220  possibilidades de pintá-los. 

O segundo caso temos o seguinte esquema: 

 

Figura 34 - Questão 5 - Resolução Computacional F 

 
Fonte: Os autores, 2021 

 

Temos que garantir um quadriculado em branco na primeira linha para não recairmos 

no primeiro caso. Sobram então 18 quadriculados e 217 possibilidades de pintura destes.  
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O terceiro caso é o seguinte: 

 

 Figura 35 - Questão 5 - Resolução Computacional G 

 
Fonte: Os autores, 2021 

 

Temos que pintar de branco um quadriculado na primeira e segunda linha para não 

cairmos nos casos anteriores. Assim sobram 14 quadriculados para serem pintados de 214 

maneiras. 

O quarto caso é: 

Figura 36 - Questão 5 - Resolução Computacional H 

 
Fonte: Os autores, 2021 

 

Novamente, precisamos pintar um quadriculado em cada uma das três linhas anteriores 

para garantir que não contamos novamente os casos já analisados. Dessa maneira sobram 11 

quadriculados para serem pintados de 211 maneiras distintas 

O quinto caso é o seguinte: 

 

 Figura 37 - Questão 5 - Resolução Computacional I 

 
Fonte: Os autores, 2021 

 

Novamente, vamos colocar um quadriculado branco nas quatro linhas anteriores para 

garantir que não recairemos nos casos já contados antes. Assim, sobram 8 quadriculados para 

serem pintados de 28 maneiras distintas. 

No total temos 220 + 217 + 214 + 211 + 28
 possibilidades.  
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5B - Padrões 

 Observamos que dividimos o problema em casos como na letra b. E que para cada um 

desses casos existe uma relação entre a quantidade de possibilidades e quantas vezes precisamos 

repetir esse processo.  

 Percebemos que para n = 3, temos três casos e em cada um deles o expoente decai em 

razão 3. O primeiro número de possibilidades é de 29 – 3 = 26 e assim o expoente decai em três 

unidades em cada um dos outros processos. 

 Para n = 4, existem 4 subcasos. O primeiro deles tem 216 – 4 = 212 possibilidades e assim 

os próximos casos decaem o expoente em 4 unidades 

 Para n = 5 o mesmo acontece, temos que precisamos de 5 casos, em que o primeiro tem 

225 – 5 = 220 casos 

  

5C - Abstração 

Diante das observações que fizemos podemos dizer que se temos uma malha 

quadriculada n x n, com n² quadriculados.  

Então teremos que dividir em n casos. No primeiro caso teremos 2n² - n possibilidades. 

No segundo caso temos 2n² - n – 3 maneiras, no terceiro temos 2n² - n – 6 e assim vamos calculando 

até chegar no nº caso que seria 2n² - n – 3(n-1) 
 = 2n² - 4n + 3  

 E o total de possibilidades seria a soma desses casos 2n² - n + ... + 2n² - 4n + 3 

 

5D - Algoritmo 

Inicio ( ) 

i, n, soma: natural 

Leia (n) 

i = n² - n 

Para 1 ≤ i ≤ n faça 

 Soma = soma + 2i 

 i = i – 3 

fim para 

Imprimir (“Existem”, soma, “possibilidades de pintar a malha”). 

Fim. 
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5.3 Comparando Soluções 

Tabela 7 - Comparando Soluções – Questão 5 

A – Resolução Matemática 

 

a) Existem 2² - 1 = 3 maneiras de conectar Q1 até Q2. 

b) Temos 25
 + 1 caminhos para conectar Q1 até Q2. 

c) Existem 64 + 8 + 1 = 73 possibilidades. 

 

B – Fluxograma 

 

 

 

 

C – Abstração 

 

 

 

Fonte: Os autores, 2021 
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D – Implementação – Linguagem C ++ 

 

Figura 38 - Implementação em linguagem C++ da Questão 5

 
Fonte: Os autores, 2021 

 

 

5.4 Considerações didáticas 

A questão 5 pode ser classificada como contagem. Por outro lado, também podemos 

utilizar a estratégia da enumeração para casos menores como resolução do problema para um 

melhor entendimento do que é pedido, bem como para ressaltar que alguns problemas de 

combinatória são facilitados através da estratégia de numeração. Essa estratégia de resolução 

auxilia no entendimento e na generalização da matemática para chegarmos à etapa de abstração. 

Além disso, ela também pode ser vista como uma questão que pode ser transformada de 

existência de modo que nos perguntamos se existe um caminho que obedeça às regras impostas 

pelo problema. Dentro da solução desta questão ao evidenciarmos quais eram as restrições para 

solução do problema estamos utilizando a estratégia de classificação dos casos possíveis. 

Na resolução matemática, analisamos cada caso separadamente até encontrarmos um 

padrão e percebermos como era calculado para malhas maiores. Na etapa de abstração do 
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pensamento computacional, notamos que através de generalização dos estudos de casos 

conseguimos encontrar uma forma geral na qual se dá de maneira recursiva. Essa estrutura 

representamos através de uma estrutura computacional de repetiação que pode ser representada 

pela estrutura enquanto, trabalhada no fluxograma, quanto pela estrutura para, usada na 

implementação e na abstração. Já na etapa de implementação também usamos tal estrutura ao 

invés da ideia de recursividade. 
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Questão 6  - (Unicamp – 2002) Em Matemática, um número natural a é chamado palíndromo 

se seus algarismos, escritos em ordem inversa, produzem o mesmo número. Por exemplo, 8, 22 

e 373 são palíndromos. Pergunta-se: 

a) Quantos números naturais palíndromos existem entre 1 e 9.999? 

 

6.1 Resolução Matemática: 

Vamos dividir em casos, O primeiro caso são os palíndromos que são formados por 1 

algarismo. Nesse caso temos 9 palíndromos. O segundo caso são os palíndromos formados por 

dois algarismos. Temos 9 também, pois devemos retirar o caso do algarismo 0. 

Para os palíndromos com três algarismos, também devemos retirar o caso do algarismo 

0. Nesse caso temos que pensar nos algarismos que tem por exemplo o formato 212, 222, 232, 

ou seja, a posição da unidade e centena é o mesmo algarismo e no meio varia.  

Temos então números no formato X_X em que x é qualquer algarismo de 1 até 9 e no 

meio pode ser qualquer algarismo de 0 até 9. Assim temos 9,10.1 = 90 tipos de palíndromos 

com três algarismos. E finalmente, temos os casos com 9 palíndromos que são por exemplo do 

formato 2332, 4554, etc. Ou seja, a primeira e última posição devem ser igual (posição das 

unidades e unidade de milhar) e as posições da casa da dezena e centena devem ser iguais. Em 

outras palavras, é do tipo XYYX. Temos então que retirar da posição X o algarismo 0 senão o 

número deixa de ter quatro dígitos. Então temos 9.10.1.1 = 90 possibilidades. 

No total temos 9 + 9 + 90 + 90 = 198 palíndromos de 1 até 9.999 

 

6.2 Resolução Pensamento Computacional 

6A - Decomposição 

Dividimos o problema em alguns casos. O primeiro é contar os palíndromos com 1 

dígito. O segundo são os palíndromos com dois, três ou quatro dígitos. 

 

6B - Padrões 

Quando dividimos em casos devemos lembrar que a partir dos números com 2 

algarismos, devemos desconsiderar o zero como na posição de maior valor relativo.  Então na 

posição de maior valor relativo sempre teremos 9 possibilidades, caso não haja nenhuma 

restrição no problema. Devemos lembrar também que devemos pensar no número da seguinte 

maneira: contamos quantos dígitos ele possui. Se for uma quantidade par então teremos metade 
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desses dígitos do lado esquerdo e a outra metade do lado direito terá que ser de acordo com os 

dígitos escolhidos para as posições no lado esquerdo. Ou vice-versa. 

Se temos uma quantidade ímpar de dígitos, devemos pensar na mediana das posições 

para servir de referencial. A partir dela a quantidade de algarismos à esquerda é a mesma à 

direita. E os dígitos escolhidos à esquerda devem ser os mesmos escolhidos à direita ou vice-

versa. O digito que se encontra na mediana tem 10 opções de ser escolhido. 

 

6C - Abstração 

Pensemos nos casos com 1 dígito. Podemos escolher qualquer algarismo de 1 até 9. 

Logo temos 9 possibilidades. Para o caso com 2 dígitos, temos 9 escolhas para a primeira 

posição e apenas uma para a segunda, pois depende do primeiro escolhido. No formato XX, 

temos 9.1 = 9 palíndromos. Para o caso de 3 dígitos, temos o formato XYX, em que X temos 9 

escolhas e em Y temos 10 escolhas, isso resulta em 9.10.1 = 90 palíndromos 

Para o caso de 4 dígitos temos o formato XYYX, em que temos 9 escolhas para a 

posição X e 10 escolhas para a posição Y resultando em 9.10.1.1 = 90 palíndromos. 

Para o caso com 5 dígitos, temos o formato XYZYX, logo temos 9.10.10.1.1 = 900 

palíndromos. Para o caso de 6 algarismos, temos o formato XYZZYX, que nos resulta em 

9.10.10.1.1.1 = 900 palíndromos. 

Se temos uma quantidade par de palíndromos, teremos n posições em que n é do formato 

2k. Logo temos k posições que podemos escolher qualquer algarismo, exceto na primeira 

posição que deve ser 9.10.10.....10.1.1...1 = 9.10k – 1. Se tivermos uma quantidade ímpar de 

posições então n é do formato 2k + 1. Assim teremos 9.10.10....10....1.1.1...1 = 9.10k +1 

 

6D - Algoritmo  

Inicio ( )  

Leia (qtd_de_digitos) 

Conta possibilidades ( )  

Se resto(i/2) = 0 então 

Possibilidades = possibilidades + 9.10(i/2) – 1 

Senão Possibilidades = possibilidades + 9.10(i/2) + 1 

Fim conta possibilidades( ) 

Para 1 ≤ i ≤ qtd_de_digitos faça 

 Conta possibilidades (i) 

 i = i +1 

fim para 

imprimir(“existem”, possibilidades, “palíndromos”). 

Fim 
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6.3 Comparando Soluções 

 

Tabela 8 - Comparando Soluções – Questão 6 

A – Resolução Matemática 

De 1 até 9 – são 9 palíndromos 

De 10 até 99 são 9 palíndromos 

De 100 até 999 são 90 palíndromos 

De 1000 até 9999 são 90 palíndromos  

Logo há  9 + 9 + 90 + 90 = 198 palíndromos de 1 até 9.999 

B – Fluxograma 

 
 

 

C – Abstração 

  
Fonte: Os autores, 2021 
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D – Implementação – Linguagem C ++ 

 

 Figura 39 - Implementação em linguagem C++ da Questão 6 

 
Fonte: Os autores, 2021 
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6.4  Considerações didáticas 

 

A questão 6 trabalha com a ideia de palíndromo e é classificada como de contagem, mas 

ela tem caráter enumerativo quando o aluno utiliza a enumeração ou a listagem das possíveis 

configurações de palíndromo para entendimento e resolução de quantidades pequenas, assim 

como ela tem caráter de existência, se perguntássemos ao contrário: dado uma certa quantidade 

de palíndromos, esta é possível dentro de um intervalo numérico de números inteiros positivos? 

É viável ou não?  

Há ainda o caráter de classificação uma vez que separamos a resolução e abstração desse 

problema através de intervalos numéricos de 1 a 9, de 10 e 99, 100 a 999 e assim 

sucessivamente. 

A resolução matemática segue uma solução em divisão de casos . Já o fluxograma e a 

abstração seguem uma estrutura de repetição e uma função com condicional.  Já na 

implementação vemos o uso de uma nova estrutura que até então não havia aparecido. É usado 

a estrutura lógica de verdadeiro ou falso para o cálculo do palíndromo em cada caso 

separadamente conforme vimos nas representações anteriores. Vemos que a implementação 

difere um pouco da abstração e facilita em certos casos o cálculo matemático. Como por 

exemplo, o tempo de execução, a busca por um contra exemplo para conjecturas com cálculos 

mais complexos e para simulação de sistemas biológicos. 
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Questão 7 - (Unesp – 2003)  O conselho administrativo de um sindicato é constituído por doze 

pessoas, das quais uma é o presidente deste conselho. A diretoria do sindicato tem quatro cargos 

a serem preenchidos por membros do conselho, sendo que o presidente da diretoria e do 

conselho não devem ser a mesma pessoa. De quantas maneiras diferentes esta diretoria poderá 

ser formada? 

 

a) 40 

b) 7920 

c) 10890 

d) 11! 

e) 12! 

 

7.1 Resolução Matemática: 

Podemos resolver o problema através do princípio fundamental da contagem. O cargo 

de diretoria do sindicato não pode ser preenchido pelo presidente do conselho. Então sobram 

11 pessoas para se candidatarem a ser o presidente da diretoria. Para o segundo cargo de 

diretoria, sobram 11 pessoas, pois o presidente do conselho pode ser diretor. No terceiro cargo 

de diretoria sobram 10 pessoas e por último 9 pessoas. Assim, temos no total 10.890  maneiras 

distintas de preencher esses quatro cargos. 

Porém, podemos resolver essa questão também por arranjo. O cargo de presidente da 

diretoria há 11 opções. Mas para os outros três cargos de chefia, se mudarmos a ordem na qual 

essas pessoas são escolhidas, sua diretoria muda. Logo a ordem de escolha importa e por isso 

se trata de uma questão de arranjo. No caso temos 𝐴11
3  =  

11!

(11 − 3)!
=

11.10.9.8!

8!
 =  990. E 

finalmente temos 11.990 = 10.890. Letra c 

 

7.2 Resolução Pensamento Computacional 

7A - Decomposição 

O problema tem algumas restrições e vamos começar por estas. O presidente do 

conselho não pode se candidatar para a presidência da diretoria. Como são 12 pessoas, 

então sobram 11 pessoas para esse cargo. O presidente do conselho pode se candidatar 

para os outros cargos de diretoria. Então temos 11 pessoas para a segunda opção de cargo 

de diretoria.  
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7B - Padrões 

A ordem importa nessa questão, pois quem está como presidente da diretoria não pode 

estar como presidente do conselho. A pessoa que está como presidente do conselho pode se 

candidatar para qualquer cargo de diretoria que sobrou, três posições, então pode ter dois cargos 

ao mesmo tempo. Se mudarmos a ordem de escolha dos três cargos de diretoria restantes fora 

o  presidente da diretoria, nossa solução muda, uma vez que cada cargo diretoria tem uma 

atribuição diferente. 

Por isso esse problema pode ser resolvido tanto pelo princípio fundamental da 

contagem como por arranjo.  

  

7C - Abstração 

Seja n a quantidade de candidatos aos cargos de chefia. E k o número de cargos de 

diretoria. O presidente do conselho não pode ser presidente da diretoria. Assim existem n – 1 

candidatos ao cargo de presidente da diretoria. Já para o segundo cargo de diretoria também 

temos n -1, pois o presidente do conselho pode tentar esse cargo. Para o terceiro cargo de 

diretoria temos n – 2 candidatos. Para o quarto cargo temos n – 3. Esse padrão se repete até o 

k-ésimo cargo de diretoria. No k-ésimo cargo, temos n – k – 1 pessoas para se candidatar. 

 

7D - Algoritmo 

Inicio ( ) 

n,k: naturais 

Leia (n, k) 

Produtorio = (n – 1) 

i = n - 1 

Para (n – 1 ≤ i ≤ n – k – 1)  faça 

 Produtorio = produtorio* i 

 Imprimir(produtorio) 

Fim para 

       Imprimir (“Existem”, produtorio, “possibilidades”) 

Fim. 
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7.3 Comparando Soluções 

 

Tabela 9 - Comparando Soluções – Questão 7 

A – Resolução Matemática 

 O cargo de diretoria do sindicato não pode ser preenchido pelo presidente do conselho. Então 

sobram 11 pessoas para se candidatarem a presidência da diretoria. Para o segundo cargo de 

diretoria, sobram 11 pessoas, pois o presidente do conselho pode ser diretor. No terceiro 

cargo de diretoria sobram 10 pessoas e por último 9 pessoas. Assim, temos no total 10.890  

maneiras distintas de preencher esses quatro cargos. 

 

B – Fluxograma 

  

 

C – Abstração 

 

Fonte: Os autores, 2021 
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D – Implementação – Linguagem C ++ 

 

Figura 40 - Implementação em linguagem C++ da Questão 7

 

Fonte: Os autores, 2021 

 

 

7.4 Considerações didáticas 

A questão 1 trata de um problema de contagem, porém que pode ser resolvido através 

de enumeração, ainda que de maneira não eficiente para valores mais altos. Tem características 

de combinatória de existência, visto que para a solução ser viável é necessário que exista a 

quantidade de pessoas mínimas necessárias para o cálculo do problema e também pode ser visto 

como com características de classificação, uma vez que existem condições para que o problema 

possa ser resolvido: o presidente da diretoria e do conselho não podem ser a mesma pessoa. 

Isso faz com que o problema de contagem tenha uma restrição, uma regra para sua solução 

existir. Na implementação dessa questão, podemos perceber que a etapa de abstração da solução 

matemática segue o mesmo raciocínio que a abstração no pensamento computacional para a 

construção do algoritmo. 

O problema pode ser resolvido pelo princípio fundamental da contagem ou por arranjo. 

O cálculo do arranjo pode ser representada pela estrutura de repetição para, tanto na abstração, 

quanto no fluxograma. Já na implementação em linguagem C++ é usada uma função para o 

cálculo das possibilidades e a estrutura de repetição para no cálculo total.  Apesar de parecidas 



118 
 

as abordagens possuem diferenças sutis tais como não ser necessário escrever mais de uma vez 

a variável soma. quando realizamos soma a variável mais uma vez.   
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Questão 8 -  De quantos modos se pode dispor 5 moças e 5 rapazes em torno de uma mesa 

circular de modo que não fiquem juntos nem 2 rapazes, nem 2 moças? 

 

8.1   Resolução Matemática: 

Vamos fixar os homens e permutar as mulheres de 5! = 120 maneiras. Já os homens 

permutam circularmente de PC(5) = 4! = 24 maneiras. Logo existem 120.24 = 2880 maneiras. 

 

8.2 Resolução Pensamento Computacional 

8A – Decomposição  

Devemos separar  homens e mulheres em dois grupos distintos e analisá-los da seguinte 

maneira: 

Os homens estão dispostos em uma mesa circular, então se trata de uma permutação 

circular. Como são 5 homens, há 4! maneiras. 

Já, para permutar as mulheres é possível imaginar como se estivessem em fila e com 

isso tratamos como permutação. 

 

8B - Padrões 

Quando nos deparamos com problemas em que precisamos organizar n objetos 

distintos em n lugares que estão igualmente espaçados sob um círculo considerado iguais as 

sequências de objetos que possam coincidir por rotação temos um problema de permutação 

circular. No caso do problema proposto, queremo permutar 5 homens em 5 cadeiras de formato 

circular e então resolvemos por permutação com repetição. E ao fixarmos homens, tratamos as 

mulheres como se estivessem numa fila e fossemos permuta-las entre as cadeiras. Nesse caso 

se trata de uma permutação sem repatição. 

 

8C – Abstração 

Vamos imaginar que temos n homens e m mulheres. Então trataremos as mulheres 

com permutação simples. Logo existem m! maneiras de dispor todas as moças de modo que 

uma não fique ao lado da outra. 

Por outro lado, trataremos os n homens como permutação circular. Nesse caso 

existem (n – 1) maneiras de permutá-los numa mesa circular. 

No total teremos (n – 1)!m! maneiras. 
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8D – Algoritmo 

 

Inicio ( ) 

Leia(n,m) 

Produtorio,i = 1 

Para (1 ≤ i ≤ n -1) faça 

 Produtorio = produtorio * i 

 Imprimir (produtorio) 

Fim para 

Para (1 ≤ j ≤ m) faça 

 Produtorio = produtorio * j 

 Imprimir (produtorio) 

Fim para 

Fim 
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8.3  Comparando Soluções 

 

Tabela 10 - Comparando Soluções – Questão 8 

A – Resolução Matemática 

Vamos fixar os homens e permutar as mulheres de 5! = 120 maneiras. Já os homens 

permutam circularmente de PC(5) = 4! = 24 maneiras. Logo existem 120.24 = 2880 maneiras. 

B – Fluxograma 

 
C – Abstração 

  
 

Fonte: Os autores, 2021 
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D – Implementação – Linguagem C ++ 

 

Figura 41 - Implementação em linguagem C++ da Questão 8 

 
Fonte: Os autores, 2021 

 

 

8.4 Considerações didáticas 

  

 Enquanto na resolução matemática usamos ideia de permutação, no fluxograma e na 

abstração utilizamos uma estrutura equivalente a essa que é a de repetição para. Essa estrutura 

realiza comandos de repetição de ações. No caso desse problema, repete o produto entre número 

no cálculo do fatorial. Já na implementação computacional essa repetição foi resolvida através 

de uma recursão, o que diminui a complexidade do programa, bem como o tempo de execução 

de seu resultado. 

A questão 12 trata de um problema de contagem que envolve permutação circular e para 

resolvê-lo precisamos obedecer a algumas regras na hora de dispor homens e mulheres sentados 

em torno da mesa circular. Por isso, esse problema tem característica ou natureza de 

classificação e também pode ser resolvido através do método da exaustão, ou também 

conhecido como enumeração de todos os casos. Tal resolução pode não ser eficiente quando 

manualmente realizada, mas dependendo da quantidade de pessoas envolvidas a enumeração 

pode ser calculada computacionalmente e auxiliar no raciocínio combinatório do aluno, assim 

como no entendimento da questão, pois ele pode observar as possíveis configurações de 

resposta. Por fim, essa questão pode ser considerada de existência: para que haja solução é 

necessário ter condições mínimas iniciais para que possamos realizar o cálculo ou ainda 

podemos refletir o contrário: se dado uma quantidade m de pessoas nas quais n são mulheres e 

y são homens, existe solução de modo a sentar homens e mulheres alternadamente? A 
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implementação nesse caso do algoritmo foi análoga à abstração matemática apresentada na 

questão. 
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Questão 9 - É possível desenhar a figura a seguir sem retirar o lápis do papel e sem repetir 

nenhuma linha? 

Figura 42 – Questão 9 

 
Fonte: Os autores, 2021 

 

9.1  Resolução Matemática: 

Podemos iniciar do vértice A, B, C, D ou E. Temos 8 arestas no total e assim 8! 

maneiras de escolher esse caminho iniciando em alguma dessas arestas. Vamos enumerar 

alguns exemplos: 

DE  EA  AB  BC  CD  DB  BE  EC essa é uma possível configuração 

da existência de um caminho sem retirar o lápis do papel. Trata-se de um caminho Euleriano. 

Sabemos que esse problema tem solução porque temos uma quantidade par de vértices de grau 

ímpar. No caso temos dois vértices de grau 3, ou seja, os vértices D e C. 

 

9.2 Resolução Pensamento Computacional 

9A – Decomposição 

Primeiro podemos representar as conexões entre os vértices através de uma matriz de 

adjacência, em que atribuiremos 0 quando não existir arestas e 1 quando houver aresta entre os 

vértices em questão. 

 Podemos percorrer na matriz entre os vértices i e j que possuírem aij = 1 os relacionando. 

 

Figura 43 – Resolução computacional  

  A B C D E 

A 0 1 0 0 1 

B 1 0 1 1 1 

C 0 1 0 1 1 

D 0 1 1 0 1 

E 1 1 1 1 0 

Fonte: Os autores, 2021. 
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9B – Padrões 

Nenhum vértice tem caminho para si mesmo, o que é chamado de laço na Teoria de 

Grafos. A matriz de adjacência é simétrica, ou seja, AB tem o mesmo valor que BA na matriz.  

 

9C – Abstração 

Para uma matriz de adjacência, podemos partir de qualquer vértice. Vamos começar do 

A. Vamos ver onde A tem ligação com outro vértice. Ele tem ligação com B e. Vamos para o 

B. A partir de B, podemos ir para C, D ou E. Decidimos ir para o C. A partir do C podemos ir 

para o D. E do vértice D podemos ir para o vértice E.  Dessa maneira fizemos o caminho AB 

 BC  CD  DE  EA. Mas esse caminho não abrange todas as arestas existentes no grafo.  

Vamos partir de um grafo de grau 3. Para ver isso, basta somarmos em cada linha da 

matriz para ver qual tem grau ímpar. No caso temos a linha do vértice D e C.  

Se partirmos de C, vamos para o vértice B (CB). De B partimos para A (BA). De A 

vamos para E (AE). De E vamos para B (EB) . De B só podemos ir para D (BD). De D vamos 

para C (DC). De C só podemos ir para E (CE). E finalmente de E vamos para D (ED).  

Temos então o seguinte caminho CB  BA  AE  EB  BD  DC  CE  ED e assim 

passamos por todos as arestas sem repeti-las. 

 

9D – Algoritmo 

Para realizar o caminho anterior, utilizamos o algoritmo de Fleury. Nele partimos de um 

vértice e partir desse vamos apagando as arestas por onde passamos. Como estamos pensando 

na implementação desse problema, representamos essas arestas através de uma matriz de 

adjacência a seguir: 

Figura 44 – Resolução computacional – Etapa 1 

  A B C D E 

A 0 1 0 0 1 

B 1 0 1 1 1 

C 0 1 0 1 1 

D 0 1 1 0 1 

E 1 1 1 1 0 

Fonte: Os autores, 2021. 

A partir dela vemos o grau de cada vértice. Para sabermos isso, basta somarmos o valor 

de cada linha. Veremos que os vértices C e D possuem grau três que é ímpar. Vamos iniciar do 
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vértice C. A partir de C decidimos ir para o vértice B. Com isso zeramos na matriz esses espaços 

que destacamos em vermelho a seguir. Ao zerarmos estamos dizendo que já passamos por 

aquela aresta e não podemos repeti-la.  

 

Figura 45 – Resolução computacional – Etapa 2 

  A B C D E 

A 0 1 0 0 1 

B 1 0 0 1 1 

C 0 0 0 1 1 

D 0 1 1 0 1 

E 1 1 1 1 0 

Fonte: Os autores, 2021. 

Em B vamos para o vértice A. Assim apagamos a aresta AB na matriz: 

Figura 46 – Resolução computacional – Etapa 3 

  A B C D E 

A 0 0 0 0 1 

B 0 0 0 1 1 

C 0 0 0 1 1 

D 0 1 1 0 1 

E 1 1 1 1 0 

Fonte: Os autores, 2021 

. 

Em A partimos para o vértice E zeramos a aresta AE: 

Figura 47 – Resolução computacional – Etapa 4 

  A B C D E 

A 0 0 0 0 0 

B 0 0 0 1 1 

C 0 0 0 1 1 

D 0 1 1 0 1 

E 0 1 1 1 0 

Fonte: Os autores, 2021. 

Em E partimos para o vértice B e apagamos a aresta EB: 
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Figura 48 – Resolução computacional – Etapa 5 

  A B C D E 

A 0 0 0 0 0 

B 0 0 0 1 0 

C 0 0 0 1 1 

D 0 1 1 0 1 

E 0 0 1 1 0 

Fonte: Os autores, 2021. 

 

Em B partimos para o vértice D e apagamos a aresta BD: 

Figura 49 – Resolução computacional – Etapa 6 

  A B C D E 

A 0 0 0 0 0 

B 0 0 0 0 0 

C 0 0 0 1 1 

D 0 0 1 0 1 

E 0 0 1 1 0 

Fonte: Os autores, 2021. 

Em D vamos para o vértice C e apagamos a aresta DC: 

Figura 50 – Resolução computacional – Etapa 7 

   A B C D E 

A 0 0 0 0 0 

B 0 0 0 0 0 

C 0 0 0 0 1 

D 0 0 0 0 1 

E 0 0 1 1 0 

Fonte: Os autores, 2021. 

Em C só podemos ir para o vértice E apagamos a aresta CE: 

Figura 51 – Resolução computacional – Etapa 8 

  A B C D E 

A 0 0 0 0 0 

B 0 0 0 0 0 

C 0 0 0 0 0 

D 0 0 0 0 1 

E 0 0 0 1 0 

Fonte: Os autores, 2021. 
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Em E só podemos ir para D e apagamos a aresta DE: 

Figura 52 – Resolução computacional – Etapa 9 

  A B C D E 

A 0 0 0 0 0 

B 0 0 0 0 0 

C 0 0 0 0 0 

D 0 0 0 0 0 

E 0 0 0 0 0 

Fonte: Os autores, 2021. 

Assim, passamos por todas as arestas sem repetir nenhuma e chegamos na matriz nula 

que significa que esgotamos todos os caminhos possíveis do grafo e finalizamos o algoritmo de 

Fleury. 

 

 

Inicio ( ) 

Leia(grafo) 

aloca(grafo) 

enquanto nao percorrer todo(grafo) 

 se (vértice a_i tem ligação com outro vértice e não passou por ele) então  

  vá para o vértice a_j e guarda(caminho) 

 senão  

(vértice a_i tem ligação com outro vértice e não passou por ele) 

então 

  vá para o vértice a_k e guarda(caminho) 

 senão  

  i = i + 1 

fim enquanto 

imprime(caminho) 

Fim ( ) 
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9.3 Comparando Soluções 

 

Tabela 11 - Comparando Soluções – Questão 9 

A – Resolução Matemática 

 Podemos iniciar do vértice A, B, C, D ou E. Temos 8 arestas no total e assim 8! maneiras de 

escolher esse caminho iniciando em alguma dessas arestas.  

Vamos enumerar alguns exemplos: 

DE  EA  AB  BC  CD  DB  BE  EC essa é uma possível configuração da 

existência de um caminho sem retirar o lápis do papel. Trata-se de um caminho euleriano. 

Sabemos que esse problema tem solução porque temos uma quantidade par de vértices de 

grau ímpar. No caso temos dois vértices de grau 3, ou seja, os vértices D e C 

B – Fluxograma 

 
C – Abstração 

   
 

Fonte: Os autores, 2021 
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D – Implementação – Linguagem C ++ 

 

  Figura 53 - Implementação em linguagem C++ da Questão 9 

-  

Fonte: Os autores, 2021 
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9.4 Considerações didáticas 

A questão 13 é classificada como de natureza combinatória de existência, uma vez que 

o comando: existe um caminho Euleriano? Esse tipo de questão de combinatória de existência 

observamos que ela possui característica de enumeração, porque para encontrarmos um 

caminho que passe apenas uma vez por cada vértice, necessitamos testar possíveis caminhos 

existentes entre os vértices e eliminar aqueles que não satisfazem à regra. Uma maneira de 

realizar essa questão é enumerar todos os caminhos existentes. 

Na solução pelo pensamento computacional, ao pensarmos na implementação desse 

problema observaremos que a característica de enumerar todos os possíveis caminhos pode ser 

otimizada computacionalmente pelo comando se, uma estrutura de comando condicional, 

reduzimos o tempo de busca da solução ótima. Por termos regras de quais caminhos podemos 

enumerar, essa questão também possui natureza de classificação, pois a solução existe apenas 

se seguirmos as condições expressas na questão, o qual é passar em cada vértice apenas uma 

vez sem repetir nenhum deles e voltar ao vértice de origem. Ao pensarmos na abstração dessa 

questão, nos deparamos com uma possível solução com o auxílio do uso de tabelas, na qual 

marcamos as conexões existentes com o número 1 entre os vértices e 0 quando não existentes 

e através desta tabela, seguindo um raciocínio algorítmico, ou seja, de procedimentos, 

conseguimos encontrar um caminho Euleriano 

Já na implementação algorítmica dessa questão observamos a noção de uma estrutura 

de dados usada na área da Ciência da Computação e que é comum a matemática: Teoria dos 

Grafos. Tal teoria e estrutura computacional são eficientes em diversas situações e problemas 

tais como: de caminho ou percursos eulerianos, combinatória de existência em caminhos, e em 

combinatória de otimização. Ao simularmos na tabela um possível caminho de encontrar tal 

solução, através de uma estratégia lógica, tal ação nos auxilia no entendimento do que a 

máquina realiza; como é feita a transcrição da linguagem matemática para linguagem 

computacional; como podemos representar equivalentemente problemas da mesma natureza em 

outras palavras toda vez que nos deparamos com uma questão de caminho na qual precisamos 

saber se existe um percurso Euleriano basta pensarmos numa Matriz de adjacência e repetirmos 

os processos algorítmicos apresentados na solução da questão. 

Na solução matemática, encontramos uma estratégia de percorrer o grafo todo sem 

repetir vértices. Posteriormente, na etapa de abstração buscamos uma outra estratégia de 

solução com o auxílio de uma matriz e percorremos a matriz até passarmos por todos os vértices 

sem repetir nenhum deles. Já na etapa de abstração buscamos representar essa ideia de uma 
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maneira mais geral. No fluxograma a ideia seguida foi a mesma usada na abstração. Já na 

implementação foi utilizado o auxílio de estrutura de vetores para armazenar os caminhos 

percorridos, remover os que não obedeciam às regras e de estruturas de lógica. Podemos 

perceber pela implementação que esse tipo de problema não é de simples solução e quanto 

maior for a matriz a ser percorrida, mais tempo é necessário para encontrar a solução.  A 

implementação foi capaz de generalizar a ponto de que o aluno diga qual é o formato do grafo. 

Então ele pode ser usado para outros grafos. 
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 Questão 10 - Um passeio escolar levará 20 alunos do Colégio Pedro II em Cabo Frio para 

conhecer a Praia do Forte e o Bairro da Passagem com toda sua história da cidade. O ônibus vai 

buscar cada aluno em sua casa. Precisa economizar gasolina de modo a passar apenas uma vez 

em cada casa. O esquema das ruas e das casas está na figura a seguir: 

 

Figura 54 – Questão 10 

 
Fonte: Os autores, 2021 

 

É possível que o motorista consiga realizar tal feito? 

 

10.1    Resolução Matemática: 

Mostramos a seguir uma possível solução para o problema. 

Figura 55 – Resolução matemática da questão 10 

 
Fonte: Os autores, 2021 
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10.2     Resolução Pensamento Computacional 

10A – Decomposição 

Precisamos encontrar um caminho que passe por todos os vértices uma única vez. Esse 

tipo de caminho é conhecido como Hamiltoniano.  

 

10B - Padrões 

Ao passar por uma aresta, podemos apagar esse vértice da matriz para não o repetir na 

matriz de incidência. 

 

10C - Abstração 

Para um grafo com n vértices, queremos encontrar um caminho que passe por todos os 

vértices sem repetir nenhum. Tal caminho terá n – 1 arestas utilizadas. 

 

10D - Algoritmo 

Podemos utilizar o algoritmo do caixeiro viajante para descobrir esse caminho. Para 

isso, montamos uma matriz de adjacência em que 0 significa que não existe ligação entre os 

vértices e 1 é a ligação através de uma aresta. 

Figura 56 – Matriz de Adjacência da questão 10 

  1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

1 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

2 1 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

3 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 

4 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 

5 1 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

6 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 

7 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 

8 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

9 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 

10 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0  0 0 0 0 

11 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 

12 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 

13 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 

14 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 

15 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 

16 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 1 

17 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 

18 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 

19 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 1 

20 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 

 

Iniciamos o caminho no vértice rotulado como 1. A partir dele vamos realizando um 

caminho e a cada passo que damos vamos zerando na matriz acima as ligações já utilizadas. 
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Como já usamos o vértice 1 então não voltaremos nele, pois a ideia é não repetir vértices. Vamos 

para o vértice 2 e seguimos em diante. Ou seja, para cada passo que damos não voltamos na 

linha (ou coluna) visitada na matriz. A matriz é simétrica em relação a diagonal principal, que 

é formada por zeros. Isso significa que podemos percorrer a matriz tanto em linha, quanto em 

coluna e teremos o mesmo resultado. 
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10.3  Comparando Soluções 

 

Tabela 12 - Comparando Soluções – Questão 10 

A – Resolução Matemática 

 

 
B – Fluxograma 

 
 

C – Abstração 

 

Fonte: Os autores, 2021 
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D – Implementação – Linguagem C ++ 

 

Figura 57 - Implementação em linguagem C++ da Questão 10

 
Fonte: Os autores, 2021 
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10.4     Considerações didáticas 

 

 Observamos que a solução matemática a estratégia de iniciar no vértice mais externo e 

posteriormente percorrer os outros vértices de maneira a não repetir nenhum deles e no 

fluxograma, bem como na abstração reparamos que os passos não ficariam tão claros devida a 

dificuldade de abstrair a implementação de maneira detalhada. Já na implementação em si 

vemos quantos passos e procedimentos são necessários para buscar uma solução hamiltoniana. 

A questão 10 possui características semelhantes com a anterior, porém o intuito desta é 

encontrar um caminho hamiltoniano, percurso que passa por todas as arestas sem repetir 

nenhuma. Tem característica de enumeração por podermos resolver através da listagem dos 

caminhos existentes no grafo e tem caráter de classificação, pois devemos seguir uma regra 

para que ela tenha solução. 

Se pensarmos além do que é pedido, essa questão poderia ter potencial de se tornar uma 

pergunta de otimização, se a imagem em questão tivesse nas arestas peso variado, o que tornaria 

a imagem um grafo valorado e, nesse caso, poderíamos perguntar qual o caminho a seguir de 

modo que passássemos por todas as arestas andando o mínimo possível. Na solução matemática 

podemos perceber que a técnica para resolver a questão do caminho hamiltoniano não é a mais 

eficiente e tal característica se expande para a implementação computacional, pois a maneira 

que é encontrada a solução dessa questão não é a mais eficiente e de menor complexidade 

possível. Isso porque é considerada de complexidade NP difícil, ou seja, não se conhece até 

então um algoritmo eficiente e de rápida resolução que busque a resposta dessa pergunta. Essa 

característica evidencia que, nem tudo o que é calculado computacionalmente, terá resultado 

imediato e ser eficaz.  

Por outro lado, muitos problemas têm grande potencial de ter o tempo minimizado e a 

eficiência da solução ser ótima. Vale lembrarmos de muitos problemas matemáticos que antes 

não puderam ser provados a sua não existência e foram resolvidos através de auxílio de 

implementações computacionais, seja por processo de numeração ou de existência e conseguiu 

mostrar um exemplo no qual determinada conjectura falhava. 

Na própria solução da questão 14 ao observarmos a matriz de adjacência do grafo 

trabalhado na questão, vemos o tamanho dessa matriz, bem como podemos imaginar o espaço 

na memória ocupado para armazenar tais dados, o cálculo necessário para a solução desse 

problema e comentarmos que a simulação desses caminhos é feita através de uma estrutura de 
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repetição que pode ser um enquanto ou para. A exceção à regra a ser obedecido pode ser 

simulada através condicional isso mostra também que fórmulas combinatoriais matemáticas e 

implementações computacionais de uma de um mesmo problema possuem diferenças ou 

estruturas equivalentes entre si para calcular soluções. Isso ressalta a diferença da abstração 

matemática e abstração para a implementação algorítmica ou para a construção do algoritmo 

no pensamento computacional que é levantada por Dantas (2019). 

Nessa questão vale comentar que estrutura tais como de lógica e ponteiro são utilizadas 

na implementação, ou seja algumas características matemáticas, tais como a tabela-verdade ou 

análise de proposições para verificar se uma sentença é verdadeira ou falsa através da lógica 

matemática, na implementação computacional é simulada através de uma rotina lógica ou então 

através de uma estrutura condicional, que verifica se a afirmação é verdadeira ou falsa. O 

armazenamento da matriz na memória computacional é realizado através de um ponteiro e que 

tem papel de armazenar o valor naquele instante que está guardado na variável envolvida no 

cálculo. Tal atributo de armazenar o valor da variável em um local da memória do computador 

temporariamente é uma característica da implementação computacional e que não se tem no 

papel na solução matemática, mas que podemos associar a memória humana quando estamos 

realizando cálculos e guardamos em nossa memória o valor de determinado produto e 

utilizamos ele novamente em outra etapa do cálculo, por exemplo, ou ainda a matriz que guarda 

informações em seus elementos.  
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Questão 11 - Daniela, Luana, Viviane, Vanessa, Ivail, Marco Antônio e Renato encomendaram 

salgados de comemoração aos 200 anos do Colégio Pedro II. O entregador passará pela casa 

deles entregando a encomenda de modo a não repetir as ruas e tampouco passar novamente por 

cada uma das casas. O esquema das casas e ruas se encontram a seguir: 

Figura 58 - Questão 11 

 
Fonte: Os autores, 2021 

 

É possível entregar os salgados em todas as casas sem repeti-las e passando por todas 

as ruas? 

 

11.1     Resolução Matemática: 

Passando apenas uma vez por cada casa é possível por exemplo da seguinte maneira: 

A  B  C  D  E  G seria um caminho possível. Esse caminho chamamos de 

caminho hamiltoniano. Vamos tentar encontrar uma Resolução que passe por todas as ruas sem 

repetir nenhuma. 

Figura 59 – Resolução matemática questão 11 

 

Fonte: Os autores, 2021 

 

AB  BC  CA AF  FE  ED DC CF FD DG  GA 
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11.2     Resolução Pensamento Computacional 

11A - Decomposição 

Este problema trata de três casos: é possível realizar um caminho que passa por todas as 

casas sem repeti-las? Se sim, temos um caminho hamiltoniano. O outro caso é se é possível 

passar por todas as ruas sem repetir nenhuma. Se for possível então teremos um caminho 

Euleriano. 

E por último, é possível passar por todos os vértices e arestas uma única vez sem repetir 

nenhum? 

 

11B - Padrões 

Todos os vértices têm grau par. Trata-se de um grafo ciclo. Trata-se de um grafo planar. 

Os graus dos vértices são 4 ou 2. 

 

11C – Abstração 

Para encontrarmos uma Resolução para o grafo em questão ou para qualquer outro, 

computacionalmente precisamos implementar a matriz de incidência. E precisamos lembrar 

também que para caminhos hamiltonianos ou eulerianos não temos algoritmos eficazes e tais 

problemas são de alta complexidade e demoram a ser solucionados ainda que 

computacionalmente. Quanto maior a dimensão do grafo, mais tempo levará e o crescimento é 

extraordinário como vimos em Muniz (2007). 
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Figura 60 – Tempo de processamento com o tempo disposto 

 
Fonte: Muniz, 2007. 

 

11D – Algoritmo 

A matriz de incidência é dada por: 

 

Figura 61 –  Matriz de incidência – etapa 1 

  A B C D E F G 

A 0 1 1 0 0 1 1 

B 1 0 1 0 0 0 0 

C 1 1 0 1 0 0 1 

D 0 0 1 0 1 1 1 

E 0 0 0 1 0 1 0 

F 1 0 0 1 1 0 1 

G 1 0 1 1 0 1 0 
Fonte: Os autores, 2021 

 

Vamos encontrar um caminho que passe por todos os vértices sem repetir nenhum. 

Vamos começar no vértice A e vamos para o vértice B: 

Figura 62 –  Matriz de incidência – etapa 2 

 A B C D E F G 

A 0 0 1 0 0 1 1 

B 0 0 1 0 0 0 0 

C 1 1 0 1 0 0 1 

D 0 0 1 0 1 1 1 

E 0 0 0 1 0 1 0 

F 1 0 0 1 1 0 1 

G 1 0 1 1 0 1 0 
Fonte: Os autores, 2021 
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Do vértice B vamos para o C:  

Figura 63 –  Matriz de incidência – etapa 3 

  A B C D E F G 

A 0 0 1 0 0 1 1 

B 0 0 0 0 0 0 0 

C 1 0 0 1 0 0 1 

D 0 0 1 0 1 1 1 

E 0 0 0 1 0 1 0 

F 1 0 0 1 1 0 1 

G 1 0 1 1 0 1 0 
Fonte: Os autores, 2021 

 

Do vértice C vamos para o vértice D: 

Figura 64 –  Matriz de incidência – etapa 4 

 A B C D E F G 

A 0 0 1 0 0 1 1 

B 0 0 0 0 0 0 0 

C 1 0 0 0 0 0 1 

D 0 0 0 0 1 1 1 

E 0 0 0 1 0 1 0 

F 1 0 0 1 1 0 1 

G 1 0 1 1 0 1 0 
Fonte: Os autores, 2021 

Do vértice D vamos para o vértice E: 

Figura 65 –  Matriz de incidência – etapa 5  

  A B C D E F G 

A 0 0 1 0 0 1 1 

B 0 0 0 0 0 0 0 

C 1 0 0 0 0 0 1 

D 0 0 0 0 0 1 1 

E 0 0 0 0 0 1 0 

F 1 0 0 1 1 0 1 

G 1 0 1 1 0 1 0 
Fonte: Os autores, 2021 

 Do vértice E vamos para o F: 

Figura 66 –  Matriz de incidência – etapa 6 

   A B C D E F G 

A 0 0 1 0 0 1 1 

B 0 0 0 0 0 0 0 

C 1 0 0 0 0 0 1 

D 0 0 0 0 0 1 1 

E 0 0 0 0 0 0 0 

F 1 0 0 1 0 0 1 

G 1 0 1 1 0 1 0 
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Fonte: Os autores, 2021 

 Do vértice F vamos para o vértice G: 

 Figura 67 –  Matriz de incidência – etapa 6 

  A B C D E F G 

A 0 0 1 0 0 1 1 

B 0 0 0 0 0 0 0 

C 1 0 0 0 0 0 1 

D 0 0 0 0 0 1 1 

E 0 0 0 0 0 0 0 

F 1 0 0 1 0 0 0 

G 1 0 1 1 0 0 0 
Fonte: Os autores, 2021 

 

Vale ressaltarmos aqui que nesse tipo de algoritmo, esgotamos todos os vértices, 

atribuímos zero aos caminhos por onde passamos, mas não esgotamos todas as arestas. Outra 

característica dessa matriz é que onde está em vermelho significa que trocamos o valor e essa 

matriz é simétrica e com diagonal principal zerada. Essa matriz inicial também será usada para 

encontrarmos um caminho Euleriano. Essa Resolução apresentada até aqui é um caminho 

hamiltoniano. 

Agora veremos uma solução para encontrar um caminho Euleriano usando o algoritmo 

de Fleury. Vamos iniciar com a matriz de incidência: 

Figura 68 – Algoritmo – Questão 11 – etapa 1 

  A B C D E F G 

A 0 1 1 0 0 1 1 

B 1 0 1 0 0 0 0 

C 1 1 0 1 0 0 1 

D 0 0 1 0 1 1 1 

E 0 0 0 1 0 1 0 

F 1 0 0 1 1 0 1 

G 1 0 1 1 0 1 0 
Fonte: Os autores, 2021 

 

Vamos iniciar de um vértice diferente. Vamos começar pelo vértice D e vamos para o C: 

Figura 69 Algoritmo – Questão 11 – etapa 2 

 A B C D E F G 

A 0 1 1 0 0 1 1 

B 1 0 1 0 0 0 0 

C 1 1 0 0 0 0 1 

D 0 0 0 0 1 1 1 

E 0 0 0 1 0 1 0 

F 1 0 0 1 1 0 1 

G 1 0 1 1 0 1 0 
Fonte: Os autores, 2021 
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Vamos de C pra B: 

Figura 70 – Algoritmo – Questão 11 – etapa 3 

 

Fonte: Os autores, 2021 

Vamos de B para A: 

Figura 71 – Algoritmo – Questão 11 – etapa 4 

  A B C D E F G 

A 0 0 1 0 0 1 1 

B 0 0 0 0 0 0 0 

C 1 0 0 0 0 0 1 

D 0 0 0 0 1 1 1 

E 0 0 0 1 0 1 0 

F 1 0 0 1 1 0 1 

G 1 0 1 1 0 1 0 
Fonte: Os autores, 2021 

 

Vamos de A para F: 

Figura 72 – Algoritmo – Questão 11 – etapa 5 

   A B C D E F G 

A 0 0 1 0 0 0 1 

B 0 0 0 0 0 0 0 

C 1 0 0 0 0 0 1 

D 0 0 0 0 1 1 1 

E 0 0 0 1 0 1 0 

F 0 0 0 1 1 0 1 

G 1 0 1 1 0 1 0 
Fonte: Os autores, 2021 

  

  A B C D E F G 

A 0 1 1 0 0 1 1 

B 1 0 0 0 0 0 0 

C 1 0 0 0 0 0 1 

D 0 0 0 0 1 1 1 

E 0 0 0 1 0 1 0 

F 1 0 0 1 1 0 1 

G 1 0 1 1 0 1 0 
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Vamos de F para D: 

Figura 73 – Algoritmo – Questão 11– etapa 6 

  A B C D E F G 

A 0 0 1 0 0 0 1 

B 0 0 0 0 0 0 0 

C 1 0 0 0 0 0 1 

D 0 0 0 0 1 0 1 

E 0 0 0 1 0 1 0 

F 0 0 0 0 1 0 1 

G 1 0 1 1 0 1 0 
Fonte: Os autores, 2021 

 

Vamos de D para E: 

Figura 74– Algoritmo – Questão 11 – etapa 7 

  A B C D E F G 

A 0 0 1 0 0 0 1 

B 0 0 0 0 0 0 0 

C 1 0 0 0 0 0 1 

D 0 0 0 0 0 0 1 

E 0 0 0 0 0 1 0 

F 0 0 0 0 1 0 1 

G 1 0 1 1 0 1 0 
Fonte: Os autores, 2021 

 

Vamos de E para F: 

Figura 75 – Algoritmo – Questão 11 – etapa 8 

  A B C D E F G 

A 0 0 1 0 0 0 1 

B 0 0 0 0 0 0 0 

C 1 0 0 0 0 0 1 

D 0 0 0 0 0 0 1 

E 0 0 0 0 0 0 0 

F 0 0 0 0 0 0 1 

G 1 0 1 1 0 1 0 
Fonte: Os autores, 2021 

  



147 
 

 

Vamos de F para G: 

Figura 76 - Algoritmo – Questão 11 – etapa 9 

  A B C D E F G 

A 0 0 1 0 0 0 1 

B 0 0 0 0 0 0 0 

C 1 0 0 0 0 0 1 

D 0 0 0 0 0 0 1 

E 0 0 0 0 0 0 0 

F 0 0 0 0 0 0 0 

G 1 0 1 1 0 0 0 
Fonte: Os autores, 2021 

Vamos de G para A: 

Figura 77 – Algoritmo – Questão 11 – etapa 10 

  A B C D E F G 

A 0 0 1 0 0 0 0 

B 0 0 0 0 0 0 0 

C 1 0 0 0 0 0 1 

D 0 0 0 0 0 0 1 

E 0 0 0 0 0 0 0 

F 0 0 0 0 0 0 0 

G 0 0 1 1 0 0 0 
Fonte: Os autores, 2021 

 

Vamos de A para C: 

Figura 78– Algoritmo – Questão 11 – etapa 11 

  A B C D E F G 

A 0 0 0 0 0 0 0 

B 0 0 0 0 0 0 0 

C 0 0 0 0 0 0 1 

D 0 0 0 0 0 0 1 

E 0 0 0 0 0 0 0 

F 0 0 0 0 0 0 0 

G 0 0 1 1 0 0 0 
Fonte: Os autores, 2021 
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Vamos de C para G: 

Figura 79 – Algoritmo – Questão 11 – etapa 12 

  A B C D E F G 

A 0 0 0 0 0 0 0 

B 0 0 0 0 0 0 0 

C 0 0 0 0 0 0 0 

D 0 0 0 0 0 0 1 

E 0 0 0 0 0 0 0 

F 0 0 0 0 0 0 0 

G 0 0 0 1 0 0 0 
Fonte: Os autores, 2021 

Vamos de G para D: 

Figura 80 – Algoritmo – Questão 11 – etapa 13 

  A B C D E F G 

A 0 0 0 0 0 0 0 

B 0 0 0 0 0 0 0 

C 0 0 0 0 0 0 0 

D 0 0 0 0 0 0 0 

E 0 0 0 0 0 0 0 

F 0 0 0 0 0 0 0 

G 0 0 0 0 0 0 0 
Fonte: Os autores, 2021 

 

Então o caminho que fizemos foi: DC  CB  BA AF  FD  DE  EF  FG 

 GA  AC  CG  GD. Esse é outro exemplo de caminho Euleriano, pois esgotamos todas 

as arestas do grafo através do algoritmo de Fleury. Nesse tipo de algoritmo fica nítido que 

chegamos a uma matriz nula, diferente da matriz da Resolução do caminho hamiltoniano; 

Sobre a pergunta se conseguimos fazer no grafo em questão um caminho que não repita 

nem aresta nem vértice, mas que passe por todos eles uma única vez, a resposta é que nesse 

grafo não é possível. Basta observarmos que para resolver o problema de caminho Euleriano 

acabamos passando mais de uma vez por alguns vértices como o vértice A. 
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11.3 Comparando Soluções 

 

Tabela 13 - Comparando Soluções – Questão 11 

A – Resolução Matemática 

 Passando apenas uma vez por cada casa é possível por exemplo da seguinte maneira: 

A  B  C  D  E  G seria um caminho possível. Esse caminho chamamos de caminho 

hamiltoniano.  Vamos tentar encontrar uma solução que passe por todas as ruas sem repetir 

nenhuma.   

 

B – Fluxograma 

 
C – Abstração 

 
 

Fonte: Os autores, 2021 
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D – Implementação – Linguagem C ++ 

 

Figura 81 - Implementação em linguagem C++ da Questão 11

 

Fonte: Os autores, 2021 
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11.4    Considerações didáticas 

   

Na solução matemática mostramos uma solução para um caminho Euleriano e outro 

para um caminho hamiltoniano, mas para os dois ao mesmo tempo não é possível. Essa ideia 

foi trabalhada no fluxograma de maneira mais abstrata, uma vez que já analisamos nas questões 

anteriores como encontrar um caminho Euleriano ou hamiltoniano diante de grafo. O 

diferencial dessa questão é que perguntamos se é possível fazer os dois ao mesmo tempo. Nesse 

caso não é possível. Observamos que a implementação é também mais complexa e trabalha 

com estrutura auxiliares, inclusive com a ideia de grafos, de busca com o auxílio de vetores. 

Fica nítido a importância da organização na linguagem de programação para que fique mais 

claro o entendimento do que o programa está realizando. 

A questão 11 também se trata de um problema combinatorial de existência. Nela são 

feitas duas perguntas e com isso a sua solução pode ser particionada em três perguntas. A 

primeira é se existe um caminho Euleriano que passe por todos os vértices sem repetir nenhum 

deles, outra pergunta é se existe um caminho hamiltoniano e finalmente a pergunta que junta as 

duas: é possível passar por todos os vértices e arestas sem repetir nenhum dos dois?  

Analogamente como as anteriores, tem caráter enumerativo, além de ter a classificação 

mais reforçada e evidente pois trabalhamos com 3 condicionais. Tem o potencial de se tornar 

uma questão de otimização se colocarmos valores nas arestas, ou ainda se pensarmos de 

maneira genérica, que ao buscarmos um caminho hamiltoniano que passe por todas as arestas 

sem repetir nenhuma queremos economizar ou evitar repetição desnecessária, que geraria um 

custo maior dependendo do contexto em que esse problema estivesse inserido. 

Essa questão também tem uma característica de lógica, pois as perguntas podem ser 

verdadeiras separadamente, ou seja, dado, um grafo ele pode ser Euleriano e não hamiltoniano, 

e, portanto, ele não será Euleriano e hamiltoniano mesmo tempo; ou ainda ele pode ser não 

Euleriano e hamiltoniano o que gera um grafo que não é Euleriano e hamiltoniano ao mesmo 

tempo e; ainda; ele pode ser um grafo não Euleriano e tampouco hamiltoniano e 

consequentemente não ser um grafo Euleriano e hamiltoniano. Essa análise lógica pode ser 

realizada através de uma estrutura lógica dentro da implementação computacional.   

O tempo gasto e a complexidade desse tipo de problema no grafo implementado não 

aparecem muito por se tratar de um grafo simples, mas se pensarmos em Sistemas de redes ou 

estradas no nível macro, o tempo de execução e eficiência desse problema não são ótimos. 
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 O uso planilha, com o auxílio de procedimentos algorítmicos, podem simular o que 

acontece computacionalmente e é uma alternativa para escolas que não possuem internet ou 

computadores trabalhar com seus alunos de forma desplugada a simulação da implementação 

algoritimica, desenvolver o pensamento computacional e também evidenciar a velocidade que 

levamos para resolver essa questão manualmente, ou a velocidade que ganhamos se 

resolvermos a questão via uma editor de planilhas como Excel e como se torna ainda mais veloz 

implementarmos tal problema computacionalmente. Ou seja, questões de enumeração ou de 

existência em que seja necessário uma extensa e numeração dos casos, a eficiência 

computacional é muito maior do que a manual ainda que não seja ótima. 
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Questão 12 -  Sérgio, Eduardo e Claudia moram em casas adjacentes. Eles querem pedir a 

instalação de água, luz e gás em suas residências de modo que os fios não se encontrem e ocorra 

um curto-circuito. Observe: 

    

Figura 82 – Questão 12 

 
Fonte: https://homepages.dcc.ufmg.br/~loureiro/md/md_9Grafos_MaterialExtra 

 

É possível realizar essa representação? 

 

12. 1     Resolução Matemática: 

O problema é sobre um grafo em que as casas e as instalações são os vértices e as 

ligações são as arestas. Cada vértice tem grau três e eles podem ser representados através de 

dois conjuntos disjuntos e com isso se trata de um grafo bipartido. Este grafo é conhecido como 

K3,3, pois para cada conjunto de vértices, todo tem grau três. Tal grafo não é planar. Ou seja, 

não temos como fazer uma representação do grafo K3,3 de modo que as arestas não tenham 

intersecção entre si. Para termos certeza de que ele não é planar, vamos nos basear no Teorema 

de Euler. Este teorema nos garante que a quantidade de regiões existentes num grafo desenhado, 

se ele for planar, obedece a seguinte fórmula: 

R = e – v + 2 

Além disso, uma das regiões é ilimitada. 

Nesta fórmula, r são as regiões, e são as arestas e v são os vértices. Através dessa relação, 

teríamos que R = 9 – 6 + 2  R = 5 regiões. Mas conseguimos mostrar uma representação que 

possui mais de 5 regiões, veja: 

 

https://homepages.dcc.ufmg.br/~loureiro/md/md_9Grafos_MaterialExtra
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Figura 83 – Resolução via pensamento computacional 

 
Fonte: Os autores, 2021 

 

Ou seja, existem 3 regiões, sendo uma delas ilimitada. Logo o grafo K3,3 não é planar. 

 

12.2     Resolução Pensamento Computacional 

12A – Decomposição 

Devemos ver em quantas regiões podemos dividir o grafo que é candidato a ser planar. 

Contamos os vértices e as arestas. 

Tentamos usar o Teorema de Euler para saber o grafo é planar ou não. 

 

12B – Padrões 

Todo grafo bipartido K1, K2 são planares. 

Se o grafo for K4 ou K3 precisamos usar o Teorema de Euler para garantir que seja 

planar. 

O mesmo acontece para K5. 

 

12C - Abstração  

Se um grafo possui um subgrafo do formato K3,3 ou K5 então ele não é planar. 

 

12D - Algoritmo 

Não há um algoritmo prático para vermos se um grafo é planar. Uma maneira seria 

utilizar o algoritmo de redução: 

1 – Vamos determinar os componentes do grafo G = G1, G2, ..., Gk. Devemos testar cada 

componente Gi do grafo. 

2 – Removemos todos os loops. 
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3 – Eliminamos as arestas paralelas, deixando apenas uma aresta entre cada par de 

vértices. 

4 – Eliminamos os vértices de grau dois através da fusão de duas arestas. (Arestas em 

série não afetam a planaridade). 

5 – Repetimos os passos 3 e 4 enquanto for possível. 

De uma maneira geral, após aplicar o procedimento 1 a cada uma das componentes Gi, 

o grafo reduzido, Hi é:  

a) uma aresta; ou  

b) um grafo completo com 4 vértices; ou  

c) um grafo simples com n ≥ 5 e m ≥ 7.  

Se todos os grafos reduzidos Hi satisfizerem os itens a) ou b), o grafo G é planar. Caso 

contrário é necessário verificar se m ≤ 3n − 6.  

Se o grafo reduzido não satisfaz esta inequação então o grafo G é não planar. Se a 

inequação for satisfeita, é necessário fazer testes adicionais. 

 Observação: Usando o algoritmo e o Teorema anterior podemos identificar claramente 

a planaridade de um grafo para casos em que o grafo tem menos que 5 vértices e menos que 7 

arestas.   
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12.3   Comparando Soluções 

 

Tabela 14 - Comparando Soluções – Questão 12 

A – Resolução Matemática 

 Nesta fórmula, r são as regiões, e são as arestas e v são os vértices. Através dessa relação, 

teríamos que R = 9 – 6 + 2  R = 5 regiões. Mas conseguimos mostrar uma representação 

que possui mais de 5 regiões, veja: 

 
Ou seja, existem 3 regiões, sendo uma delas ilimitada. Logo o grafo K3,3 não é planar. 

B – Fluxograma 

 
C – Abstração 

 

Fonte: Os autores, 2021 
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D – Implementação – Linguagem C ++ 

 

Figura 84 - Implementação em linguagem C++ da Questão 12

 
Fonte: Os autores, 2021 

 

12.4 Considerações didáticas 

A questão 12 é classificada como uma questão de existência, em particular trabalha com 

a planaridade de grafos regulares cúbicos, ou seja, grafos cujos vértices todos têm grau 3 e se é 

possível a planaridade desses, em outras palavras se é possível escrever sem tirar o lápis do 

papel a realizar um caminho que interligue todos os vértices através de três arestas que não se 

sobreponham. Sabemos baseados na teoria dos grafos que a esse problema não tem solução, 

mas para chegarmos a essa conclusão a solução matemática e computacional não é usual e nem 

eficiente ou ótima. Podemos notar pelo desenvolvimento da solução matemática que diversas 

propriedades e teorias são utilizadas para mostrar que o problema não tem solução e que na 

implementação computacional do algoritmo não é tão simples e claro de se entender, bem como 

de ser implementado.  

Trata-se, assim, de um problema que não tem eficiência computacional para ser 

resolvido rapidamente. Isso nos remete aos problemas de modelagem matemática nos quais são 

utilizados os sistemas matemáticos para imitar fenômenos naturais biológicos, mas nos quais 

muitas variáveis são descartadas para que a simulação computacional consiga imitar o 

comportamento esperado e mostra que nem sempre a modelagem matemática e simulação 

computacional são capazes, até onde se sabe, de resolver sistemas mais complexos. 

Notamos que usamos uma relação matemática para verificar se é planar ou não. Já no 

fluxograma, usamos a ideia de um algoritmo mais abstrato de como saber se o grafo é planar 

ou não. E ele é trabalhado na etapa de abstração. E por último, na implementação é usado o 

resultado que já é sabido que o grafo K3,3 não é planar. 
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Questão 13 -  é possível colorir os grafos C4 e C5 usando duas cores de modo que os vértices 

adjacentes não tenham a mesma cor?  Justifique sua resposta. 

 

13.1     Solução Matemática: 

 

Vamos iniciar pensando no ciclo par. Se pintarmos alternadamente cada vértice de uma 

cor veremos que precisamos apenas de duas cores conforme sugerido no enunciado. Já para o 

grafo de ciclo ímpar, duas cores não são suficientes, pois quando chegamos no ultimo vértice, 

ele se depara com o primeiro vértice. Por isso são necessárias três cores conforme esquema 

abaixo: 

Figura 85 – Questão 13 

 
Fonte: Os autores, 2021 

 

13.2 Resolução Pensamento Computacional 

13A - Decomposição 

Vamos dividir em dois casos: quando temos uma quantidade par ou ímpar de vértices. 

 

13B - Padrões 

Quando temos quatro vértices, precisamos de duas cores. Basta irmos alternando as 

cores de acordo com a vez do preenchimento, mas quando temos uma quantidade ímpar, no 

caso cinco vértices, precisamos de três cores, pois o último vértice tem ligação com o primeiro 

e se neste colocarmos a mesma cor vamos desobedecer a regra de vértices adjacentes terem a 

mesma cor. 

 

13C - Abstração 

Quando temos uma quantidade par de vértices, conseguimos colorir com duas cores e o 

problema tem solução. Basta colorirmos alternadamente cada vértice. Mas quando temos uma 
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quantidade ímpar, o problema não tem solução com duas cores e precisamos de três cores para 

que o primeiro e o ultimo vértice não sofram choque de cores. 

 

13D - Algoritmo  

 Inicio( ) 

 Leia (n) 

 Se n é par, então faça 

  Para 1 ≤ 𝑖 ≤ n   

   Se resto(i/2) = 0 então 

   Ai = cor 1 

   Senão  

   Ai = cor 2 

   Fim se 

   i = i + 1 

  Fim para 
 Fim 
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13.3     Comparando Soluções 

 

Tabela 15 - Comparando Soluções – Questão 13 

A – Resolução Matemática 

 Vamos iniciar pensando no ciclo par. Se pintarmos alternadamente cada vértice de uma 

cor veremos que precisamos apenas de duas cores conforme sugerido no enunciado. Já 

para o grafo de ciclo ímpar, duas cores não são suficientes, pois quando chegamos no 

ultimo vértice, ele se depara com o primeiro vértice. Por isso são necessárias três cores. 

B – Fluxograma 

 
 

C – Abstração 

  

Fonte: Os autores, 2021  
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D – Implementação – Linguagem C ++ 

 

Figura 86 – Implementação em linguagem C++ da Questão 13 

 
Fonte: Os autores, 2021 

 

 

 

13.4     Considerações didáticas 

 

A questão 13 trabalha com a noção de coloração de grafos e possui diversas aplicações 

em teoria de grafos ou em áreas interdisciplinares com a matemática tais como podemos ver 

em Muniz (2007), Nicodemos (2016) e Borges, Muniz (2018). Para resolver o problema 

matematicamente utilizamos uma estratégia de classificação na qual colorimos os vértices 

rotulados pares com uma cor e os vértices rotulados ímpares uma segunda cor. Ao usarmos essa 

estratégia, podemos perceber que essa questão se trata então de um problema de existência, pois 

o comando da pergunta é se é possível, ou seja se existe uma coloração com duas cores de um 

grafo de ciclo par e ímpar, mas também possui características de otimização uma vez que ao 

colorir com apenas duas cores minimizamos a quantidade de cores ou de rótulos necessários 

para representar situações e essa é uma das aplicações da coloração de grafos.  

Ao solucionarmos a questão também vemos a natureza de classificação, uma vez que 

dividimos em 2 casos: o qual temos um ciclo par e o que temos um ciclo ímpar. Essa estratégia 
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de saber a quantidade de cores pode ser vista como de contagem, pois podemos usar duas cores, 

ou três no caso de ciclo ímpar, bem como podemos pensar em cada vértice pintar de uma cor 

diferente, apesar de que essa questão não seria eficiente, mas podemos trazer essa reflexão à 

tona e ao colorir cada vértice de uma cor distinta das cores usadas anteriormente esse tipo de 

solução não é ótimo e tampouco eficaz. Vale também ressaltar que essa questão tem natureza 

enumerativa pois, dependendo do nível escolar com que estamos trabalhando podemos mostrar 

a solução aos alunos através da enumeração das possíveis configurações de coloração de cada 

um dos círculos, seja ela no papel, seja através da enumeração exposta na tela do computador 

calculada pela implementação algorítmica. A Abstração matemática e computacional nessa 

questão são bem semelhantes pois a conclusão que chegamos aqui em ambos os casos Se temos 

uma quantidade par de vértices utilizamos duas cores é possível resolver a questão e se temos 

uma quantidade ímpar a questão tem solução. Em ambos os casos essa conclusão é utilizada na 

etapa de abstração. 

A ideia da resolução matemática é feita por ciclos pares com duas cores e ímpares com 

três cores. Já no fluxograma a ideia trabalhada é a mesma e na implementação também. Na 

implementação vemos o uso da estrutura de condicional.   
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 Questão 14 - Numa turma de 40 alunos, existe pelo menos duas pessoas que fazem aniversário 

no mesmo mês. Podemos afirmar isso com segurança? Justifique. 

 

14.1    Resolução Matemática: 

Pelo princípio das gavetas de Dirichlet se colocássemos esses 40 alunos em 39 gavetas 

então pelo menos uma delas teria dois alunos. No caso como estamos falando de meses do ano 

e esses são 12 no total, se colocarmos cada aluno representando um mês do ano, haverá pelo 

menoses duas pessoas que fazem aniversário no mesmo mês. 

  

14.2    Resolução Pensamento Computacional 

14A - Decomposição 

Vamos colocar cada um dos alunos aleatoriamente em um mês. Assim teremos 

analisado 12 alunos, já que o ano tem 12 meses. Mas ainda sobraram 18 pessoas que não 

analisamos. Se viermos colocando cada uma delas novamente em um mês, teremos 2 pessoas 

em cada mês e ainda sobram 6 alunos sem análise. Esses podem ser colocados em 6 meses 

restantes. Temos segurança de que existe duas pessoas que fazem aniversário no mesmo mês 

 

14B - Padrões 

Sempre colocamos uma pessoa em cada um dos meses e como existem mais pessoas 

que o número de posições para colocá-las, isso nos garante a existência de pelo menos duas 

pessoas em um mesmo mês.  

 

14C - Abstração 

Para n alunos de uma turma, dispomos esses  n alunos ao longo dos 12 meses de modo 

que pelo menos cada um fique em um mês representando o aniversariante daquele mês. Nesse 

caso n é um número maior ou igual a 12. 
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14D - Algoritmo 

Inicio (  ) 
Leia (n) 

A1 = janeiro 

A2 = fevereiro 

A3 = março 

A4 = abril 

.... 

A12 = dezembro 

 Para (1 ≤ 𝑖 ≤ n) faça 
  Coloque i no mês ai 

  i = i + 1 

 Fim para  

 Fim  
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14.3 Comparando Soluções 

 

Tabela 16 - Comparando Soluções – Questão 14 

A – Resolução Matemática 

Pelo princípio das gavetas de Dirichlet se colocássemos esses 40 alunos em 39 gavetas então pelo 

menos uma delas teria dois alunos. No caso como estamos falando de meses do ano e esses são 12 no 

total, se colocarmos cada aluno representando um mês do ano, haverá pelo menos duas pessoas que 

fazem aniversário no mesmo mês. 

B – Fluxograma 

 

C – Abstração  

 
 

Fonte: Os autores, 2021 
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D – Implementação – Linguagem C ++  

Figura 87 – Implementação da questão 14 

 
Fonte: Os autores, 2021 

 

14.4  Considerações didáticas 

 

A questão 14 trabalha com o princípio da casa dos pombos, ou conhecido também como 

princípio das gavetas, e é muito usado na computação e na matemática discreta. Esse problema 

tem natureza de combinatória de existência. Mas ele também pode ser visto como um problema 

com caráter enumerativo, pois ao buscarmos a solução desse problema pensamos na quantidade 

total de elementos que temos e a quantidade total de locais para armazenar esses elementos, de 

modo que em cada local tenham a mesma quantidade mínima de elementos armazenados. 

Podemos fazer uma analogia com alocação de memória na computação paralela, na qual 

dividimos uma tarefa em sub-rotinas. Esse problema tem aplicação computacional, como por 

exemplo em situações de alocação de objetos igualmente distribuídos dentre uma quantidade 

de espaços para armazenamento, e matemática apesar de parecer muito abstrato, ele tem grande 

característica recursiva. Tal questão também pode ser vista como de natureza de otimização, 

porque ao buscarmos armazenar uma quantidade de objetos num espaço limitado, com uma 

quantidade de gavetas, nosso raciocínio é guardar o máximo possível de elementos em cada 

uma das gavetas de modo a não faltar gaveta e armazenar número máximo possível de 

elementos e isso recai na noção de computação paralela mencionada anteriormente. Finalmente, 

essa questão também possui caráter de contagem pois ao perguntarmos se existe solução 

acabamos contando quantos elementos cabem em cada posição. 

A noção da solução matemática, por abstração, o fluxograma e a implementação foram 

baseados no mesmo Princípio da Casa dos Pombos. Vemos a estrutura de condicional na 

implementação e que não é necessária na solução matemática.  
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Questão 15 - Escolhemos ao acaso cinco pontos sobre a superfície de um quadrado de lado 2. 

Existe pelo menos um dos segmentos que eles determinam que tem comprimento menor ou 

igual a √2?  

 

15.1   Resolução Matemática: 

Vamos dividir o quadrado de lado 2 em quatro quadrados de lado 1. Dos 5 pontos, há 

pelo menos dois que pertencerão a um mesmo quadrado de lado 1. E a distância entre tais pontos 

será de no máximo igual a diagonal do quadrado que é √2. Esse argumento permite concluir 

que existe um segmento que obedece a regra estipulada no problema. 

 

Figura 88 – Questão 15 

 

Fonte: Os autores, 2021 

 

15.2    Resolução Pensamento Computacional 

 15A – Decomposição          

Para o quadrado de comprimento de lado 2 pensamos em dividi-lo em quadrados menores 

de lado 1. Como a diagonal é menor do que o valor dos lados isso garante que ela será igual a 

√2. 
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15B - Padrão 

Podemos repetir o processo quantas vezes for necessário para obtermos medidas do 

tamanho que quisermos 

 

15C - Abstração 

Seja um quadrado de lado n. Temos n + 1 pontos sobre a superfície desse quadrado.  

Queremos encontrar um segmento de medida igual ou menor do que √n. Vamos dividir o 

quadrado de segmento n em quadrados menores de medida 
𝑛

2
. 

Para o quadrado de segmento 
𝑛

2
, temos que sua diagonal vale: 

d² = (
𝑛

2
.)² + (

𝑛

2
.)² 

d² = 
2𝑛²

4
=  

𝑛²

2
. 

d = 
√n

2
. Logo d < √n. 

 

15D - Algoritmo 

Inicio (  ) 

Leia (n) 

Segmento = n/2 

Diagonal = 
√n

2
 

Imprimir (“O quadrado de medida”, 
𝑛

2
, “tem diagonal medindo”, 

√n

2
, “e que é menor do 

que”, √n.) 

Fim 
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15.3  Comparando Soluções 

 

Tabela 17 - Comparando Soluções – Questão 15 

A – Resolução Matemática 

 Vamos dividir o quadrado de lado 2 em quatro quadrados de lado 1. Dos 5 pontos, há pelo 

menos dois que pertencerão a um mesmo quadrado de lado 1. E a distância entre tais pontos será de 

no máximo igual a diagonal do quadrado que é √2. Isso conclui que existe um segmento que obedece 

a regra estipulada no problema. 

B – Fluxograma 

 
C – Abstração 

 

 

Fonte: Os autores, 2021 

 

  

  



170 
 

D – Implementação – Linguagem C ++ 

 

Figura 89 - Implementação em linguagem C++  da questão 15 

 
Fonte: Os autores, 2021 

 

 

15.4 Considerações didáticas 

 

Na solução matemática vemos a ideia da solução e como generalizá-la para um caso de 

termos um quadrado de lado n. Essa ideia utilizamos no fluxograma e na abstração e 

implementação. Podemos perceber que nessas três etapas já foi diretamente utilizado o valor de 

que a diagonal é do tipo Diagonal = 
√n

2
 e isso se dá devido aos cálculos matemáticos para 

encontrarmos o valor da diagonal de um quadrado qualquer. Nesse problema tanto a 

implementação quanto a parte matemática são muito semelhantes. 
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 Questão 16 - (ENEM – 2010- Adaptado) João mora na cidade A e precisa visitar cinco clientes, 

localizados em cidades diferentes da sua. Cada trajeto possível pode ser representado por uma 

sequência de 7 letras. Por exemplo, o trajeto ABCDEFA, informa que ele sairá da cidade A, 

visitando as cidades B, C, D, E F nesta ordem, voltando para a cidade A. Além disso, o número 

indicado entre as letras informa o custo do deslocamento entre as cidades. A figura mostra o 

custo de deslocamento entre cada uma das cidades. 

Como João quer economizar, ele precisa determinar qual o trajeto de menor custo para 

visitar os cinco clientes. Somente parte das sequências, pois os trajetos ABCDEFA e 

AFEDCBA têm o mesmo custo. Ele gasta 1min30s para examinar uma sequência e descartar 

sua simétrica, conforme apresentado. 

 

Figura 90 – Questão 16 

 
Fonte: ENEM (2010) 

 

O tempo mínimo necessário para João verificar todas as sequências possíveis no problema é de 

a) 60 min 

b) 90 min 

c) 120 min 

d) 180 min 

e) 360 min 

Qual o caminho que ele deve seguir em que economizará ao máximo? 
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16.1    Solução Matemática 

 

As possibilidades de João visitar as cidades é de 
5!

2
  = 60 possibilidades, desconsiderando as 

possibilidades simétricas. Como ele gasta 1 min e 30 s para analisar cada caminho, então existem 60.90 = 5400 

s = 90 min. Letra b. 

 

                       Tabela 18 – Tabela de Resolução matemática – Questão 16 

  A B C D E F 

A 0 6 5 6 7 9 

B 6 0 4 8 12 3 

C 5 4 0 12 6 2 

D 6 8 12 0 13 8 

E 7 12 6 13 0 5 

F 9 3 2 8 5 0 

      Fonte: Os autores, 2021 

Podemos tentar encontrar o menor caminho através da enumeração das possibilidades. Mas como 

vimos anteriormente, enumerarmos 60 possibilidades se tornaria algo cansativo e ineficaz. Então, vamos fazer 

alguns para ilustrar e posteriormente ver uma solução com o uso de um algoritmo de otimização. 

 

 ABCFEDA: 6 + 4 + 2 + 5 + 13 + 6 = 36 

ACFEDBA: 5 + 2 + 5 + 13 + 8 + 6 = 39 

AFCBDEA: 9 + 2 + 4 + 8 + 13 + 7 = 43  

AEDBCFA: 7 + 13 + 8 + 4 + 2 + 9 = 43 

ADCBFEA: 6 + 12 + 4 + 12 + 8 + 7 = 49 

 

16.2      Resolução Pensamento Computacional 

 

16 A - Decomposição 

Precisamos esquematizar as possibilidades através de um processo de enumeração, por exemplo. Após 

escrevermos alguns exemplos, veremos que é muito longo e esse método de exaustão tem grande possibilidade 

de errarmos. Vamos colocar em uma matriz com o valor das distâncias entre as cidades 

 

16B - Padrões 

Um caminho ABCDEFA é o mesmo que AFEDCBA e é chamado simétrico dele. Precisamos 

encontrar o menor caminho, mais econômico.  Vamos usar a ideia do caixeiro viajante. 
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16C – Abstração 

 

Tabela 19 – Tabela de Resolução computacional – Questão 16 

  A B C D E F 

A 0 6 5 6 7 9 

B 6 0 4 8 12 3 

C 5 4 0 12 6 2 

D 6 8 12 0 13 8 

E 7 12 6 13 0 5 

F 9 3 2 8 5 0 

Fonte: Os autores, 2021 

 

Vamos partir da cidade A. Dentre as conexões que A realiza, a mais próxima é com a cidade C. Então 

iremos para essa cidade e andamos 5 u.c. Na cidade C a conexão mais próxima é a cidade F e vamos para essa 

e andando 2 u.c.(unidades de comprimento). Na cidade F a mais próxima, sem ser a C pois já viemos de lá, é a 

cidade B e andamos 3 u.c. Até o momento fizemos o caminho ACFB. Na cidade B a mais próxima é F, mas já 

passamos por ela. A segunda mais próxima seria C, mas também já passamos por ela. A terceira mais próxima 

é a cidade A, mas também já passamos por ela. Então partimos para a cidade D e andamos 8 u.c. ACFBD 

Na cidade D vamos a cidade A como a mais próxima, mas já passamos por ela. Então vamos para as 

cidades B e F com a mesma distância, que também já passamos. Posteriormente, temos a cidade C, que também 

já passamos. Então nos resta ir para a cidade E andar 13 u.c. Logo andamos ACFBDE.  

Finalmente, retornamos para A e andamos mais 7 u.c. No total fizemos o caminho ACFBDEA e 

andamos no total:  5 + 2 + 3 + 4 + 13 + 7 = 34 u.c 

 

16D - Algoritmo 

Inicio ( )  

Leia(grafo) 

n:= recebe a quantidade de vértices do grafo 

An = matriz de adjacência do grafo 

Para (1 ≤ i ≤ n ) faça 

 Não volta no vértice que já foi visitado 

 Na linha i, vá para a posição de menor valor 

 Soma = soma + posição de menor valor 

 Caminho = caminho + vértice para onde foi 

Fim para 

Imprimir (soma, caminho) 

Fim 
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16.3 Comparando Soluções 

 

Tabela 20 - Comparando Soluções – Questão 16 

A – Resolução Matemática 

 As possibilidades de João visitar as cidades é de 
5!

2
  = 60 possibilidades, desconsiderando as 

possibilidades simétricas. Como ele gasta 1 min e 30 seg para analisar cada caminho, então existem 60.90 = 

5400 seg = 90 min. Letra b. 

B – Fluxograma 

 
  

C – Abstração 

 
 

Fonte: Os autores, 2021 
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D – Implementação – Linguagem C ++ 

 

Figura 91 – Implementação em linguagem C++  da questão 16 

 
Fonte: Os autores, 2021 
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16.4      Considerações didáticas 

 

A questão 16 pode ser classificada como de otimização por buscarmos o menor tempo 

possível, mas também possui características de enumeração já que o aluno pode buscar a 

resposta de maneira intuitiva, sem saber teoria dos grafos, simplesmente listando os possíveis 

caminhos a percorrer e o tempo gasto em cada um deles. E também possui natureza de contagem 

visto que, como queremos o menor tempo possível, é necessário que contemos o tempo usado 

em cada um dos caminhos. Interessante nessa questão é lembrar que a pergunta é de 

minimização, porém o comando fala em economia máxima que requer uma maior atenção do 

aluno na leitura para não interpretar incorretamente. 

 Na solução matemática apresentada vemos um processo de contagem para resolver essa 

situação, porém é apresentado também uma representação do gráfico através de uma tabela na 

qual colocamos o valor de cada uma das arestas e através de um processo enumerativo 

buscamos a solução ótima. Esse tipo de questão é interessante para ressaltarmos que a teoria de 

grafos aliada aos processos enumerativos e a problemas de otimização são grandes recursos que 

temos para que o aluno possa aprender ou desenvolver a capacidade de resolver problemas sem 

que tenha conhecimento prévio da teoria de grafos ou que ele seja obrigado a lembrar de 

fórmulas combinatoriais. Isto também acentua a intercessão desse tipo de questão com a 

implementação computacional de tal grafo através de uma matriz adjacência e de técnicas de 

algoritmo para buscar a solução ótima. Podemos usar a ideia do algoritmo do vizinho mais 

próximo ou do caixeiro viajante para resolver essa questão. Sua implementação mostra como a 

estrutura do pensamento computacional construído é diferente do algoritmo idealizado através 

da abstração matemática, pois na implementação é utilizado outras estruturas computacionais 

que não existem na linguagem matemática, tais como ponteiros ou vetores para armazenar 

dados estruturas condicionais e de lógica. 

Na solução matemática apresentamos a solução dada diante do grafo apresentado no 

problema. Já no fluxograma, na abstração e implementação o problema foi generalizado para 

um grafo qualquer que seja introduzido no início do programa. Notamos que o pensamento 

computacional auxilia na abstração e na generalização da solução, mas ao implementarmos as 

estruturas e organização do programa se encontram muito mais detalhados em relação ao 

fluxograma apresentado. Isso porque são necessários vários pequenos detalhes, tais como a 

estrutura lógica do programa e estrutura para armazenamento de resultados e do grafo em si. 
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 Questão 17 -  (ENEM – 2011) Um técnico em refrigeração precisa revisar todos os pontos de 

saída de ar de um escritório com várias salas. Na imagem apresentada, cada ponto indicado por 

uma letra é a saída do ar e os segmentos são as tubulações.  

 

Figura 92 – Questão 17 

 
Fonte: Os autores, 2021 

 

Iniciando a revisão pelo ponto K e terminando em F, sem passar mais de uma vez por 

cada ponto, o caminho será passando pelos pontos  

 

a) K, I e F 

b) K, J, I, G, L e F 

c) K, L, G, I, J, H e F 

d) K, J, H, I, G, L e F 

e) K, L, G, I, H, J e F 

 

17.1     Resolução Matemática: 

 

Vamos representar o grafo acima através de uma matriz de adjacência: 

Tabela 21 – Tabela de Resolução matemática – Questão 17 

  F G H I J K L 

F 0 1 1 1 0 0 0 

G 1 0 0 1 0 0 1 

H 1 0 0 1 1 0 0 

I 1 1 1 0 1 1 0 

J 0 0 1 1 0 1 0 

K 0 0 0 1 1 0 1 

L 0 1 0 0 0 1 0 

Fonte: Os autores, 2021. 
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Vamos de K e terminar em F. Vamos tentar enumerar: 

K – I – G – L e a solução aqui para 

K – J – H – I – G – L e a solução para aqui 

K – L – G – I – H – J e a solução para aqui 

K – L – G – I – J – H – F 

 

17.2 Resolução Pensamento Computacional 

 

17A - Decomposição 

Vamos enumerar alguns caminhos que o computador vai percorrer. Ele deve partir do 

vértice de rótulo K e chegar ao vértice de rótulo F sem repetir nenhum vértice e respeitando as 

ligações entre os vértices. 

Vamos representar o grafo através de uma matriz de adjacência em que 1 significa 

ligação entre os vértices e 0 é quando não há ligação entre os vértices analisados. 

Iniciamos de K e vamos para o primeiro vértice que aparecer atribuído 1 na linha do vértice K. 

E a partir dele vamos montando o caminho. 

K – I – G – L não é solução porque não tem mais como seguir em frente sem repetir 

vértice. 

K – J – H – I – G – L não é solução porque não tem mais como seguir em frente sem 

repetir vértice. 

K – L – G – I – H – J não é solução porque não tem mais como seguir em frente sem 

repetir vértice 

K – L – G – I – J – H – F é a solução, pois não repete vértice e obedecer às regras do 

enunciado. 

 

17B - Padrão 

Montar uma matriz 8 x 8 simétrica rotulada com F,G, H, I, J, K, L. Nessa matriz, vamos 

iniciar o caminho na linha 7 em que está o rótulo K ( ou na coluna 7) e vamos para o primeiro 

vértice em que esteja com 1. Vamos seguindo em frente enquanto for possível seguir em frente 

sem repetir vértices de modo que não repitamos vértices e terminemos em F. O caminho 

percorrido é K – L – G – I – J – H – F. 

 

 



179 
 

17C - Abstração 

Seja um grafo com n vértices rotulados.  

Vamos criar uma matriz (n + 1) x (n + 1) com os rótulos dos vértices. 

Atribuímos 0 aos vértices que não tem conexão e 1 para os vértices que tem conexão.  

Iniciamos no vértice que for estabelecido para iniciar, por exemplo ai.  

Vamos para o primeiro vértice que tem número 1 na linha do vértice ai. 

A partir de ai vamos para o próximo que aparecer com 1 na linha desse vértice. 

Vamos seguindo esse procedimento até chegarmos ao vértice aj 

 

17D - Algoritmo 

Inicio ( )  

Leia (grafo, n) 

Construa uma matriz quadrada (n + 1)  

Coloque 1 se ai está associado com aj 

Coloque 0 se ai está associado com aj 

Saia do vértice inicio 

Vá para o vértice da coluna aj  que está com 1. 

Repita esse processo até percorrer todos os vértices e não repetir o vértice 

anterior e chegar só vértice saída 

Imprimir (caminho) 

Fim ( ) 
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17.3 Comparando Soluções 

 

Tabela 22 - Comparando Soluções – Questão 17 

A – Resolução Matemática 

Vamos representar o grafo acima através de uma matriz de adjacência: 

  F G H I J K L 

F 0 1 1 1 0 0 0 

G 1 0 0 1 0 0 1 

H 1 0 0 1 1 0 0 

I 1 1 1 0 1 1 0 

J 0 0 1 1 0 1 0 

K 0 0 0 1 1 0 1 

L 0 1 0 0 0 1 0 

Vamos de K e terminar em F. Vamos tentar enumerar: 

K – I – G – L e a solução aqui para 

K – J – H – I – G – L e a solução para aqui 

K – L – G – I – H – J e a solução para aqui 

K – L – G – I – J – H – F 

B – Fluxograma 

 
C – Abstração 

 
 

Fonte: Os autores, 2021 
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D – Implementação – Linguagem C ++ 

 

Figura 91 – Implementação em linguagem C++  da questão 17 

 
Fonte: Os autores, 2021 
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17.4 Considerações didáticas 

 

A questão 17 apesar de trabalhar com grafo e aparecer ser de otimização, se trata de uma 

questão de existência pois se pergunta se é possível fazer um caminho saindo de do vértice K e 

chegando no vértice F, sem repetir em nenhum vértice nesse caminho. Ou seja. é uma questão 

que trabalha com a ideia de caminho euleriano dentro de um subconjunto de vértices do grafo, 

ou podemos interpretar como um subconjunto de vértices do grafo com uma condicional de 

partida e chegada diferente das questões anteriores, nas quais o aluno poderia iniciar e terminar 

o caminho em quaisquer um dos vértices. Ela tem caráter enumerativo, pois o aluno pode 

através da numeração encontrar a resposta tem como de otimização pois ao não repetirmos 

nenhum vértice estamos economizando algum recurso nem que seja o tempo e tem natureza de 

classificação, pois existe a condição de começar no vértice k e terminar no vértice F. A solução 

matemática apresentada é feita através de um processo enumerativo baseado na matriz de 

adjacência, o que torna essa busca através da listagem mais eficiente. Já em pensamento 

computacional essa matriz também foi usada e a ideia do vértice mais próximo para percorrer 

possíveis caminhos e eliminar aqueles que não obedecem a classificação estipulada na questão.  

Vemos através do fluxograma e da abstração que nem sempre é fácil detalhar todos os 

passos que a implementação do problema usará. No caso a implementação vemos estruturas 

tais como a lógica, a de vetores, a de apontador, condicionais, repetição etc. 
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Questão 18 - (Enem – 2021) Três amigos, André, Bernardo e Carlos, moram em um 

condomínio fechado de uma cidade. O quadriculado representa a localização das ruas paralelas 

e perpendiculares, delimitando quadras de mesmo tamanho nesse condomínio, em que nos 

pontos A, B e C estão localizadas as casas de André, Bernardo e Carlos, respectivamente.   

 

Figura 92 - Questão 18 

 
Fonte: ENEM (2021) 

 

André deseja deslocar-se da sua casa até a casa de Bernardo, sem passar pela casa de 

Carlos, seguindo ao logo das ruas do condomínio, fazendo sempre deslocamentos para a direita 

() ou para cima (↑) , segundo o esquema da figura. O número de diferentes caminhos que 

André poderá utilizar para realizar o deslocamento nas condições propostas é: 

a) 4 

b) 14 

c) 17 

d) 35 

e) 48 

 

18.1   Resolução Matemática: 

 

Destacamos essa solução porque ela é similar a questão 18 e é do Enem desse ano. 

Temos o mesmo modelo de questão e resolução, por isso vamos direto à solução. Mas existe 

uma exceção, o problema quer que não passe pela casa do Carlos. Então vamos ver o total de 

caminhos possíveis e subtraímos a quantidade que passa pela casa do Carlos. 
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𝑃7
4,3 =  

4! 3!

7!
=  

7.6.5.4!

3! 4!
=  

7.6.5

3.2.1
= 35 

𝑃4
2,2𝑥𝑃3

2,1 =
4!

2! 2!
.

3!

2! 1!
=  

12

2
.
3

1
= 18 

Então existe 35 – 18 = 17 caminhos, opção c.  

 

18.2     Resolução Pensamento Computacional 

 

18A - Decomposição 

Análogo à questão 24, temos que dividir nesse caso em três etapas. A primeira é 

contarmos quantos caminhos podemos fazer de A até C no total, fazendo apenas movimentos 

para a direita ou para cima. A segunda é contarmos quantos desses caminhos passam pela casa 

do Carlos. E por último, vamos subtrair o total de caminhos que existem que passam por C. Na 

primeira e segunda etapa usamos a permutação com repetição e posteriormente fazemos a 

diferença entre elas. 

 

18B - Padrão  

Vemos que existe uma exceção e sempre precisamos atacar o problema por aquilo que 

não queremos acontecer. Ou seja, perguntar o que não queremos que aconteça: que não passe 

pela casa do Carlos. 

Depois disso, calculamos a permutação com repetição de A até B. 

 

18C - Abstração 

Contamos quantas vezes podemos ir para a direita e para cima. Calculamos a 

permutação com repetição referente a essa etapa.  

Contamos quantas vezes podemos ir para a direita e para cima passando pela casa de 

Carlos (C) e calculamos a permutação nesse caso. 

Calculamos a diferença entre o total de permutações e a exceção que não queremos que 

aconteça. 

 

18D - Algoritmo  

Inicio ( )  

 Imprima (Qual o tamanho da malha do seu caminho) 

 Leia (cima, direita) 

 Imprima (“Quantos pontos haverão no trecho?”) 

Leia (paradas) 
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Produto = 1 

Função calcula_trecho( ) 

Permutacao = 
𝑐𝑖𝑚𝑎!𝑑𝑖𝑟𝑒𝑖𝑡𝑎!

(𝑐𝑖𝑚𝑎+𝑑𝑖𝑟𝑒𝑖𝑡𝑎)!
 

Fim função calcula_trecho ( ) 

Enquanto (paradas <> 0) faça 

 Imprimir(“Quais são as coordenadas do ponto” Aparada ?) 

 Leia (pontoparada) 

 Calcula_trecho (calcula permutação com repetição do trecho Ai até pontoparada) 

 Produto = calcula trecho * produto 

 Parada = parada ++ 

Fim enquanto ( ) 

Função exceção ( ) 

 exceção = Calcula_trecho(calcula a permutação com repetição que passa pela 

casa C) 

Fim exceção  

Imprimir (produto - exceção) 

Fim 
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18.3 Comparando Soluções 

 

Tabela 23 - Comparando Soluções – Questão 18 

A – Resolução Matemática 

𝑃7
4,3 =  

4! 3!

7!
=  

7.6.5.4!

3! 4!
=  

7.6.5

3.2.1
= 35 

𝑃4
2,2𝑥𝑃3

2,1 =
4!

2! 2!
.

3!

2! 1!
=  

12

2
.
3

1
= 18 

Então existe 35 – 18 = 17 caminhos 

B – Fluxograma 

 
C – Abstração 

 
 

Fonte: Os autores, 2021  
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D – Implementação – Linguagem C ++ 

 

Figura 93 – Implementação em linguagem C++  da questão 18

 
Fonte: Os autores, 2021 
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18.4 Considerações didáticas 

  

 Esse problema é muito parecido com o anterior, difere apenas no fato de que existe uma 

exceção de não passar em determinado ponto. Tal situação modificou o fluxograma, a solução 

matemática e a abstração no ponto que tivemos que criar uma função de exceção daquilo que 

não queremos que aconteça. Já na implementação percebemos que a estrutura aumentou 

consideravelmente em relação a questão anterior.  

A questão 18 é muito parecida com a anterior bem como na resolução, mas cabe colocá-

la na dissertação pois foi uma questão do Enem de 2021 e somente difere da questão da 

FUVEST de 93 no fato de que é exigido que do ponto de partida até a chegada a pessoa passe 

pelo ponto c no meio do caminho, mas os movimentos são os mesmos: para cima ou para direita. 

Essa questão também se trata de um problema de combinatória de contagem, mas envolve uma 

condição que é a passar pelo ponto c no meio do caminho com isso acabamos calculando duas 

permutações com repetição e pelo princípio multiplicativo obtemos as possibilidades de não 

passar pelo ponto desejado e o total de caminhos possíveis. Assim, através do princípio da 

inclusão e exclusão fazemos a diferença entre o total de caminhos possíveis e os caminhos não 

viáveis. 
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Questão 19 - (UFRN) A figura abaixo representa um mapa das estradas que interligam as 

comunidades A, B, C, D, E F. 

 

Figura 94 – Questão 19 

 
Fonte: UFRN 

 

Assinale a opção que indica quantos percursos diferentes existem para se chegar à 

comunidade D (partindo-se de A), sem que se passe mais de uma vez numa mesma comunidade, 

em cada percurso.  

a) 72  

b) 12  

c) 18  

d) 36 

 

19.1    Resolução Matemática: 

 

Podemos partir de A e seguir pela direita ou pela esquerda. Se formos pela direita, 

passaremos pelos pontos B e C. Existem 2 caminhos de A para B, 3 caminhos de B para C e 2 

caminhos de C até D. Logo existem por esse percurso, 2.3.2 = 12 caminhos. 

Mas também podemos ir pela esquerda. Nesse caso passaremos A, F, E D. De A para F 

existe 1 caminho, de F para E existem 2 caminhos, de E para D existem 3 maneiras. Logo 

podemos ir de 1.2.3 = 6 maneiras distintas.  

Então, podemos ir pela esquerda ou pela direita. Então temos no total 12 + 6 = 18 

maneiras distintas sem repetir pontos. Letra c. 
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19.2      Resolução Pensamento Computacional 

19A - Decomposição 

Observamos que se trata de um percurso circular com início e fim determinados. Isso 

divide o percurso em dois casos. De um lado podemos ir pela direita ou pela esquerda. E em 

cada um deles aplicamos o princípio fundamental da contagem 

 

19B - Padrão 

Separamos em dois casos e contamos entre cada vértice quantos caminhos existem. 

Fazemos o produto entre os possíveis caminhos e depois somamos os dois casos. 

 

19C - Abstração 

Seja um caminho circular com m pontos n caminhos. Vamos sair de A1 e vamos chegar 

em Am sem repetir nenhuma cidade. Então podemos pela esquerda ou direita de A1. Se formos 

pela direita, pelo princípio fundamental da contagem teremos o produto da quantidade de 

caminhos entre cada vértice até chegarmos em Am.  

Por outro lado, se formos por   pela esquerda, de maneira análoga faremos o produto 

entra a quantidade de caminhos entre cada vértice até atingirmos Am. 

Pelo princípio aditivo, podemos ir pela direita ou pela esquerda e assim adicionamos 

ambos resultados. 

 

19D - Algoritmo 

Inicio (  ) 

Imprimir (“Quantas cidades têm no problema?”) 

Ler (qtd_cidades) 

Imprimir (“Quantas cidades têm entre”,  Aorigem “e a cidade”, Adestino “pela esquerda?”) 

Ler (qtd_cidades_esquerda) 

qtd_cidades_direita = qtd_cidades – qtd_cidades_esquerda 

Enquanto (qtd_cidades_esquerda <> 0 ) faça 

 Imprimir (“Quantos caminhos existem de”, Aqtd_cidades_esquerda, “até”, Aqtd_cidades_esquerda -1?) 

 Ler (num) 

  produto_esquerda = num * produto_esquerda 

 qtd_cidades_esquerda = qtd_cidades_esquerda – 1 

fim enquanto ( ) 

Enquanto (qtd_cidades_direita <> 0 ) faça 

 Imprimir (“Quantos caminhos existem de”, Aqtd_cidades_direita, “até”, Aqtd_cidades_direita -1?) 

 Ler (num) 

  produto_direita = num * produto_direita 

 qtd_cidades_direita = qtd_cidades_direita – 1 

fim enquanto 

resultado = produto_cidades_direita + produto_cidades_esquerda 

imprimir (“existem”, resultado, caminhos de”, Aorigem, “até”, Adestino) fim 
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19.3 Comparando Soluções 

 

Tabela 24 - Comparando Soluções – Questão 19 

A – Resolução Matemática 

 Podemos partir de A e seguir pela direita ou pela esquerda. Se formos pela direita, 

passaremos pelos pontos B e C . Logo existem por esse percurso, 2.3.2 = 12 caminhos. Mas 

também podemos ir pela esquerda. Nesse caso passaremos A, F, E e D. Logo podemos ir de 

1.2.3 = 6 maneiras distintas. Então temos no total 12 + 6 = 18 maneiras distintas sem repetir 

pontos. 

B – Fluxograma 

 
C – Abstração 

  

Fonte: Os autores, 2021 
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D – Implementação – Linguagem C ++ 

 

Figura 95 – Implementação em linguagem C++  da questão 19

 

Fonte: Os autores, 2021 
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19.4 Considerações didáticas 

 

Na questão 19 temos um tipo de questão de combinatória de contagem, mas ela tem 

natureza enumerativa, uma vez que podemos listar todos os caminhos possíveis para sair do 

ponto a até o ponto b. Ela também possui natureza de existência, uma vez que para contarmos 

o total de caminhos devemos saber se existe um caminho possível de escrever. Ela tem natureza 

de otimização, pois podemos nos perguntar se existe um caminho menor do que o outro para 

sair de A e chegar até o ponto D e ela tem caráter de classificação, uma vez que podemos separar 

o trajeto indo pela esquerda ou pela direita. 

 A solução matemática apresentada no trabalho soluciona a questão através do princípio 

multiplicativo, porém poderíamos explorar tal questão através de uma solução enumerativa ou 

ainda pensarmos em implementar a solução desta questão computacionalmente de modo que o 

algoritmo exibisse todos os trajetos possíveis. A abstração da questão se deu através de 

pensarmos na quantidade de cidades existentes em cada caminho, já na implementação 

computacional levamos em consideração a quantidade de ligações entre uma cidade e outra que 

não foi citado no pensamento matemático. Isso mostra que quando implementamos problemas 

matemáticos, outros detalhes surgem talvez que na prática ou com auxílio de imagem não seja 

necessário implementar computacionalmente. 

As quatro representações convergem para a mesma ideia. A solução matemática resolve 

um caso particular, a abstração e fluxograma representam uma generalização do problema e a 

implementação em linguagem C++ mostra as diferenças entre a etapa da abstração e a 

implementação. Na implementação vemos o uso de uma biblioteca, ou seja um acervo de 

comandos específicos, de vetores e utiliza essa ferramenta de auxílio para armazenar os dados 

do grafo em questão. E há também o uso de um vetor com um ponteiro. Isso significa que onde 

o ponteiro aponta o valor que ali se encontra fica alocado e não é perdido ou trocado ao longo 

da programação.  
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 Questão 20 -  (Vunesp – 2003) Dispomos de 4 cores distintas e temos que colorir o mapa 

mostrado na figura com os países P, Q, R e S, de modo que países cuja fronteira é uma linha 

não podem ser coloridos com a mesma cor. 

 

Figura 96 – Questão 20 

 
Fonte: Vunesp (2003)  

 

Responda, justificando sua resposta, de quantas maneiras é possível colorir o mapa, se:  

a) os países P e S forem coloridos com cores distintas?  

 

20.1a   Resolução Matemática: 

Para colorirmos P, temos 4 cores. Ao escolher a cor 1 para pintar P, precisamos escolher 

outra cor para colorir S. Nesse caso sobram 3 cores para pintá-la.  

     Mas para colorir Q ou R, podemos começar por onde quisermos. Para o primeiro 

vértice escolhido dentre os restantes, teremos 2 cores e para o último 1 cor. Assim, podemos 

pintar de 4.3.2.1 = 4! = 24 maneiras essa bandeira 

 

20.2a   Resolução Pensamento Computacional 

20A - Decomposição 

Devemos analisar o vértice P e a quantidade de cores disponíveis. Escolher uma cor e 

colocar o valor de possibilidades de escolha como sendo a quantidade de cores disponíveis para 

pintar o vértice rotulado P. Para pintar o vértice temos a quantidade de cores menos uma unidade 

que já usamos em P. Para os outros restantes temos 2 e 2 e, portanto, 4.3.2.2= 48 maneiras de 

pintar seguindo essas restrições. 
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20B - Padrão  

A dimensão da matriz é a mesma quantidade de cores que temos disponível: quatro. 

Usamos o princípio fundamental da contagem de modo que a11 <> a22, existem 2.4! 

Maneiras de pintar essa malha quadriculada 

 

20C - Abstração 

Dada uma malha quadriculada n x n e com n cores para colorir todos esses n espaços de 

modo que quadriculados adjacentes não podem ter a mesma cor. Então temos n! maneiras de 

pintar essa malha de modo que os vértices a11 e ann  não tenham a mesma cor.  

 

20D - Algoritmo 

Inicio ( )  

  Imprimir (“Quantos quadriculados têm a sua malha?”) 

  Ler (qtd_quadriculados) 

  Para (0 < i < qtd_quadriculados) faça 

   i = cor i 

   qtd_quadriculados = qtd_quadriculados – 1 

  fim para  

  imprimir (Existem qtd_quadriculados! a ser usado nessa pintura) 

fim 

 

b) os países P e S forem coloridos com a mesma cor? 

 

20.1b     Resolução Matemática: 

 Temos quatro escolhas para pintar P  e apenas uma para S, uma vez que ele precisa da 

mesma cor que P. Sobram então 3 cores para o R ou Q. Quem for escolhido por último terá 2 

opções. Isso totaliza 4.3.3.1= 36 opções. 

 

    20.2b   Resolução Pensamento Computacional 

20A - Decomposição  

Primeiro pintamos os quadrados a11 e a22. No primeiro temos quatro cores para escolher 

e no caso do a22 teremos uma opção que é a cor usada no a11. E para os quadrados restantes 

sobram 3 e 3 cores para colorir e no total resulta em 4.3.3.1 = 36 opções de pintura 

 

20B - Padrão 

Vamos observar padrões. Para uma malha 3 x 3: 



196 
 

Tabela 25 -Resolução Matemática – Questão 20A 

9 8 8 

8 7 7 

8 7 1 

Fonte: Os autores, 2021 

Para uma malha 4 x 4: 

Tabela 26 -Resolução Matemática – Questão 20B 

16 15 15 15 

15 14 14 14 

15 14 14 13 

15 14 13 1 

Fonte: Os autores, 2021 

Para uma malha 5 x 5: 

Tabela 27 -Resolução Matemática – Questão 20C 

25 24 24 24 24 

24 23 23 23 23 

24 23 23 23 23 

24 23 23 23 22 

24 23 23 22 1 

 Fonte: Os autores, 2021 

Percebemos alguns padrões nas malhas analisadas. Primeiro que a quantidade de cores 

que podemos pintar o a11 é a mesma que a quantidade de quadrados existentes na malha 

quadrada. Sempre teremos uma opção de pintura para o último quadrado da malha, já que esse 

depende da cor escolhida na quadrado a11. Quando pintamos a primeira linha e coluna, com 

exceção do a11 temos a quantidade de quadrados menos uma unidade de escolhas para pintar 

esses quadrados. Para colorir os quadrados acima do último quadrado do canto direito inferior  

e o quadrado à sua esquerda temos o total de quadrados da malha menos 3 unidades como 

opções de escolha. E para o restante dos quadrados temos a quantidade de malhas menos duas 

unidades para pintar cada um dos quadrados. 

 

20C - Abstração  

Se tivermos uma malha n x n, existem n² quadrados para colorirmos. O quadrado a11 

tem n² opções de pintarmos. O quadrado ann tem uma opção, que é a mesma cor que pintamos 

o a11. Temos na primeira linha e coluna 2n – 2 quadrados para pintarmos. Esses podem ser 

coloridos de n² - 1 maneiras. Então no total temos (2n – 2).( n² - 1). Para os quadrados ao lado 
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do quadrado ann, ou seja, os quadrados an(n-1) e a(n-1)n temos (n² - 3) opções de cores para cada 

um. Então são 2.(n² - 3). Sobram para pintar ao longo da malha n² - 4 – (2n – 2) = n² - 2n – 

quadrados para pintarmos usando (n² - 2) cores. Isso nos dá uma opção de colorir de (n² - 2n – 

2).(n² - 2) maneiras esses quadrados. 

Agora vamos fazer o produto desses casos juntos: n².1.(2n–2).(n²-1).2.(n²-3).(n²-2n-2).(n² - 2) 

maneiras de colorir essa malha quadrada. 

20D - Algoritmo 

Inicio ( ) 

Imprimir (“Qual a dimensão da malha quadrada?”) 

Leia (n) 

Imprimir (“existe” n² “maneiras de pintar” a11) 

Imprimir (“existe” 1 “maneira de pintar”, ann) 

Imprimir(“existe” , 2.(n² - 3), “maneiras de colorir”, an(n-1) e a(n-1)n) 

Imprimir (“existe”,  (n² - 2n – 2).(n² - 2), “maneiras de colorir os quadrados restantes”) 

Imprimir (“existe”, n².1.(2n – 2).(n² - 1).2.(n² - 3). (n² - 2n – 2).(n² - 2), “maneiras de 

colorir essa malha quadrada”) 

Fim  
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20. 3    Comparando Soluções 

Tabela 28 - Comparando Soluções – Questão 20 

A – Resolução Matemática 

Para colorirmos P, temos 4 cores. Ao escolher a cor 1 para pintar P, precisamos escolher 

outra cor para colorir S. Nesse caso sobram 3 cores para pintá-la.  

 Mas para colorir Q ou R, podemos começar por onde quisermos. Para o primeiro vértice 

escolhido dentre os restantes, teremos 2 cores e para o último 1 cor. Assim, podemos pintar 

de 4.3.2.1 = 4! = 24 maneiras essa bandeira. Já no segundo caso, temos quatro escolhas para 

pintar P  e apenas uma para S, uma vez que ele precisa da mesma cor que P. Sobram então 3 

cores para o R ou Q. Quem for escolhido por último terá 2 opções. Isso totaliza 4.3.3.1= 36 

opções. 

B – Fluxograma 

 
 

C – Abstração 

 

 
 

Fonte: Os autores, 2021 
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D – Implementação – Linguagem C ++ 

     

Figura 97 – Implementação em linguagem C++  da questão 20

 
Fonte: Os autores, 2021 
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20.4    Considerações didáticas 

 

A questão 20 trabalha com a ideia de coloração e pode ser classificada como sendo de 

contagem pois ainda que trabalha com coloração e coloração nos remete à ideia de utilização 

coloração mínima, nesse caso o comando da pergunta é quantos tem e não se trata de uma 

questão de contagem mas a sua natureza pode ser de otimização também, se pensarmos em usar 

a menor quantidade de cores possível para colorir tal mapa, de modo que regiões adjacentes 

não tenham a mesma cor.  A questão também tem caráter enumerativo, pois como se trata de 

uma situação simples podemos enumerar, se necessário as possíveis combinações de coloração.  

Tem natureza de existência, pois podemos nos perguntar se tal configuração é possível e ainda 

de classificação,  pois temos regras a seguir para chegar na Resolução esperada. 

A questão se desdobra em duas perguntas. Na segunda pergunta utilizamos uma matriz 

para representar os valores esperados e buscarmos um padrão para termos uma abstração da 

questão e posteriormente após encontrarmos padrão implementá-lo computacionalmente. 

Na solução matemática, utilizamos o princípio multiplicativo e resolvemos os casos 

separadamente. No fluxograma e na abstração buscamos generalizar o padrão observado na 

solução matemática também analisando de forma disjunta. Mas já na implementação utilizamos 

uma única implementação que já apresenta os dois resultados juntos. É utilizado uma estrutura 

de repetição enquanto e ponteiros para localizar e armazenar os dados.  
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Questão 21 - (Borges&Muniz) Lucia é uma menina muito estudiosa. Por tirar excelentes notas, 

seu pai deu-lhe de presente, no último Dia das Crianças, uma bicicleta nova. Pedalando pelas 

ruas do Bairro, ela percebeu que, dependendo do lugar de partida e de chegada, poderia chegar 

mais rápido se escolhesse bem o trajeto por onde passaria. Com seu relógio, Lucia foi medindo 

quanto tempo, em minutos, gastava para se deslocar entre determinados locais e construiu o 

desenho abaixo. 

Figura 98 – Questão 21 

 
Fonte: Borges, Muniz (2018) 

 

Posteriormente, representou esse mapa através de um esquema mais simples: 

Figura 99 – Outra representação 

 
Fonte: Os autores, 2021 

 

Qual o caminho mais rápido para Lucia sair da casa dela e chegar até o Colégio Estadual 

Antônio Prado Junior? 
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21.1    Resolução Matemática:  

Vamos representar os locais como sendo pontos e enumerar possíveis caminhos: 

Figura 100 – Resolução matemática – etapa 1 

 
Fonte: Borges, Muniz (2018) 

 

 ABEG – 4 + 10 + 3 = 17 

ABECDFG – 4 + 10 + 5 + 3 + 7 + 6 = 35 

ABECFG – 4 + 10 + 5 + 3 + 6 =  28 

ABEDFG – 4 + 10 + 10 + 7 + 6 = 37 

ADEG – 5 + 10 + 3 = 18 

ADECFG – 5 + 10 + 5 + 3 + 6 = 29 

ADCFG - 5 + 3 + 3 + 6 = 17  

ADCEG - 5 + 3 + 5 + 3 = 16 

ACFG - 9 + 3 + 6 = 18 

ACDEG - 9 + 3 + 10 + 3 = 25 

ACEDFG - 9 + 5 + 10 + 7 + 6 = 37 

ACDFG - 9 + 3 + 7 + 6 = 25 

 

Aparentemente, realizar esse exercício pelo método da exaustão enumerando todos os 

caminhos possíveis a ser percorridos não é uma solução eficiente. Por isso, vamos usar uma 

estratégia mais eficiente.  

Vamos sair de A e queremos chegar em G. Em A podemos ir para B, D ou C.  Vamos 

marcar em cada um desses vértice o quanto andamos. Se formos para B, ali temos 4 min, no 

vértice D temos 5 min e no vértice C temos 9 min. Agora vamos analisar o vértice D, pois 



203 
 

podemos chegar nele através de A ou através de ACD. Qual deles tem o menor tempo? Ora, se 

formos por AD levamos 5 min, enquanto, por ACD levamos 12 min, então mantemos o percurso 

AD com 5 min. Agora vamos analisar C, podemos chegar pelo caminho AC e andamos 9 min 

ou pelo caminho ADC e andamos 8 min, então optamos por esse caminho e anotamos em C 

que levamos 8 min para chegar até ali. Para chegar em E podemos ir por ABE e andamos 14 

min, ou vamos o ADE e levamos 15 min, ou vamos por ADCE e andamos 13 min e vamos 

optar por esse que é o menor caminho. Não precisamos testar o caminho ACE, pois já 

analisamos no passo anterior que o mais rápido de A até C já era o caminho ADC. Para 

chegarmos em F, podemos ir por ADCF e levamos 11 min ou ADF que levaria 12 min. Então 

o mais rápido é ADCF. Para chegarmos em G podemos ir por ADCEG e levaremos 16 min e 

por ADCFG levaremos 17 min. Então a maneira mais rápida de chegar na escola é fazendo o 

trajeto ADCEG em 16 min. Ao utilizarmos essa estratégia temos segurança de que esse é o 

menor caminho, pois esgotamos em cada vértice todas as possibilidades até ali de chegarmos e 

escolhemos sempre a menor. Isso é conhecido como algoritmo e é um recurso pertencente ao 

pensamento computacional. 

 

21.2  Resolução Pensamento Computacional 

21A - Decomposição 

Queremos sair de A e chegar em G andando o mínimo possível. Vamos em cada vértice 

ver qual o menor caminho para chegar até ele e repetir esse procedimento até chegarmos em G. 

 

21B – Padrões 

Esse algoritmo é guloso e a cada passo esgota toda as possibilidades anteriores. É um 

problema de otimização discreta que busca o menor caminho possível. 

 

21C - Abstração 

1- Marque com um X o vértice A. Coloque o valor 0 nele. 

2-  

Figura 101 – Resolução matemática – etapa 2 

 
Fonte: Borges Muniz (2018) 
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3- Quais são os vértices vizinhos diretos de A? Coloque o valor do tempo de A 

até cada um deles no respectivo vértice. 

4- Escolha um dos vértices vizinhos ao A e marque um X nele.  

5- Quais são os vértices vizinhos ao que você está e que não estão marcados com 

X? 

6-  Para cada vértice vizinho, coloque o valor do vértice onde você está somado 

ao caminho até ele.  

 

Figura 102 – Etapas posteriores do algoritmo  

 
Fonte: Borges, Muniz (2018) 

 

7- Se o vértice vizinho já tiver um valor atribuído a ele, veja qual o menor 

resultado e deixe este no vértice 

 

Figura 103 – Etapas do algoritmo 

 
Fonte: Borges, Muniz (2018) 

 

8- Repita os passos 4,5 e 6 até marcar todos os vértices.  

 

Figura 104 – Etapas de finalização do algoritmo  

  
Fonte: Borges, Muniz (2018) 
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9- Qual foi o menor tempo encontrado? Marque o caminho que resulta nesse 

tempo. 

 

Figura 105 – Etapas finais do algoritmo e do  processo de pensamento computacional  

  

Fonte: Os autores, 2021 

 

21D - Algoritmo 

 Inicio ( ) 

  Imprimir (Vamos partir de A) 

  B = calcula_distancia (A,B) 

  C = calcula_distancia (A,C) 

  D = calcula_distancia (A,D) 

  D = min(distancia(A,D), distancia(ACD)) 

  Repetir calcula_distancia ( ) até chegar em G 

  Imprimir (“A menor distância é”,  x) 

  Fim 
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21.3 Comparando Soluções 
Tabela 29 - Comparando Soluções – Questão 21 

A – Resolução Matemática 

Pelo método da exaustão, o menor caminho é 16.  

ABEG – 4 + 10 + 3 = 17 

ABECDFG – 4 + 10 + 5 + 3 + 7 + 6 = 35 

ABECFG – 4 + 10 + 5 + 3 + 6 =  28 

ABEDFG – 4 + 10 + 10 + 7 + 6 = 37 

ADEG – 5 + 10 + 3 = 18 

ADECFG – 5 + 10 + 5 + 3 + 6 = 29 

ADCFG - 5 + 3 + 3 + 6 = 17  

ADCEG - 5 + 3 + 5 + 3 = 16 

ACFG - 9 + 3 + 6 = 18 

ACDEG - 9 + 3 + 10 + 3 = 25 

ACEDFG - 9 + 5 + 10 + 7 + 6 = 37 

ACDFG - 9 + 3 + 7 + 6 = 25 

B – Fluxograma 

 
C – Abstração 

 
 

Fonte: Os autores, 2021 
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D – Implementação – Linguagem C ++ 

Figura 106 - Implementação em linguagem C++  da questão 21

 

Fonte: Os autores, 2021 
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21.4  Considerações didáticas 
 

 A Resolução matemática se deu por enumeração e posteriormente através da estratégia 

do uso do algoritmo de Dijkstra. Já no fluxograma ficou claro os passos realizados nesse 

algoritmo. Na abstração destacamos uma implementação menos detalhada e na implementação 

da linguagem C++ em si trabalhos com a função auxiliando a busca pelo menor 

caminho.   Objetivos – trabalhar a relação entre grafos, problemas de otimização discreta e o 

ganho que temos ao resolvê-lo através do pensamento computacional. 

Na questão 21 observamos que existe os problemas de otimização com a natureza 

enumerativa, de existência e classificação. A questão é resolvida inicialmente através de um 

processo enumerativo no qual buscamos o menor caminho listando aqueles possíveis. Porém 

temos o grande potencial dessa questão de ser resolvido através de um procedimento de 

algoritmo que no caso seria o Djisktra e sua implementação se deu através de um algoritmo 

justamente o que foi indicado para a solução do problema em sala de aula. 
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 Questão 22 - (Borges & Muniz, 2018) Lucia é estudante do Colégio Estadual Antônio Prado 

Junior e pensou em alguns pontos próximos à escola que fazem parte de sua rotina: estação de 

metrô de São Cristóvão, Praça da Bandeira, Praça Afonso Pena, Hospital Gaffreé Guinle, sua 

casa na Rua Moraes Silva, mercado Extra e o colégio. Ela observou que poderia fazer diversos 

caminhos que passassem por todos esses lugares. A figura abaixo representa os possíveis 

caminhos que ela poderia fazer: 

 

Figura 107 – Questão 22 

 
Fonte: Borges, Muniz (2018)  

 

Lucia também pesquisou no Google Maps qual era a distância a pé, em quilômetros, 

entre cada um desses lugares: 

Tabela 30 – Distâncias entre os locais – Questão 22 

 Prado São   Casa  Praça    Praça da  

  Junior Cristóvão Extra da Lucia 
Afonso 

Pena 
Hospital Bandeira 

Prado Junior 0 0,8 0,9 1,1 0,85 0,65 0,6 

São Cristóvão 0,8 0 1,4 0,9 1,5 1,2 1,3 

Extra 0,9 1,4 0 0,55 0,45 0,35 0,55 

Casa da Lucia 1,1 0,9 0,55 0 0,8 0,4 1,6 

Praça Afonso Pena 0,85 1,5 0,45 0,8 0 0,6 1,3 

Hospital 0,65 1,2 0,35 0,4 0,6 0 1,6 

Praça da Bandeira 0,6 1,3 0,55 1,6 1,3 1,6 0 

Fonte: Borges, Muniz (2018) 

Qual o menor caminho que ela pode fazer da escola passando por todos os lugares e sem 

repetir nenhum e retornar à escola? 
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22.1   Resolução Matemática: 

 

Essa questão é um grande exemplo de como o pensamento computacional pode auxiliar-nos 

em problemas de combinatória. Se tentarmos fazer a questão por enumeração, teremos 6! = 720 

caminhos distintos para percorrer e pelo método da exaustão, ou seja, escrever todos eles muito 

provavelmente errarão. Então vamos resolvê-la através do algoritmo do caixeiro viajante. 

 

22.2     Resolução Pensamento Computacional 

 

22A - Decomposição  

Partiremos da escola  sempre iremos para o local mais próximo sem repetir por onde 

já passamos. Se o lugar mais próximo for algum pelo qual já passamos, então pegaremos o 

segundo mais próximo e se necessário repetimos esse processo até que sigamos em frente. 

A cada passo dado, vamos somando os caminhos pelos quais já passamos. 

 

22B - Padrões 

A matriz é simétrica, então podemos ver a distância entre os locais, tanto pela linha, 

quanto pela coluna. É um problema de otimização discreta, no qual sempre vamos para o mais 

próximo. 

 

22C – Abstração   

O local mais próximo da escola é a Praça da Bandeira: 

 

Figura 106 – Questão 22 – etapa 1 

 

Fonte: Borges, Muniz (2018) 

 

A partir da Praça da Bandeira, o local mais próximo é o Mercado Extra: 
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Figura 107 – Questão 22 – etapa 2  

 

Fonte: Borges, Muniz (2018) 

 

A partir do Mercado Extra o local mais próximo ainda não visitado é o Hospital: 

 

 Figura 108 – Questão 22 – etapa 3 

 
Fonte: Borges, Muniz (2018) 

A partir do Hospital o local mais próximo que ainda não passamos é a Casa da Lucia: 

 Figura 109 – Questão 22 – etapa 4 

 
Fonte: Borges, Muniz (2018) 

Da Casa da Lucia o local mais próximo é a Praça Afonso Pena: 
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Figura 110 – Questão 22 – etapa 5 

 
Fonte: Borges, Muniz (2018) 

Da Praça Afonso Pena o local mais próximo para irmos é a Estação de São Cristóvão: 

Figura 111 – Questão 22 – etapa 6 

 

Fonte: Borges, Muniz (2018) 

Da Estação de São Cristóvão vamos para escola novamente e andamos no total 5km: 

Figura 112 – Questão 22 – etapa 7

 

Fonte: Borges, Muniz (2018) 

22D - Algoritmo 

Inicio ( ) 

Leia (matriz A8x8) 

Escolher a menor_distancia do colégio aos outros lugares 

Soma = Soma + menor_distacia( ) 

Repetir o processo menor_distancia( ) e soma = soma + menor_distancia( ) até passar por todos os vértices 

e voltar ao de origem 

Imprimir (“O menor caminho a percorrer é”, soma) 

Fim 
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22.3      Comparando Soluções 

Tabela 31 – Distâncias entre os locais – Questão 22 

A – Resolução Matemática 

 

B – Fluxograma 

 

C – Abstração 

 

Fonte: Os autores, 2021 
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D – Implementação – Linguagem C ++ 

 

Figura 113 - Implementação em linguagem C++  da questão 22

  
Fonte: Os autores, 2021 



215 
 

22.4   Considerações didáticas 

 

A questão 22 também aborda um problema de otimização no qual é necessário passar 

por todos os locais, ou seja os vértices, e voltar ao local de origem e a técnica apresentada nesse 

problema é a ideia do caixeiro-viajante. Caso não utilizemos o algoritmo teríamos de trabalhar 

com um processo numerativo mas que nesse caso não seria eficiente, uma vez que estamos 

lidando com um grafo de grau 6 em todos os seus vértices o que aumenta muito a quantidade 

de configurações distintas que podemos trilhar nesse percurso Vale ressaltar que trabalhamos 

com uma tabela que pode ser implementada computacionalmente através de uma matriz de 

adjacência e tal matriz é simétrica, a fim de facilitar os cálculos. Mas se formos simular tempo 

real em aplicativo de busca veremos que as rotas e os valores das rotas variam uma vez que o 

aplicativo muda a cada instante a rota e o tempo gasto de acordo com os outros fatores que 

influenciam tal situação.  Realizamos a simulação através da análise da Imagem e da tabela de 

como seria a busca pelo menor caminho ou o maior caminho através do algoritmo do caixeiro-

viajante e é interessante essa análise, uma vez que essa trajetória é realizada pelo computador, 

de maneira muito mais rápida e eficiente desde que o programa tenha sido implementado 

corretamente. Isso é um ponto interessante levantar: de nada adianta ter uma estrutura 

computacional se a lógica do algoritmo ou se alguma característica do algoritmo não estiver 

correta, pois não encontraremos a solução ótima. A complexidade desse algoritmo é np-

completo, ou seja, ele é um problema que não é rápido de se resolver tampouco no processo 

enumerativo como no processo computacional. 

A solução matemática utilizou o algoritmo do caixeiro viajante como estratégia de 

solução. Já no fluxograma colocamos a representação do algoritmo do caixeiro viajante. E na 

abstração também seguimos esses passos. Já na implementação utilizamos estruturas de 

ponteiro, vetores e grafos, que nos auxiliam na solução, mas que não são aplicáveis na solução 

matemática em si. 
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 Questão 23 - (Borges & Muniz) Há um incêndio na Rua Conde de Bonfim. Devido à crise, o 

carro do corpo de bombeiros está sem seu abastecimento normal de água. Felizmente há um 

hidrômetro no local que se interliga com outros pelo bairro da Tijuca. Cada hidrômetro é 

interligado através de canos com diferentes capacidades de fluxo de água por segundo. O 

esquema abaixo representa essa rede de hidrômetros interligados. Um bombeiro está no marco 

I onde a água é fornecida para esta rede e precisa saber a quantidade máxima de água que ele 

pode fornecer para que o incêndio seja apagado o mais rápido possível.  

Figura 114 – Questão 23 

 

23.1   Resolução Matemática: 

O problema é de otimização e visa pegar o máximo de capacidade possível até o hidrante 

H4. O esquema representado se trata de um grafo direcionado com peso nas arestas. Vamos 

resolver esse problema através de enumeração e usando a ideia do Algoritmo de Ford-

Fulkerson. 

 

23.2 Resolução Pensamento Computacional 

23A - Decomposição: 

Vamos fazer o caminho I  H1  H4  = máximo(100, 50) = 50. Ou seja, a capacidade 

máxima que passa por esse sistema é e 50 unidades de volume. Assim, ainda sobra 50 u.v. pelo 

I  H1 e esgota o escoamento em H1 H4 conforme ilustra o esquema a seguir: 
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Figura 115 – Resolução A 

 

Agora, faremos o trajeto I  H1  H3  H4 = máximo(50, 50 , 125) = 50. Ou seja, 

conseguimos mandar mais 50 u.v. por esse fluxo de escoamento: 

Figura 116 – Resolução B 

 

O caminho I  H1  H2  H3  H4  não pode ser usado, pois toda a capacidade do 

cano I  H1 foi usada. Assim o cano H1  H2 ficou sem utilidade.  

Mas ainda podemos fazer o trajeto I  H2  H3  H4 = máximo (50, 100, 75) = 50 

Figura 117 – Resolução C 

 

Logo, conseguimos fazer chegar 150 unidades de volume de água até o hidrante H4. 

 

23B - Padrões:  

O esquema se trata de um grafo direcionado com peso nas arestas. 

Sempre buscamos o melhor caminho e encontramos o valor máximo entre as arestas 

possível de passa pelo percurso observado. 



218 
 

Tabela 32 – Resolução Computacional – Questão 23A 

  I H1 H2 H3 H4 

I 0 100 50 0 0 

H1 0 0 50 50 50 

H2 0 0 0 100 0 

H3 0 0 0 0 125 

H4 0 0 0 0 0 

Fonte: Os autores, 2021. 

23C - Abstração 

 Vamos fazer o processo através da matriz que realizamos nas imagens para 

entendermos como o computador funciona na resolução desse problema. 

Tabela 33 – Resolução Computacional – Questão 23B 

  I H1 H2 H3 H4 

I 0 100 50 0 0 

H1 0 0 50 50 50 

H2 0 0 0 100 0 

H3 0 0 0 0 125 

H4 0 0 0 0 0 

Fonte: Os autores, 2021 

 

 Devemos iniciar em I. O primeiro vértice que aparece é o H1. Vamos para ele e 

dele vamos para o H2. Vamos continuar esse percurso. De H2 decidimos ir para H3. E de H3 

vamos para H4. Nesse trajeto I  H1  H2  H3  H4 vamos pegar o min(100, 50, 100, 125) 

= 50. Então conseguimos enviar 50 unidades de volume e nossa nova matriz será: 

Tabela 34 – Resolução Computacional – Questão 23C 

  I H1 H2 H3 H4 

I 0 50 50 0 0 

H1 0 0 0 50 50 

H2 0 0 0 50 0 

H3 0 0 0 0 75 

H4 0 0 0 0 0 

 Fonte: Os autores, 2021 

 

A partir de I podemos ir H1 novamente e de H1 para H4. A capacidade é min (50, 50) = 

50. Então conseguimos passar 50 unidades de volume pelo percurso I  H1  H4. Vamos 

retirar isso da matriz, uma vez que já usamos esse recurso. E até aqui conseguimos enviar 100 

u.v. de água para o hidrante H4. 
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Tabela 35 – Resolução Computacional – Questão 23D 

  I H1 H2 H3 H4 

I 0 0 50 0 0 

H1 0 0 0 50 0 

H2 0 0 0 50 0 

H3 0 0 0 0 75 

H4 0 0 0 0 0 

Fonte: Os autores, 2021 

 

Agora a partir de I podemos ir para H2, a partir desse ir para H3, de H3 para H4 e escolher 

a melhor opção no min(50, 50, 75) = 50 pelo caminho I  H2  H3  H4. Logo conseguimos 

passar a capacidade de 100 + 50 = 150 unidades de volume. E assim atualizando a matriz temos 

o seguinte esquema: 

Tabela 36 – Resolução Computacional – Questão 23E 

  I H1 H2 H3 H4 

I 0 0 0 0 0 

H1 0 0 0 50 0 

H2 0 0 0 0 0 

H3 0 0 0 0 25 

H4 0 0 0 0 0 

Fonte: Os autores, 2021 

 

A partir daí já não podemos continuar o caminho, pois esgotamos todas as saídas 

possíveis I para qualquer hidrante. Mas podemos reparar que ainda sobrou espaço nos canos H3 

e H4. 

23D – Algoritmo 

 inicio ( ) 

 leia (grafo, partida, chegada) 

 analisa os caminhos possíveis de partida -> chegada 

 //escolhe o menor valor das arestas que estão no caminho: 

 1 - No caminho escolher min(v1, v2, ...., vn) = aux 

 2 - soma = aux + soma 

 3 - v1 = v1 - aux, 

 4 - v2 = v2 - aux 

 ... 

 5 - vn = vn - aux 

 repete o processo dos passos 1 a 5 enquanto houver caminho possível a ser 

percorrido 

 imprimir (soma) 

fim ( ) 
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23.3  Comparando Soluções 

Tabela 37 - Comparando Soluções – Questão 23 

A – Resolução Matemática 

 

B – Fluxograma 

 

C – Abstração 

 

Fonte: Os autores, 2021 
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D – Implementação – Linguagem C ++ 

 

Figura 118 – mplementação em linguagem C++  da questão 23

  

Fonte: Os autores, 2021 
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23.4 Considerações didáticas  

 

A questão 23 trabalha com um tipo de grafo que chamamos de grafo direcionado, ou 

seja, o caminho percorrido só pode ser em uma direção que é apontada na seta. Esse é a primeira 

questão que aparece nesse trabalho com esse tipo de estrutura de grafo e ela visa captar o fluxo 

máximo possível de água na rede analisada. Ela é otimização, mas também pode ser analisada 

por sua natureza enumerativa, de existência e de classificação. É enumerativa no sentido de 

listarmos os caminhos possíveis partindo do início e chegando no hidrante final. É de existência 

se nos questionarmos se existe um caminho e é de classificação no sentido de escolhemos 

caminhos e posteriormente retirarmos o valor já usado da capacidade restante. 

A noção de enumeração pode ser trabalhada através do auxílio de um grafo, ou seja, 

através de uma matriz de adjacência na qual o valor de cada elemento representa o peso ou a 

capacidade de fluxo entre quaisquer dois vértices desse sistema. O algoritmo implementado 

nesse tipo de resolução de problema é o do Bellman-Ford. E ele possui aplicação tanto prática 

matemática quanto computacional.  

Ao olharmos para implementação de tal problema percebemos que estruturas tais como 

de repetição são utilizadas e funções sua complexidade é alta mas pode ser que muitas vezes 

determinados algoritmos que não sejam do conhecimento de quem está implementando tenham 

complexidade menor do que aquela apresentada pelo programador por exemplo, a noção 

recursiva pode ser implementada através de uma função recursiva que se chama dentro de si, 

ou pode ser representada através de uma estrutura de repetição for e tem uma complexidade 

maior do que a função recursiva. 

Na solução matemática com o auxílio de algoritmo, vemos que temos a certeza de 

esgotarmos todas as possibilidades, enquanto se fizéssemos apenas pelo método de 

enumeração, tal resultado poderia estar incorreto, por não termos a certeza de esgotar todas as 

possibilidades de caminhos. Já no fluxograma e na abstração vemos o passo a passo adotado na 

solução matemática que tem o auxílio do pensamento computacional. Já na implementação o 

aluno tem oportunidade de aprender por exemplo como entrar com os dados de um grafo que 

está em formato de imagem e traduzi-lo para uma linguagem de matriz na qual o computador 

consegue ler. Ou seja, ele pode ver a transformação de uma imagem em linguagem de alto nível 

na implementação em C ++. E vemos o uso da estrutura fila na implementação e que na solução 

matemática não é usada. 
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Questão 24 - (Mack-2008) Na figura, o quadrado ABCD é formado por 9 quadrados 

congruentes. O total de triângulos distintos, que podem ser construídos, a partir dos 16 pontos,  

Figura 119 – Questão 24 

 
Fonte: Mack, 2008 

 

a) 516  

b) 520  

c) 526  

d) 532  

e) 546 

  

24.1    Resolução Matemática: 

Para formarmos triângulos precisamos de 3 pontos escolhidos no total de 16. Logo 

isso pode acontecer de 𝐶16,3, mas se os vértices escolhidos forem colineares tanto nos 

segmentos horizontais, ou verticais ou na diagonal, então eles não formarão triângulos. Temos 

que retirar esses casos em que de 4 vértices nos segmentos são escolhidos 3 vértices. Se 

observarmos temos 10 segmentos de reta que são os segmentos verticais formados por 4 

vértices, os segmentos horizontais e as diagonais desse quadrado. Destacamos esses dez 

segmentos a seguir: 

Figura 120 – Resolução Matemática – Etapa A 

 
Fonte: Os autores 
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Isso pode acontecer de 10. 𝐶4,3 maneiras distintas. 

Mas ainda temos outro conjunto de segmentos com 3 pontos colineares: 

 

Figura 121 – Resolução Matemática – Etapa B 

 

 
Fonte: Os autores 

 

 Ou seja, mais quatro casos de colinearidade para retirarmos. Também podemos 

ver como sendo 4 casos de 𝐶3,3. 

 Logo existem 𝐶16,3 - 10. 𝐶4,3 - 4. 𝐶3,3 = 560 – 40 – 4 = 516 opção a. 

  

24.2   Resolução Pensamento Computacional 

24A - Decomposição 

Sempre iremos escolher 3 dentre o total de pontos dado na malha quadriculada. 

Devemos retirar os casos em que temos pontos colineares em segmentos de reta 

 

24B - Padrão 

Sempre teremos que dividir o problema em casos menores. O primeiro é escolher 3 

pontos dentre o total de pontos. Depois ver os casos em que podemos ter segmentos com pontos 

colineares e fazer esse cálculo e por último realizar a diferença entre esses valores. 

 

24C - Abstração 

Vamos ver como seria a Resolução de uma malha com 25 pontos: 

Vamos escolher 3 dentre 25. Mas temos as exceções: 

A primeira são os segmentos de retas com cinco pontos em que temos pontos 

colineares. Neles temos os segmentos verticais, horizontais e diagonais: 
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Figura 122 – Resolução Matemática – Etapa C 

 

 
Fonte: Os autores 

 

No total temos 12 segmentos na qual escolheremos 3 no total de 5 pontos então 

teremos 12. 𝐶5,3. Temos também os casos em que temos segmentos com 4 pontos e escolhemos 

3 pontos colineares: 

Figura 123 – Resolução Matemática – Etapa D 

 

Fonte: Os autores 

 

Então temos 4 segmentos de reta de modo que 4. 𝐶4,3. E finalmente temos os casos 

em que temos segmentos formados por 3 pontos e vamos escolher os 3 colineares: 

 

Figura 124 – Resolução Matemática – Etapa E 

 
Fonte: Os autores 

 

Então temos 4 segmentos de reta de modo que 4. 𝐶3,3  

Então podemos montar triângulos da seguinte maneira:  

𝐶25,3 −  12. 𝐶5,3 - 4. 𝐶4,3 −4. 𝐶3,3 = 50600 – 12.10 – 16 – 4 = 50460 maneiras 

Podemos perceber alguns padrões.  

Se tivermos n² pontos. Podemos combinar de 𝐶𝑛²,3 maneiras diferentes.  

Depois vamos retirando as exceções. A primeira seriam os segmentos verticais, 

horizontais e as duas diagonais. No total teremos 2n + 2 segmentos e assim teremos (2n + 2) 𝐶𝑛,3 
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maneiras distintas. Depois vamos subtraindo cada uma das combinações: 4.𝐶(𝑛−1),3 – 4. 𝐶(𝑛−2),3 

- .... - 4. 𝐶4,3 – 4.𝐶3,3 

 

24D - Algoritmo 

Inicio ( )  

Imprimir (“Qual a dimensão da malha de pontos? (escolha dentre 4,9,16, 25, 36, 49, 

64, 81,100, 121)”) 

Leia (n) 

Resultado = 𝐶𝑛²,3 – calcula(exceção) 

Imprimir (“Existem”, resultado, “maneiras de formarmos triângulos”) 

Fim  
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24.3 Comparando Soluções 

 

 Tabela 38 - Comparando Soluções – Questão 24 

A – Resolução Matemática 

Existem 𝐶16,3 - 10. 𝐶4,3 - 4. 𝐶3,3 = 560 – 40 – 4 = 516 

B – Fluxograma 

 

 

C – Abstração 

  

Fonte: Os autores, 2021 
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D – Implementação – Linguagem C ++ 

 

Figura 125 - Implementação em linguagem C++ da questão 24 

 

Fonte: Os autores, 2021 
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24.4     Considerações didáticas 

 

Nesse problema 24 também podemos observar a interseção entre a geometria, 

combinatória e otimização. A questão é classificada como de contagem pois queremos saber a 

quantidade de triângulos que podem ser formados dentro da malha quadriculada, mas ela possui 

um potencial caráter de otimização, pois queremos saber a quantidade máxima de triângulos 

existentes dentro da malha quadriculada. Por outro lado, também é uma questão de existência, 

pois para contarmos é necessário que exista e pode ser vista também como de classificação, 

pois para que haja solução devem ser escolhidos três pontos não colineares a fim de formarmos 

um triângulo. A solução matemática apresentada se dá através do uso de uma técnica de 

contagem que é a combinação, porém a busca pelo padrão ou por uma abstração nesta questão 

não é usual então buscamos através da decomposição do problema em situações menores buscar 

um padrão que é apresentado na dissertação e dessa maneira conseguimos encontrar uma 

configuração que tentamos levar para o pensamento computacional. Esses padrões foram 

implementados através do uso de estruturas de condição e fórmulas recursivas a fim de trazer 

uma resposta correta. 

Esta questão tem o potencial do pensamento combinatório e computacional na 

intersecção de ser resolvida através da decomposição em casos menores e essa característica 

ser em comum com as duas áreas de conhecimento, bem como pela beleza de trabalhar a 

geometria junto da combinatória e do pensamento computacional. 
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4.2 CONEXÕES E ARTICULAÇÕES ADICIONAIS COM A BNCC 

 

Diante das análises das questões de acordo com as classificações dos tipos de questões de combinatória e as habilidades da BNCC que podem 

ser relacionadas com combinatória e pensamento computacional obtemos a seguinte tabela:  

Tabela 39 – Classificação dos Problemas Combinatoriais e habilidades da BNCC 

 COMBINATÓRIAS ENSINO FUNDAMENTAL ENSINO MÉDIO 

QUESTÃO 
ENU COT EXI OTI CLA 

EF01MA EF04MA EF05MA EF 06 MA EF07MA EF08MA EM13MAT 

  2 11 12 20 6 28 9 25 3 4 23 33 34 5 6 7 11 106 310 315 507 508 405 

1                                                         
2                                                         
3                                                         
4                                                         
5                                                         
6                                                         
7                                                         
8                                                         
9                                                         

10                                                         
11                                                         
12                                                         
13                                                         
14                                                         
15                                                         
16                                                         
17                                                         
18                                                         
19                                                         
20                                                         
21                                                         
22                                                         
23                                                         
24                                                         
25                                                         
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Para a construção da tabela, levamos em consideração o comando de cada problema 

resolvido nessa dissertação. Se a pergunta fosse sobre quantidade, classificamos como um 

problema de contagem e colocamos a cor azul escuro. Se o comando da pergunta fosse de 

existência, então categorizamos como problema combinatório de existência e colorimos com a 

cor vermelha. Se o comando era pela solução máxima, ou mínima, classificamos como 

problema de otimização e colocamos a cor verde escuro. Caso a pergunta fosse para exibir todas 

as possíveis soluções então classificamos como problema de enumeração e colorimos com a 

cor laranja.  

Além disso, observamos ao longo desse trabalho a categorização típica de problemas de 

combinatória, mas que ao serem solucionados via pensamento computacional nos fizeram 

perceber que dentro de um problema combinatório podemos observar outras características 

concomitantemente.  

Assim, um problema combinatório pode ter uma classificação devido ao comando da 

pergunta, mas também ter características ou propriedades combinatoriais que não são do mesmo 

tipo, tais como problemas de contagem que se conectam com características de otimização. 

Para representar essas intersecções e múltiplas tipagens combinatoriais, utilizamos cores 

mais claras para evidenciar quais os outros tipos de natureza combinatória existem em cada 

uma das questões classificadas. 

Assim, por exemplo, se olharmos para o problema 26 na tabela, veremos que ele é 

classificado como um problema de contagem. Isso significa que o comando do problema 

envolve a palavra quantos. Mas no mesmo problema, notamos que as colunas de existência, 

otimização, enumeração e classificação estão pintadas em azul claro. 

Isto significa que no problema 26 notamos características combinatoriais desses quatro 

tipos. E na mesma linha cada coluna que esta pintada de azul escuro significa as habilidades da 

BNCC presentes nesse problema e que estão diretamente ligadas com a área de combinatória 

ou pensamento computacional.  

As observações sobre as classificações dos problemas combinatoriais já foi realizada no 

capítulo 3. A partir daqui vamos evidenciar algumas características observadas em relação as 

habilidades da BNCC presentes na tabela. Estas habilidades foram escolhidas, pois elas têm 

características combinatoriais ou de pensamento computacional.  



232 
 

Diante disso, separamos cada uma dessas habilidades e as categorizamos como sendo 

características de análise combinatória ou como características de pensamento computacional. 

Representamos essa propriedade através da imagem a seguir, na qual trabalhamos com dois 

conjuntos: o conjunto da matemática e o conjunto do pensamento computacional. Observe: 

Figura 126 – Relação entre BNCC, análise combinatória e pensamento computacional 

 

Fonte: Elaborado pelos autores. 

 

Este conjunto nos evidencia que, a matemática presente na BNCC, em particular a área 

de combinatória, tem como habilidades que podem ser classificadas como sendo de 

combinatória sem característica de pensamento computacional as que estão escritas em azul, 

como por exemplo a habilidade EF01MA02. 

Por outro lado, observamos habilidades da BNCC que podem ser classificadas como 

tendo propriedades matemáticas e de pensamento computacional, mas que não envolvem 

propriedades combinatoriais. Estas habilidades estão em roxo, como por exemplo a habilidade 

EF09MA15. 

Finalmente, colocamos em verde as habilidades presentes na BNCC que podem ser 

classificadas como tendo propriedades combinatoriais e de pensamento computacional ao 

mesmo tempo. E essas são a grande maioria ao olharmos para o conjunto. Isso é mais uma 

afirmação da importância de atrelarmos a solução de problemas de análise combinatória com o 

pensamento computacional na educação básica e como elas estão conectas diante das 
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habilidades da BNCC. Por exemplo, as habilidades EM13MAT405 e EF05MA25 são 

classificadas como habilidades computacional e combinatorial.  

É notável a grande quantidade de habilidades presentes na BNCC no ensino 

fundamental que tem propriedades das duas áreas. Isso reforça, junto as observações levantadas 

dos problemas dessa dissertação, a possibilidade e necessidade de trabalharmos mais questões 

combinatoriais envolvendo pensamento computacional no ensino fundamental em todos os 

anos.  

Além dessa análise, relacionamos as habilidades da BNCC presentes nesse trabalho com 

as classificações de problemas de análise combinatória e chegamos ao seguinte resultado: 

Figura 127 – Relações entre Classificação combinatorial e habilidades da BNCC 

 

Fonte: Elaborado pelos autores 

 

Por exemplo, a habilidade EF01MA12, a qual aborda a descrição da localização de 

pessoas ou objetos no espaço segundo um dado ponto de referência, pode ser classificada como 

sendo de existência, pois assim como a questão do ENEM de caminho entre dois pontos tem 

essa habilidade, se a solução exibida tem essa característica, significa que se trata de um 

problema que pode ser categorizado como de existência. Ao seguirmos esse mesmo raciocínio, 

essa habilidade pode ser relacionada com problemas de enumeração, uma vez que ao 

encontrarmos um caminho que envolve tal habilidade e este existe podemos nos perguntar como 

é a configuração dessa solução. E nesse caso, estamos enumerando a solução.  
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 Seguindo esse mesmo raciocínio, a habilidade EF04MA24, que se refere a, realizar 

pesquisa envolvendo variáveis categóricas e numéricas e organizar dados coletados por meio 

de tabelas e gráficos de colunas simples ou agrupadas, com e sem uso de tecnologias digitais, 

pode ser relacionada a problemas de combinatória do tipo: otimização, classificação e 

contagem.  

 Relacionamos com a natureza de otimização, pois diversos problemas de otimização foram 

resolvidos através do auxílio de tabelas, seja na solução matemática ou por pensamento computacional, 

tais como as questões 4, 13, 14, 15, 23, 28, 30 e 31. Ela também pode ser relacionada com 

questões de classificação, pois ao resolvermos esse tipo de problema, podemos nos deparar com 

a divisão do problema em casos e termos que decidir qual a melhor estratégia a seguirmos. E 

pode ser classificada como de contagem, pois ao nos perguntarmos quantos caminhos existem 

entre um vértice e outro, por exemplo, esta informação pode ser obtida através de uma tabela 

de adjacência do grafo em questão no qual contamos cada um dos diferentes caminhos que 

podemos encontrar entre dois vértices. Essa característica pode ser observada na questão 4. Se 

construíssemos a tabela de adjacência desse grafo e perguntássemos quantos caminhos distintos 

existem entre os vértices a6 e a4, essa relação então poderia ser observada nas questões 13, 14 e 

15.   

 Além disso, em nosso trabalho Borges (2018), analisamos livros didáticos adotados 

naquele ano no ensino básico e notamos vários com questões de combinatória envolvendo 

grafos e outras considerações foram realizadas. Diante da BNCC e dos livros de projetos, 

analisamos alguns que possam ter nos projetos as habilidades presentes nesse trabalho ou a 

intersecção de combinatória e pensamento computacional. 

 O livro Nani (2020) no primeiro projeto e etapa 1 trabalha com temas interdisciplinares 

e notamos a presença de fractais e reconhecimento de padrões. Esse projeto tem características 

presentes no pensamento computacional e que corretamente adaptadas podem ser construídas 

junto à combinatória. 

 O livro Leonardo (2020) apresenta na página 131 um projeto que envolve localização 

no qual podemos explorar questões de combinatória envolvendo localização e locomoção no 

estilo das questões 29 e 30 do nosso trabalho, por exemplo. Nesse mesmo estilo observamos 

Trevizan et al (2020) no projeto 3. 

 Em Silva (2020), temos o projeto, página 76, no qual trabalha com criptografia e 

habilidades presentes no nosso trabalho, tais como EM13MAT405. Esse tema aliado a 
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habilidade pode ser adaptado para questões de combinatória solucionados via pensamento 

computacional 

 No livro de Pereira et al (2020) encontramos três projetos com potenciais de 

trabalhar a temática de nossa dissertação: o projeto 1 com as habilidades EM13MAT508, o 

projeto 5, que tem presente teoria de grafos e o projeto 6, o qual trabalha com as habilidades 

EM13MAT405, EM13MAT315 e EM13MAT507.  
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CONSIDERAÇÕES E ALINHAMENTOS FINAIS 

Este trabalho apresentou uma investigação de diferentes tipos de problemas de 

combinatória (contagem, existência, enumeração, classificação e otimização), em nível do 

Ensino Médio, ora abordados pelas usuais técnicas de contagem ensinadas na Educação Básica, 

ora abordados por meio de processos que caracterizam um tipo de pensamento computacional, 

mostrando conexões, potencialidades e limitações das duas abordagens, inclusive para o ensino 

de combinatória na Educação Básica.   

Vimos nitidamente a dificuldade em separar o pensamento matemático do pensamento 

computacional. A definição de pensamento computacional depende de quem usa. Ou seja, um 

programador tem uma visão, alguém da área de TI terá outra visão, assim como para um aluno 

do ensino médio ou professor da educação básica. Tentamos separar os dois pensamentos ao 

longo da resolução dos problemas, mas não conseguimos deixar isso evidente onde começa um 

pensamento ou em que ponto termina o outro.  

Mas com isso, mostramos que para programar um computador é necessário entender as 

partes de um problema, inclusive para resolver problemas de combinatória, enriquecemos a 

visão de resolução de problemas de combinatória através de uma visão computacional e ver que 

existem outras maneiras de resolver um problema de combinatória fora das resoluções usuais, 

tais como através de enumeração via implementação computacional.  

Uma primeira contribuição do nosso estudo, e de certa forma, que foi sendo percebida 

na medida que investigávamos os problemas, da resolução a implementação dos algoritmos, é 

que a classificação dos problemas de combinatória deve ser considerada para ampliar a visão 

sobre diferentes problemas de combinatória, bem como, diferentes formas de resolver um 

mesmo problema. Ou seja, usamos as categorias para organizar e ressaltar características 

especiais dos problemas, sem ter a intenção de limitar possibilidades de estratégia, resolução e 

produção de significados, sendo, portanto, um convite à ampliação da visão sobre a natureza 

dos problemas de combinatória, e da dinâmica da produção de significados. E isso foi se 

confirmando ao longo da nossa investigação. 

Mas não foi só isso. Nosso estudo aponta variadas conexões entre combinatória e 

pensamento computacional, gerando formas alternativas de selecionar, categorizar, abordar, 

resolver e pensar problemas de combinatória, tanto pela sua natureza como pelas diferentes 

estratégias de solução, tais como: novas possibilidades de problemas de contagem, tais como 

os de existência e otimização, a partir do uso de processos recursivos; o uso de algoritmos, 

fluxogramas e programas criando oportunidades de novas percepções e produção de 
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significados sobre as etapas de resolução de problemas de combinatória; a ampliação das 

estratégias enumerativas devido à natureza da estrutura algorítmica e do aumento e velocidade 

do poder computacional; possibilidades de novas leituras sobre a dinâmica dos limites e das 

intersecções dos tipos de problemas de combinatória; a ampliação das estratégias enumerativas 

devido à natureza da estrutura algorítmica e do aumento e velocidade do poder computacional; 

o dinâmica do papel das ténicas  de contagem em processos computacionais, dentre outras. 

Para sintetizar os principais resultados obtidos a partir do objetivo central que traçamos, 

e evidenciarmos pontos que nos parecem ser importantes, vamos nos basear nos objetivos 

específicos apresentados na introdução. 

(i) Identificar e selecionar problemas de combinatória de contagem, existência e 

otimização que podem ser explorados via estratégias do pensamento 

computacional e pelo pensamento combinatório. 

Os 25 problemas que selecionamos, ora conversam com a sala de aula, pois estão 

presentes em livros didáticos de matemática, ENEM ou outros exames de acesso aos cursos de 

graduação de diferentes universidades. Os problemas de combinatória de existência e 

otimização ampliam o leque, mostrando processos possíveis para a Educação Básica, que já 

foram pesquisados e abordados, conforme as pesquisas de Muniz (2007) e Borges (2018), 

dentre outras. 

Nesse aspecto de ampliar possiblidades, nosso trabalho se alinha com a perspectiva de 

Dantas (2019), ao possibilitar a produção de significados além daqueles que os materiais 

didáticos habituais possibilitam.   

Visto isso, ao analisarmos os resultados e reflexões ao longo do nosso trabalho, 

percebemos que dentre os trinta e cinco problemas de combinatória, a maioria é classificada 

como contagem. Ou seja, dezessete são classificados como de contagem, nove são classificados 

como de existência e oito são classificados como de otimização. Dentre as questões de 

contagem, todas poderiam ser resolvidas, para um conjunto pequeno é claro, através da 

enumeração das possíveis configurações existentes no problema. Ou seja, a resolução de 

problemas via enumeração pode ser uma estratégia para resolver problemas de contagem, desde 

que o número de soluções não seja suficientemente grande a ponto de o poder computacional 

disponível não dar conta de exibir todas elas. 

Resolver um problema por meio de um algoritmo e implementar em uma linguagem de 

programação também foi um critério. Aqui chamamos atenção do leitor para a estrutura dos 

programas e os processos de resolução: há implementações computacionais que seguem a linha 
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da solução matemática e outros que usam outros caminhos que não estão presentes na solução 

matemática. A experimentação, muitas vezes via enumeração, e muito presente nos problemas 

de combinatória de existência, privilegiam aspectos numéricos que não costumam ser 

privilegiados em sala de aula, quer pela questão do tempo, quer pela limitação computacional. 

Testar muitas soluções geralmente não é viável nas atividades de sala de aula. 

Nesse sentido, nossa escolha de problemas, e a investigação destes mostram 

possibilidades de trazer a experimentação para o centro da atividade de produção de 

conhecimento matemático, conforme se pode ver em Muniz (2007) e Dantas (2019). 

Esse é um resultado que consideramos importante do nosso trabalho. Passemos assim, 

para os dois outros objetivos específicos. 

(ii) Resolver os problemas selecionados usando as duas estratégias, analisando-as e 

comparando-as nas perspectivas combinatorial, computacional e educacional  

(iii) Apresentar considerações didáticas, incluindo conexões entre pensamento 

computacional, combinatória e habilidades da BNCC. 

No estudo, ampliamos nossa visão de classificação combinatorial e as possibilidades de 

novos questionamentos que podemos realizar sobre o problema, ampliando a visão da natureza 

de cada problema, além da classificação usual que já realizamos.  

Nos problemas de combinatória de existência percebemos a presença de processos da 

categoria classificação, pois seguimos alguns critérios a fim de buscar a existência do que é 

perguntado, como por exemplo, quando buscamos um caminho Euleriano.  

Também percebemos a presença do processo enumerativo, pois se existe uma resposta, 

é possível listá-la. Nas questões classificadas como de otimização identificamos processos de 

enumeração (ao listarmos soluções até encontramos a solução ótima, ou criarmos uma lista de 

configurações até encontrarmos a solução) e a de existência, pois se exibimos um resultado é 

porque esse existe.  Existe também o caráter de contagem, uma vez que se queremos o máximo 

é necessário que contemos qual é o valor máximo. 

Isso se alinha com a perspectiva de Dantas, que levanta a importância de tirar do cenário 

principal os processos puramente algébricos e pôr em cena a interação numérica, a visualização 

geométrica dinâmica e a produção de automações. (Dantas, 2019) 

Observamos intersecções entre o pensamento computacional e a estratégia de solução 

matemática nas etapas de abstração, na qual a abstração matemática não é a mesma da 

computacional, mas em alguns casos possuem aspectos em comum. Destacamos a questão 3 

que foi resolvida recursivamente tanto pela solução matemática, quanto pela implementação. O 
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uso da Teoria de Grafos é um exemplo disso. Na matemática é um ente matemático para solução 

e representação de problemas, enquanto no pensamento computacional é uma estrutura 

algorítmica usada como ferramenta para a representação e resolução de problemas. Temos a 

presença dessa estrutura nas questões 4, 13, 14, 15, 16, 17, 20. 29, 30, e 31. 

Problemas resolvidos por estratégia matemática ao serem resolvidos por estratégia do 

pensamento computacional ou quando implementados demandam outros questionamentos, tais 

como: de que maneira representar uma imagem na implementação computacional ou como 

representar a localização de um ponto, como na questão do ENEM 2021 em que na 

implementação utilizamos coordenadas. 

Na primeira questão, do aperto de mão, cuja solução matemática exibiu a quantidade de 

apertos possíveis, a implementação busca resolver se dado uma quantidade n de apertos de mão 

é possível acontecer tal configuração obedecendo às regras do enunciado. 

Essa mudança entre a solução matemática a computacional evidencia que um problema 

de contagem ao ser generalizado, de acordo com as habilidades EF07MA06 e EF07MA07, pode 

se transformar num problema de existência e a busca em saber se ele tem solução ou não está 

de acordo com EF01MA20. 

Há termos em matemática que tem significado diferente de computação, como por 

exemplo a palavra variável (CIEB) ou algoritmo (DANTAS, 2019) e essa diferença pode ser 

notada na questão dois. Nela, a etapa de abstração na solução matemática nos remete a solução 

de uma equação de segundo grau, enquanto na implementação do pensamento computacional 

essa resolução da equação não se dá através do cálculo da fórmula, mas pelo uso de estruturas 

condicionais e do prévio conhecimento matemático do cálculo do discriminante e suas 

propriedades.  

A estrutura do condicional reduz o número de possibilidades a ser analisado. O processo 

de contagem em questões de enumeração ou otimização, tal como as questões 4, 13, 14, 15, 16, 

17 e 20, o condicional limita quais caminhos serão analisados e assim o programa ganha tempo 

e eficiência na resolução do problema.  

Ao criarmos uma solução com estratégias de pensamento computacional, percebemos 

que certas estruturas matemáticas ou problemas matemáticos acabam perdendo parte de caráter 

matemático na hora da implementação e ganham novas características típicas do pensamento 

computacional, tais como a estrutura de repetição. Ao pensarmos nesse tipo de solução, que 

envolve combinação ou permutação, por exemplo, pelo pensamento computacional, veremos 

que sua estrutura pode ser representada computacionalmente através de uma estrutura de 

repetição (enquanto, para) ou de recursividade.  Mas, ao resolvermos um problema de contagem 
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por recursão na implementação computacional, veremos que o tempo de execução e sua 

complexidade caem. Por exemplo, no problema de permutação caótica, no problema três a 

solução matemática podemos calcular através da fórmula de desordenamento ou por recursão e 

no problema seis e sete, cujas soluções foram implementadas recursivamente. 

O pensamento computacional é uma ferramenta para solucionar problemas matemáticos 

de otimização, que apenas pelo processo manual de exaustão nem sempre é possível exibir 

todas as configurações de solução.  Uma estratégia de solução matemática via pensamento 

computacional não necessariamente necessita de profundo conhecimento matemático, ou seja, 

ao saber resolver problemas e a lógica computacional a pessoa pode resolver usando estruturas 

computacionais ao invés de pensar em soluções matemáticas.  

Por outro lado, o conhecimento matemático pode ser muito importante na etapa de 

implementação computacional, como por exemplo nas questões 24 e 25 que ao serem 

implementadas foi necessário a noção de plano de cartesiano para saber localizar o ponto de 

partida e chegada e está noção também caracteriza uma das habilidades da BNCC (EF01MA11) 

e (EF01MA12). 

A implementação computacional pode auxiliar no melhor entendimento do conteúdo de 

combinatória através por exemplo da enumeração dos resultados tais como de caminhos, 

rotulações etc. Por exemplo, destacamos as questões 13, 14 e 15. Todo problema quando 

implementado é considerado ótimo se ele é resolvível em pouco tempo e se é eficiente, mas 

nem sempre isso acontece como no caso da sequência de Fibonacci. Se tentarmos resolver a 

sequência de maneira recursiva no computador para o valor de n muito alto veremos essa 

característica, comum de problemas NP-completos. 

Identificamos também que todo problema de contagem também pode ser visto como se 

fosse um problema de existência, na medida que cada solução só pode ser contada, se ela existe. 

Apenas uma das questões apresentou classificação enumerativa. Então nos parece que 

os problemas de combinatória tem em si mais as definições de enumeração e classificação como 

naturezas ou propriedades de problemas combinatórias do que como uma classificação. A 

classificação das questões combinatórias se perde muitas vezes dentro da própria natureza da 

questão, uma questão pode ser classificada como sendo de contagem e sempre ter o caráter 

enumerativo, por exemplo.  

Outra questão é que ao analisarmos os problemas através das habilidades da BNCC 

podemos observar que existem muito mais habilidades relacionadas a combinatória ou 

pensamento computacional no ensino fundamental do que no ensino médio: existem seis 

habilidades no Ensino Fundamental I, onze habilidades no Ensino Fundamental II e seis 
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habilidades no Ensino Médio. Isso nos evidencia que a combinatória é um objeto de 

conhecimento da área da matemática inerente da formação do discente. 

A questão 34 é de contagem, mas ela possui um potencial caráter de otimização, pois 

queremos saber a quantidade máxima de triângulos existentes dentro da malha quadriculada. 

Isso reforça a conexão entre problemas de contagem e otimização. E nos mostra que podemos 

trabalhar questões de contagem e otimização no ensino fundamental, pois estão diretamente 

conectados. 

Na resolução de problemas os alunos tendem a considerar que soluções não inteiras são 

incorretas e que todo problema tem solução quando proposto em sala de aula. A questão 2 

generalizada computacionalmente nos dá um ganho no sentido de mostrar ao aluno que em 

certas situações o valor inserido não tem solução ótima, o que reforça o ganho que o pensamento 

computacional aliado, quando possível, à implementação trazem na reflexão dessa questão e 

ajuda a quebrar essa falsa crença de que todo problema tem solução e que esta é sempre um 

número inteiro e positivo. 

Através da análise da questão 3, podemos perceber que, ainda que uma questão seja de 

contagem, ela pode ser analisada pelo professor com potencial para criar questões de existência, 

bem como utilizar estratégias de enumeração e classificação para a solução do problema. 

Dentre as possíveis representações de solução de problemas combinatórios, podemos 

usar a ideia de abstração de uma questão matemática, a representação através de um 

fluxograma, conforme presente na BNCC em EF06MA34, ou através de algoritmos, presente 

em EF06MA04.  

Na implementação vemos que é usado algumas estruturas que não estão presentes em 

nenhuma das estratégias de solução matemática. Estruturas de lógica ou vetorial. Outra 

estrutura é a de função e rotina para que o programa fique mais organizado e rotinas de repetição 

e condicionais. Isso pode ser observado no problema 4.  

Alguns problemas de contagem podem ter regras para o seu cálculo. A isto chamamos 

combinatória de classificação, como é o caso da questão 5. E ao pensarmos na implementação 

de problema de maneira abstrata e geral, nos perguntamos se é possível resolver o problema de 

acordo com as condições impostas inicialmente.  Nesta etapa da implementação problema 

ganha classificação de existência.   

A partir de um problema de combinatória, ao resolvermos via pensamento 

computacional, novas perguntas ou reflexões surgem e trazem consigo outras estratégias 

combinatoriais de resolução de problemas.  
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 Problemas matemáticos que são necessários serem divididos em casos para o cálculo, 

na implementação computacional podem ser simulados através de uma estrutura lógica, tal 

como é resolvida no problema 10.  

Problemas combinatoriais de classificação podem ser resolvidos através do método da 

exaustão, ou também conhecido como enumeração de todos os casos, como a questão 12 e dado 

um problema de contagem ele está diretamente conectado a ideia de existência. Isso porque se 

pensarmos em generalizar a questão e implementá-la veremos que podemos analise se existe 

ou não solução para o problema dado o resultado total da contagem, tal como no P12 ou P1.  

Soluções para problemas combinatoriais usando estratégias matemáticas ou 

computacionais podem usar tabelas ou matrizes como auxiliar na busca da solução ótima. O 

uso de tabelas e matrizes são objeto comum entre soluções matemáticas ou computacionais, 

como podemos observar nas questões 4, 13, 14, 15 e 23. E o uso de tabelas está de acordo com 

a habilidade EF06MA33 presente na BNCC. 

A questão 6 quando foi solucionada via estratégia matemática foi dividida em casos. 

Essa divisão da solução combinatória em etapas caracteriza a definição de questões de 

classificação. Mas essas quando foram implementadas computacionalmente, ganharam a 

característica de contagem, pois utilizamos o padrão recursivo encontrado em cada uma delas 

para usar no cálculo algorítmico. Observamos que questões de classificação ao serem analisadas 

via pensamento computacional podem ganhar propriedades de contagem. 

Finalmente, a noção de existência combinatorial está diretamente ligada a problemas de 

contagem e otimização, pois quando estas duas possuem solução, isso significa que tal solução 

pode ser exibida e isso garante a sua existência. Isto aliado com a habilidade EF01MA20 

reafirmam a possibilidade de trabalharmos questões de contagem, otimização e enumeração no 

ensino fundamental, uma vez que elas estão conectadas entre si. 

A seguir apresentamos um esquema traduzido de Kotsopoulos et al (2019) sobre as 

áreas em comum do pensamento combinatório e computacional.  
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Figura 128 – Relações entre pensamento matemático e computacional: uma reflexão  

 

Fonte: traduzido de Kotsopoulos et al (2019) 

 

Mesmo considerando todas as conexões, ideias e visões sobre a relação dentre 

combinatória e pensamento computacional, por meio da resolução de problemas, nossas 

reflexões e aprendizados ao longo da investigação apresentada nos trouxeram mais indagações 

do que respostas, gerando uma cadeia de oportunidades para trabalhos futuros, os quais podem 

partir de algumas perguntas, que deixamos para o leitor. 

Até onde vai o pensamento combinatório e inicia o computacional e vice-versa? O 

pensamento computacional seria uma ferramenta para o pensamento combinatório na busca de 

solução de problemas? Como separar ambas as áreas de maneira disjunta? Contagem realmente 

é um pensamento combinatório apenas? Ao coletarmos dados por exemplo a quantidade de 

pessoas com menos de 30 anos numa cidade, utilizamos nessa etapa o processo de contagem, 

que até então foi considerado pensamento combinatório. Nesse caso então a contagem seria 

uma ferramenta para o pensamento computacional encontrar os resultados desejados? Ao 

criarmos uma modelagem matemática para entendermos processos naturais tais como o 

funcionamento de uma célula endócrina (Borges et al 2020), utilizamos da simulação para 

encontrarmos o intervalo numérico ideal em que temos o comportamento esperado.   

Nessa etapa podemos ter a simulação como ferramenta do pensamento computacional 

para resolver essa modelagem? Analogamente nessa modelagem temos implementada na 

linguagem de computação equações de sistemas matemáticos oriundos do cálculo. Então o 

cálculo seria uma ferramenta do pensamento combinatório para resolver esse problema? Então 
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os dois pensamentos podem ser vistos como ferramentas para a solução de problemas em 

comum às duas áreas?  

Será que quanto temos uma questão que envolve pensamento computacional esta pode 

ser vista como tendo recursos do pensamento combinatórios e computacional concomitantes 

considerados como ferramenta para solução de problemas? Qual é a diferença entre pensamento 

combinatório, pensamento computacional, pensamento combinatório como ferramenta para 

solução de problemas, ou pensamento computacional como ferramenta para a solução de 

problemas? Quando e como definir qual pensamento sobrepõe o outro na busca de solução para 

problemas do nosso cotidiano? Como podemos classificar os problemas como sendo de 

matemática ou computacional? O pensamento computacional pode sobrepor o matemático? A 

solução de problemas de combinatória pode ser sempre resolvida via pensamento 

computacional? Sendo assim, vale a pena descartar a solução matemática diante de problemas 

potencialmente programáveis?  

Quais são as vantagens e desvantagens de solucionarmos problemas utilizando o 

pensamento combinatório ou o computacional? O que cada um desses pensamentos possui que 

o outro não tem?  

Essas e outras questões ficam em aberto para refletirmos e em futuros trabalhos 

buscarmos trazer uma análise desses questionamentos e outros que porventura apareçam. 

Esperamos que esse trabalho contribua para que professores e alunos produzam novos 

significados, aprendam e ampliem a capacidade de resolver problemas, e que isso se transforme 

em ações mais eficientes, de alguma forma, para uma sociedade mais justa, menos desigual, 

onde a complexidade dos problemas não seja tratada de forma simplória e mesquinha, e sim 

com o cuidado e estratégias compatíveis com uma visão de sociedade mais altruísta, eficiente 

para todos e com soluções mais humanas. 
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APÊNDICE A – LINKS PARA AS IMPLEMENTAÇÕES DAS QUESTÕES 
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APÊNDICE B – HABILIDADES DA BNCC – CONEXÕES ENTRE COMBINATÓRIA 

E PENSAMENTO COMPUTACIONAL 

 

 (EF01MA02) Contar de maneira exata ou aproximada, utilizando diferentes estratégias 

como o pareamento e outros agrupamentos. 

 (EF01MA11) Descrever a localização de pessoas e de objetos no espaço em relação à 

sua própria posição, utilizando termos como à direita, à esquerda, em frente, atrás. 

 (EF01MA12) Descrever a localização de pessoas e de objetos no espaço segundo um 

dado ponto de referência, compreendendo que, para a utilização de termos que se referem à posição, 

como direita, esquerda, em cima, em baixo, é necessário explicitar-se o referencial. 

 (EF01MA20) Classificar eventos envolvendo o acaso, tais como “acontecerá com 

certeza”, “talvez aconteça” e “é impossível acontecer”, em situações do cotidiano. 

 (EF04MA06) Resolver e elaborar problemas envolvendo diferentes significados da 

multiplicação (adição de parcelas iguais, organização retangular e proporcionalidade), utilizando 

estratégias diversas, como cálculo por estimativa, cálculo mental e algoritmos. 

 (EF04MA28) Realizar pesquisa envolvendo variáveis categóricas e numéricas e 

organizar dados coletados por meio de tabelas e gráficos de colunas simples ou agrupadas, com e sem 

uso de tecnologias digitais. 

 (EF05MA09) Resolver e elaborar problemas simples de contagem envolvendo o 

princípio multiplicativo, como a determinação do número de agrupamentos possíveis ao se combinar 

cada elemento de uma coleção com todos os elementos de outra coleção, por meio de diagramas de 

árvore ou por tabela 

 (EF05MA25) Realizar pesquisa envolvendo variáveis categóricas e numéricas, 

organizar dados coletados por meio de tabelas, gráficos de colunas, pictóricos e de linhas, com e sem 

uso de tecnologias digitais, e apresentar texto escrito sobre a finalidade da pesquisa e a síntese dos 

resultados 

 (EF06MA03) Resolver e elaborar problemas que envolvam cálculos (mentais ou 

escritos, exatos ou aproximados) com números naturais, por meio de estratégias variadas, com 

compreensão dos processos neles envolvidos com e sem uso de calculadora 

 (EF06MA04) Construir algoritmo em linguagem natural e representá-lo por fluxograma 

que indique a resolução de um problema simples (por exemplo, se um número natural qualquer é par). 

 (EF06MA23) Construir algoritmo para resolver situações passo a passo (como na 

construção de dobraduras ou na indicação de deslocamento de um objeto no plano segundo pontos de 

referência e distâncias fornecidas etc.). 

 (EF06MA34) Interpretar e desenvolver fluxogramas simples, identificando as relações 

entre os objetos representados (por exemplo, posição de cidades considerando as estradas que as unem, 

hierarquia dos funcionários de uma empresa etc.). 

 (EF06MA33) Planejar e coletar dados de pesquisa referente a práticas sociais escolhidas 

pelos alunos e fazer uso de planilhas eletrônicas para registro, representação e interpretação das 

informações, em tabelas, vários tipos de gráficos e texto. 

 (EF07MA05) Resolver um mesmo problema utilizando diferentes algoritmos. 

 (EF07MA06) Reconhecer que as resoluções de um grupo de problemas que têm a 

mesma estrutura, podem ser obtidas utilizando os mesmos procedimentos.  

 (EF07MA07) Representar por meio de um fluxograma os passos utilizados para resolver 

um grupo de problemas. 

 (EF08MA11) Identificar a regularidade de uma sequência numérica recursiva e 

construir um algoritmo por meio de um fluxograma que permita indicar os números seguintes. 

 (EM13MAT106) Identificar situações da vida cotidiana nas quais seja necessário fazer 

escolhas levando-se em conta os riscos probabilísticos (usar este ou aquele método contraceptivo, optar 

por um tratamento médico em detrimento de outro etc.) 

 (EM13MAT310) Resolver e elaborar problemas de contagem envolvendo 

agrupamentos ordenáveis ou não de elementos, por meio dos princípios multiplicativo e aditivo, 
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recorrendo a estratégias diversas, como o diagrama de árvore. 

 (EM13MAT315) Investigar e registrar, por meio de um fluxograma, quando possível, 

um algoritmo que resolve um problema. 

 (EM13MAT507) Identificar e associar progressões aritméticas (PA) a funções afins de 

domínios discretos, para análise de propriedades, dedução de algumas fórmulas e resolução de 

problemas. 

  (EM13MAT508) Identificar e associar progressões geométricas (PG) a funções 

exponenciais de domínios discretos, para análise de propriedades, dedução de algumas fórmulas e 

resolução de problemas. 

 (EM13MAT405) Utilizar conceitos iniciais de uma linguagem de programação na 

implementação de algoritmos escritos em linguagem corrente e/ou matemática.  

  



260 
 

 

APÊNDICE C – HABILIDADES DA BNCC – CONEXÕES ENTRE MATEMÁTICA E 

PENSAMENTO COMPUTACIONAL 

 (EF07MA26) Descrever, por escrito e por meio de um fluxograma, um algoritmo para 

a construção de um triângulo qualquer, conhecidas as medidas dos três lados e  

 (EF07MA28) Descrever, por escrito e por meio de um fluxograma, um algoritmo para 

a construção de um polígono regular (como quadrado e triângulo equilátero), conhecida a medida de seu 

lado e  

 (EF08MA16) Descrever, por escrito e por meio de um fluxograma, um algoritmo para 

a construção de um hexágono regular de qualquer área, a partir da medida do ângulo central e da 

utilização de esquadros e compasso.  

 (EF09MA15) Descrever, por escrito e por meio de um fluxograma, um algoritmo para 

a construção de um polígono regular cuja medida do lado é conhecida, utilizando régua e compasso, 

como também softwares. 

 (EM13MAT403) Analisar e estabelecer relações, com ou sem apoio de tecnologias 

digitais, entre as representações de funções exponencial e logarítmica expressas em tabelas e em plano 

cartesiano, para identificar as características fundamentais (domínio, imagem, crescimento) de cada 

função. 

 

 

 


