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RESUMO

A resolucédo de problemas matematicos tem sido amplamente estudada e discutida na
comunidade de Educacdo Matematica. Objetivando averiguar em que termos o ensino
da Analise Combinatéria maximiza a compreensdo do aluno sobre contagem. A
aplicacédo das atividades devido a pandemia COVID-19, foi realizada na forma de ensino
hibrido (remotae presencialmente), com o auxilio de uma sala de aula virtual,
formularios online e video chamadas em uma plataforma gratuita, em uma turma do
segundo ano do Ensino Médio, situada na cidade de Capanema no nordeste paraense.
No decorrer da aplicacao foi notado o interesse, participacédo e motivacao dos alunos.
Como resultado foi percebido na analise das respostas propostas, o indicativo de
aprendizagem significativa sobre o tema abordado, o que nos mostra que ndo ha
necessidade de trabalhar atividade com férmulas, isso para facilita o processo de

ensino aprendizagem trazendo 6timos resultados.

Palavras-chave: Matematica; Contagem; Ensino; Analise Combinatéria.



ABSTRACT

The resolution of mathematical problems has been widely studied and discussed in the
Mathematics Education community. Aiming to find out in what terms the teaching of
Combinatorial Analysis maximizes the student's understanding of counting. The
application of activities due to the COVID-19 pandemic was carried out in the form of
hybrid teaching (remotely and in person), with the help of a virtual classroom, online
forms and video calls on a free platform, in a second year class. of High School, located
in the city of Capanema in the northeast of Para.In the observations made during the
application, the interest, participation, and motivation of the students were noticed. As
a result, it was noticed in the analysis of the proposed answers, the indicative of
significant learning on the topic addressed, which shows us that there is no need to
work with formulas, this to facilitate the teaching-learning process bringing great
results.

Key words: Math; Score; Teaching; Combinatorial Analysis.
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1 INTRODUCAO

A Matematica como ciéncia do raciocinio surgiu a partir dos problemas
encontrados pela humanidade, sendo uma das areas base do conhecimento e de
grande importancia em nosso cotidiano (RODA, 2018). Para Souza (2005), a esséncia
da Matematica é a resolucdo de problemas. Por este motivo é fundamental que o
professor seja criativo e faca seus alunos participarem de tarefas em que a resolucéo
de problemas seja uma metodologia para a autonomia e para a criatividade de
resolugdes de tarefas pelos alunos, tornando-se eficaz justamente por desenvolver o
raciocinio pratico e motivar os discentes para o estudo da Matemaética.

Dentre os temas de ensino da matematica temos a Analise Combinatoria, que
segundo Roda (2018, p. 13),

Andlise Combinatoria ndo se torna uma matéria que apresenta apenas
férmulas complicadas para os alunos terem que decorar, mas uma
matéria em que o aluno terd que analisar cada situagdo,cada
exercicio, tornando-se a matéria mais atrativa.

Deste modo, a Analise Combinatéria pode ser apresentada em problemas que
possam envolver os alunos (RODA, 2018, p.13) tais como exercicios de contagem
gue estdo totalmente ligados ao dia a dia do aluno, porém, o que se tem visto no
Ensino Médio nem sempre atende ao que é proposto. Roda (2018), ja citado,
corrobora com Lima (2006), ao afirmar que um dos aspectos que pode contribuir para
0 sucesso dos estudantes do Ensino Médio, quando se refere a aprendizagem da
Andlise Combinatoria, € evitar 0 uso abusivo ou excesso de casos particulares, que
obscurece as ideias gerais e torna o entendimento do assunto mais complicado. No
entanto, as tarefas a respeito deste tema pouco atendem as ideias expostas, bem
como, ainda permanencem distantes das orientagcdes da Base Nacional Comum
Curricular (BNCC) (BRASIL, 2017).

Esse trabaho fundamenta-se e justificativa-se em uma abordagem no ensino
da Analise Combinatdria sem o uso de formulas como fator preponderante da didatica.
Por este motivo, a proposta € usar o Principio Fundamental da Contagem - PFC, como
uma ferramenta principal nas aulas de Matematica, pois consideramos importante
desenvolver e realizar um estudo para investigar questdes relacionadas as estratégias
de resolucdes envolvendo Analise Combinatoria.

Vasquez e Noguti (2004, p. 6), postulam que “o principio fundamental da
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contagem é um conteddo interessante e que pode ser entendido por meio de
raciocinios, primeiramente simples para depois comecar a se explorar problemas mais
complexos”. Ressaltamos que, nesta investigacdo a maneira de resolver as situacoes
problemas de Analise de Combinatoria é um pouco diferente das orientacdes
apresentadas em alguns livros didaticos, pois estes, em grande parte utilizam as
férmulas de Anéalise de Combinatoria para a resolucdo de problemas, e essa didatica
pode tornar mecanico todo o processo pedagogico, limitando-se a utilizacéo,

memorizacao de formulas e algoritmos. Pois,

[...] a sala de aula se torna ambiente agradavel quando se apresenta
praticas motivadoras e criativas com perfeita sintonia com o mundo
moderno, recheado de individuos de raciocinio légico apurado,
intuitivos e de pensamento matematico aumentado (PONTES, 2019,

p.3).

Nesta direcdo, o sucesso de uma aula de Matematica necessita esta balizada
em tarefas validas e que possam envolver os alunos em um ambiente de
aprendizagem estimulante proporcionando discussoes e reflexdes entre os alunos e
professores. Contudo, em diversas escolas brasileiras ainda identificamos o ensino de
Andlise Combinatéria com resolucdo de questdes, que ndo favorece aprendizagem,
para a resolucédo de problemas. E possivel indicarmos que mesmo com o avango da
literatura na Educacao Matemética as escolas ainda permanecem num ritual em que a

postura é pouco critica. Corroboramos com Polya, ao afirmar que:

[...] a matematica ndo é um esporte para espectadores: ndo pode ser
apreciada e aprendida sem participagdo ativa, de modo que o principio
da aprendizagem ativa é particularmente importante para nos,
matematicos professores, tanto mais se tivermos como objetivo
principal, ou como um dos objetivos mais importantes, ensinar as
criancas a pensar. (POLYA,1985, p.13).

Desta forma, a Analise Combinatéria ndo pode se tornar um conteudo
matematico que apresente apenas formulas complicadas em que os alunos devam
decorar, mas um conteudo em que o docente favore¢a ao aluno a compreensao das
tarefas, por meio de situa¢des do cotidiano, utilizando o raciocinio, sem se preocupar
excessivamente com formulas. Neste estudo, teremos como referéncia o Principio
Multiplicativo como Principio Fundamental da Contagem (PFC).

A resolugdo de problemas mateméticos tem sido amplamente estudada e
discutida na comunidade de Educagdo Matematica. Para Souza (2005, p. 01) “A

Resolucdo de Problemas é um meétodo eficaz para desenvolver o raciocinio e para
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motivar os alunos para o estudo da Matematica®. O processo de ensino e
aprendizagem pode ser desenvolvido por meio de problemas desafiadores,
interessantes que possam ser explorados e ndo apenas resolvidos.

Nesse seguimento, realizamos uma investigacao voltada para a compreensao
dos processos de aprendizagem dos alunos quanto as resolu¢gdes de problemas em
Andlise Combinatoria, presentes em situacdes matematicas formais como as que se
apresentam em materiais didaticos tradicionais, quanto situacdes do cotidiano,
contudo, sem o uso de formula. Diante disto, apresento a seguinte questdo
norteadora: De que maneira as tarefas que envolvem Contagem podem potencializar
a aprendizagem de Andlise Combinat6ria no 2° ano do Ensino Médio?

Para responder a essa inquietacao apresentamos 0s seguintes objetivos:

Objetivo Geral

Averiguar em que termos tarefas usando o principio da contagem maximinizam

a aprendizagem da Analise Combinatoria de alunos do Ensino Médio.

Objetivos Especificos
v" Planejar um conjunto de tarefas matematicas sobre andlise combinatoria;

v' ldentificar elementos que evidenciam a aprendizagem conceitual da analise

combinatéria como elemento fortalecedor do processo de contagem;

v  Analisar as estratégias que os alunos expressam na Resolucdo dos
Problemas envolvendo Analise Combinatéria por meio do Principio Multiplicativo.

E relevante investir em pesquisas cujo tema envolve a Analise Combinatéria,
porém ndo somente voltadas ao processo de compreensao do Principio Fundamental
de Contagem (PFC), mas favorecendo o desenvolvimento do raciocinio logico e
combinatério do aluno, tendo em vistas tarefas padronizadas e tarefas envolvendo o
cotidiano.

Este texto apresenta cinco secdes, a primeira, ja exposta acima, a segunda
sec¢ao que revisao teorica do estudo, a terceira se¢do que corresponde aos percursos
metodoldgicos, e a quarta secdo em que apresentaremos 0s resultados e discussao,
e por fim, na quinta secdo, com as consideracdes finais. Desta apresentacao inicial,
prosseguimos para secao da Revisdo Tedrica, tendo como base 0s autores que

contemplam temas de analise combinatoria.
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2. REVISAO TEORICA

Nessa secao encontra-se a base teorica, introduzindo a Anélise Combinatéria
conforme os principios da Base Comum Nacional Curricular (BNCC), na sequéncia
explicaremos sobre: Analise combinatéria, A Analise Combinatéria segundo Base
Comum Nacional Curricular (BNCC), Principio Fundamental da Contagem, Arranjo,
Arranjo com repeticdo, Combinacdo Simples, a resolucdo de problemas, estratégia
didatica e cognitiva, e o Principio Fundamental da Contagem (PFC).

Os conhecimentos matematicos sao ferramentas essenciais em muitas
situagBes do cotidiano, em diversas atividades profissionais e em diferentes areas do
conhecimento como engenharia, salde, economia, entre outras. Além disso, esti
disciplina desempenha um papel importante naformacéao do individuo, ja que auxilia
no desenvolvimento de competéncias, na organizacédo do pensamento e do raciocinio
dedutivo.

A ideia principal da resolucdo de problemas é habituar o aluno a analisar
cuidadosamente cada problema. Portanto, para resolver problemas de contagem o
aluno precisard de um senso critico na andlise do problema, ter calma ao resolver,
nao ser precipitado em suas decisfes. Para tanto, o professor necessita tornar seus

alunos sujeitos ativos e participantes no processo de ensino e aprendizagem.

2.1 A Anélise Combinato6ria

De acordo com Morgado et al (1991), a Analise Combinatoria, tem se mostrado
um tema bastante relevante na grade curricular do Ensino Médio, e se configura como
um assunto de grandes dificuldades para os discentes. A forma como a Analise
Combinatéria estd sendo abordada na maioria dos estabelecimentos de ensino,
promovendo, muitas duvidas aos alunos, e como consequéncia, esse contetudo acaba
nao se encaixando devidamente nas propostas curriculares.

Desde o Ensino Fundamental, alguns alunos apresentam dificuldades em
resolver situacdes problemas com probabilidade e contagem, e ao ser deparar com
esse conteudo no Ensino Médio em que se exige maior habilidade intuitiva, este
contetido passa a ser visto como aquele com habilidades de dificil dominio. E expresso
gue hé falhas nos processos de ensino e aprendizagem desde do fundamental e que

se tornam mais criticos no Ensino Médio.
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Dessa forma, o professor percebe as grandes dificuldades em ensinar novos
conteudos e tentar amenizar as falhas educacionais oriundas do ensino fundamental.
Ressaltamos principalmente o ensino de Analise Combinatoria, pois justamente este
requer pre requisito e uma légica mais desenvolvida do alunado.

Por esse motivo, dentre os contetdos que séo trabalhados no Ensino Médio, a
Andlise Combinatoria foi escolhida como objeto de pesquisa deste trabalho, devidoa
sua possivel elevacdo de complexidade e importancia para resolucdo de problemasde
contagem. Dentro do principio da contagem, o aluno pode resolver problemas que
afetam seu cotidiano, mostrando assim para os discentes as finalidades praticas da
matematica, ndo a deixando em um campo de ensino meramente abstrato.Deste
modo problematizar o ensino deste conteludo e buscar subsidio que possam contribuir
no processo de ensino e aprendizagem deste objeto mateméatico é uma necessidade
para as escolas brasileiras. A Andlise Combinatoria foi escolhida como objeto de
pesquisa deste trabalho, devido a sua importancia para resolucao de problemas de
contagem.

A Anadlise Combinatoria, segundo Morgado et al (1991) é um objeto da
mateméatica que tem o intuito de analisar as estruturas e afinidades circunspectas, 0s
autores descrevem dois tipos de problemas que incidemcom mais constancias, que
sdo: no primeiro momento a de demonstrar a existéncia de subconjuntos de elementos
de um contiguo finito dado e que contentam adequadas espécies; e no segundo
momento € o0 de contar ou agrupar os subconjuntos de um conjunto finito e que
agradam espécies oferecidas.

A partir disto, vale ressaltar que tarefas com contagem devem possibilitar
aprendizagem nas mais diversas situacbes do cotidiano. Entretanto, a Analise
Combinatéria visa desenvolver meios que permitam contar o numero de elementos de
um conjunto, sendo estes elementos agrupamentos formados sob certas condi¢des.
A primeira vista pode parecer facil se o nimero de elementos que queremos contar
for pequeno. Entretanto, se o0 numero de elementos a serem contados for grande, esse
trabalho torna-se quase impossivel sem o uso de métodos especiais (HAZZAN, 1993).

Na figura a seguir ilustramos uma das férmulas da andlise combinatoria,
relacionada a contagem de arranjos, em gque a ordem ou natureza dos elementos

influencia no processo de contagem.
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Figura 1 - Andlise Combinatdria: férmula recorrente ao arranjo A10,2.

Fonte: Fonte: Autor, dados da pesquisa, 2022

Aquino (2013) afirma que os professores tém dificuldades em resolver
problemas de analise combinatoria, tais como: falta de um programa sistematico que
Ihes permita enumerar todas as possibilidades, solugdes numéricas sem motivo, nao
utilizac&o da arvore de possibilidades, onde ou a sua estrutura € insuficiente, e é dificil
identificar quando a ordem é importante; e todos esses fatores dificultam o ensino
desses conteudos pelos professores, principalmente no ensino fundamental.

A autora explica que estes fatores provocam inseguranca, devido a falta de
conhecimentos basicos sobre 0 assunto e assim, apresentam dificuldade em resolver
problemas. Como disse a autora, um dos pontos mais preocupantes € o despreparo
dos professores de matematica no ensino de seus conteudos, principalmente da
analise combinatoria.

Embora o processo de contagem exista em nosso cotidiano, quando
enumeramos e contamos objetos, seja pelo principio de adicdo ou multiplicagcdo, na
maioria dos casos, na Educacdo Basica, a analise combinatoria s6 € utilizada no
Ensino Médio. Quando esse método € realizado no Ensino Fundamental, percebe-se
gue sua utilizacdo nao é realizado de forma significativa porque o principal subsidio
para os professores aindasao os livros didaticos (AQUINO, 2013).

Segundo Aquino (2013) a analise combinatéria e a pesquisa do Ensino
Fundamental ao Superior sdo essenciais para a formacao de individuos conscientes
e criticos, pois existem em situacdes cotidianas simples. Neste caso, as habilidades
incluem observacdao, investigacao de hipéteses, sistematizacdo, generalizacdo e a
sintese do processo.

A intenséo desta investigacao esta na formacao discente para além da simples
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abordagem das duas ultimas etapas do ciclo citado acima, em que ocorre o fato de

O aluno mecanizado a apenas aprender analise combinatéria por
formula - aplicacdo tem dificuldade de resolver com mais certeza
problemas de contagem ou resolvem sem entender 0s processos que
estdo sendo trabalhos no problema, contudo, as aplicacbes do
Principio Fundamental da Contagem aqui propostas poderdo ajudar
para que o aluno perceba a l6gicamatematica que ha por tras de todo
processo da resolucdo de problema de andlise combinatéria.
(CONCEICAO, 2019, p.32).

A busca por uma interpretacdo para as capacidades estudantis a serem
desenvolvidas no cerne das trés primeiras etapas, estas se compdem/reproduzem o
processo histérico desenvolvido na matematica aqui em especifico, Analise

Combinatoéria.

2.2. A Analise Combinatéria segundo a Base Comum Nacional Curricular
(BNCC)

A Andlise Combinatéria é enfatizada em alguns documentos oficiais e deve ser
abordada pelos docentes desde o Ensino Fundamental (BNCC, 2017), e ser ensinada
de forma interativa entre professores e alunos, destacando ideias comuns, novas
formas de pensar e interagir com as informacdes propostas.

No que tange as inclinacdes para ensinar a Matematica no Ensino Médio, é
conveniente que a Analise Combinatéria seja fundamental para o desenvolvimento do
raciocinio logico dos alunos, pois Roda (2018, p.23) afirma que esse mesmo raciocinio
colabora para a operacao e resolucéo de problemas do cotidiano.

Essa parte do conteudo foi incluida recentemente no curriculo brasileiro e deve
ser estudada em todos os niveis da Educacéo Basica, desde o Ensino Fundamental
até o Ensino Médio, para complementar e aprofundar os conceitos matematicos
envolvidos.

Roda (2018, p. 23) afirma ainda que ensinar Analise Combinatéria em salasde
aula do Ensino Fundamental e Médio tem sido um problema dificil de resolver para
muitos professores de Matematica. Buscar subsidios que possam contribuir no
processo de ensino e aprendizagem deste conteldo, presente na matriz curricular de
varias escolas de Ensino Médio e até mesmo em algumas escolas do Ensino
Fundamental, € uma necessidade que se verifica ndo apenas no Brasil, mas em
diversos paises (AQUINO, 2013).

Enfatizamos que, de acordo com a competéncia especifica 3, prescrita na BNCC,



18

guanto a AnaliseCombinatéria ser anunciada na habilidade EM13MAT310, informa,

Resolver e elaborar problemas de contagem envolvendo diferentes
tipos de agrupamento de elementos, por meio dos principios
multiplicativo e aditivo, recorrendo a estratégias diversas como o
diagrama de arvore (BRASIL, 2018, p.529).

Ressaltamos que, o Principio Multiplicativo, também denominado como
Principio Fundamental da Contagem (PFC), nos fornece o instrumento basico para a
Analise Combinatoria; entretanto, sua aplicacdo direta na resolucdo de problemas
pode as vezes tornar-se mais trabalhosa (HAZZAN, 1993).

Tomando por base tal argumento, aprofundaremos nossos estudos sobre a
abordagem do Principio Fundamental da Contagem (PFC) como processo

pedagdgico.

2.3 Principio Fundamental da Contagem

O Principio Fundamental da Contagem (PFC) diz que se ha x modos de tomar
uma decisdo D1 e, tomada a decisdo D1, ha y modos de tomar a decisdo D2, entdo o
namero de modos de tomar sucessivamente as decisfes D1 e D2 é xy. (LIMA et al,
1998, p. 85).

Para compreendermos melhor o Principio Fundamental da Contagem, a seguir
apresentaremos a seguinte situacdo como exemplo: Pedro tem 4 (quatro) camisas, e
3 (trés) calcas, 2 (dois) pares de meio e 2 (dois) sapatos. De quantas maneiras

distintas Pedro pode se vestir?

Resolucdo:
: sapato. 1 sapato. 1
meia. 1 meia. 1
sapato.2 sapato.2
calca. 13 calca .14
sapato.l sapato. 1
meia. 2 meia. 2
sapato.2 sapato.2
< sapato. 1 sapato. 1
meia. 1 meia. 1
sapato.2 sapato.2
camisa. 1 caloa. 25 camisa. 2ycalca. 21
. sapato. 1 sapato.
meia. 2 meia. 2
sapato.2 sapato.2
S sapato. 1 sapato. 1
meia. 1 meia. 1
sapato. 2 sapato. 2
calca. 39 calea . 33
sapato. 1 Sapam.l
meia. 2
sapato. 2 sapazo.2

Fonte: Alves, 2015.




Resolucéo:

sapaio. 1 . sapaia. 1
meia. 1 mezic. 1

sapaia. 2 sapaio. 2

calca. 15 calca.l

sapaia. 1 . sapaia.l
meia. 2 meia. 2

sapatio.2 sapaia. 2

sapaio. 1 sapaio. 1
mezic. 1 meia. 1

sapata. 2 sapaio.2

camisa. 33 caloa. 24

calca. 33

sapaia. 1
meia. 2
sapaia. 2

sapaia. 1
mezic. 1
sapaio. 2

camisa. 4y caloa. 23

calca. 39

sapaia. 1
meia. 2
sapaio. 2

sapata.l
meeia. 1
sapaio. 2
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{ sapaio. 1
mgia. 2

sapaia. 1
meia. 2
sapaio. 2

sapaio. 2

Fonte: Alves, 2015.

Em cada esquema se apresenta todas as possiveis combinacbes
correspondente aos objetos do vestuario de Pedro. Uma forma mais simplificada e
eficiente de resolver essa situagdo consiste em determinar a multiplicagdo no que

tange a quantidade de elementos de cada conjunto.

Resolugdo: 4 x 3 x 2 x 2 =48 combinacgdes.

Conforme o Principio Basico da Contagem (PBC), se um evento consiste em

duas ou mais etapas consecutivas, o nimero de combinacdes sera determinado pelo

produto das possibilidades de cada conjunto. Ou seja: sendo um certo evento n em

que cada etapa do seu processo de contagem apresenta pl, p2, p3, ..., pn
possibilidades em cada etapa, logo o resultado final desse processo de contagem sera
dado por: PL . P2 - P3eeeeeeiiiiiiee pn.

Exemplos:

Trés skatistas participam de um evento de Skate. Quantos maneiras existem
para o 1°, 2 °e o 3° lugares.

Resolucéao:

Cada forma consta como uma “tripla ordenada” exemplo: (A, B, C) de forma
gue A representa o Skatistas que chegou em 1° lugar, B o0 que chegou em 2° lugar, e
o C o que chegou em ultimo lugar.

A, B e C competem ao conjunto dos Skatistas e A # B, A# C e B # C. Pode-se
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obter os conjuntos possiveis, usando o diagrama de arvores de possibilidades.

Sequéncias possiveis:

@ )
\

(A, B,C)
(A) e

=t ‘ F / ? (AI CI B)
] k) L) (B, A, C)

. (3) O—@
= E > (BI CI A)
s A B > (G, A B)

(e) i N
( B ) 5 A ) (C, B, A)

Fonte: Info escola (havegando em aprendizado).

Por meio do Principio Fundamental da Contagem (PFC), o resultado
corresponde é: 3x2x 1=6.

Segundo Lima (2015) ressalta que o trabalho com combinatoria aplicado em
sala de aula, pode ser eficiente a partir do uso do principio fundamental da contagem
na resolucao dos diversos tipos de problemas combinatorios.

Esse principio caracteriza-se no ensino da matematica por priorizar objetivos
gue se restringem ao treino/desenvolvimento de habilidades estritamente técnicas. O
aluno deve realizar uma série de exercicios do tipo: “resolva os exercicios abaixo,
seguindo o seguinte modelo”.

Lima (2015, p.23) ainda enfatiza que:

Nao podemos usar a matematica pela matematica, suas férmulas,
seus aspectos estruturais, suas definicées (iniciando geralmente por
elas), em detrimento da esséncia e do significado na construcdo de
seus conceitos. Osprofessores preocupam-se exageradamente com a
linguagem matematica, com o0 uso correto dos simbolos, com a
precisédo, com o rigor, sem dar atengdo aos processos que O0s
produzem; porque enfatiza o l6gico sobre o psicoldgico, o formal sobre
0 social, o sistematico-estruturado sobre o histérico; porque trata a
matematica como se ela fosse neutra e nao tivesse relagcdo com
interesses sociais e politicos (LIMA, 2015, p. 23).

Nesse pressuposto, ao usar o mecanismo do principio fundamental da
contagem (PFC), sem recorrer ao uso extensivel de formulas faremos com que os

alunos interajam e sobretudo se interessem pelos contetdos estudados, desse modo,



21

ao tentar utilizar esse mecanismo na disciplina de matematica com os alunos, faremos
com que os alunos tenham melhores resultados, sem precisar utilizar inGmeras
férmulas no estudo da contagem.

O professor passa aos alunos o que deve ser feito, tomando como base
exemplos repetitivos, levando o aluno a realizar atividade de maneira mecanica,
repetindo diversas vezes a mesma coisa, dessa maneira, o ensino tradicional da
matematica € possivel observar que € uma forma de ensino onde somente o professor
transmite conhecimento e os alunos apenas recebem de maneira mecanizada esse
conhecimento (FREIRE, 1987).

Um dos aspectos que pode contribuir para o sucesso dos estudantes do Ensino
Médio, quando se refere a aprendizagem da Analise Combinatéria, é evitar 0 uso
abusivo ou excesso de casos particulares, que obscurece as ideias gerais e torna o
entendimento do assunto mais complicado (LIMA,1998).

De fato, quando temos um problema que o aluno precisa somente de formulas
para resolvé-lo, esse tipo de problema € o que os alunos menos gostam pelo motivo
de ter que “decorar” tais formulas.

Com base nessa andlise os docentes de Matematica sdo 0s principais
mediadores de ensino e aprendizagem para os alunos, compreendendo sempre que
0os alunos sao estimulados para manter e adotarem uma postura reflexiva e
mentalmente critica quando se trata de resolucéo de problemas em contagem, nao
devendo agir de forma mecéanica tentando memorizar féormulas. Pois segundo Roda
(2018) se os alunos gravarem as formulas agirdo como um robd e ndoaprendendo o
gue o professor esta ensinando ou tentando ensinar dentro da vivénciaparticular de

cada um.

2.4 Fatorial

Nesse momento sera, explicacdo as féormulas que sédo usadas nas aulas de
matematica, no assunto fatorial, e na secdo 4.1 sera explicado o contelldo sem 0 uso
de formulas. Dito isso, a fim de simplificar as formulas do numero de arranjos e do
ndamero de permutacao, a seguir sera definido o simbolo fatorial. Seja m um ndmero
interio ndo negativo (m € IN). Definimos fatorial de m (e indicamos por m!) por meio
da relagao:

Ml=m.(m-1).(m-2)...3.2.1param =2
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1'=1

or=1

As definicbes 1! E 0! Serao justificadas posteriomente.
Exemplo:

31=3.21=6

41=43.21=24
5!=5.43.21=120

O céculo de m!, diretamente, torna-se trabalhsos a medida que aumenta. (10!
= 3 628 800).

Entretanto, mui‘tos caculos podem ser simplificados se notamos que:

M+l =(+1).n.(n-1)-..3.2.1 = (n+1) . n!

n!
Exemplos
a) Calcular 10!
9!
Temos: 10 =10 .97 = 10.
9  or
b) Calcular 10!
8!
Temos: 10 =10.9 8/ =90.
8l 8
c) Calcular 12!
9! 3!
Temos: 12! =12.11.10.9"=12.11.10 = 220.
9! 3! 913l 3.2.1
2.5 Arranjo
Seja M um conjunto com m elementos, istoé,M={a1l, a2, ....a m }

Chamamos de arranjo dos m elementos tomados r a r (1 <r < m) a qualquer r-upla

(sequénciade r elementos) formada com elementos de M, todos distintos.
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Exemplo
M={a,Db, c, d}.
Os arranjos dos quatro elementos de M, tomados Dois a dois, sdo 0s pares
ordenados (X, y) formados com elementos distintos de M.
Pelo principio fundamental da contagem (parte B), o nUmero de pares
ordenados é:
4.3 =12.

Férmula do nimero de arranjo

SejaM={a 1, a2, ..... , am} e indiqguemos por A m, r 0 numero de arranjos
dos m elementos tomados rar.

Cada arranjo € uma sequéncia de r elementos, em que cada elemento pertence

a M, e sdo todos distintos.

sera: Pelo principio fundamental da contagem (parte B), o nUmero de arranjos

Am,r

A rn,r:\m .(m-1)....... [m— (r-l)])

r fatores

Em particular, ser r = 1, é facil perceber que A m, 1 = m. Notemos ainda que,
deacordo com a definicdo que demos de arranjo, temos necessariamente 1 <r < m.

As férmulas do numero de arranjo e do niumero de permutacbes também
podem ser simplificadas com a notacao fatorial.

De fato:

Pm=m.(m-1)....3.2. 1 =m!

Am,r=m.(m-1)...(m-r+1)=

=m.(mp-D- Am-r+ N (Mm=r).(m-r-1)...3.2.1
Amr=m!

( W (m-=r).(m-r-1)...3.2.1

‘Lu:l
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Em particular

E a formula Pm -Pmllé valido M-m €

IN *E ainda:

Em particular [ Am,1=mM¥-m€IN*
m! =m¥-m€ IN
*(m -1)!

2.5.1 Arranjo com repeticao

Seja M um conjunto com M elementos, isto é, M = {al, a2,. ,am }.
Chamamos arranjo com repeticdo dos M elementos, tomados r a r, toda r-upla
ordenada (sequéncia de tamanho r) formada com elementos de M nao
necessariamente distintos.

Exemplo:

Uma urna contém uma bola vermelha (V), uma branca (B) e uma azul (A). Uma
bola é extraida, observada sua cor e reposta na urna. Em seguida outra bola é extraida

e observada sua cor. Quantas séo as possiveis sequéncias de cores observadas?

Temos:
Cada sequéncia € um par ordenado de cores (X, y) emque x,y € M={V,B,A,}.

Logo, pelo principio fundamental da contagem (parte A), 0 nimero de pares é:

3.3.=9
Férmula do nimero de arranjo com repeticéo
Seja M ={a1, az,....... , am} e indiquemos por (AR) m, r o nimero de
arranjos comrepeticdo de m elementos tomadosrar.
Cada arranjo com repeticdo é uma sequéncia de r elementos, em que cada

elementos pertence a M.

r elementos



25

Pelo principio fundamental da contagem (parte A), 0 numero de arranjos (AR)
m, r Sera:

r

rvezes

Observamos que, se r =1, (AR) m, 1 = m e a férmula acima continua valida-v
€ IN*.

2.6 Permutacao Simples

Seja M um conjunto com m elementos, isto é, M = {al, a2,....... , am}.
Chamamaos de permutacédo dos m elementos a todo arranjo em que r = m.

Exemplo: SejaM ={a, b, c}.

As permutacdo dos elementos de M sdo todos os arranjos constituidos de 3
elementos. Séo eles: (a, b, ¢) (b,a, ¢) (c, a, b) (a, c, b) (b, c, a) (c, b, a).

Formula do nimero de permutacoes.

Seja M o conjunto M = {al, a2,....... , am} e indiquemos por Pm 0 nimero de
permutacdes dos m elementos de M.

Temos:
Pm=A m,m

Logo: Pm=m (m—-1).(m-2) ...[m—(m-1)]

Pm=m.(Mm-1).(m-2)-.-3.2.1

Em particular, se m =1, é facil perceberque P 1=1

2.7 Combinacao Simples

De acordo com Vasconcelos e Rocha (2019), postulam que quando estudamos
arranjos simples de n objetos de p a p, onde 1 < p < n, vemos que eles consistem em

selecionar e ordenar p desses objetos.
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Entdo para os niumeros 2, 3, 4 e 5, se escolhermos 3 e 4, por exemplo, podemos
ordena-los de duas maneiras: 34 ou 43; se escolhermos 0os numeros 2 e 5, também
podemos ordena-los em dois formas classificado por: 25 ou 52; escolha os nimeros
2, 3 e 5 e podemos classifici-los de seis maneiras: 235, 253, 325, 352, 523 ou 532.
Pode-se ver que para cada escolha de p entre n objetos dados, temos multiplas
ordenacdes consistentes com o0 numero de permutacfes de p objetos, ou seja, € igual
a pp.

Férmula

Cm,r=x=(m)= m!

rrl(m-=r)!

Seja M um conjunto com m elementos, isto €, M ={a1, a2, ..., am}. Chamamos

decombinacdes dos m elementos, tomados r a r, aos subconjuntos de M constituidos
der elementos.

Exemplo

M = {a,b,c,d}.

As combinacdes dos 4 elementos, tomados dois a dois, sdo 0s subconjuntos:

{a,b} {b,c} {c,d}

{a,b} {b,d}

{a,d}

Notemos que {a,b} = {b,a} pois, conforme definimos, combinacdo é um
conjunto, portanto ndo depende da ordem dos elementos. E importante notar a
diferenca entre uma combinacao (conjunto) e uma sequéncia, pois numa combinac¢éo
ndo importa a ordem dos elementos. A propria natureza do problema a ser resolvido
nos dira se os agrupamentos a serem formados dependem ou ndo da ordem em que

figuram os elementos.

2.8 Permutacado com elemetos repetidos

Consideramos a palavra ANA e procuramos seus anagramas. Vamos indiar

por A* 0 segundo A. Teremos, entéo:

ANA*, AA*N,NAA* NA*A A*NA A*AN
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(1) (2) 3) (4) (5) (6)

Notemos que as permutagdes:

(1) e (5) sdo iguais

(2) e (6) sao iguais

(3) e (4) sao iguais

Na verdade, ndo temos 3! = 6 permutacdes distintas, mas apenas 3, que sao:

ANA, AAN, N A A.

Essa diminuicdo do nimero de permutacdo decorreu do fato de termos duas
letras iguais, A e A, no conjunto das letras a serem permutadas. E intuitivo perceber
gque o fato de existirem letras repetidas para serem permutadas acareta uma
diminuicdo do nimero de permutacdes, em relacdo ao nimero que teriamos, se todas

fossem distintas.

2.9 A resolucédo de problemas: estratégia didatica e cognitiva

“A Resolugéo de Problemas € um método eficaz para desenvolver o raciocinio
e para motivar os alunos para o estudo da Matematica. O processo ensino e
aprendizagem pode ser desenvolvido através de desafios, problemas interessantes
que possam ser explorados e ndo apenas resolvidos” (Lupinacci e Botin, 2004).No

entanto,

em sala de aula, constata-se um uso exagerado de regras, resolucdes
por meio de procedimentos padronizados, desinteressantes para
professores e alunos, empregando-se problemas rotineiros e que néao
desenvolvem a criatividade e autonomia em matematica (SOUZA,
2005, p.01).

Souza (2005), um dos principais problemas relacionado ao ensino de
Matematica corresponde na relacdo entre a Matematica aplicada no cotidiano e a
Matematica que € ensinada na escola, que privilegia a memorizacdo,ou seja, a

repeticdo. Esse processo de ensino faz com queos alunos quase néo alcancem uma
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visdo do seu préprio conhecimento ou onde se deparar com situacdes especificas
fora do contexto escolar.

Isso faz com que os alunos esquecam com facilidade, apresentando uma
dificuldade no que corresponde aos niveis de ensino. As criticas a esses aspectos
tém apontado a necessidade de contextualizar os contetudos a seremtrabalhados na
escola, de forma a torna-los mais significativos. Nesse contexto, a resolucédo de
problemas tem se mostrado uma das alternativas que podem contribuir para melhorar
0 processo de compreenséao dos alunos.

Vale dizer que desde 1970 estudos de revisdo sistematicas apontam sobre a
resolucéo de problemas, justamente para enfatizar sobre adequacéo do ensino a essa
metodologia, onde até nos dias atuais ainda esse trabalho em sala de aula ainda é
insipiente e insuficiente para render os resultados desejados (GUIMARAES, 2005).

Desse modo, todos esses fatores sao defendidos por Onuchic (1999, p. 211)“a
resolucdo de problemas como metodologia de ensino, o aluno tanto aprende
matematica resolvendo problemas como aprende matematica para resolver
problemas”.

Dessa forma, desde os Parametros Curriculares Nacionais de Matemética
(BRASIL, 2000, p. 44) e a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) (2017) advertem
gue para o aluno resolver determinado problema faz-se necessario seguir alguns
procedimentos dentre eles sédo: “elaborar um ou varios procedimentos de resolucao
(como, por exemplo, realizar simulacbes, fazer tentativas, formula hip6teses);
comparar seus resultados com os de outros alunos; validar seus procedimentos”.

Existem maneiras que devem ser disponibilizadas para os launos, para que
possa resolver um problema e ndo apenas passar aos alunos uma maneira mecanica
de tentar aplicar e armazenar informagao, “qualquer situagdo que peca uma solucéo,
trazendo aos sujeitos a necessidade de descobrir relacdes e explora-las, de elaborar
hipoteses e verifica-las” (MORO, 1998, p. 7).

De acordo com Ponte e Serrazina (2000, p. 52), a “[...] resolugdo de um
problema constitui um processo de elevado nivel de complexidade, que envolve os
processos mais simples de representar e relacionar”.

Fazendo-se necessario que o0s alunos compreendam e entendam a
interpretacdo, os graficos, as convencdes, catalogacbes e sugere buscar
regularidade e generalizacao entre diversos outros conceitos.

Ressalta-se que a resolucéo de problemas é um processo em que implica o
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sujeito a elaboracdo, em que os alunos estdo sempre adaptados a encontrar a
matematica de maneira mais geral e ndo na sua forma acabada. Isto muitas das vezes
e refletido pelo professor, que acredita que esta ensinando aos alunos a resolver
determinada questao/problema, mostrando apenas uma maneira arcaica e mecanica
na lousa, ndo tendo um retorno eficaz dos alunos noque tange ao processo de
aprendizagem (TEXEIRA, et al., 2011).

Dessa maneira, ao tentar resolver qualquer problema os alunos devem criar
mecanismos e estratégias, devem achar meios pertinentes para cada caso em
guestao, essa forma possibilita ao professor identificar diferentes raciocinios, no que

corresponde principalmente ao processo multiplicativo.
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3. PERCURSOS METODOLOGICOS
3.1 A abordagem

A presente pesquisa de dissertacdo ocorreu especificamente com
desenvolvimento do contetdo de Analise Combinatoria, tendo como participantes 12
alunos matriculados em uma turma de segundo ano de Ensino Médio de uma escola,
localizada na cidade de Capanema, no Estado do Para, com a faixa etaria de 15 a 16
anos.

O conjunto de atividades desenvolvidas ao longo deste trabalho tem como
produto educacional uma sequéncia didatica baseada na Unidade de Ensino o
principio fundamental da contagem, sem o uso de férmulas, e com base na visdo dos

alunos, para proporcionar uma aprendizagem significativa aos mesmos.

3.2 Produto Educacional

O trabalho foi desenvolvido na escola, por meio de aplicacdo de atividade,
priorizando o conhecimento trazido pelo aluno, para que este possa ser relacionado
de modo significativo com o que sera abordado durante a aula.

O objetivo do estudo é possibilitar ao aluno a conhecer novos meios de ensino
gue o faca sair da rotina da aprendizagem mecanica, aticando seu interesse em
aprender, de maneira a considerar seu conhecimento e utilizando-o como instrumento
para ajudar a aprender novos conceitos.

A revitalizacdo deste estudo baseia-se na abordagem qualitativa. Para Bogdan
e Biklen (1982, p.53), a abordagem qualitiva, “[...] envolve a obtengcdo de dados
descritivos, obtidos no contato direto de pesquisador com a situagdo encontrada,
enfatiza mais o processo do que o produto e se preocupa em retratar a perspectiva
dos participantes”.

Caracterizamos esta pesquisa como objetivos de cunho exploratéria como
design de Estudo de Caso a partir dos pressupostos de Yin (2010, p. 13) que enfatiza
compreender a realidade como “uma investigagdo empirica que estuda um fenébmeno
contemporaneo dentro de vida real, especialmente quando as fronteiras entre o
fendbmeno e o contexto ndo sdo absolutamente evidentes”.

E importante frisar que a abordagem utilizada no desenvolver do produto
educacional buscou observar e analisar continuamente as respostas e conversas

expostas pelos alunos de maneira individual e coletiva. “No espago educativo, os
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processos sao mais relevantes que os produtos, ndo fazendo jus a realidade, se
reduzida apenas as manifestacbes empiricamente mensuraveis” (DEMO,2005,
p.105).

A fim de tornar a investigacdo compativel com o periodo proposto, delimitamos
0 objeto de estudo, optando por trabalhar com uma turma especifica. Para a
construcdo dos dados a empiria ou as tarefas/atividades apoiaram-se na resolucao de
problemas. “A solucéo de problemas baseia-se na apresentacéo de situacdes abertas
e sugestivas que exijam dos alunos uma atitude ativa ou um esfor¢o para buscar suas
proprias respostas, ou simplesmente suas préprias nogoes” (RODA,2018, p.45).

Como dinamica foi ofertado momentos de aula em que de modo sistematizado,
eu como professor da turma, ofertava explicagcdo sobre o conteudo abordado neste
estudo e depois ofertamos momentos de vivéncias deste contetdo fazendo com que
os alunos, por meio da escrita explicitassem sua compreensao do objeto matematico.

O primeiro momento com a turma ocorreu em outubro e novembro do 2020, em
gue foram realizadas explanacdes do conteudo de acordo com o horario escolar,
tercas e quintas-feiras. Em fungéo da Pandemia do Covid-19, as aulas passaram a
ser remotas, em que a continuagdo das aulas passaram a ser remotas, em que a
continuacdo das aulas foram por meio de video-conferéncias utilizando a plataforma
Google.

Foram aplicadas um total de 6 (seis) hora-aulas, presencial. Na primeira e na
segunda aula, ocorreu a explicacdo dos conteudos de Analise Combinatéria. Na
terceira aula vivenciamos o ensino formal de Analise Combinatdria de acordo com o
ritual tradicional, com as férmulas. Na quarta aula foi vivenciado o ensino deste mesmo
assunto sem o uso de fomulas. Nessas seis aulas ocorreu: a) explicacdo do assunto;
b) ensinando o assunto com as férmulas; c) ensinando o assunto sem o uso de
formulas; d) aplicacdo da atividade; e) resolucéo; f) correcdo das atvidades. As aulas
com o uso de férmulas e sem o uso de férmulas, foi para mostrar aos alunos duas
vertentes, com a férmula e sem a formulas, ensinando a eles. E por fim, na quinta e
na sexta aula foi vivenciado a execucao das tarefas pelos alunos no préposito deste
estudo com vistas a levantar dados para esta pesquisa e para a aprendizagem dos
alunos nos diferentes tipos da aplicagdo do PFC em cada um desses problemas,
buscamos verificar como os alunos do Ensino Médio resolveriam problemas
envolvendo raciocinio combinatério.No decorrer do planejamento das aulas

ministradas,os alunos ndo usaram as fomulas para resolver as atividades que seréao
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apresentadas na secdo 4.1 de Analise Combinatéria e mantiveram o foco nas
atividades do Principio Fundamental da Contagem (PFC). A tarefa proposta —
sequéncia didatica — continha 12 itens envolvendo Analise Combinatoria.

Essa atividade foi interessante tendo em vista que tivemos a oportunidade de
realiza acompanhamento da aprendizagem. Em relacdo ao conteudo, foi necessério
retomarmos a explicacdo, quando os alunos ndo dominavam o objeto matematico, de

modo mais especifico os conceitos de Arranjo, Permutacdo e Combinacao.

3.3 Sequéncia Didatica

Com base nesse contexto o estudo se propde em respondeer a seguinte
pergunta de pesquisa: de que maneira as tarefas mateméaticas envolvendo a
contagem, realizadas em sala de aula, favorecem a aprendizagem de Analise
Combinatéria?

Tais resultados foram obtidos e compilados no capitulo 1V deste trabalho.
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4. RESULTADOS E DISCUSSAO

4.1 Aplicacédo do Principio Fundamental da Contagem (PFC)

Nesse momento, apresentamos dois exemplos do Principio Fundamentalda
Contagem (PFC) utilizado como método principal na resolucdo de exercicios da
Analise Combinatdria. A seguir apresenta-se o primeiro exemplo:

Joéo tem 4 (quatro) calgas (A, B, C, D) e 3 (trés) camisas (a, b, ¢), Joao
pode vestir de “x” maneiras diferentes, isto é:

1) A a

2) A, b

3) A cC

4) B,a

5) B,b

6) B, c

7) C,a

8 C,b

9) C,c

10) D, a

11) D, b

12) D, c

Dessa forma percebe-se que Jodo pode fazer até 12 (doze) combinacdes
distintas para se vestir. Na andlise combinatéria é possivel usar em operacdes
pequenas o diagrama da arvore de possibilidades.

Destacamos que na maioria do processo de contagem para um conjunto
pequeno de elementos o processo da arvore das possibilidades sempre sera eficaz.

Exemplo 02:

Seu Adelson possui uma lanchonete que funciona na cantina da escola.
Certatarde ele coloca a disposicao de sua clientela 6 tipos de salgados e 4 tipos
de suco.

De quantas maneiras diferentes um aluno podera fazer a escolha de um
lanchecomposto por um suco e um salgado?

Identificando os salgados por S1, S2, S3, S4, S5 e S6 e 0s sucos por sl1, s2, s3

e s4, o total de possibilidades oferecidos pela arvore em questéo seria:



1)
2)
3)
4)
5)
6)

7
8)

S1,s1
S1, s2
S1, s3
S1, s4
S2,s1
S2,s2

S2,s3
S2,s4
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Percebemos que 0 nosso universo de escolha para esse caso ja é muito maior.

E quanto mais aumentamos o numero de elementos nos NO0Ss0S conjuntos, maiores

serdo nossos resultados. Dai a importancia de compreendermos o processo para bem

utiliza-lo.
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5. Resolucéo das atividades dos alunos

Esta atividade introdutoria foi composta por um questionario de 13 (treze) itens
mostrados nas figuras a seguir, que buscavam identificar o conhecimento dos alunos
a respeito do assunto a ser trabalhado. Serd descrito cada exercicio que foi
desenvolvidos com os alunos.

A ideia principal da resolucdo de problemas é habituar o aluno a analisar
cuidadosamente cada problema. Portanto, para resolver problemas de contagem o
aluno precisara de um senso critico na andalise do problema, ter calma ao resolver,

nao ser precipitado em suas decisoes.

Problema 1 - Se 5 cavalos disputam um pareo, quantos sdo os resultados

possiveis para os dois primeiros lugares.

Figura 3 - Resolucéo do aluno.

1 Se 5 cavalos disputam um pareo, quantos s&o 08 resultados possiveis para os dois

primeiros lugares?

Fonte: Autor, dados da pesquisa, 2022.

Nessa atividade, o aluno viu que para o primeiro lugar, havia 5 possibilidades,
e para o segundo lugar, como ele viu que ja tinha uma possibilidade no primeiro, dentre
as 5, restaram 4 possibilidades, para o segundo lugar. Logo, usando o principio

multiplicativo, o resultado deu 20 maneiras.

Problema 2 - Um experimento consiste em jogar, simultaneamente, uma moeda
e um dado para cima e observar os pares de resultados (moeda, dado). Quantos sdo

0s pares de resultados possiveis?
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Figura 4 - Resolugé&o do aluno

Fonte: Autor, dados da pesquisa, 2022

Nessa resolucéo, o aluno verificou, que em uma moeda s6 tem cara e coroa, e
para o dado sdo seis possibilidades, logo, usou o principio de multiplicativo, assim,
obtendo dozes pares possiveis.

Problema 3- Uma montadora de automoveis apresenta um carro em quatro
modelos diferentes e em seis cores diferentes. Um consumidor ter4 quantas opcoes

de escolha para esse automével?

Figura 5 - Resolugé&o do aluno

3. Uma montadora de automaveis apresenta um carro em quatro modelos diferentes e em
sels cores diferentes. Um consumidor tera quantas opgdes de escolha para esse automovel?

§ ¢ 0 -dY epeans

e
L

‘“._‘U,\ R /)

Fonte: Autor, dados da pesquisa, 2022

Esse aluno chamou atencdo, ao resolver a atividade usando a arvore de

possibilidade, escrevendo de varias maneiras diferentes.

Problema 4 - Quantos numeros naturais pares ou mdultiplos de 5, com 4
algarismos distintos, podem ser formados com os algarismos 0, 3, 4, 7 e 9?
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Figura 6 - Resolug&o do aluno

1 (Juantos numeros naturais pares ou miltiplos de 5, com 4 algarismos distintos, podem ser
formados com os algarismos 0, 3,4, 7¢9?

Fonte: Autor, dados da pesquisa, 2022

No primeiro momento, o aluno verificou, os nimeros terminados em 0, que s&o
pares e a0 mesmo tempo sao multiplico de 5, assim havendo 24 nameros naturais
pares e multiplico de 5, para estes numeros terminados em 0.

No segundo momento, ele verificou os nimeros terminado em 4, que sao 0s

numeros pares. Assim, havendo 18 nimeros naturais pares.

Problema 5- De quantos modos diferentes € possivel pintar em um mapa,
usando cores diferentes dentre seis cores dadas, os trés estados da regido sul do
Brasil?

Figura 7 - Resolucgéo do aluno

5. De quantos modos diferentes ¢ possivel pintar em um mapa, usando cores diferentes
dentre sels cores dadas, os trés estados da regido sul do Brasil?

A e . A |
\0 L--s)---A H e “‘0 ML)

—ir-

Fonte: Autor, dados da pesquisa, 2022.

Para a primeira regido o aluno verificou, que haveria 6 maneiras para pintar,
assim, para a segunda restauram 5 maneiras, e para a terceira, restaram 4, logo

usando o principio multiplicativo, restaram 120 maneiras.



38

Problema 6 - Um amigo mostrou-me 10 livros diferentes, sendo 5 de
matematica, 3 de portugués e 2 de fisica, e pediu-me que escolhesse dois deles, com
a condicdo que fossem de disciplinas diferentes. De quantas maneiras eu posso fazer

minha escolha?

Figura 8 - Resolugé&o do aluno
6. Um amigo mostrou-me 10 livros diferentes, sendo 5 de matematica, 3 de portugués e 2 de
fisica, e pediu-me que escolhesse dois deles, com a condigio que fossem de disciplinas
diferentes. De quantas maneiras eu posso fazer minha escolha?

1

——— - - -

Fonte: Autor, dados da pesquisa, 2022

No primeiro momento o aluno, ele utilizou a possibilidade com o livro de
matematica com o de portugués, assim, encontrando 15 maneiras. Entretanto, existe
a possibilidade de utilizar o livro de matematica e o livro de fisica., que deram 10
maneiras, e por fim, também existe a possibilidade do livro de fisica e portugués, que
deram um total de 6 maneiras, entdo, ele somou as 3 possibilidades, que deram um

total de 31 maneiras.

Problema 7 - Em um ramal de metr6 ha 10 estacBes. Cada tipo de bilhete
permite viajar de uma estacdo para outra. Assim, para irmos da estacdo A para a
estacdo B é necessario 1 bilhete e para irmos de B para A € necessario outro bilhete.
Quantos tipos de bilhetes de passagem sao necessarios para permitir a viagem entre

duas estacOes quaisquer?
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Figura 9 - Resolugédo do aluno

Fonte: Autor, dados da pesquisa, 2022

O aluno verificou que a viagem para duas avia 10 possibilidades, e para
segunda havia 0 9, usando o principio multiplicativo, deram um total de 90 tipos de
bilhetes.

Problema 8- De quantas maneiras € possivel sentar cinco casais em 10

cadeiras em fila, se marido e mulher devem sentar-se sempre juntos?

Figura 10 - Resolucgao do aluno

e ini——————— SR )

. ey TE——— e
T -

¢ MO P

Fonte: Autor, dados da pesquisa, 2022.

A aluna verificou que para a primeira cadeira, havia 10 maneiras de uma das
pessoas se sentarem, logo, na segunda cadeira, s6 haverd uma maneira, ja que a
guestao diz que o marido e a mulher devem sentar sempre juntos. Usando o0 mesmo
raciocinio para a mesmas cadeiras, a terceira cadeira, havera 8 maneiras e para 4,
apenas uma maneira. Usando o mesmo raciocinio até o final, a aluna obteve a

multiplicagdo dessas possibilidades chegando ao um total de 3.840 maneiras dos
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casais se sentarem sempre juntos.

Problema 9 - De quantas maneiras podemos escolher uma consoante e uma

vogal de um alfabeto formado por 12 consoantes e 5 vogais?

Figura 11 - Resolucéo do aluno

Fonte: Autor, dados da pesquisa, 2022

Nessa questdo, a aluna verificou que para as consoantes temos 12
possibilidades e para as vogais 5 possibilidades, usando o principio multiplicativos,
tendo um total de 60 maneiras de escolher uma consoante e uma vogal.

Problema 10 - Quantos sdo os numeros que podem ser formados com todos
os digitos 1,1,1,1,2e 3?

Figura 12 - Resoluc¢ao do aluno

Fonte: Autor, dados da pesquisa, 2022
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O aluno usou seu conhecimento em permutacao com repeti¢cao, assim fazendo
a razao entre seis fatoriais (que se trata do numero de digitos) sobre o quatro fatorial,

gue € o digito um que se repete quatro vezes. Assim havendo 30 nimeros distintos.

Problema 11- Quantos sao os anagramas distintos da palavra ARARA?

Figura 13 - Resolucéo do aluno

11, Quantos $30 05 anagramas distintos da palavra ARARA?

Fonte: Autor, dados da pesquisa, 2022

O aluno usou o conhecimento de permutacédo com repeticdo, assim fazendo a
razédo dentre 5 fatorial (que é o numero de letras que tem na palavra ARARA), pela
sua repeticdo de trés fatorial e dois fatorial, (que é a letra A, que se repeti trés vezes

e aletra R, que se repete duas vezes), assim obtendo dez anagrama.

Problema 12- De quantos modos 5 pessoas podem sentar-se em um banco de

5 lugares se duas delas devem sempre se sentar juntas?

Figura 14 - Resolugéo do aluno

’

12. De quantos modos 5 pessoas podem sentar em um banco de 5 lugares se duas delas
devem sempre sentar juntas?

x3xJx1=Y

Fonte: Autor, dados da pésquisa, 2022
O aluno aplicou o conceito de permutacdo, e verificou que duas pessoas,
tinham que estar sempre juntas, assim, ao invés de ser 5 fatorais, sao 4 fatoriais, que

deu 24 modos de se sentar.
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Problema 13 - Uma empresa tem 5 diretores e 10 gerentes. Quantas comissdes

com 1 diretor e 4 gerentes podem ser formadas?

Figura 15 - Resolucdo do aluno

13, Uma empresa tem 5 direto tas comissdes com 1 dietor e4

Fonte: Autor, dados da pesquis'é, 2022

O aluno verificou que para o cargo de diretores, tem 5 possibilidades, e para o
cargo de gerente, a primeira vaga, tem 10 gerentes disponiveis, e para segunda vaga
9, para terceira 8, e para a quarta 7. Como a ordem nao importa, ele dividiu por4
fatorial. Entdo, ele pegou o numero de diretores e multiplicou pelas possibilidades de
nuamero de gerente, que foram 210, obtendo o resultado de 1050 maneira de formaessa
comisséo.

A partir das informacfes obtidas, dos textos consultados e da pesquisa
procedida com os alunos, extraimos os aspectos relacionados com as estratégias de
resolucdo: problemas multiplicativos envolvendo combinatoria, dessa maneira, foi
possivel verificar que problemas envolvendo diferentes tipos de agrupamentos no
ensino médio podem ser resolvidos sem usar nenhuma das férmulas que nos séo
passadas neste modelo de ensino.

Também é possivel verificar que as principais formulas da analise combinatéria
vista no ensino médio, que sdo usadas para lidar com problemas de contagem séo
resultado direto do Principio Fundamental da Contagem.

Como resultado, hd uma boa compreenséo na criatividade ao construir uma
solugdo para um problema sem usar formulas tradicionais. Por isso, valorizamos o
raciocinio logico matematico e focamos em formulas que os alunos precisam

memoarizar na maior parte do tempo.
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6. CONSIDERACOES FINAIS

Consideramos que ao logo da construcao das etapas das atividades houve a
necessidade de uma adaptacao para que fosse possivel fazer a aplicacdo de maneira
hibrida, uma vez que alguns alunos ndo poderiam participar de todas as aulas de
modo presencial por conta da pandemia causada pelo COVID-19, porém isso nao
impede que 0s objetivos gerados por esta dissertacao seja aplicado de maneira 100%
presencial ou 100% online em um outro momento.

A dissertacdo aqui apresentada, tratou de averiguar em que termos o ensino
da Analise Combinatéria maximiza a compreensao do aluno sobre contagem, com o
a intencdo de despertar no aluno motivacdo, interesse em aprender e relacionar o
conhecimento prévio dos mesmos com 0s conceitos apresentados durante as aulas.
A aplicacéo ocorreu de maneira hibrida, devido ao momento de pandemia vivenciado
por todos, sendo utilizado ferramentas gratuitas da plataforma Google para que os
alunos que nao pudessem estar presentes em sala de aula também tivessem a
oportunidade de receber o conteddo ministrado em sala.

Muitos s&o os casos em que os alunos ndo demonstram interesse em aprender,
mas cabe ao professor buscar identificar o real motivo que leva a esta situacao, que
por diversas vezes esta no desenvolvimento das aulas propostas pelo professor que
nao considera o conhecimento trazido no cognitivo do aluno, as vezes nao utilizando-
Se outros recursos, como atividade sem o uso de formulas em sala para auxiliam no
processo de ensino, que possam despertar a curiosidade do aluno e faca com eles
continuem a buscar o conhecimento.

Adicionalmente se identificou que existem lacunas na literatura relacionadas
com a Andlise Combinatéria, desse modo, com esta investigacdo pretendeu-se
maximizar a compreensao dos alunos sobre contagem, sem a utilizacao de formulas
mecanizadas de arranjos, permutacéo e combinacdes, sendo desenvolvido exercicios
somente por meio do uso do PFC (Principio Fundamental da Contagem).

Esse foi 0 objetivo central desse trabalho desenvolvido com os alunos, sempre
acreditamos que o aluno nado precisa decorar uma féormula, como era e ainda é
ensinado em sala de aula. Vale dizer que conforme a situacdo dos exercicios é
possivel desenvolver calculos utilizando apenas o Principio Fundamental da

Contagem, como foi demostrado nos resultados.
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Dessa forma, foi possivel ver que os alunos resolveram o0s exercicios de
permutacdo de objetos, e outros exercicios variados onde a ordem da colocacéo
destes foi desprezada. Ressaltamos que a proposta desse trabalho foi mostrar na
pratica para o aluno que a Analise Combinatéria ndo € “um bicho de sete cabeca”
como muitos relatam, e que podemos resolver é possivel resolver os exercicios de
baixa, média ou alta complexidade sem a aplicacdo de inumeras férmulas para
representar: arranjos, permutacdées ou combinacdes.

O que notamos alguns alunos que apresentaram dificuldade em resolver alguns
exercicios, foi a falta de atencdo ou compreenséo do enunciado da questédo, pois 0s
demais exercidos todos conseguiram resolver, somente a questdao B, que naofoi
absorvida por todos de forma mais geral.

Vale ressaltar que alguns alunos falam de dificuldades em relacdo a Analise
Combinatédria justamente pelo motivo de acreditar que o Unico meio de resolugéo
destes exercicios € decorando férmulas. No entanto, foi possivel verificar no resultado
deste trabalho que nédo é necessario utilizar formulas, isto €, os exercicios foram
resolvidos com uma unica ferramenta: O PFC.

As atividades geradas e planejadas para os alunos foram com o objetivo de
realizar um conjunto de tarefas matematicas sobre analise combinatéria; sendo
possivel identificar os elementos que evidenciard a aprendizagem conceitual da
analise combinatdria como elemento fortalecedor do processo de contagem.

Com a resolucéo das atividades dos alunos foi possivel analisar as estratégias
gue os alunos expressam na Resolugdo dos Problemas, conforme demostrado no
resultado do estudo. Vale lembrar, que a partir do trabalho aqui descrito tem por
finalidade trazer uma proposta de ensino que possa facilitar a aprendizagem do aluno
e que possa ser usado por outros professores com esta intengdo. Buscou-se manter
um tempo de trabalho em sala que fosse compativel com o ja disposto no
planejamento escola para o desenvolvimento deste tema. Porém o produto ndo é
fechado, podendo sofrer modificacbes de acordo com a necessidade e realidade do
local e publico que sera aplicado.

A proposta de usar o PFC como metodologia de ensino na resolugdo de
exercicios da Analise Combinatdria foi executada com sucesso. Notamos que 0s
alunos tiveram uma 6tima interagdo e um excelente empenho, com acertos e erros,
gue sdo comuns em qualquer turma e em qualquer grau de escolaridade, mas os

alunos conseguiram compreender e aprender a matéeria e a metodologia que lhes
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foram ensinados. Esperamos que este estudo possa servir de base tedrica para os
outros autores, especialmente para os docentes da area, com intuito de apresentar os

mecanismos por meio do uso da ferramenta PFC.
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