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RESUMO

Apresentaremos trés métodos numéricos - Bisseccao, Newton-Raphson e Secante - como forma
de encontrar taxas de juros aplicadas em transagdes financeiras partindo de situacdes reais e
praticas e assim, buscar relacionar a Matematica Financeira com o Célculo Numérico. Partindo
de um caso especifico, € possivel encontrar uma fun¢do generalizada para o parcelamento. A
aplicacdo destes diferentes métodos visa, além de aprofundar as possibilidades daquele que
possui conhecimento superior em matemadtica, alcancar também um publico que muitas vezes se
depararia com dificuldades no momento em que fosse realizar uma compra ao nao ter a certeza

de quanto estaria pagando por aquilo.

Palavras-chave: Métodos numéricos; Taxa de juro; Parcelamento; Zero de funcgdo.



ABSTRACT

We present three numerical methods - Bisection, Newton-Raphson and Secante - as a way to
find interest rates applied in financial transactions from real and practical situations and thus
seek to relate Financial Mathematics with Numerical Calculus. Starting with a specific case, it
is possible to find a generalized function for the installment. The application of these different
methods aims, in addition, to deepening the possibilities of those who have superior knowledge
in mathematics, also reaching an audience that would often face difficulties when making a
purchase, not being sure of how much they would be paying for it.

Keywords: Numerical methods; Interest rate; installment; zero of function.
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1 INTRODUCAO

Entender a relagdo existente entre tempo e dinheiro se tornou cada vez mais necessaria
nos dias de hoje. Consumidores estdo tendo mais possibilidades em adquirir bens devido as
facilidades em realizar compras de forma parcelada, ou ainda, se tratando de valores mais altos,
como nos casos de imdveis e veiculos, existem os financiamentos com instituicdes bancdrias.
Porém, ndo sdo raros os casos em que se praticam taxas abusivas nessas transacdes financeiras e
a unica forma do consumidor questionar tal cobranca € tendo conhecimento de como € feito esse

calculo.

Por outro lado, existem os investimentos e aplicacdes financeiras cuja finalidade é fazer
o dinheiro render e aqui, ao contrério dos financiamentos, quanto maior for essa taxa, melhor

sera o retorno financeiro.

Em suma, cada operacgao de crédito é operada por taxas de juros, estas que foram definidas
por Neto (2012, p.1) como "o coeficiente que determina o valor do juro, isto €, a remuneracio do
fator capital utilizado durante certo periodo de tempo".

Com o intuito de determinar um modelo matemético capaz de apresentar os valores das taxas
contidas nessas transagdes financeiras, analisaremos a situagdo apresentada por Nascimento
(2017) onde temos que uma loja vende um produto a vista por R$500,00 ou em 2 prestagdes iguais
e mensais de R$257,52. Considerando que as parcelas sdo postecipadas, queremos determinar a

taxa de juros cobrada por essa loja.
A Figura 1.1 traz a representacdo dos pagamentos efetuados nessa situagao.

Figura 1.1 — Esquema de pagamentos

R 500,00

0

tempo

R$ 257,52 R§ 257,52

| | |
| T ' tempo

0 1 2

Fonte: A autora (2021).

Para determinar a taxa de juros ¢ envolvida nessa compra parcelada, devemos analisar os
valores envolvidos na operacdo em uma mesma época de pagamento, sendo a época zero o ato
da compra e a época 2 o pagamento da segunda parcela. Nesse caso, escolhendo a época 2 para
andlise, precisamos transportar todos os valores para esta data futura. Assim, devemos levar em

consideragdo o juro que ird incidir nesse periodo de tempo, como mostra a Equacao (1.1).

500(1 + i) = 257,52 + 257,52(1 + 4). (1.1)
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Aqui, observa-se que o valor a vista, referente a época zero, foi transportado duas épocas
a frente, aplicando sobre esse valor duas vezes a taxa incidente. De modo andlogo, a primeira
parcela precisou ser transportada uma época a frente. Esses valores futuros, podem ser reescritos

através de uma equagdo polinomial de segundo grau, fazendo (1 + i) = z temos:

50022 = 257,52 + 257, 52z.

Com um pouco de dlgebra, encontramos que a taxa envolvida nessa situagdo é de 2% ao

Esse processo de andlise, quando se tem prestacdes iguais e periddicas e recai em um
polindmio de grau 2, como ocorreu no exemplo 1, é relativamente simples. Porém ndo sdo raros
0s casos em que obtemos equacdes polinomiais com graus que necessitam de outro tipo de
andlise, como ocorre na situagdo apontada por Lyuu (2004, p. 18): "Um banco emprestou a
um mutudrio $ 260.000 por 15 anos para comprar uma casa. Essa hipoteca de 15 anos tem um
pagamento mensal de $ 2.000."Por mais que se trate de parcelas de igual valor e periddicas, o
numero de parcelas € grande e recai em um polindmio que nao possui formulas genéricas para
resolvé-lo. A solucdo nesses casos serd obtida através de um algoritmo capaz de analisar tais
siuacdes e obter uma aproximagdo tdo proxima quanto se queira do valor procurado: os métodos
numéricos.

Dos métodos existentes, a literatura nos trds 3 métodos mais usuais: Bissec¢do, Newton-Raphson

e Secante. Podemos observar na Tabela 1.1 algumas informacdes relevantes sobre cada um deles.

Tabela 1.1 — Caracteristicas dos métodos numéricos

METODO CARCTERISTICAS

Bissec¢ao Meétodo simples e de fécil entendimento. Sempre converge,
porém essa convergéncia € lenta.

Newton-Raphson | Possui rdpida convergéncia porém nem sempre converge.
Necessita de conhecimentos em derivadas e depende de uma
estimativa inicial boa.

Secante Nao necessita do cédlculo de derivadas e possui rapida con-
vergéncia porém, além de nem sempre convergir, possui um
alto custo computacional.

Fonte: A autora (2021).

A escolha de qual método utilizar € um tanto delicada, pois vérios fatores devem ser

levados em consideragao.

O tema desta dissertagdo tem como referéncia principal a obra de Lyuu (2004) que
discorre sobre uma engenharia financeira, relacionando a matemadtica financeira com a ciéncia

da computagdo ao fazer uso das planilhas eletronicas.

Pensando em como tornar acessivel o entendimento de algumas ideias da matemética

financeira e assim facilitar a tomada de decisdes no cotidiano como cita Santiago (2021).
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O objetivo é determinar um algoritmo capaz de encontrar as taxas de juros aplicada em

transacoes financeiras.

Este tipo de aplicagdo se faz em duas principais dreas da matematica:

¢ Matematica financeira;

e Métodos numeéricos.

Inicialmente, no Capitulo 1, serd apresentado os conceitos essenciais da matemadtica
financeira, onde serdo apresentadas férmulas usuais em compras parceladas e em investimentos.

Nesse sentido, serd necessdria a compreensdo da determinacao taxativa nas transacoes financeiras.

Para tanto, a titulo de contexto, alguns teoremas serdo explicados no Capitulo 2, para
poder ser feito uma comparagdo dos métodos numéricos. Em seguida, no Capitulo 3, serdo estu-
dados trés métodos numéricos: Bissec¢do, Newton-Raphson e Secante, tais como sua usabilidade
em determinadas situagdes. Para o desenvolvimento desses métodos, serd feito uso de planilhas

eletronicas, o que também é mostrado aqui.

Finalmente, com essas duas dreas bem definidas e para atingir o objetivo desse trabalho,
sdo apresentadas e analisadas situacdes no qual a unido destas dreas se dd afim de exemplificar a

ideia aqui proposta.
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2 MATEMATICA FINANCEIRA

O saldrio que voce recebe hoje ndo possui 0 mesmo valor que essa mesma quantia possuia
a um ano atrds, e consequentemente nao terd o mesmo valor daqui a um ano. Mas por qué isso

acontece?

Sendo a matemdtica capaz de estudar a relacao entre tempo e dinheiro, com ela € possivel
criar modelos com o intuito de analisar o valor do dinheiro ao longo do tempo. De inicio, alguns
conceitos basicos da matematica financeira serdo necessdrios para o entendimento do trabalho
proposto. Estes serdo definidos a partir de uma situagdo hipotética: "Uma pessoa recebeu R$
80.000,00 de acerto ao se aposentar. Ela, sem saber qual seria a melhor op¢ao, resolveu aplicar
50% desse valor em um investimento que rende juros simples e o restante do valor sera aplicado
a juros composto, ambos por um periodo de 6 meses com rendimento de 3% ao més nas duas

aplicacdes."

Analisando a situagdo apresentada, podemos identificar e definir varios elementos exis-

tentes na Matematica Financeira, sendo:

* CAPITAL (C)

Representa o valor inicial de qualquer operagdo financeira. Também conhecido como

principal. Na situagdo apresentada esse valor corresponde ao valor de R$ 80.000,00.

* JURO (J)

Pode ser visto como uma compensacao financeira em caso de uma aplicagcdo ou ainda

como o custo de um capital em situacdes de empréstimos.

« TAXA DE JURO (i)

O valor do Juro € calculado através de um coeficiente apresentado na forma percentual
denominado por Taxa de Juro. Essa taxa pode ser definida como o custo do capital ao
longo do tempo. Em um empréstimo, determina o valor a ser pago ou, no caso de uma
aplicac@o, serd o valor a ser recebido. A taxa de juros apresentado corresponde a 3%. Taxa
de juro estd relacionada com o tempo em que ocorre uma operagdo financeira. Sendo
assim, deve vir acompanhada de sua temporalidade, sendo os mais usuais apresentados a

seguir:

Ao dia (a.d.)
Ao més (a.m.)

Ao ano (a.a.)

* MONTANTE
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Ao final de uma transacao financeira, obtemos o Montante. Este, se refere a soma do
capital aplicado inicialmente e do juro que foi acumulado ao longo do tempo e pode ser

representado por:

M=C+J

SISTEMA DE CAPITALIZACAO

E a forma como o Juro ird incidir sobre o capital. Pode ocorrer de duas formas: Capitaliza-

cdo Simples e Capitalizagcdo Composta.

No sistema de Capitalizacao Simples, o Juro é determinado sobre o valor do Capital e
pode ser definido sendo:

J=Clin 2.1)

Esse sistema de amortizacao foi utilizado em nossa situagdo hipotética em 50% de
R$80.000,00, ou seja, R$40.000,00. Tal quantia foi investida a Juro Simples de 3% a.m.
durante 6 meses. Aplicando os dados da situacdo em (2.1) e considerando um periodo de

6 meses, temos que:

J =40.000-0,03 -6
Assim, essa parte do investimento, feito a Juro simples, rendera ao aplicador o juro de, no
final do periodo investido, R$ 7.200,00.

Ja no sistema de Capitalizacao Composta, o Juro € determinado sobre o valor acumulado
do més anterior. Analisando a situagdo estudada, temos 50% do valor aplicado a Juro

Composto, a uma taxa de 3% a.m por 6 meses, como pode ser observado na tabela a seguir:

Tabela 2.1 — Capitalizacio Composta

TEMPO CAPITAL JURO ACUMULADO
1 R$40.000,00 R$1.200,00  R$41.200,00
2 R$41.200,00 R$1.236,00  R$42.436,00
3 R$42.436,00 R$1273,08 R$43.709,08
4 R$43.709,08 R$1.311,27  R$45.020,35
5 R$45.020,35 R$1.350,61 R$46.370,96
6 R$46.370,96 R$1.391,12  R$47.762,08

Fonte: A autora (2021).

A Tabela 2.1, apresenta a evolucdo do Capital més a més, no sistema de capitalizacao
composto. Nesse caso, o Capital ¢ alterado a todo novo més de capitalizacdo, pois nesse
sistema, o juro € determinado sobre o valor acumulado do periodo anterior. Assim, o juro

obtido nessa aplicacio € dado pela soma dos valores determinados em cada periodo, assim:
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M=C+(C-i-n)

(2.2)
M=C-(1+i-n)

Tendo que, no sistema de Juro Composto ha um novo Capital a cada tempo, podemos
verificar também um novo Montante a cada periodo, sendo M referente ao primeiro més,
M, ao segundo més e assim sucessivamente € M/ serd o montante no fim do periodo de 6

meses.
— Primeiro més de aplicacdo:

Ml -
M1 -

S(1+i-1)
S(1+14).

Q Q

— Segundo més de aplicacdo:

My = C-(1+14)-(1+41)
M, = C-(1+i)

Através do primeiro principio de inducao matematica, tendo verificado a veracidade em
n = 1, e admitindo que é valida para todo n = k, tem-se que M = C - (1 + i)* para todo
k pertencente aos naturais.

Devemos provar que a igualdade vale paran = k + 1, assim:

M, = C-(1+i)
Mg-(1+i) = C-(1+0)*-(1+19)
Mgy = C- (14",

Portanto, a férmula do montante do n-ésimo més a juros composto pode ser definida por:
M, =C-(1+q)".

Tendo conhecimento do Montante acumulado em uma aplicacio, € possivel determinar os

juros obtidos nela, da seguinte forma:
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M = C+J
J = M-C
J = C-(1+9)"-C
J = C-[1+4i)"—1].

(2.3)

Ao analisar situagdes financeiras, deve-se levar em conta o periodo em que ela ocorre. No
espaco de tempo existente entre o Capital e o Montante, o valor de uma transacao se altera
diversas vezes, podendo ela ser classificada em trés diferentes momentos:

VALOR PRESENTE

Em uma transacado financeira, o valor presente (PV) é o valor atualmente acumulado,
podendo este coincidir com o Capital quando a transacao foi iniciada na data atual, ou
podendo ser um valor intermedidrio entre Capital e Montante quando a data atual esteja
durante a operacao.

VALOR FUTURO

Analisado o valor acumulado em qualquer data compreendida entre a atual e a final

(vencimento da operagdo) obtemos o valor futuro (FV).

Frequentemente, o valor presente e o valor futuro sdo tidos como sindénimos do Capital e

do Montante, respectivamente.

VALOR NOMINAL

E o valor constante de uma transacdo financeira. O valor nominal (VN) pode ser tanto o

Capital quanto o Montante.

Figura 2.1 — Valor no tempo

-
______
-

----
-
-
-----

C PV FV M (VN)
h 4 A 4 h 4 >
0 1 2 data atual n-1 n

Tempo (periodos)

Fonte: Puccini (2011).
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A figura 2.1 apresenta o valor no tempo.

O valor ou preco de um Capital em um certo periodo de tempo € determinado por sua
capitalizacao durante esse periodo. Com o juro sendo calculado periodicamente, através de uma
taxa fixada més a més, temos que o montante obtido, ao final da operacgdo, se dard pela soma
do capital inicial com a soma das capitalizagdes que ocorreram durante o processo. Assim, em
nossa situacao hipotética, apresentamos duas formas de capitalizar o capital, sendo uma delas
atrelada ao juro simples e a outra ao juro composto e, ao estarem sendo atreladas a uma mesma
taxa dentro de um mesmo periodo de tempo, ndo foi dificil perceber qual era a mais conveniente,
ou seja, na aplica¢do ao juro composto, o0 montante acumulado foi R$ 562,08 a mais que o

acumulado a juro simples.

Conhecer o processo inverso, o de descapitalizar o capital, se torna interessante nos casos
em que o sujeito queira confirmar a taxa aplicada na pratica em uma operacdo de financiamento,

por exemplo.

A equagdo (2.4) mostra esse processo de descapitalizacdo. Nela, estamos trazendo as
parcelas C,, que seriam pagas no futuro para o presente e, para isso, precisamos desconsiderar
a taxa aplicada ao fazer o processo inverso do que foi apresentado em (2.2), passando assim a
dividir as parcelas por (1 + 7)™ e ndo multiplicar, tendo:

Ol CQ 03 On
PV = ~+ ~— T — Tttt 2.4
0 O+ @+ip L+ (24

Com isso, podemos determinar a taxa interna de retorno. Este, se resume 4 taxa envolvida quando

analisado o valor presente do capital na data inicial. De modo simples, € como se resolvéssemos
acertar as parcelas futuras todas no ato da compra, sendo descontado assim o juro que seria
cobrado. Dessa forma, o sujeito € capaz de verificar se a taxa cobrada confere com a informada

no ato.

A aplicagdo dessa formula pode ser vista no Exemplo 2.0.1:

Exemplo 2.0.1. Ao realizar uma compra, um cliente pode parcelar em 2 vezes, com uma taxa de
0,5% a.m. Considerando que as parcelas sdo de R$120,00, qual seria o valor devido pago se

essa compra fosse realizada a vista?

Entao, dos dados do problema:
120 120

PV =
(140,005) " (1+0,005)

Portanto, o valor a ser pago se essa compra fosse realizada a vista, seria de R$238,20.

= 119,40 + 118,80 = 238, 20.

Considerando que as parcelas sdo iguais, em todos os periodos de pagamento, temos que

C) = Cy, = C3 = C, = C, podemos reescrevé-la da seguinte forma:

1 1 1 1

PV =C- 1+ T (1+Z~)2+ (1+z’)3"'+(1+z’)”
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Aqui, temos que o valor presente (PV) que serd obtido através do produto entre o capital e o
valor a ser pago em cada parcela com uma soma parcial de n termos de uma série geométrica,

definida por:

1 N 1 N 1 N 1 _2": 1
(144  (1+49)2 (1443 (1+4)n = (L +a)k

Logo, temos que:

1
PV = CZ A

O que também pode ser escrito como sendo:

n 1
PV -C - =0
]§<1+i)k

Na sentenca acima, ¢ pode ser representado como a raiz da fungio f(z) definida a seguir:

J@) =PV —C-y 2.5)

(14 a)k

A funcdo (2.5) serd vista com mais detalhes no Capitulo 4, em aplicacdes do dia a dia.
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3 FUNDAMENTACAO MATEMATICA

Alguns dos resultados que serdo utilizados e mencionados no préximo capitulo serdo
apresentados aqui e podem ser encontrados no livro Um curso de célculo - Volume 1 por
Guidorizzi (1997).

3.1 TEOREMA DOS INTERVALOS ENCAIXANTES

Sendo uma ferramenta fundamental do conjunto dos nimeros Reais, o teorema dos
intervalos encaixantes serd necessdrio para o método da Bissec¢do, pois este gera uma série de

sequéncias de comprimento sempre igual a metade do anterior.

Teorema 3.1.1. Seja [ag, bo), [ao, bo), [a1, ba], ...[an, by], ... uma sequéncia de intervalos satisfa-
zendo as condicoes:
(l) [ao,bo] D) [al,bl] D) [ag,bg] DD [Cerbn] D ...

(ii) Para todo r > 0, existe um natural n tal que:

b, —a, <r

Nestas condicoes, existe um unico real o que pertence a todos os intervalos da sequéncia, ou
seja:
a, < a<b,,vn e NU{0}.

Demonstracdo. Seja a sequéncia definida por (ag, a1, as, ..., a,, ...), formada pelos extremos
esquerdos dos intervalos de 3.1.1, denotada simplesmente por (a,,). Observe que (a,,) € limitada
pois a,, € [ag, by] para todo n € NU {0}. Além disso, (a,) € mondtona crescente e, portanto,
converge a seu supremo que chamaremos de . Como « é a menor cota superior de (a,) e todo

b, é cota superior de (a,), para todo n natural, temos:
a, < a<b,.

Vejamos que « € o dnico elemento tal que « € [a,, b,] para todo n € U{0}.

Sendo [ outro real de tal forma que, para todo n,

a, < B < by,

Entdo, para todo n,
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Por (ii) do enunciado, percebemos que, para todo r» > 0
la — B| < r.
Logo, a = .

Note que a sequéncia (b, by, ba, ..., by, ...), formada pelos extremos direitos dos intervalos
de 3.1.1, é limitada e mono6tona decrescente e o obtido no teorema, € seu infimo, assim sendo

seu limite. ]

3.2 TEOREMA DA PERMANENCIA DO SINAL

Este Teorema pode ser encontrado no livro Curso de Andlise - Volume 1 por Lima (2014).
Teorema 3.2.1. Sejam X CR,a € X, f,g: X — R. Selim,_,, f(z) = Lelim, ,,g(x) = M
com L < M, entdo existe § > 0 tal que parax € X e 0 < |z — a| < 0 temos f(z) < g(x).
Demonstragdo. Da definicao de limite, temos que:

L=1lim f(z) <= Ve >0,36; >0/|z —a| < = |f(x) - L| <e

r—a

M =lim g(z) <= Ve > 0,302 > 0/|z —a| <y = |g(x) - M| <e

Definindo e = ¥ > 0, pois L < M segue:

M+ L
L+e= 5 =M —=¢.
Para este ¢ = YL, existem &; > O e d, > 0 tais que, se # € X, com 0 < |z — a| < min(dy, 02),
temos que:
|f(z) = L|<e <= L—-—e< f(z)<L+e¢
e

lg(x) = M| <e <= M—-—e<g(x)<M+e

Assim, usando que L + ¢ = M — ¢ temos:

flz)<e+L=M-—e<g(x).

3.3 TEOREMA DE BOLZANO

Na aplicacao dos método numéricos, inicialmente € necessario delimitar um intervalo
que contenha os zeros da funcao e isto pode ser feito de duas formas: Analitica e Gréfica.
O Teorema de Bolzano, conhecido também como Teorema do anulamento, corresponde a maneira
analitica de fazer essa delimitac@o, determinando o intervalo real [a, b], de uma fung¢do continua,

no qual serd encontrado uma raiz, como segue.
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Teorema 3.3.1. Se f for continua no intervalo fechado [a,b] e se f(a) e f(b) tiverem sinais

contrdrios, entdo existird pelo menos um c em [a, b tal que f(c) = 0.

Demonstracdo. Suponhamos que f(a) < 0e f(b) > 0. Sendo a = ag, b = by e ¢y ponto médio

do segmento [ag, by] temos que:

fleo) <0
ou
flco) 20
Supondo f(¢g) < 0, definamos a; = ¢y e by = by. Entdo f(a1) < 0e f(by) > 0.

Seja ¢; o ponto médio do segmento [a4, b |, temos que:

fle1) <0
ou
fler) =20
Admitindo f(c;) > 0, se f(c1) = 0, o problema estd resolvido. Caso contrério, se f(c¢;) > 0,

entdo definimos ay = a; € by = ¢;. Assim, f(az) < 0e f(b2) > 0.

De forma andloga a este raciocinio, construimos uma sequéncia de intervalos encaixantes:
[ag, bo] D a1, b1] D [az,bo] D ... D [an, by] D ...,

e, para todo n:
fla,) <0e f(b,) > 0. (3.1)

Pelo Teorema dos Intervalos Encaixantes (teorema 3.1.1), existe tnico real c tal que, para
todo n:
a, <c<b,.

Além disso, as sequéncias definidas por a,, € b,, convergem para c como foi visto na demonstracao

do Teorema dos Intervalos Encaixantes (Teorema 3.1.1). Assim, da continuidade de f, temos:

lim f(a,) = f(c)e lim f(b,) = f(c). (3.2)

n—o0 n—0o0

De (3.1) e (3.3) segue, pelo teorema de Permanéncia de Sinal (Teorema 3.2.1), que:

fle) <0
€

fle) =0
Assim,

fle)=0



24

3.4 TEOREMA DO VALOR INTERMEDIARIO

Este teorema € a generalizacdo do teorema de Bolzano e é considerado um dos pilares

do estudo de funcdes continuas.

Teorema 3.4.1. Se f for continua em [a,b] e se 7y for um real compreendido entre f(a) e f(b),

entdo existe pelo menos um c em [a, b] tal que f(c) = .

Demonstra¢do. Suponhamos f(a) < v < f(b) e considerando: g(z) = f(x) — v, x em [a, b].

Sendo f continua em [a, b], g também € e ainda:

gla) = f(a) =y <0

g(b) = f(b) = >0.
Pelo Teorema de Bolzano (teorema 3.3.1), existe um ¢ em [a, b] tal que g(c) = 0, ou seja,
fle) =1 O

3.5 CONTRACAO

Nesta se¢do, usaremos como referéncia o trabalho de Oleiro (2016).
Definicao 3.1. Uma funcdo [ : I — R é uniformemente continua se, dado € > 0, existe um

0 > 0 tal que:

z,y € lelv —y| <d = [f(z) — f(y)| <e

Definicdo 3.2. Uma aplicagdo f : X C R — R chama-se contragdo se existe A € R onde
0 <A< ltalquel|f(z)— f(y)| < Az —y|paratodo x,y € X. Se for necessdrio especificar a

constante )\, diz-se entdo que f é uma \-contragdo.

Desta, segue que:

Teorema 3.5.1. Toda contragdo é uniformemente continua.

Demonstracdo. Partindo da hipétese de que f € uma contragao, existe A € R,com 0 < A < 1
tal que:

O objetivo é provar que dado £ > 0, existe 0 > 0 tal que, se |z —y| < d entdo |f(z) — f(y)| < e.
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1. Para0 < A < 1.

£

5 e considerando |z — y| < 4§, tem-se:

Seja e > 0. Tomando § =

F(@) = W) < Aw—yl <A =73 =,

Logo, |f(x) = f(y)] < .
ii. Para A = 0.
Como A = 0 e f € contragdo, entdo:
|f(@) = fW)] <0 |z —yl=0=|f(z) - f(y)|=0
Entdo dado £ > 0, qualquer que seja d > 0,

2 —yl<d=|f(x) - f(y)| <e

Portanto, conclui-se de (7) e (ii) que f é uniformemente continua.

3.6 PONTO FIXO
Aqui, também serd usado como referéncia o trabalho de Oleiro (2016).
Defini¢io 3.3. Um ponto x € R € dito ponto fixo de uma fungdo ¢ se ¢(x) = x

Exemplo 3.6.1. A funcdo ¢(x) = 2z tem como ponto fixo x = 0, pois:

O resultado a seguir estabelece condi¢Oes suficientes para que uma funcao tenha um

Unico ponto fixo.
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Teorema 3.6.1. Sejam F' C R um subconjunto fechado e f : F — F uma contra¢do. Dado
qualquer ponto xy € F, a sequéncia x1 = f(xy), o = f(21), ..., Tny1 = f(zn) converge para

um ponto a € F, que é o tinico ponto fixo de F'.

Demonstragcdo. Admitindo, por hipétese, que f : F* — [’ € uma contracdo, existe 0 < A < 1 tal
que:
[f(2) = f(W)l < Az —yl,Va,y € F.

Em particular,
’f(xn—i-l) - f(xn)‘ S /\|xn+1 - xn‘7 v'7711 € F, n € N.

Para z; e x5 tem-se: |23 — 21| = |f(x1) — f(z0)| < Az1 — x0]. Logo,
|ZL‘2 — [L’1| S )\|ZL’1 - Z(]()l. (33)

Analogamente, para x5 e x3, tem-se: |x3 —xa| = |f(x2) — f(x1)| < Aza—x1]. Logo, |x3 —x5| <
A|zy — x1|. Portanto, por (3.3),

|$3 — LIZ‘Q‘ < /\2|231 — LIZ‘()‘. (34)

Novamente, para x5 e x4, tem-se: |xy — z3| = |f(x3) — f(22)| < Mz — x2|. Logo, |14 — x3| <

A|z3 — 5. Portanto, por (3.4),
|24 — 23] < NP2y — 0]

Repetindo esse processo sucessivamente, obtém-se: |z,,11 — .| = |f(x,) — f(xn_1)| < Mz —

Zp—1|- Logo, |Tp1 — xn| < A|x,, — 2,,—1| de onde pode-se concluir que:

|Tpa1 — xn| < A"z — 20 (3.5)
Para demonstrar a existéncia de um ponto fixo em F, serd utilizado, para p € N, o seguinte:
Zntp — Tl = [(Tntp — Tnrp-1) + (@Tnt-1) = Tnt-2)) T+ (Tnt2 — Tot1) + (Tnp1 — ).
Pela desigualdade triangular:
Tasp=al < |@ntp=ns o) |+ @t o)) =Tt 02| o @2 =) ] (@1 =22
Por (3.5)

[Zpip — T S XNFPD |z — o] + XD |z — o] + o+ NPy — @] + Nz — w0l

Evidenciando \" e |21 — x|

|Tpap — 2| < AN |21 — 20 (/\(p_l) + AP L+ 1) ) (3.6)
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Note que, no lado direito da desigualdade, (3.6) temos uma soma parcial de p termos de uma

série geométrica.

1-Ar
I—A|

(Bnep — 2] < N1 — 0] [

Como 0 < 1— A < 1,pois 0 < \ < 1, entdo \"|z; — x¢] - H’_A;] < 25w — ol

Segue que:

|Tpyp — x| < |z — xo]. (3.7)

—1-=A
Tomando limite em (3.7) tendendo ao infinito:

n

lim |z,4p — 2, < lim |x1 — o] =0+ |21 — 20| =0

Logo,
nh_}rgo |Tpip —xn| =0 (3.8)

Por (3.8), x,, € uma sequéncia de Cauchy logo € convergente em R.
Portanto, existe a = lim,, ., x,, com a € F', pois, por hipdtese, F' € fechado.

Pela definicdo de contracdo, f é continua, entdo:

f(a) = f[nhjgo(xn)} = nlglolo fl(@n)] = nhjglo p = a.

Portanto, a € F' é ponto fixo de f.
Vejamos que o ponto fixo de f € Gnico em F'. Para tal, suponha que existe um elemento b € F’
tal que f(b) = b. Entéo,

b—a| =[f(b) = f(a)] < Alb—al.

Assim,
b—al —Alb—al <0

ou também,
(1=XNJb—al| <0

Uma vez que (1 — ) > 0e |b— a|] > 0, entdo:
(1-=MNb—a|=0 <= |b—a|=0.

Implicando em b = a.

Assim, a € o tnico ponto fixo de f. [

3.7 TEOREMA DE ROLLE

Teorema 3.7.1. Se f for continua em |a,b|, derivdvel em |a,b[ e f(a) = f(b), entdo existird

pelo menos um c em |a, b| tal que f'(c) = 0.
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Demonstracdo. Se f for constante em [a, b], entdo f'(z) = 0 em |a, b[; logo existird ¢ em |a, b|
tal que f’(c) = 0. Suponhamos, entdo, que f ndo seja constante em [a,b]. Como f € continua no
intervalo fechado [a,b], pelo teorema de Weierstrass, existem z; e x2 em [a, b], tais que f(x;) e
f(z2) sdo, respectivamente, os valores maximos e minimo de f em [a, b]. Como f(x1) # f(x2),
pois estamos supondo f ndo constante em [a, b], segue que 7 ou x pertence a |a, b| (estamos
usando aqui a hipétese f(a) = f(b), dai f'(x;) = 0 ou f'(x3) = 0. Portanto, existe c em ]a, b]
tal que f’(c) = 0. O

3.8 TEOREMA DO VALOR MEDIO

Teorema 3.8.1. Se f for continua em [a,b] e derivdvel em |a, b, entdo existird pelo menos um c
em |a, b] tal que:

f() = fla) = f'(c)(b—a).
Demonstracdo. Seja f uma fungdo definida em [a, b]. Consideremos a fungdo S dada por:
(x —a). (3.9)

Assim, S € a reta secante ao grafico de f que passa pelos pontos (a, (f(a)) e (b, f(b)).

Seja g fungdo dada por g(z) = f(x)—S(z), z em [a, b], onde S(z) estd definida em (3.9).
Como g € continua em [a, b], derivdvel em |a, b] pois f e S sdo continuas em [a, b] e derivédveis

em |a,b[ e g(a) = g(b), pelo Teorema 3.7.1 existe ¢ em |a, b tal que ¢'(c) = 0. Temos:

J(x) = fz) ~ ) e 8 = 1O I,
Assim,
J(@) = ) - TO T
Dai
g0 = (o - 1O g
Portanto
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4 METODOS NUMERICOS

Muitas situacdes matemaéticas surgem de problemas no qual se faz necessédrio determinar
zeros de fungdes. De posse de uma representacdo algébrica, podemos usufruir de métodos
capazes de solucioné-los. Porém, ndo sdo raros os casos em que técnicas e férmulas populares,

ensinadas na educagdo bdsica ndo sejam suficientes.

Ao analisar funcdes polinomiais de 1° e 2° graus, ou ainda algumas de 3° e até 4° grau, é
relativamente facil encontrar essas solugdes utilizando métodos analiticos, como a férmula de
Bhaskara e as Relacoes de Girardi, por exemplo. Para além disso, funcdes de graus superiores a
4 requerem métodos capazes de chegar préximo o quanto se queira da solu¢do, conhecidos como

métodos numéricos.

Encontrar zeros de funcdes através de métodos numéricos se baseia em dois passos:

* Determinar um intervalo [a, b] onde se encontra um zero, ou seja, onde f(z) = 0 ou apenas

um ponto de partida de acordo com o método aplicado;

* Refinar o valor encontrado, se aproximando o tanto quanto seja possivel dessa raiz.

Na sequéncia, serd apresentado os métodos numéricos selecionados para o desenvolvimento

deste estudo.

4.1 METODO DA BISSECCAO

Nessa busca por zeros de funcdes, o método da Bisseccao € considerado um dos mais
simples e de ficil entendimento, porém requer certo tempo para ser aplicado pois sua conver-
géncia € lenta. O refinamento da raiz ocorre vagarosamente, pois aqui o intervalo de estudo é
reduzido sempre pela metade.

O processo iterativo do método da Bissec¢@o consiste em subdividir um intervalo inicial ag, by

em uma sequéncia de subintervalos encaixados [ay, bg], isto é:

[ag, bo] D [a1,b1] D [ag, ba] D ...y D [ag, bk] D ...

onde .
bk — ax| = §|bk—1 — Qg1

Teorema 4.1.1. Seja uma funcdo f, continua no intervalo real [a,b] tal que f(a) - f(b) < 0.

ap+by
2

Se T ¢ o unico zero de f nesse intervalo, entdo a sequéncia xy definida por xp,1 =

satisfazendo f(ay) - f(bx) < Opara k =0,1,2,3, ... tal que ), converge para .
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Para a aplicacdo do método da Bisseccdo, inicialmente € necessario determinar um

intervalo que satisfagca a condigdo do teorema, ou seja, f(ax) - f(bx) < 0.

Devemos dividir esse intervalo em dois subintervalos, considerando o ponto médio do
a+b
2
Tendo x(, temos trés casos a serem analisados:

intervalo inicial, assim 22 = x, originando dois novos intervalos [a, x¢] € [xo, b].

* Se f(x¢) = 0, araiz procurada é o préprio valor de z, encerrando o problema.

* Se f(a).f(xo) > 0 temos que o valor da fungdo nos extremos possuem mesmo sinal, logo

a raiz procurada ndo se encontra no subintervalo [a, ] e sim em [b, z(]

* Se f(a).f(zo) < 0, ou seja, quando o produto da fungdo nos respectivos extremos é
negativo, concluimos que a fun¢do avaliada em cada extremo possui sinais contrarios.

Desta forma, temos que um extremo se encontra antes da raiz procurada e o outro, depois.

Exemplo 4.1.1. Determine a raiz real negativa do polindmio f(x) = 3 — 22 — 4z + 1.

Para determinar a raiz de um polindmio, devemos determinar para qual valor de = sua

funcdo se iguala a zero. Podemos representar graficamente esta func¢ao polinomial:

Figura 4.1 — Gréficode f(x) = 2® — 22° — 4z + 1

-1

-2

Fonte: A autora (2022).

Analisando o gréfico, podemos verificar a existéncia de trés raizes reais localizadas em

trés intervalos distintos, sendo estes: [—2, —1], [0, 1] e [3, 4].



Tabela 4.1 — Iteracdes método da Bisseccao

Itera¢do a b f(a) f(b) T, f(zm)
1 -2 -1 -7 2 -1,5 -0,875
2 -1,5 -1 -0,875 2 -1,25  0,921875
3 -1,5 -1,25 -0,875 0921875  -1,375  0,119141
4 -1,5 -1,375 -0,875 0,119141 -1,4375 -0,35327
5 -1,4375  -1,375 -0,353271 0,119141 -1,40625 -0,11099
6 -1,40625 -1,375 -0,110992 0,119141 -1,39063 0,005581

Fonte: A autora (2021).
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Aplicando o método da Bissec¢do, com o auxilio de uma planilha eletronica, faremos a

verifica¢do da raiz negativa dessa fun¢do que estd localizada no intervalo [—2, —1].

Aqui, apés 6 iteragdes, reduzindo o intervalo sucessivamente pela metade, chegamos no
intervalo [-1,40625; -1,375] encontramos que a raiz negativa do polindmio z° — 22 —4x+1

€ —1,39, com aproximacdo de duas casas decimais. De forma andloga, poderiamos

determinar as outras duas raizes existentes.

Em suma, o método da Bissec¢@o consiste em subdividir um intervalo em que se encontra

a raiz procurada do problema sucessivas vezes, até obter um valor tdo préximo o quanto se

queira do valor exato da raiz.

A convergéncia do método € garantida pelo Teorema de Bolzano (Teorema 3.3.1), porém

essa convergéncia pode ser muito lenta. As iteracdo sdo de baixo custo computacional.

4.1.1 ALGORITMO

Algoritmo 1 Método da Bissec¢ado

1: Dados de entrada: a, b, €.
2:

3: Enquanto (b —a) > ¢
4. T = aT—"b
5: Se f(a)- f(z) >0
6 a==x
7 Sendo
8: b==x
0: Fim

10: Fim

11: Saida: r = ‘%b

4.1.2 CRITERIO DE PARADA

Como visto no Exemplo 4.1.1, utilizamos o grafico da funcdo para determinar em qual

intervalo deveriamos aplicar o método. E fundamental ter uma nocao do intervalo em que a raiz

sera encontrada.
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Durante o desenvolvimento, a cada nova iteracdo nos aproximamos ainda mais desta raiz.
Mas, quando seria 0 momento correto de cessar com as iteracdes e assumir como raiz o valor
encontrado? Para este método em especifico, vamos levar em considerac¢ao o Erro absoluto sendo
determinado da seguinte forma:

FE = |$k+1 — ZL’k| (41)

Esse erro deve ser menor do que uma precisdo pré-estabelecida, no texto chamada de €.

Teorema 4.1.2. Dada uma tolerdncia € > 0. Entdo, para o intervalo inicial [a,b], o niimero
minimo k de iteragées realizadas pelo método da Bissec¢do, de modo que |xy, — xy_1| < €, é

dada por:
In(b—a)—In(e)

b= In(2)

(4.2)

A demonstragdo desta desigualdade que segue, € apresentada no livro Calculo Numérico
de Andrade e Carlos (2017)

Demonstra¢do. Dado o intervalo inicial [a,b] = [ag, by|. Na primeira iteracdo do método da

Bisseccdo, obtém-se [ay, b;] tal que:

by — a
by — ap| = |020|
Dividindo o intervalo ao meio, obtém-se [as, bs]:
P O B O e
2 2 2 2 2
De forma andloga até k-ésima iteracao:
|bo — ao|

Como |by — ag| < ¢
by — by —
7|0 a0|:>6>7‘0 CLO’.

g > |bk—ak]: ok ok

Aplicando a fung¢ao logaritmica [n , tem-se:

In(e) > In (W) = In(|bo — ao|) — k - In(2)

Segue que:
k- in(2) > In(|by — ao|) — In(e)
Portanto, o niimero minimo de iteragdes € dado por:

In(|bg — ag|) — In(e)
In(2)

k>
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4.2 METODO DO PONTO FIXO

Considerando f como sendo a fung@o da equagdo f(z) = 0 e tendo um intervalo inicial
[a,b] no qual f(a)- f(b) < 0, o método do Ponto Fixo serd capaz de obter uma fungdo ¢ da
forma ¢(z) = = + A(z) f(z).

Dada as defini¢des de Ponto Fixo e Contracdo no Capitulo 2, segue o resultado:

Teorema 4.2.1. Seja ¢ : [a,b] — [a,b] continua com ¢' continua em (a,b). Suponha que
|¢(x)] < M < 1 para algum M > 0 e para todo x € (a,b). Entdo, para todo x, € [a,b]

tem-se:

1. xpy1 = ¢(xy) pertence ao intervalo |a, b],Vk > 0.
2. limy_,o0 1, = ¢, para algum c € |a, b).

3. ¢ éainica solugdo de x = ¢(x) em (a,b).

Demonstragdo. Observe que, pelo Teorema do Valor Médio (Teorema 3.8.1), existe € entre x e
y tal que:

6(y) — o) = |¢'()lly — =] < Mly — =|.
Ou seja, pelo teorema do Ponto Fixo para contracdes (Teorema 3.6.1), ¢ € uma contra¢do no
subconjunto fechado F' = [a, b]. Portanto, para qualquer x, que pertence a [a, b], seguem os
resultados dos itens (1), (2) e (3) do teorema. ]

Dada f(x) uma fun¢@o continua num intervalo no qual existe uma raiz procurada, ou
seja, f(x) = 0. Transformando a equagdo em uma equivalente, temos que x = ¢(z), sendo que
qualquer solu¢do desta dltima é também solucio da primeira. As solug¢des obtidas para qualquer
fungdo ¢ sao chamados de Ponto Fixo de ¢, e essa busca passa entdo a ser o problema a ser
resolvido.

De forma geral, o Método do Ponto Fixo consiste em construir ¢ : [a,b] — R da seguinte

maneira:
¢(x) =z + Az) f(2), (4.3)
sendo A(x) # 0,Vz € [a,b].
Assim, € possivel obter vdrias expressdes para a funcio ¢ para cada expressdo f dada.
Obter um ponto fixo esta diretamente ligado com o encontro de uma raiz.

Reescrevendo (4.3), para A(z) = —1, encontramos:
¢(x) =z + Az) f(z)
= f(z) =z — o(x).
Desta forma, o método consiste em reescrever a equagdo f(z) = 0 em = = ¢(z) e gerar uma

sequéncia x de aproximagdes, partindo de um xy como aproximacao inicial:

Ty = O(xg), k=0,1,2, ... 4.4)
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Exemplo 4.2.1. Dada a fungdo f(z) = 2* + x — 6 = 0 s@o algumas possibilidades de fungdo

satisfazendo (4.3):
p1(z) = 6—2°
po(x) = E/m
o3(x) = . (; 1
bale) = r—1
As raizes da funcdo sdo facilmente determinadas sendo x = —3 e x = 2.

Com o intuito de verificar a eficdcia do processo iterativo, iremos analisar a aproximag¢do da

raiz x = 2, partindo de xy = 1,5 utilizando duas funcées ¢ distintas:
Caso 1: Obter a raiz x = 2 utilizando ¢1(x) e v9 = 1,5
(1) =6 — ( : ) =3,75
r3g = ¢1(x3) =6— ( 8 0625) = —59,0039
(z4) = 6 — (—59,0039)% = —3475, 4605

T = ¢

Ty = ¢1(14

Essa sequéncia de iteragdes ndo estd se aproximando da raiz desejada, como pdde ser observado

pelos valores obtidos.

Caso 2: Obter a raiz x = 2 utilizando ¢5(x) e xo = 1,5

Ty = ¢o(my) = V6 —1,5=2,1213

Ty = ¢ox) =6 —2,1213 = 1,9694
13 = ¢oxs) = /6 —1,9694 = 2,0076
vy = ¢olxy) = /6 —2,0076 = 1,9980

Contrdrio ao que ocorreu no primeiro caso, usando ¢, a sequéncia gerada estd se aproximando

da raiz desejada v = 2.

42.1 ORDEM DE CONVERGENCIA

Definiciio 4.1. Sejam {x}} uma sequéncia gerada por um método numérico que converge para
T e By = x, — X 0 erro cometido na iteracdo k. Se existem um niimero p < 1 e uma constante

C > 0 tais que:
li |Ek+1| .
im =
k—o00 |ek|P
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entdo p é chamado de ordem de convergéncia deste método e C é a constante assintética do

erro.

Observe que, pelo Teorema do Valor Médio (Teorema 3.8.1), temos que:
Tryr — T = ¢ (e) (21 — 7).
Com ¢, entre xy, € T, segue:

[

= — < ¢ (er)| < M.

Aplicando limite na férmula acima, quando £ — oo, com p = 1 e C' = M, sabemos que haverd
convergéncia para M < 1.

Como p = 1, a convergéncia do método do ponto fixo é pelo menos linear.

A convergéncia serd mais rapida quanto menor for |¢'(g)|. Assim, a sequéncia gerada a partir
de ¢ converge ao ponto fixo .

De volta aos casos 1 e 2, iremos verificar se as condi¢cdes de convergéncia apresentadas em
(4.2.1) sdo atendidas:

e Para ¢ (x) = 6 — 22, temos que sua derivada é dada por ¢} (z) = —2x

Pelas condic¢des de convergéncia, deve-se ter:

1 1 1
()| <1 <= 22| <1 < ]m|<§ = <<y

Dessa forma, com ¢4 () ndo é possivel encontrar um zero, pois o seu intervalo de contragio
I definido por [—1, 1] ndo contém zero de f e sendo assim, a condigdo falha. Por isto, ndo

estamos nos aproximando da raiz no exemplo.
* Para ¢y(x) = /6 — z, definida em = < 0, segue que:
Ve—r=12 <— 6—x=2a°

Assim, a fun¢@o converge para a raiz positiva 2, mas ainda precisamos verificar se este

pertence ao intervalo de contracao.

Com derivada corresponde a ¢ () = —3 \/éfz, temos que:
|p5(x)] <1 <= ;<1
? 26— =

1
<~ 6—x> -
7

— 6 > L

J— :L' —

4

23
=

— =5,75
T< g :
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Encontramos o intervalo de contragio de ¢, como sendo [0, 5, 75] que contém z = 2 de

forma que todas as condicdes de convergéncia sejam atendidas.

4.2.2 ALGORITMO

Algoritmo 2 Método do Ponto Fixo

1: Dados de entrada: z, €.

2: x = x

3 k=0

4: Enquanto (C'riterio de parada) > €
5: r = ®(x)

6: k=k+1

7: Fim

8: Saida: z =z

4.2.3 CRITERIO DE PARADA

A finalizagdo das iteracdes se dard quando uma das situa¢des acontecerem:

o |Tpi1 —xk| <€

o [flzr)] <e

4.3 METODO DE NEWTON-RAPHSON

Também conhecido como Método das Tangentes, é muito eficiente e popular na obtencao
de raizes devido sua rapida convergéncia e precisido. Porém, esse método necessita do conheci-

mento da derivada da fun¢do, o que nem sempre € possivel.

Teorema 4.3.1. Seja f uma funcdo continua no intervalo |a,b] e duas vezes diferencidvel no
intervalo |a, b[ satisfazendo f(a) - f(b) < 0e f"” # 0 para todo = € [a,b] e seja T o iinico zero
de f nesse intervalo. Se f"(x) > 0 ou f"(x) < 0 em [a,b], entdo para uma iterada inicial x

com f(xg) - f"(x0) < 0 a sequéncia ), gerada pela equagdo iteradora

Tyl = Ty — J{,((i:f), 4.5)

comk =0,1,2, ... converge monotonicamente para <.

A aplicacdo desse método necessita de uma estimativa inicial para x, tal que este per-
tenca a [a, b] afim de garantir a convergéncia do método, considerando que f(x) e f'(x) sejam

continuas nesse intervalo e f'(«) # 0, com « sendo raiz da fung@o.
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O método consiste em, dado x, construir uma aproximacao linear da func¢io nesse ponto, encon-

trando o zero desta aproximacao que passa a ser o novo x. Este processo iterativo daria origem

a sequéncia dada em (4.5), que se trata de um problema de ponto fixo.

Demonstragdo. Por hipétese, tem-se que f: [ — R, f € C?*(I) com f'(z) # 0,Vx € I.
Definindo:
f(@)

f'(z)

on(z) =2 —
* fla)=0 < ¢n(a)=a

o Py(z) = f[(f,)(’;’;](g) = ¢/y(a) = 0, onde a é um zero de f.

Note que, ¢y : I — R € continua desde que f € C?([).

Por simplicidade, vamos considerar g = ¢'y.. Segue que:

(i) Existe uma vizinhanga J fechada em a € [ tal que |g(z)| < k < 1,Vx € J.

(4.6)

Com efeito, para todo ¢ > 0, em particular ¢ = k£ < 1, existe 6 > 0 tal que se x €

(a —d,a+ d) N I, implica que:

g(z) € (g(a) — €, 9(a) +¢)
(a—0d,a+8)NICgtgla)—e, g(a) +e)]

Como (g(a)—e, g(a)+-¢) é aberto e como g é continua, temos que g~ '[(g(a)—¢, g(a)+¢)]

é aberto. Por ser g~ '[(g(a) — ¢, g(a) + ¢)] e I, ambos conjuntos abertos, entdo:
g '(g(a) —e,g(a) +¢)] N I é aberto .
Assim, existe p > 0 tal que:
[a—p,a+p Cla—6a+0)NITCggla)—e gla)+e)NI,

entao,
[a—p,a+p] C g '(9(a) —e,9(a) +¢)].

Isto implica que:
g(la—p.a+pl) < glg7"(9(a) — . g(a) +€))

C (g(a) —¢,9(a) +¢)
C [g(a) —e,9(a) + €.

4.7)
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Portanto, para ¢ = k < 1, existe p > 0 tal que g([a — p,a + p]) C [g(a) — k, g(a) + K].
Seja J = [a — p,a + pl, entdo:

9(J) C lgla) = k,g(a) + k] = [k, K] (4.8)

Por ser g(a) = 0.
Observe que de (4.7) e (4.8), J C Ie|g(x)| <k < 1,Vz e J

(i) Pelo Teorema do Valor Médio (Teorema 3.8.1), existe c entre z e y € J tal que:

o (2) = on ()] = |on (0)l|z — vl
ou
[on(2) = on(y) = lg(c)llz —y| < K|z —y]

ou
|on(z) — on(y)| < K|z —yl|,Vo,y € J.

Também, para z € J, temos que:
[on(z) — dn(a)| = [on(z) —a < klr —a| <|z—a| <p

entao,
on(z) €la—p.a+pl=J
ou

on(J) C J.

Portanto, ¢ (z) € uma contragio no subconjunto fechado .J.
Assim, pelo Teorema do Ponto Fixo (Teorema 4.2.1) a sequéncia (z,,) C J definida como

Tnt1 = On(xy,), Vn € N converge para o ponto fixo a € I, ou seja, z,, — a.
0

Afim de garantir a convergéncia, é necessario que, na estimativa inicial zo, f'(z) e f”(z)
ndo sejam nulas e f(xg) - f”(xy) > 0.

A escolha conveniente para o valor inicial sera:

* xo=ase ¢(a) € [a,b], ou
®* o= b.

Exemplo 4.3.1. Dada a fungdo polinomial f(x) = 5z + 22 — 12x + 4, determine com precisdo

de quatro casas decimais, para qual valor de x temos f(z) = 0.
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Figura 4.2 — Gréfico de f(x) = 523 + 2% — 122 + 4

=9 -8 -7 -6 -5 —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

-4

-5

f

Fonte: A autora (2022).

Para determinar uma estimativa inicial, iremos utilizar a representacdo grafica dessa

funcio, apresentado na Figura 4.2.

Analisando o gréfico, podemos notar a existéncia de trés raizes reais. E possivel deter-
minar todas elas pelos métodos iterativos, porém iremos determinar apenas uma, tendo como
estimativa inicial o ponto z = 1.

Por se tratar de uma equacao polinomial, sua derivada € conhecida e assim podemos aplicar o
Meétodo de Newton.

flz) = 5a* 4+ 2% — 122+ 4
fl(z) = 152" +2—12

Utilizando a equagdo definida em (4.5), e considerando uma precisao de quatro casas

decimais, a Tabela 4.2 apresenta as iteracdes realizadas.

Tabela 4.2 — Iteragdes método de Newton-Raphson

Iteragdo T flzn)  fl(xn) Tyt
1 1 -2 5 14
2 1.4 2,88 20,2 1,2574
3 1,2574 0,4327 14,2316 1,2270
4 1,2270 0,0182 13,0377 1,2256
5 1,2256 0,0000 12,9835 1,2256

Fonte: A autora (2022).
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Dessa forma, a raiz procurada do problema é x = 1, 2256, considerando uma aproxima-

¢do de quatro casas decimais

4.3.1 ORDEM DE CONVERGENCIA

Teorema 4.3.2. Se f, f' e f" sdo continuas em I cujo centro X é solugdo de f(x) = 0 e se

f'(x) # 0 entdo a ordem de convergéncia do método de Newton é quadrdtica, ou seja, p = 2.

Demonstracdo. Da equacgao (4.5), se subtrair a equagdo X = ¢ (X) tem-se que:

_ f(x)
Tp1 — T = ¢(zy) onde p(z) =z F(2)
Desenvolvendo em Série de Taylor a equacio X = ¢ em torno do ponto X:
= = N\ (= (xk — j)z » =
By — 7= 0(F) + (o4 — 2)8'(2) + L7 (e) — 6(2)

Como ¢'(x) = 0 na determinag@o de A(x):

|Tr11 —_f’| _ 97(ek) <C

|z — Z|? 20—

Assim, a ordem de convergéncia do Método de Newton é p = 2. O]

A vantagem desse método € justamente a sua convergéncia quadratica, ou seja, os digitos
dobram de quantidade conforme os valores se aproximam de x. Sua desvantagem € o fato de

necessitar da derivada da fun¢do, o que nem sempre € vidvel.

4.3.2 ALGORITMO

Algoritmo 3 Método de Newton-Raphson

1: Dados de entrada: z, €.

2: x = x

3 k=0

4: Enquanto (Criterio de parada) > €
5: T =T — ]{c,((zx))

6: k=k+1

7: Fim

8: Saida: x =z

4.3.3 CRITERIO DE PARADA

O processo iterativo termina ao atingir, dado uma precisio ¢, um dos pontos:

* For atingido o nimero maximo de iteracoes;
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e Obtém x4 tal que |xp1 — 21| < &

* Ou |f(xps1)| <e,comk =0,1,2, ..., aestimativa para a raiz serd o proprio xj1.

4.4 METODO DAS SECANTES

Outro método que pode ser utilizado é o método das Secantes.
Quando comparado com o Método de Newton-Raphson, sua vantagem é de ndo haver a necessi-

dade de utilizar a expressao derivada de uma funcao.

Dados dois pontos x( € z1, ao tragar a reta secante nestes encontramos o zero desta
reta, que passa a ser o novo ponto da sequéncia que serd definida em seguida. Da interpretacao
geométrica, temos que a derivada de uma fun¢do em um ponto, fornece o coeficiente angular da

reta que tangencia a curva nesse mesmo ponto, como pode ser visto na figura 4.3.

Figura 4.3 — Representacdo geométrica do Método das Secantes

fx)

[teracoes

Fonte: Vetter, Santos e Marques (2006).

Sabendo que a derivada de uma fung¢do € dada pela sua taxa de variacdo, temos que:

f’(mk) _ ii _ f(ﬁk) - f(xk—l). (4.9)

T — Tg—1
Ao substituir a expressao obtida para f’(x) na Equacéo (4.9) da funcéo iteradora de Newton-

Raphson, obtemos:

o)
ktl = Pk ™ ) —fler—1)
Tp—Tk—1

Podendo ser reescrita da seguinte forma:

l'kfl-f(l'k) - ~Tk-f(37k71)‘

P T ) — () o
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Na aplicagdo deste Método, sao necessarias duas estimativas iniciais e, em cada nova

iteragdo, sao utilizadas as duas ultimas aproximacdes.

Exemplo 4.4.1. Utilizando o Método das Secantes, determine pelo menos uma raiz da equacdo:

logr — cosx = 0.

Da representagdo grafica apresentada na Figura 4.4, pode-se verificar a existéncia de trés

raizes, localizadas nos intervalos [1, 2], [5, 6] e [6, 7].

Figura 4.4 — Gréfico de f(z) = logz — cosx

19 8 I 6 5 4 3 2 1o 1 2 3 4 5 ~—7 8 9

-2

-3

f

Fonte: A autora (2022).

Inicialmente, afim de obter as estimativas inicias zy € 1, vamos organizar a equagao

inicial em outras duas, sendo estas: y; = logx € ys = cosx.

Plotando ambas em um tunico plano, como mostra a Figura 4.5, podemos verificar os

pontos em que elas se encontram, sendo o valor de x nestes as raizes da equacao.

Podemos estimar entdo z, sendo 6,5 € 1 como 7, na busca pela raiz representada pelo

ponto C.
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Figura 4.5 — Intersec¢do dos Gréficos de y; € 4o

-4

Fonte: A autora (2022).

Aplicando o Método das Secantes, podemos observar as iteracdes na Tabela 4.3:

Tabela 4.3 — Iteracdes método das Secantes

Iteragﬁo (k) Tk—1 Tk f(xk,l) f(l’k) Tkl
1 6,5 7 -0,16367 0,091196 6,821094
2 7 6,821094 0,091196 -0,02493 6,859499
3 6,821094 6,859499 -0,02493 -0,00218 6,863188
4 6,859499 6,863188 -0,00218 6,49E-05 6,863082
5 6,863188 6,863082 6,49E-05 -1,6E-07 6,863082

Fonte: A autora (2022).

Verifica-se assim que a raiz representada pelo ponto C se trata de z = 6, 863082.

De modo anélogo, poderiamos verificar as outras duas raizes da equacao.

4.4.1 ORDEM DE CONVERGENCIA

A ordem de convergéncia € responsdvel por medir a velocidade com que as itera¢des irdo

aproximar-se da solucdo.

No Método da Secantes essa convergéncia se da de forma um pouco mais lenta do que
ocorre no Método de Newton, porém ainda assim € considerada uma 6tima op¢ao na busca por

raizes pois é necessério apenas o cdlculo de f(x).

Essa ordem de convergéncia é dada por p = 1+—2‘@ ~ 1,618.
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4.4.2 ALGORITMO

Algoritmo 4 Método da Secante

1: Dados de entrada: zq, x; €.

2: x =2

3: k=0

4: Enquanto (C'riterio de parada) > €
5: L1 = Tk

° k@) —raf )
S S (7 v crary

8 k=k+1

9: Fim

10: Saida: x =z

4.43 CRITERIO DE PARADA

O processo iterativo termina ao atingir, dado uma precisao €, um dos pontos:

* for atingido o numero maximo de iteragoes;
* obtém x4 tal que |xp — x| < &

e oul|f(xy11)] <e,comk=0,1,2, ..., aestimativa para a raiz serd o proprio xy1.

4.5 COMPARACAO PRATICA DOS TRES METODOS: BISSECCAO, NEWTON-
RAPHSON E SECANTE.

Para verificar na prética a diferenca entre os métodos mencionados anteriormente, iremos
determinar uma raiz da equagdo > + x — 6 = (0 pelos métodos da Bissec¢do, Newton - Raphson

e Secante, considerando um erro relativo de 1075.
* M¢étodo da Bisseccao
A aplicacao deste método requer um maior nimero de iteracdes quando comparado aos

demais métodos aqui abordados. Neste caso, foram necessdrias 20 iteragdes até se obter, com a

aproximac¢do necesséaria, o valor da raiz dessa equagdo, como pode ser visto na Figura 4.6
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Figura 4.6 — Iteragdes pelo Método da Bissec¢ao

BISSECCAD
Iteracdo a b f(a) fib) X_m f{x_m)
1 1 2.5 -4 2,75 1,75 -1,1875
2 1,75 2.5 -1,1875 2,75 2,125  0,640625
3 4 1,75 i 2,125 -1,1875 0,640625 1,9375 -0,3085938
4 19375 2,125 -0,30859 0,640625 2,03125 0,15722656
5 i 1,9375 i 2,03125 -0,30859 0,157227 1,934375 -0,0773809
6 1,984375 2,03125 -0,07788 0,157227 2,007813 0,03912354
7 # 1,384375 " 2,007813 -0,07788 0,039124 1,996094 -0,019516
8 1,996094 2,007813 -0,01952 0,039124 2,001953 0,00976944
9 g 1,996094 g 2,001953 -0,01952 0,009769 1,999023 -0,0048519
10 1,999023 2,001953 -0,00488 0,009769 2,000488 0,00244164
11 i 1,999023 £ 2,000488 -0,00485 0,002442 1,999756 -0,00122006
12 1,999756 2,000488 -0,00122 0,002442 2,000122 0,00061037
13 i 1,999756 r 2,000122 -0,00122 0,00061 1,999939 -0,0003052
14 1999939 2,000122 -0,00031 O,00061 2,000021 O,00015259
15r1,9‘39939r2,DDDD31 -0,00021 0,000153 1,999935 -7,629E-05
16 1,999985 2,000031 -7,6E-05 0,000153 2,000008 3,8147E-05
l?rl,El‘BEIEIEE FE,DDDDDE -7,6E-05 3,81E-05 1,999996 -1,907E-05
18 1,999996  2,000008 -1,9E-05 3,81E-05 2,000002 9,5367E-06
15 i 1,999996 r 2,000002 -1,9E-05 9,54E-06 1,999999 -4,768E-00
20 1,999999 2,000002 -4,8E-06 9,54E-06 2 2,3842E-06

Fonte: A autora (2022).

* Método de Newton-Raphson

Como pode ser visto na Figura 4.7 , o nimero de iteracdes € menor do que ocorre no
método da Bissec¢do e, como se trata de uma funcao polinomial, sua derivada é conhecida, o

que facilita a aplicacdo. Como estimativa inicial, foi utilizado x = 1.
Figura 4.7 — Iteracdes pelo Método de Newton-Raphson

NEWTON-RAPHSON

Iteragdo X0 F(x0) F'[X0) formula(X1) F{x1)
1 1 -4 3 2,33333333 1,777778
2 2,333333 1777778 7 2,07936508 0403124
3 2,079365 0403124 6,238095 2,01474211 0,073928
4 2014742 0,073928 6,044226 2,00251095 0,012561
5 2,002511 0,012561 6,007533 2,00042007 0,002101
6 2,00042 0,002101 6,00126 2,00007006 0,00035
7 2,00007 0,00035 6,00021 200001168 5,84E-05
8 2,000012 5,84E-05 6,000035 2,00000195 9,73E-06

Fonte: A autora (2022).
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e Método das Secante

Com apenas 6 iteracOes foi possivel encontrar a raiz procurada. As estimativas iniciais

neste caso foram x = 1 e x = 1,5 (Figura 4.8).

Figura 4.8 — Iteracdes pelo Método das Secantes

SECANTE
lteragdo  x(n-1) x{n) f{xn-1) flxn) ®{n+1}
1 1 1B -4 -2,25| 2,142857
2 1,5 2,142857 -2,25 0,7346%94 1,984615
3 2,142857 1,984615 0,734694 -0,07669 1,999571
4 1,984615 1,999571 -0,07669 -0,00214 2,000001
5 1999571 2,000001 -0,00214 6.62E-06 2
6 2,000001 2 6,62E-06 -5,7E-10 2

Fonte: A autora (2022).



47

5 APLICACOES

Tendo em vista os conceitos referentes a matemaética financeira e a utilizagdao dos Métodos

Numéricos, neste capitulo iremos verificar aplicacdes desses conceitos em situagdes cotidianas.

Inicialmente, utilizando a Func¢do 2.5 apresentada no Capitulo 2, iremos obter uma

fungdo genérica para o parcelamento. Considerando PV = P, a funcio inicial que define é dado

Ja)=F=C [<1Jlrx> i <1J1r:c>2+ (111Lsc>3+ o (1—11—%)”] ' SR

Colocando em evidéncia (1 + z) obtemos:

o Sl ) () s ()] o

Chamando de rr = (H%) e substituindo em (5.2), obtemos:

por:

f@)y=P—Cr-(1+r+r’+..+r"").

A expressdo em parénteses define uma soma parcial de uma série geométrica, assim f(x) pode

ser reescrita na forma:

f@y=p-cr (7).

—r

ou ainda:
r

f(x) :P—O(l_r> (1= ™). (5.3)

1

Por outro lado, de r = (1 =

) nota-se que:

r ( 1 ) 1 1 1 1
=T —= . prng g
1—r 1—7r (14+z) 1— 1+2)—1 =

(14x)
- 1 (5.4)
1—r =z
Assim, substituindo (5.4) em (5.3):
1 1 \"
fo=r=c(3)(1-(55))
Ou o
= f(x) :P_E[l_ (14 2)™"]. (5.5)

Com a funcdo (5.5) obtida, determinamos sua derivada pois esta se faz necessdria na aplicacao

de um dos métodos numéricos mencionados, sendo assim:

C

fl(x) = ) [1 —(1 —|—x)_”} — S {n (1 +x)—n—1] '
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O que implica:

Reorganizando:

fl(x):;[1_<1ix)n_n'x<1ix>n+1]' (56)

De posse das expressdes (5.5) que define a fungéo f(x) e sua respectiva derivada f’(z) na

Equacao (5.6), segue aplicacdo em trés exemplos.

Exemplo 5.0.1. Um determinado objeto pode ser adquirido a vista, por R$500,00 ou em trés
parcelas iguais de R$ 183,60 devendo ser paga a primeira 1 més apds a compra.

Qual é a taxa aplicada na segunda opgdo de pagamento?

Inicialmente, iremos identificar as varidveis desse problema:

Valor presente (a vista): P = 500,00.

Valor de cada parcela: C = 183,60.

Quantidade de parcelas: n = 3.

Taxa aplicada: i = z.

Pela fun¢do (5.5), ao substituir os valores da situacdo apresentada, obtemos:

183,60

f(z) =500 — [1—(1+2z)7%.
Solucionar esse problema se resume em determinar para qual valor de x essa funcao se

iguala a zero, ou seja, onde o gréfico intercepta o eixo das abscissas.

Para observar o intervalo no qual a raiz se encontra, podemos utilizar o gréifico de f(z).
A Figura 5.1 apresenta o grafico de f realizado com o software livre GeoGebra, enquanto a
Figura 5.2 apresenta uma ampliacdo do mesmo, facilitando assim a observacao do intervalo em

questao.
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Figura 5.1 — Grafico da f(x) plotado no GeoGebra

800
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Fonte: A autora (2022).

Figura 5.2 — Ampliagdo do gréfico da f(x) plotado no GeoGebra

0:2

0:15
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-0.05
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Fonte: A autora (2022).

De inicio, aplicamos o método que sempre ird convergir: O método da Bisseccao.
Antes de executar este método, € possivel determinar um nimero minimo de iteragdes que serdo
necessdrias na sua resolugdo, através da equagdo (4.2), como segue:
- log(0,06 — 0,04) — log(1079)

" log(2)
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Neste caso, tendo encontrado um intervalo adequado através da analise grafica como sendo

[0,04; 0, 06], foi calculado que k > 14, 2877....Assim, podemos admitir que, na aplica¢do deste

método, serdo necessarias a0 menos 15 iteragdes para encontrar a taxa procurada.

De fato, observando a Figura 5.3, verificamos que o critério de parada foi atendido na

16° iteragao.

Figura 5.3 — Iteragdes do método da Bisseccdo em uma compra parcelada

1 0,040000
2 0040000
3 0.045000
4 0,047500
5 0,048750
6 0,049375
7 0.049688
8 0,049844
9 0,049922
10 0,049961
11 0.,049980
12 0.049980
13 0.,049985
14 0.049985
15 0.049987
16 0,049987

0,060000
0.,050000
0,050000
0,050000
0,050000
0,050000
0,050000
0,050000
0,050000
0,050000
0,050000
0,049990
0,049990
0,049988
0,049988
0,049988

-9,506714
-9,506714
-4,709855
-2,339780
1,161742
-0,574463
-0,281256
0,134761
0,061541
0,024937
-0,006637
-0,006637
-0,002062
-0,002062
-0,000919
-0,000347

9,235006
0.011662
0.011662
0,011662
0,011662
0,011662
0.011662
0,011662
0,011662
0,011662
0,011662
0.002512
0,002512
0,000225
0,000225
0,000225

0,050000
0045000
0.047500
0,048750
0,049375
0,049688
0.049844
0,049922
0,049961
0,049980
0.,049990
0.049985
0.,049988
0.049987
0.049987
0,049987

Fonte: A autora (2022).

0,011662
-4,709855
-2,339780
1,161742
0,574463
0,281256
0,1347671
0,061541
0,024937
-0,006637

0,002512
-0,002062

0,000225
-0,000919
0.000347
-0,000061

0,020000 NAD
0,010000 NAD
0.005000 NAD
0,002500 NAOD
0,001250 NAQ
0,000625 NAD
0.000313 NAD
0.000156 NAO
0.000078 NAD
0,000039 NAOD
0,000020 MAD
0,000010 MAD
0,000005 NAD
0,000002 NAD
0.000001 NAD

| 0,000001 [INSIRNEN

Verificado através do método da Bisseccdo que a raiz procurada para este problema

€ algo proximo de 5%, tomemos este valor como referéncia para aplicagdo dos métodos que

seguem.

No caso do Método de Newton-Raphson, além da funcdo dada em (5.5) € necessério

também conhecer a sua derivada para a execug¢do do método. Entao, usando (5.6), segue que:

f'(x)

183,60

T2

1
=
1+

) o

1 4
1+x>

Assim, tendo conhecimento da derivada da func@o encontramos o valor procurado em

apenas duas iteragdes, conforme a Figura 5.4.

Figura 5.4 — Iteragdes método de Newton-Raphson em uma compra parcelada

ey

0,05 0.011661808 936.8763015 0.049987552 -2,28524E-07

1,24475E-05 NAD

2 0,049987552 -2 28524E-07 9369130197 0049987553 1,02318E-12 2 43911E-10 SN

Fonte: A autora (2022).

Para o método da Secante, ainda se fazem necessarios dois pontos proximos da raiz.

Como ja temos conhecimento desta vizinhanga, iremos utilizar os extremos do intervalo utilizado

no Método da Bisseccao, ou seja, 4% e 6% (Figura 5.5).
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Figura 5.5 — Iteragdes método da Secante em uma compra parcelada

1 0,04 0,06 -9.506713701 9.235006079 0.050144975 0,02 NAO

0,06 0.050144975 59235006079 0147454227 0.049985068 0.00985502% ij’-‘}O
0,050144375 0,049385068 0,147454227 -0,002328392 0,049987553 0,000159307 NAO
0.049985068 0,049987553 -0.002328392 &77044E-07 0049987553 2 .48578E-06 NAQ

2
3
4
5 0049987553 0,049987553 5.77044E-07 244427E-12 0,049987553 6.15897E-10 [SINIENEG

I
|
i
[
!
Fonte: A autora (2022).

A quantidade de iteracdes necessdrias serd determinada pela estimativa inicial, ou seja,

quanto mais proxima da raiz estiver, mais rapida serd a convergéncia do método.

Desta forma, utilizando qualquer um dos trés métodos apresentados, foi possivel deter-

minar o valor dessa taxa como sendo = = 4, 9%.
Figura 5.6 — Comparacdo entre os trés métodos numéricos aplicados ao exemplo 1

Comparacdo Métodos Numéricos

0,051000

0050000 [wm— e - - ——— = = - — =
0,049000 \ e

0,048000 ’

Noodroo0 V£

m

x 0,045000 \/
0,045000 v
0,044000
0,043000

0,042000
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

lteracdo

= = BISSEC wevses NEW s SEC
Fonte: A autora (2022).

No grafico apresentado na Figura 5.6, é apresentado a convergéncia dos trés métodos
numéricos aplicados: O Método da Bissec¢do € o mais demorado, porém sempre ird convergir
para a raiz procurada, ja pelos Métodos de Newton-Raphson e da Secante essa convergéncia é

mais rdpida, o primeiro ainda mais que o dltimo.

Exemplo 5.0.2. Um carro foi adquirido pelo valor de 32 mil reais. Pdde ser negociado com
apenas 3 mil reais de entrada e o restante financiado em 48 parcelas mensais e iguais, no valor

de R$994,28. Sob qual taxa foi feita essa negociacdo?
As varidveis aqui apresentadas sao:

* Valor 2 vista: R$32.000,00

* Valor a ser dado de entrada: R$3.000,00
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Valor a ser financiado: R$29.000,00

Valor de cada parcela mensal: C = R$994,28

Quantidade de parcelas: 48

Taxa aplicada: i = x

Neste problema, iremos considerar como sendo o valor presente P o valor a ser financiado,
neste caso R$29.000,00 assim, usando (5.5), temos:

994, 28
x

f(z) =29.000 — [1—(1+ x)748]

A Figura 5.7 mostra a representagdo grafica desta fungao.

Figura 5.7 — Gréfico da f(x) plotado no GeoGebra

29200

f 29000

r

28800
28600

28400

—900 -800 700 —600 -500 —400 —-300 —200 -100 100 200 300 400 500 600 700 800

Fonte: A autora (2022).

E uma ampliacao se faz necessaria para determinar uma vizinhanca em que a raiz se

encontra.



Figura 5.8 — Ampliacdo do grafico da f(x) plotado no GeoGebra
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Fonte: A autora (2022).
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Partindo do grafico 5.8, percebe-se que a raiz procurada encontra-se no intervalo

[0, 02; 0, 04], o que correspondem a 2% e 3% a.m.

Aplicando o intervalo acima no método da Bissec¢do, obtemos as iteracdes mostradas na

Figura 5.9:

Figura 5.9 — Iteragdes método da Bisseccao em financiamento de um carro

1 0,020
2 0.020000
3 0.020000
4 0.022500
5 0.022500
1] 0.022500
7 0.022500
8 0.022500
9 0.022500
10 0.022500
11 0.022500
12 0.022500
13 0.022500
14 0.022502
15 0.022504
16 0.022504

0.04
0.030000
0.025000
0.025000
0.023750
0.023125
0.022813
0.022656
0.022578
0.022539
0.022520
0.022510
0.022505

0.022505
0.022505
0.022505

-1497 669328
-1497.669328
-1497 669328
-2,697953
-2.697953
-2,697953
-2.697953
-2.697953
-2,697953
-2,697953
-2.697953
-2,697953
-2.697953

-1.291634
-0,588512
-0,236961

Fonte: A autora (2022).

7926,105267
3877818927
1385,708730
1385.708730
704,245841
354.029365
176,4858538
a7.,102135
42 253944
19.790876
8.549759
2.926715
0.114534

0.114584
0.114584
0.114584

0.030000
0.025000
0.022500
0.023750
0.023125
0.022813
0.022656
0.022578
0.022535
0.022520
0.022510
0.022505
0.022502

0.022504
0.022504
0.022505

3877.818927
1385,708730
-2.697953
704,245841
354 029365
176488538
87,102135
42253944
19,790976
8,549759
2.926715
0,114584
-1,291634
0.,588512
0,236961
0,061188

0,020000

0.010000

0,005000

0,002500

0,001250

0,000625

0,000313

0,000156

0.000075

0.000039

0,000020

0.000010

0,000005

0,000002

0,000001

0,000001

MAQ
MAD
MAQ
MAC
NAQ
MAC
MAQ
MAD
MAD
MAD
NAQ
MAC
NAQ
MNAQ
NAQ
SIM

De fato, a Equagdo (4.2) é capaz de estimar o nimero de iteragdes, neste caso, como
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sendo no minimo 15 iteracgoes:

log(0,04 — 0,02) — log(1079)
log(2)

Na pratica, encontramos uma taxa de 2, 25% na 16* iteracao.

= k > 14,28771...

Para o método de Newton-Raphson, a derivada dessa fun¢ao se faz necessdria e pode ser
obtida através da equacgdo (5.6):

f(z) = 99;28 [1 — (1_’1_I>48 s (1—i1_x)49]

Com isso, o método se concretiza com apenas 3 iteracdes, se considerado como estimativa inicial

uma taxa de 2%, como segue na Figura 5.10:

Figura 5.10 — IteracOes método de Newton-Raphson em financiamento de um carro

1 0,02 1497669328 62058555624 0.022413316 -52,69601762 0.002413316 MAD
2 0.022413316 -52 69601762 5775254067 0,02250456 -0.071066063  9.1244E-05 MNAD
3 0,02250456 -0.071066063 575971.5277 0.022504684 -1,29756E-07 1,23385E-07 SiM

Fonte: A autora (2022).

Aqui foi encontrada a mesma taxa que j4 havia sido calculada através do método da

Bissec¢do, porém com um nimero bem reduzido de iteragdes.

Por outro lado, temos o método das Secantes, no qual nao se faz necessario o uso da
derivada da funcdo e, com um nimero maior de iteragdes do que o método de Newton-Raphson
mas ainda assim menor que o da Bisseccao é visto na Figura 5.11, que em 6 iteragdes, a taxa é

encontrada.

Figura 5.11 — IteracGes método das Secantes em financiamento de um carro

0,02 0,04 -1497,669328 7926,105267 0,023178451 0,02 NAO
0.04 0023178491 7926,105267 384 2558259 0,022321439 0,016821509 MAD
0,023178491 0022321439 3842558259 -105,8302616 0022506513 0.000857053 MAD
0,022321439 0,022506513 -105,8302616 1,053213804 0,022504689 0,000185074 NAO
0,022506513 0,022504689 1,053213504 0,002852606 0,022504684 1,82369E-06 NAO

0.022504689 0,022504684 0002852606 -7.7147E-08 0022504684 4 95284E-09 SIM

[=r BN S R PR S R

Fonte: A autora (2022).

Na aplicacdo dos trés métodos numéricos, encontramos uma taxa igual a 2, 25%.

Na Figura 5.12, podemos verificar graficamente a rapidez em que os trés métodos

encontram a raiz procurada.



55

Figura 5.12 — Comparacao entre os trés métodos numéricos aplicados ao exemplo 2

Comparacio Métodos Numéricos
0,03500000
0,03000000
0,02500000 N

J 0,02000000 i —————————————_—
C.E 0,01500000
0,01000000
0,00500000
0,00000000
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
lteracdes
= == BISSEC ssssss NEW e SEC

Fonte: A autora (2022).

Exemplo 5.0.3. Uma moto anunciada por R$12.280,00 pode ser adquirida com uma entrada de
R$4.610,00 e o restante pago em 12 prestacdes mensais e iguais a R$748,00. Sob qual taxa foi

feita essa negociacdo?

Ao analisar os dados da situacdo, percebemos que o valor real a ser financiado € de
R$7.670,00.Dessa forma, por se tratar de uma série de pagamentos uniformes, podemos escrever
a funcdo parcela dessa situagdo através da equacdo (5.5):

748
f(z) =7670 — —[1 — (1 +2) .
x
Cujo gréfico € apresentado na Figura 5.13 com uma ampliacdo representada na Figura 5.14:

Figura 5.13 — Grafico da f(x) plotado no GeoGebra

7800
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7600 r

7400

7200

7000
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—1000 —-800 -600 —400 —200 200 400 600 800 1000

Fonte: A autora (2022).
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Figura 5.14 — Ampliagao do gréfico da f(x) plotado no GeoGebra
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Fonte: A autora (2022).

Ao analisar a ampliagdo 5.14, € facil perceber que o intervalo no qual a raiz procurada
se encontra é dado por [0, 02; 0, 04]. Através do método da Bisseccdo, obtemos as iteragdes da
Figura 5.15:

Figura 5.15 — IteracOes método da Bissec¢@o em um financiamento de uma moto

1 0,020 0.04  -240,355233 649.964827 0.030000 224405013 0,020000 NAD
2 0.020000 0.030000  -240,355233 224 405013 0.025000 -2,807919 0,010000 NAD
3 0.025000 0.030000 -2.807918 224405013 0.027500 112,055664 0,005000 NAQ
4 0.025000 0.027500 -2,807919 112,055664 0.026250 54942403 0,002500 NAOD
5 0.025000 0.026250 -2.807919 54.942403 0.025625 26147413 0,001250 NAQ
B 0.025000 0.025625 -2,807919 26.147413 0.025313 11,689857 0,000625 NAOD
7 0.025000 0.025313 -2.80791% 11,689847 0.025156 4446005 0,000313 NAQ
8 0.025000 0.025156 -2,807919 4.446005 0.025078 0,820303 0,000156 NAD
9 0.025000 0.025078 -2,80791% 0.820303 0.025039 -0,993493 0,000078 NAQ
10 0.025039 0.025078 -0,993493 0.820303 0.025059 -0.086516 0,000039 NAD
1 0.02505% 0.025078 -0.086516 0.820303 0.025068 0,366913 0.000020 NAQ
12 0.025059 0.025068 -0,086516 0.3665913 0.025083 0,140203 0,000010 NAOD
13 0.025059 0.025063 -0.086516 0.140203 0.025061 0.026845 0.000005 NAQ
14 0.025059 0.025061 -0.086516 0.026845 0.025060 -0.029835 0,000002 NAQ
15 0.025060 0.025061 -0.029835 0.026845 0.025060 -0.001495 0,000001 NAQ
16 0.025080 0.025061 -0.001495 0.026845 0.025061 0,012675 0,000001 SiM

Fonte: A autora (2022).

Foram necessdrias 16 iterac@o para se obter a taxa de 2,5% que atende a nossa precisio

de erros, partindo do intervalo inicial [0, 02; 0, 04], sendo os extremos como valores de a e b.



57

Essa quantidade de iteracdo de fato foi calculada, sendo:

log(0,04 — 0,02) — log(107°)
log(2)
Ja pelo Método de Newton, € necessdrio ter conhecimento da derivada dessa fun¢do, no caso:

fw) = 7:;128 [1 B <1Jlrx>12 s (111%1:)13] '

Através desse método, a solucao veio rapidamente com apenas 3 iteracdes, partindo de uma

k >

-k > 14, 28771...

estimativa inicial igual a 2% como pode ser observado na Figura 5.16.

Figura 5.16 — Iteracdes método de Newton-Raphson em um financiamento de uma moto

[ 0,02 -240,3552332 48580.76441 0.024947539 -5.245682704 (0.004947533 MNAD
[ 2 0.024947539 -5.245682704 4647907123 0.0250604 -0.002632402 0.000112861 NAD
| 3 0.0250604 -0.002632402 4643243223 0025060457 -6,6575E-10 5,66932E-08 SIM

Fonte: A autora (2022).

Poderiamos encontrar essa raiz através do método da Secante, considerando o mesmo
intervalo utilizado no método da Bissec¢do como estimativa e, com poucas iteracdes, é possivel

encontra-la, como visto na Figura 5.17.

Figura 5.17 — Iteragdes método da Secante em um financiamento de uma moto

0.02 0.04 -240.3552332 6499648271 0,0253993 0.02 NAO

0.04 0,0253993 6499648271 5973955576 0,025532275 0,0146007 NAQ
00253993 0,025532275 1570959391 -5 973815828  0.02549564 0,000132976 NAO
0,026532275  0,02649564 218617666 -5,973854332 0,025503503  3,6635E-05 NAD
0.02549564 0,025503503 20 16755823 -5 973846069 0025501706 7.86231E-06 NAO
0,025503503 0,025501706 2053120192 -5,973847957 0,025502111  1,7967E-06 NAD
0,025501706 0,025502111  20.44810413 -5.973847532 0.025502019 4 0495E-07 S5IM

= @ e L R -

Fonte: A autora (2022).

De todo modo, independente do método escolhido para a realizagdo deste célculo, o

valor da taxa aplicada no financiamento dessa moto de 2,5% ao més.

Cada método aplicado converge com uma rapidez diferente de outro, o que ¢ comparado

na Figura 5.18:



Figura 5.18 — Comparacao entre os trés métodos numéricos aplicados ao exemplo 3

Comparagao Métodos Numéricos

0,0350000

0,0300000

0,0250000 et —— e o — - — —
v 0,0200000
& 0,0150000

0,0100000

0,0050000

0,0000000

1 2 3 4 5 6 7 & 9 10 11 12 12 14 15 16
lteractes

= == BISSEC sssess NEW

Fonte: A autora (2022).

SEC
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6 CONCLUSAO

Os métodos iterativos para realizar aproximagdes de raizes isoladas para f(z) = 0
verificadas aqui apresentam vantagens e desvantagens quando comparadas entre si, 0 que torna

um método mais eficaz que outro.

Analisando os métodos de forma pratica percebemos que, a quantidade de iteracdes
necessarias no método da Bissec¢do pode ser muito maior quando comparado aos demais
métodos, 0 que torna o processo lento. Por outro lado, € possivel obter uma aproximagao
da quantidade de iteracdes necessdrias e € um processo de fécil aplicacdo, pois ndo requer

conhecimentos avangcados em matemadtica.

Apesar de nao ter sido aplicado aos exemplos de forma direta, o método do ponto fixo
possui como inconveniente a obtencao de uma funcao ¢, porém € dele que surge o método de
Newton-Raphson com o objetivo de acelerar a convergéncia desse método. Neste ultimo, as
iteracdes convergem com mais rapidez porém é necessdrio determinar a derivada da fungdo f(x)

e o valor de f’(x) a cada nova iteracdo, o que nem sempre € possivel de se fazer.

Por fim, o dltimo método abordado € o das Secantes. Neste, a convergéncia é mais
répida do que no primeiro método e mais lenta que no anterior. Mesmo nao sendo necessdria a
determinacao da derivada da funcdo para a aplicacdo do método, em casos onde esta for nula, o

método ndo se aplica.

Em todos os casos, a escolha de uma estimativa inicial adequada interfere no processo,
podendo determinar sua convergéncia ou nado. Isso pdde ser encontrado através de andlises

gréaficas com o auxilio do software livre GeoGebra.

Outra ferramenta muito usada foi a planilha eletronica. Nela, todas os célculos a cada

nova iteracdo, independente do método aplicado, pdde ser calculado.

O publico alvo que nao possui conhecimentos avancados em matemadtica, o método da
Bissec¢do € o mais didatico a ser aplicado enquanto que, os métodos de Newton-Raphson e
Secante sdo mais rapidos para encontrar a solucdo. Sendo o primeiro deles o mais rapido porém
ineficaz nos casos em que nao € possivel determinar a derivada da funcio passando a ser o

método da Secante o indicado.
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