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RESUMO

BORUCH, Isaias Guilherme de Souza. Um problema de contagem e o nimero pi. 51 f.
Dissertagdo - Programa de Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT,

Universidade Tecnoldgica Federal do Parana. Curitiba, 2022.

Este trabalho apresenta um método inusitado para calcular os digitos de 7: 0 Método das Colisdes,
proposto por Galperin. Duas demonstragcdes sao apresentadas, utilizando arcos congruentes em
circunferéncias e reflexdo de feixes de luz em espelhos. Como o método € impossivel de
ser realizado experimentalmente, uma simulacdo computacional no GeoGebra é apresentada,
mostrando algumas limita¢des do software. A simulagdo criada estd disponivel na pagina oficial
do GeoGebra.

Palavras-chave: Método das Colisdes; Digitos de pi; GeoGebra.



ABSTRACT

BORUCH, Isaias Guilherme de Souza. A counting puzzle and the number pi. 51 pg. Disser-
tation - Programa de Mestrado Profissional em Matemdtica em Rede Nacional - PROFMAT,

Universidade Tecnoldgica Federal do Parana. Curitiba, 2022.

This work presents an unusual method to calculate the digits of 7: the Collision Method, proposed
by Galperin. Two demonstrations are presented, using congruent arcs in circles and reflection of
light beams in mirrors. As the method is experimentally impossible, a computational simulation
in GeoGebra is presented, showing some software limitations. The simulation is available on the

official GeoGebra website.

Keywords: Collision Method; Digits of pi; GeoGebra.
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1 INTRODUCAO

Ao longo da histéria da matematica, muitos foram os problemas que permaneceram
sem respostas por séculos. A quadratura do circulo, por exemplo, foi um dos mais interessantes,
pois, questionava se era possivel construir um quadrado com a mesma drea de um circulo dado,
utilizando apenas régua e compasso (BOYER, 2012). Ao passo que mateméticos ao redor do
mundo tentavam resolver tal problema, acabaram se deparando com um valor constante: a razdo
entre o comprimento da circunferéncia e seu diametro (EVES, 2011). Dessa forma, literalmente

milhares de matemadticos tentaram determinar com exatidao qual o valor dessa constante.

Conforme serd visto neste trabalho, no decorrer dos séculos, considerdveis aproximagdes
foram sendo determinadas por meio de processos analiticos, geométricos € computacionais. E
ndo apenas isso: descobriu-se a irracionalidade e a transcendéncia dessa constante. Também um
simbolo foi adotado para referencia-la: 7 (EVES, 2011; BOYER, 2012).

De forma geral, desde o método da exaustdo, primeiro método cientifico para a determi-
nacao dos digitos de 7, até a utilizacdo de computadores, os métodos para essa determinacao
mudaram muito ao longo da histéria e um dos métodos que chama a atencao € o descrito por
Galperin (2003). O autor apresenta um método curioso para a determinacgdo dos digitos de ,
partindo de um problema de contagem de choques em um sistema. E interessante observar que
tal método €, ao mesmo tempo, encantador, uma vez que transforma um problema de teoria dos
nimeros em um problema fisico de contagem, mas também experimentalmente impossivel de se

realizar com materiais concretos.

Para que a quantidade de colisdes no sistema resulte nos n primeiros digitos de 7, é
necessdrio que, sendo m a massa de um dos blocos, a massa do outro bloco seja m - 100" L.
Assim, para determinar os 12 primeiros digitos de 7, se a massa do bloco menor for 1 kg, entio
a massa do bloco maior deveria ser 10?2 kg, que é aproximadamente a massa da lua terrestre.
Além disso, existe a necessidade de garantir que o sistema nio tenha perda de energia por atrito

ou por choques inelasticos.

Assim, tal método se justifica ndo pela eficiéncia na determinagdo dos digitos de 7, mas
por sua elegancia e por levantar outras questdes. Como a colisdo entre os blocos e a parede
determina os digitos de 7? Como garantir que isso sempre ocorre? Quais sao todas as condi¢des
para que a quantidade de choques, de fato, represente os n primeiros digitos de m? Nao sendo
possivel realizar o experimento com materiais concretos, serd possivel realizd-lo utilizando uma

simulagdo? Como seria a implementacdao? Quais as limitagcdes deste experimento?

Neste trabalho, além de se investigar respostas a tais questionamentos, serd proposta
a implementagdo de uma simulacdo do experimento, destacando a quantidade de choques no

sistema, bem como a possibilidade de se alterar as condi¢des iniciais de massa dos blocos. Com
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tal aplicacdo h4 a possibilidade de construcao de uma sequéncia de tarefas que permitem elaborar

e testar hipdteses, criar conjecturas, confrontar ideias e validar conclusdes.

O objetivo deste trabalho &, portanto, mostrar que, em condi¢des ideais, a quantidade
de choques no sistema corresponde aos n primeiros digitos de 7 e implementar no software

GeoGebra o modelo em discussao.

Para tanto, lista-se abaixo os objetivos especificos do trabalho:

* Descrever precisamente o método das colisdes;

* Enumerar a quantidade de choques no sistema quando a massa do maior bloco e a massa
do menor bloco sdo iguais, bem como descrever as etapas de cada choque com suas

caracteristicas;

* Enumerar a quantidade de choques no sistema quando a massa do maior bloco é o dobro
da massa do menor bloco, bem como descrever as etapas de cada choque com suas

caracteristicas;

* Construir modelos matemadticos que determinem a quantidade de choques entre os blocos

dependendo apenas das massas destes;
* Demonstrar que em condig¢des especificas o método retorna os n primeiros digitos de 7;
* Implementar o Método das Colisdes no GeoGebra;
* Descrever a implementacdo do Método das Colisdes no GeoGebra;
* Discutir a potencialidade da aplica¢ao no software;
* Identificar limitacdes do software GeoGebra na implementacdo do Método das Colisdes.

» Apresentar novas possibilidades de estudos relacionados ao Método das Colisdes.

De acordo com os objetivos acima, este trabalho € dividido em capitulos. No Capitulo 2
serd feita uma breve revisao bibliogréfica sobre os métodos para calcular 7. No Capitulo 3 serd
apresentado o Método das Colisdes (GALPERIN, 2003) e sua demonstracao serd feita de duas
formas, usando relagdes diferentes: arcos congruentes em circunferéncias e reflexdo de feixes de
luz em espelhos. No Capitulo 4 serd apresentada uma implementagdo do Método das Colisdes

utilizando o software GeoGebra, o qual resultou na simulag@o disponivel em:

https://www.geogebra.org/m/xttbnh2p.


https://www.geogebra.org/m/xttbnh2p
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2 METODOS PARA CALCULO DE PI

Sempre que se faz referéncia a circunferéncias, arcos, esferas e objetos circulares ha
consequentemente referéncia ao nimero 7, mesmo que inconscientemente. Sua presenga no
dia a dia e em diversos campos da ciéncia é extremamente comum. Inclusive na arte podemos

encontra-lo. Segundo Wendpap, Bastiani e Guzzo (2019),

A importancia de 7 deve-se também ao fato da sua presenca em varias equacdes
de diferentes campos da ciéncia: descrevendo a hélice dupla do DNA, na
teoria das supercordas, nas equagdes de Einstein do campo gravitacional, na
arquitetura e em um grande nimero de problemas geométricos e estatisticos.
O 7 apresenta-se também na teoria das vibragdes e movimentos ondulatérios.
Mesmo na arte 7 tem sido uma fonte de inspiracdo. Umberto Eco, na primeira
pagina do seu livro “O Péndulo de Foucault”, descreve o péndulo e a associagao
de 7 com o periodo do péndulo. No filme “7, faith in chaos”, escrito e dirigido
por Darren Aronofsky, um atormentado matemadtico tenta decifrar um cédigo,
baseando-se em digitos de 7, para compreender o padrdo do mercado de capitais.
[WENDPAP; BASTIANI; GUZZO, 2019, p. 6]

Assim sendo, considerando a importancia de 7 dentro da Matemadtica, compreender sua
evolucdo ao longo da histéria e em diversos povos, elencando os principais conhecimentos sobre

ele, desde sua origem até a atualidade, € de notavel importancia.

Ao verificar a evolucdo a respeito dos métodos de calcular 7 ao longo da histéria é
possivel perceber a evolu¢do dos conhecimentos mateméticos de cada época, bem como das
civilizagdes. Existem vdrias maneiras de determinar o que € 7, no entanto, uma das mais simples
seria defini-lo como a razao entre o comprimento C' de uma circunferéncia e seu didmetro D
(LIMA, 1991), ou seja,

C
™= —.

D

Tal conceito j4 era conhecido na antiguidade, contudo, ndo se sabe, de fato, como chegou-
se a essa conclusao (EVES, 2011). No entanto, este conceito pode ser decorrente da constru¢cdo
empirica de que, multiplicando o didmetro de uma circunferéncia por determinada razdo seu

perimetro manterd tal propor¢do, ou seja, serd multiplicado pela mesma razao.

A determinagdo dos digitos corretos de 7 € tema central de discussdes ha séculos. De
acordo com Boyer (2012), as primeiras tentativas que levam a essa determinagdo datam de 1650
a.C., pelo método egipcio, que estd descrito no Papiro de Rhind (também conhecido por Papiro
de Ahmes, escriba egipcio que copiou um trabalho mais antigo) o qual apresenta 85 problemas e
suas respectivas solugdes. Entre tais problemas se sobressai o 50°, no qual se determina m como
(16/9)2.



12

Com o passar dos anos os métodos para a determinacdo dos digitos de 7 foram ficando
mais sofisticados. Segundo Eves (2011), a primeira tentativa cientifica de calcular o valor de 7

acontece por Arquimedes em, aproximadamente, 240 a.C.

Mol (2013) afirma que Arquimedes conciliou o rigor matemdtico com as preocupagoes
em relacdo a sua aplica¢do. Em seu tratado “Sobre a Medida do Circulo”, Arquimedes determinou
que a razdo entre o comprimento da circunferéncia e seu didmetro estaria entre 223 /71 e 22/7.
Para tanto, o Método da Exaustao, conhecido também como Método Classico (EVES, 2011),
foi utilizado. Este método utiliza uma circunferéncia qualquer, um poligono regular inscrito
na circunferéncia e um poligono regular circunscrito na circunferéncia. E possivel verificar
que o comprimento dessa circunferéncia é maior do que o perimetro de qualquer poligono
regular inscrito e menor do que o perimetro de qualquer poligono regular circunscrito por essa

circunferéncia. A Figura 2.1 ilustra este método.

Figura 2.1 — Método da Exaustdo com poligonos regulares de 6 e 8 lados

Fonte: O Autor.

Segundo Mol (2013), o Método da Exaustao foi proposto por Eudoxo, aluno e colaborador
de Platio e apenas utilizado por Arquimedes. E interessante observar que tal método é o
fundamento dos processos de calculos infinitesimais, ja que, quanto maior o nimero de lados
dos poligonos considerados, seus respectivos perimetros estardo mais préximos do perimetro da

circunferéncia.

Utilizando sucessivamente o0 Método da Exaustdo com poligonos inscritos e circunscritos
de 12, 24, 48 e 96 lados, Arquimedes limitou o valor de 7 entre 223/71 e 22/7, conforme citado

anteriormente. E possivel perceber que Arquimedes determinou que
3, 1408457 < 7 < 3,142857143.

Sendo assim, foi possivel determinar corretamente as duas primeiras casas decimais dessa
constante. Apés Arquimedes, a primeira aproximacdo considerdvel de 7 foi produzida por
Claudio Ptolomeu em 150 d.C., em seu tratado “Syntaxis Mathematica”. Eves (2011, p. 142)

afirma:
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[...] O valor de 7 dado nesse trabalho é, em notago sexagesimal, 3 830" que
é 337/120, ou também 3, 1416. Sem divida esse valor foi obtido a partir de
uma tabua de cordas [...]. A tdbua fornece os comprimentos das cordas de um
circulo correspondentes aos dngulos centrais de 0° e 180° com incrementos de
meio grau. Multiplicando-se o comprimento da corda do angulo central de 1°
por 360° e dividindo-se o resultado pelo comprimento do diametro do circulo,
obtém-se o valor de 7 acima.

Do século II até o século XV poucos foram os avancos nos métodos para calcular os
digitos de 7. Apenas a partir do século XVI houve inovacio a maneira de se calcular a constante
relacionada ao comprimento da circunferéncia e seu diametro. De acordo com Bortoletto (2008)
foi o francés Francgois Viete que, no século X VI, utilizou o conceito do método de limites para a
determinacgdo dos digitos da constante, o qual se caracteriza pela utiliza¢do de processos infinitos
de célculo, envolvendo expressdes e uma infinidade de operacdes. Bortoletto (2008) apresenta
ainda que Viete ndo conhecia o conceito de convergéncia de uma série, algo que fez com que

fosse freada a determinacdo de m com cada vez mais casas decimais.

De acordo com Eves (2011), por volta da segunda metade do século XVII, James Gregory

e Leibniz, de forma independente, fazendo uso da integral

Tt
/ = arctanx
o 1-+1¢2

chegaram quase simultaneamente a expressao

PR I
t =r— — 4 — — — 4+ - 2.1
arctanr = x 3 + 3 - + 2.1)
Fazendo x = 1, tem-se:
7r_1 1+1 1+
4 3 5 7

Esta € a primeira série infinita descoberta que converge para 7 (BORTOLETTO, 2008),
embora a convergéncia seja muito lenta (EVES, 2011). Para determinar o primeiro digito correto
de 7 € necessdria a soma de 7 termos na série e para a determinagdo do segundo digito correto é
necessaria a soma de 25 termos. Ja para a determinagdo dos cinco primeiros digitos corretos da

constante, € necessaria a soma de 136.130 termos na série.

Contudo, uma escolha diferente para x na equacdo (2.1) pode proporcionar uma conver-
géncia mais rdpida da série que resulta nos digitos de 7. De acordo com Eves (2011), fazendo
uso da série de Gregory e Leibniz, apresentada na equagado (2.1), e com x = ,/1/3 Abraham

Sharp encontrou, no ano de 1699, corretamente as primeiras 71 casas decimais de 7.

A partir do desenvolvimento das teorias do célculo diferencial e integral foi possivel aos
matematicos determinar com exatidao cada vez mais casas decimais de 7. Além da determinagdo
das casas decimais, diversos matematicos buscavam determinar a natureza de 7, provando,
por exemplo, a irracionalidade e a transcendéncia dessa constante. A irracionalidade de 7 foi,

de acordo com Eves (2011), demostrada em 1761 pelo matemaético francé€s Johann Heinrich
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Lambert, enquanto a transcendéncia foi demostrada em 1882, por Ferdinand von Lindemann.
Mais tarde, com o desenvolvimento dos computadores, a quantidade de digitos conhecidos para

7 sofreu um salto.

Bortoletto (2008) e Eves (2011) afirmam que ndo hd uma razdo matemdtica para a
determinacdo de tantas casas decimais, ja que, por exemplo, dez decimais permitem calcular
o comprimento de um meridiano terrestre com um erro inferior a uma polegada. No entanto,
podemos citar que, em relacdo a ci€éncia da computacdo, uma aplicacdo de se calcular tantas
casas decimais de 7 € a de testar computadores e chips de computador em relacio a defeitos em

suas programacdes.

A Tabela 2.1 mostra a cronologia do calculo dos digitos de 7 (WIKIPEDIA, 2022a;
WIKIPEDIA, 2022b). Esta tabela permite verificar a evolucao ao longo do tempo da quantidade
de digitos da constante, com €nfase a partir do ano de 1949, que marca o inicio da era dos

computadores.

Tabela 2.1 — Célculo dos digitos de m com €nfase na era dos computadores

Ano Autor(es) Quantidade de digitos encontrados

1650 A.C. Egipcios (Papiro de Rhind) 1

250 A.C. Arquimedes 3
480 Zu Chongzhi 7
1424 Ghiyath al-Kashi 16
1596 Ludolph van Ceulen 35
1794 Georg von Vega 126
1824 Gauss 200
1949 William Shanks 527
1949 G. W. Reitwiersner et al 2.037
1954 S. C. Nicholson e J. Jeenel 3.089
1957 G. E. Felton 7.480
1958 F. Genuys 10.000
1959 J. Guilloud 16.167
1961 W. Shanks e T. W. Wrench Jr 100.265
1966 J. Guilloud e J. Filliatre 250.000
1967 J. Guilloud e M. Dichampe 500.000
1973 J. Guilloud e M. Dichampe 1.101.250
1981 K. Miyoshi e Y. Kanada 2.000.036
1982 Y. Tamura 2.097.144
1982 Y. Tamura e Y. Kanada 8.388.576
1983 Y. Tamura, S. Yoshino e Y. Kanada 16.777.206

(Continua)
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Tabela 2.1 (Continuacao)

Ano Autor(es) Quantidade de digitos encontrados
1985 W. Gosper 17.526.200
1986 D. H. Bailey 29.360.000
1986 Y. Kanada e Y. Tamura 67.108.839
1987 Y. Kanada et al.a 134.217.700
1988 Y. Kanada e Y. Tamura 204.326.551
1989 G. V. Chudnovsky e D. V. Chudnovsky 480.000.000
1989 G. V. Chudnovsky e D. V. Chudnovsky 535.339.270
1989 Y. Kanada e Y. Tamura 536.870.898
1989 G. V. Chudnovsky e D. V. Chudnovsky 1.011.196.691
1989 Y. Kanada e Y. Tamura 1.073.740.799
1991 G. V. Chudnovsky e D. V. Chudnovsky 2.260.000.000
1994 G. V. Chudnovsky e D. V. Chudnovsky 4.044.000.000
1995 D. Takahashi e Y. Tamura 3.221.220.000
1997 D. Takahashi e Kanada 51.539.607.510
1999 D. Takahashi e Kanada 206.158.430.000
2002 Kanada et al. 1.241.100.000.000
2009 Daisuke Takahashi 2.576.980.370.000
2010 Fabrice Bellard 2.699.999.990.000
2010 Shigeru Kondo e Alexander Yee 5.000.000.000.000
2011 Shigeru Kondo e Alexander Yee 10.000.000.000.050
2013 Shigeru Kondo 12.100.000.000.050
2019 Emma Haruka Iwao 31.415.926.535.897
2020 Timothy Mullican 50.000.000.000.000
2021 Thomas Keller e Heiko Rolke 62.831.853.071.796
2022 Emma Haruka Iwao 100.000.000.000.000

Fonte: (WIKIPEDIA, 2022a; WIKIPEDIA, 2022b).

Em 21 de marco de 2022, o recorde mais recente foi estabelecido por Emma Haruka
Iwao, funciondria do Google, com 100.000.000.000.000 digitos (IWAO, 2022).

Nesse sentido, € possivel observar que a determinacgao dos digitos de m tem chamado
a atencao de cientistas ao longo dos séculos e tal tarefa passou a ser ndo apenas um problema

matematico no contexto de teoria dos nimeros, mas também computacional.
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3 METODO DAS COLISOES

Conforme apresentado anteriormente, diversos foram os métodos utilizados para a
determinacgdo dos digitos de 7. Neste capitulo serd descrito o Método das Colisdes, o qual, em

condig¢des especificas, permite a determinacio dos n primeiros algarismos deste nimero.

No método sao necessarios dois blocos, By e B,, uma superficie plana, horizontal e
sem atrito, onde o bloco de menor massa (m) esteja parado entre o bloco de maior massa (M),
inicialmente em movimento, e uma parede fixa. Ainda, como condicdo, nesse sistema os choques

devem ser perfeitamente eldsticos e sem perdas de energia. A Figura 3.1 apresenta tal situacao:

Figura 3.1 — Blocos B; e Bs na superficie plana e sem atrito

Parede

=

Fonte: O Autor.

Sejam vy e vy as velocidades de B; e B», respectivamente. Como o sistema ndo tem
perdas de energia, pela conservacdo da energia cinética:
2 2
mvy  Muvj
2 2

E como os choques sio elésticos, pela conservacdo do momento linear:

= constante.

muv; + Mwv,; = constante.

Seja o caso mais simples, em que M = m e as velocidades de B; e Bs sdo, em médulo,
0 e v, respectivamente, com v # (. Seja também, sem perda de generalidade, o sentido positivo

da orientacao da velocidade da esquerda para a direita. As seguintes etapas ocorrem neste caso:

1. Em um instante considerado inicial (t,) o bloco B; encontra-se em repouso sobre a
trajetdria, entre o bloco B, e a parede, enquanto By move-se com velocidade —v em
direcdo a By, conforme a Figura 3.1. A energia cinética de 3; e seu momento linear sdo,
ambos, nulos. Por outro lado, a energia cinética de B, é dada por mu? /2 e seu momento

linear € expresso por —mu.
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2. No instante ¢, hd o choque entre os blocos e B, oferece impulso ao bloco Bj, transferindo
sua energia cinética a ;. Assim, imediatamente apds o choque, B; passa a ter velocidade
—uv, enquanto Bs passa a ter velocidade nula. A energia cinética de B, passa a ser expressa
por mv?/2 e seu momento linear —mv, enquanto o bloco By possui energia cinética e

momento linear nulos.

3. Decorrido algum intervalo de tempo apds a primeira colisao entre os blocos ha a colisao
de B; com a parede. Nesse instante, aqui definido como ¢-, a velocidade de B; muda de
—uv para v instantaneamente. Assim sendo, o bloco em questio passa a se movimentar
em direcdo a By, que se encontra em repouso. A energia cinética de B; mantém-se como

muv? /2 enquanto seu momento linear passa a ser mv.

4. Ap0s certo intervalo de tempo, em 3, 0 bloco B; choca-se com B, oferecendo impulso
a By e transferindo sua energia cinética. Imediatamente apés o choque, B, passa a ter
velocidade nula, enquanto B, assume velocidade v. Dessa forma, a energia cinética e o
momento linear de 3; voltam a ser nulos, enquanto a energia cinética € 0 momento linear

de B, sdo muv? /2 e muv, respectivamente.

A Figura 3.2 mostra a configuracao do sistema nos tempos %, t1, to, t3 € ap0s t3, conforme

descrito acima.

Figura 3.2 — Configuracdo do sistema em %, t1, to, t3 € apos t3

By L B ., B1 By B 77 By
B N N []
to t to
B1 Bo 5 B B 5
t3 Apbs ts

Fonte: O Autor.

Ao observar as etapas descritas, € possivel perceber que apds o segundo choque entre
os blocos ndo mais havera colisdes no sistema. Também € possivel perceber que em todos os
choques entre os blocos no caso descrito ha transferéncia total do momento linear. Contudo, isso
nem sempre ocorre. Em geral, se M/ > m, nem todo o momento linear € transferido e ambos
blocos continuam se movendo, ao contrdrio do caso anterior. Sendo M = 2m as etapas do
fendmeno sdo as que seguem, considerando as conservacoes da energia cinética e do momento

linear.
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1. Em um instante considerado inicial (fy) o bloco B; encontra-se em repouso sobre a
trajetoria, entre o bloco B, e a parede, enquanto By move-se com velocidade —v em
direcdo a B;. A energia cinética de B; e seu momento linear sao, ambos, nulos. Por outro
lado, a energia cinética de B, é dada por Mv?/2 = mv?, a qual € a energia cinética total
do sistema e serd conservada, conforme condi¢do anteriormente citada, e o momento linear

de B, € expresso por —Mv = —2mw.

2. Em um instante ¢; os blocos chocam-se de tal forma que B, oferece impulso a B,
lan¢ando-o da direita para a esquerda com velocidade —4v/3 e assumindo velocidade
—v/3. E importante salientar que o médulo da velocidade de B; &, nessa etapa, maior que

o modulo da velocidade de Bs.

3. Certo tempo ap0ds a colis@o entre os blocos, em ¢,, By choca-se com a parede e, instanta-
neamente, sua velocidade muda de —4v/3 para 4v/3, passando a ir em dire¢do ao bloco
Bs.

4. No tempo t3 os blocos chocam-se novamente, de forma que, pelos principios da conser-
vacdo da energia e da conservagdo do momento, as velocidades de B; e By passam a ser
—8v/9 e Tv/9, respectivamente. Dessa forma, apés a colisdo B passa a se mover em

direcdo a parede e B, afasta-se dela.

5. No tempo ¢4 ocorre a segunda colisdo entre B, e a parede, de tal forma que a velocidade
deste bloco muda de —8v/9 para 8v/9. Assim, o bloco B; passa a se mover em dire¢ao ao
bloco By com velocidade, em mddulo, maior que a do bloco B,, que ainda se desloca com
velocidade de 7v/9.

6. Por fim, no instante ¢5, o bloco B; atinge o bloco Bs, ofertando a ele um impulso, o qual
faz com que as velocidades de By e By passem a ser 20v/27 e 23v/27, respectivamente.
Assim, como o médulo da velocidade de Bs € maior que o médulo da velocidade de B; e

ambas sdo positivas, tais blocos ndo mais irdo se chocar.

No ultimo caso investigado, quando M = 2m, tem-se o total de 5 choques no sistema,
considerando aqueles que acontecem entre os blocos e também aqueles que acontecem entre 5,
e a parede. Por outro lado, no primeiro caso observado, em que M = m, contanto a quantidade
total de choques no sistema tem-se um total de 3, que é o primeiro digito de . E interessante
notar que quando M = 100 - m hé um total de 31 choques no sistema, os quais sdo os dois
primeiros digitos de 7. Caso M = 1002 -m sdo verificadas 314 colisdes, que sdo os trés primeiros
digitos de 7. Dessa forma, € possivel conjecturar que, quando a razdo entre as massas de Bs e By

¢ 100" !, n € N, tem-se que a quantidade de choques € dada pelos n primeiros algarismos de 7.

Nesse sentido, é importante definir quais s@o as condi¢des iniciais que devem ser atendi-
das para que o método, de fato, resulte nos digitos de m. A Definicdo 1 descreve quais sdo tais

condig¢des do sistema em que se t€m os blocos By e Bs.
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Definicao 1. O Espaco de Configuragdo Inicial é um espaco:

i. ldeal, ou seja, todos os choques sdo perfeitamente eldsticos e ndo hd perda de energia;

ii. Composto por uma superficie plana, horizontal e sem atrito e uma parede fixa, de massa

infinita, perpendicular a superficie;

Desta forma, o Método das Colisdes pode ser descrito da seguinte forma:

Teorema 3.1. Sejam os blocos By e By de massas m e M, respectivamente, em um Espaco
de Configuracdo Inicial. Se B, estd parado, B, estd se movimentando em dire¢do a By, com
B entre By e a parede, e M = m - 100", com n € N, entdo o total de choques no sistema

equivale aos n primeiros digitos de .

Nas proximas secoes serdo discutidas duas demonstracdes para o Teorema 3.1, proposto
inicialmente por Galperin (2003).

3.1 DEMONSTRACAO 1: ANGULOS EM UMA CIRCUNFERENCIA

O primeiro passo para a demonstracao do Teorema 3.1 serd a conversao do problema
de contagem para um problema que envolva angulos. A demostracdo € baseada nos videos
dos canais no YouTube de 3BluelBrown (2019c) e da Sociedade Portuguesa de Matemadtica
(2021). Para tal conversao, destaca-se que a determinagdo da quantidade de choques no Espaco

de Configuragdo Inicial:

1. Corresponde a um problema geométrico envolvendo angulos em uma circunferéncia;

ii. Possui como solug@o o maior valor natural N tal que N - § < m, onde 6 representa a

medida de um angulo especifico inscrito na circunferéncia.

Nesse sentido, sejam as velocidades v; e v, dos blocos B e Bs, respectivamente, em
cada instante do experimento. Apds cada choque no sistema, as velocidades v; e v, assumem
novos valores. E possivel, entdo, entender cada novo par de velocidades como um par ordenado

em um sistema cartesiano, conforme representado na Figura 3.3.
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Figura 3.3 — Sistema cartesiano com eixos ordenados representando as velocidades v, € vy

21

~

P

Fonte: O Autor.

O ponto P, representado no sistema de coordenadas, apresenta as velocidades dos blocos
B, e B5 antes da primeira colisdo: B estd em repouso € B; move-e em direcdo a 3; com uma
velocidade V' qualquer, V' < 0. Conforme apresentado anteriormente, o sentido considerado

positivo da orientacdo da velocidade serd da esquerda para a direta, sem perda de generalidade.

De acordo com a Definicdo 1 a energia no Espaco de Configuragao Inicial, em especial a

cinética, se conserva. Dessa forma,

mvi  Mvy  MV?
2 2 2

€, portanto,

mv? + Mv; = MV? (3.1)

E possivel perceber que em (3.1) os valores de m e M sdo fixos, ja que estes representam
a massas dos blocos, enquanto v; e v, sd0 as Unicas varidveis. Tendo isso em vista, percebe-se

que tal equagdo representa uma elipse, conforme mostra a Figura 3.4.
Figura 3.4 — Representacao da equacdo (3.1) no sistema de eixos v; X v

-
U9

[

=

IJ

Fonte: O Autor.
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Portanto, a elipse definida na equacdo (3.1) e esbocada na Figura 3.4 representa todos os

pares de velocidades v; e v5 que mantém a energia cinética do sistema constante.

Por outro lado, ainda da Defini¢do 1, o momento linear do sistema se mantém constante,

jé que este € ideal. Dessa forma, tem-se que, sendo —MV = ¢y,

mu, + Muvy = ¢;. (3.2)

Analogamente a (3.1), os valores m e M sdo constantes. Isso implica que a equagdo,
que estd em funcdo de v, e vy, representa uma reta com inclinagdo de —m /M. Tal reta poderia
estar localizada em qualquer lugar do plano. Contudo, do fato que ela representa todos os pares
de velocidades que conservam o momento linear, é possivel identificar qual par de velocidades
conserva a energia cinética e 0 momento linear do sistema antes do primeiro choque, representado
pelo ponto ponto P. Em outras palavras, construindo a reta definida em (3.2) passando pelo
ponto P e determinando qual € o segundo ponto de intersecdo entre a reta e a elipse, determina-se
quais sao as velocidades dos blocos By e B, apds o primeiro choque. A Figura 3.5 apresenta a
construcdo da reta definida em (3.2) passando por P, bem como as intersecdes de tal reta com a

elipse determinada por (3.1).

Figura 3.5 — Equacdes (3.1) e (3.2) no plano v; X vo com suas intersecoes

—

v
A

=l

IJ

Fonte: O Autor.

Na Figura 3.5, o ponto P; representa o par de velocidades dos blocos apds o primeiro
choque. E possivel perceber que, neste caso, os blocos movem-se em direcao a parede, contudo,

com |vq| > |va|. Assim, o bloco B ird atingir a parede antes de um segundo choque com Bs.

No instante do choque de B; com a parede, a velocidade deste bloco passa a ter 0 mesmo
modulo, contudo, com sentido contrdrio, enquanto a velocidade de Bs ndo se altera. Assim, o
novo par de velocidades (/%) pode ser determinado pela intersec@o entre a elipse e a reta paralela

ao eixo vy que passa por Pj, conforme mostra a Figura 3.6.
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Figura 3.6 — Ponto P, representando as velocidade dos blocos apds o primeiro choque na parede

Fonte: O Autor.

Construindo uma nova reta conforme representada em (3.2), contudo, passando agora
por P;, ao determinar a segunda intersecdo desta reta com a elipse (Fs3) obtém-se as velocidades
do blocos apds o segundo choque entre eles. Da mesma forma, apds o segundo choque entre o
bloco B; e a parede, a velocidade deste bloco passa a ter o mesmo médulo, contudo, com sentido
contrario, enquanto a velocidade de B ndo se altera. Assim, o novo par de velocidades (F)
pode ser determinado pela intersecdo entre a elipse e a reta paralela ao eixo v, que passa por Ps.
O processo se repete até que v; > 0, vy > 0 e vy > vy, ja que, neste caso, nao mais existiriam
choques entre os blocos, nem entre B; e a parede. A regido em que v; > 0, vy > 0e vy > vy

serd definida como regido de parada, representada hachurada na Figura 3.7.

Figura 3.7 — Velocidades de B; e By apds os choques e regido de parada

P
U2 Regiao de
parada

Fonte: O Autor.

E importante destacar que a regido de parada pode ser compreendida como a regido do

plano entre o eixo v, € a reta v; = vy, com vy > 0.

Seja a transformacao 7" aplicada no sistema de coordenadas v; X v9, de forma que:
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he ViT

Jmo 0
0
e, portanto, sejam

r=+m-v

y=vVDM-vs.

Desta forma, a equagdo (3.1) pode ser reescrita no sistema xy como a circunferéncia

22+ = MV?, (3.3)

y:—,/%x+02. (3.4)

A regido de parada é, entdo, a regido compreendida entre o eixo y e a reta

| M
Yy =1/—2u.
m

A representagdo de (3.3), (3.4) e da regido de parada no novo sistema de coordenadas xy

enquanto a reta (3.2) torna-se

¢ ilustrada na Figura 3.8.

Figura 3.8 — Equacdes (3.3) e (3.4) no sistema zy

Fonte: O Autor.

Em relacdo a familia de retas que sdo construidas a partir da equagdo (3.4) € possivel
concluir que todas s@o paralelas, visto que possuem o mesmo coeficiente angular. Além disso, os
segmentos Py, P, k € N, sdo todos paralelos. Dessa forma, os angulos formados entre tais

segmentos e as retas definidas pela equacdo (3.4) sdo congruentes, conforme mostra a Figura 3.9.
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Figura 3.9 — Angulos entre os segmentos horizontais as retas definidas por (3.4)

Fonte: O Autor.

Como os angulos 0 s@o angulos inscritos na circunferéncia, pelo teorema do angulo
central, cada arco na circunferéncia definido por um angulo inscrito # tem medida 26, conforme

ilustra a Figura 3.10.

Figura 3.10 — Arcos medindo 26 na circunferéncia

Fonte: O Autor.

Dessa forma, a quantidade total de choques no sistema equivale a quantidade de arcos de
medida 26 que podem ser construidos na circunferéncia sem que a unido destes arcos complete

ou ultrapasse a circunferéncia. Assim,

N -20<2r & N -0 <.

Esta conclusdo configura-se como um importante instrumento na demonstracdo do

Teorema 3.1 ja que o maior natural NV que € solucdo da equacao
N-0<m (3.5)

pode ser determinado de maneira mais simples em comparagdo com a enumeracao dos choques.
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Para a resolucgdo de (3.5) se faz necessdria a determinagio de 6. E importante perceber

que a inclinag@o das retas definidas em (3.4) é dada por — tan(). Assim,

0 = tan~! (

i)

e, portanto, tem-se duas possibilidades para o valor NV:

wml -

—1, se

™

tan~! ( o

(3.6)
¢ N.

Fixando a massa de B; em 1 kg e utilizando a equacdo (3.6) obtém-se a quantidade de

choques ao passo que se altera a massa M do bloco By, conforme ilustra a Tabela 3.1.

Tabela 3.1 — Quantidade de choques no sistema com m = 1 kg e M variavel

M (em kg) 0 % Choques no sistema
1 tan~! (\/%) 4 3
2 tan~" (/1) 5,10429... 5
10 tan! (\/5) 10,25734... 10
100 tan~" (\/155) 31,52036... 31
10.000 tan " (\/15606) 314,16973... 314
1.000.000 tan~" (\/ o000 | 3-141,59369... 3.141
100.000.000 | tan~" (\/qgomm00) | 31:415.92650... 31.415
10.000.000.000 | tan~" (\/1sa0m00005) | 314.159,26536... 314.159

Fonte: O Autor.

E interessante perceber que mantendo constante a massa m de B;, conforme a massa M
do bloco B, cresce, o valor de y/m /M decresce. Como consequéncia, tan=*(y/m /M) também

decresce € os valores de \/m/M e tan™! (1 /m/M ) tornam-se muito préximos um do outro,

conforme mostra a Tabela 3.2.
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Tabela 3.2 — Comparagdo entre tan~!(z) e z (em valores aproximados)

T tan~!(z) | z —tan"!(z)
10° [ 7,85-1071 | 2,14-1071
1071 19,96-1072 | 3,31-10°*
107219,99-1073 | 3,33-107"
1072 19,99-107% | 3,33-10719
1074 19,99-107% | 3,33-10713
107°19,99-107% | 3,33-10716
107619,99-1077 | 3,33-1071
10771 9,99-107% | 3,33-107%2

Fonte: O Autor.

A Tabela 3.2 permite inferir que a substitui¢do do valor de tan™! ( \/m/M ) pelo valor

ligeiramente maior y/m/M na equagdo (3.6) ndo altera a parte inteira do quociente, ja que a
diferenca entre tais valores tende a zero quando a razio entre m e M tende a zero. Nesse sentido,

o Lema 3.2 mostra que
tan~!(z
lig 2 (2)
z—0 x

=1
. . . L . -1 ~
o que indica que, suficientemente préximo a zero, tan™' (z) ~ .

Lema 3.2. Seja x € (—n/2,7/2), © #0,

-1
(@) lim ) .
z—0 x
, 1 IR
0 1 (i ~3) =
1 1
(c) <tan_1($)—x><:vv:v>0.

Demonstragdo. (a) Sabe-se (LIMA, 2016) que

S R
tan’l(x):x—g—i-g—?—i-... : (3.7)
portanto,
—_ LL‘3 mS $7
z—0 T z—0 x
(b) Da equacdo (3.7),
1 1 x — tan~!(z) r—(z-2% E—% )

lim (——— — © ) = g 220 -
290 (tan_l(x) J;) 50 x - tan~!(z) =0 o (x—%s—k%—w—;)
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Sendo assim,

1 1 L2yt
lim (_1—> =lim |z | 2—23 v .
z—0 \ tan (;p) €T z—0 1_%4_%_‘“

Como a parte fraciondria do produto possui limite sendo 1/3,

) 1 1
20 (tan () =z >

(c) A demonstracao deste item pode ser facilmente obtida fazendo a substituicdo expressa
1 1
tan~'(z) x/)°

Por fim, o Lema 3.2 permite a demonstracdo do Teorema 3.1, conforme segue abaixo.

na equacao (3.7) em

]

Demonstragdo: Teorema 3.1. O total de choques no sistema pode ser representado pelo nimero

N tal que

Contudo, como tan(f) = \/m/M e M =m -100""!, n € N,

™ ™

N =
T , se T ¢ N
()] o (Vo)
o que implica que
" —1, se eN

e, entdo, pelo Lema 3.2,
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tan™! (lon%l) ~Lse tan™! (lon%l) €i
N =
7 10”_1J e tan~! (107171) -

]

E interessante perceber que o item (b) do Lema 3.2 permite concluir ainda que quanto

maior a quantidade n de digitos que se pretende determinar, mais proxima de zero é a diferenca

7

ta’n_l (10&—1 )
Além disso, o item (c) do mesmo Lema indica qual o erro maximo ao aproximar tan~* (1/10"!)
para 1/ (10"1).

— 10"

3.2 DEMONSTRACAO 2: UM FEIXE DE LUZ ENTRE DOIS ESPELHOS

Assim como na primeira demonstracdo, apresentada na Se¢do 3.1, o primeiro passo
para a demonstracao do Teorema 3.1 serd encontrar uma correspondéncia entre o problema de
contagem nele descrito e uma situacao mais simples de se determinar a solucdo. Nesta se¢do,
os argumentos utilizados baseiam-se no trabalho de Galperin (2003) e nos videos do canal
3Bluel Brown (2019a) do YouTube.

O ponto de partida para as analises desta se¢do serd a distancia entre as extremidades
dos blocos B; e B; e a parede fixa a cada instante ¢ do experimento. Considerando d; como a
distancia entre a parede e a extremidade esquerda do bloco B; e d; como a distancia entre a
parede e a extremidade direita do bloco B, € possivel construir um sistema cartesiano Dy X Do

que representa o par ordenado (dy, d) de distancias, conforme mostra a Figura 3.11.
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Figura 3.11 — Distancias d; e ds € o ponto P, no sistema Dy X Dy

Dy
a4

Fonte: O Autor.

E importante perceber que quando os blocos B; e B, colidem as extremidades direita e
esquerda, respectivamente, destes blocos encontram-se na mesma posicao. Assim sendo, o ponto
P, que representa o par ordenado (dy, dz), localiza-se na reta r : D; = Dy quando os blocos
colidem. Analisando novamente o caso mais simples, em que M = m, o comportamento do

ponto P pode ser descrito conforme segue:

1. Antes do primeiro choque entre os blocos, o ponto P movimenta-se paralelamente ao eixo

D, em direcdo a reta r.

2. No instante em que ha o primeiro choque, o ponto P localiza-se sobre a reta r € muda
a direcdo de seu movimento, passando a deslocar-se paralelamente ao eixo D,, indo
em diregdo ao eixo D;, até que ocorra a segunda colisdo, agora entre B; e a parede. E
importante destacar que o ponto P em nenhum momento ird localizar-se sobre o eixo
D, pois a distancia dy é considerada tomando como referéncia a extremidade direita do
bloco B;. Assim, a distancia minima entre B; e a parede pode ser representada pela reta s,

paralela ao eixo D;.

3. Apés a segunda colisdo, P continua movimentando-se paralelamente ao eixo Do, porém,

agora aproximando-se da reta r.
4. No instante da terceira colisdo o ponto P estd sobre a reta » ¢ muda a direcdo do seu

movimento: passa a se deslocar paralelamente ao eixo Dy, porém, afastando-se da reta 7.

As etapas apresentadas podem ser observadas na Figura 3.12, que ilustra cada um dos

ciclos descritos.
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Figura 3.12 — Deslocamento de P quando M = m

DQ DQ
r r
P P
0
8 s
Dl Dl
Antes da primeira colisao. Na primeira colisao.
DZ DQ
r r

”>—
n

1)

Dl Dl

Na sequnda colisao. Na terceira colisao.

Fonte: O Autor.

Observando atentamente cada etapa do fendmeno quando M = m, alguns paralelos
entre o0 modelo construido e os conceitos de Optica Geométrica sdo observados. Primeiramente,
¢ importante perceber que o angulo entre a reta r e o eixo D, € de 45°. Dessa forma, entre a
trajetoria de P antes da primeira colisdo no sistema e a reta 7, o angulo também serd de 45°.
Analogamente, o angulo entre a reta r e a trajetéria de P entre o primeiro e o segundo choques
também serd de 45°. Assim sendo, o angulo de incidéncia de P em r é congruente ao angulo de
reflexdo de P em relagdo a reta r, conforme ocorre na reflexdo de um feixe luminoso em um

espelho, segundo a Optica Geométrica.

Analisando, agora, os angulos de incidéncia e reflexdo do ponto P na reta s observa-se,
também, que estes sdo congruentes e com medida de 90°. Além disso, o angulo de incidéncia
de P nareta r no momento da terceira colisdo € de 45°, assim como o angulo de reflexdo deste

ponto apos a terceira colisdo.
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Desta forma, em cada um dos choques, os dngulos formados no instante da incidéncia e
no instante da reflexdo s@o congruentes e, portanto, a trajetéria do ponto P no sistema Dy X D-
pode ser entendida como um feixe luminoso incidindo em espelhos que formam um angulo de
45°.

Contudo, tal correspondéncia s € possivel porque, no caso mais simples, no instante do
choque entre os blocos todo momento linear € transferido, primeiramente de B, para B, depois
de B para B,. Caso m # M, nem todo momento linear é transferido em cada choque, conforme
discutido anteriormente, e, dessa forma, o dngulo de incidéncia de P em r e o angulo de reflexdo
nao sdo congruentes. Como exemplo, a Figura 3.13 ilustra o comportamento da trajetoria do
ponto P quando M = 2m antes do primeiro choque entre os blocos e depois do primeiro choque.

Neste caso, os angulos de incidéncia e reflexdo sio « e [3, respectivamente.

Figura 3.13 — Deslocamento de P quando M = 2m instantes antes do primeiro choque

Dy

Fonte: O Autor.

O fato de o # 3 pode ser facilmente justificado. Antes da primeira colisdo, apenas o bloco
B, estava em movimento. Assim, o ponto P deslocava-se no sistema [); X D, paralelamente ao
eixo D, e, portanto, o = 45°. Contudo, imediatamente apOs o primeiro choque, ambos os blocos
movimentavam-se e as distancias d; e do diminufam simultaneamente. Desta forma, a trajetoria

do ponto P entre a primeira e a segunda colisdo ndo sera paralela ao eixo Ds, portanto, 5 # 45°.
Dessa forma, seja a transformacao 7 tal que
vM 0
0 vm

Ao aplicar tal transformacao no sistema ), X D 0 novo sistema de eixos cartesianos passa a ser
X x Y. Damesma forma, o ponto P = (dy, dz) torna-se P = (dyv M, dy\/m). Ainda, a reta r
passa a ser representada por

7-:

Y = \/m/MX. (3.8)
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A aplicagdo desta transformacao linear justifica-se pelo fato de que, no novo sistema
cartesiano X' x )/, os angulos entre a trajetdria do ponto P e as retas 1’ e s’ antes e apds cada
colisdo serdao congruentes. Em outras palavras, os angulos de incidéncia e reflexdo do ponto P

serdo congruentes, conforme discutido abaixo.

Primeiramente, sendo v; (t) e v,(t) as velocidades de deslocamento dos blocos B; e B
no Espaco de Configuracdo Inicial em um certo instante ¢, a velocidade de deslocamento do
ponto P no sistema D; x D, pode ser representada pelo vetor @ = (vy(t), v1(t)). Portanto,
no novo sistema de eixos cartesianos X X )/, a velocidade de deslocamento de P pode ser
representada pelo vetor w’ = (v Muy(t), v/mui (t)).

Sobre a aproximagdo e o afastamento de P em relagdo a reta s’, percebe-se que 0s
angulos de incidéncia e reflexdo sdo congruentes. Fixando vy (;) como a velocidade do bloco B,
instantes antes da k-ésima colisdo na parede e vs(t)) como a velocidade do bloco Bs instantes
antes da mesma colisdo de B; com a parede, a velocidade de P pode ser representada por
w' = (v Musy(ty,), /muvi (t;)). Imediatamente ap6s a k-ésima colisdo de B; com a parede, sua
velocidade passa a ser —uv;(x), enquanto a velocidade de B, mantém-se constante e igual
a vq(tx). Portanto, o vetor velocidade do ponto P imediatamente apés a k-ésima colisao de
B; com a parede pode ser representado por w’ = (v/Mus(ty,), —/mui (tr)). Dessa forma, o
angulo de incidéncia, (entre w’ = (v Muvy(ty), /muvi(t;)) e ') e o Angulo de reflexdo (entre
w' = (VMus(ty,), —/muvi(t)) e ') sdo congruentes em todo encontro de w’ com a reta ',

conforme ilustra a Figura 3.14.

Figura 3.14 — Reflexdo de P em s’, com o/ = [’

! !
7. . 2 .
?U?'f-fflf-f.';.‘f}.(wb incidencia ,

ﬁf o

Fonte: O Autor.

Basta, agora, justificar o fato de que o 4ngulo de incidéncia de w’ na reta v’ € congruente
ao angulo de reflexdo deste vetor na mesma reta . Para isso, algumas considera¢des sao
importantes em relagdo ao vetor w’ devem ser feitas. No caso mais geral, com v; e v, sendo as

velocidades de deslocamento de B; e Bs, respectivamente,

U_)', = (\/M’UQ, \/Evl).
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Assim, o médulo de w’ pode ser determinado por

logo,

Contudo, mv? + Mwv2 equivale ao dobro da energia cinética total do sistema que, das
condi¢des do Espaco de Configuracao Inicial, se mantém constante. Portanto, durante todo o

experimento, o vetor w’ mantém seu médulo constante.

Além disso, o angulo da primeira incidéncia de w’ na reta r’ € 0 mesmo angulo que a reta
r’ forma com o eixo X, ja que o vetor e a reta sdo paralelos. Assim, seja # a medida do angulo

de incidéncia de w’ em 7’ € ¢ a medida do dngulo de reflexdo de w’ em relagdo a reta r’.

E interessante perceber que, considerando o vetor 77 = (v/ M, y/m), que possui a mesma
direcdo da reta 1/, e o vetor w’ ha importantes rela¢des entre eles e a conservagdo do momento

linear que ocorre no sistema. Ao determinar o produto escalar de w' e m
<U_)',,Tﬁ> = \/MUQ . \/M‘i‘ \/Evl : \/% = mu; + MUQ.
percebe-se que este equivale a0 momento linear do sistema, o qual se conserva, de acordo com
as condi¢des do experimento.
Mas entdo, do fato que o cosseno do dngulo w entre dois vetores @ e b pode ser determi-
(w5)

COSW = ——=

N =0
|al - [b]

imediatamente antes da k-ésima reflexdo de P nareta 7,

nado por

M (3.9)

cosf = — ,
w'| - |73

com <w’ , rﬁ> constante, pois ¢ o0 momento linear do sistema, |w’| constante, pois equivale ao

dobro da energia cinética total do sistema e |773| constante, ja que o vetor 772 ndo se altera.

Por outro lado, imediatamente apds da k-ésima reflexdo de P na reta r’ o cosseno do

angulo  entre a reta 1’ e o vetor w’ pode ser determinado por

M (3.10)

COS = gy
T

novamente com <w’ ,T?L> constante, pois € o momento linear do sistema, que se conserva,

conforme condi¢ao do Espaco de Configuracao Inicial.

Assim, de (3.9) e (3.10), cos = cos ¢, logo 8 = . Portanto, o angulo de incidéncia de

P nareta r’ é congruente ao dngulo de reflexdo deste mesmo ponto em ' e ambos equivalem a 6.
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Concluindo, a trajetéria do ponto P no sistema X X ) comporta-se exatamente como
um feixe de luz refletindo entre dois espelhos que formam um angulo §. Em relagdo a medida 6,

cabe relembrar que ela depende diretamente da inclinagdo da reta ’. Logo, da equacéo (3.8):

6 =tan" (E) . (3.11)

Assim, o problema de contagem de colisdes entre os blocos no Espaco de Configuracio
Inicial pode ser compreendido como um problema de contagem de reflexdes de um raio de luz
entre dois espelhos que formam um angulo. Além disso, a quantidade de colisdes entre os blocos

equivale a quantidade de reflexdes do raio luminoso nos espelhos.

Contudo, conforme destacado por Sanderson (2019a), a contagem da quantidade de
reflexdes de um feixe luminoso em dois espelhos que formam um angulo pode parecer tdo
complexa quanto a contagem das colisdes entre os blocos. Porém, uma simples mudanga no

entendimento do fendmeno contribui na solu¢do do problema.

Do fato que os angulos de incidéncia e de reflexdo sao congruentes, cada reflexao nas
retas 1’ e s’ pode ser substituida pelo prolongamento da trajetéria de P em uma nova regidao
angular com angulo igual a 6, adjacente aquela ja existente. Na Figura 3.15, a trajetéria de P
entre as retas r’ e s’ estd representada pelos segmentos continuos na cor vermelha. Os angulos
de incidéncia e reflexdao em relagdo a reta r’ sdo, ambos, #, enquanto o dngulo de incidéncia em

relagdo a reta s’ estd representado por ).

Figura 3.15 — Prolongamento da trajetéria de P na regido angular adjacente

s’ (reflexio 1)

Fonte: O Autor.

Conforme a Figura 3.15 ilustra, a trajetéria do ponto P entre a primeira e a segunda coli-
sdo pode ser representada em uma nova regido angular, adjacente a primeira, de mesma abertura
6. Tal representacao, como consequéncia da congruéncia dos angulos # entre a trajetdria e a reta
r’, € o prolongamento da trajetéria de P antes da primeira reflexdo. Assim, tal prolongamento,

representado na Figura pela linha tracejada, incide na reflexdo de s’ com a mesma abertura 1).
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A nova linha que representa a trajetoria de P no sistema X x )/, agora entre a segunda e
a terceira reflexdes, esta representada na Figura 3.16 por um segmento continuo na coloracao
vermelha. O prolongamento da linha que representa tal trajetdria estd, também, representado
pelo segmento tracejado o qual, também pela congruéncia dos angulos 1, estd contido na reta

suporte da trajetéria de P antes da primeira reflexdo em 7’
Figura 3.16 — Prolongamento da trajetéria de P na segunda regido angular adjacente

p! (rFf](—’Tao 2)

s’ (reflexao 1)

Fonte: O Autor.

Seguindo o raciocinio, serdo construidas /N regides angulares de medida #, com cada
uma sendo percorrida pela reta suporte da trajetria de P, até que ndo existam mais reflexdes, ou
seja, até que ndo se tenha mais colisdes no Espaco de Configuragdo Inicial, conforme ilustra a
Figura 3.17.

Figura 3.17 — Prolongamentos da trajetéria de P nas regides angulares adjacentes

010/n

Fonte: O Autor.

Desta forma, a contagem de reflexdes nos espelhos pode ser determinada pela quantidade

N de novas regides angulares que sao percorridas pela reta suporte da trajetoria de P, ou seja,
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qual o maior N tal que N - 6 ndo exceda 180°. Em outras palavras, a quantidade de colisdes no
sistema € o valor \V tal que
N -0 <. (3.12)

A equacdo (3.12), obtida acima, é equivalente a equagado (3.5) determinada na Secdo 3.1.

Considerando que, da equacdo (3.11),
- ()
an )
a solugdo da equacdo (3.12) é o maior N tal que

N < S = N < "
tan™ (1/3) tan~ (/1567

que, conforme visto na Secdo 3.1, equivale a
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4 IMPLEMENTACAO DO METODO DAS COLISOES

Como visto, 0 Método das ColisOes apresenta-se como uma interessante forma de
determinacao dos digitos de 7, haja visto que para esta determinagdo € necessaria apenas a
contagem de choques em um sistema. Contudo, as condi¢des para a utilizacdo deste método

impedem sua aplicacdo prética.

Nesse sentido, a implementa¢do do Método das Colisdes em um software que permita a
visualizac@o do processo, bem como a alteragdo de parametros, apresenta-se como de grande
relevancia. Uma aplicacdo desta natureza pode proporcionar o confronto de ideias e a formulagao
de conjecturas (SANDERSON, 2019b). Assim, neste capitulo serd proposta a implementagdo do
Meétodo das Colisdes no software GeoGebra, um software dinamico de Matemética que combina
geometria, dlgebra, graficos, tabelas, cdlculos e estatistica. A escolha deste software se da pela
ampla utilizacdo do GeoGebra, bem como pela possibilidade de se compartilhar em um ambiente
virtual as construcdes, de forma que elas fiquem disponiveis a qualquer pessoa com acesso a

internet. Desta forma, a simulag@o construida foi disponibilizada e pode ser vista no link:
https://www.geogebra.org/m/xttbnh2p.

O GeoGebra, desenvolvido por Markus Hohenwarter principalmente para o ensino e
aprendizagem de Matemiatica (PROCOPIO, 2011), permite a construgio de pontos, vetores,
segmentos, func¢des, conicas e outros objetos matematicos. Estas constru¢cdes podem ocorrer,
basicamente, de duas diferentes formas: utilizando as ferramentas disponiveis no software ou

plotando na Caixa de Entrada as equacgdes/coordenadas do objeto a ser criado.

Ao construir um objeto no software existem diferentes formas de representd-lo (DANTAS,
2016) e essas representacdes podem ocorrer das seguintes formas: na Janela de Visualizacao,
onde sdo exibidos elementos de duas dimensdes como retas, curvas e graficos de fungdes de uma
varidvel; Janela 3D, onde sdo exibidos elementos de trés dimensdes, como sélidos geométricos e
gréficos de funcdes de duas varidveis; Planilha de Cdlculos, onde hd a possibilidade de exploragdo
de dados e conceitos numéricos e estatisticos; Janela CAS, que proporciona o cdlculo numérico
e simbolico; Janela de dlgebra; que proporciona, por exemplo, a visualizacdo de coordenadas de

pontos, equagdes e funcdes.

De acordo com Procépio (2011, p. 69), no GeoGebra todas as representagdes do mesmo
objeto estdo ligadas dinamicamente e adaptam-se automaticamente as alteracdes realizadas
em qualquer uma delas, independentemente da forma como esses objetos foram inicialmente
criados. Dessa forma, € possivel verificar as consequéncias que pequenas alteracdes em uma das
representacOes gera nas demais. A Figura 4.1 apresenta a interface do soffware em sua versao

5.0 e suas janelas de visualizagdo.


https://www.geogebra.org/m/xttbnh2p
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Figura 4.1 — Interface das janelas no GeoGebra
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Fonte: O Autor.

Entre as diversas formas de representacdo e construcao de um objeto no GeoGebra, a
Planilha de Calculos, a Caixa de Entrada e a Janela de Visualizacdo foram as principais opgdes
utilizadas na implementacdo do Método das Colisdes. Em especial, a Planilha de Calculos dispo-
nivel na plataforma foi constantemente utilizada. A estratégia empregada para a implementacao
foi a seguinte: construir o grafico posicdo x tempo dos blocos By e Bs e, com tais graficos,

representar a posi¢ao dos blocos no software em cada instante do experimento.

Para a constru¢do do grafico posicdo x tempo, o ponto de partida é o estudo das
velocidades dos blocos durante o experimento, as quais foram plotadas na Planilha de Calculos.
Levando em consideracdo que o sistema € ideal, conforme apresentado nos capitulos anteriores,
tanto a energia total do sistema quanto o momento linear se conservam. Assim, sendo m; € ms
as respectivas massas dos blocos B e B e vy e v, as respectivas velocidades destes blocos antes
de determinada colisdo, é possivel calcular as velocidades dos blocos apds a colisdo entre eles.
Considerando v} e v}, como as respectivas velocidades dos blocos apds a colisdo, da conservagio

da quantidade de movimento
my(vy — vy) = ma(vh — v9) 4.1)
e, da conservacdo da energia cinética,

mi(vf — V) = ma(vf — v3). (4.2)

Assim, das equacdes (4.2) e (4.1) obtém-se

mi; —m 2-m
V= R 2y, (4.3)
my -+ my my + mgy
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equacdo a qual representa a velocidade do bloco B; apds determinada colisdo. E interessante
perceber que para a determinagao desta velocidade € necessario apenas saber quais as massas

dos blocos e as velocidades destes blocos antes da colisdo.

Em decorréncia da equacio (4.3) obtém-se
2. _
= Ly T2, (4.4)
mi + mo ma + mo
equacdo a qual representa a velocidade do bloco B, apds determinada colisdo, também depen-

dendo apenas das massas dos blocos e das velocidades destes blocos antes da colisao.

Sendo my > my, das equacdes das velocidades acima € possivel verificar que v; > v
nas primeiras etapas do Método das Colisdes. Assim, nas primeiras colisdes, o bloco B; move-se
mais rapidamente em direcdo a parede do que o bloco Bs. Conforme discutido no capitulo
anterior, ao ocorrer o choque entre o bloco B; e a parede a velocidade do bloco muda sua
orientacdo de v} para —v), passando a movimentar-se em dire¢do a By. Assim, na préxima
colis@o os blocos sofrem nova mudanga nas velocidades, ainda de acordo com as equacgdes (4.3)
e (4.4).

Com base nas equacdes das velocidades e nas consideragdes acima apresentadas, foi
construida a simulag@o no software GeoGebra. Ainda que muito importantes, elementos auxilia-
res e aqueles com construcdes mais simples, como os que auxiliam na utilizagdo da aplicacao

serdo citados, porém, ndo serdo detalhados os passos para suas construgdes nas descrigdes abaixo.

Sabendo como as velocidades dos blocos se comportam, foi necessario estabelecer os
valores das massas e velocidades iniciais dos blocos. Foram fixadas, entao, a massa do bloco
By como sendo de 1 kg e a massa do bloco By como um valor maior ou igual a 1 kg, sendo
que este pode ser alterado para se verificar a quantidade de colisdes no experimento conforme
a massa de B, varia. Estes valores foram representados no software como as variaveis m e M,
respectivamente. A velocidade inicial de B; foi fixada em zero, levando em consideracio o fato
de que no Método o bloco B; estd, inicialmente, em repouso. Ja a velocidade do bloco Bs foi
padronizada como sendo de —1 unidades de velocidade. Também o sentido da velocidade foi
estabelecido como sendo positivo da esquerda para a direita, ou seja, seguindo a orienta¢io do

eixo x da Janela de Visualizacdo.

Na Planilha foram, entdo, determinadas as velocidades dos blocos em cada etapa do
Método, com base nos valores iniciais descritos acima e nas equacoes (4.3) e (4.4) quando os
blocos colidiam um com o outro. Quando o bloco B, colidia com a parede fixa, o valor de v}
assumia o valor —v]. Assim, as células das colunas A e B foram programadas resultando nas

velocidades dos blocos By e Bs, respectivamente, apos cada uma das colisdes.

Conforme visto, as velocidades dos blocos apds uma colisdo dependem das massas dos
blocos. Assim, a massa de B, que foi fixada, pode ser alterada pelo utilizador no intervalo de 1
até 11.100 kg. A Figura 4.2 apresenta a determinacdo das velocidades dos blocos em cada etapa

do Método quando as massas de B; e Bs sdo 1 kg, 2 kg, e a velocidade inicial de B, € de —1
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unidades de velocidade. A etapa O refere-se ao periodo de tempo antes da primeira colisdo, a

etapa 1 refere-se ao periodo entre a primeira e a segunda colisdes e assim sucessivamente.

Figura 4.2 — Velocidades dos blocos quando M assume valor 2 kg

* Planilha
Lln  |EEEIS~ B
g v
A | B | © | b

1 Etapa V1 V2

2 0 o -1

3 1 -1.3333 -0.3333

4 2 1.3333 -0.3333

5 3 -0.8389 07778

] 4 0.8889 07778

7 5 07407 0.8519

Fonte: O Autor.

Com as velocidades determinadas, foram construidos, no GeoGebra, os elementos fixos
do experimento. A parede foi construida de forma que sua extremidade tivesse posi¢dao na por¢ao
positiva do eixo y da Janela de Visualizacdo do GeoGebra. As posi¢des iniciais dos blocos B; e
B, foram determinadas como sendo 2 e 4 unidades do eixo z, respectivamente. E importante
destacar que esses valores podem ser alterados pelo utilizador e todas as representacdes no

software se adaptam a tais alteracoes.

Com base nas posi¢des dos elementos acima descritas e nas velocidades de deslocamento
dos blocos foi possivel, entdo, determinar o instante e a posi¢ao de cada colisdo no sistema. Cabe
ressaltar que as dimensdes dos blocos foram desconsideradas para a determinacio da posi¢do em

que ocorriam os choques. Para o instante da primeira colis@o entre os blocos a relacio

deslocamento

tempo = 4.5)

velocidade

foi utilizada. O instante da primeira colisao foi determinado com o valor da varidvel deslocamento
sendo o médulo da diferenca entre as posicdes iniciais dos blocos e a velocidade como sendo o
modulo da velocidade de B,. Como o bloco B; estava em repouso, a posi¢ao da primeira colisdo

coincide com a posicao desse bloco.

Para determinar o instante da segunda colisdo a equacgdo (4.5) foi novamente utilizada.
Para tal colisdo era necessario determinar o tempo necessario para que o bloco B; atingisse a
parede. Assim, o valor de deslocamento na equagao (4.5) equivale a posi¢do inicial do bloco
By e a velocidade equivale ao médulo da velocidade de B; ap6s a primeira colisdo, a qual ja
havia sido determinada na Planilha de Célculos. Assim, determinado o intervalo de tempo entre
a primeira e a segunda colisdes, foi necessario apenas somar tal intervalo de tempo com o tempo

transcorrido até a primeira colisdo para se determinar o instante da segunda colisdo. Para se
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determinar a posi¢ao dos blocos no instante da colisdo as fun¢des hordrias dos espacos de cada

bloco foram utilizadas, sendo elas apresentadas nas equacoes (4.6) e (4.7).

A partir da terceira colis@o, a determinagdo dos instantes dos choques passou a ter uma
nova questdo a se pensar: se os blocos possuem massas diferentes, ambos estdo se movendo
entre a segunda e a terceira colisdo. Assim sendo, a fun¢d@o horaria dos espacos de cada bloco foi

utilizada.

Considerando que se pretende determinar o instante e a posi¢ao dos blocos em uma
colisdo de niimero n + 1, para determinar as fun¢des hordrias dos espacos, os valores da posi¢cdo
dos blocos na colisdo n e as respectivas velocidades apds a colisdo de ndmero n sdo necessarias.
Assim, as posicoes dos blocos By e B, no momento da colisdo de nimero n 4+ 1 podem ser

representadas, respectivamente, por

Sp, = Soa+ vy -t (4.6)

532 = SOB —+ vy - t (47)

com Sp € Sop sendo as posi¢des dos blocos na colisdo de nimero n, v; € vy as velocidades
de tais blocos ap6s a colis@o de nimero n e t o tempo transcorrido entre a colisdo de nimero n
e a colisdo de niimero n + 1. Como a condi¢@o para que os blocos colidam é que S, = Spg,,
igualando as equacdes (4.6) e (4.7), tem-se que

. Sos — Soa
V1 — U2 .

t (4.8)

Assim, novamente, determinado o intervalo de tempo entre a segunda e a terceira colisoes,
foi necessario apenas somar tal valor com o tempo transcorrido para se ter a segunda colisdo,
resultando no instante do terceiro choque. Essa relacdo de soma entre tempos € vélida para toda
nova colisdo. A posi¢do em que os blocos estavam na terceira colisdo pode ser determinada pelas
fun¢des horérias dos espagos, representadas em (4.6) e (4.7), com a varidvel ¢ sendo o tempo
transcorrido entre a segunda e a terceira colisdes. De maneira geral, a partir da terceira colisao

todas as posicoes dos choques foram determinadas pelas equacdes (4.6) e (4.7).

Percebeu-se que, de forma geral, colisdes de nimero impar ocorrem entre os blocos e
colisdes de niimero par ocorrem entre o bloco B; e a parede fixa. Portanto, as demais colisdes no
sistema foram tratadas de uma mesma forma, dependendo do fato de a colisdo ser entre os blocos
ou entre B, e a parede. Esta generaliza¢do permitiu tracar estratégias para a implementacao do

Método das ColisOes utilizando a Planilha de Calculos do GeoGebra.

As colisdes de nimero impar, com tal nimero sendo maior que trés, podem ou ndo ocorrer,
dependendo das massas dos blocos. Para se calcular os instantes das colisdes de nimero impar,
caso o valor de ? encontrado pela equagdo (4.8) ndo fosse negativo, tal instante era determinado
pela propria equagdo (4.8) acrescido do tempo transcorrido até a colisdo imediatamente anterior

a essa que estava sendo estudada.



42

Contudo, ainda nas colisdes de nimero impar, caso o valor de ¢ encontrado na equagao
(4.8) fosse negativo, todas as colisdes no sistema ja teriam ocorrido. Isso significa que o bloco
By havia recém colidido com a parede e as velocidades dos blocos sao tais que vy < vy, com vy
e V9 positivos, ja que os blocos se deslocam da esquerda para a direita. Caso identificado que
os blocos ndo mais colidiam, o valor da célula que estava sendo determinado, que se refere ao
instante da colisdo, era definido como sendo o tempo transcorrido até a ultima colisdo observada
adicionadas 50 unidades de tempo. A posicao dos blocos era, entdo, determinada pelas equacdes
(4.6) e (4.7), com Sp 4 e Sop sendo as posicdes dos blocos na tltima colisdo observada e o valor

de t como sendo de 50 unidades.

Assim como as colisdes de nimero impar, as colisdes de nimero par podem ou ndo
acontecer, para um par maior que 2. Primeiramente, caso se tenha de fato uma colisdo que seja
de nimero par, o instante da suposta colisdo que, conforme citado, é entre o bloco B, e a parede,
era determinado pela equagdo (4.5), com o valor de deslocamento sendo a posi¢ao do bloco B
na ultima colisdo observada, acrescido do tempo transcorrido até a colis@o anterior a essa que
estava sendo estudada. Ja a posi¢ao do bloco B; na colisdo equivale a 0, pois a parede estava
fixada na origem dos espacos. Contudo, caso ndo se tenha a colisdo de nimero par em questdo, o
bloco B; continuard se movimentando no sentido contrério ao que leva a parede. Portanto, suas

posi¢des podem ser determinadas pela equacdo (4.6), com a varidvel ¢ sendo um valor qualquer.

Desta forma, na Planilha de Calculos, as células da coluna £ foram programadas para
que representassem as posicoes do bloco B; em cada instante em que ha colisdes. Ja as células
da coluna F' foram programadas para que representassem as posi¢des do bloco B, em cada
instante em que hé colisdes. As células da coluna D foram programadas para representar os
instantes de cada colisdo. Conforme visto, ao determinar o valor de ¢ nas equacdes esse pode
ser positivo, negativo ou nulo e tais condi¢des foram consideradas ao se programar os valores
das células, utilizando um condicional, o qual € plotado no GeoGebra com uma sintaxe de

Se(Condigdo,Entdo,Sendo).

Todas as células que representavam o instante de uma colisdo de nimero impar foram
programadas da mesma forma. Como exemplo, na colisdo de nimero 17 a célula recebeu a

seguinte linha de comandos:
Se((E18 — F'18)/(C18 — B19) < 0, D18 + 50, D18 + (E18 — F'18)/(C18 — B19)).
Da mesma forma, todas as células que representavam o instante de uma colisdo de

numero par foram programadas da mesma forma. Como exemplo, na colisdo de nimero 16 a

célula recebeu a seguinte linha de comandos:

Se((E17—F17)/(C17—B18) == 0, D17+abs(E17/B18), D17+(E17—F17)/(C17—B18)).

Como resultado foi possivel obter nas células das colunas D, E e F os instantes de cada

colisdo e as posi¢des dos blocos nesses instantes. A Figura 4.3 indica as primeiras células das
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colunas D, E e F' quando M = 100 - m.

Figura 4.3 — Células das colunas D, E e F quando M = 100m

| B | ¢ | o | E | F
V1 v2 | Tempo(B1) X(B1) X(B2)

0 1 0 2 B

1 2 2

40802 09802 201 0 1.01
19802 -0.9802 23512 06756  0.6756
3882 00216 25252 0 0.5152
3882 -0.9216 26325 | 04164 04164
563  -0.8265 27064 0 0.3552
563 08265 27614 03098  0.3098
71551 -0.6986  2.8047 0 0.2795
71551 06986 28403 | 02547  0.2547
83968 -0.5431 28706 0 0.2382
83068 05431 28073 02237 02237
93059 -0.3861 29213 0 0.2149

93059  -0.3661 29435 0.2068 02068

Fonte: O Autor.

Partindo dos dados determinados, foram criadas trés listas no GeoGebra. A primeira
lista, chamada “tempos”, era construida com todos os instantes das colisdes calculados pelo
software, elementos os quais eram representados na coluna D da Planilha, conforme citado. A
segunda lista, chamada “X ", era construida com as posicdes do bloco B; nos instantes em que
ha colisdes, os quais estavam determinados na coluna E. e A terceira lista, chamada “X 35", era
construida com as posicdes do bloco Bs nos instantes em que ha colisdes, posi¢des calculadas

na coluna F da Planilha. O total de elementos nas listas era dado pela equacdo

| 2

tan ( M)
a qual determina a quantidade de choques no sistema, conforme visto no Capitulo 3, acrescido
de duas unidades. Essas duas unidades sdo aquelas responsaveis por determinar as posi¢oes e
instantes dos blocos no inicio do experimento e depois de certo tempo apds a dltima colisao
no sistema. Assim como visto no Capitulo 3, a quantidade de choques no sistema depende
apenas das massas dos blocos e, dessa forma, a quantidade de elementos nas sequéncias depende

também unicamente destes valores.

Tomou-se o cuidado também para que, quando a massa do bloco B, fosse igual a massa
de By ou quando a massa de B, fosse o triplo da massa de B;, as sequéncias tivessem um

elemento a menos, jd que, conforme visto, se 7/ tan ™! (, /%) € N, a quantidade de choques ¢

dada por 7/ tan™? 0/%) -1

As listas tempos, X 1 € X po foram, dessa forma, utilizadas para a construg@o do grafico

da posicao dos blocos ao longo do tempo. Para isso, utilizando a Caixa de Entrada no GeoGebra,
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o comando GraficoDeReta(<Lista de Abscissas>,<Lista de Ordenadas>) foi empregado. Este
comando utiliza os valores de listas ja construidas para criar pontos no plano cartesiano do
GeoGebra e, com base nesses pontos, cria uma fungdo com segmentos de reta que passam por

tais pontos, bem como o gréfico destas fungdes.

Ao utilizar tal comando, a lista tempos foi sempre considerada como abscissa e as listas
Xp1 e Xpo como ordenadas. Com tais comandos o GeoGebra gerou dois gréficos, os quais
representam a posicao dos blocos B; e By ao longo do tempo, conforme mostra a Figura 4.4, na
qual foram utilizadas as massas dos blocos como sendo de 1 kg e 5 kg e a velocidade inicial de

Bs como —1.
Figura 4.4 — Grafico posi¢cdo x tempo quando M = 5m

Posicdo

Os 25 4 Gs gz 10s 125 14s

Fonte: O Autor.

Ao construir as fungdes acima apresentadas, chamadas de f e g pelo GeoGebra, as
posi¢cdes dos blocos ao longo do tempo no experimento estavam determinadas pelas fung¢des
criadas com base nas listas, com f sendo a referente a B; e g referente a B,. E importante
destacar que conforme a quantidade de elementos das listas se alteravam, as fungdes f e g

também sofriam alteracdes.

Sabendo quais eram as fun¢des que determinam as posi¢des dos blocos ao longo do
tempo, um controle deslizante, chamado ¢, foi construido, de forma que ele representasse a
passagem do tempo no experimento. Seu valor minimo foi estabelecido como 0 € 0 maximo
como 80. Assim, ao criar um ponto (f(¢),0) no software, este ponto assume a posi¢do do bloco
By ao longo do experimento, conforme ¢ varia. Analogamente, ao criar um ponto (g(t),0) no

software, este ponto assume as posi¢oes do bloco By ao longo do experimento, conforme ¢ varia.

Com base nos pontos (f(t),0) e (g(t),0), foram, entdo, construidos dois poligonos no
GeoGebra, que representam os blocos. Esses blocos, assim como a parede fixa, sdo representados

na Janela de Visualizagcdo 2 do GeoGebra. Por fim, foram construidas caixas de texto, caixas de
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entrada e botdes que auxiliam na utilizagao da simula¢do. O botdo “Animar” foi programado
para que inicie a animacao do controle deslizante ¢, resultando, assim, no movimento dos blocos.

A Figura 4.5 apresenta a interface da animagao construida.

Figura 4.5 — Interface da simulag@o construida no GeoGebra

Pasigdo

am
Massa B2 | Velocidade Inicial de B2, — 1 Animar

[ | 4m
Posigao Inicial B1| 2 Posigdo Inicial B2 3

A massa de Bl é de 1 kg. InstrugGes 2m

B1

PROFMAT - UTFPR —2022 . . . . . _Tompo

» Janela de Visualizagio 2 X
A velocidade de B2 deve ser negativa;
A massa de B2 deve ser, no mazimo, de 11100 kg:
O bloco Bl deve estar entre B2 e a parede

Disténcia
om Tm 2m m m 5m am 7m am am 10m 1m 12m 13m 1am 15m 16m 17m 1Bm 1am 20m 2im

Entrada:

Fonte: O Autor.

Conforme pode ser visto na Figura 4.5, a posi¢do inicial dos blocos pode ser alterada
pelo utilizador, bem como a massa de B; e sua velocidade inicial. Contudo, para a alteracdo da
velocidade inicial do bloco B5, optou-se por ndo se promover mudancas nos valores da Planilha,
mas sim, na velocidade com que o controle deslizante altera seu valor. Isso porque alterar os
valores na Planilha pode gerar um custo computacional alto, visto que todos os dados da planilha

sdo novamente calculados.

Durante a constru¢do da simulacio algumas limitagdes impostas pelo GeoGebra foram
identificadas. Primeiramente, ainda no momento da construcdo da simulagdo, observou-se que
a partir do calculo dos dados referentes a colisdes de nimero maior que 150 o GeoGebra
necessitava de um tempo maior de processamento. Conforme a programacao das linhas avangava,
foi possivel perceber que este tempo de processamento aumentava gradualmente, até o ponto em

que o GeoGebra tinha dificuldades para determinar os dados os quais eram buscados.

No célculo dos instantes das colisdes de nimero maior que 180 era comum o programa
parar de responder em certos momentos. Essa situacdo pode indicar uma limitacao do software,
ja que, na maioria dos casos, apds alguns minutos, o soffware voltava a responder, contudo, todos
os dados plotados na Planilha anteriormente a programacao da célula que estava sendo trabalhada
eram eliminados pelo GeoGebra e apenas o valor da célula em questiao era mantido, conforme

pode ser visto na Figura 4.6. Tal situag@o foi constante durante a constru¢do da animacao.
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Figura 4.6 — Erro no Software GeoGebra ao se buscar dados da colisd@o de nimero 214

Arquivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda

] A0 DO @l[€] N =]

~ Janela de Algebra [* | * Planilha o % | » Janela de Visualizagho
|=l> fa~ Alv  [BEES~|E~

D217 &g a0
Al B8 [ ¢ [T B ] E | F G H J
106 | .
| 197 |
| 198 |
199 |
| 200 |
| 201 |
| 202 | 15

203

204

205 10

206

207

| 208 |
| 200 |
| 210 |
W -5 o 5 10 15
|212 |
| 213 |
| 214 |

215

218 90.7688 -10

| 217 | —1 v

25

20

Entrada:

Fonte: O Autor.

De forma geral, o erro acima citado ocorria quando tentava-se programar duas células
diferentes em sequéncia na Planilha de Célculos. Assim sendo, para os dados referentes as
colisdes de nimero maior ou igual a 214 foi necessario programar uma célula, salvar a alteracao,
fechar o programa, abri-lo novamente e, entdo, programar uma nova célula. Tal procedimento
foi utilizado até se obter os dados referentes a colisdo de numero 330, a qual esta associada a
massa méxima que a simulacio suporta, que é de 11.100 kg. E possivel que tal erro seja fruto da
quantidade de condicionais que cada célula da programacgdo, em especial aquelas relacionadas

aos instantes das colisdes, recebem.

Conforme citado, optou-se por limitar em 11.100 kg a massa méxima a ser utilizada na
simula¢do. Este valor foi escolhido pois estd associado a 330 colisdes no sistema, valor maior
que aquele que apresenta os trés primeiros digitos de 7. Para se obter o quarto digito de 7 seria
necessdria a programacao de mais, pelo menos, 2.810 linhas. Contudo, j4 na linha que descreve
os dados da colis@o 330 o GeoGebra necessitava de um tempo considerdvel para processar os

dados plotados, o que permitiu inferir ser inviavel a programacao dos dados até a colisdo 3.141.

Ao se utilizar a simulacdo também & possivel perceber que o controle deslizante ¢,
construido para animar o movimento dos blocos B; e B,, pode, em alguns momentos, ter sua
animacao interrompida em curtos intervalos de tempo, voltando ao funcionamento normal logo
em seguida. Tal interrupcao faz com que os blocos parem de se movimentar, interferindo na
fluidez com que a simulagdo ocorre. Este erro pode ser fruto da quantidade de elementos e dados

plotados no software.
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Ainda que a animacao possua algumas limita¢des, seu uso permite identificar caracteristi-
cas do Método das Colisdes. A primeira a se destacar € o fato de que apenas as massas dos blocos
interferem na quantidade de choques. Alterando as posicoes iniciais dos blocos e a velocidade
inicial do bloco B; na simula¢do, mas mantendo as massas, tal fato pode ser verificado pelo

utilizador.

E também possivel verificar ao se utilizar a simulagdo que, ao passo que a massa de
B, aumenta, mais frequentes sdo os choques. Esta caracteristica pode ser percebida tanto no
movimento dos blocos quanto no gréfico posi¢do x tempo, disponibilizado na simula¢do. Como
exemplo, considerando os blocos B; e B; distando 2 e 4 metros da parede, respectivamente,
e a velocidade inicial de B, como —1 m/s, se a massa de B, é de 20 kg, 12 dos 14 choques
acontecem nos 4 primeiros segundos do experimento. Nas mesmas condicdes, mas se a massa de

B € de 2.000 kg, 138 dos 140 choques no sistema ocorrem nos primeiros 4 segundos.

Por fim, cabe salientar que todas as observacdes acima citadas podem ser vistas na

simulacdo que estd disponivel na pagina oficial do GeoGebra na internet no link:

https://www.geogebra.org/m/xttbnh2p.


https://www.geogebra.org/m/xttbnh2p

48

5 CONCLUSAO

Diversos foram os problemas, conceitos e objetos ao longo da histéria que intrigaram
os matematicos. Um dos que mais se destaca esté relacionado ao nimero 7. Tal numero foi o
responsavel pela mobilizacao de matematicos por todo o mundo ao longo dos séculos, tanto
buscando seu valor “exato” quanto identificando e demonstrando sua natureza irracional e

transcendental.

Em relac@o a busca dos digitos de 7 alguns métodos se destacam, seja pelos conceitos
envolvidos, pela evolucdo cientifica ou ainda por outros fatores. Neste trabalho, o Método das
Colisoes foi abordado, de forma que ele foi apresentado, demonstrado e uma simulagdo do

Método foi construida.

Conforme apresentado por Sanderson (2019b), a utilizagdo do Método das Colisdes para
a determinagdo dos digitos de 7 € experimentalmente impossivel. Tal situa¢do ocorre pois seria
necessdrio estabelecer um ambiente fisico ideal, determinar a quantidade d de digitos que se quer
calcular, promover o movimento de objetos, um deles com a massa sendo, por exemplo, de 1 kg
e o outro com massa de 100%~! kg e, por fim, contar a quantidade de choques no sistema. Sendo
assim, o Método das Colisdes se destaca ndo por sua praticidade ou conceitos matematicos
elaborados envolvidos, mas sim pela curiosa relacdo de enumeracao de colisdes entre dois blocos

e uma parede fixa resultar nos digitos de 7.

Nesse sentido, o estudo do Método das Colisdes poderia ser justificado pela propria
beleza envolvida no experimento. Tal pratica seria natural, uma vez que “o matemdtico ndo
estuda matemadtica pura porque € ttil; ele estuda-a, porque ele se encanta com ela e ele encanta-se
com ela porque ela é bela” (POINCARE, 2012).

Contudo, embora o problema pare¢a nao ter aplicagcao pratica, Brown (2020) mostrou
que existe um isomorfismo entre o0 Método das Colisdes (GALPERIN, 2003) e um algoritmo de
busca quantica (GROVER, 1996). Esta verificacdo evidencia a importancia do estudo do método,

desde sua demonstragdo até sua implementacao em simuladores.

Quanto a demonstracao do Método, neste trabalho foram apresentadas duas demonstra-
¢oes distintas: uma envolvendo arcos em circunferéncias e outra feixes de luz em espelhos. E
por que demonstrar o método duas vezes? Mais do que responder a mesma pergunta duas vezes,
as demonstra¢des ddo um entendimento melhor sobre o que estd acontecendo e torna mais fécil
responder outras perguntas (SANDERSON, 2019a).

Ao se trabalhar com as equagdes da energia cinética € do momento linear totais do
sistema foi possivel tracar um paralelo entre as representacdes geométricas destas equacoes
e angulos inscritos em uma circunferéncia. Por outro lado, utilizando a associag¢do entre as

distancias dos blocos até a parede com a localizacdo de um ponto no plano cartesiano, foi
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possivel identificar uma correspondéncia entre o Método das Colisdes e 0 comportamento de um

feixe de luz refletindo entre dois espelhos planos.

Também € possivel estudar o Método das Colisdes partindo das velocidades dos blocos
em cada instante do experimento. Com base neste estudo foi elaborada, no software GeoGebra,
uma simulacdo do Método das Colisdes, com a qual € possivel visualizar cada uma das etapas

do experimento, identificando detalhes e caracteristicas em cada instante.

Em relacdo a construcdo da simulacao, algumas limitacdes relacionadas ao software
GeoGebra foram identificadas, sendo a principal delas relacionada ao processamento dos dados
implementados. Uma sugestdo para trabalhos futuros é implementar a simulacio usando outras

linguagens de programacgdo mais poderosas, como Python ou C++, por exemplo.

Por fim, é importante destacar que este trabalho € parte dos estudos realizados no ambi-
ente do Programa de Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional (PROFMAT). Esse
programa formou desde 2011 até 2022 mais de seis mil professores (SBM, 2022), conferindo-
lhes o titulo de mestres em Matematica, auxiliando, assim, na melhora da educacao brasileira,
completando possiveis lacunas na formacao dos professores de Matematica e promovendo

discussdes que proporcionam o crescimento cientifico, em especial nas escolas brasileiras.
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