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RESUMO

TAUMATURGO, CLEOMAR. Uma exploracao da teoria de probabilidade aplicada em
financas. 77 f. Dissertacdo - Programa de Mestrado Profissional em Matemdtica em Rede
Nacional - PROFMAT, Universidade Tecnoldgica Federal do Parana. Curitiba, 2022.

O presente trabalho introduz alguns tpicos de probabilidade aplicados as financgas. Ao longo
do trabalho € apresentado uma introdugdo a vérios dos principais conceitos que envolvem o
estudo de probabilidade, como, por exemplo, conceitos de varidveis aleatorias, distribuicdes de
probabilidade além de uma breve introducio a andlise de sobrevivéncia. Todos os conceitos sdo

explorados em exemplos que remetem o mercado de acdes.

Palavras-chave: Probabilidade; Andlise de Sobrevivéncia; Mercado de acgoes.



ABSTRACT

TAUMATURGO, Cleomar. An exploration of probability theory applied to finances. 77
pg. Dissertation - Programa de Mestrado Profissional em Matemdtica em Rede Nacional -
PROFMAT, Universidade Tecnoldgica Federal do Parana. Curitiba, 2021.

The present work introduces some topics of probability applied to finance. Throughout the work,
an introduction to several of the main concepts that involve the study of probability is presented,
such as concepts of random variables, probability distributions, and a brief introduction to

survival analysis. All ideas are explored in examples that refer to the stock market.

Keywords: Probability, Survival Analysis, Stock Market.
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1 INTRODUCAO

No dia 11/03/2020 a Organizagdo Mundial da Satide decretou a propagacdo de Covid-19
como pandemia, o medo passou a tomar conta do mundo todo. O panico permaneceu no mercado
financeiro mundial por alguns dias. Nesse dia o principal indice da bolsa de valores de Sdo Paulo
fecharia em queda de 7.64% um dia apés com queda de 14.78%. O IBOV que havia registrado
106625 pontos no dia 02/03 /2020, caiu em 19/03/2020 aos 61691 pontos .

Muitas das empresas que tiveram fortes quedas durante o periodo inicial da pandemia,
ainda ndo retornaram aos seus precos de antes desse periodo, acumulando portanto um prejuizo

aos seus investidores.

Na contramio, o nimero de investidores pessoas fisicas na Bolsa de Valores de Sao Paulo,
vem crescendo desde entdo. Em dezembro de 2020 o numero de pessoas fisicas que investem na
bolsa atingiu quase 3.2 milhdes, um aumento de cerca de 300% em relagdo ao mesmo periodo
de 2018 2. A maioria dessas pessoas acaba entrando no mercado de a¢des sem um conhecimento
prévio dos riscos e podem perder todo ou parte do dinheiro investido. Portanto é fundamental

conhecer alguns conceitos relacionados ao mercado financeiro.

Neste contexto, o objetivo principal deste trabalho € introduzir conceitos bésicos de
probabilidade e modelos de regressdo, usando como motivagao, exemplos e situagdes inspiradas

no mercado financeiro.

Um exemplo simples de probabilidade aplicada as financas pode ser tentar estabelecer,
sob determinadas condicdes, a probabilidade de aumento ou queda do preco de um determinado
ativo. Situagdes como esta, em que se tem apenas dois resultados possiveis sucesso ou fracasso,
estdo relacionados com os conceitos de ensaios de Bernoulli e distribuicao de probabilidade bino-
mial. No Capitulo 2 sdo introduzidos os conceitos basicos de probabilidade, algumas distribuicdes
de probabilidade de varidvel aleatdria discreta como ensaio de Bernoulli, distribui¢do binomial e
distribuic@o de Poisson, além da distribui¢do de probabilidade exponencial relacionada a uma

variavel aleatdria continua.

A variacao de precos dos ativos negociados na bolsa de valores sempre gerou o interesse
por parte de seus investidores de tentar prever os futuros precos. Uma forma de tentar estabelecer
esta previsibilidade poderia ser usando modelos de regressao a partir de dados histéricos. No
Capitulo 3 tratamos de alguns modelos bésicos de regressao como: regressoes polinomiais e
regressao exponencial e analizamos seu desempenho para prever precos futuros de um ativo

especifico.

<https://br.investing.com/indices/bovespa-historical-data>
<https://www.b3.com.br/pt_br/market-data-e-indices/servicos-de-dados/market-data/consultas/
mercado-a-vista/perfil-pessoas-fisicas/perfil-pessoa-fisica/>

2


https://br.investing.com/indices/bovespa-historical-data
https://www.b3.com.br/pt_br/market-data-e-indices/servicos-de-dados/market-data/consultas/mercado-a-vista/perfil-pessoas-fisicas/perfil-pessoa-fisica/
https://www.b3.com.br/pt_br/market-data-e-indices/servicos-de-dados/market-data/consultas/mercado-a-vista/perfil-pessoas-fisicas/perfil-pessoa-fisica/
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As corretoras também disponibilizam a seus clientes a opcao de vender ou comprar um
ativo assim que atingir um determinado valor. Logo € de interesse analisar o tempo até que ocorra
este evento. Neste contexto uma ferramenta para analisar este tipo de situacdo € a Andlise de
sobrevivéncia. A andlise de sobrevivéncia, tem por objetivo estudar o tempo até a ocorréncia de
um determinado evento de interesse. No Capitulo 4 introduzimos alguns desses conceitos bem
como o estimador de Kaplan-Meier e consideramos algumas aplicagdes inspiradas no mercado

financeiro.

E importante mencionar que a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) implementou
a Educagdo Financeira como um tema transversal a ser abordado em diferentes disciplinas. No
estado do Parana desde 2021 a disciplina de Educacdo Financeira € ofertada na grade curricular
do ensino médio e visa oferecer ferramentas para que os estudantes tenham uma vida financeira
mais sauddvel e sejam mais conscientes sobre o consumo. Este trabalho pode ser utilizado como
um material de apoio, para explorar a interdiciplinaridade entre a matemadtica bdsica, presente no

ensino médio, e a Educacdo Financeira.

Para a elaboracdo desse trabalho utilizaram-se diversas ferramentas computacionais,
em particular Google Sheets e sua funcdo Google Finance foram utilizadas para a obtengao e

organizagdo das cotacdes das empresas e indices.

1. UMA BREVE INTRODUCAO AO MERCADO FINANCEIRO

Os primeiros registros de negociacdes similares as que hoje sao realizadas nas bolsas
de valores, datam do século XV e suas operagdes eram limitadas as negociacdes de moedas,
letras de cambio e metais preciosos. Anteriormente as transacdes eram realizadas nas ruas e
a primeira sede fisica de que se tem registro estava localizada na cidade de Bruges, Bélgica,
onde as operagdes eram realizadas no edificio do Senhor Van der Burse. Nessa época ainda
ndo era comum a numerac¢do nas residéncias, e sua a identificacdo era feita por brasdes. O
brasdo da familia Burse eram trés bolsas e dessa forma a casa ficou conhecida como casa das
bolsas. Posteriormente outros locais onde eram realizadas transagdes comerciais passaram a ser
identificadas como Bolsas (BORGES, 1997).

O conceito de acoes de uma empresa surge em 1602, quando o governo holandés uniu
seis empresas de navegacio, criando a Companhia Holandesa das Indias Orientais, e comecou a
disponibilizar ao publico geral participagdes na companhia. Cada participacao daria direito a
uma parte dos possiveis lucros ou prejuizos da companhia. A Companhia das Indias Orientais

tornou-se a maior e mais lucrativa empresa da época. (PINHEIRO, 2019).

A histéria das bolsas no Brasil se remonta a primeira metade do século XIX com o
surgimento de diversas bolsas regionais (BORGES, 1997). Mais recentemente, em 1986, foram
inauguradas a Bolsa Mercantil e de Futuros (BM&F) e a Central de Custédia e Liquidacdo
Financeira de Titulos (CETIP). Em 2000 a BOVESPA formaliza a integracao de todas as bolsas
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regionais do pafs e passa a ser a unica bolsa de valores do Brasil. Finalmente, em 2017 cria-se a
B3 (Brasil, Bolsa e Balcio), com a fusdo entre BM&F, BOVESPA e CETIPS.

No Brasil, o indice IBOV é um indicador das acdes mais importantes negociadas na
B3. Podemos considerar esse indice como um termOmetro do desempenho das empresas e
consequentemente da economia do pais. Criada em 02 de janeiro de 1968, representa uma

carteira hipotética de uma quantidade pré determinada de ativos.

O célculo de pontuagao do indice é feito somando-se um lote de 100 ac¢des de cada
um dos ativos considerados, acrescentando dividendos, juros sobre capital préprio, proventos
e bonificagdes. Por exemplo, se o indice estiver em 120000 pontos, isso representa a soma do
preco de 100 agdes de cada um dos ativos que compdem o indice. Assim, se um investidor deseja
ter um lote com 100 a¢des de cada um dos ativos que compdem o indice, seria preciso investir
R$120.000, 00.

Outro indice revelante no mercado brasileiro é o Indice de Fundos de Investimentos
Imobilidrios - IFIX, lancado em 02 de setembro de 2012. Assim como o IBOV, o IFIX representa

um termdmetro do desempenho dos fundos de investimentos imobilidrios que o compdem.

De acordo com dados da B3, mais de 400 empresas estao listadas na bolsa de valores,
e para as negociagcdes de cada uma delas usam-se Tickers, que resumidamente, é o c6digo
usado para representar algum ativo. Se o nimero final for 3, este ativo é uma a¢do Ordindria,
essas acoes dao direito a voto para o acionista. Se o nimero final for 4, trata-se de uma agao
Preferencial, ndo tem direito a voto, mas tem prioridade no recebimento de dividendos. Tickers
com final 11 referem-se as Units, sendo uma mescla das duas anteriores, isto €, os acionistas tém

direito a voto a recebem dividendos.

Outro indicador importante na economia geral € a taxa Selic (Sistema Especial de
Liquidacdo e Custddia), estabelecida pelo Banco Central (BC), através do Comité de Politica
Monetaria (Copom). Em reunides que ocorrem em média a cada 45 dias, que definem se a taxa

sera mantida, reduzida ou terd aumento.

Esta taxa serve como referéncia para os juros que serdo cobrados pelas instituicdes
financeiras e seus produtos oferecidos, como empréstimos e financiamentos. A Selic também tem
papel importante na regulacao da economia do pais. Em momentos em que se deseja estimular a
movimentacdo da economia, o BC pode diminuir a taxa dos juros, tornando o crédito mais barato,
estimulando assim empréstimos e financiamentos. Em contrapartida, quando ocorre necessidade

de controlar a inflacdo o BC pode subir a taxa de juros, freando assim o consumo.

Sendo assim a taxa Selic estd diretamente relacionada com o momento presente da
economia e com os caminhos que se deseja seguir. Taxas mais elevadas ou baixas podem afetar
no desempenho de ativos da bolsa de valores, e consequentemente influenciar outros indices
como o IBOV e o IFIX.

3 <https://www.acervob3.com.br/historia-da-bolsa>, tltima data de acesso 01/07,/2022.


https://www.acervob3.com.br/historia-da-bolsa
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2 PROBABILIDADE

Neste capitulo inicialmente serd abordado um breve histérico da origem da Teoria de
Probabilidades, posteriormente conceitos basicos e por fim alguns modelos de distribuicdes de
probabilidade, que serdo utilizados no decorrer do trabalho. O desenvolvimento deste capitulo
teve como referéncias Viali (2009) e Bussab e Morettin (2010).

2.1 BREVE CONTEXTO HISTORICO

A Teoria das Probabilidades pode ser definida como: “o ramo da matemética que pretende
modelar fendmenos ndo deterministicos, isto €, aqueles fendmenos em que o ‘acaso’ representa
um papel preponderante.” (VIALI, 2009, p. 143).

Neste contexto, o acaso, pode ser entendido como: “Um conjunto de forcas, em geral, ndo
determinadas ou controladas, que exercem individualmente ou coletivamente papel preponderante

na ocorréncia de diferentes resultados de um experimento ou fendmeno.” (VIALI, 2009, p. 144).

“A Teoria das Probabilidades como disciplina matematica originou-se das tentativas
de quantificacdo dos riscos associados a sinistros (naufragios, acidentes, morte, etc.) e da

quantificacdo das possibilidades de se ganhar em jogos de azar.” (VIALI, 2009, p. 145).

O desenvolvimento maritimo, a ocorréncia de roubos e naufrigios e o crescimento
populacional nas cidades da Europa trouxe a necessidade e criagao de seguros, € com eles surgem

os primeiros estudos mateméticos relacionados a seguros e probabilidade.

O primeiro trabalho sobre seguros de vida data de 1693. Em Halley (1693), Edmond
Halley, aquele mesmo do cometa, analisou a mortalidade e natalidade na cidade de Breslaw a
fim de calcular o valor adequado da anuidade do seguro de vida, como fun¢do da expectativa de

vida do individuo e da probabilidade de sobrevivéncia.

2.2 PRELIMINARES

Supondo o lancamento de um dado honesto, as possibilidades para a face superior sdo:
1,2,3,4,5, 6. Esse conjunto de valores serd chamado de espaco amostral e denotado por (2, dessa
forma 2 = {1,2,3,4,5,6}. Considere que o dado caia com a face superior no nimero 5, esse

evento serd denotado por A.

Utilizaremos a defini¢do cldssica para determinar a probabilidade de ocorrer o evento
A, esta definicdo considera uma razao que tem como numerador o nimero de casos favoraveis
a ocorréncia de A, representado por n(A), e como denominador o nimero de casos possiveis,

representado por n(£2). A probabilidade de ocorrer o evento A sera:
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P(A) = n° de casos favordveis de ocorrer A n(A)
B n° de casos possiveis  n(Q)’

No caso do langamento do dado, como 2 = {1,2,3,4,5,6} e o evento A corresponde
somente a um desses casos, entdo temos que n(A) = 1, n(2) = 6, logo a probabilidade de

ocorrer o evento A, representado por P(A) sera:

P(A) = ZE?Z; - é = 16.66...%.

Observe que cada face do dado cair varado para cima e seu respectivo evento tem a
mesma probabilidade de acontecer, dizemos que os eventos sdo equiprovaveis.

A partir da definicao anterior, obtende-se algumas propriedades basicas das probabilida-

des:

i) Para todo evento A, tem-se que 0 < P(A) < 1.

ii) P(Q2) =1e P(0) =0, ou seja, quando o evento é o espago amostral todo, todos os casos
sdo favordveis. Do mesmo modo, quando o evento é o conjunto vazio, nenhum caso ¢

favoréavel.
iii) Dados dois eventos A e B, tem-se que P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B).
iii) Se A e B forem eventos mutuamente exclusivos, entdo P(AU B) = P(A) + P(B).

iv) Para qualquer evento A, P(A) + P(A°) = 1 em que A° = 2\ A é o complementar do

evento A.

2.3 DISTRIBUICAO DE PROBABILIDADE

Considerando novamente a situacdo do lancamento de um dado, seja X a varidvel

correspondente ao nimero da face superior.

A varidvel aleatdria X pode assumir valores de 1 a 6 e cada um desses valores corresponde
a uma probabilidade. Quando listamos cada um desses valores de uma varidvel aleatéria com
a sua probabilidade, formamos uma distribuicao de probabilidade que serd representado por
P(X = k). A expressdo X = k significa que a varidavel X assume o valor numérico k. Uma

distribui¢cdo de probabilidade deve satisfazer as seguintes condi¢des:

i) A probabilidade de cada valor da varidvel estd entre 0 e 1, ou seja, 0 < P(X =k) < 1;

ii) A soma de todas as probabilidades é iguala 1, Y, P(X = k) = 1.
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As varidveis aleatdrias podem ser discretas ou continuas. Dizemos que uma varidvel
aleatoria € discreta se ela assume um nimero finito de valores ou um nimero infinito de valores
que sdo contdveis. Podemos considerar que uma varidvel € discreta quando seus valores podem

ser listados.

Por exemplo: o nimero de ligacdes recebidas em uma pizzaria, pode ser um valor igual a

0,1,2,3,4,5,---. Desta forma a varidvel aleatéria X € definida como:
» X: numero de ligacdes recebidas pela pizzaria.

Uma varidvel aleatéria € continua quando os valores que ela pode assumir podem ser

representados como um intervalo na reta dos niumeros reais.

Por exemplo, no lancamento de martelo nas Olimpiadas, os valores de medicao do langa-
mento podem tomar qualquer valor positivo podendo assumir uma infinidade ndo enumeravel de
possibilidades. Neste caso, se X = distancia do arremesso, entdo X seria uma varidvel aleatéria

continua.

A seguir, consideremos um exemplo referente a varidvel aleatdria discreta, inspirada no

desempenho de um ativo hipotético.

Exemplo 2.1. Suponha que um certo ativo se comporte da seguinte maneira: cada dia aumenta
ou descresse R$0.50 (ndo fica igual). Assim se o preco hoje for de R$10.00, amanhd sé pode
ser R$10.50 ou R$9.50. Sendo assim, se o preco hoje for de R$10.00, quais os precos possiveis

em 2 dias, 5 dias e n dias?

Veremos inicialmente os possiveis precos do ativo ao final do segundo dia. Como o ativo
tinha prego inicial de R$ 10.00 e o valor pode aumentar ou diminuir R$ 0.50 a cada dia, no final
do primeiro dia os possiveis pregos serdo de R$9.50 ou R$ 10.50. No segundo dia, partindo
de R$9.50 os possiveis pregos podem ser de R$9.00 ou R$ 10.00, do mesmo modo, se o valor
era de R$10.50, agora os possiveis valores podem ser de R$10.00 ou R$ 11.00. Portanto, ao
final do segundo dia os possiveis precos do ativo poderiam ser, £$9.00, R$ 10.00 ou R$ 11.00.

Denotaremos o conjunto de precos do ativo ao final do segundo dia por {25:

Q, = {R$9.00, R$10.00, R$ 11.00}. 2.1)

E possivel organizar essas informag¢des num diagrama conhecido como diagrama de

drvore, que serd apresentado na Figura 2.1.

Seguindo os pregos obtidos ao final do segundo dia, se o valor foi de R$9.00, os novos
valores podem ser de R$9.50 ou R$ 8.50, com o pre¢o de R$ 10.00 pode-se obter R$ 10.50 ou
R$9.50 e se o valor final no segundo dia foi de R$11.00 os possiveis valores podem ser de

R$11.50 ou R$10.50. Assim o conjunto de precos ao final do terceiro dia pode ser representado



Figura 2.1 — Diagrama de arvore para o preco ap0s dois dias

Fonte: Autor.

pelo conjunto:
Q3 = {R$8.50, R$9.50, R$10.50, R$ 11.50}.
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(2.2)

Todas as possibilidades de preco para o terceiro dia pode ser visualizadas no diagrama

de 4rvore a seguir.

Figura 2.2 — Diagrama de arvore para o preco ap0s trés dias

11.50
11 00
10.50
10. 50
1050
10 00
950
0.00
\ - 10.50
950
9.50
\9 — 9.50
850

Fonte: Autor.

A partir dos valores observados no conjunto de valores em (23, se o valor ao final do

terceiro dia foi de R$ 8.50 entdo os novos possiveis valores podem ser de R$8.00 ou R$9.00.
Se o valor foi de R$9.50, os precos obtidos no 4° dia podem ser de R$10.00 ou R$9.00. Com
o valor de R$ 10.50 as possibilidades podem ser de R$ 11.00 e R$ 10.00 e finalmente, se o valor
ao final do 3° dia foi de R$ 11.50 entdo os valores poderam ser de R$ 12.00 ou R$11.00. E o

conjunto de pregos ao final do quarto dia pode ser representado pelo conjunto:

= {R$5.00, R$9.00, R$ 10.00, R$ 11.00, R$ 12.00}.

(2.3)
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Todas as possibilidades de precos obtidas no 4° dia podem ser observadas no seguinte

diagrama de drvore

Figura 2.3 — Diagrama de drvore para o preco apds quatro dias

12,00
1150 _
e 11.00
11.00
N _11.00
/ 10.50
10.00
10.50
_11.00
\ 10.50 _
e 10.00
10.00
. 1000
9.50
~~
9.00
10.00
_11.00
10.50 _
e 10.00
10.00
/ . 1000
9.50
~
9.00
9.50
__10.00
\ 9.50 __
e 9.00
9.00
S 900
8.50
~~
8.00

Fonte: Autor.

Com os valores obtidos em (24, podemos obter os possiveis valores ao final do quinto
dia, iniciando com o valor de R$ 8.00, os possiveis precos podem ser de R$7.50 ou R$ 8.50.
Sendo o prego final no quarto dia de £$9.00 os pregos podem ser de R$ 8.50 ou R$9.50. Com o
valor de R$ 10.00 podemos obter R$9.50 ou R$ 10.50. Se o valor foi de R$ 11.00 os possiveis
precos podem ser de R$10.50 ou R$ 11.50. Finalmente, se o valor ao final do quarto dia foi
de R$12.00, entdo os possiveis novos valores podem ser de R$11.50 ou R$ 12.50. Assim o
conjunto de pregos ao final do quinto dia pode ser representado pelo seguinte conjunto de valores:

Q5 = {R$7.50, R$8.50, R$9.50, R$ 10.50, R$ 11.50, R$ 12.50}. (2.4)
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As possibilidades de precos ao final do quinto dia do ativo, podem ser visualizados no

seguinte diagrama de arvore:

Figura 2.4 — Diagrama de 4rvore para o preco apds cinco dias

1250
so— 12.00 = 17750
oV — 1150
. oo/ 11.00 = 1550
' 1150
™~ 1050 .00 = 10750
' 1000 — 1050
00 —9’50
10.50 150
\ o 11.00 = 139
Y — _10.50
10.00 1050
~_ A 10.00 — 5
T .00 — 9:50
00— 3’50
10.00 150
1050 11.00 = 15750
e 10.00 :190:5500
10.00 1050
~__ oo — 10.00 — o)z
00 —¢'50
9.50
10.00 — 1050
00— 0950
T T g0 = 950
.00 00 — 3’50
: 950
™~ s — 9.00 — ¢35
00— 775

Fonte: Autor.

Observe que, para cada n dias temos n + 1 valores possiveis para o preco do ativo, ou

seja, a cardinalidade, cujo simbolo matemético € #, do conjunto €2, é n + 1, isto € #2,, = n+ 1.

Pode-se observar também que o valor médxima do prego do ativo no dian é de 1040.50-n

e o valor minimo de 10 — 0.5 - n.

Além disso € possivel escrever o conjuntos de possiveis valores para o n-ésimo dia como:

_J{10+iu{10—i},i=0,---,n—1 se n par,
{10 +0.50(2¢ + 1)} U {10 — 0.50(2i + 1)i},i=0,--- ,n — 1 sen {mpar.

n
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Exemplo 2.2. Ainda com relagcdo ao Exemplo 2.1, suponha que a probabilidade de aumentar ou
cair, em cada dia, sejam de 50%. Determinar a distribui¢do de probabilidade para o prego do

ativo nos seguintes casos: (a) 3 dias, (b) 4 dias, (c) 5 dias.

Considere inicialmente 2 dias, neste caso o espaco amostral (conjunto de valores possiveis
para o preco do ativo) é P, = {9,10,11}. Observando o diagrama de érvore 2.1, o valor
R$9.00 pode ocorrer 1 dentre as 4 possibilidades, o valor R$ 10.00 podera ocorrer 2 entre as
4 possibilidades e por fim R$ 11.00 terd ocorréncia de 1 em 4. A probabilidade do preco do
ativo ser 9 ao final do segundo dia serd representado por P(z = 9), 10 serd representado por
P(z = 10) e a probabilidade de 11 serd P(x = 11). Obtendo as seguintes probabilidades:

l. P(x=9)=1/4=0.25,
2. P(x =10) =2/4 = 0.50,
3. P(x=11)=1/4=10.25.
Essa distribui¢do de probabilidades pode ser organizada na Tabela 2.1 e representada na
Figura 2.5.

Tabela 2.1 — Distribuic@o de probabilidade apds 2 dias

k 9 10 11
P(x=k) 025050 | 0.25
Fonte: Autor.

Figura 2.5 — Distribuicdo de probabilidade do preco da acdo apos 2 dias

0.6 :

Probabilidade
o
N
T

o
o
T
|

0 | | | | |
9 9.5 10 10.5 11

Preco

Fonte: Autor.

Considere agora os possiveis valores apds 3 dias, neste caso o espaco amostral serd
P; ={8.50,9.50,10.50, 11.50}. Podemos observar no diagrama de arvore 2.2, a ocorréncia dos
valores entre as 8 possibilidades, o valor de R$ 8.50 ocorre 1 vez, R$9.50 acontece 3 vezes,

R$10.50 também se repete 3 vezes e o preco de R$ 11.50 pode ocorrer 1 vez, assim temos,
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1. Probabilidade do preco ser de 8.50:
P(X =850)=1/8=0.125

2. Probabilidade do preco ser de 9.50:
P(X =9.50) =3/8 =0.375

3. Probabilidade do preco ser de 10.50:
P(X =10.50) = 3/8 = 0.375

4. Probabilidade do preco ser de 11.50:
P(X =11.50) =1/8 =0.125

Essa distribui¢do de probabilidade esta resumida na Tabela 2.2 e ilustrada na Figura 2.6.

Tabela 2.2 — Valores para a distribuicao de probabilidade do ativo apds 3 dias

k 8.50 | 9.50 | 10.50 | 11.50
P(X =k)|0.125 | 0.375 | 0.375 | 0.125
Fonte: Autor.

Figura 2.6 — Distribui¢do de probabilidade do preco da acao ap6s 3 dias

0.6 - :

Probabilidade
()
B
T

o
o
T
|

0 85 9 95 10 105 1

Preco

1 11.5

Fonte: Autor.

Considerando os possiveis valores apds 4 dias, o espaco amostral sera:
Q4 = {8.00,9.00,10.00, 11.00, 12.00}.

Podemos obter a ocorréncia de cada um desses valores dentre as 16 possibilidades

observando o diagrama de 4rvore apresentado na Figura 2.3, ou seja,

1. Probabilidade do preco ser de 8.00:
P(z =8.00) =1/16 = 0.0625



24

2. Probabilidade do preco ser de 9.00:
P(x=9.00) =4/16 = 0.25

3. Probabilidade do preco ser de 10.00:
P(z =10.00) =6/16 = 0.375

4. Probabilidade do preco ser de 11.00:
P(x =11.00) =4/16 = 0.25

5. Probabilidade do preco ser de 12.00:
P(z =12.00) = 1/16 = 0.0625.

Essa distribuicdo de probabilidade esta resumida na Tabela 2.3 e representada na Fi-

gura 2.7.

Tabela 2.3 — Tabela de distribui¢ao de probabilidade apds 4 dias

k 8.00 |9.00 | 10.00 | 11.00 | 12.00
P(X =k) | 0.0625 | 0.25 | 0.375 | 0.25 | 0.0625
Fonte: Autor.

Figura 2.7 — Distribui¢do de probabilidade do preco da acdo apds 4 dias

0.6 - :
[}
s
<
=04} 8
=
< o [ ]
fla]
g
=02} |

o [ ]
o [ ]
0 | | | | |
7 8 9 10 11 12 13
Preco

Fonte: Autor.
Finalmente, considerando os possiveis valores apds 5 dias, o espaco amostral sera:
Q5 = {7.50,8.50,9.50, 10.50, 11.50, 12.50},

e sua distribuic@o de probabilidade € apresentada na Tabela 2.4 e seu grafico na Figura 2.8.
O processo descrito acima pode ser generalizado para n dias, da seguinte forma:

Para o aumento do ativo de R$0.50 consideraremos sucesso e serd representado por S e

para a perda serd considerado fracasso denotado por F, além disso, a probabilidade de sucesso
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Tabela 2.4 — Distribui¢@o de probabilidade apds 5 dias

T 7.50 8.50 9.50 10.50 11.50 12.50
P(x) 0.03125 | 0.15625 | 0.3125 | 0.3125 | 0.15625 | 0.03125
Fonte: Autor.

Figura 2.8 — Distribui¢do de probabilidade do preco da acdo ap6s 5 dias

T T T T T

0.6 |- :
[}
s
<
= 04) 8
FC% [ ] [ ]
fla]
g
02t |

[ ] [ ]
0 ® | | | | | °
7 8 9 10 11 12 13
Preco

Fonte: Autor.

serd representada por p e de fracasso, serd q. Assim ao fim do primeiro dia de observacao teremos
apenas duas possibilidades: S ou F, com probabilidade de ocorrer de p e ¢, respectivamente.
Dessa forma ao final do primeiro dia, o preco de R$9.50 ocorre com 1 fracasso ou 0 sucesso e
o preco de R$10.50 ocorre com 1 sucesso. Dessa forma o espaco amostral pode ser escrito em

relagdo ao nimero de sucessos, logo ; = {0,1}.

Note que se a probabilidade de sucesso € p logo a probabilidade de fracasso ¢ pode ser

escrita como ¢ = 1 — p, pois sdo complementares. Tendo como probabilidades:

Tabela 2.5 — Funcdo de Probabilidade para €2,

k = n° de sucessos (S) | 0 1
P(X =k) pll-p
Fonte: Autor.

Observe que os valores da Tabela 2.5 representam a imagem da fun¢do de probabilidade

associado ao espaco amostral €2; = {0, 1}, ou seja,
P(Q) = {p,1 - p}. (2.5)

Ao final do segundo dia o preco de £$9.00 foi obtido com dois fracassos, representado
por (F'F') o preco de R$10.00 foi obtido com uma alta e uma queda ou vice-versa, isto €, sucesso
seguido de fracasso ou fracasso seguido de sucesso, representado por (SF') ou (F'S) e o valor de
R$11.00 foi obtido com dois sucessos seguidos, denotado por (S.5). Perceba que no segundo dia

as probabilidades de sucesso e fracasso permanecem as mesmas. Dessa forma a probabilidade



26

de ocorrer dois fracassos (F'F) serd igual a ¢ - ¢ = ¢°, a probabilidade de ocorrer sucesso e
fracasso (SF') serd de p - ¢, a probabilidade de ocorrer fracasso e sucesso (F'S) serade g-pea
probabilidade de ocorrer dois sucessos (S.9) serd de p-p = p?. O diagrama 2.9 pode exemplificar

0 Ccaso:
Figura 2.9 — Diagrama de arvore para a probabilidade apds dois dias

- —2
s P(SS)=p

P b
S AN
VAR N
p F — P(SF)=pq
/
N\
q _ S —— P(FS)=qp
AN
F
N
q

~N
F —— P(FF)=¢*

Fonte: Autor.

Observe ainda que para o caso de (F'F') o nimero de sucessos ¢ igual a 0, os casos
(F'S) o (SF) tem 1 sucesso e o caso (S.S) representa 2 sucessos. No diagrama 2.9 obtemos as
probabilidades p?, pq, qp € ¢*. Porém ¢p = pq, logo a ocorréncia dessa probabilidade é de 2pq,

assim como feito no primeiro dia ¢ = 1 — p. Os dados obtidos estdo na seguinte tabela:

Tabela 2.6 — Funcdo de Probabilidade para €,

Preco (Real) R$9.00 R$10.00 | R$11.00
Eventos (FF) (SF) ou (FS) (SS)
k = n° de sucessos 0 1 2
P(X = k) (1-p)? | 2p(1-p) P’

Fonte: Autor.

Observe que para £ = 0 sucesso, o expoente de p é 0 e ¢ = 1 — p tem expoente 2, para
k = 1 sucesso, o expoente de p € 1 e de (1 — p) também € 1, e para k = 2 sucessos o expoente de
pé2ede (1 —p)é0.Os valores de P(X = k) da Tabela 2.6 representam a imagem da fungdo
de probabilidade associado ao espaco amostral 2, = { F'/F, SF, F'S, SS}, ou seja,

P(Q2) ={(1 —p)*2(1 —p)p.p°}. (2.6)

De forma similar podemos obter as probabilidades para o dia 3 de observacdo do

experimento, as sequéncias de fracasso(F) e sucesso(S) podem ser observadas no diagrama 2.10.

O espaco amostral dos precos do ativo de 23 = {8.50,9.50,10.50, 11.50}, o valor de
8.50 representa o evento de trés fracassos seguidos isto é FFF, o valor de 9.50 pode ocorrer
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Figura 2.10 — Diagrama de arvore para a probabilidade apds trés dias
p— S - P(SSS)=p?
p = F - P(SSF)=p?q

/ q p— S - P(SFS)=p*q
/ ! — F - (SFR)=p¢?

\ S - P(FSS)=p?q
s—7
71— F - P(FSF)=¢*p

B — 2
T i p— S - P(FFS)=pq
! —F PEFF) = ¢

Fonte: Autor.

com SFF, FSF ou FFS, isto é em 3 dias obter apenas 1 sucesso. O preco de 10.50 ocorre com 2

sucessos em 3 dias, logo podem ser: SSE, SFS ou FSS.

Podemos representar essas probabilidades com respectivos precos e nimero de sucessos

com a seguinte tabela. (Utilizando ¢ = 1 — p):

Tabela 2.7 — Probabilidades para {25

Preco em Real R$8.50 R$9.50 R$10.50 R$11.50
Eventos (FFF) | (FFS), (FSF), (SFF) | (SSF), (FSS), (SFS) | (SSS)
k = n° de sucessos 0 1 2 3
P(X =k) (1-p)’ 3p(1 —p)° 3p°(1 - p) P’

Fonte: Autor.

Observe que para k = 0 o expoentes de p e (1 — p) s@o respectivamente 0 e 3, para k = 1

os expoentes de p e (1 — p) serdo 1 e 2, quando k = 2 o expoente de pé 2ede (1 —p)serd 1 e

por fim para k = 3 o expoente de p serd 3 e o expoente de (1 — p) é 0. Dessa forma em n dias e

k sucessos teremos que o expoente de p serd k, obtendo p* e o expoente de (1 — p) serd n — k,

logo.

Os valores da Tabela 2.7 representam a imagem da funcdo de probabilidade associada ao
espaco amostral de Q03 = FFFF, FFS FSF,SFF,FSS,SFS,SSF,55S

P(Q3) = {(1 —p)*,3p(1 — p)*,3p*(1 — p).p’}.

2.7)

Observe também que os coeficientes de p e 1 — p, podem ser organizados da seguinte

maneira:
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Tabela 2.8 — Coeficientes das distribui¢des de probabilidade até 5 dias

Dia0 — 1

Dial — 1 1

Dia2 — 1 2 1

Dia3 — 1 3 3 1

Dia4 — 1 4 6 4 1
Dia5 — 1 5 10 10 5 1

Fonte: Autor.

O triangulo da Figura 2.8 mostra os coeficientes encontrados nas distribui¢des de probabi-
lidade para o dia 1, 2 e 3 do experimento. Mas ele também € conhecido como triangulo aritmético
de Pascal, e estd intimamente associado com o desenvolvimento da distribuicao binomial. Cada
nimero em qualquer linha do tridngulo de Pascal € a soma dos dois nimeros imediatamente
acima da linha anterior. Observe que no terceiro dia, o 1 € obtido com os valores vizinhos da
linha de cima, somente o nimero 1. O 3 € obtido somando os seus vizinhos de cima que sdo
1 e 2, o outro 3 resulta da soma de 2 e 1 e novamente o 1 tem somente como vizinho 1. De
maneira similar obtemos os valores referentes ao quarto dia, 1 que tem somente o 1 adjacente a
ele,4=1+3,6=3+ 3,4 =3+ 1enovamente o 1. Assim no quarto dia os coeficientes serdo

{1,4,6,4, 1}, de forma similar obtemos os coeficientes para o quinto dia {1, 5, 10,10, 5, 1}.

Note que os coeficientes dos elementos de P(£2,) representam nimeros binomiais, isto
¢, consistem no nimero de combinagdes de “n” termos, k a k. Sendo este “k” a quantidade de

sucessos desejados ao fim de cada “n” dias, representado por (Z)

Tabela 2.9 — Coeficientes binomiais do tridngulo de Pascal

Dia0 — (8)

Dial — (1)) 1)

D2~ (5) | (%) ( ()

325 : (g) (0) ; (1) 2) (2) (g) (3> 4) (4) (g)

Fonte: Autor.

Portando a fungdo de distribuicdo de probabilidade pode ser definida como:

P(X =k) = (Z) p (1 =p)" . (2.8)

Assim conseguimos obter as probabilidades para o ativo, por exemplo, para o segundo
dia. Observe que neste caso, dentre as possibilidades podemos ter, inicialmente nenhum sucesso,
ou seja, temos (F'F'), podemos ter 1 sucesso (F'S) e (SF') e também dois sucessos, (S5.5). Neste

caso as probabilidades sdo:
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1. Probabilidade de nenhum sucesso em 2 dias.

P(X =0) = (2

0).po.(l_p)Qzl.l.(l—p)2:(1—p)2:025:25%

2. Probabilidade de 1 sucesso em 2 dias.

P(X=1)= (2

1).pl.(l_p)lzz.p.<1_p):(1—p)=0.5o:50%.

3. Probabilidade de 2 sucessos em 2 dias.

2
P(X =2)= <2>-p2~(1—p)0:1-p2~1:p220.25:25%.

Exemplo 2.3. Nas mesmas condigoes do Exemplo 2.2, qual a probabilidade, em cada caso,
do preco do ativo seja maior que R$12.00 no final do periodo? E qual a probabilidade de ser
exatamente R$12.00? E apds 20 dias?

Para o primeiro caso de 3 dias, como a melhor possibilidade serd de 3 altas sucessivas,
assim o limite de valorizac@o é de R$ 1.50, e o maior valor serd de R$ 11.50, impossibilitando

atingir ou passar o valor de R$ 12.00.

Para 4 dias, o ativo podera atingir o valor maximo de R$ 12.00, se conseguir obter 4

aumentos de R$ 0.50 nos 4 dias, isto €, 4 sucessos em 4 dias. Utilizando a Equag¢ao 2.8, temos:

4

P(X =4) = (4) -0.5%-0.5° =1-0.0625 - 1 = 0.0625 = 6.25%.
No quinto dia, ndo temos a possibilidade de prego do ativo atingir R$ 12.00, porém existe

a possibilidade de ter 5 aumentos sucessivos e obter R$ 12.50.

Para atingir o valor maior que R$ 12.00 é necessdrio ter 5 aumentos sucessivos, para um
experimento de 5 tentativas, logo p = 0.50,n =5,k =5,g=1—p=0.50,n — k = 0.

bt

P(X =5) = <5> -0.5°-0.5° = 1-0.03125 - 1 = 0.03125 = 3.125%.
Para o ativo atingir o valor de R$ 12.00 ao final de 20 dias, devemos ter 4 sucessos a mais
que fracassos, logo para para esse caso deve-se ter 12 aumentos e 8 quedas. Logo, com p = 0.50,

n = 20, k = 12 na Equacgdo 2.8:

20

P(X =12) = (12

> -0.52.0.5° =0.1201 = 12.01%.

No dia 20 para o ativo atingir pre¢co maior que R$ 12.00, serd preciso mais que 12

sucessos dentre as 20 tentativas, os resultados para este caso estdo resumidos na Tabela 2.10.

A Tabela 2.10 fornece as probabilidades para o prego do ativo ser maior que R$ 12.00,
somando as probabilidades tem-se a probabilidade do ativo ser maior que R$ 12.00.
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Tabela 2.10 — Probabilidades do prego do ativo ser maior que R$ 12.00

P(X =13)=0,07393 | P(X = 17) = 0.00108719

(X =14) =0.03696 | P(X = 18) = 0.00018120

P(X =15) =0.01479 | P(X = 19) = 0.00001907

P(X =16) = 0.00462 | P(X = 20) = 0.00000095
Fonte: Autor.

Portanto, a probabilidade do ativo ser maior que R$ 12.00 é dada por
P(X > 12) ZP =) = 0.1315, (2.9)
=13
ou seja, aproximadamente 13.15%.

Por fim, com a ajuda de uma planilha de cdlculo, € possivel calcular a distribuicao de
probabilidade para os precos em determinados n dias. A Tabela 2.11, foi gerada utilizando a

planilha Google Sheets para quando n = 10, 15 e 20.

Tabela 2.11 — Probabilidades para o preco do ativo apés 10, 15 e 20 dias

DIA-10 DIA-15 e DIA-20
Probabilidade | Preco | Probabilidade | Preco Probabilidade | Preco
0.09765625 | 5.00 0.0031 2.50 0.0001 0.00
0.9765625 6.00 0.0458 3.50 0.0019 1.00
4.39453125 | 7.00 0.3204 4.50 0.0181 2.00
11.71875 8.00 1.3885 5.50 0.1087 3.00
20.5078125 | 9.00 4.1656 6.50 0.4621 4.00
24.609375 10.00 9.1644 7.50 1.4786 5.00
20.5078125 | 11.00 15.2740 8.50 3.6964 6.00
11.71875 12.00 19.6381 9.50 7.3929 7.00
4.39453125 | 13.00 19.6381 10.50 12.0134 8.00
0.9765625 14.00 15.2740 11.50 16.0179 9.00
0.09765625 | 15.00 9.1644 12.50 17.6197 10.00
4.1656 13.50 16.0179 11.00
1.3885 14.50 12.0134 12.00
0.3204 15.50 7.3929 13.00
0.0458 16.50 3.6964 14.00
0.0031 17.50 1.4786 15.00
0.4621 16.00
0.1087 17.00
0.0181 18.00
0.0019 19.00
0.0001 20.00

Fonte: Autor.

Nas mesmas condi¢des, ao final de 20 dias, qual a probabilidade do preco ser menor que

R$12.00? Qual o prego com maior probabilidade?

1. Qual a probabilidade do prego ser menor que R$ 12.00?
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A probabilidade do prego do ativo ser menor que R$ 12 pode ser calculada somando-se as
probabilidades para os pre¢os menores que R$ 12.00 na Tabela 2.11, logo

11
P(X <12) =3 P(X = i) = 0.748278.
=0

Portanto, a probabilidade do ativo estar com preco abaixo de R$ 12.00 é de aproximada-
mente 75%.

2. Qual o pre¢co com maior probabilidade?

Observe pela Tabela 2.11 que o preco com maior probabilidade de ocorréncia é £$10.00,

para isto acontecer serd necessario obter 10 sucessos em 20 tentativas. Logo:

20

P(X =10) = (10

) 0.5 0.5 = 0.176197 = 17.6197%.

2.3.1 PROBABILIDADE CONDICIONAL

Em muitos casos, o experimento pode estar separado em etapas, e a informacao ocorrida
em uma etapa pode influenciar nas probabilidades das etapas seguintes. Dizemos que os eventos
posteriores estdo condicionados aos eventos anteriores, e para o cdlculo dessas probabilidades

usaremos a Probabilidade Condicional.
Para entender melhor a ideia de probabilidade condicional, considere a seguinte situacao:

Um dado foi langado, qual é a probabilidade de ter ocorrido na sua face superior o

numero 4, sabendo que ocorreu face par?

Neste caso o espago amostral é 2 = {1,2,3,4,5,6}, composta pelas faces do dado.

Consideremos os seguintes eventos:

A : ocorrer nimero 4,

B : ocorrer nimero par.

A probabilidade da face superior ser igual a 4 é P(A) = 1/6. Agora, dado que as faces
pares sdo 2, 4 ou 6 segue que a probabilidade da face ser par é igual a P(B) = 3/6.

Sabendo que ocorreu face com ndmero par, isto é, a face € 2, 4 ou 6, o evento A
corresponde a 1 caso de 3 possibilidades, ou seja, a probabilidade de ocorrer o evento A dado

que ocorreu o evento B, serd de 1/3, que denotaremos por P(A|B) = 1/3 = 0.333%.

Observe que caso o evento B tenha ocorrido, o espaco amostral serd reduzido, pois,

todos os resultados possiveis sao aqueles correspondentes ao evento B.

Com esse exemplo seguiremos para a defini¢cdo de probabilidade condicional.
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Definicao 2.1. Dados os eventos A e B, a probabilidade do evento A, dado o evento B, denotada
por P(A|B) é,
P(ANnB
P(A|B) = ( ) :

W (2.10)

Do mesmo modo, a probabilidade do evento B, dado o evento A, denotada por P(B|A)

P(AN B)

P(BIA) = =5

(2.11)
Utilizando a Defini¢do 2.1 no exemplo do lancamento do dado, temos A N B = {4}
portanto P(AN B) = 1/6, e assim,
P(AnB) 1/6 1
P(AB) = ————F = - = —. 2.12
(41B) P(B) 3/6 3 2.12)
Outra forma de utilizar a probabilidade condicional, é conhecida como regra da multipli-
cagdo, que fornece a probabilidade da interseccdao dos eventos de interesse. Segue das Equacdes
(2.10) e (2.11) que,

P(ANB) = P(B)-P(A|B), (2.13)
P(ANB) = P(A)-P(B|A). (2.14)

Substituindo a probabilidade da interseccdo obtida na Equacgdo (2.14) em (2.10) a proba-
bilidade de A dado B é expresso por:

P(A) - P(BJA)

P(AIB) = —=5 5

. (2.15)

Da mesma forma, substituindo probabilidade da interseccio obtida na Equacgado (2.13) na

Equacdo (2.11), a probabilidade de B dado A é expresso por:

P(B) - P(A|B)

P(BIA) = ==F 5

. (2.16)

As Equacdes (2.15) e (2.16) sdo conhecidas como Teorema de Bayes.

O Teorema de Bayes, que aparentemente poderia ser encarado como mais
um resultado na teoria de probabilidades, tem importancia fundamental, pois
fornece a base para uma abordagem da inferéncia estatistica conhecida como
inferéncia bayesiana. (BUSSAB; MORETTIN, 2010, p. 119).

O Teorema de Bayes nos mostra como probabilidades posteriores podem ser afetadas
pelas probabilidades a priori, isto €, anteriores. A fim de ilustrar este resultado, consideremos o

seguinte exemplo correspondente ao Exemplo 5.16 em Bussab e Morettin (2010).
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Exemplo 2.4. A administracdo de um fundo de investimentos em agoes pretende divulgar, apos o
encerramento do pregdo, a probabilidade de queda do indice da bolsa no dia seguinte, baseando-
se nas informagoes disponiveis até aquele momento. Suponha que a previsdo inicial seja de
10%. Apds encerrado o pregdo, nova informagdo sugere uma alta do délar frente ao real. Dados
historicos indicam que, quando houve queda da bolsa no dia seguinte, 20% das vezes foram
precedidas por informagcoes de alta no dolar, enquanto, nos dias em que a bolsa esteve em alta,

apenas em 5% das vezes houve esse tipo de noticia no dia anterior.

A probabilidade inicial de queda para o indice da bolsa é de 10%, logo, a probabilidade
do indice subir é de 90%. Nos dias de queda, historicamente, 20% desses dias foram precedidos
por previsdo que o délar subiria. Nos dias de alta do indice, 5% das vezes foram precedidas pela

previsdo de alta no ddlar.

Vale ressaltar que, estamos interpretando os dados histéricos como probabilidades. Com
isso estamos considerando que, eventos anteriores podem ser usados para analisar eventos

futuros.

Queremos saber a probabilidade de queda do indice da bolsa, dada a informacgdo que

sugere alta do ddlar. Assim serd determinado pelos eventos:

A: queda do indice da bolsa,

B: previsao de alta do dolar.

Supondo que a probabilidade inicial de queda do indice seja P(A) = 0.10, entdo
a probabilidade inicial de alta do indice serd P(A°) = 0.90. Pelo Teorema de Bayes sera
necessario determinar a probabilidade do ddlar subir dado que a bolsa teve queda, segundo
dados histdricos essa probabilidade é igual a 0.20, isto é, P(B|A) = 0.20. E a probabilidade
de alta do ddlar, denotada por P(B) ocorre nas seguintes situagdes: alta do indice e alta do
dolar, com probabilidade de 0.90 - 0.05, outra possibilidade € a queda do indice e alta do ddlar,
com probabilidade de 0.10 - 0.20. Portando a probabilidade de alta do délar serd: P(B) =
0.90 - 0.05 4 0.10 - 0.20 = 0.065.

Assim, pelo Teorema de Bayes descrito na Equacao (2.15) temos,

~0.10-0,20  0.02

P(A|B =
(418) 0.065 0.065

=0.31 =31%.

Logo, a previsdo de possivel alta no ddlar, atualiza a probabilidade de queda do indice da
bolsa de 10% para 31%.

Exemplo 2.5. Nesse exemplo iremos abordar a possivel relacdo da taxa Selic em comparagdo
com os indices IBOV e IFIX.
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A comparagdo serd feita no mesmo periodo de 05/02/2019 até 27/10/2021. Os dados
da taxa Selic foram extraidos diretamente da pdgina do Banco Central', os dados referente a
IFIX e IBOV foram obtidos usando a ferramenta do Google Finance. A andlise foi realizada por

22 periodos e a variagdo dos trés indices se encontra na Tabela 2.12 e ilustrado na Figura 2.11.

Partindo da data referida acima, a taxa Selic estava em 6.5%, o IBOV estava em 98311.20
pontos e o IFIX em 2404.14 pontos, o Copom manteve inalterada a taxa em 20/03 /2019, nesta
data o IBOV fechou em 98041.37 pontos e o IFIX em 2483.05 pontos, desta forma a variagdo
dos trés respectivamente foi de 0%, 0.10% e 3.28%.

Tabela 2.12 — Histérico dos indices Selic, IBOV e IFIX no periodo de 05/02/2019 a 27/10/2021

PERIODO DATA SELIC IBOV IFIX
1 20/03/2019 | 0.00% 0.10% 3.28%
2 08/05/2019 | 0.00% | -2.49% | 0.54%
3 20/06/2019 | 0.00% 4.92% 3.37%
4 31/07/2019 | 0.00% 1.50% 3.06%
5 18/09/2019 | -7.69% | 2.67% | -0.02%
6 30/10/2019 | -8.33% | 3.71% 4.48%
7 11/12/2019 | -9.09% | 2.36% 6.50%
8 05/02/2020 | -10.00% | 4.56% 3.03%
9 18/03/2020 | -5.56% | -42.35% | -28.25%
10 06/05/2020 | -11.76% | 18.19% | 18.24%
11 17/06/2020 | -20.00% | 20.85% | 7.84%
12 05/08/2020 | -25.00% | 7.59% | -2.46%
13 16/09/2020 | -11.11% | -3.04% | 3.02%
14 28/10/2020 | 0.00% | -4.32% | -1.06%
15 09/12/2020 | 0.00% | 18.49% | -0.08%
16 20/01/2021 | 0.00% 5.88% 3.59%
17 17/03/2021 | 0.00% | -2.59% | -1.85%
18 05/05/2021 | 37.50% | 2.59% 1.34%
19 16/06/2021 | 27.27% | 8.11% | -1.38%
20 04/08/2021 | 21.43% | -5.77% | -0.81%
21 22/09/2021 | 23.53% | -7.82% | -3.23%
22 27/10/2021 | 19.05% | -5.27% | -0.80%

Fonte: Autor.

A partir da Tabela 2.12, podemos identificar que nos periodos 18 e 19, ambos os indices
IBOV E Selic subiram. Do mesmo modo, em 7 periodos IBOV subiu enquanto a taxa Selic caiu.
Observamos também que em trés vezes o IBOV subiu em periodos de alta da Selic, e em dois
periodos ambos cairam. Da mesma forma podemos fazer a anélise comparativa para o I[FIX e a

taxa Selic. Essas frequéncias de ocorréncia estdo resumidas na Tabela 2.13.

A partir dessas informagdes poderemos estudar algumas relagdes entre esses indices. Por

exemplo:

I <https://www.bcb.gov.br/controleinflacao/historicotaxasjuros>


https://www.bcb.gov.br/controleinflacao/historicotaxasjuros
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Figura 2.11 — Variacao dos indices, Selic, IBOV e IFIX no periodo de 05/02/2019 a 27/10/2021
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Fonte: Autor.
Tabela 2.13 — Frequéncias
IBOV | IBOV | IFIX IFIX
SOBE | DESCE | SOBE | DESCE
SELIC SOBE 2 3 1 4
SELIC DESCE 7 2 6 3
TOTAL 9 7 7 7

Fonte: Autor.

a) Qual a probabilidade do IFIX cair dado que a Selic aumentou?

Para responder essa pergunta serd utilizado o Teorema de Bayes. Para isso definimos os

seguintes eventos

A: queda do IFIX,
B: alta da Selic,
C: alta do IBOV.

Logo, baseado nos dados histéricos da Tabela 2.12 e nas frequéncias da Tabela 2.13,

obtemos os seguintes dados:

i) P(A) = Probabilidade do IFIX cair = 7/14,

ii) P(B) = Probabilidade da Selic subir = 5/14,

iii) P(BIA) = Probabilidade da Selic subir dado que o IFIX caiu =4/7.

B|A)P(A) _4/7-7/14 _28/98 2814

PR = T

5/14

5/14

98 -5

= 0.8 = 80%.

2.17)
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Logo, a probabilidade do IFIX cair nos respectivos periodos que a Selic subiu é de 80%

b) Qual a probabilidade do IFIX subir dado que a Selic aumentou?
Para este caso, perceba que a probabilidade do IFIX subir pela Tabela 2.13 serd de 7/14,

que também pode ser representado como probabilidade complementar do evento A, ou
P(A°)=1—-P(A) =7/14.

Logo:

i) P(A°) = Probabilidade do IFIX subir = 7/14
ii) P(B) = Probabilidade da Selic subir = 5/14
iii) P(B|A°) = Probabilidade da Selic subir dado que o IFIX subiu = 1/7

ey P(BJA)P(A®)  1/7-7/14  1/14 1-14
P(A%1B) = P(B) - 5/14  5/14  14-5

=0.20 =20% (2.18)

Portanto, a probabilidade do IFIX subir nos respectivos periodos que a Selic subiu € de
20%.

Note ainda que a probabilidade do IFIX cair dado que a Selic subiu e a probabilidade do
IFIX subir dado que a Selic subiu sdo complementares, isto é, P(A|B) + P(A¢|B) = 1.
¢) Qual a probabilidade do IBOV subir dado que a Selic caiu?
Observe que como o evento B € a alta da Selic, o evento queda da taxa Selic pode ser
representado por B¢, e sua probabilidade por P(B¢). Dessa forma tem-se:
i) P(C) = Probabilidade do IBOV subir = 9/14
ii) P(B¢) = Probabilidade da Selic cair = 9/14
iii) P(B¢|C') = Probabilidade da Selic cair dado que o Ibov subiu = 7/9

o P(BC)P(C) 7/9-9/14  63/126 6314
Pl = P(B¢)  9/14  9/14  126-9

=0.777 =77.7%
(2.19)

Portanto, a probabilidade do indice IBOV subir dado que a taxa Selic teve queda € de
aproximadamente 77.7%.

Como visto, a probabilidade do indice IBOV cair dado que a taxa Selic teve queda
representado por P(C*|B¢) serd dado por 1 — P(C|B¢) = 0.222. Portanto, a probabilidade

do indice IBOV cair dado que a taxa Selic teve queda é de aproximadamente 22.22%.

Todos os valores calculados das probabilidades condicionais estabelecidas entre IBOV e

Selic, IFIX e Selic se encontram na Tabela 2.14

Observe que as mesmas probabilidades podem ser obtidas com o auxilio da Tabela 2.15,

por exemplo, a probabilidade do IBOV subir dado que a Selic subiu pode ser dado pela razao



Tabela 2.14 — Probabilidades Condicionais entre os indices IBOV, IFIX e Selic

IBOV | IBOV | IFIX IFIX

SOBE | DESCE | SOBE | DESCE
SELIC SOBE | 40% 60% 20% 80%
SELIC DESCE | 77.7% | 22.2% | 66.6% | 33.3%

Fonte: Autor.
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entre periodos que ambos subiram em simultineo, pela quantidade de periodos de alta da Selic.
Logo 2/5 = 0.40 = 40%. A probabilidade do IBOV subir dado que a Selic teve queda é dado
pela razdo entre os periodos que IBOV subiu e Selic caiu, dividido pelo nimero de vezes que
a Selic teve queda, logo 7/9 = 0.777 = 77.7%. Da mesma forma obtemos as probabilidades
restantes para o IBOV e IFIX.

Tabela 2.15 — Frequéncias de ocorréncias simultaneas entre os indices Selic, IBOV e IFIX

IBOV | IBOV IFIX
SOBE | DESCE TOTAL SOBE IFIX DESCE | TOTAL
SELIC SOBE 2 3 5 1 4 5
SELIC DESCE 7 2 9 6 3 9
TOTAL 9 5 14 7 7 14

Fonte: Autor.

Note porém que os numeradores representam as intercessoes dos eventos de interesse,
a probabilidade dessas, pode ser obtido através do Teorema de Bayes, onde seu numerador
nos fornece a probablidade de intercessdo de eventos de interesse. Através da Equacgdo (2.20),
definimos as probabilidades dessas intercessoes.
P(ANB)

P(AIB) = ~ 5

= P(AN B) = P(B) - P(A|B). (2.20)

Desta forma podemos obter a probabilidade do IFIX cair e Selic subir a0 mesmo tempo:

Nesse caso a probabilidade da Selic aumentar, P(B) é de 5/14, e P(A|B) = 0.8, logo:

P(ANB) = P(B) - P(A|B) = 5/14 - 0.8 = 0, 2857 = 28.57%. 2.21)

Assim, a probabilidade de ambos os eventos acontecerem simultaneamente € de aproxi-
madamente 28.57%.

Vejamos agora, a probabilidade do IFIX subir e Selic aumentar, isto é P(A° N B) .

A probabilidade da Selic subir é de 5/14 e a probabilidade P(A¢|B) é de 0.20, logo

P(A°N B) = P(B) - P(A°|B) =5/14-0.2 = 0.071 = 7.1%. (2.22)

Assim, a probabilidade dos eventos ocorrerem simultaneamente € de aproximadamente
7.1%.
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Baseado no que foi exposto, podemos obter as probabilidades das interseccdes que

envolvem os indices IBOV, IFIX e Selic, conforme resumidos na Tabela 2.16.

Tabela 2.16 — Probabilidade das intersec¢des entre eventos envolvendo os indices IBOV, IFIX e

Selic
P(AN B) | IBOV subir | IBOV cair | IFIX subir | IFIX cair
SELIC subir 14.28% 21.42% 7.1% 28.57%
SELIC cair 50% 14.28% 42.85% | 21.42%

Fonte: Autor.

No mercado financeiro, a alta da taxa Selic € vista como um controlador da inflagdo, e
um atrativo para o investimento em titulos publicos, sendo um investimento de baixo risco. Da
mesma forma, uma taxa mais elevada da Selic diminuiu os financiamentos e compras de imdveis,
afastando assim os investidores dos fundos de investimentos imobilidrios, das a¢des e dos indices
da bolsa de valores, através das cotacdes histdricas. Os dados acima obtidos evidenciam essas
correlagdes. Por exemplo, a probabilidade do IFIX cair dado uma alta da Selic foi de 80%, e para
o indice IBOV cair dado uma alta da Selic € de 60%.

Até o momento discutimos e apresentamos exemplos que nos auxiliaram a entender
sobre o espaco amostral, cdlculo de probabilidade de um evento ocorrer bem como a no¢ao de
distribuicdo de probabilidade, a seguir conheceremos algumas distribui¢des de probabilidade

frequentes na literatura.

2.4 FUNCOES DE DISTRIBUICAO

Ao longo desta se¢@o apresentaremos algumas fungdes de distribui¢do de probabilidade

relacionadas aos Exemplos 2.1 e 2.2.

2.4.1 ENSAIOS DE BERNOULLI E DISTRIBUICAO BINOMIAL

Nos Exemplos 2.1 e 2.2 consideramos que o ativo a cada dia de observagao apresentava
apenas duas opgdes para o prego, ter sucesso e aumentar R$0.50 ou fracasso e perder R$0.50
além disso, o aumento (ou perda) ndo dependia do que tivesse acontecido no dia anterior. Este

tipo de situag@o é conhecido como Ensaio de Bernoulli.

Considere um experimento que consiste em uma sequéncia de ensaios ou tentativas inde-
pendentes, isto €, ensaios nos quais a probabilidade de um resultado em cada ensaio ndo depende
dos resultados anteriores, nem afetard os resultados posteriores, por exemplo, o lancamento
sucessivo de uma moeda. Cada lancamento € independente do anterior e, além disso, em cada
ensaio, podem ocorrer apenas dois resultados, cara ou coroa. Em geral, esses eventos serao
chamados de sucesso ou fracasso. Como visto anteriormente, a probabilidade de acontecer o
sucesso serd denotado por p, e a probabilidade de fracasso por ¢, sendo este complementar de p,

istoé,qg=1—p.
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Denotando por f(k,p) a probabilidade de obter k sucessos em um ensaio de Bernoulli

tem-se,
p,sek =1
fk.p) = (2.23)
1—p,sek=0
denominada Distribuicdo de Bernoulli. A Figura 2.12, apresenta o grafico de f(k,p) para

diferentes valores de p.

Figura 2.12 — Fung@o de distribui¢io probabilidade de Bernoulli f(k, p)
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Fonte: Autor.

No Exemplo 2.2, consideramos situa¢des como, determinar a probabilidade de obter
3 altas do ativo ao final de 5 dias e na Equacdo (2.8), determinamos uma expressdo para

probabilidade de obter k sucessos ao final de n dias.

Em geral, pode-se considerar a probabilidade de se obter £ sucessos ao final de n ensaios
de Bernoulli. Denotando por f(n, k, p) a probabilidade de obter k sucessos em n repeti¢des de

um ensaio de Bernoulli tem-se,

k) = PX =)= (1) 2 -1 @2

denominada fungdo de distribui¢do Binomial.

A Figura 2.13 apresenta o gréfico da funcdo f(n,k,0.5) com n € {4,5,10,20} e
k=0, ,n.

Consideremos ainda um exemplo em que foram realizados 25 tentativas e queiramos
obter 9, 10, 15 e 20 sucessos. Faremos a seguir uma simulacdo para os valores encontrados, sendo

a probabilidade p = 1% com?=1,...,9. Os valores obtidos se encontram na Figura 2.14.

Observe nos graficos da Figura 2.14 que nos casos abordados, com n = 25 a pro-
babilidade de obter exatamente 5 sucessos € maximizada quando p = 0.2, e nesse caso

f(25,0.2,5) = 0.1960. Para obter exatamente 10 sucessos a probabilidade serd maximizada em



Figura 2.13 — Distribuicao de probabilidade

{4,5,10,20} e p = 0.5
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do tipo Bernoulli para n ensaios com n &

£(5,k,0.5)

£(20,%,0.5)

: Autor.

0.5

0.4}

0.3}

0.2

0.5

04}

0.3}

0.2

0.1F

p=04,e f(25,0.4,10) = 0.0916. E para obter k = 15 e k = 20 sucessos, as probabilidades

serdo maximizadas para p = 0.6 e p = 0.8 respectivamente.

2.4.2 VALOR ESPERADO

No Exemplo 2.2 foram determinadas as probabilidades para o preco do ativo apds alguns

dias. Relacionando os possiveis pregos e suas probabilidades apos 5 dias de observagdo obtemos

a Tabela 2.17. Qual o valor médio dos possiveis precos do ativo ao final de 5 dias?

Tabela 2.17 — Precgos e probabilidades

Preco 7.50

8.50

9.50

10.50

11.50

12.50

Probabilidade | 1/32

5/32

10/32

10/32

5/32

1/32

Fonte: Autor.

Note que as probabilidades representam as frequéncias dos pregos dentre 32 possibilida-
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Figura 2.14 — Distribuicao de probabilidade do tipo Bernoulli para n ensaios com k£ €
{5,10,15,20}ep=1/i,i=1,---,9
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Fonte: Autor

des. Logo podemos obter a média dos 32 possiveis resultados como:

7.50 +5 x 8.50 + 10 x 10.50 + 5 x 11.50 + 12.50 320

=10 2.25
32 32 (2:23)

Em geral, esta no¢do de média pode ser definida como o valor esperado ou esperanca

matematica e para varidveis discretas € definida como:
n n
E(X)=> a;-P(X =) =) xp;, (2.26)
i=1 i=1
onde x; representam os possiveis resultados para a varidvel aleatdria e p; suas respectivas

probabilidades.

Assim, o valor de R$ 10.00, encontrado em (2.25), é o valor esperado para o ativo ao
final de 5 dias.

De modo geral, a distribuicao binomial, dada na Equagao (2.24) tem como valor esperado:

E(X) = Zz(”) p(L=p) (2.27)

i—1 \?
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Utilizando a defini¢do de nimero binomial, a Equac¢do (2.27), pode ser reescrita como:

n

B(X) = Yiget ol (1= )"

:Xn:iz(z i(711)_(73)— i)! o (=)
=1 (n— 1) (2.28)
> i — )P (1—-p)
R

Definindoa =7—1eb=n—1,logoa+1=1ieb+ 1 = n e utilizando o Bindmio de

Newton, a Equacao (2.28) pode ser reescrita como:

aOa’

anz '(b ) a'(l_p)bia

b (b 2.29
np Z <a> —a pa ( )

a=0

=np((1—p) +p)* = np.

2.4.3 DISTRIBUICAO DO TIPO POISSON

A distribuicdo de Poisson € uma distribui¢do de probabilidade discreta de uma varidvel
aleatéria X, com as seguintes caracteristicas:
1. X se refere ao nimero de vezes, k, que um evento ocorre em um dado intervalo,
2. A probabilidade de um evento ocorrer € a mesma para cada intervalo,
3. O numero de ocorréncias em um intervalo € independente do nimero de ocorréncias em

outro intervalo.

Note que estas caracteristicas sdo similares as da distribui¢do de probabilidade binomial
e podemos considerar a fun¢do de distribui¢cao de probabilidade de Poisson como uma funcao

binomial onde o nimero de tentativas n aumenta indefinidamente e o nimero de sucessos &
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permanece constante. Da Equacgao (2.24), temos,

f(nk,p) =P(X =k) = k!(nnik:)!'pk.(l_p)n_k

_ oo k.<1_np)"’“
kl(n — k)! kP n

_ n! (np)k np\"*k

T Kl(n—k)!  nF (1_n>

_ (np)* n! np\"F

Tk nkn—k) (1_n>

_ (np)* n! np\"™ np\ —*

Tk nkn—k) (1 a n> ' <1 a n) - (230)

Denotando np = A a Equacido (2.30) pode ser reescrita como:

k n! " *
P =0 =g (1-0) (-3)

Aplicando limite quando n tende ao infinito na expressao anterior tem-se:

. , nl A A\ A\ "
Jim P(X =k) = JH&MMQ—”) (1—n>

~ m nn—1)(n-2)..(n—k+1)\* (1_2>” (1_2>‘(231)

n—00 nk k!

Como:

nn—1)n-2)---(n—k+1)

1) lim, o =1,
—k
A
i) lim,, (1 — ) =1,
n
A n
iil) lim,_eo (1 — ) =e M
n
Segue que a Equacdo (2.31) € escrita como:
PUBIN
f(k,N) p lim P(X =k)= EG_ : (2.32)
k
A fungdo f(k,\) = -—e~* é denominada como funcdo de densidade ou distribui¢do de

k!
Poisson.

A Figura 2.15 mostra o gréfico da funcao de densidade de Poisson para diferentes valores
de \.

Escolhendo n = 1000 e p = 0.0001, verificamos que as fun¢des de distribuicao de

probabilidade Binomial e Poisson tomam valores préximos, como mostra a Tabela 2.18.
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Figura 2.15 — Distribui¢ao do tipo Poisson para diferentes valores de A
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Fonte: Autor.

Tabela 2.18 — Funcdo de densidade binomial X Func¢ado de densidade de Poisson

b

Binomial

Poisson

0.0904923385897146

0.0904837418035960

0.0045205443669929

0.0045241870901798

0.0001503984824569

0.0001508062363393

0.0000037490570809

0.0000037701559085

0.0000000746886859

0.0000000754031182

0.0000000012387112

0.0000000012567186

0.0000000000175915

0.0000000000179531

0| I NN | W NI —

0.0000000000002184

0.0000000000002244

Fonte: Autor.

Exemplo 2.6. Durante o periodo de 03/05/2020 até 03/03/2022 foram coletados os valores
de fechamento do Dolar em relacdo ao Real no Ibovespa. Durante o periodo de observagao,
o preco do ativo atingiu ou superou R$ 5.50, em média, 10 dias por més. Na Tabela 2.19 sao

apresentados os pregos de fechamento semanais do dolar no periodo considerado.

Considerando que a varidvel aleatdria X seja o nimero de vezes que o ativo atinge ou
supera R$ 5.50 durante um més e que tenha distribuicdo de Poisson com média A = 10, podemos

calcular as probabilidades de alguns eventos.

1. Qual a probabilidade do ddlar ndo atingir ou superar R$ 5.50 nenhuma vez durante 1 més?

Nesse caso queremos saber a probabilidade do ativo ndo atingir nem superar R$ 5.50, logo
X = 0. Temos ainda que A = 10. Pela Equagdo 2.32:

10°
f(0.10) : (X =0) = Fe*m = e 1% = 0.00004539 = 0.004539%. (2.33)

A probabilidade do délar nédo atingir ou superar R$ 5.50 no periodo de 1 més é de 4.978%.
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2. Qual a probabilidade do délar atingir ou superar o valor de R$ 5.50 duas vezes no més?

10° 1

F(210): (X =2) = —e

100
= 76_1

2

0=50-e71% =0.002269 = 0.22%.

(2.34)

A probabilidade do délar atingir ou superar R$ 5.50 duas vezes é de 0.22% no periodo de

1 més.

3. Qual a probabilidade do ddlar atingir ou superar o valor de R$ 5.50 dez vezes durante o

més?

£(10.10) : (X = 10) =

1010
101 €

10— 0.1251 = 12.51%.

(2.35)

A probabilidade do ddlar atingir ou superar R$ 5.50, dez vezes no més é de 12.51% .

Tabela 2.19 — Valor semanal délar no periodo de 03/05/2020 até 03/03/2022

Data Prego Data Prego Data Pregfo Data Prec,ro
do ativo do ativo do ativo do ativo

29/05/2020 5.33 06/11/2020 5.36 16/04/2021 5.60 24/09/2021 5.33
05/06/2020 4.96 13/11/2020 5.46 23/04/2021 5.47 01/10/2021 5.36
12/06/2020 5.05 20/11/2020 5.38 30/04/2021 5.44 08/10/2021 5.51
19/06/2020 5.31 27/11/2020 5.34 07/05/2021 5.23 15/10/2021 5.46
26/06/2020 5.48 04/12/2020 5.15 14/05/2021 5.27 22/10/2021 5.65
03/07/2020 5.31 11/12/2020 5.06 21/05/2021 5.36 29/10/2021 5.64
10/07/2020 5.32 18/12/2020 5.10 28/05/2021 5.22 05/11/2021 5.54
17/07/2020 5.38 25/12/2020 5.22 04/06/2021 5.05 12/11/2021 5.46
24/07/2020 5.23 01/01/2021 5.19 11/06/2021 5.11 19/11/2021 5.61
31/07/2020 5.22 08/01/2021 5.41 18/06/2021 5.09 26/11/2021 5.61
07/08/2020 5.43 15/01/2021 5.29 25/06/2021 4.93 03/12/2021 5.65
14/08/2020 5.42 22/01/2021 5.47 02/07/2021 5.06 10/12/2021 5.61
21/08/2020 5.62 29/01/2021 5.46 09/07/2021 5.26 17/12/2021 5.70
28/08/2020 5.39 05/02/2021 5.37 16/07/2021 5.11 24/12/2021 5.67
04/09/2020 5.30 12/02/2021 5.37 23/07/2021 5.20 31/12/2021 5.57
11/09/2020 5.32 19/02/2021 5.38 30/07/2021 5.20 07/01/2022 5.64
18/09/2020 5.39 26/02/2021 5.60 06/08/2021 5.24 14/01/2022 5.53
25/09/2020 5.56 05/03/2021 5.69 13/08/2021 5.25 21/01/2022 5.46
02/10/2020 5.68 12/03/2021 5.55 20/08/2021 5.38 28/01/2022 5.37
09/10/2020 5.53 19/03/2021 5.49 27/08/2021 5.20 04/02/2022 5.33
16/10/2020 5.64 26/03/2021 5.75 03/09/2021 5.19 11/02/2022 5.25
23/10/2020 5.62 02/04/2021 5.71 10/09/2021 5.24 18/02/2022 5.14
30/10/2020 5.74 09/04/2021 5.69 17/09/2021 5.29 25/02/2022 5.16

Fonte: Autor.

2.5 FUNCAO DE DISTRIBUICAO ACUMULADA PARA VARIAVEIS DIS-

CRETAS

No Exemplo 2.2, foram determinadas as probabilidades para os possiveis precos do ativo

ao final de alguns dias. Agora utilizaremos o caso de 5 dias. O preco de R$ 7.50 representa 0

sucessos, R$ 8.50 representa 1 sucesso, sucessivamente até o preco de R$ 12.50 que corresponde

a b sucessos. Esta relacdo, de preco, nimero de sucessos e probabilidade pode se observada na

Tabela 2.20.
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Tabela 2.20 — Probabilidades ao fim de 5 dias

z 7.50 8.50 9.50 10.50 11.50 12.50
k (Sucessos) 0 1 2 3 4 5
P(X =k) |0.03125 | 0.15625 | 0.3125 | 0.3125 | 0.15625 | 0.03125
Fonte: Autor.

Com base nos dados da Tabela 2.20, podemos considerar as seguintes situagoes:

1. Qual a probabilidade do prego ser menor ou igual a R$ 10.50?

Neste caso, para o ativo atingir até o preco desejado, serd necessdrio obter até 3 sucessos,
desta forma o ativo pode atingir 0, 1, 2 e 3 sucessos. Isto €, devemos calcular a probabili-
dade para k sucesso ser menor ou igual a 4, denotado por P(X < 3). Porém P(X < 3)
pode ser obtida somando-se a probabilidade de sucessos parak =0,k =1,k =2e k = 3.
Logo,
P(X<3)=P(X=0)+PX=1)+PX=2)+P(X=3)
=0.03125 4 0.15625 +- 0.3125 + 0.3125 (2.36)
=0.8125 = 81.25%.

Portanto a probabilidade do pre¢o do ativo ser menor ou igual a R$ 10.50 é de 81.25%.

2. Qual a probabilidade do preco ser maior que R$ 10.50 ?

Observe que para do prego o ativo estar no preco desejado sdo apenas duas op¢des: R$
11.50 e R$ 12.50, em fungdo do nimero de sucessos, podemos ter: £ = 4 ou k = 5. Dessa

forma, para calcular P(X > 3), podemos somar as probabilidades para k = 4e k =5

SUCESSOS:
P(X >3)=P(X =4) + P(X = 5) 037
=0.15625 + 0.03125 = 0.1875 = 18.75%.
Observe que P(X < 3)+ P(X > 3) =1, logo
P(X<3)=1-P(X>3)eP(X>3)=1-P(X <3). (2.38)

Da mesma forma ao final do quinto dia de estudo do ativo, se quisermos saber qual a
probabilidade de obter 0 sucessos ou menos, representado por P(X < 0), como o menor valor

possivel é de zero sucesso, teremos P(X < 0) = 0.03125.

Para calcular a probabilidade de ocorrer até 1 sucesso, temos que as possibilidades sdao

de ocorrer 0 e 1 sucessos, logo,
PX<1)=P(X=0)+P(X =1)=0.03125 4 0.15625 = 0.1875. (2.39)
A seguir, obtemos as probabilidades de se obter dois sucessos ou menos, representado

por P(X < 2); trés sucessos ou menos, P(X < 3); 4 sucessos ou menos, P(X < 5) e por fim
até 5 sucessos, P(X < 5):
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a) P(X <0)=P(X =0)=0.03125;

b) P(X <1)=P(X =0)+ P(X =1)=0.03125+ 0.15625 = 0.1875;

c) PIX<2)=PX=0)+P(X =1)+P(X =2) =0.0312540.15625+0.3125 = 0.50;

d PIX<3)=P(X=0)+P(X=1)+P(X =2)+ P(X =3)=0.8125;

e) PIX<4)=PX=0)+PX=1)4+P(X=2)+P(X =3)+P(X =4) =0.96875;

) PIX<H5)=PX=0)+PX=1)+--+PX=4)+P(X=5)=1.
Observe que, em geral, para obter P(X < n), teremos:
P(X<n)=PX=0)+PX=1)+---+P(X=n)=> PX =1), (2.40)

i=0
sendo uma fun¢do que acumula os valores das probabilidades.

Dada a varidvel aleatéria X, chamaremos de fun¢do de distribui¢do acumulada, simplifi-

cada por (f.d.a.), a fun¢do F'(z) dada por

F(z) = P(X < ). (2.41)

O dominio de F' é o conjunto dos reais e o contradominio pertence ao intervalo [0, 1],
pois0 < P(X <z) <1
Para a fun¢do de densidade discreta do tipo Poisson, a distribuicdo acumulada € uma

funcdo que acumula os valores das probabilidades. Dada a funcao de distribui¢do de probabilidade
k

do tipo Poisson (2.32), f(\, k) = Ee‘k, a fun¢do de distribui¢io acumulada F'(k) serd:
Fk)=P(X=0+P(X=1)4+---+P(X =k)
PUNEED U PN
= ae + ﬁe + -+ Ee (2.42)

A seguir apresentamos um exemplo cldssico para o estudo de distribui¢do de Poisson.

Exemplo 2.7. A emissdo de particulas radioativas tem sido modelada através de uma distri-
buicdo de Poisson, com o valor do parametro dependendo da fonte utilizada. Suponha que o
numero de particulas alfa, emitidas por minuto, seja uma varidvel aleatoria seguindo o modelo
da Poisson com parametro 5, isto é, a taxa média de ocorréncias é de 5 emissoes a cada minuto.

Calcular a probabilidade de haver mais de duas emissoes em um minuto.
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Observe neste caso que A = 5 emissdes/ minuto e, além disso,

P(X>2)=P(X=3)+PX=4)+PX=5)+---
=1-P(X <2)
=1-[P(X=0)+P(X=1)+P(X =2)]

25
=1—e"° {1 +5+ 2} = 0.8753.

Logo, a probabilidade de haver mais duas emissoes de particulas radioativas em um minuto € de
87.53%.

2.5.1 DISTRIBUICAO DE PROBABILIDADE DO TIPO EXPONENCIAL

Apresentamos a seguir um modelo de distribui¢do de probabilidade para varidveis
aleatérias continuas, isto €, varidveis cujos possiveis valores pertencem a um intervalo de

ndmeros reais.

Dizemos que uma varidvel aleatéria continua X segue distribuicdo exponencial com

parametro A > 0 se sua fun¢ao de densidade de probabilidade (f.d.p) € dada por:

A-e ™ sex >0,
[l \) = (2.43)
0, se x < 0.

Este modelo € bastante utilizado quando, a probabilidade de uma determinada varidvel
aleatdria € alta no inicio da andlise e decai no decorrer do tempo. Um exemplo pode ser a venda
de ingressos para shows de grande publico, onde a procura pelos ingressos € maior no inicio das
vendas se comparado pela procura pelos ingressos proximo do evento. A Figura 2.16, mostra o

grafico da distribuic@o do tipo exponencial para diferentes valores de .

Figura 2.16 — Funcao de distribui¢do exponencial para diferentes valores de A

5 | 7—>\:5
— A=2
41 i A=1
A=0.5
= 3t J|=—==A=0.8
5
“— 2 B
1; N
0 \
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
xXr

Fonte: Autor.
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Em geral, para uma varidvel aleatdria continua X, com fung¢do de distribui¢do f(x),

definimos a probabilidade do evento X no intervalo a e b por:
b
Pla< X <b)= / f(z)dz. (2.44)
Observe que, a probabilidade do evento corresponde a drea abaixo da curva de f(x) no
intervalo [a, b].

Aplicando a Equagao 2.44, temos que para uma fungdo de distribui¢do f(z) podemos

definir a funcdo de distribui¢do acumulada F(x), para x > 0 como:

P0< X <) = F(z) = /O A- f(u)du. (2.45)

Note que, da defini¢do anterior, tem-se que F'(z) = f(x).
Para a funcio do tipo exponencial, temos que:

F(z) = /I Ao Ndy=1— e, (2.46)
0

Observe, portanto, que a probabilidade associada ao intervalo [a, b] é dada por:

1 —e™ sex>0
Flz) = (2.47)
0, sex < 0.

A Figura 2.17, mostra o gréfico da distribuicdo acumulada do tipo exponencial para

diferentes valores de \.

Figura 2.17 — Distribuicdo acumulada Exponencial para diferentes valores de A no intervalo

[0, 10]
— A=5
— A=2
| A=1
A=05
. Jl—x=038

Fonte: Autor.

Observe ainda que, dada a fun¢ado de distribui¢ao de probabilidade do tipo exponencial,

a probabilidade da varidvel aleatéria estar no intervalo [a, b] é dada por:

Pla<X <b) = / " H@)de = F(b) — Fla) = e — e, (2.48)
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O parametro A para a func¢do de distribui¢do exponencial estd relacionado com o valor

esperado da distribuicao exponencial.

Em geral, para varidveis aleatdrias continuas, a esperanca matemdtica € definida como:

No caso da distribui¢do exponencial, tem-se que:
E(X) = /Ooox N-eMdy
=\ - z- e Mdg
; re— ] 00 o AT
[ —A ]0 _/0 _)‘dx}
0-07, 1[e™]™
=4[]

(2.49)

Exemplo 2.8. O tempo médio de vida iitil de determinada marca de celular é 2 anos. Qual serd

a probabilidade que ele dure mais que um ano, mas menos do que dois anos?

Supondo que a vida util do celular tenha distribui¢do exponencial, usando o fato de que

a média de duragdo é 2, ou seja, £(X) = 2 temos que \ = X = ; = 0.5 portanto, da
Equacao (2.48):

Pl<x<2)=e" —e ' =0.2386. (2.50)

Assim, a probabilidade do aparelho celular durar mais que um ano e menos que dois
anos é de 23.86%.
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3 MODELOS DE REGRESSAO

3.1 INTRODUCAO

Os modelos de regressao sao utilizados para obter uma funcao capaz de relacionar os
resultados encontrados e suas varidveis correspondentes. Também sdo utilizadas em diversas
areas do conhecimento e possibilitam a obtencdo de uma previsdo de valores, neste capitulo
serd abordada sua aplicacdo no mercado financeiro, mais precisamente na obten¢ao de uma
funcdo que forneca os pregos futuros dos ativos de interesse. Este capitulo teve como referéncias
Ruggiero e Lopes (2000), Stweart (2017), Burden e Faires (2008) e Bortolossi (2002).

3.1.1 REGRESSAO LINEAR

Durante o periodo de 04/05/2020 até 02/06/2020 observou-se o pre¢o de abertura
da empresa Arezzo (ARZZ3) na Bolsa de valores (Tabela 3.1). Associando as 22 datas de
acompanhamento de preco do ativo com os ndmeros 1, 2, 3, ..., 22, podemos representar estes
dados como na Figura 3.1. Observe que, ndo hd uma relacdo precisa entre data e preco, no
entanto, podemos observar uma tendéncia de crescimento do preco ao longo dos dias. Podemos
nos perguntar se existe uma funcdo que melhor aproxime a relagdo entre preco e dia para este

ativo.

Tabela 3.1 — Cotagéo do ativo AZZR3 no periodo de 04/05/2020 a 02/06/2020

Data Prego (R$) Data Preco (RS$)
04/05/2020 41.57 19/05/2020 39.44
05/05/2020 42.22 20/05/2020 41.96
06/05/2020 42.14 21/05/2020 40.55
07/05/2020 43.77 22/05/2020 43.73
08/05/2020 42.11 25/05/2020 42.55
11/05/2020 41.98 26/05/2020 43.28
12/05/2020 42.62 27/05/2020 42.53
13/05/2020 40.53 28/05/2020 46.08
14/05/2020 39.05 29/05/2020 43.87
15/05/2020 38.58 01/06/2020 42.37
18/05/2020 39.63 02/06/2020 43.17

Fonte: Autor.

Considere inicialmente uma fungio linear g(x) = ax + b que melhor se ajusta aos dados

da Tabela 3.1, como ilustrado na Figura 3.1. Como entdo determinar os coeficientes a e b?

Observe que, nos dias 13, 16, 18 e 22, os pontos correspondentes estdo mais proximos da

reta dada pela fungio linear g(z). Podemos dizer, portanto, que nestes dias o preco y; no dia x;,
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Figura 3.1 — Ajuste linear para o preco do ativo ARZZ3
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Fonte: Autor.

estd préximo do valor de g(z;), ou ainda, que o erro entre o prego do ativo e o valor de g(x;) é

pequeno.

Dado um conjunto de pontos tabelados (x;, y;), queremos determinar os valores de a e b
de tal forma que a soma dos erros e; = |y; — g(z;)| seja o menor possivel, ou seja, queremos

resolver o seguinte problema,
min Y e; = min > |y; — (a+ ba;)|. (3.1)
i—1 a,bER T

Gostariamos de determinar os valores de a e b de forma satisfazer (3.1). Como a fun¢do
modular da Equacao 3.1 ndo é diferencidvel em todos os pontos, ndo € possivel utilizar as
ferramentas de cdlculo diferencial para resolver este problema de minimiza¢do. No entanto,

podemos considerar o problema de minimizar a soma dos quadrados dos erros, ou seja:

n n
: 2 . 2
min ) e; = min ;—a — bx;)”.
.Z ' abeR Z(y’ a = br;) (3.2)
=1 =1

Este problema de minimizagdo pode ser interpretado como uma minimizacao da soma
dos quadrados das distancias dos pontos a reta e neste caso € possivel usar as ferramentas de
célculo diferencial. Denotando por M (a,b) = > (y; — a — bx;)?, o ponto de minimo que

fornece o menor erro possivel deve ser um ponto critico de M (a, b), portanto deve satisfazer

oM M

7 g 22— 3.3
da 0, ob 0, (3-3)
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ou seja,
oM "
e = QE(yi—a—bxi)(—l)—O,

(3.4)
oM i
= 2> (yi — a — bay)(—z;) = 0.

i=1

Ou ainda, reorganizando os termos, o sistema de equacdes (3.4) pode ser reescrito como
ad> i L+b370 v =30 v,
(3.5)
adiy @+ 0 it = vy,

que pode ser reescrito na forma matricial como:

n >y %2 e > Yi ‘ (3.6)
DRHENE TR D b 1 TiYi

O sistema (3.6) é usualmente denominado de Sistema Normal. Resolvendo o sistema

em termos de a e b, obtém-se:
ny wyi— Y. xy Y
a = )
nyx? — (Z xi)Q
b— Z%Z%yz - Z%Z%Q
Oz —nd '

E possivel mostrar que de fato a e b, como definidos na Equagio (3.7) correspondem ao

(3.7)

ponto de minimo da funcdo M (a, b), isto é, minimizam a soma dos quadrados dos erros. Para

maiores detalhes ver Bortolossi (2002).

Dessa forma obtemos os coeficientes a e b e a fungdo linear g(x) que melhor se aproxima
dos dados (x;,y;) com ¢ = 1,---,n. Usualmente a funcdo g(x) é chamada de funcdo de
regressdo linear.

No caso do ativo Arezzo, temos que, n = 22,

22 22 22 22
do1=22, Y ;=253 Y x°=3795 > y;=92373, > xy; = 10702.64.
i=1

i=1 =1 =1

Logo o sistema (3.6) se resume a:
22 253 923.73
Y = . (3.8)
253 3795 b 10702.64

Resolvendo o sistema, encontramos, a = 40.95 e b = 0.09, e assim a fun¢do de regressao

linear g(x) = 40.95 + 0.09 - x, que estd representado na Figura 3.1.
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E possivel encontrar o erro desta aproximacao, para isso considere a Tabela 3.2, com os

22 ¢2 com

=1~

valores dos pregos y; e de sua aproximagao g(z;). Como o erro é dado por £ = )

e; = |y, — g(x;)|, segue que £ = 60.2962.

Tabela 3.2 — Dados do ajuste linear g(z) = 40.95 4 0.09 x para o prego do ativo AZZR3

y(@i) | g(x:) ¢} zi | y(xi) | g(xi) e

41.57 | 41.04 | 0.2809 || 12 | 39.44 | 42.03 | 6.7081
4222 |1 41.13 | 1.1881 || 13 | 41.96 | 42.12 | 0.0256
42.14 | 41.22 | 0.8464 || 14 | 40.55 | 42.21 | 2.7556
43.77 | 41.31 | 6.0516 || 15| 43.73 | 42.30 | 2.0449
42.11 | 41.40 | 0.5041 || 16 | 42.55 | 42.39 | 0.0256
4198 | 41.49 | 0.2401 17 | 43.28 | 42.48 | 0.6400
42.62 | 41.58 | 1.0816 || 18 | 42.53 | 42.57 | 0.0016
40.53 | 41.67 | 1.2996 || 19 | 46.08 | 42.66 | 11.6964
39.05 | 41.76 | 7.3441 || 20 | 43.87 | 42.75 | 1.2544
38.58 | 41.85 | 10.6929 || 21 | 42.37 | 42.84 | 0.2209
39.63 | 41.94 | 5.3361 || 22 | 43.17 | 42.93 | 0.0576
Fonte: Autor.

e D= IN-TR-S RN R ARV TN KSR ST

O processo € similar quando fazemos o ajuste por outras curvas que nao sao necessaria-
mente a reta, para encontrar a melhor aproximagdo vamos sempre iniciar o processo a partir do

sistema normal.

3.1.2  AJUSTES POLINOMIAIS

Para obter regressdes com polindmios nao lineares, ou seja, de grau m > 1, o método

dos minimos quadrados pode ser generalizado.

Dado um conjunto de n pontos tabelados, obtidos geralmente de uma coleta experimental,
tem-se por objetivo encontrar um polindmio de ordem m com m < n, que melhor se ajusta aos
dados, ou seja, encontrar g(x) = ag + a7 + asx® + - - - + a,,x™ tal que a soma dos quadrados

dos erros seja o menor possivel.

Para isso devemos determinar os coeficientes ag, a1, as, - - - , a,, que resolvem o seguinte

problema:

min > (y; — ap — a1 — asw;” — -+ — apx™)> (3.9)

a1,a2, - amER “
1,42, m i=1

Denotando por M (ag, -+ , ) = S0, (Y — ag — a1 — asx;® — - - - — @ z™)? sabemos
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que os pontos criticos desta funcdo devem satisfazer o seguinte sistema de equagdes,

oM
— =230 (Y —ap — a1 — asr® — - — ap™) (1) =0
8&0
oM
—— =230 (Yo — a0 — 1%y — Ggx;® — - — A x™ ) (—25) = 0 (3.10)
8@1
oM
0. 230 (Y — ag — a1 — aox;® — -+ — apmr™)(—2;™) = 0.
m

O sistema de equagdes definido em (3.10) € equivalente a

aM n 2 m
dag im1 (=Y + a0 + ez + agw® + -+ apma™) =0
0
aM n 2 3 m+1
87@1 = Zi:1<_yixi + apx; + a1 x; + agx;” + -+ amx; ) =0 (311)
oM
da,, S (= Yn + aox™ + a1z + apx ™4+ ™) = 0.

Reorganizando os termos, o sistema (3.11) pode ser escrito como:

ap Y i L+ar Y xi+az i i+ +ay Yoy ™ =i Yi

aX it Y wta Yl ot an S ™ = v (3.12)

n m n m—+1 n 2m _ n m
ag Y i T ar Y T ot A i T =) =1 YiT;

1=

e portanto na forma matricial:

n D1 Ti Simpx® e g™ ao D1 Yi
Do T 1 9512 1 ;3 e i ;" ai D1 YiTi
. = i (3.13)
Zzn:1 " Z?ﬂ %’mﬂ Zzn:1 xim+2 te Z?:l xizm Qm, Z?:l Y™

A seguir serdo apresentados alguns modelos de regressao ndo lineares, para ajustar os

precos do ativo ARZZ3 considerados na Tabela 3.1, comparando os erros obtidos em cada caso.

Inicialmente considere um ajuste polinomial de grau 3, isto é, g3(z) = ap + a1z + asr? +
asx3. Nesse caso o sistema matricial (3.13) é da forma,

n 2?21 T 2?21 fEiQ 2?21 $i3 ag 2?21 Yi
= , .
Sigx? Yigw® it Yy ad as Sy}

> x® dicd z;t doict x;° doict ;" a4 dict yixi?’
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cujas entradas sdo:

22 22 22 22
n=22 > x;=253, > xz;>=3795, > x;®=64009, > z;*= 1151403,
=1

=1 =1 =1

22 22 22 22

> x;® =21571033, > x,° = 415601835, >y =923.73, > iy = 10702.64,

i=1 i=1 1=1 i=1

22 22
> afy; = 161853.06, > yxf = 2747051.06.
=1 =1
Resolvendo o sistema, neste caso utilizando a ferramenta online Symbolab', obtém-se os

seguintes coeficientes,

ap = 44.13930, a; = —0.92572, ay =0.07354, a3 = —0.00144,

e, portanto o ajuste polinomial € dado pela fungdo, g3(x) = 44.13 —0.922 +0.07z% — 0.0014423,
ilustrado na Figura 3.2, com erro E = 322, = (y; — g3(w;))? = 42.4046.
De forma andloga, € possivel obter ajustes polinomiais de outras ordens. Na Figura 3.2

ilustramos ajustes polinomiais de ordem g;(x) de ordem i com i = 5,6, 7.

Figura 3.2 — Ajustes de diferentes ordens polinomiais para o preco do ativo ARZZ3
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Fonte: Autor.

Existem também outros tipos de ajustes que ndo sdo os polinomiais, a seguir apresentamos

alguns desses tipos.

I <https://pt.symbolab.com>


https://pt.symbolab.com
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3.1.3 REGRESSAO EXPONENCIAL

Considere um ajuste por uma fungéo exponencial na forma g(x) = a - b*. Para obter os
coeficientes a e b usaremos as ferramentas ja desenvolvidas de regressdo linear. Observe que, se

y=a-b",comy > 0, tem-se que

y=a-b"
In(y) = In(a - b*)
In(y) = In(a) + In(b") (3.15)
In(y) = In(a) + = - In(b)

em que A = In(a), B =In(b) e § = In(y).

Assim, dado um conjunto de pontos (z;,y;), com y; > 0, transformando estes dados
na forma (z;, In(y;)), é possivel encontrar os coeficientes A e B de um ajuste linear dos dados
modificados e consequentemente, obter os coeficientes a = e e b = ¢? correspondentes a um

ajuste exponencial dos dados originais.

Considere, portanto, um ajuste da forma g(z) = ab” para o ativo ARZZ3, cujos precos

estdo tabelados em 3.1.

O sistema normal correspondente ao sistema (3.6), para os dados modificados é dado por

A

_ 3.16
B (3.16)

2

[ n Z?:1 X

_ iy In(y:)
S aIn(y) |

i=1 Ti i1 Ti

cujas entradas sao

22 22 22 22
n =22, Zazz = 253, inz = 3795, Zln y; = 82.2030, le Iny; = 947.2018,

i=1 i=1 i=1 i=1
e portanto o seguinte sistema matricial:
A
B

22 233
253 3795

| 82.2030
] 947.2018 |
Resolvendo o sistema temos A = 3.7122 ¢ B = 0.0021. Logo a = et~ 40.94eb =B

e, portanto, a fungdo de regressdo exponencial € g(x) = 40.94 - ¢"0921% ¢ jlustrado na Figura 3.3.

O erro correspondente a este ajuste é £ = 322, = (y; — g(;))? = 60.19.

Por fim, reorganizamos os modelos de ajustes apresentados ao longo desta sessdo na

Tabela 3.3 bem como seus respectivos erros.

Um dos objetivos do estudo de regressdo apresentado neste capitulo € a previsibilidade

dos valores obtidos em periodos futuros de ativos, através das fungdes ajustadas g(z). Dessa
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Figura 3.3 — Ajuste do tipo exponencial com g(z) = 40.94- %0212 para o preco do ativo ARZZ3
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Fonte: Autor.

Tabela 3.3 — Erros dos ajustes

Tipo de ajuste || Erros
Linear 60.29
3° Grau 42.40
5° Grau 22.50
6° Grau 17.90
7° Grau 17.18
Exponencial || 60.19
Fonte: Autor.

forma, utilizaremos as funcdes de ajustes encontradas ao longo deste capitulo para prever o

preco deste ativo, bem como comparar com seu real valor.

Faremos aqui uma determinacao de valores para 8 dias apds o periodo de observacao do
ativo ARZZ3 de acordo com cada funcdo g(x) obtida anteriormente. Os dados obtidos podem

ser visualizados na Tabela 3.4
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Tabela 3.4 — Tabela comparativa da previsao de preco do ativo ARZZ3

Data x | Exponencial | 7° grau | 6° grau | 5° grau | 3° grau | Linear | ARZZ3
03/06/2020 | 23 42.98 41.65 | 4421 | 41.22 | 4422 | 43.02 | 47.85
04/06/2020 | 24 43.07 39.12 | 4792 | 3946 | 4437 | 43.11 | 47.04
05/06/2020 | 25 43.16 3379 | 55.86 | 37.36 | 4445 | 43.20 | 46.76
08/06/2020 | 26 43.25 2328 | 70.31 35.04 | 4446 | 43.29 | 46.64
09/06/2020 | 27 43.34 3.89 9425 | 32.64 | 4440 | 43.38 | 47.59
10/06/2020 | 28 43.44 -29.78 | 131.45 | 30.37 | 44.25 | 4347 | 47.35
12/06/2020 | 29 43.53 -85.37 | 186.54 | 28.49 | 44.01 | 43.56 | 44.58
15/06/2020 | 30 43.62 -173.29 | 265.23 | 2732 | 43.66 | 43.65 | 42.97

Fonte: Autor.

Observe que, conforme a Tabela 3.4 os menores erros sdo dados por ajustes com fungdes
polinomiais de grau 6 e 7. No entanto, quando utilizados para prever o preco do ativo, as fungdes
de grau 3, linear e exponencial tiveram melhor desempenho. Por exemplo, no dia 25 o prego
do ativo era de R$46.76 e as fungdes de grau 6 e 7 preveram os pregos de R$ 55.86 e R$ 33.79
respectivamente, enquanto que as previsdes com as fungdes de grau 3 e linear foram R$44.45 e

R$ 43.20 respectivamente.

Note ainda que, o ajuste de grau 7 forneceu um preco negativo nos dias 28, 29 e 30 o

que nao faz sentido no contexto aplicado.

Por fim, observa-se que quando aplicado ajuste da forma exponencial ou linear, estes
ajustes nio permitem projetar mudancas na tendéncia de crescimento ou queda dos pregos, pois

sdo fun¢des mondtonas, o que pode ndo refletir a dindmica dos precos das agdes.

Baseado no que foi exposto, vemos que informacdes de dados passados nao garantem
previsodes precisas para o preco das acdes no futuro, mas que os modelos matematicos podem
ser utilizados como ferramentas de apoio na tomada de decisdes no curto prazo, que podem ser

aprimorados com a inclusdo de mais informacgoes.
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4 INTRODUCAO A ANALISE DE SOBREVIVENCIA

Ao longo deste capitulo, faremos uma breve introducio a Andlise de Sobrevivéncia,

baseado no conceitos apresentados em Colosimo (2006).

4.1 INTRODUCAO

Em anélise de sobrevivéncia o que se pretende estudar é o tempo até a ocorréncia de
um evento de interesse, denominado tempo de falha que pode ser em segundos, dias, semanas,
anos, etc, dependendo do contexto. Esse tipo de processo pode aparecer em diferentes dreas do

conhecimento tais como:

1. Ciéncias atuariais: Tempo até um usudrio de seguro fazer o uso do mesmo.
2. Engenharia : Periodo de tempo ou ciclo até que um dispositivo deixe de funcionar.

3. Financas: Tempo até que um cliente se torne inadimplente, opte por desbloquear um cartio,

ou feche uma conta. Tempo até um ativo voltar ou atingir certo valor.

4. Saude: Reinfeccido por uma doenga, tempo até um medicamento cause efeito colateral,

tempo de sobrevida de pacientes em tratamento por certa doenga.

Uma caracteristica relevante da andlise de sobrevivéncia € a possivel presenca de censura,
que ocorre quando ndo observamos o evento de interesse no periodo de observacao. Por exemplo
na drea da saude, se o evento de interesse for a morte do paciente por determinada doencga, a
censura acontece se o paciente sobrevive até o final do estudo ou quando ocorre a morte do
paciente por outras causas ou ndo € possivel estabelecer o estado do paciente no final do estudo

por algum motivo (mudanca de endereco, desisténcia do paciente, etc.).

Neste capitulo utilizamos as ideias descritas acima no contexto do mercado financeiro.
Para isso iremos analizar o desempenho de 80 empresas que compdem o indice BOVESPA, no
periodo de 02/03/2020 a 05/02/2021, que corresponde ao periodo de operagdes na Bolsa pds
inicio da pandemia de COVID-19.

O evento considerado, serd o tempo (em semanas) que o ativo levou para retornar ao
preco que estava na semana que se encerrou em 06,/03/2020. Os tickers das empresas e precos
de referéncia estdo na Tabela 4.1, o tempo que cada uma delas demorou para atingir o valor

desejado estdo na Tabela 4.2 e ilustrados na Figura 4.4.

O prego de referéncia serd o maior valor do ativo observado no periodo de 02/03/2020 a

06/03/2020, por exemplo, o ativo ABEV3 teve nessa semana o maior prego R$15.55.



Tabela 4.1 — Preco Referéncia

Ticker | Preco | Ticker | Preco Ticker Preco Ticker Preco
ABEV3 | 15.55 | CPFE3 | 37.08 | GOAU4 | 8.73 | PCAR3 | 7598
AMER3 | 69.51 | CPLE6 | 7.75 | HAPV3 114 PETR3 | 28.86
AZUL4 | 4696 | CRFB3 | 2297 | HGTX3 | 23.51 | PETR4 | 27.48
B3SA3 | 16.87 | CSAN3 | 19.69 | HYPE3 42.8 PRIO3 9
BBAS3 | 47.49 | CSNA3 | 12.69 | IGTA3 532 | QUAL3 | 37.62
BBDC3 | 2294 | CVCB3 | 2461 | IRBR3 | 30.89 | RADL3 | 26.1
BBDC4 | 25.69 | CYRE3 | 32.24 | ITSA4 12.39 | RAIL3 | 22.41
BBSE3 | 32.04 | ECOR3 | 16.58 | ITUB4 | 32.29 | RENT3 51.6
BEEF3 | 12.52 | EGIE3 | 50.88 | JBSS3 2449 | SANBI11 | 39.79
BIDI11 | 15.72 | ELET3 | 36.5 JHSF3 7.3 SBSP3 | 62.86
BPACI1 | 17.27 | ELET6 | 37.13 | KLBNI11 | 22.66 | SULAI1 | 51.08
BRAP4 | 36.09 | EMBR3 | 17.55 | LAME4 | 11.44 | SUZB3 | 44.28
BRDT3 | 27.31 | ENBR3 | 21.81 | LCAM3 | 22.01 | TAEE1l | 31.31
BRFS3 | 287 | ENEV3 | 124 | LREN3 | 5496 | TIMS3 | 17.41
BRKMS | 29.73 | ENGI11 | 60.44 | LWSA3 | 6.36 TOTS3 | 25.17
BRML3 | 17.34 | EQTL3 | 2692 | MGLU3 | 13.7 USIMS 8.42
CCRO3 | 17.08 | EZTC3 | 51.96 | MRFG3 | 13.24 | VALE3 | 49.09

CIEL3 747 | FLRY3 | 32.15 | MRVE3 | 1949 | VIVT3 | 53.78
CMIG4 | 12.99 | GGBR4 | 18.54 | MULT3 33 VVAR3 | 15.13
COGN3 | 10.79 | GNDI3 | 66.17 | NTCO3 | 4596 | WEGE3 | 249

Fonte: Autor.
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A partir dos dados de referéncia contamos quantas semanas cada ativo levou para

retornar o seu preco de referéncia . Por exemplo, para o ativo ABEV3, cujo preco referéncia

era de R$15.55, este preco foi atingido novamente 21 semanas depois. De forma similar, foi

realizado para as 80 empresas. Os dados estdo organizados na Tabela 4.2 onde os espagos em

branco indicam que o preco de referéncia nao foi atingido no periodo observado.

Tabela 4.2 — Tempo de retorno ao pre¢o de referéncia

Ticker | Tempo | Ticker | Tempo Ticker Tempo Ticker Tempo
ABEV3 21 CPLE6 HYPE3 PETR3 41
AZULA4 CSAN3 18 IGTA3 PETR4 39
AMER3 7 CPFE3 GNDI3 16 BRDT3
B3SA3 13 CVCB3 14 IRBR3 PRIO3 23
BIDI11 18 CYRE3 ITSA4 QUAL3
BBSE3 ECOR3 ITUB4 43 RADL3 32
BRML3 ELET3 18 JBSS3 3 RAIL3 12
BBDC3 ELET6 18 JHSF3 16 SBSP3 19
BBDC4 EMBR3 KLBN11 10 SANBI11 38
BRAP4 11 ENBR3 RENTS3 21 CSNA3 21
BBAS3 ENGI11 LCAM3 27 SULAL11
BRKMS5 48 ENEV3 19 LWSA3 11 SUZB3 9
BRFS3 EGIE3 LAME4 9 TAEEI1 36
BPACI1 15 EQTL3 LREN3 VIVT3 1
CRFB3 2 EZTC3 MGLU3 9 TIMS3 20
CCRO3 FLRY3 MRFG3 9 TOTS3 18
CMIG4 43 GGBR4 22 BEEF3 8 USIMS 24
HGTX3 GOAU4 24 MRVE3 18 VALE3 10

CIEL3 NTCO3 21 MULT3 VVAR3 13
COGN3 HAPV3 13 PCAR3 3 WEGE3 16

Fonte: Autor.
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A partir das informacdes da Tabela 4.2 construimos um grafico de colunas, representado
na Figura 4.1 em que a primeira coluna representa o nimero de empresas que levaram 1 semana
para retornar ao preco de referéncia, a segunda coluna, o nimero de empresas que levaram 2

semanas para retornar ao preco de referéncia e assim sucessivamente.

Figura 4.1 — Numero de semanas levado, por cada empresa listada na Tabela 4.2 para retornar ao
valor de referéncia

NUmero de empresas
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Semanas

Fonte: Autor.

Ao considerar o evento reforno ao preco de referéncia, gostariamos de estimar qual a
probabilidade do evento acontecer apos ¢ semanas. Para isso introduziremos alguns conceitos

gerais sobre andlise de sobrevivéncia.

4.2 CONCEITOS BASICOS
Seja 7' uma varidvel aleatéria que representa o tempo até que aconteca um determinado
evento de interesse, que chamaremos de falha, durante um experimento ou observacao.

Definimos a funcdo de sobrevivéncia como a probabilidade de o experimento ou obser-

vacdo nao falhar ou sobreviver até determinado tempo £, que pode ser escrito como:

S(t) = P(T > t). @.1)

Portanto, a fungdo de distribuicio acumulada, definida na Equagdo (2.45), pode ser

escrita como:
Fit)y=P(T'<t)=1—-P(T >t)=1-5(t), 4.2)
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que representa a probabilidade do experimento ou observagdo ndo sobreviver, ou falhar até o

tempo ¢.
Introduziremos a seguir o conceito de fungdo de risco.

Considere inicialmente que desejamos determinar a probabilidade de que ocorra a falha

no intervalo [t;.t2], dado que ndo aconteceu antes de ¢;.

Considerando:

A: a falha ocorre entre [t1, to],

B: nao houve falha antes de ¢,

temos que pela Equacdo (2.10), a probabilidade de ocorrer A dado que ocorreu B, ou seja

P(A|B), é dada por:
P(ANB)

P(AIB) = =L

4.3)

em que:

i) P(B) = P(T > t,) = S(t),

i) P(ANB) = P(ty < T < ty) = Flts) — F(t,) = S(t)) — S(ts).

Dessa forma, a probabilidade de ocorrer falha no intervalo [t;, t5], dado que ndo aconteceu
falha antes de ¢; pode ser expresso por,
S(ty) — S(ts)

4.4
S 4.4)

Observe que esta probabilidade pode ser interpretada como uma medida do risco de falha
até o instante t,, a partir do instante ¢;. Se considerarmos a razao entre esta probabilidade e o
comprimento do intervalo [t1, t5], 0 que temos € a taxa de varia¢do da probabilidade de falha, a

partir de t1, no intervalo [t1, t5].

Com base nisso, dado At = t, — ¢, definimos a funcdo de risco em t, por,

L S(t) — S(At+ty)

At = B == N5 (45)
Pt + Al — F(t)
= A, AtS(ty) (46)
1 F(h+ At —F(h)
= S A At ‘ @7

F(t; + At) — F(ty)
At

Como lima;—,0 = F'(t1) = f(t1), segue que a funcio de risco no

instante ¢ pode ser escrita como,

h(t) = Gt (4.8)
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que representa a taxa de variacdo instantanea da probabilidade de falha.

Exemplo 4.1. Seja T' uma varidvel aleatoria com funcdo de distribuicdo de probabilidade

exponencial f(x) = Ae™*®. Neste caso, de acordo com o descrito na Secdo 2.5.1 temos,

¢
i) F(t) = /0 e Mdy =1 — e,

i) St)=1—F(t)=1—(1—e M) =e,

—At
iii) h(t) = gi?) - A:_M =\

ou seja, para a distribuicdo exponencial o risco é constante, ndo depende de t e é igual o inverso

do valor esperado da distribuicado.

Note que a funcao de risco (4.8) também pode ser considerada para distribui¢cdes discretas,

mesmo que ndo seja possivel encontrar expressdes fechadas para F'(t), S(t) ou h(t), como

ilustrado no préximo exemplo.

Exemplo 4.2. Determinar a funcdo de risco para uma varidvel aleatoria discreta com distribui-

t

¢do de Poisson f(t) = FG_A e média A = b.

Neste caso, de acordo com a Equacio (2.40) temos que,

) A0 Al

A A Ay
lll) S(t):1—|:0'€ +F€ ‘I“i‘ye :|,
PO
. Q) e
IV) h(t) = S(t) = )\0 )\tl )\t :
_ | =X o= .. oA
! {01 R TR TR ]

Dessa forma a probabilidade de que a varidvel seja maior do que 3 sera de:

50 s 51 s 52 s 53 .

e a func¢@o de risco em ¢ = 3 é dada por

£(3)  0.1403

= — 0.1909.
S(3) ~ 0.7347

h(3) =
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Figura 4.2 — Funcgéo de sobrevivéncia S(t) (a esquerda) e funcéo de risco h(t) (a direita) para

A=5
T
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Fonte: Autor.

Figura 4.3 — Fungdo de sobrevivéncia S(t) (esquerda) e funcdo de risco h(t) (direita) para
diferentes valores A
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Fonte: Autor.

A Figura 4.2 ilustra as fungdes de sobrevivéncia S(t) e de risco h(t) para diferentes
valores de ¢ e média A\ = 5.

A Figura 4.3 ilustra as fung¢des de sobrevivéncia S(¢) e fungdo de risco h(t) para diferen-
tes valores de .

Exemplo 4.3. Observe na Tabela 4.2 que das empresas acompanhadas durante o periodo, 49
obtiveram retorno ao prego de referéncia, com tempo médio de volta ao preco, de 18.38 semanas.
Supondo que a distribui¢cdo do tempo de retorno ao preco de referéncia seja do tipo Poisson,

com \ = 18.38 determinar a fun¢do de risco h(t) para t = 20.

De acordo com a Equacao (2.40) temos que,

18380 671&38 n 18381 6718'38 . M6—18.38

20) =1
5(20) ol 1 500

=0.3.

2
Como f(20) = 0.082, segue que h(20) = m = 0.276, ou seja, probabilidade de
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uma determinada empresa retornar ao preco na semana 20, dado que ndo retornou antes dessa

semana, sera de 27.6%.

Da mesma forma € possivel obter 2(21) = 0.319, assim a probabilidade de retorno ao
preco aumentou entre a semana 20 e a semana 21. Esta situagdo € observada, visto que assumimos
que a distribuicdo de probabilidade € do tipo Poisson, que nio é necessariamente uma hipétese

realista.

Observe que, para calcular tanto a funcao de risco quanto a funcdo de sobrevivéncia, para
distribui¢des do tipo exponencial e Poisson s6 foi possivel, pois conhecemos f () explicitamente.
No entanto, em muitos casos f(t) é desconhecida e para estimar tais fun¢des, recorremos a
alguns estimadores. Na proxima se¢do abordaremos um estimador da funcdo de sobrevivéncia,

amplamente utilizado que é, o estimador de Kaplan-Meier.

4.2.1 ESTIMADOR DE KAPLAN-MEIER

Quando nao conhecemos a fun¢do de probabilidade associada aos dados obtidos, pode-
mos fazer uma estimativa para distribuicao de probabilidade e para a fung¢do de sobrevivéncia.
Um modelo amplamente utilizado é o modelo de Kaplan-Meier que permite obter uma estimativa

da fun¢do de sobrevivéncia, para uma varidvel aleatéria continua.

Considere inicialmente que o tempo de observacdo é dividido em subintervalos (0, ¢;),
(t1,t2), ... ,(ti_1,t;). Denote por d;, o nimero de individuos que falharam em cada intervalo e

n; o nimero de individuos em observagdo até este periodo.

Por exemplo, na situacdo do tempo de retorno ao preco referéncia considerada no inicio
do capitulo, o tempo de observagdo € de 48 semanas divididas em periodos de 1, 2 e 3 semanas.
Ainda neste caso, d; € o nimero de empresas que retornaram ao valor de referéncia no momento
1 € n; 0o nimero de empresas que nao retornaram ao prego referéncia até esse periodo. Estas

informacdes estdo resumidas na Tabela 4.3.

di
Em cada intervalo ¢, a probabilidade de ocorrer a falha pode ser estimada por ¢; = —,
n

logo a probabilidade de ndo ocorrer a falha no intervalo é 1 — ¢;.

Note que, para sobreviver até ao intervalo ¢, o individuo ou experimento precisa sobreviver
aos periodos anteriores. Sendo assim, a probabilidade de sobreviver até o intervalo ¢ é dada pelo
produto das probabilidades de sobreviver aos intervalos (0.t1), (t1.t2), -, (t;_1,t;). Baseado

nisso, definimos o estimador de Kaplan-Maier para a fungdo de sobrevivéncia por,

St =11 (1 —~ dl’) . (4.9)

1<t i

A seguir ilustramos o estimador de Kaplan-Maier para um exemplo hipotético de estudo

de tratamento de cancer em um grupo de ratos I

I <https://www.statsdirect.com/help/Default. htm#survival_analysis/kaplan_meier.htm>


https://www.statsdirect.com/help/Default.htm##survival_analysis/kaplan_meier.htm
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Tabela 4.3 — Falhas (retorno ao preco referéncia) por periodo, para os dados da Tabela 4.2

Data (¢;) | Perfodo | Empresas (n;) | Falhas (d;)
06/03/2020 0-1 80 0
20/03/2020 1-3 80 2
03/04/2020 3-5 78 2
17/04/2020 5-7 76 0
30/04/2020 7-9 76 2
15/05/2020 9-11 74 6
29/05/2020 | 11-13 68 3
12/06/2020 | 13-15 65 4
26/06/2020 | 15-17 61 4
10/07/2020 17-19 57 6
24/07/2020 | 19-21 51 3
07/08/2020 | 21-23 48 5
21/08/2020 | 23-25 43 3
04/09/2020 | 25-27 40 0
18/09/2020 | 27-29 40 1
02/10/2020 | 29-31 39 0
16/10/2020 | 31-33 39 1
30/10/2020 | 33-35 38 0
13/11/2020 | 35-37 38 1
27/11/2020 | 37-39 37 1
11/12/2020 | 39-41 36 1
23/12/2020 | 41-43 35 1
08/01/2021 | 43-45 34 3
22/01/2021 | 45-47 31 0
05/02/2021 | 47-48 31 1

Fonte: Autor.

Exemplo 4.4. Suponha que a morte por cancer, apos a exposicdo a um determinado agente
cancerigeno tenha sido medida em um grupo de ratos. O tempo desde o pré-tratamento até a
morte é registrado. Se um rato ainda estava vivo no final do experimento ou morreu por uma
causa diferente, essa observacdo é considerada censura e recebe o valor 1 na coluna censura,
caso contrdrio recebe o valor 0. Os dados estdo apresentados na Tabela 4.4. Estime a fungdo de

sobrevivéncia utilizando o estimador de Kaplan-Maier.

Da Equagao (4.9), temos

S(ty =142) = (1 — d1> = (1 — 1) = 0.9545,

sl 22

A d d 1

Sty = 157) = (1 - 1) (1 - 2) = (1 - ) +0.9545 = 0.9090),
s o 21

A

1
S(t3 =198) = (1 — 19) -0.8636 = 0.8181.
Para ¢, = 204, como ndo houve nenhuma morte do grupo de risco, S (t) se mantém igual

ao periodo anterior, ou seja,

. 1
Sty =204) = ] (1 - 19) -0.8636 = 0.8181.

ts<t
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Tabela 4.4 — Dados referentes ao estudo de tratamento de cancer num grupo de ratos

t; n; | d; | censura
142 | 22 | 1 0
157 |21 | 1 0
163 | 20 | 1 0
198 | 19 | 1 0
204 | 18 | O 1
205 | 17 | 1 0
232 | 16 | 3 0
233 | 13 | 4 0
239 | 9 1 0
240 | 8 1 0
261 | 7 1 0
280 6 | 2 0
295 | 4 | 2 0
323 | 2 | 1 0
344 | 1 0 1

Fonte: Autor.

Para t5 = 205 o nimero de individuos em observacao € reduzido pois ocorreu uma

censura no periodo anterior, portanto

. 1
S(ts =205) = [ (1 - > -0.8181 = 0.77,
o 17

e assim sucessivamente estimamos a funcao de sobrevivéncia para os outros intervalos.

Observe que, da Equacdo (4.2) é possivel obter uma estimativa para a probabilidade
acumulada considerando F'(t) = 1— S(t). Estes dados estdo resumidos na Tabela 4.5 e ilustrados

nas Figuras 4.5 e 4.6.

Tabela 4.5 — Dados de andlise de sobrevivéncia para o estudo de cancer em um grupo de ratos

ti | ng | di | censura | S(t) = I, < (1 — ff—) F(t)=1-8(t)
142 122 | 1 0 0.9546 0.0455
157 | 21 | 1 0 0.9090 0.0910
163 | 20 | 1 0 0.8636 0.1364
198 | 19 | 1 0 0.8182 0.1818
204 | 18 | O 1 0.8182 0.1818
205 | 17 | 1 0 0.7701 0.2300
232 116 | 3 0 0.6257 0.3743
233 | 13 | 4 0 0.4332 0.5669
239 | 9 1 0 0.3850 0.6150
240 | 8 1 0 0.3369 0.6631
261 | 7 1 0 0.2888 0.7112
280 | 6 | 2 0 0.1925 0.8075
295 | 4 2 0 0.0963 0.9037
323 | 2 1 0 0.0481 0.9519
344 | 1 0 1 0.0481 0.9519

Fonte: Autor.

Note que, antes da primeira observacao do evento, nao houve nenhuma falha, ou seja,
S(t)y=1eF(t)=0.
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Figura 4.4 — Tempo de retorno (em semanas) ao valor de referéncia, por cada empresa listada na
Tabela 4.2

Numero de empresas
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Fonte: Autor.

Figura 4.5 — Estimativa de Kaplan-Meier para funcio de sobrevivéncia

o+ttt

0 142 157 163 198 204 205 232 233 239 240 261 280 205 323 344

Tempo(dias)

Fonte: Autor.

Observe que, a partir de 233 dias a probabilidade dos ratos sobreviverem estd abaixo
de 50%, além disso, essa probabilidade diminiu com o decorrer do tempo. Em contrapartida, a
probabilidade dos ratos morrerem no decorrer do tempo aumenta, como observado pelo grafico

da fun¢do F'(t) na Figura 4.6.

Note que, proximo do dia 233 ocorreu um aumento considerdvel na probabilidade dos
individuos morrerem. Baseado nisso podemos nos questionar se € possivel estimar o risco dos

individuos morrerem em determinado periodo.

(t
Da Equacéo (4.8), temos que h(t) = M No entanto em casos como do Exemplo 4.4

S(h)

e do desempenho das empresas na bolsa de valores, ndo existe uma funcao de densidade de
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Figura 4.6 — Funcio de probabilidade acumulada F'(¢)
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Fonte: Autor.

probabilidade f(t) pré determinada. Desta forma, em principio ndo podemos determinar h(t). A

seguir veremos que ¢ possivel estimar uma fung¢ao do risco acumulado.

Da Equacio (2.45) a func¢ao de distribui¢io de probabilidade acumulada é definida por
t
F(t) = [ f(u) du, logo
J0

f) = SF®

(4.10)

Substituindo (4.10) em (4.8) temos,

(4.11)

Integrando ambos os lados de (4.11) obtemos,

.[Ot h(u)du = —In(S(t)) + In(S(0)) = — In(S(?)), (4.12)

pois, S(0) diz respeito a probabilidade de sobreviver no instante ¢ = 0, ou seja, sobreviver no

inicio de observacdo do evento, logo S(0) = 1 e portanto In[S(0)] = 0.

Da Equagio (4.12), definindo H(t) = [
0

t
h(u)du como a funcdo de risco acumulada,

utilizando a estimativa de Kaplan-Meier da funcao de sobrevivéncia, obtém-se uma estimativa
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da funcio de risco acumulada dada por

H(t) = —1nS(t). (4.13)

Observe que a estimativa do risco acumulado depende apenas da funcao estimada de

sobrevivéncia S(¢).

Voltando ao Exemplo 4.4, temos que, o risco de morte acumulado para os ratos até o dia
142 ¢ dado por ff(tl = 142) = —1n0.9546 = 0.0465, assim como o risco acumulado de morte
até o dia 157 é de ff(tg = 157) = —1n0.9090 = 0.0954 e assim sucessivamente obtemos os
valores do risco acumulado. Os riscos acumulados obtidos podem ser observados na Tabela 4.6 e

representados na Figura 4.7.

~

Tabela 4.6 — Fungdes S(t) e H (t) para o grupo de ratos

Dias | S(t) | H(t) =—1nS(¢)
142 | 0.9546 0.0465
157 | 0.9090 0.0954
163 | 0.8636 0.1466
198 | 0.8182 0.2007
204 | 0.8182 0.2007
205 | 0.7701 0.2613
232 | 0.6257 0.4689
233 | 0.4332 0.8367
239 | 0.3850 0.9544
240 | 0.3369 1.0880
261 | 0.2888 1.2421
280 | 0.1925 1.6476
295 | 0.0963 2.3407
323 | 0.0481 3.0338
344 | 0.0481 3.0338

Fonte: Autor.

Figura 4.7 — Risco acumulado para o grupo de ratos
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Fonte: Autor.
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No Exemplo 4.3 supomos que o tempo de retorno ao prego de referéncia das empresas
seguia um modelo de distribuicdo de Poisson e calculamos sua fung¢do de risco h(t). Observe, no
entanto que a melhor maneira € estimarmos esses valores utilizando o modelo de Kaplan-Meier.
Retornamos entdo ao problema proposto no inicio do capitulo analisando o desempenho das

empresas que compdem o IBOV.

4.3 UMA APLICACAO DE ANALISE DE SOBREVICENCIA NO MER-
CADO DE ACOES

A Tabela 4.3 apresenta o nimero de semanas que, 80 empresas listadas na Bolsa de
Valores levaram para recuperar o valor que estavam no comeg¢o de marco de 2020 (preco de
referéncia em 4.1). Essa data foi escolhida, pois, apresentou o periodo de maiores baixas no
mercado financeiro mundial, em decorréncia da declaragdo da Organizacao Mundial da Saude
(OMS) com respeito a pandemia de COVID-19 em 11/03/2020.

No estudo do desempenho das empresas iniciaremos com a obtenc@o do estimador S(t)
de Kaplan-Meier, a anélise comeca com 80 empresas, durante a primeira semana nao ocorreu
falha, ou seja, nenhuma empresa retornou ao preco de referéncia, permanecendo assim a mesma
quantidade de ativos para a segunda semana. No periodo entre a primeira € a terceira semana 3
ativos retornaram ao valor de referéncia, restando assim 77 empresas para o estudo no seguinte
periodo. Prosseguindo dessa maneira até o ultimo periodo analisado, que corresponde a semana

48. Estas informagdes estdo organizadas na Tabela 4.3.

Utilizando as ferramentas desenvolvidas na Se¢@o anterior € possivel estimar a fun¢do de
sobrevivéncia S(t) e H(t) que estio resumidos na Tabela 4.7 e ilustrados nas Figuras 4.8, 4.9 e
4.10.

Observe da Figura 4.8 que a probabilidade de um ativo se manter abaixo do prego de
referéncia até a 19% semana, por exemplo, é de 60% e essa probabilidade diminui ao longo das
semanas. Além disso, a mediana do tempo de retorno das agdes analisadas estd entre 21 e 23
semanas, ou seja, o tempo estimado para que a probabilidade de retorno ao preco de referéncia
seja 50%.

Note ainda que, entre a 7% e a 19% semana hd um decaimento acentuado da probabilidade
de manter-se abaixo do pre¢o de referéncia. Comparando com a coluna d; da Tabela 4.7 nestas

semanas ocorrem uma maior incidéncia de retornos ao preco de referéncia.

Como S (t) fornece a probabilidade do preco das a¢des permanecerem abaixo do preco
de referéncia, F(t) = 1 — S(t), dd a probabilidade do prego do ativo atingir os valores de
referéncia. Com isso observamos que, até a 19¢ semana a probabilidade do ativo voltar ao preco
de referéncia é de 40% e essa probabilidade aumenta ao longo das semanas, como ilustrado na

Figura 4.9.
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Tabela 4.7 — Funcio de sobrevivéncia S (t) e de risco acumulado H (t) para as empresas da bolsa

de valores
ti | mg | di | S@t) | F@) | H®)
0O | 80 | O | 1.0000 | 0.0000 | 0.0000
1 80 | 2 | 0.9750 | 0.0250 | 0.0253
3 1781 2 ] 09500 | 0.0500 | 0.0513
5 176 1] 0 | 09500 | 0.0500 | 0.0513
7 176 | 2 | 09250 | 0.0750 | 0.0780
9 | 74| 6 | 0.8500 | 0.1500 | 0.1625
11 | 68 | 3 | 0.8125 | 0.1875 | 0.2076
13165 | 4 | 07625 | 0.2375 | 0.2712
15161 | 4 | 0.7125 | 0.2875 | 0.3390
17 | 57 | 6 | 0.6375 | 0.3625 | 0.4502
19 | 51 | 3 | 0.6000 | 0.4000 | 0.5108
21 | 48 | 5 | 0.5375 | 0.4625 | 0.6208
23 143 | 3 | 0.5000 | 0.5000 | 0.6931
25 140 | 0 | 0.5000 | 0.5000 | 0.6931
27 140 | 1 | 0.4875 | 0.5125 | 0.7185
29 139 | O | 0.4875 | 0.5125 | 0.7185
31 139 | 1 | 04750 | 0.5250 | 0.7444
33 138 | 0 | 04750 | 0.5250 | 0.7444
35138 | 1 | 04625 | 0.5375 | 0.7711
37 137 | 1 | 04500 | 0.5500 | 0.7985
39 136 | 1 | 04375 | 0.5625 | 0.8267
41 | 35 | 1 | 0.4250 | 0.5750 | 0.8557
43 | 34 | 3 | 0.3875 | 0.6125 | 0.9480
45 | 31 | 0 | 0.3875 | 0.6125 | 0.9480
48 | 31 1 | 0.3750 | 0.6250 | 0.9808

Fonte: Autor.

Se nos perguntarmos qual o risco acumulado das empresas retornarem ao seu prego de
referéncia até a 10 semana, este risco é abaixo de 0.2, como observado na Figura 4.10. O risco
acumulado de retorno ao preco de referéncia tem um aumento consideravel apds a 20¢ semana e

se mantém com pouca variagdo até a dltima semana.

E importante observar que a fungio de risco H (t) ndo representa uma probabilidade e sim
uma taxa. Representa a soma de todos os riscos em todos os tempos até o tempo ¢. Esta funcao
¢ dificil de interpretar, mas pode ser considerada como uma medida da for¢a acumulativa da
mortalidade, ou interpretada também como o nimero de eventos esperados para cada individuo
até o tempo ¢, caso o evento pudesse ocorrer repetidamente. Esta e outras consideracdes sobre a

func¢do de risco acumulado sdo discutidas com mais detalhe em Clark et al. (2003).



Figura 4.8 — Funcio de sobrevivéncia S (t)
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Figura 4.9 — Probabilidade acumulada F'(t)
1__
5 084
g
3
E o6+
<
L]
3 04+
il
Z
S 024
o
o
o +~+~+—+—+t+t+t+—+t+t++t+++++—+—++++++
0 1 3 5 7 9 11131517 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 30 41 43 45 48
Tempo (semanas)
Fonte: Autor.
Figura 4.10 — Fungdo de risco acumulado H ()
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5 CONCLUSAO

Ao longo deste trabalho foram considerados conceitos de probabilidade e estatistica

aplicados no mercado financeiro.

Aplicamos o conhecimento de probabilidade condicional para estudar a relagdo entre
a taxa basica Selic com dois dos principais indices do mercado financeiro, IBOV e IFIX. Por
exemplo, no periodo de 05/02/2019 até 27/10/2021, sob condi¢des especificas estimamos que
a probabilidade do IFIX cair dado uma alta da Selic foi de 80%, e do indice IBOV cair dado um
alta da Selic foi de 60%.

Apresentamos algumas distribui¢des de probabilidade e em particular, consideramos
um exemplo sobre o desempenho de um ativo ficticio, com condi¢des especiais, para intro-
duzir a distribui¢do binomial. Observou-se que, se o ativo segue uma distribui¢ao binomial
(sucesso=aumento de R$0.50 e fracasso=queda de R$0.50) com a probabilidade de sucesso
p = 0.5) com o decorrer do tempo, o mais provavel é que o investimento permaneca proximo ao

valor do investimento inicial.

Estudamos alguns modelos de regressao (polinomial e exponencial) e utilizamos para
fazer uma projecao dos precos deste ativo, com base nos precos de abertura, no periodo de
04/05/2020 até 02/06,/2020. Observou-se que, para os modelos apresentados, a proje¢io foi
mais préxima da realidade quando consideramos o curto prazo. Além disso, os melhores modelos
foram o de regressdo linear e de regressdo exponencial. No entanto, no longo prazo, esses

modelos nio se mostraram adequados para predizer o preco do ativo.

Por fim, introduzimos alguns conceitos basicos de andlise de sobrevivéncia (funcio de
sobrevivéncia, funcdo de risco, etc - - - ) para funcdes de distribuicao de probabilidade conhecida,
como distribuicio do tipo exponencial e de Poisson. Para quando a distribui¢do de probabilidade
nao é conhecida, introduzimos o estimador da func¢io de sobrevivéncia, conhecido como esti-
mador de Kaplan-Meier. Aplicamos esses conceitos para estudar a probabilidade do tempo de
retorno do preco de um ativo a um valor de referéncia. Esse estudo levou em consideracdo infor-
magdes de 80 empresas que compdem o indice IBOV, no periodo de 02/03/2020 a 05/02/2021.
A partir da aplicacdo de alguns conceitos da andlise de sobrevivéncia, o estudo mostrou, por
exemplo, que a probabilidade do preco de um ativo se manter abaixo do preco de referéncia
até 192 semana é de 60% e que a probabilidade do prego do ativo atingir o preco desejado até
esse periodo é de 40%. Mostrou-se também que, o tempo estimado para que a probabilidade de

retorno ao preco de referéncia seja 50% € de 21 a 23 semanas.

Para o desenvolvimento deste trabalho foi necessario o uso de planilhas eletronicas
do Google, incluindo as func¢des do Google Finance, exploraciao do software GeoGebra para

ilustracdes graficas além de uso ferramentas computacionais para formatagdo de texto usando
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LaTeX (Overleaf, Tablesgenerator). O uso destas tecnologias, representou um desafio mas
também um ganho de conhecimento préprio que terd impacto no desenvolvimento profissional,
além do PROFMAT.

Notou-se durante a realizagdo deste trabalho a escassez de referéncias em portugués

sobre andlise de sobrevivéncia aplicado no mercado financeiro.

Os conceitos abordados neste trabalho estdo relacionados com diversos contetdos do
ensino médio (probabilidade, fun¢des, esperanca matematica, etc) e em particular, os conceitos
relacionados ao mercado financeiro podem ser utilizados na disciplina de Educacao Financeira,

incluida na matriz curricular do Ensino Médio no Estado do Parana desde 2021.

Como sequéncia para este trabalho sugere-se o aprofundamento de outras funcgdes de
distribuicdo de probabilidade com varidvel aleatdria continua, como por exemplo, distribui¢dao
de Weibull que possibilita determinar o tempo de vida médio e taxa de falhas ao longo do tempo.
Esta distribui¢ao de probabildade tem diversas aplicacdes e em particular € amplamente utilizada

em engenharia de confiabilidade.

Como, em diversas situacdes, o estudo de andlise de sobrevivéncia envolve covaridveis
que podem estar relacionadas com o tempo de sobrevivéncia, sugere-se um estudo que incorpore
tais informagoes e neste caso um modelo amplamente utilizado € o modelo de risco proporcional
de COX.

Profissionalmente 0o PROFMAT contribuiu para um aprofundamento do conhecimento
proporcionado pelas disciplinas do curso o que reflete na atividade profissional, uma vez que

desperta o interesse pela descoberta da origem de conceitos, férmulas e aplica¢des no cotidiano.

Em relacdo ao desenvolvimento deste trabalho destacam-se os conhecimentos adquiridos
no contexto de mercado financeiro e dos aprendizados de probabilidade, que serdo levadas e

utilizadas como investidor e aplicados também em sala de aula.
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