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RESUMO

SILVA, Walesca Autonamo da. Funcdo modular e tecnologia: uma proposta de
inclusdo do tema na BNCC. 2022. Dissertacdo (Mestrado) — Colégio Pedro I, Pro-
Reitoria de Pés-Graduacéo, Pesquisa, Extensdo e Cultura, Programa de Mestrado

Profissional em Matematica em Rede Nacional, Rio de Janeiro, 2022.

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC), documento normativo que rege
atualmente a Educacdo Basica brasileira apresentou diversas modificacbes em
relacdo ao ultimo curriculo das diferentes disciplinas, produzindo um grande impacto
em todas elas, em especial na Matemética. No Ensino Médio, por exemplo, o tema
Funcdo Modular foi excluido, mas, por outro lado, h& forte presenca do uso de
Tecnologias Digitais, para compreender e descrever transformacdes que ocorrem na
forma grafica, ao se alterarem os parametros da forma algébrica de funcbes. Este
trabalho vem sugerir que o ensino de Funcdo Modular € uma oportunidade de
aproximar contetdos que foram excluidos da BNCC e que podem ser perfeitamente
tratados via tecnologia digital com a finalidade de ampliar o conhecimento
matematico de contetddo doa alunos do ensino médio. Apresentamos uma defesa da
inclusdo do tema Fungdo Modular, na BNCC, através de uma série de atividades
envolvendo o estudo das funcdes, das resolugcbes de equacgbes e inequacdes
modulares com a utilizacdo do software GeoGebra e do calculo aproximado de
raizes de equacdes, sempre estabelecendo as conexdes entre os diversos tipos de
funcbes apresentadas no Ensino Médio a partir da definicio matemética de distancia

em espacgos métricos euclidianos.

Palavras-chave: valor absoluto; fungdo modular; Base Nacional Comum Curricular
(BNCC); GeoGebra; tecnologias.



ABSTRACT

SILVA, Walesca Autonamo da. Modular function and tecnology: a proposal to
include the theme in the BNCC. 2022. Master's degree dissertatrion — Colégio Pedro
I, Dean of Postgraduate Studies, Research, Extension and Culture, Professional

Master's Program in Mathematics in the National Network, Rio de Janeiro, 2022.

The National Curricular Common Base (BNCC), a normative document that currently
governs Brazilian Basic Education, has presented several changes in relation to the
last curriculum of the different subjects, producing a profound impact on all of them,
especially in Mathematics. In High School, for example, the Modular Function theme
was excluded, but, on the other hand, there is a strong presence of the use of Digital
Technologies, to understand and describe transformations that occur in the graphic
form, when changing the parameters of the algebraic form of functions. This work
suggests that the teaching of Modular Function is an opportunity to bring together
contents that were excluded from the BNCC and that can be perfectly treated via
digital technology to expand the mathematical knowledge of content of high school
students. We present a defense of the inclusion of the theme Modular Function, in
the BNCC, through a series of activities involving Functions, solving modular
equations and modular inequalities with the use of GeoGebra software, finding a
good approximation and rounding of decimal numbers and roots of equations, always
establishing the connections between the different types of functions presented in

High School using the definition of distance, from the Euclidean Metric Space.

Keywords: Absolute value; module; Base Nacional Comum Curricular (BNCC);

GeoGebra; technologies.
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1 INTRODUCAO

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC), promulgada pelo MEC em 2018,
apresenta diversas modificagbes estruturais no desenvolvimento curricular das
disciplinas do Ensino Médio. E um “documento normativo e obrigatério que deve
definir o conjunto organico e progressivo de aprendizagens essenciais que todos 0s
alunos devem desenvolver ao longo das etapas e modalidades da educacao basica”,
(BRASIL, 2018, p.7). Neste compéndio as aprendizagens essenciais sao
encontradas nas competéncias, habilidades e objetos do conhecimento, os
componentes curriculares sdo as disciplinas, as unidades tematicas séao
apresentadas como eixos tematicos, 0s temas contemporaneos transversais sao
reconhecidos como temas transversais e a divisdo do tempo escolar € encontrado
através da referéncia do ano escolar e do segmento. Em geral, documentos desta
natureza retratam valores produzidos/expressos nas politicas publicas em torno da
Educacao e surgem para alcancar as metas tracadas para a educagao nacional. No
Brasil ndo foi diferente: a Reforma Francisco Campos (1931), a Reforma Capanema
(1942), a Reforma Simd@es Filho (1951), as grandes Reformas Estaduais do ano de
1975 e os Parametros Curriculares Nacionais de 1996 sempre estiveram alinhadas
as tais metas a serem atingidas nacionalmente.

Na préatica, a implementacédo efetiva da BNCC ainda est4 sendo lenta no
Brasil, com alguns pesquisadores na area apresentando criticas ao documento e a
sua dinamizacdo nos ambientes escolares, como Michetti (2020) que analisa o texto
sob a otica da Sociologia da Critica e as ideias de Pierre Bourdieu. O autor afirma
que ha em torno da BNCC um espaco social de disputa entre diferentes
personagens e cenarios politicos. Ha também professores-pesquisadores das
diversas areas do conhecimento que criticam o processo de implementacdo do
documento nas escolas, a falta de escuta dos personagens, 0 ndo engajamento dos
responsaveis, 0S consensos entre aqueles que trabalharam sobre o texto e até na
legitimacdo do processo de criagdo do documento. Todas as criticas devidamente
fundamentadas e discutidas entre pares.

As instituicdes que abracaram o projeto e decidiram rapidamente dinamizar,
em Seus espagos escolares, o que preconiza a base sem qualquer outro momento

de reflexdo entre os membros da comunidade escolar, perceberam, no dia a dia, que
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a sua implementacéao ndo foi nada facil e que fazer reestruturacdes curriculares das
disciplinas segundo a nova proposta também ndo era uma tarefa simples. Revisdes
nos projetos politicos pedagogicos, alteracdo na forma de aplicar recursos didaticos,
uma nova forma de encarar o uso das diversas tecnologias e a necessidade de
repensar as avaliagdes entre outros tantos aspectos, passaram obrigatoriamente a
fazer parte das discussfes e estudos entre diretores, coordenadores pedagogicos
de segmentos, de disciplinas e professores. Muitos acreditam que h& uma
necessidade de repensar inclusive, os processos de formacdo continuada dos
professores e que 0 pensamento pragmatico e reducionista contido no texto atraves
da aprendizagem por competéncias deveria ser revisto antes da implementacéao,
como afirmam Albino e Silva (2019).

Express6es como “conhecimento plural’, “abrir m&o do conteldo para dar
espaco as habilidades e competéncias’, ‘implementacdo do pensamento
computacional plugado ou desplugado” ou “postura ativa do aluno no contexto da
aprendizagem” passam, com a chegada da BNCC, a fazer parte do cotidiano do
professor e precisam ser levadas em consideragdo quando o professor pensa no ato
intencional de ensinar e na acdo focada na aprendizagem, que acabam sendo
estudados juntos a vocabulos como: conhecimento, autogestdo, cultura digital,
argumentacdo, empatia, comunicacdo, autonomia, senso critico, pensamento
cientifico, autoconhecimento e autocuidado. Falando-se especificamente da
Matematica, o saber pronto inquestionavel, elaborado, de linguagem propria a ser
desvendada e dominada pelos estudantes vistos como exitosos da lugar a
contextualizacdo critica, a postura protagonista e ativa do estudante e a visdo de
que a disciplina tem uma prética social importantissima que é capaz inclusive, de
modelar aspectos da vida cotidiana, previsiveis ou ndo. Coube aos grupos de
especialistas das diversas areas pensarem novas estruturas de distribuicdo dos
conteudos por anos de escolaridade e sugerir dindmicas novas de trabalho ao
professor, sugestdes estas que ndo ocorreram.

Alguns assuntos foram incluidos, como o estudo das transformagfes no
plano, a constru¢cdo de modelos onde as fungbes ndo convencionais aparecem, 0S
diferentes modelos estatisticos que dao conta das diversas interpretacoes de
comportamentos populacionais, a algebra simples dos vetores, um estudo mais

amplo das probabilidades e o incentivo a resolu¢do de problemas em todos os anos
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de escolaridade, s6 para citar alguns, relacionados ao Ensino Médio. Ja outros
tantos foram excluidos tais como: fun¢cdo modular, funcdes definidas por mais de
uma sentenca, polinémios, a forma polar dos nimeros complexos, o estudo das
curvas cbnicas e aspectos algébricos da trigonometria, como as identidades
trigonométricas menos usuais.

Por outro lado, a BNCC incentiva fortemente o desenvolvimento do
pensamento computacional plugado® no Ensino Médio através do uso de tecnologias
digitais e lista uma série de habilidades relacionadas ao tema "novas tecnologias’,
gue o professor precisa desenvolver em sala de aula junto aos alunos e acreditamos
gue a exclusdo dos topicos citados diminuem as possibilidades de trabalho do
professor, assim como diminui o capital cultural-matemético do aluno do Ensino
Médio, sobretudo aqueles que seguirdo seus estudos em carreiras tecnoldgico-
cientificas.

Em documentos anteriores, como o PCN e o PCN+, ja se falava na
necessidade de o aluno saber utilizar diferentes fontes de informacdo e recursos
tecnologicos para adquirir e construir conhecimentos, desde o ensino fundamental.
Assim, o uso de calculadoras simples ou cientificas, softwares livres de geometria
dindmica auxiliando o ensino da matematica ou mesmo o uso de planilhas
eletrdnicas no estudo das progressGes e de Estatistica foram aos poucos sendo
introduzidos no dia a dia do professor, mas tudo isso sem um dialogo mais direto
com o professor gerando muitas davidas e insatisfacbes. De certa forma, algo de
maneira semelhante ocorre com a BNC. Encontra-se no documento que 0S recursos
digitais auxiliam na descricdo e na compreensao de transformac¢des que ocorrem na
representacdo grafica em IR? de uma dada func&o. Este tépico incentiva o professor
a criar atividades em aulas de Matematica de modo que os alunos possam fazer
conjecturas, experimentar e interpretar entrada de dados diferentes usando o
computador, discutir suas solugdes em grupo e até mesmo aprender a partir de

erros e equivocos cometidos, porém o auxilio pedagdgico ao professor ndo foi

! O pensamento computacional é uma abordagem usada para solucdo de problemas que utiliza
conceitos basicos da Computacdo e é constituido por atividades alquimétricas (que adotam o
conceito de métrica e de transformacao), computacao plugada (na presen¢a da maquina, softwares e
o0 estudo de linguagens de computacdo) e computagcédo desplugada (sem a presenca do computador e
seus aparatos técnicos como a internet. Mostra que o ato de contar, ordenar e classificar pode ser
feito sem a maquina. Refere-se, portanto a capacidade de resolver problemas a partir do
conhecimento e praticas da computagdo, englobando sistematizar, representar, analisar e resolver
problemas. Ex: E-puzzles, Tetris ou Torre de Hanéi
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compartilhado pelos 6rgdos competentes em lidar com a questdes propostas,
gerando muitas duvidas por parte dos docentes em relacdo ao uso da metodologia
ideal.

Uma tarefa classica de investigacdo desenvolvida por muitos professores do
ensino meédio ao apresentar as funcdes afins com auxilio de tecnologia € permitir
gue os alunos alterem os parametros da forma algébrica de uma familia de funcdes
reais de variavel real, do tipof(x) = ax + b, e assim, construir o conhecimento
matematico que envolve este conteudo, estudando propriedades geométricas a
partir das alteracdes efetuadas. Analisar o deslocamento das raizes das diferentes
funcbes que surgem ao reposicionar a reta no plano cartesiano, estabelecer
relacbes entre coeficientes angulares de retas paralelas ou perpendiculares ao
grafico ou mesmo procurar uma relagdo entre a lei de formacdo da funcédo e os
pontos de intersec¢ao dos tragos das curvas com 0s eixos coordenados séo tarefas
comuns realizadas por muitos professores de Ensino Médio.

Neste trabalho, defendemos a tese de que o tema Funcdo Modular, retirado
da BNCC pelos especialistas que a elaboraram, quando desenvolvido via uso das
Tecnologias Digitais no estudo das fun¢des no Ensino Médio pode ser um assunto
gue gera possibilidades de problematizacdo em Matematica Escolar e torna-o mais
dindmico e mais ligeiro.

Trazendo este tépico para as salas de aula de Mateméatica e com a conducéo
adequada pelo professor através de uma metodologia ativa que promova
comunicacdo entre alunos e professores, acreditamos que além de podermos
exercitar a construgcdo do conhecimento matematico, alunos e professores podem
discutir sobre diversos aspectos ao redor de um mesmo tema, enriqguecendo o
capital cultural matematico deste aluno, agregando temas correlatos ja estudados no
Ensino Fundamental como: translacoes, reflexdes, expansédo ou contracdo segundo
um determinado fator, através do estudo de figuras semelhantes e tantos outros que
podem ser recuperados e revisados segundo uma nova oOtica, além de poder reunir
novos conhecimentos no entorno das demais funcbes elementares ja estudadas
pelos alunos, tais quais as funcfes: Afim, Quadratica, Trigopnométricas que sejam
continuas em IR, Exponencial, Logaritmica.

Para amplificar o nosso argumento do porqué escolher trabalhar com Funcéo

Modular associado a tecnologias digitais, gostariamos de citar as inameras
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dificuldades que alunos ingressantes nos cursos de tecnologia ou ciéncias tém com
conceitos matematicos envolvendo as fungbes, como afirmam Admiral (2016) ao
analisar um grupo de 23 alunos do curso de Fisica ou Nogueira Junior (2008), que
cria atividades envolvendo o conceito de valor absoluto e posteriormente de fungao
modular, por ter detectado sérias dificuldades interpretativas acerca do tema entre
seus alunos. Essas dificuldades em lidar com temas como as funcdes definidas por
varias sentencas, tém, entre outros inUmeros aspectos, segundo 0s autores,
provocado altos indices de evasdo nas aulas de Matemética e repeténcia, e muitas
vezes, as dificuldades trazidas pelos alunos sdo atribuidas as lacunas na
aprendizagem de Matematica na Escola Basica, em especial no que se referem a
conceitos como incognita, variavel ou até mesmo na interpretagcdo do sinal de
igualdade nas diferentes expressfes mateméaticas. A expressao analitica de uma
funcdo é uma equacao? O sinal de igualdade numa equacéo do segundo grau tem o
mesmo valor semantico que o sinal de igualdade quando escrevemos a lei de
formacao de uma funcédo quadratica? Sabemos que ndo, mas o aluno construiu este
conhecimento? Podemos resolver uma equacédo a partir do que é conhecido sobre
funcdes? A resolucdo analitica € sempre mais correta do que a encontrada por
investigacdo ou através do uso de recursos computacionais? Estes séo alguns dos
guestionamentos importantes a serem feitos pelo professor interessado em estudar
a questao desta pesquisa.

Uma critica perene dos professores universitarios que lecionam disciplinas
classicas como Calculo | € que alunos chegam a este curso acreditando haver um
namero limitado de funcdes (somente as que conhecem do Ensino Médio) como
confirmam as pesquisas de Rezende (2003) e que todas sdo bem-comportadas, isto
é, de Classe C”, fato que diverge completamente da realidade se estuda mais
amplamente o campo das funcbes em Matematica.

A grande maioria das fun¢des tem aspectos bem distintos de retas, parabolas,
curvas logaritmicas ou ondas periddicas como as cossendides, além inUmeras
serem descontinuas e em sua maioria, ndo integraveis segundo Riemann. Esta
realidade precisa chegar aos alunos do Ensino Médio, salvo conceitos advindos do
calculo, a fim de ndo se perder o foco de uma das funcionalidades da Matematica:
desenvolver o raciocinio légico promovendo o espirito investigativo e a capacidade

de produzir argumentos convincentes, como lemos em Brasil (2018).
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Quando abordado na 6ptica da composicao, e uma operacédo entre funcdes, o
estudo da Funcéo Modular é conhecido, tradicionalmente, por professores e alunos,
como um dos mais dificeis do Ensino Médio. Desta forma, professores e materiais
didaticos nacionais quando abordam(vam) o tema, o faz de forma rapida, logo apos
a definicho de valor absoluto, apresentando a funcdo modular de dominio e
contradominio IR, com lei de formacao f(x) = |x| , como uma extensdo do estudo
da Funcdo Afim. Em geral a abordagem é discreta, de forma muito superficial,
acarretando o impedimento da compreensdo mais ampla do tema como a
possibilidade de desenvolver em sala de aula as transformacdes geométricas
ocorridas quando sua lei de formacdo tem seus paramétrios alterados, como por
exemplo em familias de funcdes reais de variavel real, definidas por f(x) =
|x + al ou f(x) = |x| + a, sendo a também um numero real.

Nossa proposta de ensino de Funcdo Modular, esta centrada na metodologia
ativa da aprendizagem por investigacdo? a fim de que o aluno consiga compreender
as relacdoes entre conceitos e procedimentos vindos de diferentes campos da
Matematica (como éalgebra, topologia, geometria), promova mais reflexdo e menos
memorizacdo em sala de aula, contribua para que o aluno torne-se mais atuante e
faca matematica em sala de aula, para unir os conhecimentos matematicos,
tecnoldgicos e cientificos, investigue, conjecture, modele, aplique (ou crie) um

método de resolucdo e teste resultados, entre outras.

Sao competéncias especificas de Matematica para o Ensino Médio segundo
Brasil (2018):

(1) Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matematicos para interpretar
situagdes em diversos contextos

(2) Articular conhecimentos matematicos ao propor e/ou participar de acbes para
investigar desafios do mundo contemporaneo

(3) Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matematicos em seus campos, para
interpretar, construir modelos ou resolver problemas em diversos contextos,
analisando resultados e adequagé&o das solucdes propostas de modo a construir uma

argumentacao consciente

2 E uma metodologia baseada na problematizacéo, elaboracéo e teste de hipéteses, seja por meio da
pesquisa, seja por meio da experimentacdo. O papel do professor é definido como aquele que
desperta o interesse do aluno para desvendar situagdes com base no pensamento cientifico.



20

(4) Compreender e utilizar os diferentes registros de representacdo na busca de solugao
e de comunicado dos resultados

(5) Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e
propriedades matematicas empregando tecnologias digitais e verificando uma

demonstracdo cada vez mais formal, na validacdo de algumas das conjecturas

Para estar em consonancia com as competéncias descritas acima, com a
definicdo e com as dificeis interpretacfes do conceito de modulo o trabalho tras uma
articulacdo entre a linguagem da algebra e a geometria através do conceito de
distancia. Esta abordagem permite encontrar solugdes de equagles e inequacdes
modulares com a utilizagdo do Software GeoGebra por investigagao e familiarizar o

aluno com as possiveis interpretacdes geométricas que os elementos “que habitam’

no IR?*, como por exemplos a norma euclideana e as "bolas’ em geral, possuem.
Acreditamos que esta abordagem € muito mais encorajadora para 0 ensino e
aprendizagem do tema do que as apresentacOes tradicionais focadas apenas em
longas resolucdes algébricas de equacdes ou inequag¢des modulares.

Além de proporcionar mais discussfes nas aulas de matematica e a
possibilidade de trocas entre os alunos e professores, associar as funcbes a
resolucdo de equacdes a partir do recurso tecnolégico permite ganho quantitativo de
tempo e assim o professor fica com mais tempo livre para atender individualmente
0s alunos ou aos grupos, podendo aprofundar o assunto nos grupos de alunos mais
interessados pela matemética ou esclarecer dividas que venham aparecer.

Nosso trabalho propde uma série de atividades envolvendo fun¢cdo modular
para o Ensino Médio com uso de tecnologia digital, a fim de que transformar o
ambiente virtual de aprendizagem usado em um laboratorio investigativo. Durante a
aplicacao das atividades e a elaboracdo da nossa sequéncia didatica ao longo do
texto, sugerimos o uso do software de Geometria dinamica GeoGebra, por ser um
software gratuito disponivel para todos os sistemas operacionais de computadores e
celulares, que apresenta uma boa interface e uma rapida curva de aprendizagem,
por ser altamente interativo. As atividades s&o ilustradas com 0s seus respectivos
protocolos de construcao disponivel no préprio GeoGebra, e que fornece o passo a
passo da construcéo detalhada de cada atividade.
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No segundo capitulo, a BNCC ¢é apresentada e sdo analisadas, o0s
conteudos e as habilidades que podem ser desenvolvidas no Ensino Médio através
do ensino e da aprendizagem das func¢des elementares.

No terceiro capitulo, descrevemos como o tema funcdo modular é
apresentado em alguns livros didaticos de Matematica para o Ensino Médio
aprovados pelo PNLD a fim de ratificar a importancia e inovacdo de nossa
abordagem para o tema.

No quarto capitulo sdo apresentadas as atividades para o ensino da funcao
modular, mostrando a interligacdo entre as funcbes apresentadas ao longo do
Ensino Médio e outros temas da Matematica, como 0 conceito de direcdo e
ordenacdo na reta a partir de um namero real fixo, a resolu¢cdo de equacbes e de
inequagcBes modulares em IR, as relacdes com Geometria Analitica e a tecnologia
digital como ferramenta que auxilia professores e alunos a desenvolverem suas
potencialidades.

No quinto capitulo, outras aplicac6es importantes envolvendo valor absoluto
e de funcdes modulares séo apresentadas, algumas delas podem ser ensinadas no
Ensino Médio Regular, mas indicadas para serem mais bem exploradas no Ensino
Médio Técnico, em iniciacdes cientificas juniores ou em aulas de aprofundamento.
As ideias das atividades também sé&o vistas como importantes de serem discutidas
nos cursos de formacéo inicial do professor de Matematica, como a busca de raizes
irracionais por aproximacdes, o0 uso de métodos interativos simples ou a
manipulacdo das leis de formacdo da funcdo gerando movimentacBes de seus
graficos no plano cartesiano.

No sexto capitulo apresentamos as consideracdes finais.



22

2 AS FUNGCOES NA BNCC DO ENSINO MEDIO E OUTROS TOPICOS QUE
JUSTIFICAM A INSERCAO DAS FUNGCOES MODULARES NOS CURRICULOS

O fragmento abaixo, reforca 0 nosso argumento sobre a inclusdo do tema
Funcdo Modular no Ensino Médio, pois além de possibilitar a revisdo das Funcdes
Afim, Quadrética, Exponencial, Logaritmica e as Func¢des Trigonométricas, permite
que o aluno: (1) fagca uma retomada das principais propriedades que caracterizam
cada uma dessas funcdes, (2) revisite, com auxilio do aparato computacional seus
graficos e parta para o estudos mais complexos envolvendo as fungbes, como a
andlise gréfica de funcdes resultantes das composicdes entre elas, (3) analise
familias de curvas, interpretando qualitativamente as transformacgdes sofridas por um
gréfico, a partir de uma funcéo dada e (4) associe o tema a diversos outros temas
como: proporcionalidade, na Aritmética; as transformacdes no plano na Geometria;
na interpretacdo analitica das movimentagfes financeiras no ambito da Educacéo
Financeira; os fendbmenos bioldgicos e biogeoquimicos na Biologia; os diversos
padrées modelados por funcdes nas Artes Visuais; nas corretas associacfes as
funcdes de assuntos como cinematica, dindmica, teoria da gravitacdo, termometria,
calorimetria, a teoria dos gases, a eletrostatica, a eletrodindmica entres outros

presentes na Fisica desenvolvida na Educacgéo Basica.

Relagbes e inter-relacdes estdo presentes em muitas situagdes
reais nas quais se aplica a Mateméatica. As relagbes estao
presentes em problemas que envolvem a proporcionalidade entre
duas ou mais grandezas, escalas, divisdo em partes proporcionais,
gue tratam da interdependéncia entre grandezas. Dessas relacoes,
evolui-se para a nocdo de funcdo, uma nocdo integradora da
Mateméatica. Os movimentos de figuras, como as reflexdes em
retas, rotacoes e translacdes, podem ser expressos por fungoes,
em trabalhos no plano cartesiano, por exemplo. (BRASIL, 2018,
p.27).

Uma investigagéo natural é procurar saber como o professor desenvolvera os
diversos topicos envolvendo as fungbes no Ensino Médio, seguido de
guestionamentos como: (1) quais objetivos a serem alcancados pelo aluno devem

ser realmente priorizados pelo professor? e (2) caso o professor encontre qualquer
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dificuldade de realizacdo de seu plano de trabalho, seja por falta de tempo extra ou
aparato tecnoldgico nas escolas, quais estratégias poderdo ser repensadas a fim de
que o aluno possa conquistar, gradativa e plenamente, a autonomia frente aos
objetos do conhecimento definidos para o estudo e a aprendizagem das func¢des?

Vejamos a seguir como as diversas classes de fun¢des sao apresentadas na BNCC.

2.1 Funcao Afim
2.1.1 Construcéo de modelos para resolver problemas

(EM13MAT301) Resolver e elaborar problemas do quotidiano, da Matematica
e de outras areas do conhecimento, que envolvem equacles lineares
simultaneas, usando técnicas algébricas e gréficas, incluindo ou né&o

tecnologias digitais.

(EM13MAT302) Construir modelos empregando as funcdes polinomiais de 1°
ou 2° graus, para resolver problemas em contextos diversos, com ou sem

apoio de tecnologias digitais.

2.1.2 Representacdo algébrica e geométrica

(EM13MAT501) Investigar relagBes entre nimeros expressos em tabelas para
representa-los no plano cartesiano, identificando padrbées e criando
conjecturas para generalizar e expressar algebricamente essa generalizacao,

reconhecendo quando essa representacédo é de funcéo polinomial de 1° grau.

2.1.3Investigar e identificar padrdes representados por funcéo afim

(EM13MAT401) Converter representacdes algébricas de fun¢des polinomiais
do 1° grau para representacdes geomeétricas no plano cartesiano, distinguindo
0S cas0s nos quais 0 comportamento € proporcional, recorrendo ou nao a

softwares ou aplicativos de algebra ou geometria dinamica.
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2.1.4Relacéao entre progressao aritmética (PA) e funcao afim

(EM13MAT507) Identificar e associar progressdes aritméticas (PA) a funcdes
afins de dominios discretos, para andlise de propriedades, deducdo de

algumas férmulas e resolucao de problemas.
2.2 Funcao Quadratica
2.2.1 Construcdo de modelos para resolver problemas

(EM13MAT302) Construir modelos empregando as func¢des polinomiais de 1°
ou 2° graus, para resolver problemas em contextos diversos, com ou sem

apoio de tecnologias digitais.

2.2.2 Representacao algébrica e geométrica

(EM13MAT402) Converter representacdes algébricas de funcgdes polinomiais
de 2° grau em representacdes geométricas no plano cartesiano, distinguindo
0S casos nos quais uma variavel for diretamente proporcional ao quadrado da
outra, recorrendo ou ndo a softwares ou aplicativos de algebra e geometria

dinAmica, entre outros materiais.

2.2.3Investigar e identificar padrdes representados por fungcédo quadratica

(EM13MAT502) Investigar relagBes entre nimeros expressos em tabelas para
representa-los no plano cartesiano, identificando padrbées e criando
conjecturas para generalizar e expressar algebricamente essa generalizacao,

reconhecendo quando essa representacao € de funcao polinomial de 2° grau.

2.2.4Pontos de maximo e minimo

(EM13MAT503) Investigar pontos de maximo ou de minimo de funcgbes
guadraticas em contextos envolvendo superficies, Matematica Financeira ou

Cinematica, entre outros, com apoio de tecnologias digitais.
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2.2.5Variacao da area e do perimetro de poligono regular

(EM13MAT506) Representar graficamente a variacdo da area e do perimetro
de um poligono regular quando os comprimentos de seus lados variam,

analisando e classificando as fungdes envolvidas.

2.3 Funcéao Exponencial
2.3.1Resolver e elaborar problemas, inclusive de matematica financeira

(EM13MAT304) Resolver e elaborar problemas com fungdes exponenciais
nos quais seja necessario compreender e interpretar a variacdo das
grandezas envolvidas, em contextos como o da Matematica Financeira, entre

outros.

2.3.2Relacéao entre funcdo exponencial e progressao geomeétrica

(EM13MAT508) Identificar e associar progressdes geométricas (PG) a
funcBes exponenciais de dominios discretos, para analise de propriedades,
deducéo de algumas férmulas e resolucao de problemas.

2.4 Funcéao Logaritmica

2.4.1 Resolver e elaborar problemas, sobre matemética financeira, pH,
radioatividade, terremotos

(EM13MAT305) Resolver e elaborar problemas com fun¢des logaritmicas nos
guais seja necessario compreender e interpretar a variacdo das grandezas
envolvidas, em contextos como os de abalos sismicos, pH, radioatividade,
Matematica Financeira, entre outros. Relagdo entre fungdo exponencial e

progressao geomeétrica.

2.4.2 Comparar e analisar os graficos das fungdes exponencial e logaritmica

(EM13MAT403) Analisar e estabelecer relagdes, com ou sem apoio de

tecnologias digitais, entre as representacées de fungdes exponencial e
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logaritmica expressas em tabelas e em plano cartesiano, para identificar as

caracteristicas fundamentais (dominio, imagem, crescimento) de cada funcéo.

2.5 Funcgdes Trigonométricas
2.5.1Identificar e comparar caracteristicas nas funcdes trigopnométricas

(EM13MAT404) Identificar as caracteristicas fundamentais das funcées seno
e cosseno (periodicidade, dominio, imagem), por meio da comparacao das
representacfes em ciclos trigopnométricos e em planos cartesianos, com ou

sem apoio de tecnologias digitais.

2.6 Outros Topicos importantes
2.6.1 Erro absoluto e Erro relativo

Encontramos nas habilidades, listadas ao longo das linhas a seguir, outras
oportunidades para relacionarmos tanto a definicdo algébrica formal de maddulo
quanto as interpretacdes geométricas associadas a distancias ou a comprimentos de
segmentos orientados. No campo da analise numeérica, de acordo com Santos
(1977), o dominio do conceito de valor absoluto no calculo de erros absolutos e a
insercdo de como sao feitos os arredondamentos e truncamentos estao diretamente
relacionados néo so6 a definicdo de moddulo, mas também as representacdes na reta

orientada. Veja:

Definicdo 1: Erro absoluto - Quando se substitui um valor a por um outro valor
aproximado a’, a "#a, diz-se que o erro absoluto cometido é A= |a — a’|. O erro €,
pois, a diferenga entre o valor exato e o valor aproximado, que é chamado de

absoluto, quando tomado em madulo.

Definicdo 2: Erro relativo da aproximagao — Chama-se erro relativo cometido a
, . , . - A z
um valor a, quando este é aproximado por a’, ao quociente positivo § = |;| Eo

guociente entre o erro absoluto e o valor exato.



27

A partir destas duas definicbes, possiveis atividades desenvolvidas por
professores, podem ser aplicadas em sala de aula com o intuito de preparar terreno
para atividades futuras que envolverdo equacdes e inequacdes modulares, explorar
tecnologia simples como a calculadora cientifica presente em smartphones, a
comunicacao entre os alunos, o habito do registro de dados de uma experiéncia em
aulas de matematica e a consolidacdo da aprendizagem através dos calculos
pedidos. Um exemplo de atividade: “Determinar a medida da area de diferentes
pratos circulares que estdo sobre a mesa, usando aproximacédo inteira, decimal,
centesimal e milesimal para =. Em seguida calcule o erro relativo ao admitir = com
as primeiras dez casas decimais”. Como cada grupo de alunos pegara pratos com
medidas de raios diferentes, valores distintos das areas serdo encontrados e no
calculo do erro absoluto e do erro relativo, os alunos poder&do conjecturar sobre a
relagdo entre as diferentes medidas dos raios e das areas em relacdo aos valores
dos erros encontrados. Os alunos também podem relacionar os dados com graficos
gue associam as relacdes entre as medidas dos raios e das areas dos pratos e fazer
a interpretacdo da medida dos erros encontradas com o comportamento dos graficos
obtidos. Atividades desta natureza contemplam a habilidade EM13MAT313* a seguir
e permite fazer link direto com tecnologia digital através do uso de softwares livres,

como o GeoGebra.

Em relagcdo ao erro absoluto, Santos (1977) afirma que muitos autores
costumam defini-lo como a diferenca E=a — a’, que neste caso podera ser dotada de
sinal positivo ou negativo. Como raramente precisamos considerar o sinal da
diferenca e sim o valor da ordem de grandeza, adotamos a definicdo 1 acima.
Normalmente, como n&o se conhece o valor de a, o erro absoluto é indeterminado.
Trabalha-se entdo com uma cota superior € do erro absoluto, isto € € > A. Assim
podemos dizer que A= |a — a’| < € 0 que quer dizer que a" é o valor aproximado de
a com erro absoluto ndo superior a €. Note que 0s conceitos mais elementares de
topologia na reta estdo presentes nessa definicdo, conceitos estes que se revelam
na educacdo basica através dos conceitos de conjuntos abertos, fechados,

compactos, cotas, infimo e supremo etc., na figura dos intervalos reais e da ideia de

3 - .
Resolver e elaborar problemas que envolvem medicbes em que se discuta o emprego de
algarismos significativos e algarismos duvidosos, utilizando, quando necessario, a notagdo cientifica.
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modulo como distancia, neste caso podendo ser traduzido por “o quéo perto a” esta
proximo de a”, evocando a ideia intuitiva de limite. Obviamente que s&o conceitos
que devem ser do dominio do professor e ndo para serem apresentados a alunos do
Ensino Médio. Nao interessa a alunos do Ensino Médio saber que o subconjunto A
de IR tal que A= [3, 5[ seja limitado ou B=[-1/2, 4] seja um compacto ou que toda
cobertura aberta possua uma subcobertura finita. Mas, discussbes acerca da
localizagdo e ordenacdo dos reais, cardinalidade ou de irracionais na forma de
radicais presentes nestes intervalos sdo importantes para este nivel de escolaridade.

Ja em relacdo ao erro relativo, como normalmente o valor de a ndo é
conhecido, e sabemos que deve ser proximo de a’ se estamos buscando boas

aproximagfes, costuma-se também trabalhar com uma cota superior para erro
relativo d, calculada sobre a aproximacéo d = |ai| com d > § e onde € é uma cota

superior de erro absoluto, adequada. A substituicdo de a na definicdo de erro relativo
por a” no denominador € justificavel justamente porque, em geral, escolhe-se uma
aproximacdo a’ para a tdo perto o quanto se queira de a. Assim, a=a’, caso
normalmente encontrado na pratica. O erro relativo tem por finalidade, dar uma ideia
do grau de influéncia do erro no valor desejado, pois o erro absoluto simplesmente
nao traduz nada se ndo soubermos a ordem de grandeza do valor calculado. Estas
discussdes sdo muito interessantes de serem levadas as turmas do Ensino Médio,
sobretudo nas classes da modalidade Ensino Técnico e Tecnolégico®.

(EM13MAT314) Resolver e elaborar problemas que envolvem grandezas
compostas, determinadas pela razdo ou pelo produto de duas outras, como
velocidade, densidade demografica, energia elétrica etc.

Neste caso, trabalhar com estimativas de distancias por exemplo, deve vir
acompanhado do uso da criticidade e o professor pode ser o condutor de

importantes dialogos em aulas de Matematica. Por exemplo: “Admitindo distancias

* Fica aqui uma critica em relagdo a BNCC, que ainda ndo definicho as metas para o
desenvolvimento curricular da Matematica nesta modalidade de ensino. Deve-se realmente adotar
para esta modalidade as mesmas competéncias e habilidades do Ensino Médio regular? Acreditamos
que nao.
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lineares e ndo sobre arcos na casca esférica da Terra, responda: A cidade de Niterdi
fica perto da cidade do Rio de Janeiro?” A reposta ira depender de um referencial ou
do contexto no qual a pergunta estd inserida. Em geral, outras distancias precisam
ser inseridas no problema para que a resposta seja mais assertiva. Uma pessoa que
habita no bairro do Caju, por exemplo, colado a ponte Rio-Niterdi, respondera que as
cidades de Niteréi e do Rio de Janeiro sdo realmente muito proximas. Dird 0 mesmo
um habitante do bairro llha de Guaratiba? Grosso modo, responder a questao passa
ser uma tarefa de comparagfes entre modulos, aqui representados pelas distancias
entre cidades ou em relacdo a um dado referencial fixo. Além disso, ha que se
definir qual valor numérico sera considerado como um limite para que Buzios e Rio

de Janeiro possam ser encaradas como cidades proximas uma da outra.

Discussfes como a padronizacdo de medidas ou a forma de definir uma
métrica também estdo em questdo quando pretende-se abordar a habilidade
EM13MAT314. A apresentacdo da existéncia de distancias muito pequenas ou
distdncias muito grandes, além dos conceitos de macrocosmos e Mmicrocosmos,
podem ser levados para sala de aula e debates interessantes ao redor (1) da
medida; (2) das diferentes formas de medir e (3) de unidades de medida diferentes
das tradicionais usuais nos sistemas CGS (centimetro, grama, segundo) ou MKS
(metro, quilograma, segundo) aparecerdo intuitivamente. Cabera ao professor
conduzir bem o dialogo e formalizar junto aos alunos as conclusdes chegadas pela
classe. Assim, a nocdo de mddulo através da notacdo cientifica, da ordem de
grandeza, da precisédo e do erro sdo elementos da Matemética que contribuem para
um fazer matematico, mesmo que rudimentar, em salas de aula de turmas do Ensino
Médio. Por mais que muitos professores possam acreditar que estas habilidades ja
possam ter sido evocadas, contextualizadas ou completamente contempladas a
partir do sétimo ano do Ensino Fundamental Il h4 outras maneiras de aborda-las,

principalmente segundo as diferentes metodologias ativas® conhecidas, aspectos da

®> As metodologias ativas sdo estratégias de ensino que tém por objetivo incentivar os estudantes a
aprenderem de forma autbnoma e participativa, por meio de problemas e situacdes reais, realizando
tarefas que os estimulem a pensar além, a terem iniciativa, a debaterem, tornando-se responsaveis
pela construcdo de conhecimento.
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psicologia da aprendizagem®, sob a 6tica da Educacdo Matematica’ Critica ou

mesmo da Matematica Problematizada®.

2.6.2 Sobre o conceito de distancia: Definicdo e exemplos de espagos métricos

Os conceitos matematicos de métrica e de distancia que apresentaremos a seguir
sdo muito importantes, pois sdo eles que embasam teoricamente a parte matematica
dessa dissertacdo. Optar por apresentar uma visdo mais geométrica aliada aos
aspectos computacionais requer dizer explicitamente sobre qual definicdo de métrica
estamos desenvolvendo a ideia. Mais a frente, 0S mesmos conceitos aparecerao

com uma linguagem menos formal e sera facilmente identificavel.

De acordo com Lima (1993) uma métrica num conjunto M é uma funcéo

d:MxM—U , que associa a cada par ordenado de elementos x, y e M um nimero

real d(x, y), chamado a distancia de x a y, de modo que sejam satisfeitas as

seguintes condi¢cfes para quaisquer X, y, ze M.:

d1)d(x, x)=0

d2) Se x # y entao d(x, y) >0

d3)d(x,y)=d(y, x).

d4) d(x, z) Sd(x, y)+d(y, z)_

® A Psicologia da Aprendizagem acredita na interaco proporcionada pela educacéo e valoriza esta
troca de saber, de cultura e de experiéncia entre aluno e professor. Quando o educador entende os
funcionamentos das emocdes, ele compreende melhor o aluno e pode contribuir socialmente e propor
interacGes saudaveis.

TA Educacdo Matematica Critica propSe um ensino de matematica que objetiva desenvolver a
competéncia democratica, através do desenvolvimento dos conhecimentos matematico, tecnolégico e
reflexivo, podendo assim contribuir para que o0s objetivos propostos pela Educacdo sejam
alcancados.

8 Entendemos aqui o termo “problematizada” no sentido um ensino de Matematica que seja
discutido e questionado pelos professores entre si e com seus alunos, ao invés de simplesmente
ministrar aulas tradicionais com definicdo, exemplos e exercicios, com a justificativa de que é sempre
ensinado assim. E sugerido a leitura do texto “Por uma Matematica Problematizada: as Ordens de
(Re)Invencéao, de Victor Giraldo e Tatiana Roque.


https://www.academia.edu/73057869/Por_uma_Matem%C3%A1tica_Problematizada_as_Ordens_de_Re_Inven%C3%A7%C3%A3o
https://www.academia.edu/73057869/Por_uma_Matem%C3%A1tica_Problematizada_as_Ordens_de_Re_Inven%C3%A7%C3%A3o
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Os postulados d1) e d2) dizem que d(x,y)>0 e que d(x,y)=0 se, e somente se,

x=y. O postulado d3) afirma que a distancia d(x, y) é uma fungdo simétrica das

variaveis X, y. A condicdo d4) chama-se desigualdade do triangulo; ela tem origem
no fato de que, no plano euclidiano, o comprimento de um dos lados de um triangulo

nao excede a soma dos outros dois.

y
X' _Z
d(x, Z) < d(x, y)+d(y, z)
. z y
d(x, Z) < d(x, y)+d(y, z)
X y Z

d(x, Z) =d(x, y)+d(y, Z)

Um espaco métrico é um par (M, d), onde M é um conjunto e d é uma
métrica em M. Na maioria das vezes, salvo quando houver possibilidade de davida,
diremos simplesmente “o0 espago métrico M”, deixando subentendida qual a métrica
d que esta sendo considerada.

Os elementos de um espaco meétrico podem ser de natureza bastante arbitraria:
nameros, pontos, vetores, matrizes, funcdes ou até mesmo conjuntos. Porém todos
estes elementos sdo conhecidos por pontos de M. S&o exemplos de espacos

métricos:
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EXEMPLO 1. A métrica “zero-um”. De acordo com Lima (1993), qualquer conjunto

M pode tornar-se um espaco métrico de maneira muito simples. Basta definir a
métrica d:MxM— pondo d(x,x)=0 e d(x,y)=1 se x#y. As condicbes d1) a

d4) séo facilmente verificadas. O espaco métrico que se obtém desta maneira é,

naturalmente, bastante trivial, embora seja Gtil para contraexemplos.

EXEMPLO 2. Subespaco; métrica induzida. Lima (1993) mostra que se (M, d) € um
espaco méetrico, todo subconjunto ScM pode ser considerado, de modo natural,
como espago metrico: basta considerar a restricdo de d aSxS, ou seja, usar entre
os elementos de S a mesma distancia que eles possuiam como elementos de M.
Quando isto é feito, S chama-se um subespaco de M e a métrica de S diz-se
induzida pela de M. Esta ideia 6bvia nos permite obter uma grande variedade de
exemplos de espacos métricos, considerando os diversos subconjuntos deum

espaco métrico dado.

EXEMPLO 3. IMPORTANTE. A reta, ou seja, o conjunto IR dos nimeros reais, é 0

exemplo mais importante de espaco métrico. A distancia entre dois pontos X, Yy
pertencentes a IR €& dada por d(x, y):‘x—y‘. As condigbes d1) a d4) resultam
imediatamente das propriedades elementares do valor absoluto de nimeros reais.
Esta é a chamada métrica usual da reta. A menos que seja feita mencdo explicita

em contrario, € a ela que nos referiremos sempre que considerarmos IR como

espaco métrico.

EXEMPLO 4. O espaco euclidiano IR". Este exemplo generaliza o anterior. Os pontos de
IR" séo as listas x=(x1,..., Xn) onde cada uma das n coordenadas x, € um namero real.
H& trés maneiras naturais de se definir a distancia entre dois pontos em IR". Dados

x=(x,,....,x,) € y=(y,,...,y, ). escreveremos:

d(xy)=y(x, =y, +-+(x, -y, ) {Z(Xi—yi)zr

d'(XIY)z‘Xl _Y1‘+"'+ Xn _yn‘:i:‘xi_Yi

e
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d"(x, y):max{‘x1 —y1‘+---+ X, —yn‘} =max

1<i<n

Xi_Yi‘

Lima (1993) mostra que as funcdes d, d’, d: IR" x IR— IR satisfazem as
condigbes d1), d2) e d3). A condicdo d4) é imediata para d’ e d”, e sera verificada
para d no Exemplo 7, abaixo. A métrica d é chamada euclidiana. Ela provém da
férmula para a distancia entre dois pontos do plano (em coordenadas cartesianas), a
qual se prova com o Teorema de Pitdgoras. Lima (1993) ainda completa que “para
consideracdes de natureza geométrica, d € a métrica natural pois fornece a distancia
da Geometria Euclidiana”. Por outro lado, d’ e d” sdo formalmente mais simples, de
manipulacdo mais facil. Por isso, e por serem ambas “equivalentes” a d, vale a pena
consideréa-las, apesar de seus significados ligeiramente artificiais. O caso particular

n=2 nos da o plano IR? cujos pontos indicaremos com a notacdo mais simples

2

z:(x,y). Muitas vezes identificaremos IR“ com o conjunto C dos numeros

complexos, mediante a correspondéncia (x, y)<—>x+iy, onde i=+-1. A vantagem

desta identificacdo reside no fato de que C possui uma multiplicacdo com

propriedades interessantes. Também para n=3, quando obtemos o0 espaco

euclidiano IR® da geometria espacial tradicional, usaremos a notacao p= (x, y, z).

Uma interpretagdo intuitiva para a métrica d’ pode ser obtida, no caso n=2,
imaginando que o plano IR? é a planta de uma cidade cujas ruas sao retas paralelas

aos eixos coordenados x=0 e y=0. Entdo o menor caminho ligando x a y através

das ruas tem comprimento igual a d'(z, w)=|x—ul|+|y—v|. A figura abaixo fornece

uma comparag&o entre as distancias d(z, w),d'(z, w) ed"(z, w)

W
YA
d
Z
EE L d
X
. >
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Importante registrar para compreenséo futura de atividades referidas as inequagoes.

PROPOSICAO. Sejam d, d’ e d” as métricas definidas no Exemplo 4. Quaisquer

que sejam x, y € IR?, tem-se:

d"(x, y)Sd(x, y)Sd'(X,y)Sn‘d"(XI Y)

Demonstracéo. A Unica dessas desigualdades que nao é inteiramente ébvia é a

2

segunda. Ela se prova notando que [d(x, y)] > (% -y, )2 enquanto

I:d'(X, Y)]z = Z(Xi —Yi )2 +2;‘Xi _YiHXj _Y]-‘

Obs.: Quando ndo dissermos explicitamente que métrica estamos utilizando em IR",

fica subentendido que se trata da euclidiana.

2.6.3 Distancia de um ponto a um conjunto; distancia entre dois conjuntos
Sejam a um ponto e X uma reta no plano. O ponto x, € X, pé da perpendicular
baixada de a sobre X, é o ponto de X que esta mais proximo de a. Com efeito,

qualquer outro ponto x € X determina o triangulo retangulo ax x e, pelo Teorema de
Pitdgoras, temos d(a, x)2 =d(a, x0)2 +d(x,, x)2, onde d(a,x,)<d(a,x). Assim,
podemos escrever

d(a, XO) =inf d(a, x)

xeX

Xo

Generalizando:
Sejam a um ponto e X um subconjunto ndo-vazio de um espago meétrico M.

Definiremos a distancia do ponto a ao conjunto X como o numero real
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d(a, X) = 1r61)f< d(a, x)

Lima (1993) apresenta o conjunto de numeros reais nao-negativos

{d(a, x);xeX}, formado pelas distancias de a aos diversos pontos de X, é nao-

vazio e limitado inferiormente por zero. Se esse conjunto possuir um elemento

minimo, ele sera a distancia d(a, X). Mas pode nao existir um elemento x, € X mais

préximo de a do que os outros pontos de X. (Situacdes desse tipo serdo vistas nos
exemplos abaixo.) A nocdo de infimo® de um conjunto de nimeros reais existe
precisamente para generalizar a ideia de elemento minimo. Pela definicdo de infimo,

temos:

1) d(a, X)<d(a,x) paratodo xeX;

2) Se d(a, X)<c entdo existe xX tal que d(a, x)<c.

A propriedade 1) diz que o namero d(a,x) € uma cota inferior para o conjunto

das distancias de a aos pontos de X. A propriedade 2) diz que nenhum namero

maior do que d(a, X) € cota inferior desse conjunto.
Equivalentemente: d(a,X) € a maior das cotas inferiores do conjunto
{d(a, x);xeX}. Logo, podemos reformular a propriedade 2) escrevendo: 2’) Se

CSd(a, X) para todo x € X, entdo ch(a,X).

As propriedades 1) e 2) (ou 2’) acima caracterizam a distancia d(a,X). Assim,
quando tivermos de provar que um certo numero m € igual a d(a,X), deveremos
mostrar primeiro que de(a,x) para todo xeX e, em seguida, que se m<c
entdo existe algum x < X tal que d(a, x)<c.

Evidentemente. aeX=d(a,X)=0  XcY=d(a Y)<d(a X)

° E a maior cota inferior de um conjunto.



Notemos ainda que d(a, X)=0<> paratodo ¢ >0 existe xeX com d(a,x)<e.

36
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3 OS LIVROS DIDATICOS E A FUNCAO MODULAR

Na tentativa de encontrar informacdes acerca de possiveis abordagens sobre
Funcdes Modulares em livros de Matematica do Ensino Médio, sejam elas
tradicionais ou de cunho computacional, a 12 edicdo de quatro obras, todas datadas
de 2020 e aprovadas pelo Ministério da Educacdo foram analisadas. S&o seus
codigos sdo 0182P21202, 0159P2120, 0218P21202 e 0226P21202.

Vale ressaltar que em nenhuma destas cole¢des o topico Fungdo Modular foi
abordado, seja de maneira usual, apos as func¢des afim e quadratica, seja a partir da
definicdo associando-a as funcfes definidas por varias sentencas ou mesmo através
de projetos complementares que venham ilustrar possiveis atividades do campo

ligado ao pensamento computacional.

Todas as obras pertencem a area de Matematica e suas tecnologias e nos
selos apresentados pelas editoras, cada livro vem com a informacdo de que a
organizacdo de seus conteludos estd de acordo com a Base Nacional Comum
Curricular. Isto €, como a BNCC nédo explicitou a Funcdo Modular no corpo das
habilidades da Matemética e suas Tecnologias, acredita-se que 0s autores
entenderam que suas obras deveriam conter somente 0 que esta presente no
documento. Ao consultar o manual do professor, nenhuma das colecbes sugere que
o professor trabalhe com a funcdo modular em sala de aula. Este fato traz mais
originalidade a este trabalho, por motivar ainda mais a insercdo das tecnologias
digitais no estudo da funcdo modular e composicdes de entre ela e as funcdes

elementares.

Mas... até a segunda metade dos anos 2000, como a Funcdo Modular era
apresentada nas obras mais utilizadas por professores de escolas brasileiras
aprovadas pelo Plano Nacional do Livro Didatico, o PNLD? Trés obras, as mais
usadas nos ultimos anos e com autores mais renomados no mercado editorial e no
campo de estudo do Ensino da Matematica, foram analisadas para nos ajudar

responder a esse questionamento.

(@) MATEMATICA - CIENCIAS E APLICACOES — Gelson lezzi, Osvaldo Dolce,

David Degenszajn, Roberto Perigo e Nilze de Almeida — Editora Atual
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Neste livro, a apresentacdo de funcdo modular comeca com a definicdo de
funcdo formada por varias sentencas e algumas aplicacfes simples sobre onde este

tipo de funcao pode ser adotada.

Figura 1: Apresentacado da funcdo modular

) Func¢io modular

Chama-se fungao modular a fungao f de B em R que associa cada numero
real x ao seu modulo (valor absoluto), isto &, f & definida pela lei fx) = |x].

Utilizando o conceito de modulo de um ndmero real, a funcao modular
pode ser assim definida:

Considerando f a fungao

modular, & possivel que
i tenhamos x, & x_ reais,

fx) = ¥,52x=0 com X # %, mas

x) = J[_Kr sex =0 fiw ) = flw)?

27 Um site de compras coletivas langou uma pro-
mocdo valida para os doze primeiros dias de um
certo més. A lei seguinte representa o ndmero
() de dezenas de cupons vendidos no dia t; com
te {1,2,..., 12}
nit) =3 - |18 — 2t| + 40
a) Quantos cupons foram vendidos no dia 37 E

no dia 107

Fonte: Dante, 2016

O mddulo de um nuamero real é apresentado como uma propriedade da raiz
quadrada de um numero elevado ao quadrado sem estabelecer qualquer
interpretacdo geométrica, sem fazer aluséo as constru¢cdes geométricas ou mesmo a
Histéria da Matematica, evocando o0s gregos para falar dos irracionais. Nao se
discute a definicdo apresentada e nem a relacdo entre 0s entes mateméaticos
presentes. Algumas funcdes envolvendo modulo aparecem de maneira
descontextualizadas e as transformacfes sdo apresentadas de formas basicas
através das translacbes de eixos e feito através de poucos exemplos. Resumindo,
0s autores ndo promovem as interligacbes entre Algebra e Geometria, nem
apresentam conexdes com outras areas de conhecimento e ndao ha nenhum

incentivo ao uso da tecnologia.
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(b) Conecte Matematica Vol. 1 - Colecdo Conecte Live — Gelson lezzi e outros-

Editora: Saraiva

Neste livro, a apresentacdo de funcdo modular, comeca com uma aplicacéo
de funcdes definidas por mais de uma sentenca, o calculo do Imposto de renda em
funcdo da renda e da aliqguota e a parcela a deduzir em cada faixa de renda.

Exemplos interessantes. Veja:

Figura 2: Funcéo definida por mais de uma sentencga

Funcao definida por mais de uma sentenca

Mo inicio de 2017, o imposto de renda era calculado com base na sequinte tabela:

Tabela de incidéncia mensal
(a partir do més de abril do ano calendario de 2015)

Rendimento mensal Aliguota ‘ Parcela a deduzir
(emR%) (em %) ([emR%)
Até 1903,98 - -
De 19?03,99 até 2824,65 7.5 142,80
De 2826,466 até 3751,05 15 354,80
De 3751,06 até 4 664,68 225 636,13
Acima de £ 664,48 27.5 B4, 36
Fonte: Receits Federal do Brasil. Disponivel em: «idg_receita.fazenda gov.br/acesso-rapido/trisutos
irpf-imposto-de-renda-pessoa-fisica#tabelas-para-atualiza-o-do-custe-de-hens-e-direitoss.

Acesso em: 20 jun. 2018.

Fonte: lezzi et al, 2014
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Figura 3: Funcéao definida por mais de uma sentenca continuacao

Atabela mostra a aliquota de imposto e a parcela a deduzir para cada faixa de
rendimento mensal. Para calcular o imposto de renda (IR), & necesséario calcular
uma porcentagem do salario e, do valor obtido, subtrair uma parcela. Acompanhe
os exemplos:

* Um trabalhador com rendimentos mensais de R$ 1300,00 fica isento do

pagamento do imposto, isto &, IR = 0;

* Um trabalhador com rendimento de R$ 2500,00 no més temn seu IR assim

calculado veja a 22 faixa de rendimento mensal da tabela):

19 7.5% de 2500- % . 2500 = 187,50,

29 187 50 — 142,80 = 44,70, isto &, IR = R$ 44,70,
* Um trabalhador com saldrio mensal de R%$ 4 000,00 tem seu IR assim cal-
culade (veja a 42 faixa de rendimento mensal da tabela)-
225

2y A Eoy : — —
191 22,5% de 4 000: 100 4000 = %00.

29 900 — 636,13 = 243,87, isto &, IR = R% 243,87
+* Um trabalhador cujo saldrio mensal & R$ 800000 tem seu IR assim caleu-
lade |weja a dltima faixa de rendimento mensal da tabela):

o o & 27,5 -
191 27,5% de B 00O: 100 8000 = 2200.
2%) 2200 — 869,36 = 1330.64, isto &, IR = R$ 1330,64.
Em geral, se o salario do trabalhador é x, seu imposto de renda mensal y é
assim calculado:
o Sel<x=1%039%8, entdoy =0
* Se 190399 = x = 2B26,45, entdoy = 0,075 - x— 142,80
» Se 282666 = x = 375105 entdoy = 0,15 - x— 354,80
* Sed751.,06 = x = 4 664,68, entioy = 0,225 - x — 636,13
* Sex = 4664468 entdoy = 0,275 - x—B&9.34
Podemos observar que ¥ & funcdo de x e essa relacdo é estabelecida por
cinco sentencas. Usa-se uma sentenca ou outra dependendo do intervalo em que
o valor de X se enquadra. Esse & um exemplo de funcio definida por mais de
uma sentenca.

Fonte: lezzi et all, 2014.

Em seguida, os autores definem mddulo como valor absoluto de um nimero
real e 0s autores mostram a interpretagdo geométrica do moédulo na reta real
associando a direcdes a partir de um referencial, como a distancia de um dado
namero real até a origem. Os autores também apresentam as propriedades de um
moédulo de um numero real para finalmente apresentar funcdo modular como uma
extensdo do conceito de valor absoluto.

Em relacdo a dindmica da apresentacdo da Funcdo Modular, os autores
descrevem o seu grafico como uma breve receita:
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Figura 4: Modulo de um numero real

Modulo de um ndmero real

0 conceito de modulo de um ndmero real é importante para a Matemaéatica. Ele
& necessario, por exemplo, para definir . Se x = 0, 4x° = x, e, se x = 0,

= —u Veja os exemplos seguintes:
.43 =45 =23 Iv. -5 =425 =5
I A=3° =4% =3 VoA0F =40 =0
M. 5 = 425 = 5

Note que x = 0 em (I}, (lIl) e V), e x < 0 em (1} e (IV). Para definir 1? podemos
usar o conceito de mdédule de um ndmero real, j§ apresentado no capitulo 2 e que
serd aprofundado agora.

Dado um nimero real x, chama-se modulo ou valor absoluto de x, & s&
indica por |x|, o nimero real ndo negativo tal que:

x sex=0
|x] = { ou

—x,sex<0

N
x,sex >0
E possivel definir tambérm [x| =4 ou . pois o oposto de zero é zero.
—x,sex=10
lsso significa que:
+ o mddulo de um ndmero real ndo negativo & igual ao préprioc ndmero;
+ o mddulo de um ndmero real negativo é igual ao oposto desse ndmero;
¢ o médulo de um ndmero real qualguer & sempre maior ou igual a zero.
Vejamos alguns exemplos:
- _
121 =2 OBSERVACAD \
» [0I=0 . definican de me
OMm a dennicad de ma-
. |—ﬁ| = ﬁ dulo de um ndmero real,
s 3—nl =—-3-—n)=r-3 podemaos escrever:
vy V¢ = Ixl. Assim, temos:
negativa

o |=7=7 e (=3 =1-31=3

. ‘_i|=i «A|—5F =|-56| =5
r3 J_S ¥ =|31=3

e W7 -2 y7 -7 <5 =I5l =5
positivo

Fonte: lezzi, 2014.
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Figura 5: A interpretacdo geométrica do modulo

Interpretacao geometrica
0 madula de um ndmero real ¥ representa a distdncia, na reta real, entre x &
0 (origem). Veja estes exemplos:

o |45] =45 distAnciaentre 4520

4.5 unidades

o |—2| = 2: disténcia entre —2 e 0

2 unidades

- —

¢ |0| = 0: nesse caso, X & a propria origem e, assim, a distdncia & nula.

Observe que, para todo ndmero real x, a distancia entre 0 e X é sempre expressa
por um ndmero real positivo ou nulo.

Fonte: lezzi et al., 2014.

Grafico

Para construir o gréafico da funcdo modular, procedemos assim:
1° passo: construimos o grafico da funcéo f(x)=x, mas soO
consideramos a parte em que x>0, que é bissetriz do 1°
guadrante.
2° passo: construimos o gréfico da funcéo f(x)=—x, mas so
consideramos a parte em que X<O0, que € bissetriz do 2°

guadrante.

3° passo: reunimos os dois graficos anteriores.”

¥y=x ¥y=-x f{x) = Ixl

figura 1 figura 2 figura 3
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Ha um exemplo de como construi o grafico da funcdo modular com uma

translag&o vertical: f(x)=|x|+k , mesmo assim os autores ndo abordam a interagéo

entre a Algebra e a Geometria nem as demais transformacdes que poderiam ser

exploradas.
Figura 6: Outros graficos de fun¢cdes envolvendo médulo
Outros graficos
A partir do grafico da funcio f dada por y = x|, podemos construir o grafico
de outras funcdes definidas por uma lei do tipoy = |x| + k, em que k € R.
I. Vamos considerar, como exemplo, a funcdo g de R em R definida por
glx) = |x| + 1. Termos:
» sex =0, entdo |x| = xeglxl =x+ 1{figura 1);
¢ sex <0, entdo x| = —xeqlx) = —x + 1({figura 2).
Observe gue o grafico obtido para a funcdo g definida pory = x| + 1
[figura 3] corresponde ao grafico da funcdo modular [y = [x]], deslocado,
verticalmente, uma unidade para cima. A esse deslocaments damas o nome
de translacao vertical.
y ¥ ¥
24 o ¥y=x+1 . +2 = + _g(x]=|:~:l—1
y=—X+1 2
1
“.-r 1 1
[1] 1 ® - 1] X —1 o 1 X
figura 1 figura 2 figura 3

Fonte: lezzi et al., 2014.

(C) Matematica - Contextos e Aplicacdes — Luiz Roberto Dante — Editora Atica —
2016 — Volume 1

O livro didatico apresenta o assunto funcdo modular logo apés a abordagem
inicial de conceitos e propriedades de funcdo, e no mesmo capitulo de funcdo afim.
O livro define funcéo poligonal como fung¢ao afim por partes. Depois disso, explora
pouco a ideia da fungcao poligonal e o link entre os assuntos parece forcado aos
olhos de quem faz uma leitura mais atenciosa, pois o0 autor opta por definir
funcdo modular
como uma como um caso particular basico de uma funcéo poligonal. Sem definir o

gue seria, para ele, um caso basico.
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Figura 7: Funcdes envolvendo modulo

Uma funcao f: IR — R é poligonal quando
seu grafico é uma linha poligonal.

Observe que cada trecho do grafico de uma funcao poligonal

coincide com o grafico de uma funcao afim, que é uma reta; porisso
essa funcao também é chamada funcao afim por partes.

Funcao maodulo
Podemos dizer que o exemplo basico de funcao poligonal € a funcao

- _ _|x,sex =0 N
F R =R, definida por fix) = |x|,em que |x| = {—x,sex ~ o Culogra-
Difi=R

mif] =R, x

fico é dado ao lado.

Essa funcao recebe o nome de funcao médulo ou funcao modular.
Observe que, para x < 0, temos o grafico da funcao afim fix) = —xe,
para x = 0, temos o grafico da funcdo afim flx) = x.

Fonte: Dante, 2014.

O autor ensina um método para construir o grafico da funcdo modular
determinando as imagens de alguns valores negativos e positivos do dominio, para
depois destacar as partes que satisfazem as restricbes ao dominio, formando o

grafico da fungéof(x)=|x|. Logo apds, alguns graficos sdo construidos usando

exatamente o que foi descrito anteriormente. Talvez porque sua lei de formacao,
embora seja definida por varias sentencas, sao todas formadas por polindémios do
primeiro grau. Mas, também faz uso de ideia geométrica, explorando a translacdo de
eixos e as simetrias em relacdo ao eixo das abcissas para uma fungéo polinomial do

terceiro grau. Veja a seguir:



Figura 8: Gréaficos e geometria

Grafico da funcdo modular
Vamos construir o grifico da funcdo fix) = |x|:

ssex=0=flx)=|x|=x ssex<0=flx)=|x| = —x
x| y=fe) x| yefw)
0 0 -1 1
1 1 =2 2
2 2

D(f) =R
Im(f) =R,

Observacdo: Podemos construir o grafico de flx) = |x| a partir do grafico de g(x) = x usando o conceito

de reflexdo. A reflexdo de um ponto (x, ¥} em torno do eixo Ox é o ponto (x, —y). Assim, a reflex3o de um
grafico em torno do eixo Ox é

SN 0V
/O‘ torno de Ox \‘/ = \

ou seja, os valores de fl[x] negativos tornam-se positivos, e vice-versa.

Mo caso dos graficos de funcdes modulares do tipo f(x) = |g(x]|, podemos obté-los fazendo a reflexdo da
parte do grafico de g(x) cujas imagens sejam negativas.

Assim:
Gréfico de flx) = x Grifico de flx) = ||

¥

2% -
f H . 1 '
REE] reflexdo em g
—e - L ! .

I torno de Ox
parte do grafico que

vai sofrer reflexio

Fonte: Dante et al, 2014.
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No estudo de equacbes modulares e inequacbes modulares, sao
apresentadas de forma exclusivamente algébrica. A apresentacdo do tema ao longo
da secdo do livro concentra-se apenas na manipulagéo algébrica polindmios simples
sobre o corpo dos numeros racionais, através das resolucdes tradicionais de
equacdes e inequacdes do primeiro grau. De toda forma, o conjunto universo sobre
o qual deseja-se resolver as equacdes nao foi definido. O livro ndo explora possiveis

conexdes entre Algebra e Geometria e nem a utilizag&o de recursos tecnoldgicos.

Figura 9: Equacdes Modulares

8. Resolva as equacdes:

a) |x—5/=3

b) 2 —x—1=1

Resolucao:

a) |Jx—5=3=2x-5=3oux-5=-3
Resolvendo as equacdes obtidas, temos:
x=5=3=x=8
X=5==-3=2x=2
5=1{2 8}

b pé—x—l|=1laex—-x—1=1loux—x—1= -1

0l —x—-1=1=x-x=-2=0

A=19

X =2ex"=-1

ol —x=—1==-1ox=-x=0=x(x=1=0
¥ =0ex"=1

§={-1,012}

Fonte: Dante et al., 2014.

A andlise destas trés colecdes foi intencional. Primeiramente por serem obras
aprovadas pelo Programa Nacional do Livro Didatico, por serem adotadas pelas
escolas publicas do pais e por terem na figura de seus autores, nomes respeitados
no cenario do ensino e da aprendizagem da matematica ha anos. Num segundo
momento, e ndo0 menos importante que o0 primeiro, por ainda trazerem em seus
conteudos o tema que defendemos neste trabalho como sendo um tema que poderia
ser desenvolvido nas séries do ensino médio de maneira menos formal, tradicional e
lancando méo do uso de tecnologia digital e de uma teoria pedagogica que contribua

para o crescimento cognitivo dos alunos gerando aprendizagem.
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N&o é de se assustar que ha muitos professores que ndo compram a ideia de
gue o0 assunto seja relevante no tocante a contribuicdo de uma nova forma de
pensar a resolugdo de um problema matematico, como é o caso da resolucdo de
equacdes modulares. Talvez pelo fato de alguns professores ainda insistirem no
equivoco de nao fazerem conexdes do tema com outros assuntos dentro da propria
matematica e de se servirem de novas ferramentas ou novos caminhos que
auxiliardo os alunos debater, trocar ideias em grupos, expor suas duvidas, dividir
conhecimento e construir respostas coletivas.

O capitulo a seguir poderia ser uma sequéncia de atividades que guiassem 0
trabalho do professor, porém a ideia € despertar no professor um olhar mais
generoso frente as inumeras possibilidades de abordagem da tematica funcéo
modular, acaba sendo mais cara a esta autora, por enxergar no desenvolvimento
tecnolégico da tematica, inimeros ganhos de ordem pedagdgica e cognitiva.
Pedagogica por permitir o professor criar sobre a proposta apresentada e cognitiva
por parte dos alunos, por permitir que o aparato tecnoldgico seja uma ferramenta
direta que contribui para o desenvolvimento abstrato do aluno frente a aspectos
matematicos importantes, como a teoria das funcdes elementares. Assim sendo, o
desafio maior do trabalho ndo serd apresentar uma teoria matematica presente na
escola basica de maneira diferente da tratada, mas talvez, em procurar inidmeras
alternativas para o professor desenvolver junto aos alunos, da melhor maneira

possivel, suas potencialidades.
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4 RESUMO TEORICO E PROPOSTA DE DINAMIZACAO DO ENSINO COM
TECNOLOGIA DIGITAL

4.1 Mobdulo de um numero real

Ha diversas maneiras de definir médulo de um ndmero real x, uma delas é a
que propde que o valor absoluto de um nimero x é o maior dos nimeros x e —X.

|X| = méximo {—x,x}

Outra abordagem é da raiz com indice par que que esta diretamente ligado a
definicdo de valor absoluto.

3Yx = x|, n é um inteiro positivo par.

Ja na educacdo bésica, a partir do sétimo ano de escolaridade, o médulo de

um numero inteiro x € apresentado como a distancia deste niamero inteiro até o zero.

X,sex=>0

d(x,0) = |x — 0] = |x| que é equivalente a |x| ={ 0
—X, S€e X <

7

Neste caso, cada numero inteiro € interpretado como sendo a abcissa dos
pontos marcados sobre a reta, a partir de uma origem O (0 zero) e uma unidade de
medida, o 1, sucessor do zero. Todos 0s outros inteiros sao construidos a partir do
sucessor do zero. Geometricamente estdo igualmente espacados na reta numérica e
a orientacao positiva estd bem definida, isto €, a direita da origem.

Os simétricos sdo entdo apresentados como numeros inteiros que possuem
mesmas distancias em relacdo a origem. Assim, -3 e 3 sédo simétricos porque d (3,0)
=d (-3,0) ou melhor, [3 — 0| =|-3 —0].

No estudo de fungdo modular, o impacto dessa abordagem pode facilitar a
compreensdo da definicdo de valor absoluto, pois o conceito de médulo ao ser
aplicado ao conceito de funcéo proporciona uma abordagem bem articulada e em
rede entre Algebra e Geometria. Ao definir moédulo como sendo distancia de um

namero em relacdo a origem, sua aplicacdo em equacdo modular ou inequacao
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modular pode tornar-se mais promissora em termos de ensino e aprendizagem
quando, pois a abordagem néo foca apenas a intrincadas resolucfes algébricas,
mas também a interpretagcdes geométricas em IR e IR?. Por exemplo, a igualdade
|x — 3| = 2 pode ser interpretada como sendo x o numero cuja distancia em relacao
ao +3 resulta em duas unidades, jA que |x—3|=|x— (+3)| =2. Como este
argumento pode ser desenhado sobre a reta numérica, as solugdes x=5 e x=1
aparecem naturalmente.

Note que em muitas situacdes, usar a definicdo de distancia acaba sendo um
método mais simples de resolucdo de uma equacdo modular e em termos de analise
qualitativa dos gréficos de fun¢cdes modulares, ha uma maior possibilidade de os
alunos obterem uma melhor visualizagdo do comportamento grafico de funcédo e

maior compreensao das resolucdes de equacgdes e inequacdes modulares.

Exemplos:
(@) |1|=1e|-1=1e|0|=0
(b) |x| <4, sendo x um inteiro representam o0s numeros inteiros que distam da

origem 4 unidades ou menos. Séo eles x € {—4,—-3,-2,—-1,0,1,2,3,4}

4.2 Propriedades do médulo

a) [x|=0
B) x| ¢

c) —|x|<x<|x|

d) [x|-|y[=[x-y|
e) «fx_2:|x|
f) |x|2 =x?

9) [x+y|<|x|+|y| (desigualdade triangular)

h) x| =ly|<[x+y]
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) x| =ly[<[x~y|

4.2.1 Algumas demonstracfes algébricas importantes para o professor

d) |x|-ly|=|x-y|, o médulo de um produto é igual ao produto dos médulos

Demonstracéo
ey =0y ) =x2 ey = (xP Iy ) = (K- vl)°

Como |x-y|=0elx|-ly|=0=|x-y|=|x|]y|

9) |x+y|<|x|+|y|, a desigualdade triangular
Demonstracao
Se x+y =0, |x+y|=x+y <|x|+|y|
Se x+y <0, |x+y|=—(x+y)=-x-y <|x|+y|
Portanto para quaisquer valores reais de xey:

[x +y] <[x|+]y|

4.3 Funcao Modular

E a funcdo de IR em IR. que associa a cada x o elemento seu médulo ou
valor absoluto |x|.

f(x)=xsex=0

f(x)=—xsex<0_)1m(f):RJr

fG) = Ixl o

A representacdo do grafico da funcdo modular € a unido de duas semirretas
com origem na origem do plano cartesiano e que sao bissetrizes do 1° e 2°

gquadrantes.
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A imagem da funcao é formada por todos os reais positivos ou nulos, isto €, a

funcdo assume somente valores reais ndo negativos ou o zero.

Grafico 1: f(x) = |x|

fz) == |

-7 -6 -5 —4 -3 -2 -1 Q 1 2 3 4 5 [ 7

-2

-3

Fonte: A autora, 2021.

Alguns gréficos das funcdes que envolvem modulo e sdo resultantes da
composicdo entre funcdes podem ser obtidos tracando-se o grafico da funcéo
original e espelhando-se a parte que possui imagens negativas, tomando o eixo X
como o eixo de reflexdo. Esta “brincadeira” de carater geométrico, pode ser

justificada pela propria definicdo apresentada no primeiro paragrafo.

Gréfico 2: f(x) = |x + 1]

glz) =z +1|

y=-x-1 y=z+l

() =x+1

Fonte: A autora, 2021.
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Veja dois exemplos:

(8) F(x) = lx + 1] = {

x+1, sex+1=>20x=>-1
—x—1, sex+1<0ee< -1

Ou seja, no intervalo (—oo,—l) o gréfico de f(x) € representado pelo gréafico

de f,(x)=—x—1 e no intervalo [-1+), pelo grafico de f, (x)=x+1.

x%—4x 1sex®*—4x =0
—x%2 4+ 4x ;sex? —4x <0

(0) F() = Ix? — x| = |
Figura 10: Estudo da variag&o do sinal

GeoGebra Calculadora | A/ Grafica ~
7 Q) = |24y H =N b o

+

8 —16 —14 -12 -10 -2 -5 -4 -2 0 2 4 6 8

-2

-6

Fonte: A autora, 2021.

4.4 EquacOes Modulares e suas relagdes com as fungdes

As equacbdes modulares podem ser resolvidas utilizando as seguintes

propriedades.

a20:>(|x|=a<:>x=aoux=—a)

X|=|y| < x=y oux=-y
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Para alunos da Educacéo Basica € interesante que a homenclatura e a simbologia
matematicas sejam lidas pelos profesores de modo que imagens, gréaficos, tabelas
ou simples desenhos possam complementar e unir o que esta sendo lido com o que

esta sendo apresentado em linguagem simbdlica da matematica.

0] Dado um namero real positivo ou nulo qualquer a, a distancia deste nimero até a
origem tem como valor numérico 0 ou a ou -a. Esta afirmativa pode ser

desenhada na reta numérica e verificada para diferentes nimeros reais.

(ii) Dois nimeros reais distintos estdo a mesma distancia da origem quando estes
nameros sao iguais ou quando sdo simétricos. Esta afirmativa também é passivel

de uma representacédo pictogréafica na reta numeérica.

Uma forma inicial que permite fixar bem o conceito € explorar subconjuntos de
campos numéricos que os alunos consigam enumerar seus elementos para depois
fazer uma abordagem com o campo numérico dos numeros reais. Por exemplo,
propor aos alunos que encontrem numeros inteiros que satisfacam |x — 3| < 2. Por
definicdo sabemos que significa determinar aqueles inteiros cujas distancias até o +3
sdo menores do que 2 unidades e tal fato também pode ser representado
pictéricamente, fazendo com que o aluno descubra rapidamente que os valores
procurados séo 2,3 e 4. Esta abordagem aritmética, e de certa forma topoldgica na
reta, reforca os principais conceitos presentes nos inteiros: médulo e simétrico,
lembrando que ambos estdo relacionados com a orientacdo que reta numérica

POSSUI.

Também é possivel buscar uma resolucdo com argumentos na Anadlise
Matemética, mais especificamente na Teoria das Func¢des Elementares. Encontrar a

solucdo da equagao modular |x—2|=6pode ser interpretado como: “Para quais

valores do dominio as fungdes f(x) = |x — 2| e g(x) = 6, possuem imagens iguais?”.
Neste caso, pode-se recorrer ao fato de buscar quais numeros distam de +2,
exatamente 6 unidades ou tracar o grafico de ambas fun¢gdes num mesmo plano
cartesiano e, atraves de recursos tecnologicos digitais, como o software GeoGebra,
encontrar os valores do dominio que possuem imagens iguais. Vejamos alguns
exemplos e comparemos atentamente as solu¢cdes analiticas e o que alunos e

professores podem explorar a partir do uso das funcoes.
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4.4.1 Exemplos
01. Resolva a equagdo |x —2| =6
Usando a definicdo de modulo e as propriedades destacadas.
x—2=65x=8
|x — 2] =6 & {ou {S = {8,—4}

X—2=—-6Sx=—4

Usando a abordagem grafica das funcdes.

Grafico 3: [x-2| =6

g(x) =6

-5 4 -2 1o
1  Funcéog g(x)=6
2 | Funcao f f(x)=abs(x-2)
3 | Ponto A Ponto de intersegdo de f, g com valor inicial (-4, 6) A=(-4,6)
4 PontoB Ponto de intersecdo de f, g com valor inicial (8, 6) B=(86)

Fonte: A autora, 2021.

(a) O comando que define a funcao modular no GeoGebra é abs

(b) Note que o software determina as coordenadas dos pontos de intersecdo entre os
tracos de f(x) e de g(x)

(c) Recomenda-se que o professor discuta o que representa o par (-4, 6), contribuindo
através de questionamentos adequados para que o aluno o associe o par ordenado
obtido a igualdade f (-4) =6
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(d) Uma outra abordagem importante que o professor pode apresentar € que para x = -4
a imagem sera 6 tanto em f(x) quanto em g(x), e assim ressignificar todas as

informac®es trazidas pela janela grafica.

02. Resolva a equagao |x —3|=|4x -1

Uma questdo como a apresentada acima € na maioria das vezes resolvida
pelo professor de maneira mecanica e sua solucdo nédo passa de uma sequencia de
procedimentos sem, se quer, recorrer a definicAo de modulo ou problematizar o
exercicio com uma simples questdo: “quando os mddulos de dois numeros reais
distintos s&o iguais?” ou até mesmo voltar a reta numerica e permitir que os alunos
respondam “quando dois numeros reais possuem distancias em relagcdo ao zero,
iguais?”.

O que acontece em muitas salas de aulas brasileiras é a resolucdo da
equacao de maneira mecanizada e sem a participagdo ativa do aluno na

interpretacdo da igualdade apresentada pelo professor.

Veja um exemplo de resolucdo padrdo apresentada por professores ou

contidas em livros didaticos através da abordagem tradicional:

x—3:4x—1<:>x:—§

[x—3|=|4x -1 < <ou S={-2/3,4/5}

x—3:—(4x—1)c>x:g

A Ultima pergunta descrita acima e que encorajamos o professor trazer para
os alunos tem também uma justificativa matematica, bastando observar atentamente
a igualdade. Duas trocas de variaveis e a interpretacdo da igualdade dada como
sendo |w|=|z|paraw=x—-3ez=4x—1 , permitem associar a linguagem
corrente a linguagem matematica sem maiores complicagdes: “para quais valores
reais de w e z temos distancias iguais em relagdo ao zero?”. Isso ocorrera quando w

e z tiverem mesmos valores numéricos ou quando w e z forem simétricos.
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Esta falta do uso de diferentes interpretracdes para o médulo, tanto no Ensino
Fundamental quanto no Ensino Médio, faz-nos acreditar no porqué da existéncia de
um discurso recorrente entre professores, afirmando que o tema ‘Equacdes
Modulares’ é desinteressante e que n&o passa de uma sequéncia de algebrismos
enfadonhos. Mas poderiamos ser tdo categéricos ao dizer que ndo procurar uma
abordagem pedagogica (centrada na linguagem materna capaz de traduzir a
linguagem simbdlica da matematica) mais adequada ao seu grupo de alunos dificulta
a aprendizagem para o tema que estamos apresentando? E uma questio a ser

investigada.

Em relacdo a este trabalho, o que trazemos séo as potencialidades que 0 uso
da tecnologia digital possui numa abordagem onde o uso da linguagem materna
corrente, na conducdo da aula de matemética, se faz presente. Assim,
questionamento do tipo “quais as potencialidades investigativas ao resolver a
equacao acima usando fungbes?” permite que o professor explore mais amplamente
um exercicio cuja abordagem puramente algébrica contribui pouco para a autonomia
matematica do estudante e ndo incentiva o estudante a investigar. O que se espera
€ a mudanca qualitativa e gradual do olhar do aluno para o problema, enquanto
procura soluciona-lo. Chamamos aqui de ‘problema rico’, aquele que propicia
guestionamentos interessantes e que geram boas discussdes entre 0s grupos de

alunos, como:

(@) Admitindo f(x) = |x — 3| e g(x) = |4x — 1|, quantos pontos de interseccdo
existem entre os tracos de seus graficos? Quais as coordenadas desses
pontos?

(b) Faca uma interpretacdo para a abscissa de cada um dos pontos encontrados
anteriormente.

(c) Crie uma estratégia para confirmar que os valores obtidos séo as raizes da
equacao.

(d) A raiz da equacéao tem alguma relacédo com as raizes de cada funcéo?
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Gréfico 4: |x = 3| = |4x = 1]

(-0.67, 3.67)

-2 -1 0

1 | Funcgdo f f(x)=abs(x-3)
g(x)=abs(4x-1)

2 | Funcéo g

Ponto A Ponto de intersecgéo de f, g com valor inicial (-0.67, 3.67) = A=(-0.67,3.67)
4 | Ponto B Ponto de intersecéo de f, g com valor inicial (0.8, 2.2) B=(0.822)

Fonte: A autora, 2021.

Acompanhemos a solu¢cdo puramente algébrica. Através dela € interessante
que o professor explore as diferentes escritas de um numero racional permitindo que
os alunos concluam que o 0,8 apresentado pelo software é exatamente 0 4/5 e o -
0,67 uma aproximacao ‘para cima’ de — 2/3. O uso de uma calculadora simples
permitira ao professor explorar através de uma problematizacdo, uma questao
importante: “Como saber se as coordenadas apresentadas pelo GeoGebra,
representam os valores exatos ou se sao aproximacgdes de racionais ou irracionais?”
Para isso, espera-se que o professor debata com a classe a importancia da
verificacdo do valor encontrado. Este valor é a raiz da equacdo ou uma aproximacao

para a raiz da equacao? Caso seja uma aproximacado, ela é por falta ou por

excesso? Vejamos outra situacao.
03. Resolva a equagao [3x +9|=1-X
Numa abordagem tradicional e puramente algébrica, para que a equacao

tenha solucdo é necessario que 1-x>0, isto é, X <1, a fim de que esta igualdade

seja verdadeira. Supondo que esta condicao seja satisfeita, tem-se:
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3X+9=1-x=x=-2
Bx+9|=1-x < ou
3x+9=—(1-x)=x=-5

Como os valores obtidos satisfazem a condicéo inicial ambos s&o solu¢fes da

equacdo e podemos expressar seu conjunto solucéo por
S={-2-5).

Mais uma vez a solucdo apresentada acima parece ndo gerar discussdes
em torno do que o problema tem de potencial. Discutir com os alunos o porqué de 1-
X ser positivo ou zero com base na definicdo de mddulo é tdo importante quanto
deixa-los construir os gréaficos das fungdes num software dinamico e verificar que as
ordenadas dos pontos de interseccao entre os gréaficos de f(x) = |3x — 9| e g(x)=1-x
sdo 6 e 3 e que esses valores sdo as imagens de -5 e -2, para ambas as funcgoes,

respectivamente.

A solucdo da equacado proposta também pode ser analisada sob a Optica
da geometria analitica. Tal solucdo consiste em evidenciar as coordenadas dos
pontos de interseccdo entre uma reta com duas semirretas de origem no ponto (-
3,0), para que em seguida, seja dado o real significado para a abscissa de tais
pontos. Notemos que estas abscissas tém sinais negativos e as ordenadas positivas
0 que nos permite concluir que os pontos se localizam no segundo quadrante do
plano cartesiano e que, portanto, é natural inferir que possuem ordenadas positivas.
Os pares ordenados (-5,6) e (-2,3) representam (-5, f (-5)) e (-2, f (-2)) que por sua
vez pode ter o sinal da ordenada avaliado através das expressoes f (-5) =g (-5) =6 >
Oef(-2)=g(-2)=3>0.
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Gréafico 5: |3x +9| =1 -x

(x) = [|3z+ 9|

b ~. 2 3
\\
1 | Funcdo f f(x)=abs(3x)+9
Reta g g:y=1-x
Ponto A Ponto de intersec¢édo de f, g com valor inicial (-5, 6) A= (—5, 6)
4 | Ponto B Ponto de intersegéo de f, g com valor inicial (-2, 3) B= (—2, 3)

Fonte: A autora, 2021.

04. Resolva a equagao |x —1|+|x + 6| =13.

As resolucdoes de equacgOes deste tipo podem ser um complicador para o
aluno que ndo domina o conceito de modulo, que nao esteja habituado trabalhar
bem com funcgbes definidas por varias sentencas ou que ndo esteja habituado a

conjecturar sobre 0s possiveis sinais das expressoes algébricas x — 1 e x + 6.

Ao interpretarmos o primeiro membro da igualdade como sendo a funcédo

2x+5;x>1ex> —6
—2x—-5:;x<lex< -6
—7:;x>1ex< —6
Tix<lex>-—6

definida por varias sentencas, f(x) = e 0 segundo

membro da mesma equagdo como sendo g(x) = 13, estamos conjecturando sobre
0S possiveis sinais das expressoes algébricas x — 1 e x + 6, que podem ser ambos
positivos, ambos negativos, 0 primeiro positivo e o segundo negativo e 0 primeiro
negativo e o segundo positivo para determinados intervalos reais e logo apés

aplicando sobre elas, a definicdo algébrica de modulo.



60

No entanto, essa escrita € muitas vezes um obstaculo epistemoldgico a ser
vencido pelo aluno, pois compreender que f(x) =-7,parax>1lex < —6 néo
podera estar presente na lei de formacao da funcdo por conter uma inconsisténcia
l6gica é dificil. O professor pode lancar mao de uma andlise cuidadosa do intervalo
de definicdo para que f(x) = —7 ou mesmo interpretar que a soma de distancias

nao resultara em um numero negativo.

Assim, resolver a equacdo modular dada, significa encontrar as raizes da
equacdo f(x) —g(x) =0, segundo as condicBes de existéncia para x. Também
pode ser interpretada como sendo a busca para um valor x do dominio comum as
duas fun¢Bes que possuem as mesmas imagens, a saber, 13 ou até buscar nimeros
reais que somam 13 e associa-los as expressées algébricas que aparecem na

equacao.

A busca da solucdo da equacdo usando o argumento da analise grafica de
funcdes também é uma quebra de paradigma algébrico. Em geral € dado um
elemento do dominio e pede-se determina a sua imagem. Neste caso, é oferecida a
imagem e quer-se descobrir qual elemento do dominio possui tal imagem, isto é, o
gue queremos determinar sdo as abscissas dos pontos do tipo (x,13) e 0 movimento
geomeétrico consiste em “partir” da ordenada 13, encontrar o ponto de intersecgao

entre as retas e sO entdo determinar a abscissa procurada.
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Gréafico 6: [x —1| + |[x + 6] =13

20

F@) =lz -1+ |2 +6]

(-9, 13) 12 4,13)

g(x) =13 10

1| Funcéiof f:y =abs(x-1)+abs(x+6)
2 | Funcédog g(x):13

3 | Ponto A SO;’-I;(; de intersecéo de f, g com valor inicial (— A= (_9, 13)

4 | Ponto B i’g)nto de intersecédo de f, g com valor inicial (4, B— (4, 13)

Fonte: A autora, 2021.

Esta discussdo num ambiente de aprendizagem virtual € muito mais proficua e
problematizadora devida natureza dindmica do aparato tecnolégico digital. O
professor experiente reconhece que é dificil que o aluno se encante com uma

solucéo do tipo:
SOLUCAO:
(1) Em primeiro lugar deve ser feito os estudos de sinaisde X—1e X+6
Para x <-6 temos x—-1<0 e x+6<0 entdo:
—X+1-X-6=13<x=-9

Como x =-9 satisfaz a condi¢cdo x < -6, € solugéo.

Para 6<x<ltemos X+6>0 e x—-1<0 entdo
—X+1+X+6=13 <7 =13 (absurdo)

Logo, néo hé solugéo no intervalo [-6, 1]

Para x>1temos x+6>0 e Xx—-1>0 entdo
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X-1+X+6=13 < x=4
Como X =4 satisfaz a condicdo x >1, é solucao.
S ={-9,4}
05. Quais nimeros inteiros satisfazem a igualdade |x? — 5x + 5|=17

Este enunciado quando interpretado da forma |w| = 1,ondew = x> —5x + 5
resume em determinar 0os numeros inteiros w que distam 1 unidade da origem. Estes
nameros podem ser -1 ou +1, porém, cada namero inteiro w procurado é da forma
x?-5x+5, 0 que leva o aluno compreender facilmente que os valores pedidos s&o
solucdes inteiras das equagdes x*-5x+5=1 ou x>-5x+5= -1.

Utilizando o GeoGebra nédo faremos nada diferente do que apresentamos até
aqui. Iremos tragar o gréfico das fungdes f(x) =‘x2 —5x+5‘ e g(x)=1e determinar

o valor das abscissas de seus pontos de intersec¢do. O que torna esse exercicio
interessante € analisar o aspecto do grafico da funcéo f(x), que é resultado de uma
composicdo entre funcdes elementares (uma quadratica e a funcdo modular),
discutir os valores de suas raizes e até mesmo estudar a quantidade de intersecdes
entre g(x) e f(x) quando 0 < f(x) < 1.

Em termos geométricos, ajudar o aluno a concluir que o grafico de f(x) €o
obtido do grafico da funcdo quadratica h(x):x2—5x+5 com a parte negativa

rebatida em relacdo ao eixo x e relacionar esta transformag¢do ao movimento que a
funcdo modular opera sobre os elementos do dominio, geram ganhos pedagdgicos,
pois auxiliam o aluno na compreenséo de outros aspectos da teoria das fungdes,
como o estudo geométrico das fungdes compostas. Por exemplo, comparar e
analisar o grafico de uma dada fungdo real f(x), f(x —2) ou f(x + 5).

Ha muitos outros questionamentos que podem ser levantados pelos
professores ao aplicar esta atividade, como por exemplo, discutir a impossibilidade
da existéncia raizes negativas ou mesmo raizes irracionais e a quantidade de raizes

quando g(x) = ¢,para 0 < ¢ < 1, num primeiro momento.
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Gréfico 7: |[x2-5x+5| =1

w

f(z)=|2® -5z +5
2
(1,1 (2,1) (3,1) (4,1) g(x) =1
/'—_—‘\
15 0 0.5 1 1.5 2 25 3 as 4 45 5 55

-1
1 | Funcdo f f(x) = abs(x* —5x+5)
2 | Fungdog g(x)=1
3 | Ponto A Ponto de intersegdo de f, g com valor inicial (1, 1) | A= (1, 1)
4  PontoB Ponto de intersec&o de f, g com valor inicial (2, 1)  B=(2, 1)
5 | Ponto C Ponto de intersegdo de f, g com valor inicial (3, 1) | C= (3 , l)
6 PontoD Ponto de intersegdo de f, g com valor inicial (4,1) @ D= (4, 1)

Fonte: A autora, 2021.

4.5 Inequacdes Modulares

As inequagOes modulares sdo igualmente interessantes de serem tratadas
no Ensino Médio a partir de uma abordagem computacional usando softwares
dindmicos. Questionamentos matematicos ricos e de intensdo pedagogica cujo
objetivo é promover o exercicio do raciocinio abstrato dos alunos, podem ser
levantados pelo professor ao apresentar uma inequacdo modular. Tais abordagens
vao desde a revisdo dos conceitos iniciais de modulo e simétrico de nameros reais
até a analise mais complexa de porc¢des do plano cartesiano que sdo solucbes da
desigualdade proposta.

A simples desigualdade |x| < a passa requerer do aluno mais maturidade
matematica e cuidado ao conjecturar sobre um problema desta natureza. Estimular o

aluno a pensar sobre a solucdo da inequacao a partir do conjunto universo para o
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qual a sentenca esta definida € um dos objetivos a serem alcancados quando se
trata o assunto computacionalmente. A diversidade dos conjuntos universos
atrelados @ uma mesma desigualdade acaba por gerar solucbes ndo esperadas
pelos alunos e mostrar esta diversidade também n&o é muito comum nas aulas de
matematica. Isto €, mostrar que o conjunto solucédo de um problema pode variar de
acordo com o universo que o problema esta inserido ndo € uma pratica comum entre
professores da educacédo basica. Para |x| <a podemos encontrar um conjunto-
solugcdo enumeréavel formado por pontos isolados, um conjunto ndo enumeréavel de
pontos isolados, um conjunto formado por um par de retas paralelas com origens
abertas ou até mesmo um par de planos paralelos com extremidades abertas.

Estimular o aluno com guestionamentos interessantes através de recursos
computacionais permite que ele amplie sua visdo de conhecimento acerca dos
conteldos matematicos envolvidos na questdo e consiga melhorar a compreensao
matematica da solucdo de certos problemas, principalmente os de natureza
algébrica. Esta tarefa ndo é facil, principalmente para aqueles que nao construiram
de maneira correta, o significado de x em igualdades como em 3x+2=4-5x, onde 0 X
€ uma incognita ou em igualdades do tipo f(x)=2x-5, onde o0 x se apresenta como
uma variavel.

Fogquemos na reta numérica, isto €, em U= IR.

Para encontrar a solucdo de inequacdes modulares nesse universo é
necessaria a utilizacdo das seguintes propriedades dos moddulos, onde a=>0,

decorrentes da propria definicdo de maodulo.

X <ae-a<x<a

O O }X

—a a

X|>a<x<-aoux>a

—-a a X

Note ainda que se a <0, entdo |x|>a, Vx e |x|<a €é impossivel.
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Assim, para U=Z, por exemplo, a solucdo de |x| <4 € o conjunto discreto
S={-3,-2,-1,0,1,2,3} e para U=IR € o intervalo S=] -4, +4[. Os conjuntos Z e IR sao
conjuntos universos tipicamente trabalhados com os alunos no Ensino Fundamental.

Com o estudo das funcbes, no universo U=IR? buscar a solucdo da
desigualdade f(x) =|x| >0 é o mesmo que estudar a variacdo do sinal das
imagens de f(x) e destacar os pontos (x, f(x)) = (X, y) do plano cujas ordenadas sao
estritamente positivas, e a compreensdo desta questdo é facilitada ao observar
através de um desenho gerado por softwares como o GeoGebra, quais pontos do
plano satisfazem a restricdo proposta pelo problema. A descricdo do conjunto
gerado pode ser apresentada de varias maneiras, por exemplo, S ={(x,y)€
R%y=lx|,(x ER)NYy€ER ey #0)jouS={(x,y) ERXR,/ y=|xl}.

Usando a mesma ideia, determinar a solucdo de |x| < 4 é equivalente a
estudar a variacdo das imagens da funcdo f(x) = |x| — 4, determinando para quais
valores do dominio, encontraremos sempre imagens negativas e ndo nulas.
Importante remarcar que a solucdo do problema é um subconjunto do eixo das
abscissas. Vamos apresentar a seguir, alguns exemplos de exercicios difundidos por
professores junto aos alunos de uma maneira tradicionalmente n&o investigativa®®

como afirmam Ponte, Brocardo e Oliveira (2009).

4.5.1Exemplos de inequacdes modulares que podem ser levadas as aulas de
Matematica usando recursos computacionais como ferramentas para a

composicao de seus conjunto-solucao

Acreditamos que resolver a inequacgao |x+3|s5 deixa de ser um problema

desinteressante quando alguns desafios s&o propostos em sala de aula. E claro que
estamos procurando 0s numeros reais cujas distancias ao -3 sS40 menores ou iguais
a 5 unidades e que todos 0s numeros reais x que satisfazem esta condicdo formam
0 conjunto S=[-8, 2]. Porém, nossa proposta € estimular o professor fazer com que o

aluno consiga falar (ou escrever) sobre a correta interpretacédo para a figura abaixo

1 No sentido de ndo promover quatro etapas basicas: o reconhecimento da situacdo (a exploracéo
preliminar e a formulacdo de novos questionamentos), a etapa das formula¢gBes das conjecturas, a
testagem dos valores encontrados e o refinamento das conjecturas e por fim a argumentacéo final,
composta por demonstracdes, construcdo da resposta final e avaliagdo do desempenho.
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interpretacdo através do GeoGebra, a partir da figura a seguir.

Gréafico 8: |x+ 3| <5

(-8, 5)

(2, 5)
g(z) =5

F) =z +3|
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|x+3|<5n0 quadro e apresentamos a

1  Funcéo f f(x)=abs(x+3)
2  Fungdog g(x)=5
3 Pponto A gog)to de intersecéo de f, g com valor inicial (— A= (—8, 5)
4 PontoB E)onto de intersecéo de f, g com valor inicial (2, B— (2, 5)
5  Ponto C Ponto de intersecéo de f, Eixo X com valor C-— (_3, 0)
inicial (-3, 0)
6 | Funcdog  Poligono A, C, B t1=25

Fonte: A autora, 2021.

O que se quer descobrir é para quais valores do maior dominio de defini¢cao

de f(x) = |x + 3|, suas imagens sdo menores que as imagens de g(x) =5, também

em seu maior dominio de definicdo. A solucéo, utilizando o GeoGebra, encontra-se

na projecao ortogonal dos pontos que formam a regido triangular em vermelho sobre

0 eixo das abscissas. Esta regido representa a por¢cdo do plano onde podemos

garantir que todas as imagens de f(x) sdo menores que as de g(x). Isto é,

f(x)<g(x)<|x+3/<5 gerandoS =[-8 2] e o conunto S é aquele que possui todas

as ordenadas x procuradas, uma vez que 0 universo seja IR. A experiéncia mostra

que a estratégia usada pela maioria dos alunos é destacar a porgéo do traco de f(x)

esta “abaixo” do trago de g(x) e em seguida determinar todas as abcissas desses

pontos.
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Na forma tradicional os professores resolvem a questdo de uma maneira
mecanica como a apresentada a forma apresentada abaixo, que por sinal é a mais
difundida nos livros didaticos. Acreditamos, no entanto, que muito desse
mecanicismo vém das nédo-reflexdes acerca das potencialidades que a desigualdade
proposta possui quando pensadas no contexto das aulas de matematica da
Educacdo Basica. Diversos conteudos matematicos podem ser associados pelo
professor ao propor o exercicio como a propria definicdo de mddulo, as propriedades
decorrentes e a retomada do que foi estudado sobre operacbes e propriedades

validas no conjunto em que o termo x esta definido.

[x+3|<5© -5<x+3<5©-8<x<2

S =[-8, 2]

02. Resolva a inequagé&o |[4x —3|>5.

Usando o mesmo raciocinio do item anterior, pretendemos encontrar 0s
valores do dominio cujas imagens obtidas por f(x) sdo estritamente maiores

que aquelas obtidas por g(x).

Gréfico 9: |4x - 3| >5

9

(-0.5, 5) 2, 5)

g(z) =5

-2 -1.5 —1 —05 0 05 1 15 2 25 3 35

Fo_nte: A autora, 2021.

Grosso modo, queremos determinar a por¢cdo do grafico de f(x) que “esta

acima” do grafico de g(x). Algebricamente esta afirmagdo intenta encontrar as
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abscissas dos pontos onde f(x) = g(x). Istoé: f(x) =2 gx) e |4x—-3| =25 x <
—% oux > 2. A ideia de analisar criticamente uma expressdo analitica se faz mais

uma vez presente e o problema proposto gera amplas possibilidades de discussao
com os alunos. Ja na solugdo tradicional a partir da definicAho de mddulo,
acreditamos que o amplo uso da linguagem oral e da logica devam ser aplicados a
fim de justificar cada passagem, e ndo é muito comum que esta seja uma pratica

nas aulas de matematica.

[4x — 3| >5 e 4x—-3<-50u4x—3>5¢&

1
(:)x<—§oux>2

1
S={xER|x<—§oux>2}

03. (ITA 2002) Os valores de xe R para 0os quais a funcdo real dada por

flx) = \/5 —|I2x — 1] — 6| esta definida, formam qual conjunto?

Este problema procura o maior dominio de definicdo da fun¢cdo e como o
radicando deve ser positivo ou nulo, o exercicio acaba reduzindo-se a resolucdo de
uma inequacdo modular. E uma questdo considerada facil por professores quando
estes analisam globalmente as provas da instituicao e € igualmente considerada facil
pelos alunos, lembrando que estes sdo expostos a um nivel de preparo intenso e
diferente daqueles que se dedicam ao ENEM ou a vestibulares de universidades

privadas ou estaduais de varias regides do pais. Veja:

f(x)=J5—||2x—1|—6|eR<:>5—||2x—1|—6|zo

& —|l2x-1]-6|<5e-5<[2x-1]-6<5&
ol1<|2zx-1<1le-11<2x—-1<-loul<2x-1<11

o -5<x<0o0ul<x<e6
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Este € um exercicio que a resolucdo em grupo é muito importante a fim de
gue os alunos possam trocar informacdes antes de construirem a solucéao definitiva.
E um enunciado seco, duro, mas que a busca da solucdo auxiliada por ferramentas
computacionais permite uma grande quantidade de questionamentos, intervencao
do professor, troca entre os estudantes, uma producdo oral acerca da interpretacao
do enunciado e de uma producéo escrita (seja em linguagem corrente ou linguagem

matematica) quando os alunos apresentam a resposta final.

Mas... Como podemos levar este problema para a sala de aula ou para os
laboratorios de informatica de maneira a gerar boas reflexdes e discussdes entre 0s
alunos visando autonomia? Um possivel caminho € estimular o grupo de estudantes
com questdes instigantes que facilitem a interpretagcdo do enunciado a fim de que
eles percebam que encontrar a solucdo de uma inequag¢do modular é o objetivo
principal desta questdo, que as restricbes impostas pelo indice da raiz ajudardo os
auxiliardo determinar qual porcdo do plano cartesiano precisara ser destacada e a

partir dela, encontrar os intervalos onde numeros reais formam o Dy.

Fazer a analise e a interpretacdo corretas do gréfico da funcéo

h(x) =5 —HZX —]j - 6‘ € uma condicao importante para que o aluno tenha sucesso ao

determinar a solucdo do exercicio quando estdo expostos a um recurso
computacional como ferramenta. Neste caso, reconhecer que determinar o maior
dominio de definicdo da funcéo é obtido para valores x do dominio que possuem

7 7

h(x)zo e este reconhecimento leva & solucdo do problema, € o obstaculo

epistemolégico™! a ser vencido. Para obter éxito, espera-se que os alunos facam
corretamente o estudo da variagdo do sinal das imagens da fungéo, para depois
criar uma estratégia para montar o conjunto solucdo da inequacdo. Os valores
buscados sdo aqueles gque se encontram nos intervalos reais, sobre o eixo das

abscissas, que produzem pontos do grafico da fungao que se encontram “acima do
eixo Ox’, dai: S =[-5,0]uU[1 6].

' De acordo com o quimico e filésofo da ciéncia francés, Gaston Bachelard (1884-1962), os
obstéculos epistemoldgicos séo entraves a aprendizagem, para que a construgdo do conhecimento
cientifico se efetive.
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Gréafico 10: 5—||2x - 1| -6

[=2]

h{x) =5 — |22 — 1| — 6|

-4

Fonte: A autora, 2021.

4.6 Questionamentos que geram debates em sala de aula
4.6.1 Transformagfes no Gréafico de uma Func¢éo: o caso da fungcao modular

No estudo das transformacdes que podem ocorrer com o grafico de uma
funcdo elementar, como a funcéo f:R — R tal que f(x) = |x|, temos como objetivo
neste item, mostrar como o professor pode auxiliar seus alunos na interpretacao,
visualizacdo e analise do comportamento de outros gréaficos de funcbes, obtidos a

partir de um grafico inicial.

Pelo fato de a tematica deste trabalho envolver a funcdo modular € que os
exemplos estardo em torno dela e das composi¢cdes de funcdes elementares
estudadas geralmente no primeiro ano do Ensino Médio. Esta escolha ndo visa
somente 0 uso da tecnologia, mas também tem o intuito de mostrar ao aluno a
existéncia de graficos diferentes de retas ou parabolas que passam pela origem ou

curvas periodicas.
Como abordar as translagcdes?

Como exemplo ilustrativo para esta afirmacdo, podemos comecar por
considerar as fungdes f,g:R — R definidas por f(x) = |x|] e g(x)=|x|+a e

apresentar os seus graficos no mesmo plano cartesiano, a fim de que os alunos
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sejam instigados a descrever as diferencas e semelhancas existentes entre os dois
desenhos. Reconhecer que o grafico de g(x) € o grafico de f(x) transladado de a
unidades na direcao do eixo Oy, no sentido para cima no caso de a positivo ou para
baixo no caso de a ser negativo, deve ser uma conclusdo do aluno e ndo uma
informacédo dada pelo professor, como nos mostra o senso comum. Da mesma
forma, instigar o aluno a justificar o que gerou o deslocamento de um gréafico sobre o
plano cartesiano deve ser sempre estimulado pelo professor a fim de que o aluno

construa conhecimento e possa transferi-lo quando for resolver outros problemas.

Associar esta conclusdo a funcdo original e a escrita matematica da lei de
formacéo da segunda funcdo ddo mais sentido aquilo que o aluno encontrara na tela
do computador ao observar dois graficos distintos, como 0s apresentados na figura
abaixo.

Recursos simples, como a construcdo de uma tabela de valores em que as
imagens da funcdo g(x) podem ser vistas como as imagens de f(x) acrescidas ou
diminuidas de a unidades, auxiliam muito na percepcdo de que este acréscimo ou
decréscimo é fator determinante do deslocamento de f(xX) no plano cartesiano,

gerando o grafico de g(x). Em outras palavras, é possivel obter g(x) a partir de f(x).
g(x)=f(x)+a=|x|+a
Exemplo: o caso de a=2

Gréfico 11: f(x) +a=|x| + a

g() =[x +2

F(z) =|=| T

Fonte: A autora, 2021.
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Apresentar também a equacédo geral g(x) = |x| + a como sendo uma familia
de curvas que depende do parametro real a também ndo é comum nas aulas de

ensino meédio e nem esta presente nos materiais didatricos sobre o tema.

Esta abordagem investigativa facilita o trabalho do professor quando este for
criar estratégias para que seus alunos tentem descobrir a lei de formacéo da familia
de curvas que representam o deslocamento de f(x) = |x| na dire¢cdo do eixo Ox.

para a esquerda e para a direita.
f(x+a)=|x+a|

Espera-se que haja uma transferéncia de aprendizagem promovida pelo exercicio da
transposicdo didatica® no sentido de Chevallard, a fim de que o aluno, por
experiéncia da observacao, troca entre pares e do exercicio de elaborar conjecturas,
infira que a translacdo de a unidades na direcao do eixo Ox, para a esquerda se a

for positivo e para a direita se a for negativo, esta sintetizada na igualdade acima.

Exemplo:

Grafico 12: f (x + a) = |x + a|

g0 = f(x+2) =[x+ 2 1

-10 -9 -8 -7 -5 5 -4 -3 2 -0 1 2 3 a4 5 [ 7

Fonte: A autora, 2021.

Como abordar as contracgdes e dilatagdes?

Da mesma maneira podemos pensar no estudo da expanséo ou da contracdo
do gréfico de f(x) = |x| segundo a insercdo de um parametro multiplicativo a que

promove o movimento de “abrir” ou de “fechar” o gréafico na direcéo do eixo Oy.

2 Atransposicdo didatica é um processo pelo qual o saber produzido no ambito cientifico é
transposto para o conhecimento construido em sala de aula.
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O exercicio de inferir para quais valores reais do parametro a tornam o0s
graficos da familia de curvas da funcdo g:R — R tal que g(x) = a.f(x) = a.|x|
“mais préximos” ou “mais afastados” do eixo Oy*® (a partir da observacéo de varios
graficos plotados num mesmo sistema cartesiano) é uma tarefa de grande

complexidade para alunos do Ensino Médio.

Desvendar o valor do parametro e associa-lo ao movimento geométrico do
grafico com exatidao significa vencer uma barreira cognitiva, dar um passo mais
largo em direcdo a abstracdo matematica e dar um salto epistemolégico de grande
qualidade no estudo qualitativo das fungdes reais.

Veja o caso da funcdo definida por g(x) = 2.f(x) = 2|x|. Os pontos que
formam o seu grafico podem ser facilmente obtidos a partir da multiplicacéo de cada
imagem da funcéo f(x) por 2, umavez que f(b) =be g(b) =2 = 2.f(b) paratodos
0s elementos b’s do dominio ou de suas particdes. Duplicar as imagens de f(x)
promove um movimento natural de aproximacdo da semirreta definida por f(x) =

x;para x = 0 para “mais préximo do eixo Oy”.

O estudo analitico da funcéo, seguido do uso da linguagem corrente que
melhor “traduz” a escrita matematica, ajuda o aluno a compreender melhor o que

esta vendo na tela do computador.

gx)=2.f(x) =2.|x| = {2.2('_);;)5;6;; fg 0

Neste caso, o abuso da notacdo para o caso x < 0 funciona como uma
simbologia que estd mais diretamente ligada com a traducéo que o professor deve
sempre buscar fazer entre a linguagem matematica e a lingua materna, além de ir
ao encontro mais direto com a definicAo de modulo que adotamos desde o inicio

deste texto.

13 . . . - ~ : _

O recolhimento dos registros escritos ou a analise das produc¢fes orais dos alunos ao realizarem
estas atividades € uma parte importante do trabalho do professor, pois podera inclusive perceber se
os referenciais adotados séo sempre 0os mesmos em classe ou se algum grupo usou um referencial
diferente.



74

Tabela 1: Distribuicdo de algumas imagens

x | f(x) = x| x g =2f(x) =2|x|
-3 3 -3 2.(-3)=6
2 2 -2 2.(-2)=-4
-1 1 -1 2.(-)=-2
0 0 0 2.0=0
1 1 1 2.1=2
2 2 2 2.2=4
3 3 3 2.3=6

Fonte: A autora, 2021.
Exemplo:

Grafico 13: Familia de curvas af(x) = a|x| para a=2

g(x) = 2/

f(x) = |x|

-6 -5 -4 -3 -2 BL 0 1 2 3 4 5 (]

Fonte: A autora, 2021.

Para estes casos, construir tabelas para diferentes valores para a ajudara
bastante na percepcao de que alterar o valor do parametro esta intimamente ligado
a alteracdo do coeficiente angular das retas que estdo sendo estudadas, além de
permitir a compreensao, a partir da visualizagcdo, que as imagens decrescem e
depois crescem infinitamente quando fazemos a leitura deste grafico da maneira

usual, isto é, no sentido do crescimento dos elementos do dominio.

Atividades com calculadora também podem ser inseridas neste momento,
para que a tarefa ndo se limite a determinar as imagens de numeros inteiros.
Explorar as imagens de decimais exatos, dizimas periédicas e numeros irracionais
auxiliam na compreensao intuitiva da continuidade da reta e que este grafico “nao

apresentara buracos”.



75

Como abordar a reflexdo em relacdo ao eixo Ox?

Esta questdo tem como possivel resposta a extensdo dos estudos iniciados
com os movimentos de contracdo e dilatacdo sO que acrescido de um sentido em

relacdo a um referencial, que passa ser o eixo Ox.

Refletir passa ter um novo significado que € puramente geométrico,

representado pela multiplicacéo da lei de formacéao de f(x) por (-1).

g(x) = —lx| = (=D .f(x) = (=1). x|

Da mesma maneira que g(x) = —2.|x| = (—=2).f(x) = (—=2).|x| indica que o
grafico de g(x) tem suas semirretas mais proximas do eixo Oy se comparamos com
as semirretas que formam o gréfico de f(x). Além disso, sdo reflexdes das
semirretas que formam o gréafico de f(x) = 2|x|, pelo fato do parametro a ser
negativo. Esse processo de aproximacao em relacdo ao eixo Oy seguido da reflexéao
em relacdo ao eixo Ox se dara sempre que a < —1. J& o processo de afastamento
em relacdo ao eixo Oy seguido da reflexdo em relacdo ao eixo Ox se dard sempre

que -1 <a<0.
Exemplo:

Grafico 14: f(|x|)

Fonte: A éutora, 2021.
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Estas atividades sao de facil compreensdo quando a funcédo é a funcao

polinomial do segundo grau?

Tomando a fungdo elementar f(x) = x> a resposta é sim, pois analisar a
familia de curvas g(x) = a.f(x) = a.x?> ou h(x) = a+ f(x) = a + x? guardam os
mesmos modelos de interpretacdo discutidos anteriormente. Espera-se que lancar
mao de vocabulos pertencentes ao campo da geometria das transformacfes tornem
a compreensao pelo aluno, do que vé na tela, mais rapida e mais segura. Veja um

exemplo para h(x).

Figura 11: Funcédo quadrética e transformacdes no plano

GeoGebra Calculadora | A/ Grafica ~

@ =2 i he B ibh
]
Aigesra gx) =2 +1
A O hx) =L+2
O ) =x-2
m -
e @ ) =23
@) i(x) = —(x*+1)
@ st =- (d+2) -9 8 -7 s 5 i -3 4 5
+

- A e - - ~ = ~a -~ . ~ o — - e

Fonte: A autora, 2021.

As alteragfes feitas no dominio a partir da inser¢cdo do médulo produzem
gréficos interessantissimos e fogem do lugar comum das curvas vistas no ensino

médio.



Gréfico 15: f(x) = sen x

0.5

*| f(2) = sen(x)

Fonte: A autora, 2021.

Grafico 16: g(x) = sen |x]|

0
g(z) =|sen|z|

Fonte: A autora, 2021.

7
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Gréfico 17: h(x) = |sen(x)|

h(z) = |sen(z)|

Fonte: A autora, 2021.

Algumas diferencas e semelhangas relevantes entre f(x) e g(x):

Note que a fungéo f(x)=sen(x)é impar, isto &, f(—x)=—f(x), e é simétrica
em relacdo a origem e a funcao g(x) € par, simétrica em relagcéo ao eixo vy, isto €,
f(—x)="F(x).

Ambas sao funcdes periddicas com periodo igual a 2n e ambas possuem a

mesma imagem [-1, 1] Cabe ressaltar que g(x)=f|x|.

Ja a fungdo g(x) é par, com periodo igual a = e imagem igual a [0,1]. Note
gque tanto o periodo e a imagem da funcéo g(x)séo modificados pelas

transformagGes no plano, ja que g(x)=|f(x)|,

Conjecturar sobre como as translacées horizontais alteram a escrita da lei de
formacdo da funcdo ndo € uma tarefa tdo simples e requer mais maturidade
matematica e maior manipulacdo de diferentes graficos, como por exemplo 0s
graficos das fun¢des quadraticas quando suas leis de formacdo sédo apresentadas

na forma candnica.

Apresentar a lei de formacéo das fungbes polinomiais do segundo grau na
forma candnica é outra abordagem no estudo das funcbes quadraticas que
desenvolvidas em ambientes computacionais permite ao professor explorar junto

aos alunos uma série de propriedades geométricas da pardbola por observacgéo, ja
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gue a escrita da lei de formacéo na forma candnica permite uma comparacao direta

da lei de formagdo com a funcédo elementar f(x) = x2.

Mostrar aos alunos que estas fungdes existem e compara-las com as funcdes
originais elementares € uma sugestao de trabalho com alunos do Ensino Médio para
gue possam discutir sobre o comportamento dos novos graficos gerados como: o
crescimento ou o decrescimento dos valores das imagens ao longo do dominio, se
preservam ou ndo a periodicidade inicial, se a quantidade de raizes se alteram ou
mesmo se caracteristicas existentes em uma funcéo desaparece na outra, como por
exemplo, a possibilidade de tracar retas tangentes a partir de todos os pontos do

dominio.

A andlise da expansdo ou da contracdo de uma fungcdo quadratica requer o
conhecimento das propriedades das composicdes de funcdes para que as
justificativas sejam mais assertivas e nao chutadas pelo professor, até porque o que
acontece no universo das funcbes polinomiais ndo se aplica a todas as outras
classes de funcbes. Estas atividades sdo mais interessantes de serem abordadas

em cursos de formacdo inicial de professores. Vejamos um exemplo:

Considere a funcéo definida por:

A contracdo de f(x) altera também o valor de uma de suas raizes. Note que
f(2x) = 4x* — 2x € o resultado de foh(x) onde h(x) = 2x
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Gréfico 18: f(x) = x2—-x

f(2z) = {a® — 2z

f(z) =2z

-3 -2 -1 0 1 2 3 4

Fonte: A autora, 2021.

Ja em f(|x]) os pontos de ordenada positiva ou nula do dominio s&o
mantidos e 0s outros restantes sédo obtidos a partir dos pontos de ordenada negativa

por uma reflexdo do eixo.

Grafico 19: f(|x|)

H

F(l=]) 2

-3 -2 -1 1 2 3

Fonte: A autora, 2021.
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Figura 12: Movimentando gréaficos

GeaGebra cCalculadora | A/ Gréfica ~
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Fonte: A autora, 2021.
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5 UMA APLICACAO OUSADA: CALCULO NUMERICO NO ENSINO MEDIO?

A Analise Numérica € um ramo da Analise Real que a partir do advento do
processamento eletrénico de dados teve suas técnicas mais difundidas por terem se
tornado mais facilmente executaveis a partir de algoritmos, linguagens mais
estruturadas e processadores mais rapidos. E por assim dizer, o estudo de
algoritmos que permitem resolver problemas matematicos, apresentando uma

solucéo aproximada de valor muito relevante para o problema apresentado.

Buscar técnicas de refinamento das solu¢des tornando o erro em relacdo a
solucdo exata cada vez menor, tem sido uma busca constante desta area do
conhecimento. Newton, Lagrange, Gauss e Euler j& utilizavam estas técnicas que
hoje sdo conhecidas por algoritmos iterativos. Estes algoritmos apresentam uma
sucessao de passos cujo objetivo é entregar uma solucdo aproximada do problema
tdo préxima quanto se queira da solucdo exata, isto é, uma solucdo que seja
convergente para a solucao exata a medida que o processo iterativo tem cada vez

mais passos.

Embora o ato de contar e de encontrar solucdes aproximadas seja muito
anterior ao aparecimento dos computadores, 0 uso destas maquinas auxilia muito o
homem em diminuir o tempo no encontro de solugdes para problemas complexos

gue, mesmo aproximadas, fornecem um alto grau de precisao.

Em uma andlise simplista, mas ndo equivocada, a Andlise Numérica

desenvolve técnicas para a resolucdo de problemas do Calculo Numérico. Por

, . . L . 1\"
exemplo, do Calculo diferencial elementar, sabemos que o limite lim,,_, (1 +;)

existe e que seu valor exato é o niumero de Euler, e. Encontrar o seu valor exato ndo
€ uma tarefa nada facil, tanto pela complexidade das operagfes a serem efetuadas
quanto pela impossibilidade de atingir o limite por técnicas triviais. Um processo de
calculo mais simples, que fornece um valor aproximado para este valor dentro de um
certo grau de exatiddo considerado satisfatorio (isto €, com baixo percentual de

erro), € um dos objetos do Calculo Numérico.
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Mas, 0 que esta apresentacdo tem a ver com esta pesquisa? Equacgbes
aparentemente simples podem ser extremamente complicadas de serem resolvidas

e uma solucdo numérica pode atender perfeitamente as necessidades do problema.

Um bom método para ser apresentado no Ensino Médio, principalmente na
modalidade técnica é o Método da Falsa Posicdo™ ou o Método da Bissecéo por
nao envolverem conceitos diretos do Célculo Diferencial, como as derivadas de

funcdes.

5.1 Método Numérico da Falsa Posicédo e o Método da Bissecao

O método iterativo da falsa posicdo Método da posicao falsa ou regula falsi &
um método numérico usado para encontrar solucbes de equacBes nao lineares
definidas em um intervalo fechado [a, b], admitindo previamente que haja uma
solucdo em um subintervalo contido em [a, b]. Diminuindo esse subintervalo em
partes cada vez menores, a solucdo estara onde a funcdo tem sinais opostos, de

acordo com o Teorema do Valor Intermediario™®.

O Método da Bissec¢do consiste em dividir o intervalo em dois intervalos de
comprimentos iguais a partir de seu ponto médio [a,c) e (c,b] e verificar em qual dos
dois subintervalos construidos ha uma raiz, seguindo as hipéteses do Teorema do
Valor Intermediario. E certo que garantida hipétese do teorema, existe pelo menos
uma raiz no intervalo num dos dois intervalos O procedimento é, entdo, repetido
para o subintervalo correspondente a raiz até que c se aproxime a raiz com a

precisdo desejada.

O método da bisseccdo tem convergéncia lenta, uma vez que seleciona
sempre o ponto médio de cada intervalo. A ideia por tras do método da falsa posicdo

€ acelerar o método da bissecc¢éo selecionando um ponto que esteja mais proximo

14 . o . . . ~ a .
O método da falsa posicdo € uma variacdo do método da bissec¢cdo com uma convergéncia mais

rapida. Como a posicdo falsa € um método intervalar, ele possui convergéncia garantida e mais

rapida.

> Estamos interessados em resolver a equacgdo nao linear f(x) = 0. Como hipGteses basicas

consideramos que f tenha apenas uma raiz em [a,b] e que f:[a,b] » R seja continua e que

f(a)- f(b) <O0.
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da raiz. Fazemos isso considerando como aproximacdo c para a raiz, a média

ponderada entre a e b com pesos [f(b)| e |f(a)| respectivamente:

_ If®)l-atif @b
f@HFB)

Um exemplo interessante para ser desenvolvido no Ensino Médio € encontrar

uma aproximacdo para /3 a partir de um desse métodos numéricos. Para isso
vamos utilizar a fungéo f(x) = x> -3, que tem como um de seus zeros a /3 .

Ao verificarmos as hipoteses do Teorema do Valor Intermediario, sabemos
que 1<+3<2&1<+y3<2. Portanto, utilizaremos o intervalo (1,2), isto §,
a=1e b=2. A partir dai podemos usar um software, como o GeoGebra, que nos
ajude a efetuar as iteragoes.

Iniciando com a= 1 e b=2 na primeira iteracdo temos a seguinte planilha de

aproximacao de c(k) para /3, onde k representa a k-ésima iterag&o:

Figura 13: Resultado das iteracdes

A B C D E F
1 lteragéo a(k) b(k) | c(k)=(a(k)f(b(k)-b(K)f(a(k))/(f(b(k)-fa(k))  c(k)-a(k) falsa posico

2 1 1 2 16666666667 0.6666666667 (1.6666666667, 0)
3 2 1.6666666667 2 17272727273 0.0606060606 (1.7272727273, 0)
4 3 1.7272727273 2 17317073171 0.0044345898 (1.7317073171, 0)
5 4 17317073171 2 1.7320261438 0.0003188267 (1.7320261438, 0)
6 5 17320261438 2 1.7320490268 0.000022893 (1.7320490368, 0)
7 6 1.7320490368 2 1.7320506804 0.0000016437 (1.7320506804, 0)
8 7 1.7320506804 2 1.7320507984 0.000000118 (1.7320507934, 0)
9 8 1.7320507984 2 1.7320508069 0.0000000085 (1.73205080889, 0)
09 1.7320508069 2 17320508075 0.0000000006 (1.7320508075, 0)
11 10 1.7320508075 2 1.7320508076 0 (1.7320508076, 0)

Fonte:

A autora, 2022



Figura 14: Iteracdo utilizada para aproximar a 3

J@)=2"-3

EEAD
o

Fonte: A autora, 2022

Pontos cada vez mais proximos do valor real de /3, obtidos pelo método iterativo.

Figura 15: Aproximacao da raiz

f@)=2"-V3

)
(16666066667, 03150508076, 0)

(17212727273.0) 22

Fonte: A autora, 2022.
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Exemplo do Método da Bisseccéao - Utilizando o software GeoGebra

Resolva a equacdo e* = x + 2 utilizando o método da bissecdo com intervalo
inicial [a,b]=[-2,0] para calcular a aproximagao x(10) da solugao desta equacado com
dez iteragoes.

Figura 16: f(x) = e* —x — 2, busca do valor aproximado da raiz

0.8

0.6

fl@)=e" —a—2

0.4

SNEF
.__‘Iin.'
-24 -22 -2 ‘,_S.C -16 -1.4 -1.2 =1 08 0.6 04 0.2 0 0.2 04 0.6 0.8

Fonte: A autora, 2022.

Tabela : Aproximacao x(10) da solucéo desta equacdo com dez iteragdes

n a(n) b(n) x(n)=(a(n))+b(n)yz |  flam)ix(n)) | la(n)-b(n)|
1 -2 0 -1 <0 -2

2 -2 -1 -1,5 <0 -1

3 -2 -1,5 -1,75 <0 -0,5

4 -2 -1,75 -1,875 >0 -0,25

5 -1,875 -1,75 -1,8125 <0 -0,125
6 -1,875 -1,8125 -1,84375 >0 -0,0625
7 -1,84375 | -1,8125 -1,828125 <0 -0,03125
8 -1,84375 | -1,828125 -1,8359375 <0 -0,015625
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-1,84375

-1,835938

-1,83984375

<0

-0,007813

10

-1,84375

-1,839844

-1,841796875

-0,003906

Fonte: A autora, 2022.

Exemplo utilizando o método da falsa posicéo.

Encontre uma raiz real da equacgéo polinomial p(x)=0, onde p(x)=x3 —x — 2 e prove

gue esta raiz é a Unica raiz real, utilize o método da falsa posicdo e o software

GeoGebra.

Solucéo:

Observamos que p(0)=-2 e p(2)=4.

Portanto, pelo Teorema de Bozano, ha uma raiz real no intervalo [0,2].

Vamos utilizar o método da falsa posi¢do para encontrar esta raiz real.

Tabela : Planilha de raiz aproximada

n a(n)  |b(n)| p@Mm)) | pd(n) | x(n)=(Ip(b(n)laln)+lp(a(n)lb(n))/Iie(@m)l+p(M)
1 0 2 -2 4 0,666666667
2 | 0,666667 | 2 -2,3704 4 1,162790698
3 ]1,162791 | 2 -1,5906 4 1,400988094
4 | 1,400988 | 2 -0,6512 4 1,484851002
5 11,484851 | 2 -0,2111 4 1,510672508
6 | 1,510673 | 2 -0,0631 4 1,518274059
7 | 1,518274 | 2 -0,0184 4 1,52048168
8 | 1,520482 | 2 -0,0053 4 1,521120266
9| 152112 | 2 -0,0015 4 1,521304774
10| 1,521305 | 2 -0,0004 4 1,521358066
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11| 1,521358 | 2 -0,0001 4 1,521373457

12| 1,521373 | 2 -4E-05 4 1,521377902

Fonte: A autora, 2021.

Observando os dados obtidos na planilha acima, pode-se concluir que a raiz
aproximada da equacao € aproximadamente x = 1,5214, sendo a Unica raiz real,

pois a partir deste ponto a funcédo s6 admite valores positivos. A fungdo p(x)=x3 —

x — 2 €é crescente a partir de x = g devido a funcdo derivada p (x) = 3x% — 1 ser

crescente a partir deste ponto.

Gréafico 20: Funcao p(x)=x3 —x — 2

-2 25 3 35

Fonte: A autora, 2021.

5.2 Buscando raizes de outras equacdes interessantes envolvendo moédulo

Esta apresentacdo é de fato uma ousadia, mas perfeitamente aplicavel em
classes de aprofundamento, iniciagdo cientifica junior ou mesmo em turmas de
modalidade ténica, como o0s cursos técnicos em Informética, automacdo ou
tecnologia da informacédo. Além disso, permite aos professores apresentarem

problemas mais interessantes aos alunos, como encontrar uma solucédo aproximada
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para equacdes do tipo x2 — |sen x| = 0 a partir da vizualizacdo dos gréaficos plotados
num mesmo plano cartesiano e obviamente de posse de uma calculadora cientifica.
Segundo a abordagem deste trabalho resolver esta equagdo pode ser
interpretado como determinar os pontos de interseccgéo entre as fungdes f(x) = x? e
h(x) = |sen x| e a partir deles, destacar suas abscissas como sendo as solucdes

procuradas para a equacao.

Figura 17: Analise dos graficos em [-1,0] e [0,1]

= GeoGebra Calculadora | A/ Gréfica ~ < HOENT
1y
flx) = 2 H "o i
8
s | @ B = [sen(3)] i 3

) 5 4 it 2 i 0 1 2 3 4 5

Fonte: A autora, 2022.

Dando um zoom na janela de vizualizacdo, é possivel notar que os intervalos
[-1, O] e [0, 1] encontram-se as raizes da equacéo, além de x=0.

Outras variacdes deste tipo de problema podem ser exploradas, como a busca
de solucdes aproximadas para a equacdo +x —sin|x| =0. A vizualizacdo das
fungdes f(x) =+x e g(x) = sin|x| na tela do computador pelo software indicara a

existéncia de uma Unica raiz, o zero. Esta raiz é de facil percepcéo.
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Figura 18: Pesquisando as raizes

GeoGebra Calculadora (| V Grafica ~ <
flx) = vx H «

fee | @ b)) = sen(i) H 3

- ~ - . - . s e mm e ~ —

Fonte: A autora, 2022.

Outras questbes podem ser postas pelo professor como como exemplo: “que
tipo de alteracdo pode ser feita a lei de formacéo de f(x) ou de g(x) a fim de que se
garanta a existéncia de duas raizes reais?” Sao questionamentos simples, mas que
geram movimentagdo e debates ricos em aulas de Matematica, assim como geram
materiais de pesquisa para o professor que encherga sua sala de aula como um

laboratorio de praticas curriculares.

Figura 19: Procurando raizes

GeoGebra Calculadora | [/ Gréfica ~ < B8
fx) = vk —2 HENISS .

@ () = sen(x|)

@&  +

Fonte: A autora, 2021.
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6 CONCLUSAO

Num primeiro momento dessa pesquisa foi pensado em fazer uma
abordagem das func¢Bes polinomiais do primeiro grau com a linguagem do calculo
diferencial a partir das func¢des definidas por varias sentencas. O material produzido
seria aplicado em pelo menos uma turma de segundo ano do ensino medio. Porém,
por conta dos protocolos sanitarios provenientes da pandemia de Covid-19, as
turmas ndo estavam completas, 0 modelo adotado pelas escolas era hibrido e nédo
teriamos tempo para submeter a pesquisa ao comité de ética da instituicdo.

Foi pensado entdo uma forma de continuar estudando as fung¢@es, incentivar
os professores a realizarem propostas mais ousadas junto a seus alunos de Ensino
Médio e contribuir para que os professores, ao lerem o resultado final desta
pesquisa, pudessem sentir um pouco de animo apdés um periodo de tanta incerteza

e exaustdo, como este periodo pandémico.

Mas, o que poderia ratificar esta intencdo? O que poderia sustentar esta ideia
como uma ideia relevante para a area de ensino da Matematica, que ndo a tornasse
ingénua e que sustentasse 0s argumentos nela apresentados? Foi na intengcédo de
responder a tais questionamentos que resolvemos ler com atencdo a Base Nacional
Comum Curricular (BNCC) do Ensino Médio. Foi a leitura atenciosa deste
documento normativo que rege a educacao brasileira que possibilitou a criacdo de
atividades que estivessem alinhadas a ele e tivesse como principal ferramenta, a
tecnologia computacional, como um possivel caminho para se ter acesso ao mundo

digital e a promocao da autonomia do aluno, como tanto preconiza a BNCC.

A proposta de trocar experiéncias com os alunos acerca dos temas Valor
Absoluto e Funcdo Modular por meio de uma abordagem que procurasse uma
interacdo entre a algebra, a analise real, a geometria e 0s aspectos computacionais
surgem apods o questionamento do porqué da auséncia da Funcdo Modular neste
altimo periodo da Educacédo Basica. A Funcdo Modular e as composicbfes com
funcdes elementares séo vistas como uma excelente oportunidade de dinamizar, em
ambientes de aprendizagem virtual, o que foi apresentado como objetivo especifico

deste trabalho.

A perspectiva de aproveitar a tematica para se fazer uma revisédo dos diversos

tipos de funcdes elementares ja estudadas pelos alunos que cursaram a primeira
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série do ensino médio (afim, quadratica, seno e cosseno) e integra-las a utilizacéo
de recursos tecnologicos como o GeoGebra, fortaleceram o nosso argumento que
afirma que a fungé@o modular deveria aparecer explicitamente numa verséo revisada
da BNCC, pois todos os conteldos que gravitam em torno do assunto, como
equacdes e inequacdes modulares, podem ser desenvolvidos em sala de aula de
maneira dindmica, indo ao encontro das competéncias especificas, habilidades e
objetos do conhecimento definidos na ‘base’. Além disso, as composi¢ées entre
funcBes elementares com a fungdo modular mostram ao aluno do Ensino Médio uma
série de outros gréaficos de funcdes que ndo sdo tdo bem-comportadas como as
funcdes polinomiais do primeiro e segundo graus ou mesmo as funcbes seno e

cosseno.

As atividades e a sequéncia de exemplos comentados no capitulo 4 tiveram
um carater intencional de ndo mais apresentar receitas de bolo ou sequencias
didaticas embasadas numa teoria pedagdgica, prontas para serem aplicadas, como

encontramos nas dissertacdes dos mestrados profissionais em Matematica.

O que propusemos foi um bate-papo honesto com o professor acerca daquilo
que pode ser realizado em salas de aula brasileiras, na rede publica ou privada.
Acreditamos que os exemplos apresentados podem ser utilizados na integra ou
aproveitados parcialmente por professores durante as suas aulas. Alias, este € um
dos principais objetivos que estdo ‘escondidos’ nas entrelinhas do nosso trabalho:
fazer com que a leitura incentive o professor a produzir sequencias didaticas ou
atividades que sejam condizentes com o seu alunado e ndo sejam meros USUarios
das experiéncias bem-sucedidas de autores de materiais didaticos, de dissertacdes
ou teses de doutorado. Por que esta atitude meio anarquica? Por pensarmos que
cada grupo de estudantes tem suas caracteristicas proprias e o ato de ensinar é

recheado de intencionalidade.

Parte do que pode ser entendido como um produto final realizado num

mestrado profissional esta nos exemplos comentados apresentados no capitulo 4.

Outro objetivo simbolico deste texto € o incentivo claro a utilizacdo do
GeoGebra ou qualquer outro software dindmico e gratuito, que possam ser
amplamente aplicaveis em instituicdes publicas, em primeiro lugar, pois democratizar

a ciéncia e a tecnologia sdo compromissos politicos dessa autora.
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Recursos digitais que integrem a aprendizagem da Matematica ‘as novas
tecnologias e que contribuam para melhorar o ensino e o aprendizado, ndo s6 do
tema proposto, mas em muitas areas do conhecimento além do conhecimento
matematico, devem sempre ser pensados pelo professor como aliados para uma
educacdo emancipatéria e para a formacdo de cidaddos que poderdo lutar
socialmente com um pouco mais de justica social, diminuindo as grandes fendas

existentes entre as classes sociais de um pais tao desigual quanto o Brasil.

Em termos do Ensino da Matematica, nossa proposta tem o enfoque claro em
priorizar as solucbes que bebam em fontes geométricas e cujas ferramentas
computacionais auxiliem nas resolucbes de problemas usando muito mais os
aspectos visuais, em detrimento das solu¢Bes algébricas tradicionais, que sao
muitas vezes cansativas e acabam afastando o interesse dos alunos nas aulas de

Matematica.

N&o ha uma comprovacao cientifica neste trabalho, mas ha fortes indicios de
que a opc¢dao pela classe de professores e os materiais didaticos vigentes estarem
sempre suprimindo temas como Fun¢do Modular no Ensino Médio vem do
desconhecimento em como dinamizar conteddos e do pouco habito que alguns
tantos professores brasileiros temos em ndo trocarmos com nossos pares, Nossos

planos de aulas e nossos resultados de atuacdes em sala de aula.

A auséncia divulgacdo ou praticas do uso das teorias que envolvem as
mentalidades mateméaticas € um outro indicio forte do que afirmamos e esbarra
também no processo de formacdo inicial do professor, que muitas vezes sO se

completa a partir da formagédo continuada.

A integracdo entre diversas é&reas e temas como: Fung¢fes, Geometria
Analitica, Estatistica, Fisica, Sequéncias e a Geometria Plana num mesmo tépico,
demonstra que o0 nosso trabalho incentiva que a Matematica ndo seja ensinada em
temas separados como fizessem parte de um pequeno assunto sem integracdo com

outros grandes temas e ciéncias afins.

O capitulo 5 apresentou a possibilidade de determinar raizes aproximadas de
equacglOes polinomiais e ndo polinomiais envolvendo ou nao fungcdo modular e
funcdes trigonométricas. As sugestdes de atividades foram pensadas para turmas

que ndo cursam o Ensino Médio Regular, turmas do Ensino Médio Técnico ou
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turmas de aprofundamento por conta da necessidade de insercdo de outros
artefatos tecnologicos, como o0 uso da calculadora cientifica. Foi pensado tambéem
na configuragdo do Novo Ensino Médio, a ser implantado nas escolas a partir de
2023, uma vez que as atividades auxiliam na promoc¢ao das praticas curriculares em
Matematica através da metodologia de projetos, como por exemplo, a implantacéo
dos primeiros passos de uma Introducdo ao Calculo Numérico para a educacao

basica.

Esperamos que esta proposta seja um incentivo para todos aqueles que
acreditam nas potencialidades do ensino e da aprendizagem que encontram nas
tecnologias digitais caminhos para uma melhor dinamizacdo dos curriculos e para
que o professor se sinta sempre motivado a estudar e dividir com seus pares as

suas praticas exitosas.
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ANEXO A - EXERCICIOS RESOLVIDOS COM AUXILIO DO GEOGEBRA

1. Resolvaaequacdo|x—2|=6

2. Resolva a equacao |x — 3| = |4x — 1|

3. Resolvaaequagdo |3x+9|=1—-x

4. Resolva a equagédo |x — 1| + |x + 6] = 13.

5. Quais numeros inteiros satisfazem a igualdade |x? — 5x + 5|=1?

6. Resolva a inequagéo |4x — 3| > 5.

7. (ITA 2002) Os valores de xe R para os quais a funcdo real dada por f(x) =

\/5 —|I12x — 1| — 6| esta definida, formam qual conjunto?

8. Resolva a equagdo e* =x + 2 utilizando o método da bissecdo com intervalo
inicial [a,b]=[-2,0] para calcular a aproximacédo x(10) da solucdo desta equacdo com

dez iteragoes.

9. Encontre uma raiz real da equacgéo polinomial p(x)=0, onde p(x)=x3 —x — 2 e prove
que esta raiz é a Unica raiz real, utilize o método da falsa posi¢cdo e o software
GeoGebra.



