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RESUMO

Neste trabalho estudamos as Circunferéncias de Tucker, apresentando algumas de
suas propriedades, bem como alguns casos especiais, como a Circunferéncia do Cosseno

e a Primeira Circunferéncia de Lemoine.

Palavras-chave: Circunferéncia de Tucker, Hexdgono de Tucker, Lemoine.
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ABSTRACT

In this work we study Tucker circles. We present some of their properties and some

special cases, such as the Cosine circle and the First Lemoine circle.

Keywords: Tucker circle, Tucker hexagon, Lemoine.
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INTRODUCAO

Gracas a beleza e riqueza de suas propriedades intrinsecas, a circunferéncia é um
dos objetos mais investigados na histéria da Matematica. No entanto, ela também
desempenha um papel fundamental no estudo de propriedades geométricas de outros

objetos, como tridngulos, quadrilateros e, em geral, os poligonos.

Na educacdo basica, sua abordagem € superficial e sem muitas conexdes com outros
temas. Basicamente, as circunferéncias especiais la trabalhadas sédo as circunferéncias

inscrita e circunscrita a um dado triangulo.

Neste trabalho, estudamos uma classe especial de circunferéncias, que sdo obtidas
a partir de retas antiparalelas e paralelas aos lados de um dado tridngulo. Elas sdo
conhecidas como Circunferéncias de Tucker. Dentre as Circunferéncias de Tucker, explo-

raremos dois casos especiais, que sdo as duas primeiras circunferéncias de Lemoine.

A dissertacdo esta assim organizada. No Capitulo 1, apresentamos alguns resultados
basicos de geometria plana, que serdo utilizados nos préximos capitulos. Destacamos

as se¢oOes sobre Simedianas de um tridngulo e Pontos de Brocard de um triangulo.

No Capitulo 2, discutimos a construcdo de um Hexdgono de Tucker de um dado
tridngulo e, a partir disto, provamos a existéncia das Circunferéncia de Tucker do
tridangulo. Além disso, exibimos uma parametrizacgéo para as Circunferéncias de Tucker.
Ainda, estudamos, em detalhes, as duas primeiras circunferéncias de Lemoine. Para
caracteriza-las como casos especiais de Circunféncias de Tucker, provamos algumas
relagcdes geométricas que raramente sdo citadas na literatura. Destacamos, neste sentido,
as Observacoes 2.14, 2.15, 2.16, 2.22 e 2.23, com as quais é possivel enfraquecer
as hipoteses geralmente estabelecidas na apresentacdo dessas circunferéncias, como
em [2].

No Capitulo 3, sugerimos uma atividade relacionada as Circunferéncias de Tucker,
com o intuito de possibilitar ao professor de Matematica uma abertura para discutir
topicos importantes de geometria, que exigem somente conhecimentos bdasicos da

geometria plana.






RESULTADOS PRELIMINARES

Neste capitulo, apresentamos algumas defini¢oes e resultados basicos da geometria
plana que nos serdo uteis posteriormente na constru¢do do Hexdgono de Tucker e da

Circunferéncia de Tucker.

1.1 GEOMETRIA DOS TRIANGULOS E TRAPEZIOS

A seguir, estudamos algumas propriedades geométricas dos tridngulos e dos trapézios,

geralmente omitidas na Matematica escolar.

1.1.1 Retas antiparalelas

Comecamos definindo as antiparalelas em relagéo a outras retas. Isso serd importante

na construcdo do hexagono de Tucker, no proximo capitulo.

Definicdo 1.1. (Retas Antiparalelas) Dadas duas retas r e s tais que r Ns = { A}, seja
t uma transversalares,com A ¢ t, {B} =rnNt, {C} = sNt. Dizemos que uma reta
U= ﬁ transversalares,com A— D — Be A — E — C, é antiparalela a reta t com
relacdo as retasr e s se /ADE = /BCA.

Neste caso, temos que /AED = /CBA. Na figura ??, ilustramos as antiparalelas u e

t em relacdo as retas r e s.
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Figura 1: Retas antiparalelas

Nas condicOes da Definicao 1.1, temos que os pontos B, C, D e E sdo conciclicos,
ou seja, o quadriladtero [JBDEC ¢é inscritivel. Isso é uma consequéncia do fato que os

angulos opostos /BDE e BCA sdo suplementares.

Assim, dadas as retas r, s e t como na Definicdo 1.1, mostramos a seguir como obter
uma reta u de modo que u e f sejam antiparalelas com relacdo as retas r e s. Para isto,
basta tracar uma circunferéncia C que passe pelos pontos B e C e intercepte as retas r e
s em pontos D e E, respectivamente, com D entre A e B, e E entre A e C, como esta
ilustrado na Figura 1. Deste modo, por construcdo, u = ﬁ ¢é antiparalela a reta ¢, em

relacdo as retas r e s.

Figura2: A—C—E.
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Observacdo 1.2. Observamos que a construgdo anterior ndo pode ser enfraquecida fixando
o ponto D e deixando de exigir que a circunferéncia C intercepte a reta s num ponto E, com

E entre A e C. De fato, é possivel ndo existir tal ponto E, como estd ilustrado na Figura 2.

A seguir, apresentamos um resultado que sera ttil na prova da Proposi¢ao 2.10. Nele,
mostramos que o raio da circunferéncia circunscrita a um triangulo A ABC passando

por um vértice do triangulo é perpendicular as antiparalelas ao lado oposto ao vértice.

Lema 1.3. Dado um tridngulo A ABC qualquer, sejam ﬁ uma antiparalela ao lado BC,
comA—D—BeA—E—C, O o circuncentro do triangulo AABC, M o ponto médio do
lado ABe {J} = OAnDE. Entdo O] L DE.

Demonstragdo. Em relacdo a antiparalela ﬁ ao lado BC, pode ocorrer de A e O
estarem do mesmo lado ou em lados opostos. Do mesmo modo, pode ocorrer de
] € DE oude | ¢ DE, embora continuem colineares, pela construcio de J. Na Figura 3
(a), A e O estdo em lados em relacdo a reta ﬁ e | € DE. Na Figura 3 (b), A e O estiio
no mesmo lado em relacdo a reta ﬁ e ] € DE. Na Figura 3 (c), A e O estdo em lados
em relacdo a reta ﬁ e | ¢ DE. Finalmente, na Figura 3 (d), A e O estdo no mesmo
lado em relagéo a reta DE e ] ¢ DE.

Figura 3: OA L DE.
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A prova que agora damos engloba todos estes casos. Sendo o tridngulo AAOB
isésceles com OA = OB e M o ponto médio de AB, entdo /AOM = /BOM. Mas,
a medida do angulo central /AOB ¢ igual a med(/AOB) = 2med(/ACB). Logo,
med(/AOM) = med(/ACB). Por sua vez, /ACB = /ADE, pois ﬁ ¢ antiparalela ao
lado BC. Logo, /ADE = /AOM. Deste modo, AAD] ~ AAOM, pelo caso angulo-
angulo de semelhancas de triangulos. Consequentemente, /AJD = /AMO, que é um

angulo reto, pois MO esté4 contido na mediatriz do segmento AB. Portanto, O] L. DE.

O]

1.1.2 Trapégzios isdsceles

Nesta subsecdo, provamos um resultado basico de geometria plana que fornece uma

condicdo necessdria e suficiente para um quadrilatero ser um trapézio isdsceles.

Teorema 1.4. Um quadrildtero convexo DEHI é um trapézio que possui os lados DI e
HE paralelos se, e somente se:

DE  sen(/EHI)

HI ~ sen(/HED) (1.1

D I

Figura 4: Condicdo para que DEH] seja um trapézio.

Demonstragdo. O quadrildtero DEHI serd um trapézio com DI e EH paralelos se, e
somente se, os triangulos ADHE e AIHE possuirem a mesma altura em relagédo ao
lado HE. Neste caso, Sprr = Sige, onde Spyr e Sigr denotam a drea dos triAngulos
ADHE e ANIHE, respectivamente. Isto €,

1 1
5 HE DEsen(/HED) = 5 HE HIsen(/EHI),
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donde temos
DE sen(/EHI)

HI ~ sen(/HED)
]

Corolario 1.5. Seja DEHI um quadrildtero convexo com /EHI = /HED. Se DE = HI

entdo DEHI é um trapézio (isdsceles) de bases paralelas DI e HE.

Demonstracdo. Basta observamos que (1.1) é valida, pois

DE _ 1 sen(/EHI)
HI ~  sen(/HED)

Segue do Teorema 1.4 que DEHI é um trapézio (isdsceles) de bases paralelas DI e
HE.

1.1.3 Coordenadas trilineares

Uma potencial ferramenta de estudo da geometria dos tridngulos sdo as coordenadas
trilineares, definidas nesta secdo em funcéo das distancias com sinal de um ponto as
retas suportes dos lados de um dado triangulo. Sem perda de generalidade, suponha

que 7 seja a reta suporte do lado BC do triangulo A ABC.

Definicdo 1.6. (Distancia com sinal) Dados um A ABC e um ponto T qualquer no plano
que contém o triangulo A ABC, a distancia com sinal de T a reta r = %, denotada por
dists(T,r), é dada por

dist(T, r), se T e A estiverem do mesmo lado em relagdo a reta r

disty(T,7) = {

—dist(T,r), seT e A estiverem em lados opostos em relacdo a reta r

onde dist(T, r) denota a distancia euclidiana usual entre T e r.
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Figura 5: Nesta representago, a’ < 0, b’,¢’ > 0.

Definimos também a drea com sinal de um tridngulo. Para isso, consideramos um
triangulo AABC e um ponto T. Temos os tridngulos ATAB, ATAC e ATBC, como

na Figura 6. Sem perda de generalidade, damos a definigdo para o triangulo ATBC.

A

Figura 6: Area com sinal
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Definicio 1.7. (Area com sinal) Dados um AABC e um ponto T qualquer, a drea com

sinal do tridangulo ATBC, denotada por S%5-, é¢ dada por

0, se T pertence a reta %
STec =14 StrC, se T e A estiverem do mesmo lado em relacdo a reta %

—S7pc, seT e A estiverem em lados opostos em relacio a reta %

onde S7pc denota a drea euclidiana usual do triangulo ATBC.

No caso em que T pertence ao interior do triangulo A ABC, temos que

Sarc + Sarc + Spra = Serc + Sarc + Spra = SABC-

No entanto, se T pertence ao exterior do triangulo AABC, como na Figura 6, na
qual estdo destacados os triangulos ATBA, ATAC e ATBC, temos, de acordo com a

Definicdo 1.7, que S5~ < 0, enquanto que 53,5, ST > 0. Deste modo,

S%TC+S;TC+S%TA = _SBTC+SATC+SBTA = SABC- (12)

Em seguida, definimos as coordenadas trilineares de um ponto qualquer em relacdo

a um triangulo de referéncia.

Definicdo 1.8. (Coordenadas Trilineares) Dado um triangulo de referéncia A ABC, as
coordenadas trilineares de um ponto T qualquer em relacdo ao A ABC sdo uma tripla
ordenada de nimeros reais diretamente proporcionais, respectivamente, as distancias

com sinal de T as retas suportes dos lados BC, AC e AB.

Em outras palavras, sendo a’ = dists(T, %), b’ = dists(T, jﬁ) ec = distS(T,zﬁ),
se a’,b’, ¢’ forem ndo-nulos, isto é, se T ndo pertencer as retas suportes dos lados do

triangulo de referéncia A ABC, entao

Consequentemente,
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Deste modo, se «, 8 e v, nesta ordem, sdo as coordenadas trilineares de T, que
denotamos por a : 3 : 7y, entdo ua : uf : py representam as coordenadas trilineares do
mesmo ponto T, pois

pa o d up B v

wpo BV oy
onde y é uma constante real ndo nula qualquer. Ou seja,

T=a:B:y=ua:up:uy.

Segue disto e da Definicdo 1.8 que se as coordenadas trilineares de um ponto forem
a:B:yentdon =ka',p=kb ey =k, paraalgum k # 0, que sera obtido na préxima
proposicdo, na qual mostra-se como determinar as distancias com sinal de um ponto as
retas suportes dos lados do tridngulo de referéncia, a partir das coordenadas trilineares

do ponto.

Se k =1, dizemos que a’, b’ e ¢/, nesta ordem, sdo as coordenadas trilineares exatas
J J

(ou reais) do ponto T. Neste caso, denotamos por
T=(@@,kv,d).

Observamos que, no caso de T pertencer ao interior do tridngulo AABC, como na

Figura 7, as coordenadas trilineares exatas de T sdo

(dist(T, BC), dist(T, AC), dist(T, AB))

Figura 7: Coordenadas trilineares exatas do ponto T.
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Se T pertencer a reta suporte de um lado do tridngulo de referéncia AABC, entdo a
respectiva coordenada trilinear é igual a 0. Assim, as coordenadas trilineares exatas dos

vértices do tridngulo de referéncia A ABC sao
A=(@@,0,00 B=(0,0,00 C=(0,0,¢).

Multiplicando estas coordenadas por 1/a’, 1/V' e 1/¢’, respectivamente, obtemos as

coordenadas trilineares dos vértices A, B e C:

A=1:0:0 B=0:1:0 C=0:0:1.

Proposicao 1.9. Sejam A ABC um tridngulo qualquer com a = BC, b = AC e c = AB,
T um ponto qualquer com coordenadas trilineares « : B : . Sendo a’ = disty(T, %),
b' = disty(T, jﬁ) e ¢’ = dists(T, 1@), entdo

;_ 2aSapc ; 2BSasc ; 2vSapc

= = =——— 1.3
g aw+bp+cy’ an+bp+cy’ aw+bp +cy (1.3)

Demonstragdo. Sendo k uma constante real ndo nula tal que a = ka’, B = kb, y = kc/,

temos, por (1.2), que

1 1 1 1 « 0% 1
Sapc = Syrc + Sorc + Shra = EM, + Ebbl + Ecc/ = E(aE + b% + CE) = ﬁ(azx +bB+c7y)

Assim, 2kS opc = an + b +cy.

Como k, Sapc # 0, temos que aa + bS + ¢y # 0. Consequentemente,

2kS ppca’ = (aa +bB + cy)a’

Por outro lado,
2kS apca’ = 2(ka')Sapc = 2&S ac

Portanto,

/ 205 Apc
im = ——
an+bp +cy
Analogamente, obtemos

y = _ 2PSasc
an+bp +cy
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y_ 29Sasc
C = ——MM—
an+bp+cy

1.1.4 Simedianas

Nesta subsecdo, apresentamos algumas propriedades envolvendo as simedianas de
um triangulo qualquer. Para saber mais sobre este tema, recomendamos a referéncia [5].
Para definir uma simediana, tomamos, sem perda de generalidade, um vértice do

triangulo como referéncia.

Definicdo 1.10. (Simediana): Dado um tridngulo A ABC, consideramos a reta suporte
m, da mediana que parte de A e a reta suporte b; da bissetriz interna do angulo
/BAC. A reta s; obtida pela reflexdo de m; em relacdo a b; é chamada de simediana
do triangulo AABC.

Na Figura 8 estdo ilustradas as simedianas de um tridangulo A ABC. Observamos que

se AB = AC entdo mq = by. Neste caso, s = mq = b;.
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Figura 8: Retas simedianas do tridngulo AABC.

Nas condi¢bes da Definicdo 1.10, apresentamos o ponto simediano de um triangulo.

Definicdo 1.11. Dado um tridangulo A ABC qualquer, o ponto de interseccdo K de suas

simedianas é chamado de ponto simediano do triangulo AABC.

O ponto simediano de um tridangulo AABC qualquer é também chamado ponto
de Lemoine ou ponto de Grabe do triangulo AABC. Na Figura 8, ele esta denotado
pelo ponto K. A prova de sua existéncia pode ser encontrada em [4, p. 22] e consiste

basicamente de uma aplicacdo do Teorema de Ceva.

Observacdo 1.12. Observamos que uma mediana de um tridngulo e sua simediana
formam dangulos congruentes com os lados do tridngulo. De fato, consideremos A ABC um
triangulo qualquer; my a reta suporte da mediana que passa por A, by a reta suporte da
bissetriz do dngulo / BAC, s1 a simediana correspondente a m,. Sem perda de generalidade,

supomos que a medida 0 do dngulo formado entre my e o lado AC seja tal que 8 <

d(/BAC ) . . . A ,
M, como estd ilustrado na Figura 8. Assim, a medida do dngulo entre my e by é

med(/BAC)

2
a retas preservam medida angular. Consequentemente, a medida do dngulo formado entre

— 0, que é também a medida do angulo entre by e sy, pois reflexbes em relag@o

s1 e o lado AB é 0. Portanto, a medida do dngulo formado entre my e o lado AC ¢ igual

13
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a medida do dngulo formado entre s e o lado AB. Consequentemente, as cevianas, sem
suas extremidades, determinadas pelas simedianas do triangulo /N ABC estdo contidas
no interior do triangulo A ABC, de modo que o ponto simediano K do tridngulo AABC

pertence ao seu interior.

A seguir, provaremos uma propriedade que relaciona as simedianas as antiparalelas
relativas aos lados do triangulo. Para isso, usaremos o seguinte resultado bdsico sobre
semelhanca de triangulos, o qual afirma que uma mediana de tridngulo corresponde a

uma mediana do triangulo semelhante a ele, como esta ilustrado na Figura 9.

Lema 1.13. Sendo AABC e AADE dois tridngulos semelhantes, cuja correspondén-
cia ¢ ABC ++ ADE, se AM é uma mediana do tridngulo ANABC e AT ¢é o segmento

correspondente a AM entdo AT é uma mediana do tridngulo A ADE.

Demonstragdo. Como AABC ~ AADE entdo

BC AC

DE - AE (1.4

Além disso, como AM e AT sio correspondentes, temos que /AMC = /ATE, donde
concluimos, pelo caso dngulo-dngulo de semelhanca de tridngulos, que AAMC ~
AATE, com correspondéncia AMC <+ ATE enre seus vértices. Logo,

Ac _ Mc
AE  TE

Mas, M é ponto médio de BC, de modo que

BC
AC 7
AE " TE (1.5)

Por (1.4) e (1.5), concluimos que DE = 2 TE. Consequentemente, T é o ponto médio
de DE e AT ¢ uma mediana do tridAngulo AADE.
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A
m |
‘ 5 b%\
B M ¢ T D

Figura 9: AABC e AADE sao tridangulos semelhantes.

Baseados na Defini¢cdo 1.1, provamos a seguir que a simediana que passa por um
determinado vértice de um triangulo bissecta o segmento (contido no interior do

triangulo) determinado por uma antiparalela ao lado oposto aquele vértice.

Proposicao 1.14. Sejam AABC um triangulo qualquer; ﬁ antiparalela em relagdo as
retas 1@ e jﬁ, comA—D—BeA—E—C, AM uma mediana do tridngulo \ABC,
comB—-—M-C,e % a simediana relativa a AM, com B — S — C, como estd ilustrado
na Figura 10. Se {T} = AS N DE entdo AT é uma mediana do tridngulo AADE.

B Y ¢

Figura 10: Simediana bissectando a antiparalela.

15
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Demonstragdo. Como, por hipdtese, ﬁ é antiparalela em relacdo as retas jﬁ e jﬁ,
entdo /ADE = /ACB. Temos que /BAC = /EAD. Assim, pelo caso dngulo-angulo
de semelhanca de tridngulos, os tridngulos AAED e A ABC sdo semelhantes, com a
correspondéncia ABC <> AED.

Segue da Observacfio 1.12 que a medida do 4ngulo formado entre AM e o lado AC
¢ igual & medida do angulo formado entre AS e o lado AB. Logo, o segmento AM
do tridingulo AABC corresponde ao segmento AT do tridngulo AADE. Como AM
¢ mediana do tridngulo AABC entfio, pelo Lema 1.13, AT é mediana do triAngulo
AADE, isto é, T é ponto médio do segmento DE. O

A seguir, obtemos uma relacdo entre alturas a partir do ponto simediano K com as
medidas dos lados do triangulo AABC, que serd til na obtencdo das coordenadas

trilineares de K. Antes, porém, provamos o seguinte resultado auxiliar.

Lema 1.15. Dado um tridngulo A\ ABC, sejam ﬁ, ﬁ, ED suas simedianas e AG, BH
e CE suas medianas, com D,E € AB, F,G € BCe H,I € AC, como estd ilustrado na

Figura 11. Entéo

FB_(AB\* DA _(AC\* IA_(AB)®
FC \AC) '’ DB \BC) ' IC \BC) "

Figura 11: Simedianas, medianas e bissetrizes do tridngulo AABC.
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Demonstragdo. Como os triangulos AABF e AACF possuem a mesma altura em rela-

¢do ao vértice A, entdo

AB AFsen(/BAF)
E _ Spar _ 2 _ ABsen(/BAF) 1.6)
FC = Scar ACAFsen(/CAF) ~ ACsen(/CAF) ’
2

Do mesmo modo, como os triangulos ABAG e ACAG possuem a mesma altura em

relacdo ao vértice A, entdo

AB AGsen (/BAG)
@ _ SBAG _ 2 _ AB sen(ZBAG) (1 7)
GC ~ Scac ACAGsen(/CAG) ~ ACsen(/CAG) ’
2
Como GB = GC, segue de (1.7) que
/
sen(/CAG) AB 1.8)

sen(/BAG) ~ AC’

De acordo com a Observacdo 1.12, temos que /BAF = /CAG. Sem perda de gene-
ralidades, supomos que B — F — G — C, como estd ilustrado na Figura 11. Neste caso,
med(/BAG) = med(/BAF) + med(/FAG) e med(/CAF) = med(/CAG) + med(/GAF).
Como /BAF = /CAG entdao /BAG = /CAF. Consequentemente, por (1.6) e (1.8),

obtemos
BF [ AB\?
re-(4c)
Analogamente,
AD _ [(AC\?
55 - (c)
e

AH _ (AB\®
HC \BC)

O]

Observacdo 1.16. Caso o tridngulo AABC seja isdsceles, por exemplo com AB = AC,

— F
teriamos F = G, ou seja, F tornar-se-ia o ponto médio de BC. Assim, a relagdo TC -
A8 : continua vdlida, pois BE _ 1= A8 i
AC POBFe = 7 \ac)

Mostramos também que é verdadeira a reciproca do Lema 1.15, que nos da uma

caracterizacdo das simedianas de um triangulo.

17
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Lema 1.17. Dado um tridngulo A ABC, seja F € BC um ponto tal que
FB_ (AB\®
FC \AC)

Entdo ﬁ ¢ uma simediana do tridngulo AN ABC.

— _
Demonstragdo. Seja AF’ uma simediana do tridngulo AABC, com F’ € BC. Pelo Lema

F'B_ (4B’
F'Cc \AC) -

1.15, temos que

Logo,
FB _F'B
FC FC’
Consequentemente,
FB+FC _ F'B+F'C
FC ~  FC '
isto é,
BC _ BC
FC  FC’

Assim, FC = F'C, com F, F’ € BC. Portanto, F = F'.

O]

No resultado seguinte, consideraremos a simediana de um tridngulo A ABC passando
por A. Podemos afirmar que esta € a reta ﬁ, com B — F — C, em vista da Observagéo
1.12.

Proposicao 1.18. Sejam A ABC um tridngulo qualquer, ﬁ uma simediana do tridngulo,
com B — F — C, e K’ um ponto qualquer pertencente a AF \ {A}. Entdo a razdo das
distdncias de K’ aos lados AB e AC, nesta ordem, € igual a razdo dos comprimentos dos
lados AB e AC.
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Figura 12: (a) Casoem que A— D —E—B; (b)Casoemque A—B—D —E.

Demonstragdo. Sejam D, H as projecdes ortogonais de K’ sobre os lados AB e AC, ou
seus prolongamentos, respectivamente, assim como E, G as projecoes ortogonais de F
sobre os lados AB e AC, ou seus prolongamentos, respectivamente, como estd ilustrado
na Figura 12(a) e 12(b). Pelo caso angulo-angulo de semelhanca de tridngulos, temos
que AADK' ~ ANAEF e AAHK' ~ A AGF. Disto segue que

AK' K'D . AK' K'H
AF  FE AF  FG’
Deste modo,
K'D KH
FE = FG (1.9)

Em relacdo aos triangulos AFBE e AFCG, temos FE = BFsen(/ABC) e FG =
FCsen(/BCA), pois ainda que ocorra A — B — D — E, como na Figura 12(b), temos
FE = BF sen (7t — med(/ABC)) = BF sen (/ABC). Logo, (1.9) torna-se

K'D 3 K'H
BFsen(/ABC) FCsen(/BCA)

Ou seja,
K'D  BFsen(/ABC)

= . 1.1
K'H FCsen(/BCA) (1.10)

Pelo L 1.15, — = —
elo Lema , ic

BF AB
FC

2
) , de moodo que (1.10) se reescreve como

K'D _ AB?sen(/ABC)
K'H AC2sen(/BCA)’

19
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Portanto, se A — D — E — B entao

K'D _ BCAB?sen(/ABC) _ AB2Sapc _ AB
K'H BCAC2?sen(/BCA) AC2Sapc AC’

enquanto que se A — B — D — E entéo

K'D  BCAB?sen(/ABC) BC AB*sen(m — med(/ABC)) AB2Sspc _ AB

K'H ~ BCAC?sen(/BCA) _ BC AC?sen (ZBCA) T AC2Sapc  AC
O

Observacdo 1.19. A prova anterior continua vdlida para o caso em B = E, como estd

ilustrado na Figura 13. A tinica adaptagdo é
FE = BFsen (/ABC),

que continua sendo verdadeira, uma vez que BF = FE e sen (/ABC) = sen (71/2) = 1.

A

B=FE F
Figura 13: Caso em que E = B.

Para finalizarmos esta secdo em que abordamos algumas propriedades das simedianas
de um tridngulo, mostramos que é verdadeira a reciproca da Proposi¢do 1.14, isto é,
que se uma simediana bissecta um segmento de um tridngulo, ele esta contido numa

antiparalela do tridangulo. Mais especificamente,

Proposicao 1.20. Sejam A ABC um tridngulo qualquer, ﬁ uma reta, com A— D — B
eA—E—-C, jﬁ uma simediana do tridngulo, com B — S — C, como estd ilustrado na
Figura 14. Se {T} = AS N DE é o ponto médio de DE entdo DE ¢ uma antiparalela ao
lado BC.
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Figura 14: Reciproca da Proposicéo 1.14.

Demonstragdo. Aplicando a lei dos senos aos triangulos AABS e AACS, temos que

S8 ___AB___ _SC____ AC
sen(/SAB) sen(/ASB) sen(/SAC) sen(/ASC)’

Mas, med(/ASC) = m — med(/ASB), de modo que sen (/ASC) = sen (/ASB). Entdo

Sj _ ABsen(/SAB) AB sen(/TAD)
SC ACsen(/SAC) AC sen(/TAE)’

SB_(ABY?
SC \AC) -~

AB _ sen({TAD)
AC ~ sen(/TAE)’

Pelo Lema 1.15, temos

Assim, obtemos
(1.11D)

Por outro lado, aplicando a lei dos senos aos triangulos AADT e AAET, temos que

DT AD ET __  AE
sen(/TAD) sen(/ATD) sen(/TAE) sen(/ATE)

Mas, med(/ATE) = T — med(/ATD), de modo que sen (/ATE) = sen (/ATD). Entéo

DT _ AD sen(/TAD)
ET  AE sen(/TAE)’

21



22

RESULTADOS PRELIMINARES

Por hipétese, T é o ponto médio de DE. Logo, DT = ET e

AE _sen(/TAD)

AD  sen(/TAE)’ (1.12)

Por (1.11) e (1.12), concluimos que

AB _ AE
AC  AD’

Como /DAE = /CAB, temos, pelo caso lado-angulo-lado de semelhanca de trian-
gulos, que AADE ~ AACB. Deste modo, /ADE = /ACB. Portanto, ﬁ é uma
antiparalela ao lado BC do tridngulo A ABC. O

1.1.5 Angulos de Brocard

Nesta subsecéo, definimos os angulos de Brocard de um tridangulo qualquer e obtemos

suas coordenadas trilineares.

Definiciio 1.21. (Angulos de Brocard) Sendo A ABC um tridngulo qualquer, os pontos
P e Q tais que
/PAB = /PBC = /PCA,

/QAC = /QBA =~ /QCB

sdo chamados, respectivamente, de primeiro e segundo pontos de Brocard do tridngulo
AABC. Neste caso, o ponto médio T de PQ é chamado de terceiro ponto de Brocard
do A ABC e as medidas w = med(/PAB) e w' = med(/QAC) sdo chamadas de dngulos
de Brocard do AABC.
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Figura 15: Angulos de Brocard do tridngulo AABC.

Na Figura 15 estéo ilustrados o primeiro, segundo e terceiro pontos de Brocard, bem
como os angulos de Brocard do tridngulo AABC. Observamos que, como as somas
das medidas dos dngulos (internos) de um tridngulo € igual a 7, entdo 3w < 77, donde
w < 60, isto é, o primeiro angulo de Brocard é sempre um &ngulo agudo. A prova
da existéncia dos pontos de Brocard de um triangulo, assim como suas construcoes,
podem ser encontradas em [2, p. 264, 265]. Por exemplo, sendo C; a circunferéncia
que tangencia AB no ponto A e que passa por C, C; a circunferéncia que tangencia BC
no ponto B e que passa por A, C3 a circunferéncia que tangencia AC no ponto C e que
passa por B, entdo primeiro ponto de Brocard P é obtido por {P} = C; N C, N C3, como
esta ilustrado na Figura 16. De modo andlogo, o segundo ponto de Brocard Q pode ser
obtido pela intersecc¢io das circunferéncias C’'y N C’, N C’3, onde C'; é a circunferéncia
que tangencia AC no ponto A e que passa por B, C’; é a circunferéncia que tangencia
AB no ponto B e que passa por C, C'3 é a circunferéncia que tangencia BC no ponto C

e que passa por A.

23
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Figura 16: Determinagéo do primeiro ponto de Brocard P do triangulo AABC.

A seguir, daremos duas maneiras para calcular o dngulo de Brocard w. A primeira
delas esta em funcdo dos angulos internos do tridngulo, enquanto que na segunda esta

em funcdo da drea e das medidas dos lados do triangulo.

Proposicao 1.22. Dado um tridngulo A ABC, nas condi¢bes da Defini¢do 1.21 temos que

(@)
cotw = cot(/BAC) + cot(/ABC) + cot (/ACB) (1.13)
®) 2 2 2
cotw = AB"+ ACT+BC . (1.14)
45 Apc
(0
cotw’ = cotw. (1.15)

Demonstracdo. (Parte (a)) Sejam r a reta passando por A e paralela a reta %, Ca
circunferéncia circunscrita ao tridngulo AABC, t a reta tangente a circunferéncia C
no ponto C e {E} = rNt, como estd ilustrado na Figura 17. Sejam ainda H; o pé da

perpendicular baixada de A sobre % e D o pé da perpendicular baixada de E sobre

B¢,
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T
A r E
\\
| |/t
| |
| |
l'. I|
W ]
B\ H, D

C
C
AN

Figura 17: Construcéo auxiliar para a prova da Proposicdo 1.22.

Como r é paralela a %, entdo /BCA = /EAC. Além disso, a medida do angulo de

segmento /ACE é igual 4 metade da medida do arco CA, que, por sua vez, mede o

dobro da medida do angulo /ABC nele inscrito. Logo, /ACE = /ABC. Deste modo,
em relacdo ao triangulo AACE,

med(/CEA) = m — med(/EAC) — med(/ACE)
= 71 — med(/BCA) — med(/ABC)
= med(/BAC).

Consequentemente, como 7 ¢ paralela a %, entdo /DCE =¥ /CEA = /BAC.

Sendo P o primeiro ponto de Brocard do tridangulo A ABC, mostramos agora que
B, P e E sdo colineares, como estd ilustrado na Figura 18.
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Figura 18: Prova de que B, P e E sdo colineares.

De acordo com a Definicédo 1.21, temos que med(/PCA) = med(/PAB) = w. Logo,
med(/PAC) = med(/BAC) —w e

med(/CPA) = m — w — (med(/BAC) — w) = m — med(/BAC).

Seja C’ a circunferéncia que passa por A, C e E. Como med(/CPA) = m — med(/BAC),
entdo P € C' e P e E estdo em lados opostos em relacdo a reta jﬁ Consequente-
mente, os dngulos /PEA e /PCA estio inscritos no mesmo arco AP de C’, donde
/PEA = PCA. Mas, /PCA = /PBC. Deste modo, /PBC = /PEA. Além disso,
por construgdo, BC || AE. Portanto, B, P e E sdo colineares. Observamos que C’ é a

circunferéncia C; da construcdo do primeiro ponto de Brocard, feita anteriormente.

A continuacdo desta demonstragéo serd dada em func¢éo da natureza do /BAC, ou
seja, agudo, obtuso ou reto. No caso em que /BAC é agudo, temos que /DCE = /BAC

¢ agudo, de modo que podem ocorrer as seguintes possibilidades:
i) B— H; — C — D, como estd ilustrado na Figura 18;
ii) Hy — B — C — D, como esta ilustrado na Figura 19;

iii) B = H; — C — D, como esta ilustrado na Figura 20.



1.1 GEOMETRIA DOS TRIANGULOS E TRAPEZIOS

\

Figura 19: /BAC é agudocom H; —B—-C—D

_[J

C

Figura 20: /BAC é agudocom B=H; —C—D

Em i), temos que

BD BH, H;C CD

“ED ~ AH, ' AH; ' ED
=cot(/ABH1) + cot (LACHy) + cot (LECD)
=cot (LABC) + cot (/ACB) + cot (LECD).

cotw

27
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Mas, como vimos, /ECD = /BAC. Portanto,

cotw = cot(/ABC) + cot(/ACB) + cot (/BAC).

Em i), temos que

BD H.C H1B CD HiC HiB CD
cotw =——=——— —— =

ED ED ED 'ED AH, AH, ED
=cot(/ACB) — cot(t — /ABC) + cot (/BAC)
=cot (/ACB) + cot (/ABC) + cot (/BAC).

Em iii), temos que

BD _BC CD _BC CD,
ED ED ED AB ED
=cot (/ACB) + cot (/BAC) + cot (g)

cotw = 0

=cot(/ACB) + cot(/BAC) + cot (/ABC).

De modo analogo ao caso anterior, quando /BAC é obtuso temos que /ECF = /BAC,
onde F é tal que B — C — F. Assim, necessariamente deve ocorrer B — D — C. Além
disso, se B e C estivessem do mesmo lado em relagdo a reta /Tﬁl) , entdo med(/BAC) <
med(/H, AE) = g, de modo que /BAC néo seria obtuso. Com isso, quando /BAC é

obtuso, a tnica possibilidade é B — H; — D — C, como esta ilustrado na Figura 21.

A r E

Figura 21: Caso em que /BAC é obtuso.
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Neste caso,
BD BH; HyC DC BH; H;C DC

CYY=tp=ED "ED ED  AH,  AH, ED
=cot (/ABC) + cot (/ACB) + cot(t — /BAC)
=cot (/ABC) + cot (/ACB) + cot (/BAC).

Finalmente, quando /BAC é reto temos que /ECF = /BAC, onde F é tal que
B—C —F. Ouseja, /ECF é reto, de modo que D = C neste caso. Além disso, A pertence
a circunferéncia de didmetro BC, donde segue que necessariamente deve ocorrer
B — H; — C. Com isso, quando /BAC é reto, a Unica possibilidade é B— H; — D = C,

como esta ilustrado na Figura 22.

A, E
P t
||' - W <
//ngi H, C=D )
\ G /
\ C/

Figura 22: Caso em que /BAC é reto.

Neste caso,
cotw:%: %+%+O: %+f}i+cot(g>
=cot(/ABC) + cot (/ACB) + cot (/BAC).
(Parte (b)) Temos que
Sasc = ABBC sezn(ZABC) (1.16)

e, pela lei dos cossenos,

AC? = AB? + BC? — 2AB BC cos (LABC). (1.17)
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De (1.16) e (1.17), obtemos

A2 2 2
cot(LABC) = —AC +AB"+BC (1.18)
4S spc.
Analogamente,
2 am2 2
cot(LACB) = AC- — AB"+BC (1.19)
45 aBc
e

2 2 pe2
cot(/BAC) = A€ Z?B BC (1.20)
ABC-

Substituindo (1.18),(1.19) e (1.20) em (1.13),

(—AC? + AB? + BC?) + (AC? — AB? + BC?) + (AC? + AB? — BC?)
45 aBc

cotw =

_AB?+ AC? + BC?

(Parte (c)) A prova de que cotw’ = cot (/ABC) + cot (/ACB) + cot (/BAC) é andloga
aquela da Parte (4). No entanto, para o célculo de cotw’, damos uma prova mais
simples, que também poderia ser adaptada para provar (1.13). A prova dada na Parte
(a) usou fortemente a construcdo de P, enquanto que a prova que apresentamos aqui

depende basicamente da Defini¢do 1.21.

Aplicando a lei dos senos ao triangulo A ABQ, ilustrado na Figura 15, obtemos

sen(/BAC — ') _sen(/AQB)
BQ - AB

Mas,
med(/AQB) = 7 — «w' — (med(/BAC) — w') = m — med(/BAC).
Como sen (7t — /BAC) = sen (/BAC), entdo

sen(/BAC —w') _sen(/BAC)
BQ B AB

) (1.21)

Analogamente, aplicando a lei dos senos ao tridngulo ABQC, obtemos

sen(w’) _ sen(/BQC)
BQ BC

Mas,
med(/BQC) = m — w’ — (med(/ABC) — w') = m — med(/ABC).
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Assim,
sen(w')  sen(/ABC)

BQ BC . (1.22)

Segue de (1.21) e (1.22) que

sen(/BAC —w') _ BC sen(/BAC)
sen (w') "~ ABsen(/ABC)’

Pela lei dos senos no triangulo A ABC, temos que
BC _ sen (/BAC)
AB  sen(/ACB)’

Consequentemente,

sen(/BAC — ') _sen(/BAC) sen(/BAC)
sen (w’) ~ sen(/ACB) sen (/ABC)’

Ou seja,
sen(/BAC —w') sen (/BAC)

sen (/BAC) sen (w’)  sen(/ACB)sen(/ABC)’

Mas, med(/BAC) = © — (med(/ABC) + med(/ACB). Desse modo,

sen(/BAC —«w') _ sen(m—(LABC+/ACB))  sen(/ABC+ /ACB)
sen (/BAC) sen(w’)  sen(/ACB)sen(/ABC)  sen(/ACB) sen(/ABC)’

Finalmente, calculando o seno da diferenca e soma de arcos, obtemos
cot(w’) — cot(/BAC) = cot(/ABC) + cot(/ACB),

ou seja,
cot(w') = cot(/BAC) + cot(/ABC) + cot(/ACB).

O

Observacao 1.23. Segue de (1.15) que as medidas dos angulos de Brocard do tridngulo

A ABC sdo iguais, dado que w e w' sdo angulos agudos.

A seguir, obtemos as coordenadas trilineares do primeiro, segundo e terceiro pontos
de Brocard de um tridngulo AABC.

Proposicao 1.24. Nas condi¢oes da Defini¢do 1.21, o primeiro ponto de Brocard P, o
segundo ponto de Brocard Q e o terceiro ponto de Brocard T de um tridngulo A ABC tém

as seguintes coordenadas trilineares
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)
AB BC AC
ii)
AC BA CB
Q=748 BC AC (29
iii)
T = AB(BC? + AC?) : BC(AC? + AB%) : AC(AB? + BC?) (1.25)

Demonstragdo. i) Sejam D € AB,E€ BCe F € ACtaisqueC—P—-D,A—P—E

e B— P — F, como esta ilustrado na Figura 23. Além disso, sejam G, H e I os pés

das perpendiculares baixadas de P sobre os lados AB, BC e AC, respectivamente,

a' = PH, b’ = PF e ¢’ = PG. Primeiramente, calculemos BP,CP e AP.

Figura 23: Distancias do primeiro ponto de Brocard aos lados do AABC.

Em relacdo aos tridngulos AABE e ABPE, observamos que /BAE = /PBE e
/AEB = /PEB. Logo, pelo caso angulo-angulo de semelhanca de tridngulos, os
triangulos AABE e ABPE sao semelhantes pela correspondéncia ABE «— BPE

entre seus vértices. Assim,

AB  BP
BE PE
donde temos
BP - ABPE (1.26)

BE
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Aplicando a lei dos senos ao triangulo ABEP, temos

PE  BE
sen(/PBE)  sen(/BPE)’

isto é,
PE _ sen (/PBE)
BE  sen(/BPE)

Substituindo 1.27 em 1.26, chegamos a

_ BAsen(/PBE)
~ sen(/BPE)

De modo totalmente andlogo, obtemos

_ CBsen(/PCF)
CP= sen(/CPF) '

a partir da semelhanca entre os tridangulos ACBF e APCF, e

_ ACsen(/PAD)
AP = sen(/APD) ’

a partir da semelhanca entre os triangulos AADC e APDA.

Mas,
PH

sen(/PBH) = PE’

isto é,
PH = PBsen(/PBH).
Substituindo 1.28 em 1.31, obtemos

PH = BAsen(/PBH)sen(/PBE) _ BA(sen (/PBH))?

sen (/BPE) ~ sen(/BPE)

De modo anélogo,
PI = PCsen (/PCI)

PG = APsen (/PAG).

Substituindo 1.29 em 1.33, obtemos

_ CBsen(/PCI)sen(/PCF) _ CB(sen (/PCI))?

PI
sen (/CPF) sen (/CPF)

e substituindo 1.30 em 1.34, obtemos

_ ACsen(/PAD)sen (/PAG) _ AC(sen (/PAG))?

PG sen (/APD) ~ sen(/APD)

(1.27)

(1.28)

(1.29)

(1.30)

(1.31)

(1.32)

(1.33)

(1.34)

(1.35)

(1.36)

33
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ii)

Das semelhancas de tridngulos obtidas anteriormente decorre que /BAC = /APD,
/ABC = /BPE e /ACB = /CPF. A area do triangulo A ABC ¢ dada por

AB ACsen(/BAC) BABCsen(/ABC) CACBsen(/ACB)

Sapc = > > > p
isto é,
ABACsen(/APD) BABCsen(/BPE) CACBsen(/CPF)
Sapc = > = 5 = 5 . (1.37)

Por (1.32), (1.35) e (1.36), as coordenadas trilineares exatas do ponto P sdo

BA(sen (/PBH))> CB(sen(/PCI))*> AC(sen(/PAG))?
sen(/BPE) ~ sen(/CPF) ' sen(/APD)

(@, v, )= < > (1.38)

Mas, /PBH = /PCI = /PAG, pois suas medidas correspondem a medida w do

primeiro dngulo de Brocard do tridngulo A ABC. Assim, podemos multiplicar as

coordenadas trilineares de P por ———, obtendo
sen 2w
BA CB AC
: : (1.39)
sen(/BPE) sen(/CPF) sen(/APD)
Substituindo 1.37 em 1.39, obtemos
BA ~ CB = AC
254c "~ 25aBc " 2SaBc
BABC CBAC ABAC
ou seja,
BBA? ACCB? BAAC?
¢ : cC : ¢ (1.40)
2SaBc 2SaBc 2SaBc
. . 2S5 4Bc
Multipl denadas tril de P dad 1.40 _—
ultiplicando as coordenadas trilineares de adas em (1.40) por ABACEC
obtemos
_AB_BC _AC
~ AC " AB ' BC

De acordo com a Observacao 1.23, podemos determinar as coordenadas trilineares
do segundo ponto de Brocard Q a partir de (1.26). Tomamos como referéncia as
Figuras 23 e 24. Para isso, basta intercambiar os vértices B e C nas expressoes de
(1.26), mantendo o vértice A inalterado, e observar que ao fazer esta mudancga de

B com C, sdo trocados os papéis de b’ e ¢’ em (1.26).
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Figura 24: Distancias do segundo ponto de Brocard aos lados do AABC.

Portanto,

o.AC BA CB
AB BC AC

Finalmente, obtemos as coordenadas trilineares do terceiro ponto de Brocard,
também conhecido como ponto médio de Brocard. Sejam X,Y e Z os pés das
perpendiculares baixadas de T sobre os lados AB, BC e CA. Da mesma forma,
sejam G, H e I os pés das perpendiculares baixadas de P sobre os lados AB, BC
e CA, e G',H' e I os pés das perpendiculares baixadas de Q sobre os lados AB,
BC e CA. Como T estd entre P e Q e proje¢des ortogonais preservam a relagio
estar-entre, temos G' — X — G, H—Y — H' e I' — Z — I, como estd ilustrado na

Figura 25.

Por construcfio, PH || TY || QH/, PI | TZ | QI'’ e PG || TX || QG’. Como T é o
ponto médio de PQ, segue do Teorema de Tales que X, Y e Z sdo os pontos médios
de G'G, HH' e I'l, respectivamente. Logo, PQH'H, PQI'l e PQG’G séo trapézios
com bases médias TY, TZ e TX, respectivamente. Deste modo,

!/ / /
_PH+QH' _ _PI+QI rx - PG+QG

TY 5 , 5 e >
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Figura 25: Distancias do ponto médio de Brocard T aos lados do A ABC.

Procedendo de modo anélogo ao que fizemos em (1.32), (1.35) e (1.36), obtemos

, _ AC(sen(/QCH’))?

, _ AB(sen(/QAI'))?
QH' = sen (/E’QC)

or = QG = BC(sen (/G'BQ))?

sen (/AQF’) ~ sen(/D'QB)

Deste modo, as coordenadas trilineares exatas do ponto T sdo (TY, TZ, TX), com

AB(sen (/PBH))> AC(sen(/QCH))?
sen (/BPE) i sen (/E'QC)

TY = 5
BC(sen (/PCI))> AB(sen(/QAI))?
T7 = sen (/CPF) " sen (/AQF")
B 2
¢ AC(sen (/PAG))*> BC(sen(/G'BQ))?
Tx - _ sen (LAPD) sen (/D’'QB)
2

Vimos na prova do item i) que sdo semelhantes os seguintes tridngulos:
AABE ~ ABPE, ACBF ~ APCF, AADC ~ APDA.

Assim,

* /BPE = /ABE = /ABC;



1.1 GEOMETRIA DOS TRIANGULOS E TRAPEZIOS 37

* /CPF = /BCF = /BCA;
* /APD = /CAD = /CAB.

De modo analogo, mostra-se que que sdo semelhantes os seguintes triangulos:
AD'BQ ~ AD'CB, AE'QC ~ AE'CA, AAQF ~ ABAF'.

Assim,
* /D'QB = /D'BC = /ABC;
* /E'QC = /E'CA = /BCA;
* /AQF' = /BAF' = /CAB.
Consequentemente,
* /BPE = /D'QB = /ABC;
* /CPF= /E'QC = /BCA;
* /APD = /AQF = /CAB.

Além disso, segue da Definicdo 1.21 e da Observacao 1.23 que /PBH = /PCI =
/PAG = /QCH' = /G'BQ = /QAI, cuja medida é w. Multiplicando as coor-
denadas trilineares exatas de T por Genw)?’ obtemos as seguintes coordenadas
trilineares de T

AB N AC ' BC N AB ) AC N BC
sen(/ABC) sen(/ACB) "sen(/ACB) sen(/BAC) sen(/BAC) sen(/ABC)

Aplicando a lei dos senos ao triangulo A ABC, temos que

BC AC _  AB
sen(/BAC) sen(/ABC) sen(/ACB)’

Logo, as coordenadas trilineares de T reescrevem-se como

1 (ABBC ACBC>'

sen(/BAC) \_AC ' AB
1 BCAC | ABACY
sen(/ABC) \ AB BC ’

1 ACAB N BC AB
sen (/ACB) BC AC

Ou seja,

AB?BC + AC?BC ' BC? AC+ AB% AC ' AC? AB+ BC? AB
ABACsen(/BAC) " ABBCsen(/ABC) = AC BCsen(/ACB)
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Como 2S43c = ABACsen(/BAC) = ABBCsen(/ABC) = AC BCsen(/ACB),

obtemos

AB2BC + AC?BC ) BC%2 AC+ AB2 AC ' AC? AB+BC? AB
2SaBc ’ 2S5 4Bc . 2S5 4Bc

Multiplicando entédo as coordenadas trilineares de T por 2 S 45¢, concluimos que

T = BC(AB? + AC?) : AC(BC? + AB?): AB(AC? + BC?). (1.41)

O]

1.1.6 Notagdo de Conway

Nesta subsecdo, apresentamos a notacao de Conway para tridngulos.

Definicdo 1.25. (Notacdo de Conway) Denotando por Spc a drea de um tridngulo
A ABC qualquer, por 6 =2 S 4p¢ € por 6 a medida de um angulo qualquer, a notagéo de
Conway € definida por

Sp = dcoth.

No caso em que 6 é igual ao angulo de Brocard w do triangulo AABC, temos, por
(1.14), que

AB?+ AC*+BC? _ AB®+ AC? + BC?

1.42
IS anc 2 (1.42)

Sw=0cotw =2S45c

1.1.7 Centros de Kimberling

Nesta subsecdo, apresentamos alguns centros especiais de um tridngulo qualquer,
conhecidos como Centros de Kimberling, em honra ao matematico Clark Kimberling,
que criou em 1994 a "Clark Kimberling’s Encyclopedia of Triangle Centers" [3], uma
enciclopedia contendo as coordenadas trilineares e baricéntricas de 37885 centros,
identificados pela notacdo X,,, onde n é sua posicdo na enciclopedia. Dentre esses

centros, X7, X, X3 e X4 sdo o incentro, o baricentro, o circuncentro e o ortocentro de
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um triangulo AABC. Na Figura ??, estdo ilustrados alguns centros de Kimberling de

um tridngulo AABC.

-um

'\J'Jgﬁljn- ;" '!I-:I- -
& ¥, Ao

Figura 26: Centros de Kimberling de um tridangulo AABC.
Fonte: https://mathworld.wolfram.com/KimberlingCenter.html

* X¢ - Ponto Simediano

Na enciclopédia de Kimberling, o ponto simediano de um triangulo corresponde a

Xe. A seguir, obtemos suas coordenadas trilineares.

Observacdo 1.26. Na Se¢do 2.2.1, veremos que o ponto simediano de um tridngulo

AABC ¢ o centro da circunferéncia do cosseno do triangulo AN ABC.

Proposicao 1.27. As coordenadas trilineares do ponto simediano K de um tridngulo
AABC sdo dadas por
BC: AC: AB.

39
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A

Figura 27: X, - Ponto Simediano do tridngulo AABC.

Demonstragdo. Sejam D, G e M os pés das alturas baixadas de K sobre os lados AB, BC
e AC, ou seus prolongamentos, respectivamente, como est4 ilustrado na Figura 27. De
acordo com a Observacgédo 1.12, o ponto simediano K do triangulo A ABC esta sempre

no interior do triangulo. Assim,

AB KD N BC KG AC KM

Sapc = Sakp +Spkc +Sakc = — >t
isto é,
2S4pc = AB KD+ BC KG+ AC KM (1.43)
Segue da Proposicdo 1.18 que % = % = %. Substituindo KD e KM em 1.43, obtemos
AB KG AB AC AC KG  AB?+BC?+ AC?
2 = B K = K .
SABC BC + BCKG + BC BC G

Consequemtemente, usando a notagdo de Conway da Definicdo 1.25 e (1.14), temos

e S C C
3 4Sapc B _ B
KG = 2(AB2+BC2+AC?) 2cotw’ (1.44)
Analogamente, )
KM = ¢ (1.45)
2 cotw
e
KD = AB (1.46)

T 2cotw’
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Por (1.44), (1.45) e (1.46). as coordenadas trilineares exatas do ponto simediano K
do triangulo A ABC séo

(1.47)

Kz(KG,KM,KD)z( B¢ AC_ - _AB )

2 cotw’ 2 cotw” 2 cotw
Multiplicando por 2 cotw as coordenadas obtidas em (1.47), obtemos as coordenadas
trilineares de K

BC: AC: AB.

* Xsz9 - Ponto médio de Brocard

Na enciclopédia de Kimberling, o ponto médio de Brocard T de um tridngulo A ABC
também conhecido como terceiro ponto de Brocard do triangulo A ABC, corresponde a

X39. Suas coordenadas trilineares foram obtidas em (1.25), na Proposi¢do 1.24, como

T = AB(BC? + AC?) : BC(AC? + AB?) : AC(AB?+ BC?).

* Xig - Ponto médio do didmetro de Brocard

No Capitulo 2, veremos que o circuncentro e o ponto simediano de um triangulo tém
um papel fundamental na construgédo das circunferéncias de Tucker, uma vez que o

centro da circunferéncia de Tucker é colinear a eles.

Definicdo 1.28. Sendo A ABC um triangulo qualquer, K e O o ponto simediano e o
circuncentro do tridngulo AABC, o segmento KO é chamado de didmetro de Brocard
do tridngulo AABC.

Observacdo 1.29. Na Segdo 2.18, veremos que o ponto médio do didmetro de Brocard
Z de um triangulo A ABC ¢€ o centro da primeira circunferéncia de Lemoine do tridngulo
ANABC.

Na enciclopédia de Kimberling, o ponto médio do didmetro de Brocard Z de um
triangulo corresponde a Xig,. A seguir, obtemos suas coordenadas trilineares. Para fazer
isto, determinaremos as coordenadas trilineares exatas de Z como sendo a média entre
as coordenadas trilineares exatas de K e O. Entdo, comecamos exibindo as coordenadas

trilineares exatas do circuncentro do tridngulo.
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Lema 1.30. As coordenadas trilineares exatas do circuncentro O de um tridngulo ANABC
qualquer sdo dadas por

BC cot(/BAC) AC cot(/ABC) AB cot(/ACB)

> > > (1.48)

Figura 28: (1) O e A do mesmo lado de % ; () O e A em lados opostos de %

Demonstragdo. Sejam C; a circunferéncia circunscrita ao triangulo AABC e R o seu
raio. Pela lei dos senos aplicada ao triangulo A ABC, temos que

BC AB AC

sen(/BAC) _ sen(/BCA) ~ sen(/ABC) ~ * & (1.49)

Sendo I a projec¢do ortogonal de O sobre a reta %, temos que a drea do tridngulo

AOBC ¢é

BC OI
Sosc = 5 (1.50)

Por outro lado,

OB OC sen(/BOC) RZ%sen(/BOC
Sopc = > ( ) _ ; ). (1.51)

Segue de (1.50) e (1.51) que

_ R%sen(/BOC)

Ol BC

(1.52)
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Substituindo (1.49) em (1.52), obtemos

2
BC? sen (/BOC) _ BC sen (/BOC) (1.53)

I= .
O 4BCsen?(/BAC) 4sen2(/BAC)

Para determinarmos a medida do angulo /BOC em funncido da medida do angulo

/BAC, consideramos os casos:

* Caso 1: O e A estdao do mesmo lado de %, como esta ilustrado na Figura 28(a).

Neste caso, a medida do angulo central /BOC € igual ao dobro da medida do
angulo inscrito /BAC. Logo,

_ BC sen(2med(/BAC)) _ BC 2 sen(/BAC) cos(/BAC) _ BC cot(/BAC)
"~ 4sen2(/BAC) B 4sen2(/BAC) - 2

Ol

* Caso 2: O e A em lados opostos de %, como estd ilustrado na Figura 28(b).

Neste caso, a medida do angulo central /BOC é igual a 27t menos o dobro da
medida do angulo inscrito /BAC, isto é, 2 (71 — med(/BAC)). Logo,

43

_ BCsen (2 (r — med(/BACQ))) _ 2 BCsen (r — med(/BAC)) cos(rt — med(/BAC))

o1 4sen2(/BAC) 4sen2(/BAC)
_ BCsen(/BAC) cos(/BAC) _ BC cot(/BAC)
B 2sen2(/BAC) B 2 ’

Denotando por OI* = dist;(O, %), temos pela Definicdo 1.8 que
O = BC cot(ZBAC)'
2
Analogamente, sendo F e | as projecdes ortogonais de O sobre jﬁ e jﬁ, respectiva-
mente, OF* = dist;(O, jﬁ) e OJ* = dists(O, %), temos que as coordenadas trilineares

exatas do circuncentro O do tridngulo A ABC sdo

O = (OI*,0]*, OF*) = <BC cot (/BAC) AC cot(/ABC) AB cot( ACB)) .

2 ’ 2 ’ 2
O

Observacdo 1.31. Observamos que pode ocorrer de O pertencer a reta %, como estd
ilustrado na Figura 29. Por ser o circuncentro O do tridngulo /A ABC, neste caso O seria o
ponto médio de BC. Consequentemente, OI* = 0 e o dngulo /BAC seria reto, de modo
que cot(/BAC) = 0. Ou seja, continuaria vdlida a expressdo

_ BC cot(/BAC)

orr=————-.
2
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Figura 29: (a) O é o ponto médio de BC.

Observacao 1.32. Observamos que a posi¢do do circuncentro O em relagdo ao vértice A
determina a natureza do dngulo /BAC. De fato, no caso em que O e A estdo do mesmo
lado de %, temos que 2 med(/BAC) = med(/BOC) < 7. Logo, med(/BAC) < 7t/2, isto
é, /BAC é um dngulo agudo. Agora, no caso em que O e A estdo em lados opostos de
%, temos que 27t — 2 med(/BAC) = med(/BOC) < 7. Logo, med(/BAC) > /2, isto
é, /BAC é um dngulo obtuso.

Lembremos que estamos interessados em determinar as coordenadas trilineares
exatas de Z. No caso em que O e A estdo do mesmo lado de %, veremos que basta
aplicar o teorema da base média de trapézios. No entanto, se O e A estiverem em lados
opostos de %, usaremos o seguinte resultado auxiliar, o qual nos referimos como base
média de um trapézio degenerado.

Lema 1.33. (Teorema da base média de um trapézio degenerado) Sejam KO um segmento
qualquer e Z seu ponto médio. De um dos lados da reta j@, tomamos um ponto G tal que
KG ) KO. Em seguida, consideramos uma reta t que passa por G, perpendicular a KG e
que cruza KO \ {K, O} num ponto X # Z, como estd ilustrado na Figura 30. Sejam H, I
pontos sobre a reta t tais que ZH || KG || OI. Entdo

iy _ IKG=OI|

2
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Figura 30: Trapézio degenerado KGIO.

Demonstragcdo. Temos dois casos possiveis: K— X —-Z—-0eK—-—Z—-X—-0. Em

qualquer um destes casos, por construcio, ZH || KG || OI. Assim, /KGX ¥ /ZHX =

OIX. Além disso, sdo congruentes os angulos opostos pelo vértice /KXG = /ZXH =

/OXI. Pelo caso angulo-angulo de semelhanca de tridngulos temos que AKXG ~

AZXH ~ AOXI. Logo,
GX KX _KG

HX ZX ZH
HX zX _zH
IX OX OI’
Aplicando propriedades de proporcionalidade a (1.54) e (1.55), obtemos

KX+72X KG+ZH
zZX —  ZH '

ZX _  ZH
OX - ZX OI—ZH’

KX—-72X KG-ZH
zZX —  ZH '

ZX  ZH
OX+ZX OI+ZH’

Como Z é o ponto médio de KO entdo KZ = KO. Se

(1.54)

(1.55)

(1.56)

(1.57)

(1.58)

(1.59)
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e K—X—-—7Z—-0entdao KX+ZX=KZ e ZX+ 720 = XO. Assim, (1.56) e (1.57)

tornam-se
KZ KG+ZH
X~ ZH (1.60)
e
zZX ZH
0Z  OI-ZH’ (1.61)
Multiplicando (1.60) e (1.61), obtemos
E g _KG+ZH ZH
ZX0OZ  ZH OI—-ZH’
ou seja,
_KG+ZH
~ OI-ZH
Ol - ZH =KG+ ZH.
Logo,
ZH = %. (1.62)

e K—Z—-—X—-0Oentaio KX —ZX =KZ e ZO = ZX + XO. Assim, (1.58) e (1.59)

tornam-se

KZ KG-ZH
7X~7ZH (1.63)
e
zZX ZH
0Z OI+ZH’ (1.64)
Multiplicando (1.63) e (1.64), obtemos
E Q _KG—-ZH ZH
ZXOZ  ZH OI+ZH’
ou seja,
_KG—-ZH
~ OI+ZH
OlI+ZH=KG — ZH.
Logo,
ZH = @. (1.65)
Portanto, ZH = ‘KG;O”
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Observacio 1.34. Observamos que a posicdo de X no segmento KO em relagdo ao seu

G-0I Ol — KG
ponto médio Z determina se ZH ¢ igual a 5 ou a B De fato, como

AKXG ~ AOXI, a proporcionalidade entre as medidas de seus lados correspondentes €
mantida. Assim, se K — X — Z — O entdo KX < OX, donde concluimos que KG < OI.
No entanto, se K — Z — X — O entdo OX < KX, donde concluimos que OI < KG.

Observacao 1.35. A seguir, na prova da obtengdo das coordenadas trilineares exatas do

ponto médio do didmetro de Brocard, tomaremos um tridngulo A ABC de referéncia, K, O

e Z como sendo seus pontos simediano, ortocentro e ponto médio do didmetro de Brocard.

Sabemos que K estd sempre no interior do tridngulo ANABC e que Z é o ponto médio de
KO. Se A e O estiverem em lados opostos em relagdo a reta %, assim como A e Z, como

estd ilustrado na Figura 32, entdo, por (1.62), temos que

_gpr = O K&
2
isto €, . .
ZH* - Ol ;KG ,

onde ZH* = dist,(Z, BC), OT* = dist,(O, BC) e KG* = dist,(K, BC).

Agora, Se A e O estiverem em lados opostos em relagdo a reta %, mas A e Z estiverem
do mesmo lado, como estd ilustrado na Figura 33 entdo, por (1.65), temos que
_KG*+O0rI*

ZH*
2

Em ambos os casos, concluimos que ZH* se comporta como uma base média do trapézio
degenerado KGIO, de modo que
_ KG*+O0I*

ZH*
2

(1.66)
Proposicao 1.36. As coordenadas trilineares do ponto médio do didmetro de Brocard Z

de um tridngulo A\ ABC sdo dadas por
cos (/BAC — w) : cos (/ABC — w) : cos (/BCA — w),

onde w €é a medida do angulo de Brocard do tridngulo A ABC.

Demonstragdo. Para o caso em que A e O estiverem do mesmo lado em relacdo a reta
%, como na Figura 31, o teorema da base média de trapézio nos possibilita afirmar

que
_ KG*+O0I*

ZH*
2

47



48 RESULTADOS PRELIMINARES

Mesmo que A e O estejam em lados opostos em relacdo a reta %, a Observacao

1.34 garante o mesmo resultado, por (1.66).

O

Figura 32: Ponto médio Z do didmetro de Brocard, com A e O em lados opostos de %, assim
como Ae Z.
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Figura 33: Ponto médio Z do didmetro de Brocard, com A e O em lados opostos de %, mas A
e Z do mesmo lado.

Em (1.48) e (1.47), temos as coordenadas trilineares exatas de O e K, respectiva-

mente. Assim, as coordenadas trilineares exatas de Z sido

BC cot(/BAC) ~_BC  ACcot(/ABC) AC  ABcot(LACB) —_ AB

7 - 2 2 cotw 2 2 cotw 2 2 cotw
2 ’ 2 ’ 2

_ ( BC cos(/BAC) N BCsenw AC cos(/ABC) N ACsenw AB cos(/ACB) . ABsenw
~ \_4sen(/BAC) 4 cosw ~ 4sen(/ABC) 4 cosw ' 4sen(/ACB) 4 cosw

Mas, por exemplo, a primeira coordenada se reescreve como

BC(cos (/BAC) cosw +senwsen (/BAC)) BC(cos(/BAC — w))
4sen(/BAC) cosw ~ 4sen(/BAC) cosw '

de modo que

BC (cos (/BAC — w)) AC(cos(/ABC — w)) AB(cos(/ACB — w))
4sen(/BAC) cosw * 4sen(/ABC)cosw ~ 4sen(/ACB) cosw

4
Multiplicando as coordenadas trilineares exatas de Z por ﬁéch obtemos as

seguintes coordenadas trilineares de Z:

cos(/BAC —w)  cos(/ABC—-w)  cos(/ACB— w)
AB ACsen(/BAC) " ABBCsen(/ABC) =~ AC BCsen(/ACB)
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cos (/BAC —w) cos(/ABC —w) cos(/ACB— w)
2S4Bc ' 2SaBc ' 2SaBc

Multiplicando, agora, por 2S4pc, obtemos que Z tem as seguintes coordenadas
trilineares:
cos (/BAC — w) : cos (/ABC — w) : cos (/ACB — w).



CIRCUNFERENCIAS DE TUCKER

Neste capitulo, definimos as Circunferéncias de Tucker, além de apresentarmos uma
construcdo para elas. Por fim, exibimos dois casos particulares de Circunferéncias de

Tucker, a Circunferéncia do Cosseno e a Primeira Circunferéncia de Lemoine.

2.1 HEXAGONO DE TUCKER

Dado um AABC, construimos a seguir um hexagono de modo que seus seis lados
sejam, alternadamente, antiparalelos e paralelos as retas suportes dos lados do triangulo

A ABC numa ordem ciclica, como estd ilustrado na Figura 34.

Sem perda de generalidades (em relagdo aos lados do tridngulo A ABC), comecamos
construindo uma reta p que seja antiparalela a reta suporte do lado BC com relagéo
as retas suportes dos lados AB e AC. Sejam {D} = ABNpe {E} = ACN p. Temos
que A—-D—-B,A—E—-Ce /ADE = /BCA. Em seguida, tracamos a reta q paralela
a reta suporte do AB que passa pelo ponto E. Seja {F} = g N BC. Observamos que F
estd entre B e C, pois A — E — C e projecdes paralelas preservam a relacdo estar-entre.
Agora, tracamos a reta r que passa por F e é antiparalela a reta suporte do lado AC com
relacfio as retas suportes dos lados AB e BC. Se existir tal reta r, seja {G} = ABNr.
Neste caso, A— G — Be /BFG = /CAB. Por G, construimos a reta s paralela a reta
suporte do BC. Seja {H} = s N AC. Tragamos, caso exista, a reta t que passa por H e é
antiparalela & reta suporte do lado AB com relacéo as retas suportes dos lados BC e
AC. Seja {I} = BCNt. Logo, B— I —Ce /CHI ¥ /ABC. Finalmente, pelo ponto [
tracamos a reta u paralela a reta suporte do AC. Sendo {J} = AB N u, mostraremos na

Proposicédo 2.2 que | = D.
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Figura 34: Hex4gono de Tucker, com p antiparalela a BC.

Definicao 2.1. (Héxagono de Tucker) O hexdgono DEFGH]I assim construido € cha-

mado de Hexagono de Tucker.

Nestas condicbes, temos o seguinte resultado.

Proposicao 2.2. O Hexdgono de Tucker DEFGHI € fechado, isto é, a reta u passa pelo
ponto D.

Demonstragcdo. Mostraremos que ﬁ I fﬁ, concluindo que | = D, pois, por construcéo,

WﬂjﬁeD,]e@.

Como ﬁ é antiparalela a % (em relacdo as retas ﬁ e z<4—(>?) e ﬁ é antiparalela
a jﬁ (em relacdo as retas ﬁ e %) entdo /ADE = /ACBe /BGF = /ACB. Conse-
quentemente, /ADE = /BGF, de modo que sdo congruentes seus suplementares, isto
é, /GDE = /FGD. Além disso, por construcio, ﬁ | jﬁ Logo, o trapézio DEFG é

isésceles, isto é, DE = FG.

Analogamente, como % ¢ antiparalela a jﬁ (em relacdo as retas jﬁ e %) e ﬁ é
antiparalela a jﬁ (em relacdo as retas jﬁ e %) entdo /BFG = /BACe /HIC = BAC.

Consequentemente, /BFG = /HIC, de modo que sdo congruentes seus suplementares,
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e
isto é, /HIF = /IFG. Além disso, por construgio, GH || % Logo, o trapézio FGHI é

isésceles, isto é, FG = HI.

Também, como ﬁ ¢é antiparalela a % (em relacédo as retas ﬁ e %) e ﬁ é anti-
paralela a jﬁ (em relacdo as retas j@ e %) entdo /AED = /ABCe /IHC = ABC.
Consequentemente, /AED = /IHC, de modo que sdo congruentes seus suplementares,
istoé, /DEH = /EHI.

Em relacdo ao quadrilatero DEHI, obtemos que DE = Hl e /DEH = /EHI. Pela
Proposicdo 1.5, concluimos que DI || EH. Portanto, D | ac. O

Corolério 2.3. Sdo congruentes os segmentos DE, FG e HI determinados pelas antipara-

lelas que formam o hexdgono de Tucker DEFGHI.

Demonstragdo. A prova é uma consequeéncia do fato que DEFG é um trapézio isésceles
com DE = FG, assim como FGHI é um trapézio isosceles, com FG = HI, conforme

vimos na demonstracdo da Proposicdo 2.2. O

Observacdo 2.4. Observamos que se comegarmos a constru¢do do hexdgono tomando
p como sendo paralela ao lado BC do tridngulo A\ ABC, como na Figura 35, e seguindo
a alterndncia entre paralela e antiparalela, o hexdgono obtido serd fechado. De fato, na
prova da Proposicdo 2.2, bastaria tomarmos HI no papel de DE e trocarmos os vértices

A, B, C por B, C, A, respectivamente.
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B 1 'I.IIIII 'F
I"fll

Figura 35: Hexdgono de Tucker, com p paralela a BC.

A seguir, mostramos que é possivel inscrever um hexdgono de Tucker numa circunfe-

réncia, que serd chamada de Circunferéncia de Tucker.

Proposicdo 2.5. Sendo AABC um tridngulo qualquer, se DEFGHI for um hexdgono de
Tucker do triangulo A ABC, como na Defini¢do 2.1, existe uma circunferéncia passando

pelos vértices do hexdgono.

Demonstracdo. Consideremos a (tinica) circunferéncia C passando pelo pontos G, H e
I. Como vimos na prova da Proposi¢do 2.2, o trapézio FGHI da Figura 2.10 é isdsceles,

logo ele é inscritivel. Assim, F € C.
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Figura 36: Circunferéncia de Tucker.

Por construgéo, DI || AC e GE & antiparalela ao lado AC. Deste modo, /GDI =
/BAC e med(/GFI) = m — med(/BAC). Assim, /GDI e /GFI sdo angulos suplemen-
tares, de modo que o quadrilatero FGDI é inscritivel. Mas, F, G, I € C, donde temos
que D € C. Novamente, como vimos na prova da Proposi¢do 2.2, o trapézio DEFG
¢ isésceles, logo ele é inscritivel. Como F,G,D € C, obtemos que D € C. Portanto,
a circunferéncia C passa pelos vértices do hexdgono de Tucker DEFGHI, como esta

ilustrado na Figura 2.10. O

Definicdo 2.6. A circunferéncia C assim construida é chamada de Circunferéncia de
Tucker do triangulo A ABC.

A seguir, apresentamos uma construcao para as circunferéncias de Tucker de um

triangulo a partir da obtencéo de seu centro.

Proposicao 2.7. (Construg¢do de uma circunferéncia de Tucker de um dado tridngulo)
Sejam A\ ABC um triangulo qualquer; ﬁ uma antiparalela ao lado BC, com A — D — B
e A—E — C, KO o didmetro de Brocard do tridngulo AABC e M; o ponto de interseccdo
entre a simediana H e a antiparalela ﬁ Se Y é o ponto de intersecgdo entre f@ ea
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reta paralela a ?ﬂ passando por My, entdo Y € o centro da circunferéncia de Tucker C

determinada por DE.

Figura 37: (a) e (c) Circunferéncia de Tucker com Y € KO; (b) Circunferéncia de Tucker com
Y ¢ KO.

Demonstragdo. De acordo com a Observacdo 1.12, o ponto simediano K pertence ao
interior do tridngulo AABC. Assim, o ponto M; determinado pela interseccdo da
simediana R e a antiparalela ﬁ é tal que D — M; — E. No entanto, o ponto Y dado
pela intersec¢do entre j@ e a reta paralela a &Z\ passando por M; pode pertencer ao
diametro de Brocard, como na Figura 37 (a) e (c), ou ndo pertencer a ele, como na
Figura 37 (b).

A demonstracdo que agora damos engloba todos estes casos. Pelo Lema 1.3, temos
que W L DE. Mas, por construcio, m I <o7§ = a Assim, YM; L DE. Pela
Proposicéo 2.2, temos que M; é ponto médio de DE. Consequentemente, Y pertence &
mediatriz de DE.
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Procedendo de modo andlogo com as antiparalelas ﬁ e ﬁ, mostramos que Y
pertence a mediatriz de FG e & mediatriz de H1I. Portanto, Y é o centro da circunferéncia

de Tucker C determinada por DE.

O]

Observacdo 2.8. Dadas as restrigbes para a construgdo das antiparalelas, ndo pode
ocorrer que K — O — Y, ou seja, que o circuncentro do tridngulo N\ ABC esteja entre seu
ponto simediano e o centro de sua circunferéncia de Tucker. De fato, para que ﬁ seja uma
antiparalela ao lado BC do tridngulo \ABC, é necessdrio que A—D —Be A—E — C.
Assim,

* se A— My — K, como na Figura 37 (a), entdo suas projecbes paralelas sobre a reta
f@ sdo tais que O — Y — K, uma vez que projecoes paralelas preservam a relagdo
estar-entre e as projecoes de A, M e K, na direcdo &)4, sobre a reta j@ sdo O, Ye

K, respectivamente;

* se A — K — M3, como na Figura 37 (b), entdo suas projegbes paralelas sobre a reta
j@ sdo tais que O — K — Y, uma vez que projegbes paralelas preservam a relagdo
estar-entre e as projecoes de A, K e My, na diregdo (<)—A>, sobre a reta % sdo O, Ke

Y, respectivamente;

* ndo ocorre K — O — Y, pois neste caso, teriamos K — A — My. Mas, como {M; } =
ﬁﬁﬁ, entdo ndo valeria A— D — Bou A—E —C.

Nosso proximo objetivo é obter uma parametrizacdo para o raio das circunferéncias
de Tucker de um dado tridngulo. Consideremos entdo um tridngulo A ABC qualquer.
Sejam R o raio de sua circunferéncia circunscrita, K seu ponto simediano, O seu circun-
centro e DEFGHI um hexagono de Tucker do tridngulo A ABC, com bE antiparalela
aBC,A—D—-Be A—E—C. Além disto, sejam M;, M, e M3 os pontos médios
de DE, FG e HI, respectivamente, como est4 ilustrado na Figura 38. Se Y denota o
centro da circunferéncia de Tucker C do triAngulo A ABC construido a partir de DE
entdo, de acordo com a Observacdo 2.8, podem ocorrer K — Y — O, como na Figura
37 (a), ou Y — K — O, como na Figura 37 (b). Em qualquer um destes casos, segue
da construcao de Y que sdo semelhantes, pelo caso angulo-angulo de semelhanca de
triangulos, os triangulos AKM Y e AKAQO, assim como AKM,Y e AKBO, AKM3Y e
AKCO. Consequentemente, sendo

KY

A= ko
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temos que
KM; KM, KMs; KY

KA ~ KB KC ‘@‘A‘

Figura 38: Circunferéncia de Tucker.

KY
Para diferenciarmos os casos K— Y —0OeY —-K—-Oem A = X0’ podemos adotar a

seguinte notacao:

~ . KY .
Notacdo 2.9. Tomamos A para ser a razdo 0 entre os comprimentos dos segmentos
orientados KY e KO. Deste modo,
*se 0 < A <1lentdo K—Y — O, o que € razodvel, visto que KY < KO quando
K-Y-0;

e seA<QentdoY — K—0.

1 S K
Por exemplo, — = = indica que Y é o ponto médio de KO, enquanto que — = ——
p X0 2 q p q q %0

1
indica que Y — K — O com KY = 5 KO.
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Embora esta notacdo nos permita considerar circunferéncias de Tucker com A < 0,
para os propésitos deste trabalho, que é o de construir circunferéncias de Tucker

especiais, tomaremos somente o caso em que 0 < A < 1,isto é, K—Y — O.

Nestas condicOes, temos o seguinte resultado, cuja prova esta baseada em [1].

Proposicao 2.10. O raio r da circunferéncia de Tucker C do tridngulo A ABC é dado por

r=R\/A2+(1-APtanw, 2.1)

KY
onde A = X0’ com 0 < A <1ewéamedida do angulo de Brocard do triangulo NABC.

Figura 39: Circunferéncia de Tucker.

Demonstracdo. Segue da construcdo de Y que sdo semelhantes os tridngulos AAKO e

AM;KY. Logo,
KY YM; MK

KO A0 ~ AK (2.2)

KY
Como %0 - A e OA = R é o raio da circunferéncia circunscrita ao tridngulo AABC,

entdo a primeira igualdade de (2.2) nos garante que

YM; = AR. (2.3)

g . . A
Tomemos agora a paralela D'E’ a ﬁ passando pelo ponto simediano K do triangulo

AABC,com A— D' —Be A—E'— C, como estd ilustrado na Figura 39. Temos que
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— ==

D’E’ é uma antiparalela ao lado BC do tridngulo AABC. Pela Proposigdo 1.14, a
—— —

simediana H do tridngulo A ABC cruza a antiparalela D’E’ no ponto médio de D'E’.

Como, por construcdo, K € D’E’, temos que K é o ponto médio de D'E’.

Segue da construcio de D'E’ que sdo semelhantes os tridngulos AAD'K e AADM,;.

Logo,
% = ‘ZAI/?. 2.4)
No caso em que K — Y — O, temos que A — M; — K. Entao, por (2.2),
Sendo p = DK, substituindo (2.5) em (2.4) que
DM;=(1—-A)p. (2.6)

Denotando por K’ a projecdo ortogonal de K sobre o lado AB, temos que
KK’ = KD'sen (/AD’'K) = psen (/ACB),

— _
pois D'E’ é também uma antiparalela ao lado BC. Pela lei dos senos aplicada ao

triangulo A ABC, temos que

AB
sen (/ACB) 2R.
Por (1.47), temos que
, AB
KK' = .
2 cotw
Logo,
AB AB

2cotw P 2R
donde obtemos que

p =R tanw.

Finalmente, (2.6) torna-se
DM, = MyE = (1 — A) R tan w. 2.7)
Denotando por | o ponto em que OA cruza DE, temos, pelo Lema 1.3, que O] | DE.

Como YM; || OA entdo YM; L DE. Como YE = r, aplicamos o Teorema de Pitdgoras
ao tridngulo retangulo AY M- E, obtendo, por (2.3) e (2.7), que

r=/R2A2+(1- AP R tan?w = R\/A2 + (1 - AP tan? w.
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Na préxima secdo, estudaremos algumas circunferéncias de Tucker especiais, que

estdo indicadas na Tabela 1, com seu respectivo parametro A.

Tabela 1: Algumas Circunferéncias de Tucker especiais.

Circunferéncia de Tucker A

Circunferéncia do Cosseno

Primeira circunferéncia de Lemoine

NI = O

2.2 CASOS ESPECIAIS DE CIRCUNFERENCIAS DE TUCKER

2.2.1 Circunferéncia do Cosseno ou Segunda Circunferéncia de Lemoine

Proposicao 2.11. Sejam AABC um tridngulo qualquer e K seu ponto simediano. Se

ﬁ, Fée HI forem antiparalelas aos lados BC, AC e AB, respectivamente, passando por
K,comA-D—-B A—-E-C,B—F—-C,A—G—-—B, A—H—-CeB—1-C, entdo
existe uma circunferéncia de centro K passando por D, E,F, G, H, I, como estd ilustrado

na Figura 40.

Figura 40: Circunferéncia do Cosseno do tridangulo AABC.
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Demonstragdo. Como jﬁ ¢ antiparalela ao lado BC, temos, pela Proposicio 1.14, que
a simediana jﬁ cruza DE em seu ponto médio. Mas, por construcdo, K € DE. Logo,
K é o ponto médio de DE, isto é, KD = KE. Por hipétese, ﬁ e ﬁ sdo antiparalelas
aos lados AC e AB, respectivamente. Logo, /KIF = /KFI = /BAC, de modo que o
tridangulo AKIF é isésceles, com KI = KF.

De modo andlogo, obtemos que K é o ponto médio FG e de HI, que KD = KG e
KE = KH. Portanto, sendo C a (tnica) circunferéncia que passa pelos pontos D, E e F,

temos que G, H, I € C e K é o centro de C.

Definicao 2.12. Nas condicdes da Proposicdo 2.11, a circunferéncia de centro K
passando pelos pontos D, E, F, G, H, I é chamada de Circunferéncia do Cosseno (ou

Segunda Circunferéncia de Lemoine) do tridangulo A ABC.

A razdo pela qual tal circunferéncia é chamada de Circunferéncia do Cosseno é dada

pela seguinte propriedade.

Propriedade 2.13. Nas condicdes da Proposicdo 2.11, as cordas DG, EH e IF sdo

proporcionais aos cossenos dos dngulos /BCA, /ABC e /BAC, respectivamente.
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I K, F

Figura 41: Propriedade da Circunferéncia do Cosseno.

Demonstragdo. Sendo r o raio da Circunferéncia do Cosseno do triangulo A ABC, temos
que KI = KF =r, de modo que o triangulo AKIF é is6sceles, como estd ilustrado na

Figura 41. Assim, se K; é o ponto médio de IF ento o tridngulo AKK;I é retangulo,
com /KK;7I sendo o dngulo reto.

Como HI & uma antiparalela ao lado AB, entdo /KIF ¥ /BAC. Logo,

IKy _IF/2 _IF

cos(/BAC) = cos(/KIKj) =

KI — r —2r
Analogamente, obtemos

cos(/ABC) = % e cos(/ACB)= %

Portanto,
EH DG IF

2 = = = .
' cos(/ABC) cos(/BCA) cos(/BAC)

O]

A Circunferéncia do Cosseno de um triangulo AABC é um caso especial de uma
Circunferéncia de Tucker obtida para A = 0. Por (2.3), A = 0 implica que Y = K = My,
isto é, o centro da circunferéncia de Tucker do triangulo A ABC é seu ponto simediano

K, assim como o ponto médio de DE. O mesmo ocorre com as antiparalelas %(3 e ﬁ
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Desta forma, a circunferéncia de Tucker com A = 0 é a circunferéncia do Cosseno do

triangulo A ABC, conforme a Proposicao 2.11.

Por (1.1), o raio da circunferéncia do Cosseno do tridngulo AABC € igual a r =
R tan w, onde R é o raio da circunferéncia circunscrita ao tridngulo AABC e w é a

medida do angulo de Brocard do tridngulo.

Observacao 2.14. Para que uma circunferéncia seja vista como uma particular Circunfe-
réncia de Tucker, é necessdrio que ela seja determinada a partir de um Hexdgono de Tucker.
No caso da Circunferéncia do Cosseno, a particularidade € que as antiparalelas b_é, ﬁ e
ﬁ passam pelo ponto simediano K. Neste caso, K torna-se o ponto médio de DE, FG e
HI. Para que a construcdo do Hexdgono de Tucker esteja completa na Proposicdo 2.11, é
necessdrio que ﬁ, GCHe D sejam paralelas aos lados AB, BC e AC, respectivamente.
Mostremos que ﬁ é paralela a AB, como estd ilustrado na Figura 42, sendo que a prova

para as outras duas retas é andloga.

De fato, como K é o ponto médio de DE e FG, entdo DK = EK e FK = GK. Além
disso, /DKG = /EKF, pois sdo opostos pelo vértice. Logo, pelo caso lado-dngulo-lado de
congruéncia de triangulos, temos que ADKG = AEKF. Assim, /KFE = /KGD, que, por
sua vez, é congruente a /ACB, pois % ¢ uma antiparalela ao lado AC. Segue também

de EC ser uma antiparalela ao lado AC que /GFB =~ /BAC. Consequentemente,
med(/EFC) = m — med(/BAC) — med(/ACB) = med(/ABC).

Portanto, EF | AB.

B
F ¢
Figura 42: Prova de que EF | AB.

Observacao 2.15. Observamos que se K ¢ o ponto simediano do tridngulo AN ABC, ﬁ é
uma antiparalela ao lado BC passando por K, com A—D —Be A—E—Ce ﬁ € uma
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paralela ao lado AB, com B — F — C, entdo a antiparalela P& a0 lado AC passa pelo
ponto K.

De fato, seja G o ponto obtido pela intersecgdo de ﬁ com o lado AB do tridngulo A ABC.

Como DE éuma antiparalela ao lado BC entdo /ADE = /BCAe /AED = /ABC. Como
EF || AB entdo /CEF = /BAC. Assim,

med(/KEF) = m — med(/CEF) — med(/AED) =
=71 — med(/BAC) — med(/ABC) = med(/BCA).

Deste modo, /KDG = /KEF. Sendo K o ponto médio de DE, temos DK = EK. Além
disso, /GDK = /EKF, pois sdo opostos pelo vértice. Pelo caso dngulo-lado-dngulo de
congruéncia de tridngulos, temos que AKDG = AKEF, donde segue que KG = KF, isto
¢, K é o ponto médio de FG.

B I3 C
Figura 43: Prova de que FC ¢ antiparalela a AC.

Desta forma, obtemos que o ponto simediano K do tridngulo AABC € o ponto médio de
FG. Portanto, de acordo com a Proposi¢do 1.20, FG ¢ uma antiparalela ao lado AC. Na

verdade, é a antiparalela ao lado AC passando por K, como estd ilustrado na Figura 43.

Observacdo 2.16. Decorre da Observagdo 2.14 e Observagdo 2.15 que as hipdteses
podem ser enfraquecidas na construcdo da Circunferéncia do Cosseno na Proposicdo
2.11, bastando tomar lﬁ como sendo uma antiparalela ao lado BC. De fato, para a
construgdo do Hexdgono de Tucker, ﬁ deve ser necessariamente paralela ao lado AB.

Consequentemente, as outras duas antiparalelas % e ﬁf devem passar por K.

65



66

CIRCUNFERENCIAS DE TUCKER

2.2.2  Primeira Circunferéncia de Lemoine

Antes de apresentarmos a construcao da Primeira Circunferéncia de Lemoine, pro-
vamos um resultado que relaciona duas paralelas passando pelo ponto simediano do

triangulo com uma antiparalela determinada por elas.

Proposicao 2.17. Sejam AABC um tridngulo qualquer e K seu ponto simediano. Se ﬁ

e ﬁ forem retas paralelas aos lados AB e AC, respectivamente, passando por K, com
A-D—-B A—-E—-C,B—F—-CeB—-1-C, entdoﬁéumaantiparalelaaoladoﬁ

do triangulo A ABC, como estd ilustrado na Figura 44.

.B ﬁ'l j C
Figura 44: Prova de que ﬁ ¢ antiparalela a BC.

Demonstracdo. Como DI | AC, K € DI e E € AC, entdo DK || AE. De modo
andlogo, temos que AD || EK. Entfo o quadrildtero AEKD é um paralelogramo. Sendo
{M;} = AKN DE, e sabendo que as diagonais de um paralelogramo cruzam-se em
seus pontos médios, obtemos que M; ¢ o ponto médio de DE. Como M; pertence a
simediana R, concluimos, pela Proposicdo 1.20, que ﬁ ¢ uma antiparalela ao lado
BC. O

Com a Proposicao 2.17, podemos garantir que se ﬁ, 1% e ﬁ forem retas paralelas
aos lados AB, BC e AC, respectivamente, passando por K, entio ﬁ, FC e HI sdo

antiparalelas aos lados BC, AC e AB, respectivamente, de modo que DEFGHI é um
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Hexagono de Tucker. Isto justifica a construcdo da Primeira Circunferéncia de Lemoine,

dada na Proposicdo a seguir, como sendo um caso especial de Circunferéncia de Tucker.

Proposicao 2.18. Sejam AABC um tridngulo qualquer e K seu ponto simediano. Se ﬁ,
HC e DI forem retas paralelas aos lados AB, BC e AC, respectivamente, passando por K,
comA—D—-B A—-E—-C,B—F—-C,A—G—B,A—H—CeB—1-—C, entdo existe

uma circunferéncia C passando por D, E, F, G, H, I, como estd ilustrado na Figura 45.

Figura 45: Primeira circunferéncia de Lemoine do tridngulo A ABC.

Demonstragdo. A prova é uma consequéncia imediata da Proposicdo 2.17 e da Propo-
sicdo 2.5, sendo C a Circunferéncia de Tucker determinada pelo Hexdgono de Tucker
DEFGHI. O

Definicdo 2.19. Nas condicdes da Proposicdo 2.18, a circunferéncia de centro K
passando pelos pontos D, E, F, G, H, [ é chamada de Primeira Circunferéncia de Lemoine
do triangulo A ABC.

O centro Z da Primeira Circunferéncia de Lemoine pode ser determinado a partir

da Proposicdo 2.7, na qual tinhamos que o centro da Circunferéncia de Tucker era
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dado pela interseccdo do didmetro de Brocard KO com a reta paralela a &} passando
pelo ponto médio de DE. No caso da Primeira Circunferéncia de Lemoine, temos
que o quadrilatero ADKE é um paralelogramo, de modo que o ponto médio M; de
DE ¢ também o ponto médio da diagonal AK, como estd ilustrado na Figura 45.

Consequentemente, os triangulos AM;KZ e A AKO sédo semelhantes com

ZK KM; 1
KO~ KA ~ 2 (2.8)

Portanto, o centro Z da Primeira Circunferéncia de Lemoine é o ponto médio do

didmetro de Brocard KO.

A seguir, apresentamos duas propriedades da Primeira Circunferéncia de Lemoine. A
primeira delas garante que a Primeira circunferéncia de Lemoine divide os lados de um

triangulo em segmentos proporcionais aos quadrados das medidas de seus lados.

Propriedade 2.20. Nas condicdes da Proposigdo 2.18, temos que
BF FI IC

AB2 ~ BC2 _ AC*

Figura 46: Propriedade da Primeira Circunferéncia de Lemoine.

Demonstragdo. Temos que GH passa pelo ponto simediano K e é paralelo ao lado BC

do tridngulo AABC, como esta ilustrado na Figura 46. Se Gp,K; e H; denotarem
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as projecoes ortogonais de G, K e H, respectivamente, sobre %, entdo os tridngulos
AGBF, AKFI e AHIC possuem alturas GG; = KK; = HH;. Assim,

Scer _ Skr1 _ SHIC
BF  FI  IC (29

Como ﬁ e ﬁ sdo respectivamente antiparalelas a AC e AB, entdo /GFB =~ /BAC
e /HIC = /BAC. Pelo caso angulo-angulo de semelhanca de tridngulos, temos que
AGBE ~ ACBA e AHIC ~ ABAC. Além disto, como EF | AB e DI | AC
obtemos que /KFI = /ABC e /KIF = /ACB. Novamente, pelo caso angulo-dngulo de
semelhanca de tridangulos, AKFI ~ AABC. Lembrando que a razdo entre as dreas de
dois tridangulos semelhantes € igual ao quadrado da razdo de semelhanca entre seus

respectivos lados, temos que

= 2.1
Sapc AB? (2.10)
Ske _ PI° (2.11)
Sigc BC? )
SHic _ LCZ (2.12)
Sapc  AC? )
Por (2.9), (2.10), (2.11) e (2.12), concluimos que
BF FI _IC
AB2 ~ BC2  AC?
OJ

A segunda propriedade da Primeira Circunferéncia de Lemoine garante que as cordas
determinadas por ela nos lados de um tridngulo sdo proporcionais aos cubos dos

respectivos lados do triangulo.

Propriedade 2.21. Nas condi¢bes da Proposicdo 2.18, temos que

FI HE DG
BC3 ~ AC3  AB3
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Figura 47: Propriedade da Primeira Circunferéncia de Lemoine.

Demonstragdo. Como EE || AB e DI || AC, entdo /KFI = /ABC e /KIF ~ /ACB.
Pelo caso angulo-angulo de semelhanca de triangulos, temos que AKFI ~ AABC.

Logo,
FI KK
—_— = 2.13
BC AA;’ ( )
onde A; e K; denotam as projecoes ortogonais de A e K, respectivamente, sobre %,

como estd ilustrado na Figura 47. Mas,

BC AA
Sapc = % (2.14)
Por (1.47) e (1.14),
KK BC BC 2 Supc (2.15)

T2 cotw  AB2+ AC2+BC?

Substituindo (2.14) e (2.15) em (2.13), obtemos

FI = BC BC 2 Spc BC _ BC3 .
AB2+ AC?2+BC? 2 Sppc  AB%2+BC?2+ AC?
Analogamente, X
AC
HE= Jp oA
‘ AB3
DG

T AB2+BC2+ AC?
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Portanto,
FI HE DG

BC3 ~ AC3 ~ AB3

O]

Observacao 2.22. Observamos que se K ¢ o ponto simediano do tridngulo ANABC, ﬁ é
uma antiparalela ao lado BC,com A—D —-BeA—E—C, e ﬁ ¢ uma paralela ao lado
AB passando por K, com B — F — C, entdo a paralela DI ao lado AC passa pelo ponto K.

De fato, seja I o ponto obtido pela interseccdo de ﬁ com o lado BC do tridngulo
AABC, como estd ilustrado na Figura 48. Como ﬁ ¢ uma antiparalela ao lado BC entdo
/ADE = /BCA e /AED ¥ /ABC. Como EF | AB entdo /CEF = /BAC. Assim,

med(/KED) = = — med(/CEF) — med(/AED) =
=71 — med(/BAC) — med(/ABC) = med(/BCA).

Deste modo, /ADE = /KED. Sendo M, o ponto médio de DE, temos DM; = EM;.
Além disso, /AM1D = /KM, E, pois sdo opostos pelo vértice. Pelo caso dngulo-lado-
angulo de congruéncia de tridngulos, temos que AAMD = AKM;iE, donde segue
que AD = KE. Deste modo, AD e KE sdo segmentos paralelos e congruentes, donde
concluimos que o quadrildtero ADKE é um paralelogramo. Portanto, ﬁ ¢ paralela ao

lado AC e passa por K.

A

B f C

Figura 48: Prova de que bi | AC.
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Observacao 2.23. Decorre da Observagdo 2.22 que as hipdteses podem ser enfraquecidas
na construgdo da Primeira Circunferéncia de Lemoine na Proposi¢do 2.18, bastando
tomar ﬁ como sendo uma paralela ao lado AB passando por K. De fato, para a
construgdo do Hexdgono de Tucker, ﬁ deve ser necessariamente antiparalela ao lado BC.

Consequentemente, as outras duas paralelas E){ e ﬁ devem passar por K.

A Primeira Circunferéncia de Lemoine de um tridngulo AABC é um caso especial
de uma Circunferéncia de Tucker obtida para A = 1/2. Por (2.3), A = 1/2 implica que
Y = Z é o ponto médio do didmetro de Brocard OK, onde O é o circuncentro e K é o

ponto simediano do triangulo A ABC.

Observamos que a propriedade definitéria de uma Primeira Circunferéncia de Le-
moine, dada na Proposicao 2.18, esta intimamente ligada ao fato de ADKE ser um

paralelogramo. Para A = 1/2, temos

ZK _KM; 1

KO KA 2
Ou seja, o ponto médio M; da diagonal DE é também o ponto médio da diagonal AK,
de modo a garantir que ADKE é um paralelogramo. Portanto, a paralela ﬁ ao lado

AB passa pelo ponto K, implicando que @ e DI passam por K, conforme Observagao
2.22,

Por (1.1), o raio da Primeira Circunferéncia de Lemoine do tridngulo AABC € igual

1\? 1\2 ) V1+tan?w Rsecw
r=R -] +| =) tan*w =R =

2 2 2 2 7

onde R € o raio da circunferéncia circunscrita ao tridangulo AABC e w é a medida do

angulo de Brocard do tridngulo.



ATIVIDADE

3.1 CONSTRUINDO UMA CIRCUNFERENCIA DE TUCKER COM O GEOGEBRA

Neste capitulo, preparamos uma atividade que pode ser realizada na sala de aula.
Ela consiste em construir um Hexdgono de Tucker e uma Circunferéncia de Tucker de
um dado triangulo com as ferramentas do software de geometria dindmica Geogebra.
Certamente, isto possibilita ao professor de Matematica uma abertura para discutir
topicos importantes de geometria, que exigem somente conhecimentos basicos da
geometria plana. Com o uso do Geogebra, o professor podera explorar propriedades

das Circunferéncias de Tucker.

* Usando a ferramenta Poligono, construimos um triangulo AABC, como esta

ilustrado na Figura 49.

Ferramentas Janela Ajuda

[N .
| >» Poligono
-

: » Poligono Regular

.
.\ Poligono Rigido

j:;x Poligono Semideformavel

Figura 49: Construcéo do triangulo AABC.
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* Construimos uma reta antiparalela r; que intercepta o tridngulo AABC em
{D} = ABNrye{E} = ACNry, daseguinte maneira: selecionamos a ferramenta
Circulo definido por trés pontos e clicamos sobre os vértices B e C e sobre o
segmento AB{A, B}. Sejam D este tal ponto de AB{A, B}, C a circunferéncia
que passa por B, C, D e E o ponto de intersecio entre C e o lado AC do tridngulo
AABC. A reta r; é entdo a reta que passa por D e E, como estd ilustrado na

Figura 50.

\entas Janela Ajuda

o)< )

3 '@ /7
Circulo dados Centro e Um de seus Pontos

a=2
| "
|

AN

ABC

QO

Circulo dados Centro e Raio

t

Compasso

Circulo definido por Trés Pontos

Semicirculo Definido por Dois Pontos

Arco Circular

Arco Circuncircular

Setor Circular

Setor Circuncircular

BRIV ERIE

Figura 50: Construcdo da reta antiparalela r; ao lado BC.

* Para construirmos a reta r, paralela ao lado AB passando por E, selecionamos
o botdo Reta Paralela, clicamos sobre o lado AB e, em seguida, sobre o ponto E.

Seja F o ponto em que 7, intersecta o lado BC, como est4 ilustrado na Figura 51.
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Dpces Ferramentas Janela Ajuda

E 2O ©) &) N\ sac] ez

| e { a ABC a=2
| 5| | \.'/v * Ny 3| | ‘—I_.v
. '

e Reta Perpendicular

-

—_— RetaParalela

X Mediatriz

.i‘ Bissetriz

Reta Tangente

R

Yollle;

-

Reta Polar ou Diametral

.
:x’o Reta de Regressio Linear

/
& Lugar Geométrico

Figura 51: Construco da reta paralela r, ao lado AB.

* Como anteriormente fizemos, para construirmos a reta antiparalela r3 ao lado AC
passando por F, selecionamos o botédo Circulo definido por Trés Pontos e clicamos

sobre A, C e F. Sejam C; esta circunferéncia e {G} = C; N AB, como estd ilustrado
na Figura 52.
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entas Janela Ajuda

@. & éj‘v Xv

¢ \.‘/7
@ Circulo dados Centro @ Um de seus Pontos

ABC
|

a=1
—
|

xR

|

® Circulo dados Centro e Raio

| *J| Compasso
—

O Circulo definido por Trés Pontos

p Semicirculo Definido por Dois Pontos

.1 Arco Circular

/:j Arco Circuncircular

Q Setor Circular
Q Setor Circuncircular

Figura 52: Construcio da reta antiparalela r3 ao lado AC.

* Para construirmos a reta r, paralela ao lado BC passando por G, selecionamos
novamente o botdo Reta Paralela, clicamos sobre o lado BC e, em seguida, sobre

o ponto G. Seja {H} = r4 N AC, como estd ilustrado na Figura 53.
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Opgles Ferramentas Janela Ajuda

=EeER

e/
Reta Perpendicular

ABC
3|

a=2
)

X

7

AN

-
__— RetaParalela

>< Mediatriz
.d‘ Bissetriz

;O Reta Tangente

\Q Reta Polar ou Diametral

;/’- Reta de Regress&o Linear

& Lugar Geométrice

Figura 53: Construcio da reta paralela r4 ao lado BC.

* Usando a ferramenta Circulo definido por Trés Pontos, clicamos sobre os pontos A,
B e H, obtendo assim a circunferéncia C;. Sejam {I} = C,NBC e r5 = ﬁ areta

antiparalela ao lado AB que passa por H, como estd ilustrado na Figura 54.
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1entas Janela Ajuda

8 (SN

o/}
Circulo dados Centro e Um de seus Pontos

ABC
)

W

Circulo dados Centro e Raio

olo]l

Compasso

(1

Circulo definido por Trés Pontos

Semicirculo Definido por Dois Pontos

Arco Circular

Arco Circuncircular

Setor Circular

Setor Circuncircular

IR

Figura 54: Construcio da reta antiparalela r5 ao lado AB.

* Por fim, selecionamos o botdo Reta e clicamos sobre os pontos I e D. Seja rg = ﬁ,
como estd ilustrado na Figura 55. Com o uso do Geogebra, verifcamos que r¢ é
paralela ao lado AC, selecionando a ferramenta Angulo e obtendo as medidas dos
angulos /IDB e /CAB.
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Exibir Opc@es Ferramentas Janela Ajuda

NielE N

|
-
5| \'/v

a=1
| T

&l

ABC
)

XX

&l &l

Segmento

Segmento com Comprimento Fixo

o8
./
./ Semirreta
g Caminhao Poligonal
-
‘-'-‘-l"-F

Yetor

Yetor a Partir de um Paonto

Figura 55: Construcio da reta paralela 4 ao lado AC.

O poligono DEFGHI é conhecido como Hexdgono de Tucker do tridngulo AABC e
a circunferéncia que passa por esses pontos é chamada de Circunferéncia de Tucker do

tridangulo, como estd ilustrado na Figura 56.
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.Av ’./v ’iﬁv I:>v ®v Ov ‘:ﬁv Xv ABcv _a:iv ‘-I_’v
T L
A
E
D
a H
B F 1 ©
C3

Figura 56: Circunferéncia de Tucker do tridngulo A ABC.



CONCLUSAO

O estudo da circunferéncia na educacido basica € superficial, restringindo-se basica-

mente as circunferéncias inscrita e circunscrita a um dado triangulo.

Nesta dissertacdo, investigamos uma classe especial de circunferéncias, que sao
conhecidas como Circunferéncias de Tucker. Para isso, fez-se necessdrio estudar alguns
temas pertinentes a estas circunferéncias, como antiparalelas, coordenadas trilineares,

simedianas e dngulo de Brocard.

Grande parte da pesquisa deste trabalho foi amparada na metodologia proposta por
JOHNSON(1960) em [2]. O autor caracteriza uma Circunferéncia de Tucker a partir da
construcdo de um Hexdgono de Tucker de um tridngulo, o qual possui trés segmentos

antiparalelos congruentes. O tema € vasto e enriquecedor.

Acreditamos que este trabalho venha a contribuir para a formacdo continuada
do professor de Matemadtica da educagdo bdsica, desafiando seus conhecimentos e

oportunizando-lhe a discussdo de temas mais abrangentes na sala de aula.
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