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RESUMO

SILVA, Victoria Mazotti Rodrigues da. Uma visao dinamica de alguns teoremas geométricos
classicos via GeoGebra. 102 f. Dissertacdo - Programa de Mestrado Profissional em Matemadtica
em Rede Nacional - PROFMAT, Universidade Tecnoldégica Federal do Parana. Curitiba, 2022.

Apresentamos neste trabalho demonstragdes formais e visualizagdes dindmicas de alguns teo-
remas geométricos cldssicos, como os teoremas de Pitdgoras, de Pascal e de Napoledo. Nas
visualiza¢des dinamicas desses teoremas, assim como de alguns lugares geométricos, entre os
quais os pontos de Fermat, de Nagel e de Gergonne, empregamos o GeoGebra. Concluimos que
0 GeoGebra € uma excelente ferramenta para construir abordagens dindmicas, possibilitando

investigagdes detalhadas das hipoteses e da tese de um teorema geométrico.

Palavras-chave: Teorema de Pitdgoras; Ultimo teorema de Fermat; Lugares geométricos; Trian-

gulos.



ABSTRACT

SILVA, Victoria Mazotti Rodrigues da. A dynamic view of some classical geometric theorems
via GeoGebra. 102 pg. Dissertation - Programa de Mestrado Profissional em Matemética em
Rede Nacional - PROFMAT, Universidade Tecnoldgica Federal do Parana. Curitiba, 2022.

We present in this work formal demonstrations and dynamic views of some classical geometric
theorems, such as the theorems of Pythagoras, Pascal, and Napoleon. In the dynamic views of
these theorems, as well as of some loci, including the Fermat, Nagel, and Gergonne points, we
use GeoGebra. We conclude that GeoGebra is an excellent tool for building dynamic approaches,

enabling detailed investigations of the hypotheses and thesis of a geometric theorem.

Keywords: Pythagorean theorem; Fermat’s last theorem; Loci; Triangles.



LISTA DE FIGURAS

Figura 1.1 — Menu de op¢des do GeoGebra . . . . . . . ... ... ... .. ...... 18
Figura 1.2 — Janela de entrada do GeoGebra . . . . . . . ... ... ... ........ 18
Figura 1.3 — Janela de Algebrado GeoGebra . . . . . . . . . ... . ... .. ... 18
Figura 1.4 — Pagina do GeoGebra sobre o teoremade Morley . . . . . . . ... .. ... 22
Figura 1.5 — Menu de op¢Oes na pagina do GeoGebra . . . . . . .. ... ... ... .. 22
Figura 1.6 — Movimentagdo dindmica dos vértices do tridngulo ABC' . . . . . . ... .. 23
Figura 2.1 — Demonstra¢do algébrica numero 1 de Loomis (1968) . . . . ... ... .. 27
Figura 2.2 — Demonstragdo algébrico-geométrica nimero 100 de Loomis (1968) . . . . . 29

Figura 2.3 — Demonstracdo geométrica nimero 9 de Loomis (1968): a equicomposi¢ao de

Perigal . . . . . . . . 30
Figura 2.4 — Demonstragdo geométrica nimero 63 de Loomis (1968) . . . . . . . .. .. 32
Figura 2.5 — Demonstragdo geométrica nimero 153 de Loomis (1968) . . . . . . .. .. 33
Figura 2.6 — Demonstra¢do vetorial nimero 1 de Loomis (1968) . . . . . ... .. ... 34
Figura 2.7 — Demonstragdo vetorial nimero 4 de Loomis (1968) . . . .. ... ... .. 35

Figura 3.1 — Pontos colineares pertencentes aos lados do tridngulo ABC' ou a seus prolon-

CAMENTOS . .« . v v vt e e e e e e e e e e e e e e 39
Figura 3.2 — Perpendiculares a reta r baixadas dos vértices do tridngulo ABC' . . . . . . 40
Figura 3.3 — Intersec@o das retas que passam pelos pontos X eY e AeC ... ... .. 40
Figura 3.4 — Tridngulo ABC e os pontos X, Y e Z,com BZ | AY ||CX . . ... ... 42
Figura 3.5 — Tridngulo ABC e ospontos X, Y, Ze K,com K =AY NBZNCX ... 42
Figura 3.6 — Tridngulo ABC e os pontos X, Y, Ze P,com AY | BZ | CP . ... .. 43
Figura 3.7 — Tridngulo ABC' e os pontos X, Y, Z, P e (), com as retas definidas por A e

YeBeZconcorrentesem (0 . . . . . . . ... .. 43
Figura 3.8 — Hipéteses do teoremade Pascal . . . . . ... ... ... ... ....... 44
Figura3.9 —Pontos X,Y e Zeacircunferéncial' . . . . .. .. .. ... ... ..... 45
Figura 3.10-Tridngulo XY Z eospontos Q, Be C' . . . . . ... .. ... ... .... 45
Figura 3.11-Tridngulo XY Z eospontos P, De E . . . . . . .. ... ... ...... 46
Figura 3.12-Tridngulo XY Z eospontos R, Fe A . . ... ... ... ... .. .... 46
Figura 3.13—Poténcia do ponto X em relacdo a circunferéncial' . . . . . .. ... ... 47
Figura 3.14—Poténcia do ponto Y em relacdo a circunferéncial' . . . . . . .. .. ... 47
Figura 3.15—-Poténcia do ponto Z em relagdo a circunferéncial' . . . . . . . .. ... .. 47
Figura 3.16—Circunferéncia I inscrita no quadrilatero ABCD . . . . ... ... .... 49

Figura 3.17—Circunferéncia I inscrita no quadrildtero ABC'D e os pontos colineares O,
De X . . e 49
Figura 3.18—Circunferéncia I" inscrita no quadrildtero ABC'D e os pontos colineares B,
OeX e 50



Figura 3.19—Circunferéncia I inscrita no quadrildtero ABC'D e os pontos colineares Y,

CeO ... e 50
Figura 3.20—Circunferéncia I inscrita no quadrilatero ABC' D e os pontos colineares A,
OeY . 51
Figura 3.21-Tridngulos ABC e A’B'C" e o ponto de concorréncia O . . . . . ... ... 52
Figura 3.22-Tridngulos ABC e A'B’C" e os pontos de concorréncia O, P,Qe R . . .. 52
Figura 3.23-Triangulo OAB eospontos A, B'e R . . . . . ... ... ... ...... 53
Figura 3.24-Triangulo OCBeospontos C', B'e P . . . . . ... ... .. ... .... 53
Figura 3.25-Tridngulo OAC eospontos A, C'e Q . . . . . . . ... ... ... .... 54
Figura 3.26—Hexagono convexo ABC' D E'F circunscrito a circunferéncia ' . . . . . . . 55
Figura 3.27—-Circunferéncia I', o quadrilaitero AM DN eoponto A" . . . . ... .. ... 55
Figura 3.28—-Circunferéncia I, o quadrilatero CSFT eoponto C' . . . . . .. .. ... 56
Figura 3.29-Retas coincidentes que passam pelos pontos I e Le A'eC’ . . . . . .. .. 56
Figura 3.30-Circunferéncia I', o quadrilitero FRBQ eoponto B’ . . . . ... ... .. 56
Figura 3.31-Circunferéncia I' e os pontos A, O, C'e P . . ... ... ... ... .... 57
Figura 3.32-Tese do teorema de Brianchon . . . . . . . ... ... ... ........ 57
Figura 3.33-Triangulos equildteros ABF, AC'D e BC'E, construidos sobre os lados do
triangulo ABC . . . . . 58
Figura 3.34-Triangulos ABC, ABF, ACD, BCEe HCG . . . .. ... ........ 59
Figura 3.35-Tridngulos ABC, ABF, ACD, BCEeIAG . .. ............. 60
Figura 3.36-Triangulos ABC, ABF, ACD, BCE, BCFelIBH .. .......... 61
Figura 3.37-Intersec@o das trissetrizes adjacentes dos angulo internos do tridngulo ABC' 62
Figura 3.38—Circunferéncias 'e yeospontos A, BeC' . ... ... ... ....... 67
Figura 3.39—Circunferéncias 'e ye os pontos A, B,C, P, XeY .. ... ... .... 67
Figura 3.40-Tridngulo ABC, as cordas A’B’ e A’C" e as circunferéncias "'ey . . . . . . 69
Figura 4.1 — Pontos da circunferéncia I', que distam rdoponto O . . . . . . . . ... .. 70
Figura 4.2 — Retas paralelas s e s/, que distam rdaretat . . ... ............ 71
Figura 4.3 — Mediatriz m, cujos pontos equidistam dos pontos Ae B . . . . .. ... .. 71
Figura 4.4 — Bissetriz do angulo AOB, cujos pontos equidistam dos lados do angulo . . 72
Figura4.5 —Ponto M de Miquel . . . . . . .. ... ... ... ... .. .. ... ... 73
Figura 4.6 — Tridngulos ABC, ABM e ABM' . . . ... ... ... ... ...... 74
Figura 4.7 — Ponto de Fermat: intersecdo das retas AB’, BC"e CA" . .. ... ... .. 75
Figura 4.8 — Farolnoponto F'de Fermat . . . . . . . ... ... ... .......... 76
Figura 4.9 — Tridngulo ABC, o ponto F' de Fermat, os pontos A, By e C e o tridngulo
DEB . . . e e 76
Figura 4.10—Cevianas isotdmicas AA; e AA, do tridngulo ABC' . . . . . ... ... .. 78
Figura 4.11-Cevianas isotdmicas AA; e AAs, BBy e BBy e CC; e CCy do triangulo
ABC e os pontos reciprocos Pe P/ . . . . . ... ... L. 78

Figura 4.12-Triangulo ABC,onde A= B, B=A,,C=A=ByePL=Cy ... .. 80



Figura 4.13-Triangulo ABC,onde A= P =B, =C,,B=C1eC=DBy ....... 80
Figura 4.14-Tridngulo ABC, as cevianas isotdmicas AA; e AAs, BBy e BBye CCh e

CCyeoponto G . . . o v v v i e e e e e e e e e 82
Figura 4.15-Tridngulo ABC, as cevianas isotomicas AA; e AAy, BBy e BBy e CCY e

CCyeospontosreciprocos Gy e Ga . . . . o o o oo oo 83
Figura4.16—Ponto G de Gergonne . . . . . . . . . .. .. ... ... 84

Figura 4.17-Tridngulo ABC, a circunferéncia incrita [" e os pontos de intersecdo H, I e J 85
Figura 4.18—Pontos reciprocos: o ponto GG de Gergonne e o ponto N de Nagel . . . . . . 86
Figura 4.19-Triangulo ABC e as circunferéncias inscrita v, de centro I, circunscrita I,
de centro O, e ex-inscrita I'g em relacdo a AC,decentro Iz . . . . . . . .. 87
Figura 4.20-Triangulo isésceles ABC', de base AC, e as circunferéncias inscrita v, de
centro I, circunscrita I', de centro O, e ex-inscrita ['g em relacdo a AC', de
CENtro Ip . . . . o o e 88
Figura 4.21-Relacdes entre o ponto N de Nagel e os pontos notdveis do tridngulo ABC'. 90
Figura 4.22-Triangulo ABC), a circunferéncia inscrita -y e a circunferéncia ex-inscrita 'y ~ 91
Figura 4.23-Triangulo ABC, a circunferéncia inscrita -, a circunferéncia ex-inscrita I" 4
eoponto N de Nagelde ABC' . . . ... .. ... ... . ... ...... 93
Figura 4.24-Triangulo ABC, a circunferéncia inscrita -y, a circunferéncia ex-inscrita [ 4,

o ponto N de Nagel, o ortocentro H; e o isobaricentro Gy de ABC' . . . . . 94



Oé)/87fy’F

A

AB

AB
B

ANABC

£y

| |
AB

A(ABC)

LISTA DE SIMBOLOS
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1 INTRODUCAO

Todo matematico estd familiarizado com a palavra demonstragao, seja pela dificuldade
de aprender a fazé-la na graduacao, ou pela beleza de uma demonstracao que ndo deixa pontas

soltas e prova a tese sem deixar dividas ao leitor. Mas o que € de fato uma demonstra¢ao?

Entre os povos antigos, ndo existiam demonstragdes formais como conhecemos hoje.
Logo, “o critério de confiabilidade das regras e procedimentos usados era simplesmente a
concordancia com a realidade a que se destinavam” (DOMINGUES, 2002, p. 56). Dessa forma,
se era possivel constatar a veracidade de forma visual e ela sempre funcionava, ela era adotada

como verdade.

Com o tempo, acredita-se que a Irmandade Pitagérica tenha sido a pioneira no método
dedutivo, mesmo sem base axiomadtica pré-estabelecida. O que eles faziam era “encadear racioci-
nios para estabelecer propriedades e encadear propriedades para deduzir outras propriedades de
certas partes da geometria” (DOMINGUES, 2002, p. 58).

Os métodos de demonstracio mudam a partir de Euclides, que traz um método que
lembra o axiomético-dedutivo por iniciar sua obra, Os elementos (EUCLIDES, 2009), com cinco

postulados e basear-se neles em grande parte do texto.

Podemos entdo dizer que “uma demonstracdo € uma entidade objetivamente existente no
espaco logico [...] € algo capaz de induzir a uma vivéncia subjetiva indutora de convic¢do em um
agente matematico real” (SILVA, 2002, p. 69). Logo, precisamos de uma sequéncia logica para

caracterizar uma demonstracao de fato.

Segundo Bicudo (2002, p. 81), a demonstracdo caracteriza “o que vem a ser um SIS-
TEMA FORMAL, que é, grosseiramente falando, a parte sintdtica de um sistema axiomatico”.
Temos entdo trés partes em uma demonstra¢do: primeiro uma linguagem, que deve ser definida
inicialmente; depois axiomas, e por ultimo regras de inferéncia, que fazem com que as hipéteses
conduzam a conclusao (BICUDQO, 2002).

O que os matemdticos ndo previam era o surgimento do computador e como ele seria
altamente difundido e utilizado para diversas dreas além da matemética. Tal mudanca trouxe
muitas objecdes ao uso do computador para demonstragcdes. Contudo, “com a ci€ncia cada vez
mais dependente do computador e com 0s mateméticos ndo podendo se isolar cientificamente,
objecdes como essa nao poderiam vingar e a tendéncia é desaparecerem” (DOMINGUES, 2002,
p. 66).

Como a leitura de uma demonstracao “exige que se desloque, frequentemente, o olhar
para as representacdes visual, linguistica e simbélica” (NOBRIGA, 2019, p. 12), nascem entio

os ambientes de geometria dindmica, que podem ser definidos, segundo Gravina (1996, p. 6),
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Ccomo.:

Séo ferramentas de construc¢do: desenhos de objetos e configuracdes geomé-
tricas sdo feitos a partir das propriedades que os definem. Através de desloca-
mentos aplicados aos elementos que compdem o desenho, este se transforma,
mantendo as relagcdes geométricas que caracterizam a situagcdo. Assim, para um
dado objeto ou propriedade, temos associada uma cole¢do de “desenhos em
movimento”, e os invariantes que af aparecem correspondem as propriedades
geométricas intrinsicas ao problema. E este é o recurso didatico importante
oferecido: a variedade de desenhos estabelece harmonia entre os aspectos
conceituais e figurais; configuracdes geométricas cldssicas passam a ter multi-
plicidade de representacdes; propriedades geométricas sao descobertas a partir
dos invariantes no movimento.

Dessa forma, podemos ‘“tornar manipuldveis as representacdes semidticas como se
fossem objetos concretos” (NOBRIGA, 2019, p. 5). Assim, trabalhamos o ambiente dindmico
como um auxilio para a constru¢do de imagens e a visualizacdo das possibilidades. Logo,
“entende-se que as demonstragdes feitas em ambientes estiticos (papel ou quadro) podem
dificultar a percepg¢do das variacdes dos registros, porque tais ambientes ndo permitem variacdes
concomitantes” (NOBRIGA, 2019, p. 14). Podemos entio pensar nas demonstracdes matematicas

dindmicas utilizando os ambientes de geometria dindmica.

Inicialmente, precisamos enfatizar que “nao se trata de uma nova estratégia de demons-
tracao, mas sim de como apresenta-la” (NOBRIGA, 2019, p. 14). Portanto, as demonstragcdes
dindmicas podem ser consideradas como demonstra¢cdes com um apoio visual maior, que fazem

com que o estudante compreenda 0os mecanismos antes da prova matematica formal.

Para construir demonstragdes dindmicas é necessdrio “um ambiente que permita a
integracdo dinamica das diferentes representagdes, tenha um editor intuitivo de texto e equagdes,

além de espacos especificos para as diferentes representacdes” (NOBRIGA, 2019, p. 15).

Temos hoje uma variedade de ambientes de geometria dinAmica. Os mais conhecidos
talvez sejam o Cabri-Géometre e o GeoGebra. Ambos possibilitam que construgdes geométricas
sejam feitas e movidas dinamicamente para avaliarmos o que acontece a partir do movimento.
Ambos também permitem mesclar elementos como figuras, textos e equacdes, que se modificam
sempre que um parametro € alterado, acompanhando as mudangas feitas ao se arrastar ou mover

um ponto, uma reta ou controles deslizantes.

Devido as nossas experiéncias com o GeoGebra (SILVA, 2018; SILVA; NOS, 2018;
NOS; SILVA, 2019; NOS; SILVA, 2020; SILVA; NOS, 2021; LAGO; NOS, 2020; NOS; SANO;
LAGO, 2021), escolhemos esse aplicativo para construir visualiza¢des dinamicas. O GeoGebra
pode ser baixado ou acessado de forma online pelo site
<https://www.geogebra.org/calculator>.
O aplicativo funciona como uma calculadora, um ambiente que plota graficos ou um ambiente

de geometria que constrdi figuras planas e/ou espaciais.


https://www.geogebra.org/calculator
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De plataforma simples, o0 GeoGebra possibilita construgdes a partir do menu de opgdes
ilustrado na Figura 1.1, onde temos as op¢des mover, ponto, reta, reta perpendicular, poligono,

circulo, elipse, angulo, reflexdo, controle deslizante e mover tela.

Figura 1.1 — Menu de op¢des do GeoGebra

K -A.__._. / ;f :53' @ @ ‘/:. N a—f—z ‘?F'

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022).

Caso se queira utilizar o GeoGebra como calculadora numérica ou grafica, pode-se

digitar o calculo ou a func¢do na janela de Entrada - Figura 1.2.

Figura 1.2 — Janela de entrada do GeoGebra

Entrada:

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022).

Essa janela também permite construgdes mais elaboradas, pois aceita comandos especifi-
cos como, por exemplo, "Baricentro (Lista de Pontos)". Todos os comandos utilizados aparecem

na Janela de Algebra, ilustrada na Figura 1.3.

Figura 1.3 — Janela de Algebra do GeoGebra

¥ Janela de Algebra *

FPonto
----- ® A=(0.08, 276)
----- ® B=(318,276)
----- ® M=(1.63,276)
----- ® P=(1.63,474)
Reta

Lo mix=1.63
Segmento

----- ® =31

----- ® h=251

----- . i=2.51

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022).
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1.1 JUSTIFICATIVA PARA A ESCOLHA DO TEMA

Por ser uma das cinco unidades temadticas propostas pela Base Nacional Comum Curri-
cular (BNCC) (MEC, 2018), a geometria torna-se um conteido importante na vida escolar dos

estudantes, tanto das séries iniciais e finais do Ensino Fundamental quanto do Ensino Médio.

A quinta competéncia especifica da BNCC para a matemaética no Ensino Fundamental
¢ “utilizar processos e ferramentas matemaéticas, inclusive tecnologias digitais disponiveis,
para modelar e resolver problemas cotidianos, sociais e de outras dreas de conhecimento,
validando estratégias e resultados” (MEC, 2018, p. 267). Dessa forma, a utilizacdo de softwares de

geometria dindmica € recomendada tanto nas séries finais quanto inicias do Ensino Fundamental.

Ao final do Ensino Fundamental, “os alunos devem dominar também o calculo de
porcentagem, porcentagem de porcentagem, juros, descontos e acréscimos, incluindo o uso de
tecnologias digitais” (MEC, 2018, p. 269). Para tanto, € importante que as tecnologias digitais
sejam incluidas no cotidiano escolar dos estudantes e isso precisa ser feito através das vivéncias

e do encaminhamento dos professores.

A BNCC indica o uso de softwares de geometria dinamica no ensino de geometria
quando se ensina simetria, plano cartesiano, congruéncia de figuras planas, angulos, amplia-
¢ao e reducao, area, posi¢des relativas entre duas retas, angulos formados por retas paralelas
intersectadas por transversais, arcos e angulos na circunferéncia e poligonos regulares, pois
“softwares de geometria dindmica tém um papel essencial para a compreensao e utilizagdo das
no¢des matemadticas” (MEC, 2018, p. 276).

Adequando seu curriculo a BNCC, o estado do Parand criou o Curriculo da Rede
Estadual Paranaense (CREP) (PARANA, 2021). Nesse documento, cita-se o uso de metodologias,
sendo elas “Historia da Matematica, Etnomatematica, Modelagem Matematica, Resolucao de
Problemas, Midias Digitais, Metodologias Ativas dentre outras” (PARANA, 2021, p. 6).

Ainda, o CREP define que:

as Midias Digitais vém ao encontro do uso de tecnologias e metodologias
ativas no processo de ensino e de aprendizagem e construg¢do do conhecimento
matemadtico, podendo ser ferramentas para que os objetivos desse processo
sejam alcancados, e surgem ainda como ferramentas mediadoras da construcio
e compreensdo de novos objetos matemdticos. (PARANA, 2021, p. 6)

Desta forma, o uso de softwares de geometria dindmica € amparado por documentos
oficiais, tanto a nivel estadual quanto nacional, sendo fortemente recomendado no ensino de

matematica.
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1.2 REVISAO DA BIBLIOGRAFIA

Ao realizar uma pesquisa no banco de dissertacdes do PROFMAT com a palavra “dina-
mica”, obtemos 65 resultados. Entre estes, 40 apresentam demonstracdes dinamicas, GeoGebra,
softwares ou geometria dindmica em seu titulo. Desses trabalhos, os que mais se assemelham ao
que realizamos sao os de Almeida (2014), Silva (2020) e Biancatto (2021).

Almeida descreve as particularidades do teorema de Poncelet. Em sua dissertacdo, utiliza
um software (nao especificado) para construir imagens de apoio e enuncia e prova formalmente
teoremas que utilizard para demonstrar, ao final, o teorema de Poncelet e o porisma de Poncelet.
O trabalho de Almeida é extremamente tedrico e, por vezes, precisamos voltar as figuras e
equacgOes para compreendé-lo. Um arquivo do GeoGebra, como fazemos no Capitulo 3, ajudaria

o leitor a visualizar o que precisa ser provado antes da execucdo da demonstracdo formal.

Silva relata sobre visualiza¢des dinamicas de teoremas de geometria plana estudados na
disciplina MA13-Geometria do PROFMAT. No trabalho, aborda os teoremas da bissetriz interna,
de Menelaus e de Ceva. Cada um desses teoremas tem quatro partes: o enunciado do teorema, a
demonstracao algébrica, a demonstragdo dindmica por meio de prints da tela e um protocolo de
constru¢do da demonstracao dindmica por meio de um print da sequéncia de comandos feitos no
GeoGebra. A dissertac@o de Silva contém diversos prints das telas das demonstracdes dinamicas,
porém ndo traz os links para as demonstragdes. Assim, o trabalho mais se parece com um tutorial.
Como a proposta € criar um ebook, poderiam ser incluidos links externos para as demonstragdes

dinamicas.

Biancatto cria um livro digital onde enuncia defini¢des, proposi¢des, axiomas e teoremas,
e os demonstra dinamicamente por meio de um link externo. No texto da dissertacdo, ilustra os
enunciados com imagens produzidas no GeoGebra. O trabalho de Biancatto traz as demonstracdes
dindmicas em links externos, porém ndo traz nenhum indicio da demonstracao no corpo do texto,
apenas uma imagem estatica que ilustra o enunciado. Dessa forma, se os links ndo estiverem

mais disponiveis, o trabalho se perde por completo.

Os teoremas abordados por Almeida e Silva também constam na relacdo de teoremas
que selecionamos. Entretanto, propomos um trabalho que se assemelha ao que fazia Alexander
Bogomolny (1948-2018), matematico americano nascido na Rissia. Os trabalhos de Bogomolny,
disponiveis na internet e dos quais utilizamos alguns como referéncia (BOGOMOLNY, 2018a;
BOGOMOLNY, 2018b; BOGOMOLNY, 2018c; BOGOMOLNY, 2018d; BOGOMOLNY,
2018e), tém demonstra¢des formais no corpo do texto e um link externo manipuldvel, onde o
leitor pode mover dinamicamente alguns pontos e compreender como os parametros se modificam

ou como a tese se prova verdadeira por meio da construg¢do apresentada.

Desta maneira, apresentamos sempre a demonstracido formal do teorema geométrico
para, em seguida, conduzir o leitor a uma experi€ncia dindmica, na qual as hipdteses podem

ser modificadas e os resultados visuais dessas alteracdes observados. Dividimos os teoremas
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selecionados em dois grupos. No primeiro, abordamos somente o teorema de Pitdgoras, presente
no curriculo de matemética da Educagdo Bésica, e sua generalizacdo. Nesta etapa, empregamos
as obras de Loomis (1968) e Singh (2010). No segundo grupo, elegemos teoremas geométricos
presentes em sua maioria na referéncia basica (NETO, 2013) utilizada na disciplina MA13-
Geometria do PROFMAT.

1.3 OBIJETIVOS

1.3.1 OBIJETIVO GERAL

Construir experiéncias dindmicas para teoremas cldssicos da geometria utilizando o
GeoGebra.

1.3.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS

1. Provar formalmente teoremas geométricos empregando as seguintes técnicas de demons-

tracdo: condicional simples, bicondicional, redu¢@o ao absurdo.
2. Construir figuras geométricas bidimensionais no GeoGebra.
3. Desenvolver piginas na plataforma do GeoGebra acessadas por links externos.

4. Produzir material didatico complementar a disciplina MA13 do PROFMAT.

1.4 PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

A metodologia utilizada no trabalho € quantitativa, bibliogréfica e descritiva. Neste

sentido, adotamos os seguintes procedimentos metodoldgicos:

1. selecdo bibliografica de teoremas geométricos (COXETER; GREITZER, 1967; LOOMIS,
1968; NETO, 2013; SINGH, 2010; SORTAIS; SORTAIS, 1997);

2. emprego do software GeoGebra (GEOGEBRA, 2022);

3. organizagdo de experiéncias dinamicas acessadas através de links externos.

As experiéncias dinamicas foram construidas em paginas do GeoGebra (GEOGEBRA,
2022), as quais podem ser acessadas diretamente do texto e manipuladas via app. Caso o leitor

queira salvar as abordagens dinamicas, basta executar os passos do tutorial descrito a seguir.

1. Clicar no link para a experiéncia dinamica:

<https://www.geogebra.org/m/frdgkkkn>.


https://www.geogebra.org/m/frdqkkkn

22

2. O link conduz a uma pagina do GeoGebra - Figura 1.4. A experiéncia dindmica pode ser

executada de maneira online nessa pagina.

Figura 1.4 — Pagina do GeoGebra sobre o teorema de Morley

= GeouGebra CRIAR SALA

Teorema de Morley
Autor: Victoria Mazotti

Reta

[

191 + 5.0y = 434 FE =1
ED=1
g: 188« + 5.95¢ = 19.86

DF =1

h: 298¢ + 4,15y = 2574

J514x + 119y =150

O
O
O
O o roy=mor )
(@]
(@]

K 3.03x - 4.32y =167

Texto

@ sl ='FE=T

Teorema de Morley

Neste arquivo, pedemos modificar os pontos A, B e C de modo a obter um triangulo qualquer. Podemos assim demonstrar que:
Se ABC é um tridngulo qualquer, entéo os pontos de intersegdo das trissetrizes adjacentes dos angulos intermos ZCAB, ZABC e ZBCA séo os vértices
de um triangulo equilatero.

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022).

3. Na pégina do GeoGebra, clicar nos trés pontos no canto superior direito - Figura 1.5.

Figura 1.5 — Menu de op¢des na pagina do GeoGebra

CRIAR SALA :

Incluir aos Favoritos

Compartilhar

Abrir com GeoGebra App

@ O A G

Detalhes

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022).

4. No menu disponibilizado, clicar em “Abrir com GeoGebra App”. O aplicativo disponibiliza

assim uma pagina na qual a experiéncia dindmica pode ser salva em um arquivo com
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extensao .ggb. Para tanto, basta clicar no icone = no canto superior direito e selecionar a

opcdo “Gravar”.

A manipulacdo de pardmetros na pagina do GeoGebra permite ao leitor testar as hipoteses
e a tese de cada um dos teoremas selecionados. A Figura 1.6 ilustra duas novas posi¢des do

triangulo inicial - Figura 1.4, obtidas pela movimentacao dos vértices.

Figura 1.6 — Movimentagao dinamica dos vértices do tridngulo ABC

FE =196
ED =196

DF =1.96

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022).

Cada link possui um titulo, um arquivo dindmico que pode ser modificado pelo leitor e
um texto na parte inferior que cita o teorema e informa os parametros que podem ser modificados.
Desta forma, o leitor consegue verificar que: quando todas as hipéteses sdo cumpridas, a tese
se verifica; quando uma das hipéteses nao for cumprida, um dos parametros se altera e assim o
teorema deixa de ser vélido. Isto fica visualmente evidente pois as constru¢des ndo ilustram mais

a tese proposta.

1.5 ESTRUTURA DO TRABALHO

O trabalho estéd organizado em cinco capitulos.

O primeiro capitulo traz os objetivos gerais e especificos, a justificativa, a revisdo

bibliografica e os procedimentos metodoldgicos.

O segundo capitulo apresenta diversas demonstracdes formais do teorema de Pitdgoras,
bem como visualiza¢Oes dindmicas, selecionadas da obra de Loomis (1968). Neste capitulo,

discorremos ainda sobre a generaliza¢io do teorema de Pitdgoras, o tltimo teorema de Fermat.

O terceiro capitulo traz demonstracdes formais e visualiza¢des dinamicas de dez teoremas
classicos da geometria plana: Menelaus, Ceva, Pascal, Newton, Desargues, Brianchon, Napoledo,

Morley, Euler e Poncelet.
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O quarto capitulo apresenta demonstra¢des formais e visualiza¢des dinamicas de qua-
tro lugares geométricos: os pontos de Miquel, Fermat, Gergonne e Nagel. Além disso, sdao

apresentadas propriedades dos pontos de Gergonne e de Nagel.

O quinto capitulo menciona as conclusdes do trabalho.
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2 O TEOREMA DE PITAGORAS

Nascido na ilha grega de Samos em meados de 570 a.C., Pitdgoras de Samos € uma das
figuras mais misticas e influentes da histéria da matemadtica. Devido as lendas em torno de sua
histéria, e também de sua Irmandade, os historiadores tém dificuldades para escrever sobre sua

vida.

Como nao existem relatos originais de sua vida e de seus trabalhos, Pitdgoras
estd envolto no mito e na lenda, tornando dificil para os historiadores separar o
fato da ficcdo. O que parece certo é que Pitdgoras desenvolveu a ideia da 16gica
numérica e foi responsavel pela primeira idade de ouro da matemadtica. Gragas
ao seu génio, os nimeros deixaram de ser apenas coisas usadas meramente para
contar e calcular e passaram a ser apreciados por suas préprias caracteristicas
(SINGH, 2010, p. 28).

Segundo Singh (2010), ap6s vérios anos de estudo em viagens, Pitdgoras retornou a
Samos com a intengdo de abrir uma escola. Porém, a visao politica de Policrates, tirano que
governou Samos de 538 a 522 a.C., transformou Samos em uma cidade conservadora, e ndo mais
aberta a novas ideias. Para ndo ser perseguido, Pitdgoras se escondeu em uma caverna afim de

continuar seus estudos matematicos.

A Irmandade Pitagorica sé passou a existir depois que Pitdgoras fugiu de Samos com
sua mae e seu discipulo, que se acredita chamar Pitdgoras também, e se estabeleceu em Crotona,

onde recebeu o apoio de Milos, um dos homens mais fortes de toda a histéria (SINGH, 2010).

Virias sdo as descobertas matemdticas ligadas a Pitdgoras, como os niimeros perfeitos’,
a harmonia musical e o famoso teorema que define o angulo reto. O que poucos sabem € que
“embora este teorema esteja eternamente associado a Pitdgoras, ele ja era usado pelos chineses e
babildnios mil anos antes” (SINGH, 2010, p. 40). O que faz com que esse teorema leve 0 nome
de Pitdgoras € “que foi ele o primeiro a demonstrar esta verdade universal” (SINGH, 2010, p.
40).

De enunciado simples, o teorema de Pitdgoras consta na Proposi¢ao 47 do Livro I de Os
elementos de Euclides (EUCLIDES, 2009) com o enunciado do Teorema 2.1.

Teorema 2.1 (de Pitagoras). Nos triangulos retangulos, o quadrado sobre o lado que se estende

sob o angulo reto é igual aos quadrados sobre os lados que contém o dangulo reto.

Em um tridngulo retangulo, o lado oposto ao angulo reto ¢ denominado hipotenusa
(do grego hypotenousa: que se estende debaixo do angulo reto), enquanto que os lados que

determinam o angulo reto sao denominados catetos (do grego kdthetos: descido, abaixado de

! Um niimero natural é perfeito quando & igual & soma de seus divisores.
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maneira reta). Desta forma, se a hipotenusa mede c e os catetos medem a e b, a tese do Teorema

2.1 pode ser enunciada pela igualdade ¢* = a® + b°.

O Teorema 2.1 fascinou diversos matematicos, entre eles Elisha Scott Loomis (1852-
1940), um professor de matemadtica em Cleveland, Ohio (EUA). Loomis colecionou durante
20 anos, de 1907 a 1927, demonstragdes desse teorema e as agrupou em um livro denominado
The Pythagorean Proposition (A proposicao de Pitdgoras). O livro foi lancado inicialmente
em duas edi¢des: a primeira em 1927 com 230 demonstracdes; a segunda em 1940 com 370
demonstracdes. Apds a morte de Loomis, o livro foi reimpresso mais duas vezes, em 1968 e
1972, pelo National Council of Teachers of Mathematics dos Estados Unidos (ROSA, 1983).

Em seu livro, Loomis separa as demonstracdes do Teorema 2.1 em quatro categorias: a
algébrica, que utiliza as relagdes métricas no tridngulo retangulo; a geométrica, que compara
areas; a vetorial, que emprega operacdes com vetores; a dindmica, que usa conceitos fisicos,

como massa e velocidade. Na parte final do livro, apresenta cinco quadrados pitagdricos magicos.

Assim, motivados pelo trabalho de Loomis, apresentamos neste capitulo algumas demons-
tracOes algébricas, geométricas e vetoriais do teorema de Pitadgoras selecionadas do livro The
Pythagorean Proposition. Para as demonstragdes algébrico-geométricas e vetoriais, construimos

demonstragdes dinamicas com o software GeoGebra.

2.1 DEMONSTRACOES ALGEBRICAS

Loomis (1968) organizou 109 demonstracdes algébricas, as quais foram divididas em
sete grupos, cada um deles com um método de demonstracio. Selecionamos as demonstragdes
algébricas de nimeros 1, 16 e 100, sendo esta ultima uma demonstrac¢ao algébrico-geométrica.
A demonstragdo algébrica mais utilizada nos livros didaticos de matematica atualmente, que
depende das razdes entre os lados de tridngulos semelhantes, € também a primeira demonstragdo
algébrica apresentada por Loomis. Esta demonstragao € direta, do tipo implicac@o simples (se ...,

entdo ...)> (FOSSA, 2009). Para tanto, basta reescrever o Teorema 2.1 como:

Se em um tridngulo retingulo ABC' a hipotenusa mede ¢ e os catetos medem a e b,
entao

A =a®+ V%

Demonstragdo algébrica 1. Sejam o tridngulo ABC), retdngulo em C, de lados AB = ¢, AC =
be BC = a,e h = C'H a altura relativa ao lado AB, onde H divide esse lado nos segmentos

AH =xe BH =y, tais que © + y = c - Figura 2.1.
Por construcao, temos que HC' 1L AB. Logo, os tridngulos ABC, ACH e BCH sao

retangulos. Como possuem o angulo A em comum, os triangulos retangulos ABC' e ACH

2 A demonstracdo também pode ser do tipo implicacio dupla (se, e somente se).
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Figura 2.1 — Demonstragao algébrica nimero 1 de Loomis (1968)

Tr H i
(

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022).

sdo semelhantes pelo caso AA (angulo-angulo) (NETO, 2013). Assim, usando as razdes de

semelhanga obtemos que:

b
2T b = 2 oy, @.1)
x b
h
L & hb = ax;
xr b
b
2_rrY < ab = hx + hy.
h a
Os tridngulos retingulos ABC e C'BH também sao semelhantes pelo caso AA. Logo,
temos que:
@ Y & a? = ay + y? (2.2)
r+y a
a 'y
27 S by = ah:
b h

=— & ab=hx + hy.
rT+y a

Finalmente, os tridngulos retangulos AC'H e C'BH também sdo semelhantes pelo caso
AA. Portanto:

b a

—=— & by =ah
; y@y ah;
b
;z%@bhzaw,
h y

x h it

Somando as igualdades (2.1) e (2.2) e fatorando o trindbmio quadrado perfeito (COX-
FORD; SHULTE, 1994), constatamos que:

a® +b* =2 + vy + 2y + 97
a® + b =2” + 2zy + y*;
a? +b* =(z +y)* (2.3)
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Empregando AB = x + y = c em (2.3), concluimos que:
a’ 4+ b =2

O

Outra forma de demonstracao muito utilizada nos cursos de dlgebra € a redugdo ao
absurdo (reductio ad absurdum) (FOSSA, 2009). Essa técnica consiste na obtencdo de uma
contradi¢do a partir da negacdo da tese do teorema. Loomis (1968) utiliza a reducdo ao absurdo

nas demonstragdes algébricas de nimeros 16 e 32.

Demonstragdo algébrica 16. Seja o triangulo retangulo ABC, de hipotenusa de medida c e

catetos de medidas a e b. Pela lei da tricotomia, temos que:
a? 4+ b* >c? ou
a® + b =c* ou

a® + b* <.

Suponhamos inicialmente que

@B (2.4)

Substituindo (2.3) em (2.4) e considerando que x + y = ¢ - Figura 2.1, temos que:
(z +y)? >

A > (2.5)

Como temos uma contradi¢do em (2.5), consideremos agora que

a’> + b < 2. (2.6)

Substituindo (2.3) em (2.6) e considerando novamente que x + y = ¢, obtemos que:

(z +y)* <c?;

2 <. (2.7)

Temos em (2.7) novamente uma contradicdo. Assim, a? + b> % c? e a® + b® £ 2.
Portanto, a® + b* = 2.
[

Na centésima demonstracdo do teorema de Pitdgoras, Loomis (1968) utiliza uma estraté-

gia algébrico-geométrica que compara areas.
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Demonstragdo algébrico-geométrica 100. Sejam o triangulo ABC/, retingulo em C e de lados
AB =¢, BC =ae AC = b, o quadrado DEFG, de lado a + b, e 0 quadrado ABI.J, de lado ¢
- Figura 2.2.

Figura 2.2 — Demonstragdo algébrico-geométrica niimero 100 de Loomis (1968)

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022).

Na Figura 2.2, o quadrado DEF'G € equivalente a unido do quadrado ABI.J com os
triangulos F'I.J, EIB, DAB e GAJ. Como esses quatro tridngulos sdo congruentes ao tridngulo

ABC, concluimos que:

A(DEFG) =A(ABILJ) + AA(AABC);
(a+ b)? —02+4-a2b;

a® + 2ab + b* =c* + 2ab;

a® + b* =c*.

O

Construimos no GeoGebra a visualizacdo dinamica da centésima demonstracdo de
Loomis (1968) para o teorema de Pitdgoras e a disponibilizamos no link
<https://www.geogebra.org/m/krkgpage>.
No GeoGebra App, os vértices do tridngulo ABC' podem ser movidos dinamicamente.

2.2 DEMONSTRACOES GEOMETRICAS

Nas demonstragoes do teorema de Pitagoras, Loomis (1968) organizou 256 demons-

tracdes geométricas. Estas foram divididas em dez grupos, cada um deles com um método de


https://www.geogebra.org/m/krkgpaqe
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demonstracdo. As demonstracdes geométricas de nimeros 9 a 32 consistem na divisdo dos
quadrados construidos sobre os lados de um tridngulo retangulo em partes congruentes, € na
comprovacao de que a unido das partes dos quadrados menores forma o quadrado maior (ou que
a unido das partes do quadrado maior forma os quadrados menores). Nesse grupo, selecionamos
a demonstragdo 9, que corresponde 2 equicomposicio de Henry Perigal (1801-1898) (NOS;
FERNANDES, 2019), ilustrada na Figura 2.3.

Figura 2.3 — Demonstragdo geométrica nimero 9 de Loomis (1968): a equicomposi¢do de Perigal
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Fonte: A autora com o GeoGebra (2022).

Demonstracdo geométrica 9. Sejam: o tridngulo ABC, retangulo em C e de lados AB = c,
BC = ae AC = b; 0s quadrados ACFG,CBDFE e ABI H construidos, respectivamente, sobre
os lados AC, BC' e AB do triangulo ABC'; os pontos J, K, L e M, pontos médios dos lados
AB, HA, I H e BI, respectivamente, do quadrado ABI H; os pontos P, (), R e S interiores ao
quadrado ABIH,com JP || RL || ACe SM || KQ || BC,onde S € JP,Q € RL,R € SM
e P € KQ; o ponto O, centro do quadrado C'BDFE}; os pontos T, U, V e W pertencentes,
respectivamente, aos lados CB, EC, DE e BD do quadrado C BDE, tais que UW || AB e
VT 1L UW - Figura 2.3.

Desta forma, temos que o quadrado PQ RS é congruente ao quadrado ACFG, VT || BI,
VO=0T=BMe AU = BW = JP =SM = RL=KQ =DV = EU = (7. Ainda,
como UW || ABe AJ = JB = UO = OW = AK, os quadrildteros H LQK, IMRL,
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BJSM,AKPJ,UCTO, TBWO,WDVO eV EUO sao congruentes. Logo, temos que:

A(ABIH) =A(PQRS) + AA(AK P.J);
A(ABIH) =A(ACFG) + AA(VEUO):;
A(ABHI) =A(ACFG) + A(CBDE). (2.8)

Como os lados dos quadrados ABH I, ACFG e C'BDFE medem, respectivamente, c, b

e a, concluimos de (2.8) que ¢? = a® + b°.

O

A demonstrac¢do da equicomposi¢ao de Perigal (demonstracdo geométrica 9 de Loomis)

pode ser efetuada com mais detalhes, como em Fernandes (2018) e Sette (2013).

Construimos no GeoGebra a visualiza¢do dindmica da equicomposicao de Perigal (de-
monstracao geométrica 9 de Loomis (1968)) para o teorema de Pitdgoras e a disponibilizamos
no link

<https://www.geogebra.org/m/vzjfwSvk>.

No GeoGebra App, os vértices do tridngulo ABC' podem ser movimentados dinamicamente.

As demonstracdes geométricas de numeros 43 a 69 de Loomis (1968) comparam, geral-
mente, as dreas dos quadrados construidos sobre os lados do tridngulo retangulo com as dreas de

outros quadrilateros - Figura 2.4. Nesse grupo, selecionamos a demonstragdo de nimero 63.

Demonstragcdo geométrica 63. Sejam o tridngulo ABC, retangulo em C e de lados AB = c,
BC =ae AC = b, e os quadrados ACFG, CBHI e ABED construidos, respectivamente,
sobre os lados AC, BC' e AB do triangulo ABC'. Inicialmente, prolongamos o segmento G F’ até
os pontos K e J, o segmento H [ até os pontos .J e M e tracamos o segmento K L paralelamente
ao segmento H1,com LM || JK,D € KLe E € LM.Em seguida, prolongamos o segmento
FC até o ponto O € LM, o segmento GA até o ponto P € LM, o segmento C'A até o ponto
N € KL e o segmento HB até o ponto S € K L. Finalmente, demarcamos o ponto R na
interse¢do dos segmentos G P e HS. Assim, construimos o retangulo JK LM, de lados a + 2b e
2a + b - Figura 2.4.

Em decorréncia da construcao descrita anteriormente, temos que:

A(JKLM) =A(ABED) +4A(AABC) + A(CIMO) + A(GAIJ) + A(GANK);
(

(
A(JKLM) =A(NAPL) + A(ACOP) + A(CIMO) + A(GALJ) + A(GANK); (2.9)
A(NAPL) =A(CIHB) + 2A(ABC); (2.10)
A(ACOP) =A(ACFG) + 2A(ABC). @.11)


https://www.geogebra.org/m/vzjfw5vk
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Figura 2.4 — Demonstragao geométrica nimero 63 de Loomis (1968)

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022).

Substituindo (2.10) e (2.11) em (2.9), obtemos que:
A(JKLM) =A(CIHB) 4+ 2A(ABC) + A(ACFG) 4+ 2A(ABC)+
+ A(CIMO) + A(GAIJ) + A(GANK);
A(JKLM) =A(CIHB) + 4A(ABC) + A(ACFG)+
+A(CIMO) + A(GALT) + A(GANK). (2.12)

A érea do quadrado ABE D pode ser obtida a partir da drea do quadrilatero J K LM, ou

seja:

A(ABED) = A(JKLM) — 4A(ABC) — A(CIMO) — A(GALJ) — A(GANK). (2.13)

Substituindo (2.12) em (2.13), constatamos que:

A(ABED) = A(CIHB) + A(ACFG). (2.14)

Como os lados dos quadrados ABED, ACFG e C'I HB medem, respectivamente, c, b

e a, concluimos de (2.14) que ¢ = a? + b

O

Construimos no GeoGebra a visualiza¢do dindmica da demonstragdo geométrica 63 de

Loomis (1968) para o teorema de Pitdgoras e a disponibilizamos no link
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<https://www.geogebra.org/m/qbnkx4rp>.

No GeoGebra App, os vértices do tridngulo ABC podem ser movidos dinamicamente.

As demonstracdes geométricas de ntimeros 71 a 157 de Loomis (1968) empregam,
geralmente, o tridngulo retingulo contido em pelo menos um dos quadrados construidos sobre

os lados do triangulo - Figura 2.5. Nesse grupo, selecionamos a demonstra¢iao de ntimero 153.

Figura 2.5 — Demonstracao geométrica nimero 153 de Loomis (1968)
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Fonte: A autora com o GeoGebra (2022).

Demonstra¢do geométrica 153. Sejam: o tridngulo ABC, retangulo em C e de lados AB = c,
BC =ae AC = b; os quadrados ABDFE, BCFG e ACIH construidos, respectivamente, sobre
os lados AB, BC e AC do tridngulo ABC; JK 1 ABnoponto M,com M € AB, J € DFE,
K e FGeC € JK;o0s segmentos AK, AG, EC' e DC - Figura 2.5.

Devido a construcdo descrita anteriormente, temos que:

A(ABDE) =A(AMJE) + A(BMJD):

A(ABDE) =A(ECKA) + 2A(BCD);

A(ABDE) =2A(CAK) + 2A(AGB):

A(ABDE) =A(ACIH) + A(BCFG). (2.15)

Como os lados dos quadrados ABDFE, BCFG e ACIH medem, respectivamente, ¢, a

e b, concluimos de (2.15) que ¢ = a? + b.


https://www.geogebra.org/m/qbnkx4rp
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Construimos no GeoGebra a visualizacdo dinamica da demonstracdo geométrica 153 de
Loomis (1968) para o teorema de Pitagoras e a disponibilizamos no link
<https://www.geogebra.org/m/p7msbees>.
No GeoGebra App, os vértices do tridngulo ABC' podem ser movimentados dinamicamente.

2.3 DEMONSTRACOES VETORIAIS

Loomis (1968) apresenta quatro demonstracdes para o teorema de Pitdgoras utilizando

operacdes com vetores - Figura 2.6. Selecionamos as demonstragdes vetoriais de nimeros 1 e 4.

Figura 2.6 — Demonstragdo vetorial nimero 1 de Loomis (1968)

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022).

— —

Demonstragado vetorial 1. Sejam © = A@, v=CB,w=ABeu+v =w,comu | v-Figura

2.6. Desta forma, temos que:

W =u + U,
| @ ||°= || @+ 7 [%
| @ = @|?+2a- 0+ || 7> (2.16)

Como os vetores 4 e U sdo perpendiculares, temos que « - ¥ = 0 (LIPSCHUTZ, 1978).

Substituindo essa igualdade em (2.16), concluimos que || @ ||>=|| @ ||* + || ¢ ||*.

O

Construimos no GeoGebra a visualizacido dindmica da demonstracio vetorial 1 de Loomis
(1968) para o teorema de Pitdgoras e a disponibilizamos no link
<https://www.geogebra.org/m/ejdhqyt7>.

No GeoGebra App, os vértices do tridngulo ABC' podem ser movidos dinamicamente.

Demonstragdo vetorial 4. Sejam: @ = At’; U= 079; w = AE; U+v=wcomu L v;a
circunferéncia de centro A e raio AB; o ponto N € DFE, onde DFE é um didmetro de I', com
AC Cc DEe AN = —u; oponto O € I', com NO = U, AO = ¢ e ¢ simétrico a w segundo o
didmetro /J - Figura 2.7.


https://www.geogebra.org/m/p7msbees
https://www.geogebra.org/m/ejdhqyt7
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Figura 2.7 — Demonstra¢do vetorial nimero 4 de Loomis (1968)

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022).

— —

Comow =u+v,¢=—u+9v,u L ve AB e AO s@o raios de I', o que implica

I =l ¢

, temos que:

Fa |2+ 1 IP= 1l @+ o 1 + | =i+ 7 [
[ |7 + [P [P=2 @ |)* +2 ] & %
2 @ P=2 (I a|*+ 1 7°):

Il [P= 1l a*+ [ o).

O

Construimos no GeoGebra a visualiza¢ido dindmica da demonstracio vetorial 4 de Loomis
(1968) para o teorema de Pitdgoras e a disponibilizamos no link
<https://www.geogebra.org/m/g93wybme>.

No GeoGebra App, os vértices do tridngulo ABC podem ser movimentados dinamicamente.

2.4 O ULTIMO TEOREMA DE FERMAT

A equagdo 12 + y? = 2%, que define o teorema de Pitdgoras, tem uma infinidade de
solugdes inteiras (z, y, z), denominadas trios (ou triades) pitagéricos. As solu¢des inteiras ainda
existem se reescrevermos a equagdo como z” + y" = 2", onde n € N e n > 2? Pierre de Fermat
(1601-1665), magistrado, matematico e cientista franc€s, conjecturou em 1637, na margem de
sua copia de Arithmetica de Diofante, que ndo havia solugdes inteiras para a equacao. Esse
teorema, uma generalizacio do teorema de Pitdgoras, é denominado dltimo teorema de Fermat e

foi demonstrado em 1994 por Andrew John Wiles (1953-), matemadtico britanico.


https://www.geogebra.org/m/g93wybme
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Nascido em 20 de agosto de 1601 em Beaumont-de-LLomagne, no sudoeste da Franga,
Pierre de Fermat recebeu formacdo no Monastério Franciscano de Grandselve e depois na
Universidade de Toulouse. “Nao hd nenhum registro de que o jovem Fermat mostrasse qualquer

talento especial para a matematica” (SINGH, 2010, p. 55).

Ap6s pressoes familiares, Fermat assumiu em 1631 um cargo no servico publico na
Camara de Requerimentos. L4, intermediava os encontros entre o povo e o rei. Dessa forma, se
alguém quisesse pedir algo ao rei, deveria convencer Fermat de que seria um pedido vélido, e se

ele concordasse, o encontro aconteceria.

Como ““a praga estava devastando a Europa e aqueles que sobreviviam a doenga eram
promovidos para ocupar os lugares dos que tinham morrido” (SINGH, 2010, p. 56), Fermat
subiu de cargo rapidamente. Devido aos riscos da politica do século XVII, Fermat se concentrou
em fazer o seu trabalho sem se destacar demais, para ndo ser perseguido. Em seu tempo vago, se

dedicava ao seu novo hobby, a matematica.

Fermat adotou a estratégia de cumprir com suas obrigacdes de modo eficiente,
mas sem chamar a atencao para si mesmo. Ele ndo tinha grandes ambig¢des
politicas e fez o melhor que podia para evitar as disputas do Parlamento. Fermat
dedicava toda a energia que lhe sobrava a matematica e, quando ndo estava
mandando sacerdotes para a fogueira, ele cuidava do seu hobby. Fermat era um
verdadeiro estudioso amador, um homem que E. T. Bell chamou de “Principe
dos Amadores”. Mas era tao talentoso que, quando Julian Coolidge escreveu
sua Matemdtica dos grandes amadores, ele excluiu Fermat, dizendo que “fora
tao grande que devia ser considerado profissional” (SINGH, 2010, p. 57).

Fermat ndo revelava suas demonstracdes para os outros; pelo contrério, ele “tinha um
toque travesso, o qual, combinado com o sigilo, levava-o a comunicar-se com outros matematicos
unicamente para zombar deles” (SINGH, 2010, p. 59). Ele escrevia cartas aos matematicos dando
enunciados de teoremas mas sem qualquer demonstragdo, desafiando seus leitores a provarem

aquilo que propunha.

Quando entrou em contato com o livro Aritmética de Diofante, na versdo de 1621 de

Bachet, Fermat mergulhou na teoria de nimeros.

Felizmente, para nds, a edicdo da Aritmética de Bachet tinha grandes margens
em torno do texto, em cada uma de suas paginas, e as vezes Fermat apressada-
mente escrevia comentdrios e férmulas nessas bordas. Essas notas se tornariam
um valiosissimo registro, ainda que esparso, dos mais brilhantes cdlculos deste
génio (SINGH, 2010, p. 76).

Durante seus estudos do Livro IT da Aritmética de Diofanto, Fermat se deparou com o
teorema de Pitdgoras e os trios pitagéricos. Nesse momento, fez uma observacdo na margem
do livro na qual “tinha apenas mudado a poténcia de 2 para 3, do quadrado para o cubo, mas
sua nova equac¢do aparentemente ndo tinha solu¢ao para qualquer nimero inteiro” (SINGH,

2010, p. 79). A partir disso, formula-se o dltimo teorema de Fermat com a cldssica escrita na
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borda da pégina: “Cuius rei demonstrationem mirabilem sane detexi hanc marginis exiguitas
non caperet” (SINGH, 2010, p. 80).

A anotacdo, feita em meados de 1637, foi publicada em 1670 pelo filho mais velho
Clément-Samuel Fermat, cinco anos apds a morte de Fermat, com o titulo “Aritmética de
Diofante contendo observacoes de P. de Fermat” (SINGH, 2010, p. 81). A publicacdo contém
48 observagoes de Fermat e diversos teoremas que vieram a ser provados ao longo dos anos. O

Unico que desafiou os matemadticos por mais de trés séculos foi o Teorema 2.2.

Teorema 2.2 (dltimo teorema de Fermat). Ndo existe solucdo inteira ndo nula para x, y e z

quando n > 2 na equagdo " + y" = 2"

Leonhard Euler (1707-1783) estabeleceu uma prova para o Teorema 2.2, mas apenas para
n =3 en = 4. Em uma das paginas da Aritmética de Diofanto, Fermat deixou uma observacao
da prova por contradi¢do, conhecida como método da descida infinita, para n = 4. Ainda,
Adrien-Marie Legendre (1752-1833) obteve a prova para n = 5 e Gabriel Lamé (1795-1870)
para n = 7 (SINGH, 2010). O grande problema era o fato dos nimeros naturais serem infinitos e
provar o teorema para casos isolados ndo era o mesmo que prova-lo para todo niimero natural

maior do que dois.

O Teorema 2.2 foi finalmente demonstrado em 1994 por Andrew Wiles, apds muitos
anos de estudos. Desde os 10 anos, quando teve o primeiro contato com o teorema, Wiles sentia
que encontraria a demonstracdo. Ele tentou durante anos utilizando toda a matemaética disponivel

em seus livros didaticos, porém nao obteve sucesso em suas tentativas (SINGH, 2010).

Em seu doutoramento, Wiles foi orientado por John Henry Coates (1945-2022), que o
direcionou para a pesquisa das curvas elipticas. O que Coates ndo sabia, é que “essa decisao se
mostraria um ponto vital na carreira de Wiles e lhe daria as técnicas necessdrias para uma nova
abordagem do Ultimo Teorema de Fermat” (SINGH, 2010, p. 175), pois em 1984 Gerhard Frey

(1944-) rearranjou a equacao do Teorema 2.2 para se tornar uma equacao eliptica.

Em 1984, durante um simpdsio, Frey apresentou sua equacdo eliptica, a qual ele mesmo
chamou de “estranha”, e afirmou que se ela existisse de fato, nunca poderia ser modular®. Porém,
isso contradizia a conjectura de Taniyama-Shimura, que diz que toda equacgao eliptica € uma
equacdo modular. Como a conjectura ndo havia sido provada, nascia um novo desafio para os

matematicos da época.

Segundo Singh (2010), Frey afirmou que se o tltimo teorema de Fermat estivesse errado,
entdo sua equacdo eliptica existiria e ndo seria modular. Logo, a conjectura de Taniyama-Shimura
seria falsa. Porém, o contrario também poderia ser provado: se a conjectura de Taniyama-Shimura

fosse verdadeira, entdo toda equagdo eliptica seria modular e, portanto, a equagdo de Frey nao

3 Traducio do latim: Eu descobri uma demonstragio notdvel deste teorema mas a margem é muito pequena para

conté-la.

4 Encontra-se uma defini¢iio de equa¢io modular em Weisstein (2022a).
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existiria e o ultimo teorema de Fermat seria verdadeiro. Wiles percebeu entdo que se provasse a

conjectura de Taniyama-Shimura, o ultimo teorema de Fermat seria provado.

Utilizando teoria de grupos e o método de Kolyvagin-Flach, Wiles acreditou ter provado
que a conjectura de Taniyama-Shimura era verdadeira. Assim, o ultimo teorema de Fermat
também seria verdadeiro. Wiles apresentou sua demonstracdo em um semindrio no Instituto
Isaac Newton, em Cambridge, em trés palestras ocorridas nos dias 21, 22 e 23 de junho de
1993 (SINGH, 2010).

O trabalho de Wiles foi corrigido por uma banca especializada, que encontrou uma
inconsisténcia no capitulo 3. Esse erro assombrou Wiles por meses, até que um colega sugeriu
que ele confiasse em alguém qualificado para trabalharem juntos na correcao. Wiles escolheu

Richard Lawrence Taylor (1962-), um ex-aluno que era professor em Princeton (SINGH, 2010).

Percebendo que o método de Kolyvagin-Flach ndo era suficiente, Wiles e Taylor se
voltaram para a dlgebra de Hecke (Erich Hecke (1887-1947)) para solucionar o problema e,
14 meses apds a palestra no Instituto Isaac Newton, Wiles entregou um manuscrito com a
demonstragdo. Dessa vez, nenhuma inconsisténcia foi encontrada e o teorema foi enfim provado.
A demonstracdo rendeu a Wiles os Prémios Wolfskehl, no valor de 50 mil ddlares, e Wolf, no
valor de 100 mil ddlares, que foram divididos com Taylor (SINGH, 2010).

Diversas teorias da matemaética foram exploradas nas tentativas para se provar o dltimo
teorema de Fermat, entre elas os nimeros complexos, os nimeros primos, as formas de demons-
tracdo e os processos 16gicos associados a elas, a teoria de jogos e probabilidade, a criptografia,

a teoria de grupos e as equacoes elipticas e modulares (SINGH, 2010).

Construimos uma animacao no GeoGebra com solu¢des ndo inteiras do ultimo teorema
de Fermat e a disponibilizamos no link
<https://www.geogebra.org/m/kbjwvrzw>.

No GeoGebra App, as superficies podem ser observadas para n variando de 3 a 100.


https://www.geogebra.org/m/kbjwvrzw
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3 TEOREMAS CLASSICOS

Apresentamos neste capitulo demonstracdes formais e visualiza¢des dinamicas de alguns
teoremas geométricos cldssicos referentes a propriedades do tridngulo e da circunferéncia.
Algumas das provas formais encontram-se em Li (2005), Neto (2013), Coxeter e Greitzer (1967)
e Almeida (2014).

3.1 O TEOREMA DE MENELAUS

O Teorema 3.1, proposto por Menelaus de Alexandria (70-140), astrdbnomo e matemético
grego, estabelece a colinearidade de pontos pertencentes aos lados de um triangulo ou a seus
prolongamentos. O enunciado do Teorema 3.1 depende do comprimento algébrico de um
segmento orientado (LAGO, 2018).

Teorema 3.1 (de Menelaus). Se X, Y e Z sdo, respectivamente, pontos pertencentes as retas
suporte dos lados AB, BC' e C'A do tridngulo ABC, entao X, Y e Z sdo colineares se, e

somente se,

XA YB ZC

XB YC ZA -

Demonstragcdo. Sejam o tridngulo ABC), os pontos colineares X, Y e Z tais que Y pertence ao
prolongamento de BC', X € ABe Z € AC, e aretar que passa pelos pontos X, Y e Z, como

ilustra a Figura 3.1.

Figura 3.1 — Pontos colineares pertencentes aos lados do tridngulo ABC' ou a seus prolongamen-
tos

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022).

Tragando as perpendiculares a reta r que passam pelos vértices do tridngulo ABC', onde

P € o pé da perpendicular em A, () é o pé da perpendicular em B e R € o pé da perpendicular



40

em C' - Figura 3.2, observamos que os tridngulos APZ e CZR, CRY e BQY e APX e BQX

sdo semelhantes pelo caso AA (angulo-angulo).

Figura 3.2 — Perpendiculares a reta r baixadas dos vértices do tridngulo ABC

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022).

Assim, estabelecendo as razdes de semelhancga nos pares de tridngulos semelhantes,

temos que:

CR ZC
AP 7A G-b
BQ YB
- . 3.2
CR YC’ (3-2)
AP _XA o)
BQ XB’ '
Multiplicando as igualdades (3.1), (3.2) e (3.3), concluimos que:
ZC YB XA C(CR BQ@Q AP
= ¢ =1. (3.4)

ZA YC XB AP CR BQ
Reciprocamente, sejam X, Y e Z pontos situados sobre as retas suportes dos lados AB,

BC' e AC, respectivamente, todos distintos dos vértices do tridngulo ABC, e () o ponto de
intersecdo das retas % Ye 1@ , como na Figura 3.3.

Figura 3.3 — Interse¢@o das retas que passam pelos pontos X eY e Ae C

C

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022).



41

Como X, Y e () sdo colineares, temos que:

BY CQ AX
ve o1 x5 =" (3.5)
ZC

Comparando (3.4) e (3.5), concluimos que

@ = Z.Logo, X, Y e Z sdo colineares.

Desta igualdade decorre que

ZA " QA

O

Construimos a visualiza¢do dindmica do teorema de Menelaus no GeoGebra e a disponi-
bilizamos no link
<https://www.geogebra.org/m/jzmt7xyh>.
No GeoGebra App, os vértices do tridngulo ABC' e os pontos X, Y e Z podem ser movidos

dinamicamente.

3.2 O TEOREMA DE CEVA

O Teorema 3.2, proposto por Giovanni Ceva (1647-1734), matematico italiano, esta-
belece a concorréncia das retas que passam pelos vértices e por pontos dos lados (ou seus
prolongamentos) opostos a cada um dos vértices de um tridngulo. O teorema de ceva possibilita
demonstrar que as medianas, as bissetrizes internas e as retas suportes das alturas de um tridngulo
sao concorrentes (NETO, 2013). O enunciado do Teorema 3.2 também depende do comprimento

algébrico de um segmento orientado (LAGO, 2018).

Teorema 3.2 (de Ceva). Se X, Y e Z sdo, respectivamente, pontos pertencentes das retas suporte
<2
dos lados AB, BC' e C'A do tridngulo ABC, entdo as retas AY, ﬁ eC X sdo concorrentes

ou paralelas se, e somente se,

YB ZC XA

Yo 7A XB &

. R ey <—X> ~
Demonstragdo. Inicialmente, provemos que a relacio € vdlida se as retas AY, ﬁ e CX sdo

concorrentes ou paralelas.
e
Suponhamos que AY, ﬁ e C<'—X> sdo paralelas - Figura 3.4.

Pelo teorema de Tales!, temos que:

ZC  BC
ZA BY’ (3.6)
XA CY
XB OB 3.7

' Tales de Mileto (624 A.C.-547 A.C.), matemético grego. Teorema de Tales: um feixe de retas paralelas determina

sobre duas retas transversais segmentos proporcionais.


https://www.geogebra.org/m/jzmt7xyh
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Figura 3.4 — Tridngulo ABC e os pontos X, Y e Z,com BZ || AY || CX

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022).

Multiplicando membro a membro (3.6) e (3.7), obtemos que:

AS; XA__}H:jYB ZC XA___1
ZA XB BY 'YC ZA XB @

ey
Suponhamos agora que AY’, ﬁ e (<7—)(2 sdo concorrentes em um ponto K - Figura 3.5.

Figura 3.5 — Tridngulo ABC' e ospontos X, Y, Ze K,com K = AY N BZNCX

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022).

Aplicando o Teorema 3.1 (de Menelaus) aos tridngulos ACY e ABY’, temos, respectiva-

mente, que:
BY 7C KA
BC ZA Ky DV (3-8)
CB KY XA
CY'KA'XB‘l (3-9)

Multiplicando membro a membro (3.8) e (3.9), obtemos que:

_BY 2C XA | YB ZC XA _
CY ZA XB ~YC ZA XB

Reciprocamente, suponhamos que X, Y e Z satisfazem a equacao

YB ZC XA
YC’.ZA'XB__I' (3.10)
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S ypey 4
Consideremos que AY e ﬁ sdo paralelas. Tracemos uma paralela a AY por C' que
intersecta AB em P,com X € AP - Figura 3.6.

Figura 3.6 — Tridngulo ABC e os pontos X, Y, Z e P,com AY || BZ || CP

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022).

Como X, Y e P verificam

YB ZC PA

yC ZA PB- ¢ -11)
temos, de (3.10) e (3.11), que:
PA XA

Sendo P, X, A e B pontos colineares, decorre de (3.12) que X = P. Logo, CX || AY ||
BZ.

Ay s .
Por fim, suponhamos que AY e ﬁ sdo concorrentes em um ponto () - Figura 3.7.

Figura 3.7 — Triangulo ABC' e os pontos X, Y, Z, P e (, com as retas definidas por Ae Y e B
e Z concorrentes em ()

fo
X
.
il P
% ’_JI"
A
B
e /'.Y. [

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022).

Seja P = @ N jﬁ . Logo, pelo Teorema 3.1 (de Menelaus), temos que:

YB ZC PA
YC ZA PB

—1. (3.13)
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Por hipétese, os pontos X, Y e Z satisfazem (3.10). Dessa forma, de (3.10) e (3.13),

decorre que:
PA XA
= 3.14
PB XB (3.14)
Pelo teorema de Tales, podemos deduzir de (3.14) que P = X. Assim, como CP = CX

<
e € Cﬁ, temos que () € C' X . Portanto, as retas AY’, ﬁ e C'X sio concorrentes em Q.

O

Construimos a visualiza¢do dinamica do teorema de Ceva no GeoGebra e a disponibili-
zamos no link
<https://www.geogebra.org/m/gjunrjux>.
No GeoGebra App, os vértices do tridngulo ABC' e os pontos X, Y e Z podem ser movidos

dinamicamente.

3.3 O TEOREMA DE PASCAL

O Teorema 3.3 foi proposto pelo matematico, fisico e inventor francés Blaise Pascal
(1623-1662). Esse teorema estabelece a colinearidade de pontos a partir de pontos pertencentes a

uma circunferéncia.

Teorema 3.3 (de Pascal). Se A, B, C, D, E e F sdo pontos de uma circunferéncia I, ndo
necessariamente em ordem ciclica, com P = j@ N ﬁ, Q = % N ﬁ e R = Cﬁ N ﬁ,

entdo P, () e R sdo colineares.

Demonstracdo. Sejam A, B, C, D, F e I pontos na circunferéncia I" e os pontos P = ﬁﬂm

Q:%ﬂﬁeR:Cﬁﬂm,comonaﬁgura&&

Figura 3.8 — Hip6teses do teorema de Pascal

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022).


https://www.geogebra.org/m/gjunrjux
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Consideremos os pontos X = ﬁ N jﬁ Y = jﬁ N Cﬁ e/ = Cﬁ N ﬁ como

ilustrado na Figura 3.9.

Figura 3.9 — Pontos X, Y e Z e a circunferéncia I

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022).

Na Figura 3.9, destacamos o tridngulo XY Z e os pontos (), B e C - Figura 3.10.
Aplicando o Teorema 3.1 (de Menelaus) a esse tridangulo, obtemos que:

QZ CY BX _
QX CZ BY

1. (3.15)

Figura 3.10 — Triangulo XY Z e os pontos ), B e C

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022).

Destacando agora na Figura 3.9 o tridngulo XY Z e os pontos P, D e F - Figura 3.11, e
aplicando o Teorema 3.1 (de Menelaus) a esse tridngulo, temos que:

PX DY EZ
PY DZ EX

1. (3.16)
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Figura 3.11 — Triangulo XY Z e os pontos P, De F

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022).

Ainda, destacamos na Figura 3.9 o tridngulo XY Z e os pontos R, F' e A - Figura 3.12.
Aplicando o Teorema 3.1 (de Menelaus) a esse triangulo, obtemos que:

AX RY FZ _
AY RZ FX

1. (3.17)

Figura 3.12 — Triangulo XY Z e os pontos R, F'e A

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022).

Por fim, aplicando a poténcia de ponto (DOLCE; POMPEOQO, 1993; HELLMEISTER,
2013; NETO, 2013) na circunferéncia I' com os pontos exteriores X, Y e Z - Figuras 3.13 a
3.15, temos, respectivamente, que:
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Figura 3.13 — Poténcia do ponto X em relacdo a circunferéncia I'

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022).

AX -BX =EX - FX; (3.18)

Figura 3.14 — Poténcia do ponto Y em relacdo a circunferéncia I'

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022).

AY -BY = DY -CY; (3.19)

Figura 3.15 — Poténcia do ponto Z em relagdo a circunferéncia I’

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022).
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EZ - FZ=CZ -DZ. (3.20)

Multiplicando as igualdades (3.15), (3.16) e (3.17), obtemos que:

QZ CY BX PX DY FEZ AX RY FZ
RX CZ BY PY DZ EX AY RZ FX

=1.1.1=1. (3.21)

Rearranjando a igualdade (3.21), temos que:

QZ CY PX DY AX BX RY EZ FZ

. . . . . . . . —1. 3.22
QX CzZ PY DzZ AY BY RZ EX FX ( )
Substituindo (3.18), (3.19) e (3.20) em (3.22), concluimos que:
QzZ CY PX DY EX FX RY (CZ DZ _1.
QX CZ PY DZ DY CY RZ EX FX
QZ PX RY
. . =1. 2
QX PY RZ (3-23)

Dessa forma, aplicando o Teorema 3.1 (de Menelaus) no tridngulo XY 7 - Figura 3.9 ,
obtemos (3.23). Portanto, P, () e R sdo colineares.

U
Construimos a visualiza¢do dindmica do teorema de Pascal no GeoGebra e a disponibili-
zamos no link
<https://www.geogebra.org/m/jnhwm2uz>.

No GeoGebra App, os pontos A, B, C, D, E e F pertencentes a circunferéncia ' podem ser
movimentados dinamicamente.

3.4 O TEOREMA DE NEWTON

O Teorema 3.4, proposto por Isaac Newton (1643-1727), matematico e fisico inglés,
estabelece a concorréncia de retas secantes a uma circunferéncia inscrita em um quadrildtero. Esse
teorema pode ser derivado do teorema de Anne (Pierre-Léon Anne (1806-1850)), matemdtico
francés, o qual descreve a equivaléncia de dreas em um quadrilatero convexo (BOGOMOLNY,
2018a; BOGOMOLNY, 2018b). Neste trabalho usamos o Teorema 3.3 (de Pascal) para provar o
Teorema 3.4.

Teorema 3.4 (de Newton). Se I' é uma circunferéncia inscrita em um quadrildtero ABCD,
de lados AB, BC, CD e DA que tangenciam a circunferéncia nos pontos E, F, G e¢ H,
respectivamente, entdo as retas 2@ ﬁ % e ﬁ[ sdo concorrentes.


https://www.geogebra.org/m/jnhwm2uz
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Demonstracdo. Seja I' uma circunferéncia que tangencia os lados AB, BC, CD e DA de um

quadrilatero ABC'D nos pontos E, F', G e H, respectivamente, como na Figura 3.16.

Figura 3.16 — Circunferéncia I inscrita no quadrilatero ABC D

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022).

Consideremos os pontos O = ﬁ N ﬁ e X = ﬁ N ﬁ Como o ponto D € a
interse¢do das retas tangentes a circunferéncia I' nos pontos G' e H, ao aplicarmos o Teorema 3.3
(de Pascal) nos pontos F, G, G, F, H e H, concluimos que os pontos O, D e X sdo colineares -
Figura 3.17.

Figura 3.17 — Circunferéncia I inscrita no quadrildtero ABC'D e os pontos colineares O, D e X

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022).

Aplicando o Teorema 3.3 (de Pascal) nos pontos F, E, H, I, F' e (G, constatamos que

os pontos B, O e X sdo colineares - Figura 3.18.
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Figura 3.18 — Circunferéncia I" inscrita no quadrilatero ABC' D e os pontos colineares B, O e X

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022).

Assim, como FG e F'H sao concorrentes no ponto O e os pontos B, O, D e X sao
colineares, temos que as retas %, ﬁ e ﬁ s@o concorrentes no ponto O. Falta provarmos
que a reta Zg também passa por esse ponto. Para tanto, consideremos Y = ﬁ N ﬁ Como C'
¢ o ponto de interse¢@o das retas tangentes a circunferéncia I nos pontos F' e (5, ao aplicarmos o
Teorema 3.3 (de Pascal) nos pontos F', F', E, GG, G e H, verificamos que os pontos Y, C e O sdo
colineares - Figura 3.19.

Figura 3.19 — Circunferéncia I inscrita no quadrilatero ABC'D e os pontos colineares Y, C' e O

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022).
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Aplicando agora o Teorema 3.3 (de Pascal) nos pontos F, E, F, H, H e G, concluimos

que os pontos A, O e Y sdo colineares - Figura 3.20.

Figura 3.20 — Circunferéncia I" inscrita no quadrilatero ABC' D e os pontos colineares A, O e Y

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022).

Assim, os pontos A, O, C' e Y sio colineares. Como EG e F'H sdo concorrentes no
ponto O e os pontos B, O, D e X também sio colineares, entio as retas fﬁ, ﬁ, % e ﬁ[

sdo concorrentes no ponto O.

O

Construimos a visualiza¢do dindmica do teorema de Newton no GeoGebra e a disponibi-
lizamos no link
<https://www.geogebra.org/m/zusnafom>.
No GeoGebra App, os pontos F, F, G e H pertencentes a circunferéncia I' e ao quadrilatero

ABCD podem ser movidos dinamicamente.

3.5 O TEOREMA DE DESARGUES

O Teorema 3.5 foi proposto por Girard Desargues (1591-1661), matemaético, arquiteto
e engenheiro militar francés, precursor da geometria projetiva. Esse teorema estabelece a co-
linearidade de pontos na intersecdo das retas suportes dos lados de dois tridngulos a partir da

concorréncia das retas que passam pelos vértices dos dois tridangulos.

Teorema 3.5 (de Desargues). Se nos tridngulos ABC e A'B'C" as retas AA', BB' e CC" sao
— —
concorrentes no ponto O, entdo os pontos P, Q) e R, onde P = % NB'C",Q=CANC'A"e

2

Em geometria projetiva, o ponto de concorréncia O € denominado centro de perspectiva.


https://www.geogebra.org/m/zusnaf9m
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<——
R= Zg N A'B’, sdo colineares”.

~ . [N 1NN ali . <—>/ m/ <—>l
Demonstracdo. Sejam os tridngulos ABC e A'B’C’, nos quais as retas AA’, e C'C' con-

correm no ponto O - Figura 3.21.

Figura 3.21 — Tridngulos ABC e A’B’C" e o ponto de concorréncia O

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022).

< S— S S
Provaremos que os pontos P = % NBC,Q=CANC'AeR = B N A’'B’ sdo

colineares - Figura 3.22, empregando o Teorema 3.1 (de Menelaus).

Figura 3.22 — Triangulos ABC' e A’B’C" e os pontos de concorréncia O, P, QQ e R

/.

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022).

3 Em geometria projetiva, a reta que passa pelos pontos P, Q e R é o eixo de perspectiva
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Aplicando inicialmente o Teorema 3.1 (de Menelaus) no tridngulo OAB e nos pontos
A’, B’ e R - Figura 3.23, temos que:
A'O RA B'B
A’A RB BO

(3.24)

Figura 3.23 — Triangulo OAB e os pontos A, B’ e R

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022).

Usando o Teorema 3.1 (de Menelaus) no tridngulo OC'B e nos pontos C’, B’ e P - Figura

3.24, obtemos que:
B'O PB C'C
B'B PC C'O

= 1. (3.25)

Figura 3.24 — Triangulo OC'B e os pontos C’, B’ e P

0

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022).

Finalmente, aplicando o Teorema 3.1 (de Menelaus) no tridngulo O AC' e nos pontos A’,
C' e (@ - Figura 3.25, constatamos que:
AA C'O QC
A0 C'CTQA

1. (3.26)
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Figura 3.25 — Tridngulo OAC e os pontos A’, C" e Q)

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022).

Multiplicando as igualdades (3.24), (3.25) e (3.26), verificamos que:

AO RA B'B B'O PB C'C AA C'O QC

AA RB BO BB PC 00 A0 0C qa “ti=h
RA PB QC
75 PO 04 =1. (3.27)

Logo, concluimos de (3.27), pela reciproca do Teorema 3.1 (de Menelaus), que os pontos

P, Q) e R sdo colineares.

O

Construimos a visualizagdo dinamica do teorema de Desargues no GeoGebra e a disponi-
bilizamos no link
<https://www.geogebra.org/m/bbprqctc>.

No GeoGebra App, os pontos A, A’, B, B, C, C’ ¢ O podem ser movimentados dinamicamente.

3.6 O TEOREMA DE BRIANCHON

O Teorema 3.6, proposto por Charles Julien Brianchon (1783-1864), matemético e
quimico franc€s, estabelece que as retas que passam pelos vértices opostos de um hexdgono
convexo, circunscrito a uma circunferéncia, sdo concorrentes. Na geometria projetiva, o teorema
de Brianchon € o dual do teorema de Pascal, tendo sido generalizado em 1847 por August
Ferdinand Mobius (1790-1868), matematico e astronomo alemao (WEISSTEIN, 2022b).

Teorema 3.6 (de Brianchon). Se ABCDFEF é um hexdgono convexo circunscrito a uma cir-
cunferéncia I’ e as retas j@, %, Cﬁ, ﬁ, ﬁ e m sdo, respectivamente, tangentes a
circunferéncia nos pontos G, H, I, J, K e L (ndo necessariamente em ordem ciclica), entdo as
retas @ ﬁ e W que passam pelos vértices opostos de ABC DEF' sdo concorrentes.


https://www.geogebra.org/m/bbprqctc

55

Demonstragdo. Sejam o hexdgono convexo ABC'DEF, circunscrito a circunferéncia I', e as
retas ﬁ, %, Cﬁ, ﬁ, ﬁ e ﬁ, tangentes a [ nos pontos G, H, I, J, K e L, respectivamente
- Figura 3.26.

Figura 3.26 — Hexdagono convexo ABC D E'F circunscrito a circunferéncia I'

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022).

Consideremos M = @ N m eN = ﬁ N m Aplicando o Teorema 3.4 (de Newton)
no quadrilatero AM DN, temos que as retas j@, ﬁ e @ sdo concorrentes no ponto A’ - Figura
3.27.

Figura 3.27 — Circunferéncia I', o quadrilatero AM DN e o ponto A’

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022).

Sejam agora os pontos S = % N %71 el = Cﬁ N W Aplicando o Teorema 3.4 (de
Newton) no quadrilatero C'S F'T, verificamos que as retas (ﬁ, W( e ﬁ sS40 concorrentes no
ponto C’ - Figura 3.28.
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Figura 3.28 — Circunferéncia I', o quadrilatero C'SF'T e o ponto C’

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022).

ﬁ ST~ . .
Desta forma, temos que as retas /L e A’C" s@o coincidentes - Figura 3.29.

Figura 3.29 — Retas coincidentes que passam pelos pontos [ e L e A’ e C’

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022).

Ainda, sejam os pontos () = % N ﬁ eR= ﬁ N ﬁ Aplicando o Teorema 3.4 (de
Newton) no quadrilatero £ RB(), constatamos que as retas ﬁ, ﬁ( e & sd0 concorrentes no
ponto B’ - Figura 3.30.

Figura 3.30 — Circunferéncia I', o quadrilitero £ RB() e o ponto B’

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022).
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Consideremos agora os pontos O = Gﬁ N ﬁ-]} e P = ﬁ N C<J—I->[ . Aplicando o Teorema
3.3 (de Pascal) nos pontos G, G, I, L, L e H, temos que os pontos A, O e P sdo colineares;
aplicando esse mesmo teorema nos pontos H, H, L, I, I e GG, verificamos que os pontos C', O e

P sdo colineares. Portanto, os pontos A, C' e P sdo colineares - Figura 3.31.

Figura 3.31 — Circunferéncia I" e os pontos A, O, C'e P

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022).

— — —
Para finalizar, temos que G = j@ﬂA’B’, H = %ﬂB'C’ eP = aﬂﬁ = EZMC’A/.
Logo, aplicando o Teorema 3.5 (de Desargues) nos tridngulos ABC' e A’B'C’, concluimos que
— — > )
asretas AA' = jﬁ, BB = ﬁ eCC' = W sdo concorrentes - Figura 3.32.

Figura 3.32 — Tese do teorema de Brianchon

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022).
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Construimos a visualizacdo dindmica do teorema de Brianchon no GeoGebra e a disponi-
bilizamos no link
<https://www.geogebra.org/m/bbprqctc>.
No GeoGebra App, os pontos G, H, I, J, K e L podem ser movidos dinamicamente.

3.7 O TEOREMA DE NAPOLEAO

O Teorema 3.7 € atribuido a Napoledo Bonaparte (1769-1821), politico, militar e impe-
rador francés. Esse teorema estabelece que os centros dos tridngulos equilédteros construidos
sobre os lados de um triangulo sdo os vértices de um triangulo equildtero. Uma propriedade
adicional dos tridngulos equildteros construidos sobre os lados do tridngulo inicial, também
atribuida a Napoledo, € que as circunferéncias circunscritas concorrem no primeiro ponto de
Fermat* (WEISSTEIN, 2022c). O teorema de Napoledo é um caso especial do teorema de
Petr-Neumann-Douglas (LAMOEN; WEISSTEIN, 2022).

Teorema 3.7 (de Napoledo). Se ACD, BCE e ABF sdo tridngulos equildteros construidos so-
bre os lados de um tridngulo ABC, entdo o tridngulo GH I, cujos vértices sdo, respectivamente,

os baricentros dos tridngulos equildteros, é equildtero.

Demonstragdo. Sejam o triangulo ABC), os triangulos equildteros ABF, ACD e BC'E, cons-
truidos sobre os lados de ABC, e os pontos G, H e I, baricentros dos tridngulos ACD, BCE e
ABF, respectivamente - Figura 3.33.

Figura 3.33 — Tridngulos equilateros ABF, AC'D e BCE, construidos sobre os lados do tridn-
gulo ABC

E
Fonte: A autora com o GeoGebra (2022).

4 O primeiro ponto de Fermat, também denominado ponto de Fermat ou ponto de Torricelli, é o ponto X que

minimiza a soma das distincias aos vértices de um tridngulo ABC' com angulos internos menores do que 120°,
ou seja, a soma |AX| + |BX| + |CX| é minima.


https://www.geogebra.org/m/bbprqctc
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Os tridngulos FC'A e BC'D sao congruentes pelo caso L AL (lado-angulo-lado) (NETO,
2013), uma vez que EC = BC, DC' = AC e /ZECA = ZBCD - Figura 3.33. Logo, BD =

AFE. Analogamente, temos que:
CF =BD = AFE. (3.28)

Empregando as propriedades do baricentro (NETO, 2013) nos tridngulos equilateros
BCFE e AC'D - Figura 3.34, verificamos que ZHCB = 30° e ZACG = 30°. Logo:

LHCOG =/ECA; (3.29)
2

HC =3 - ‘f-EC: ?-EC; (3.30)

cG zg-\f-/xcz‘f-m. (3.31)

Figura 3.34 — Triangulos ABC, ABF, ACD, BCE e HCG

D

VNG

E
Fonte: A autora com o GeoGebra (2022).

Das igualdades (3.30) e (3.31), obtemos que:

HC CG \/3
EC T AC T 3 (3.32)

De (3.29) e (3.32), concluimos que os tridngulos HC'G e EC' A sao semelhantes (caso
LAL). Portanto:
HC CG GH 3
_CG_GH_V3 (3.33)
EC AC AFE 3
De forma andloga, temos nos tridngulos BAD e I AG - Figura 3.35, que ZIAB = 30° e
ZCAG = 30°. Logo:




/IAG =/BAD:
ac=2. V3 ap_ V3 ap.
3 2 3
2 V3 V3
Af==. Y2 ga— VY2 . pa
3 2 3

Figura 3.35 — Triangulos ABC, ABF, ACD, BCE e IAG

D

E
Fonte: A autora com o GeoGebra (2022).

Das igualdades (3.35) e (3.36), constatamos que:

AG AL V3
AD BA 3

60

(3.34)

(3.35)

(3.36)

(3.37)

De (3.34) e (3.37), concluimos que os tridngulos /AG e BAD sdo semelhantes (caso

LAL). Desta maneira:
AG Al IG V3

AD BA BD 3

(3.38)

Analisando os tridngulos /BH e FBC - Figura 3.36, temos que ZABI = 30° e

ZCBH = 30°. Logo:

/IBH =/CBF"
]B:g.ﬁ.BFZE.BF;
32 3
BH:??-BC:?-BC.

Das igualdades (3.40) e (3.41), temos que:

IB  BH /3
BF BC 3

(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)
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Figura 3.36 — Triangulos ABC, ABF, ACD, BCE, BCF e IBH

E
Fonte: A autora com o GeoGebra (2022).

Assim, concluimos de (3.39) e (3.42) que os tridngulos / BH e F'BC' sdo semelhantes

(caso LAL). Portanto:
IB BH IH 3

BF BC FC 3 (343)
Comparando as igualdades (3.33), (3.38) e (3.43), obtemos que:
I1H 1G GH 3
_I6 _GH_ V3 (3.44)
FC BD AFE 3
Finalmente, de (3.28) e (3.44), concluimos que:
IH =1G =GH. (3.45)

A relacdo (3.45) estabelece que os lados do triangulos GG H I sdo congruentes. Portanto,
o triangulo G H I é equilatero.

O

Construimos a visualizacdo dindmica do teorema de Napoledo no GeoGebra e a disponi-
bilizamos no link

<https://www.geogebra.org/m/amhb8fng>.
No GeoGebra App, os pontos A, B e C podem ser movimentados dinamicamente.

3.8 O TEOREMA DE MORLEY

O Teorema 3.8, proposto por Frank Morley (1860-1937), matemético britanico, estabe-

lece que os pontos de interse¢do das trissetrizes’ adjacentes dos angulos internos de um triangulo

> Trissetrizes sdo as duas semirretas que dividem um 4ngulo interno de um tridngulo em trés Angulos congruentes.


https://www.geogebra.org/m/amhb8fng
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sdo vértices de um tridngulo equildtero (BOGOMOLNY, 2018c). Morley propds em 1900 uma

generalizacdo para esse teorema, a qual foi publicada somente em 1914 (WEISSTEIN, 2022d).

Teorema 3.8 (de Morley). Se ABC' é um tridngulo qualquer, entdo os pontos de intersecdo das

trissetrizes adjacentes dos dngulos internos ZCAB, ZABC e ZBCA sdo os vértices de um

triangulo equildtero.

Demonstragdo. Seja o tridngulo ABC, de lados BC' = (1, AB = {5, e AC' = /3, e angulos
internos ZC'AB = o, ZABC = e ZBCA = ~. Trissectando cada um desses angulos, temos

que as intersegdes das trissetrizes adjacentes sdo os vértices do triangulo DE'F' - Figura 3.37.

Figura 3.37 — Intersecdo das trissetrizes adjacentes dos angulo internos do tridngulo ABC

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022).

Aplicando a lei dos senos (CARMO; MORGADO; WAGNER, 2005) ao tridngulo ABC,

obtemos que:

BC =2rsen(a);
AB =2rsen(y);
AC =2rsen(f),

onde r é a medida do raio da circunferéncia circunscrita ao tridangulo ABC'.
A partir da identidade trigonométrica
n—1 T
sen(ngp) = 2""' J] sen (go + k) ,
k=0 n

onde n € N, podemos derivar o seno do arco triplo (n = 3), ou seja,

2
sen(3¢) = 4sen(p)sen <90 + g) sen <gp + ;) 7

sendo esta uma relagdo equivalente a sen(3p) = 3sen(yp) — 4sen®(p) (IEZZI,

(3.46)
(3.47)
(3.48)

(3.49)

1993).
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Empregando em (3.49) 3p = «, 3p = v e 3¢ = 3, e substituindo, respectivamente, nas
igualdades (3.46), (3.47) e (3.48), temos que:

BC 87‘sen< ) sen <7r+a) sen( ); (3.50)
AB 8’/“8611( ) sen( sen( Tty ); (3.51)

AC =srsen (5 ) ven (57 s (2”5). (3.5

No triangulo DBC, temos que Z/DBC' = % e ZDCB = 3. Logo:

By
/BDC =x—L 0 _
TT373

)
+ w
2

N———

3Jr—pf—v 2r+(r—f—-7) 21+«
3 N 3 3

Aplicando a lei dos senos no tridngulo D BC', obtemos que:

3 - (27r—|—a) - (27r+a>'
sen | — sen Sen
3 3 3
Substituindo (3.50) em (3.53), verificamos que:

8TS€H<§>.S€D(W —g a).sen(%r;— 04). Sen<§>

Sen(27r+a) ’
3

DC =8r sen(?) ) sem(7T —5 a> ) sen(?). (3.54)

BC sen ()
Do BC = DC = 3 (3.53)

DC =

Considerando agora os tridngulos AEC e AF B, temos, de forma anédloga, que:

EC =8¢ sen<§> . sen<7T - ﬂ) . Sen< ) (3.55)
AE =8 sen<g> | s,en<7T g 5) . sen<§>, (3.56)
AF =8 sen<§> | sen(r ;: 7) Sen<;); (3.57)
BF =srsen (S ).sen( "7 ) sen (7 ); (3.58)
BD =8¢ sen<;) . s,en(7T Jg O‘) . sen((;;). (3.59)

Aplicando a lei dos cossenos (CARMO; MORGADO; WAGNER, 2005) nos triangulos
DBF, EAF e DCFE, obtemos, respectivamente, que:
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DF? =BD? + BF? —2.BD.BF. cos <§> (3.60)
FE?> —AF? + AE? — 2. AF.AE. cos (g) (3.61)
ED? —EC? + DC? — 2.EC.DC. cos (g) (3.62)

Doravante, consideremos o = 3a, = 3be v = 3c. Logo, a = 3 b= g ec= %

Substituindo (3.58) e (3.59) em (3.60), temos que:
DF? =647r2. sen?c. sen? (7?: + a) .sen’a + 64r2. sen’a. sen? (7?: + c> .sen?e+
2 2 m 2 T
—128r“.sen”c. sen<3 + a).sen a. sen<3 + c).cos b;

DF? =64r2. sen’a. sen’c. {sen2 (g + a) + sen? (7; + c) -2 sen(g + a) . sen<§ + c) . COS b] .

(3.63)

Das relagoes (3.60) e (3.63), concluimos que os angulos internos do tridngulo BD F' sdo

b, a + g ec+ g Assim, aplicando a lei dos senos nesse triangulo, obtemos que:

BD =2rq.sen <7§ + a) ; (3.64)
DF =2ry.senb; (3.65)
BF =2r;.sen (7?: + c) , (3.66)

onde 7; € a medida do raio da circunferéncia circunscrita ao triangulo BDF'.
Substituindo (3.64), (3.65) e (3.66) em (3.60), temos que:
43 sen®b =4r?. sen” (73: + a) + 47r%. sen® (g + C) — 8. sen(g + a) . sen(g + c) .cos b;
sen?b = sen? (7?: + a) + sen? (73T + c) -2 sen(ér + a) . sen<§ + c) .cos b. (3.67)
Para finalizar, substituindo (3.67) em (3.63), concluimos que:
DF? =6472. sen’a. sen’c. sen’b;
DF =8r.sena.senb.senc. (3.68)
Substituindo agora (3.56) e (3.57) em (3.61), temos que:
FE* =647 sen’b. sen’ (g + c) -sen®c + 6412 sen’c. sen’ (;r + b) -sen®b+
— 192872 sen’b. sen<73r + c> sen’c. sen(g + b) cos a;
FE? =64r%. sen?b. sen’c. [sen2 <7T + b) + sen? (73: + c) —2 sen(g + b) . sen(g + c> . COS a] .

3
(3.69)
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Das relagdes (3.61) e (3.69), concluimos que os angulos internos do tridngulo FAF sdo

a, b+ % ec+ % Dessa forma, aplicando a lei dos senos nesse triangulo, obtemos que:

AFE =2ry.sen <§ + b> ; (3.70)
FE =2ry.sena; (3.71)
AF =2ry. sen (7; + c) , 3.72)

onde 7, é a medida do raio da circunferéncia circunscrita ao tridngulo FAF'.

Substituindo (3.70), (3.71) e (3.72) em (3.61), temos que:

4r3.sen’a =4r3. sen’ (g + c> + 473, sen? (7?: + b) — 8r5. sen(g + c) . Sen<§ + b> . COS «;

sen’a = sen? (g + b) + sen? (7?: + c) — ZSenC; + b) ) sen<§ + c) . COS a. (3.73)

Logo, substituindo (3.73) em (3.69), constatamos que:
FE? =647%. sen®b. sen’c. sen’a;
FE =8r.sena.senb. sen c. (3.74)
Finalmente, substituindo (3.54) e (3.55) em (3.62), verificamos que:
ED? =64r2. sen?a. sen? (g + b> .sen’b + 6472, sen?a. sen? (7?: + a> .sen’b+
—12872. sen’a. sen(g + b) .sen?b. sen(éi + a) . COS ¢;
ED? =64r2. sen’a. sen?b. [sen2 (73T + a) + sen? (7T + b) -2 sen(g + a> . sen(g + b) . COS c] .

3
(3.75)

Das relagdes (3.62) e (3.75), concluimos que os angulos internos do tridngulo DC'E sdo

¢, a+ 3 €b+ %. Assim, aplicando a lei dos senos nesse tridngulo, obtemos que:

DC =2rs3.sen (7?: + a) ; (3.76)
ED =2r;.senc; (3.77)
EC =2r5. sen (g + b) , (3.78)

onde 73 é¢ a medida do raio da circunferéncia circunscrita ao tridngulo DC'E.

Substituindo (3.76), (3.77) e (3.78) em (3.62), temos que:
4r3. sen’c =4r3. sen’ (7?: + b) + 473, sen® (7; + a) — 8r3. sen(g + b) . sen(Q + a) . COS C;

sen’c = sen? <§ + a> + sen? (7?: + b) — 28811(7; + a) : Sen<§ + b> .COS C. (3.79)
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Agora, substituindo (3.79) em (3.75), verificamos que:

ED? =64r%. sen®a. sen?b. sen’c:
)

ED =8r.sena.senb. sen c. (3.80)

Assim, de (3.68), (3.74) e (3.80), temos que F'D = F'E = ED. Portanto, o tridngulo
DFEF € equilatero.

O

Construimos a visualiza¢do dindmica do teorema de Morley no GeoGebra e a disponibi-
lizamos no link
<https://www.geogebra.org/m/frdgkkkn>.
No GeoGebra App, os vértices do tridngulo ABC podem ser movidos dinamicamente.

3.9 O TEOREMA DE EULER

O Teorema 3.9, também denominado férmula do tridngulo de Euler, foi proposto por
Leonhard Paul Euler (1707-1783), matematico e fisico suigco. Esse teorema estabelece a distancia
entre o circuncentro® e o incentro’ de um tridngulo. A desigualdade de Euler é uma decorréncia
imediata do Teorema 3.9 (WEISSTEIN, 2022¢).

Teorema 3.9 (de Euler). Se v é uma circunferéncia de raio r e centro I, interior a circunferéncia
I' de raio R e centro O, e A, B e C sdo pontos pertencentes a I, onde AB e AC' sdo cordas de

" tangentes a ~y, entdo ~y estd inscrita no tridngulo ABC' se, e somente se,
OI’ = R(R — 2r).

Demonstragcdo. Sejam a circunferéncia ~y de raio r e centro [, interior a circunferéncia ' de raio
Recentro O,e A, B,C €T, sendo AB e AC cordas de I tangentes a y - Figura 3.38.

Consideremos o ponto P de intersecao da bissetriz do angulo BAC com I'. Como essa

bissetriz passa pelo ponto /, temos, pelo teorema das cordas (NETO, 2013), que:

Al -IP = R?> - OI% (3.81)

Sejam X e Y os pés das perpendiculares tracadas, respectivamente, de O a BP ede [ a
AC - Figura 3.39.

6

O circuncentro € o ponto no qual as mediatrizes dos lados de um tridngulo se intersectam. Esse ponto equidista
dos vértices do tridngulo, sendo o centro da circunferéncia circunscrita ao tridngulo.

O incentro € o ponto no qual as trés bissetrizes dos angulos internos de um tridngulo se intersectam. Esse ponto
equidista dos lados do tridngulo, sendo o centro da circunferéncia inscrita no triangulo.


https://www.geogebra.org/m/frdqkkkn
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Figura 3.38 — Circunferéncias " e y e os pontos A, Be C

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022).

Figura 3.39 — Circunferéncias I' e v e os pontos A, B, C, P, X e Y

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022).

O tridngulo BOP é is6sceles e, pelo teorema do angulo inscrito (NETO, 2013), temos
que:
~ 1 ~
BAP = §BOP. (3.82)

De (3.82) e do fato de que os tridngulos BOX e I AY sao retangulos por construgio,
temos que esses tridngulos sdo semelhantes pelo caso AA (angulo-angulo) (NETO, 2013).

Portanto:
BX BO
v Al
BX - Al =BO -1Y. (3.83)

Mas, BO=R, 1Y =re BX = %. Substituindo essas igualdades em (3.83), obtemos

que:
B 2Rr

Al = —.
BP

(3.84)
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Substituindo (3.84) em (3.81), temos que:

P
R?2—OI> =AI.IP = 2Rr.——:
"“Bp’
ir
2 _ 2 .
OI* =R 2Rr.—B 5 (3.85)

Dessa forma, temos em (3.85) que:

OI’=R*~-2Rr=R(R—2r) < BP =1IP.

Mas BP = IP se, e somente se, o tridngulo PBI € isOsceles de base BI. Assim,
PBI = PIB. Ainda, como PIB é angulo externo ao tridngulo ABI, decorre do teorema do
angulo externo (NETO, 2013) que:

PIB = PBI = IAB + IBA. (3.86)

Empregando BP = PC e o conceito de angulo inscrito (NETO, 2013), obtemos que:
PBC = PAB = PAC = I AB. (3.87)

No triangulo PBI, temos que:

PBI = PBC + CBI. (3.88)

Substituindo (3.86) e (3.87) em (3.88), concluimos que:

IAB+ IBA =IAB + CBI;
IBA =CBI. (3.89)

Em decorréncia de (3.89), temos que o ponto [ pertence a bissetriz do angulo CBA.
Como [ também pertence a bissetriz do angulo B AC, temos que [ pertence a interse¢ao de duas
bissetrizes do tridngulo ABC'. Portanto, I é o incentro do triangulo ABC' e y estad inscrita no
tridngulo ABC'.

O

Construimos a visualiza¢do dindmica do teorema de Euler no GeoGebra e a disponibili-
zamos no link
<https://www.geogebra.org/m/wbcktxvs>.

No GeoGebra App, os pontos A, O, I e W podem ser movimentados dinamicamente.

3.10 O TEOREMA DE PONCELET

O Teorema 3.10, proposto por Jean-Victor Poncelet (1788-1867), matemadtico e engenhe-
rio franceés, relaciona as circunferéncias inscrita e circunscrita a um tridngulo. O teorema 3.10

pode ser generalizado para um poligono de n lados simultaneamente inscrito e circunscrito a
uma secao conica (WEISSTEIN, 2022f).


https://www.geogebra.org/m/wbcktxvs
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Teorema 3.10 (de Poncelet). Se v e I' sdo, respectivamente, as circunferéncias inscrita e
circunscrita a um tridngulo ABC, A’ é um ponto pertencente a T, diferente de A, B ou C, e

A'B" e A'C" sdo as cordas de T tangentes a vy, entdo y estd inscrita no tridngulo A’ B'C".

Demonstragdo. Sejam: v e I', respectivamente, as circunferéncias inscrita e circunscrita ao
triangulo ABC, de centros O e P e raios r e R; D, E e F, respectivamente, os pontos de
tangencia de v com os lados AB, AC e BC; A’ um ponto pertencente a I, diferente de A, B ou
C; A'B"e A'C" as cordas de I tangentes a +y - Figura 3.40.

Figura 3.40 — Triangulo ABC, as cordas A’B’ e A’C" e as circunferéncias I" e ~y

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022).

Aplicando o Teorema 3.9 (de Euler) no tridngulo A’ B’C”, concluimos que B’'C" tangencia

a circunferéncia 7. Portanto, +y estd inscrita no tridngulo A’ B’'C".

O
Construimos a visualiza¢cdo dindmica do teorema de Poncelet no GeoGebra e a disponi-
bilizamos no link
<https://www.geogebra.org/m/dxbta6dc>.
No GeoGebra App, os pontos D, E, F' e A’ podem ser movidos dinamicamente.


https://www.geogebra.org/m/dxbta6dc
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4 LUGARES GEOMETRICOS

Apresentamos neste capitulo alguns lugares geométricos, assim como demonstracdes
formais e dindmicas de teoremas relacionados a propriedades dos tridngulos. Na sele¢do dos
teoremas, empregamos as seguintes referéncias: Sortais (1997), Skutin (2017) e Bogomolny
(20184d).

4.1 DEFINICAO E EXEMPLOS

Em geometria, um lugar geométrico € um conjunto de pontos que satisfaz uma deter-
minada propriedade. Geralmente, uma forma ou figura geométrica pode ser definida como um

lugar geométrico.

Definicao 4.1. Dada uma propriedade P relativa a um conjunto de pontos em R? ou R3, o
lugar geométrico dos pontos que possuem a propriedade P é o subconjunto L que satisfaz as

condigoes:

1. todo ponto de L possui a propriedade P;

2. todo ponto que possui a propriedade P pertence a L.

Provar que um conjunto de pontos define um lugar geométrico pode ser uma tarefa
complexa (NETO, 2013). Contudo, ha lugares geométricos mais simples, como os Exemplos 4.1

a 4.4, que podem ser explorados na Educacao Basica.

Exemplo 4.1. A circunferéncia é o lugar geométrico dos pontos de R? que equidistam, a uma

distdancia r, de um ponto O considerado - Figura 4.1.

Figura 4.1 — Pontos da circunferéncia I', que distam r do ponto O

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022).
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Exemplo 4.2. O lugar geométrico dos pontos de R? que equidistam, a uma distancia r ndo nula,
de uma reta t considerada, sdo os pontos pertencentes as retas s e s', paralelas entre si e a t,

como ilustra a Figura 4.2.

Figura 4.2 — Retas paralelas s e ', que distam r da reta ¢

5 B

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022).

Exemplo 4.3. O lugar geométrico dos pontos de R? que equidistam de dois pontos A e B, ndo
coincidentes, é a mediatriz do segmento AB, ou seja, é a reta m perpendicular ao segmento AB

no ponto médio M - Figura 4.3.

Figura 4.3 — Mediatriz m, cujos pontos equidistam dos pontos A e B

T

N
.
=[]

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022).

Demonstracdo. Sejam: o ponto médio M do segmento AB; a reta m, perpendicular a AB por
M; o ponto P € m, ndo coincidente a M - Figura 4.3. Como m 1 AB, os tridangulos AM P e
BM P sio retangulos. Sendo M o ponto médio de AB, temos que AM = M B. E como M P é
lado comum aos dois tridngulos retangulos, estes sdo congruentes pelo caso L AL (lado-angulo-
lado). Portanto, os tridngulos AM P e BM P sdo congruentes e AP = PB, isto é, o ponto P
equidista dos pontos A e B. Se os pontos P e M sdo coincidentes, entdo P equidistade Ae B,

uma vez que M € ponto médio de AB.

Reciprocamente, seja P um ponto distinto de M tal que PA = PB. Como AM = M B,
uma vez que M é o ponto médio de AB, e PM é lado comum aos tridngulos APM e BPM,
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temos que estes dois tridngulos sdo congruentes pelo caso L L L (lado-lado-lado) (NETO, 2013).
Desta forma, PM A = PMB e como PMA+PMB = 180°, segue que PMA = PMB = 90°.
Logo, PM 1 AB e o ponto P pertence a mediatriz do segmento AB.

O

Exemplo 4.4. O lugar geométrico dos pontos de R? que equidistam dos lados de um dngulo
A —
AOB, de vértice O e lados OA e O@ € a bissetriz do dngulo, ou seja, é a semirreta O? que

divide o dangulo AOB em dois angulos congruentes - Figura 4.4.

Figura 4.4 — Bissetriz do angulo AOB, cujos pontos equidistam dos lados do angulo

0]
Fonte: A autora com o GeoGebra (2022).

Demonstragdo. Sejam: o angulo AOB, de vértice O e lados (ﬁl e @; o ponto P pertencente
a bissetriz do angulo AOB; os pontos R e S, pés das perpendiculares em O? e CTZl tracadas por
P, respectivamente - Figura 4.4. Nos tridngulos retangulos ORP e OS P, o lado OP é comum e
os angulos ROP e SOP sio congruentes, pois O? ¢ a bissetriz. Logo, os tridngulos ORP e
OPS sao congruentes pelo caso LAA, (lado-angulo-angulo oposto) (NETO, 2013). Portanto,
PR = PS.

Reciprocamente, seja o ponto P, interior ao angulo AOB, tal que PR = PS, onde
R e S sdo os pés das perpendiculares em O? e O—1>4 tracadas por P, respectivamente. Nos
triangulos retangulos ORP e OSP, o lado OP é comum e PR = PS. Assim, esses tridngulos
sdo congruentes pelo caso especial C'H (cateto-hipotenusa) (NETO, 2013). Logo, POR = POS

e P pertence a bissetriz do dngulo AOB.

O

Analisamos agora lugares geométricos mais complexos, como os pontos de Miquel,

Fermat, Gergonne e Nagel.

4.2 PONTO DE MIQUEL

O Teorema 4.1 foi proposto por Auguste Miquel (1816-1851), matematico frances.

Esse teorema estabelece o ponto de Miquel, um lugar geométrico definido pela intersec¢ao
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de trés circunferéncias que passam pelos vértices de um tridngulo. O Teorema 4.1 pode ser
generalizado para n circunferéncias (WEISSTEIN, 2022g) e ha uma versdo tridimensional para
0 caso bidimensional com n = 3 (HANDWIKI, 2021).

Teorema 4.1 (de Miquel). Se A, B’ e C’ sdo pontos pertencentes, respectivamente, aos lados
BC, AC e AB (ou seus prolongamentos) do triangulo ABC, entdo as circunferéncias que
passam pelos pontos A, B' e C', B, A’ e C' e C, A’ e B’ sdo concorrentes no ponto M,

denominado ponto de Miquel.

Demonstragdo. Sejam: o tridngulo ABC'; as circunferéncia vy e I', que passam, respectivamente,
pelos pontos A, B'e C" e B, A’ e C’; 0 ponto M tal que y N T" = {C’", M} - Figura 4.5.

Figura 4.5 — Ponto M de Miquel

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022).

Consideremos AC'M = 6. Como os quadrilateros AC' M B’ e BC'M A’ estdo inscritos,
respectivamente, em -y e I', entdo seus angulos opostos sdo suplementares (NETO, 2013; LAGO,
2018). Logo: AB'M = BC'M = 180° — § e BA’M = 6.

Ainda, como os angulos AB'M e CB'M e BA'M e C'A'M sio suplementares, temos
que CB'M =6 e CA'M = 180° — 0. Desta forma, como 0s angulos opostos sdo suplementares,
ha uma circunferéncia que passa pelos vértices do quadrilatero C' B’ M A’. Portanto, as circunfe-
réncias que passam pelos pontos A, B'e C’, B, A’ e C" e C, A’ ¢ B’ se intersectam no ponto M,

o ponto de Miquel.

O
Construimos no GeoGebra a visualiza¢ido dinamica do teorema de Miquel e a disponibi-
lizamos no link
<https://www.geogebra.org/m/ekubwmyv>.
No GeoGebra App, os pontos A, B, C, A’, B" e C’ podem ser movidos dinamicamente.


https://www.geogebra.org/m/ekubwmyv

74

4.3 PONTO DE FERMAT

O primeiro ponto de Fermat (ou simplesmente ponto de Fermat ou ponto de Torricelli) é
um problema proposto por Pierre de Fermat (1601-1665) a Evangelista Torricelli (1608-1647),
matematico e fisico italiano que inventou o barometro. Em uma carta, Fermat desafiou Torricelli

a solucionar o Problema 4.1.

Problema 4.1. Determinar o ponto tal que a soma de suas distdncias aos vértices de um

triangulo seja minima.

Torricelli apresentou vérias solu¢des para o problema proposto por Fermat. Em uma
dessas solugdes, observou que as circunferéncias circunscritas aos tridngulos equildteros construi-
dos externamente sobre os lados do tridngulo sao concorrentes em um ponto (BOGOMOLNY,

2018e). Esse ponto recebeu o nome de Fermat, o proponente do problema.

Apresentamos nesta se¢do a demonstracdo baseada no Teorema 3.7 (de Napoledo) (BO-
GOMOLNY, 2018e).

Demonstracdo. Sejam: o tridngulo ABC’; o ponto M, interno ao tridngulo ABC'; o tridngulo
ABM; o tridngulo A’ BM’, oriundo da rotag@o de 60° do tridngulo ABM em torno do vértice
B - Figura 4.6.

Figura 4.6 — Tridngulos ABC, ABM e A’BM'’

AI A

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022).

Por construgio, temos que o tridngulo BM M’ é equilétero. Logo, M B = M'B e, como
MA = M'A', temos que:

MA+ MB+ MC = A'M' + M'M + MC. (4.1)

O ponto A’ é obtido pela rotagdo de A em torno de B. Logo, a posi¢do de A’ ndo depende
de M e temos que MA + MB + MC > A'C. Assim, a soma em (4.1) é minima quando
M € A'C. Para tanto, é preciso que BM A’ = 60°!.

1

Se a rotagdo fosse feita em torno do ponto A, deveriamos ter AM A’ = 60°.
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Construindo tridngulos equildteros sobre os lados do tridngulo ABC, obtemos os trian-
gulos ABA!, ACC' e BCB', e as retas A'C,, AB" ¢ BC" se intersectam em um ponto - Figura
4.7.

Figura 4.7 — Ponto de Fermat: interse¢do das retas AB’, BC" e C A’

B

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022).

7,

O Teorema 3.7 (de Napoledo) garante que as retas A’ cC, ZB’ e BC\’ se intersectam
em um ponto e que o angulo entre elas é de 120°. Temos entdo que AB’ = BC' = A'C =
MA+ MB + MC, sendo M o ponto de Fermat. Portanto, o ponto de Fermat é tinico e se
encontra na intersecao das retas que passam pelos vértices opostos dos tridngulos equiléteros
construidos sobre os lados do tridngulo ABC. No caso em que um dos dngulos do tridngulo
ABC € maior do que ou igual a 120°, o ponto de Fermat serd o vértice correspondente ao maior

angulo do triangulo.

O
Construimos a visualiza¢cdo dindmica do ponto de Fermat no GeoGebra e a disponibiliza-
mos no link
<https://www.geogebra.org/m/yyypd3p8>.

No GeoGebra App, os pontos A, B, C'e M podem ser movidos dinamicamente.

4.4 FAROL EM PONTOS DE FERMAT

Definido o ponto de Fermat, podemos agora demonstrar o Teorema 4.2. Este teorema
relaciona o ponto de Fermat a colinearidade de pontos sobre os lados (ou seus prolongamentos)

de um triangulo - Figura 4.8, o que Bogomolny (2018d) denomina farol em pontos de Fermat.


https://www.geogebra.org/m/yyypd3p8
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Figura 4.8 — Farol no ponto /' de Fermat

Al P

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022).

Teorema 4.2. Se F' ¢ o ponto de Fermat no tridngulo ABC, e Ay, By e C} sdo pontos pertencen-
tes, respectivamente, as retas suportes dos lados BC, AC e AB, tais que AFC, = BFC, =

60°, entdo Aq, By e C] sdo colineares.

Demonstracdo. Sejam: o tridngulo ABC; os tridngulos equilateros AA’'B, BB'C' e CC'A,
construidos, respectivamente, sobre os lados AB, BC' e AC de ABC; F' o ponto de Fermat,
pertencente a AB’' N A’C'N BC'; o tridngulo equildtero DE B;, uma homotetia  do tridAngulo
BB'C, com o centro de homotetia em Ae D € AB, E € AB', By € AC, DB, || BC,
EB, | B'C e DE || BB' - Figura 4.9.

Figura 4.9 — Tridngulo ABC, o ponto F' de Fermat, os pontos A, By e C'; e o tridngulo DE B

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022).

2 Transformagio geométrica que multiplica por um fator constante a distncia de um ponto qualquer a um ponto

fixo, deslocando-o sobre a reta definida por estes dois pontos.
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Seja ainda P o ponto de interse¢ido de A;B; com AB. Mostraremos que P = (] e,

portanto, que A;, By e C sdo colineares.
Como DB, || BA;, os tridngulos B1DP e A; BP sdo semelhantes. Logo, temos que:

BiD  BP
AB AP

(4.2)

Sendo o tridngulo DE B equilitero e DB, || BA;, deduzimos que Z(B,E, A{B) =
/(EF,BF) = 120°. Assim, FEB, = FBA,. Por constru¢do, B; F'A; = 120° e, pela proprie-
dade dos pontos de Fermat, AFB = 120°. Desta forma, AlﬁB = BlﬁE e os tridngulos B B F

e A; BF sdo semelhantes pelo caso AA (angulo-angulo). Assim, obtemos que:

BE FB

= . 4.3
AB  FA 4.3)
Dado que By D = By E, ao compararmos (4.2) e (4.3), constatamos que:
B/P FB
= . 4.4
AP FA 44

De (4.4), concluimos, pelo teorema da bissetriz interna (DOLCE; POMPEO, 1993;
NETO, 2013), que F'P € a bissetriz do angulo BlﬁAl. Portanto, P = (.

O

Construimos a visualizacao dindmica do farol em pontos de Fermat no GeoGebra e a
disponibilizamos no link
<https://www.geogebra.org/m/mjs76auv>.

No GeoGebra App, os pontos A, B, C' e B; podem ser movidos dinamicamente.

4.5 CEVIANAS ISOTOMICAS

A ceviana é um segmento de reta que tem por extremos um dos vértices de um tridangulo
e um ponto do lado (ou seu prolongamento) oposto a esse vértice. O ponto de interse¢ao
entre a ceviana e o lado (ou seu prolongamento) do tridngulo € denominado pé da ceviana.
Quando os pés de duas cevianas, que partem do mesmo vértice de um tridngulo, sdo simétricos
em relacdo ao ponto médio do lado oposto ao vértice comum, as cevianas sdo denominadas
isotomicas (SORTAIS; SORTAIS, 1997). A Figura 4.10 ilustra as cevianas AA; e AA,, cujos

pés sdo simétricos em relagdo ao ponto médio M do lado BC, oposto ao angulo A.

Desta forma, se os segmentos AA;, BB; e C'C sdo cevianas do tridngulo ABC, onde
Ay, By e (] s@0 os pés das cevianas e M 4, M e M¢ s@o os pontos médios dos lados BC, AC
e AB, respectivamente, entdo Ay, By e Cy sdo os pontos simétricos a A;, By e C] em relacdo
a My, Mg e Mc. Assim, as cevianas AAy, BBy e C'C, sdo, respectivamente, isotdmicas as

cevianas AA;, BB; e C'C';. Quando as cevianas AA;, BB; e C'C'; se intersectam em um ponto


https://www.geogebra.org/m/mjs76auv
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Figura 4.10 — Cevianas isotdomicas AA; e AA; do tridngulo ABC

A

g* * - -
A, M A -

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022).

P e suas cevianas isotdbmicas A Ay, BBs e C'Cy se intersectam em um ponto P’, esses dois pontos
de intersec¢do sdo denominados pontos reciprocos (MARTINS; FERNANDES; SACCHETTI,
2008) - Figura 4.11.

Figura 4.11 — Cevianas isotdmicas AA; e AA,;, BB e BBy e CCy e CCy do triangulo ABC' e
os pontos reciprocos P e P’

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022).

Das cevianas isotdmicas AA; e AAy, BB, e BBy e CC, e CC,, decorre que’:

A\B = — A, 4.5)
AysB = — A,C, (4.6)
BiC = — ByA; 4.7)
ByC = — By A; (4.8)
C1A = — CyB; (4.9)
CbA=—C1B. (4.10)

Uma vez estabelecido o conceito, apresentamos agora a demonstracdo do Teorema 4.3
que estabelece uma propriedade relativa as cevianas isotdmicas. A demonstracdo é baseada em
Sortais (1997).

3

O sinal negativo é decorrente do comprimento algébrico dos segmentos.
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Teorema 4.3. As cevianas isotomicas a trés cevianas concorrentes ou paralelas sdo também

concorrentes ou paralelas.

Demonstracdo. Sejam: o tridngulo ABC'; as cevianas AA;, BB, e C(C}, com A, € BC,
By € AC' e C) € AB; os pontos As, By e Cy, simétricos aos pontos A, By e C; em relacdo a
M4, Mg e M¢, pontos médios dos segmentos BC', AC' e AB, respectivamente - Figura 4.11.

1. Suponhamos que as cevianas AA;, BB; e C'C} sdo paralelas. Mostremos que A; ¢ BC.

Supondo A; = B, temos que AA; || AB.Como CC, || AA;, segue que C'C, || AB. Mais
precisamente, CC1 N AB = @& porque C' ¢ AB. Contudo, isto contradiz a hipétese porque

As andlises sdo andlogas quando consideramos B; ¢ AC e C; ¢ AB.

Como as cevianas AA;, BB, e C'C sao paralelas, temos, pelo Teorema 3.2 (de Ceva),

que:
AB BC CA
. . =—1. 4.11
AC BiA OB ( )
Substituindo (4.5)-(4.10) em (4.11), obtemos que:
A BA B
20 Bd GB (4.12)

AsB ByC A

De (4.12) decorre, pelo Teorema 3.2 (de Ceva), que as cevianas AA,, BBy e C'Cs, isoto-

micas as cevianas AA;, BB; e C'C1, sdo concorrentes ou paralelas.

2. Suponhamos agora que as cevianas AA;, BB; e C'C'; sdo concorrentes em um ponto P;.

Assim, temos trés possibilidades para analisar.

a) P ¢ (ABUBC U AC)

Neste caso, 0 mesmo raciocinio empregado anteriormente permite deduzir a rela-
¢0 (4.12) a partir da relagdo (4.11). Portanto, as cevianas AA,, BBy e C'Cy sao

concorrentes ou paralelas.
b) P, € (ABUBCUAC)—-{A,B,C})
Suponhamos que P, € (AB — {A, B}). Temos entdo que:

AAlepl :>AlEB,
BBlzBpl iBlgA,
00150P1:>P1501.

As relacgoes (4.5)-(4.10) garantem que Ay = C'e By = C'. Além disso, C5 € simétrico
a Py. Assim, AA; N BBy N CCy = ACN BC N CCy = {C}. Portanto, as cevianas
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AA,y, BBy e CCy, isotdmicas as cevianas AA;, BB, e C'C', respectivamente, sao

concorrentes em C' - Figura 4.12.

Figura 4.12 — Tridngulo ABC,onde A= B, B=A;,C=As = Bye P =}

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022).

Da mesma forma, se P, € (BC — {B, C}), entdo as cevianas AAy, BBy e CC; sdo
concorrentes em A; se P, € (AC — {A,C'}), entdo as cevianas AA,, BBy e CCy
sdo0 concorrentes em B.

c) P e {A,B,C}

Suponhamos que P; = A. Temos entio que:

BB, = BP, = BA =B, = A;
cci,=ChP=CA=C, = A

Desta forma, as cevianas AA;, BB; e C'C s@o concorrentes em A - Figura 4.13.
Portanto, AA; 2 ABe AA; # AC. Assim, A; € (BC — {B,C})e

Figura 4.13 — Triangulo ABC,onde A= P =B, =C,,B=C1e(C = B,

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022).
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Ainda, como A, é simétrico a A; e A; € (BC —{B,C}), temos que Ay €
(BC — {B,C}) Assim, BB2 N CCQ N AA2 = BCNBCN AA2 = {AQ} Por-
tanto, as cevianas AAy, BBy e C'Cy tém um ponto comum A, € (BC — {B,C}),

ou seja, sdo concorrentes.

Obtemos um resultado andlogo ao supor que P, = Bou P, = C.

O

Construimos a visualiza¢do dindmica das cevianas isotdmicas no GeoGebra e a disponi-
bilizamos no link
<https://www.geogebra.org/m/ztvhbgby>.

No GeoGebra App, os pontos A, B, C, Ay, By e Cy podem ser movidos dinamicamente.

4.6 COORDENADAS BARICENTRICAS

Em geometria, um sistema de coordenadas baricéntricas, apresentadas pela primeira vez
pelo matemaético alemao August Ferdinand Mobius (1790-1868), é um sistema de coordenadas
no qual a localizacdo de um ponto € especificada em relacdo a um simplex (um tridngulo em
R?, um tetraedro em R?). As coordenadas baricéntricas de um ponto podem ser interpretadas
como massas colocadas nos vértices do simplex, de modo que o ponto seja o centro de massa
(ou baricentro) dessas massas. Essas massas podem ser nulas ou negativas; serdo todas positivas

se, € somente se, o ponto estiver no interior do simplex (SKLYARENKO, 2011).

O baricentro de um conjunto finito de pontos no plano ou no espagco é um ponto que
permite que certas combinagdes lineares de vetores sejam reduzidas (PAMFILOS, 2021). As
coordenadas baricéntricas permitem provas elegantes dos Teoremas 3.1 (de Menelaus) e 3.2 (de
Ceva) (SILVA, 2015; WEISSTEIN, 2022h), ambos abordados no Capitulo 3.

O Teorema 4.4 estabelece as coordenadas baricéntricas de um ponto G; em R? empre-
gando os conceitos de cevianas isotdmicas e pontos reciprocos (SORTAIS; SORTAIS, 1997).
Para demonstra-lo, precisamos conhecer algumas propriedades das coordenadas baricéntricas de
um ponto (MUNKRES, 1930; BORTOLOSSI; FIGUEIREDO, 2017).

Teorema 4.4. Se AG,, BG, e CGy sdo cevianas do tridngulo ABC' concorrentes no ponto G,

com Gy ¢ (ABU BC U AC), entdo existem trés niimeros reais «, 3 e vy, ndo nulos, tais que
Gl = BCLT’{(A, CY), (Ba 6)7 (07 7)}

Demonstragcdo. Vamos dividir a demonstra¢do em cinco etapas.

i) Inicialmente, mostremos que «, (3 € 7y sdo ndo nulos.
Suponhamos o = 0. Assim, G; = Bar{(B, ), (C,~v)}. Logo, G; € BC, o que contradiz
a hipétese G ¢ (AB U BC' U AC). Portanto, o # 0. Analogamente, temos que 3 # 0 e
v # 0.


https://www.geogebra.org/m/ztvhbqby
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ii) Provemos agora que a4+ 3 # 0, bemcomo f+v # 0e a+ v # 0.
Suponhamos o + 3 = 0. Logo, « = — 3. Temos entdo que aG;A — OszB + vG;C = 6,

ou seja, aBA + WG;C' — 0. Como a e v sdo ndo nulos, entdo BA e G1C sio colineares.
Assim, G;C I BA. Mais precisamente, G;C N BA = &, pois C' ¢ AB. Isto é um absurdo,
uma vez que G1C' é uma ceviana partindo de C, sendo secante a AB. Portanto, « + 3 # 0.

Analogamente, temos que 3 + v # 0 e a + v # 0.

iiit) Mostremos que A; = Bar{(B, 3), (C,~)} é o pé da ceviana AG, e que o baricentro de
{(B,5),(C, )} é o pé da ceviana isotomica de AG.

—

Como 3+ # 0, 0 ponto Ay, baricentro de {(B, ), (C, )}, existe e A, B+~A4,C = O.
Por outro lado, o teorema da associatividade baricéntrica nos permite escrever GG; =
Bar{(A,«a), (B, 5),(C,v)} = Bar{(A,«a), (A1, 5+7)}.Como G, € AA e A, € BC,
entdao A; é o pé da ceviana AG.
Considerando A, o pé da ceviana isotdmica de AGy, temos que A1 B = —AsC e A,C =
—AsB. Dessa forma, BA;B + vAfC =0 pode ser reescrito como ﬁA;C’ + vA;B =0.
Logo, 4, = Bar{(B, ), (C,8)} = Bar{(B, 3),(C, 1)}.

iv) Se - + 5 +
paralelas.

Seja Ay = Bar{(B, %), (C, %)} - Figura 4.14.

% = 0, mostremos que as cevianas isotdomicas de AG,, BG; e C'G; sdo

Figura 4.14 — Tridngulo ABC, as cevianas isotomicas AA; e AAy, BB1e BBy e CCieCCye
o ponto G4

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022).
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Por consequéncia, (+ + l)AZlg = %Aﬁ + %At‘ Como + + % = — =, temos que:

1
B ol

g
1 - 1 -~ 1 -~
——AAy=—-AB+ -AC. (4.15)
o B g
Analogamente, obtemos que:
1 =2 1 g 1 —
——BBy, = —-BA+ —-BC. (4.16)
s a g
A diferencga entre as relagdes (4.15) e (4.16) resulta em:
1 - 1 - 1 1)\ ~ 1, - -
——AAy+ =BBy= |-+ — | AB+ —(AC + CB). 4.17)
o B g a gl

De (4.17), temos que —iA;lQ + %BEQ = 0, pois % +1= —%. Como os vetores AA, e

BB, sio colineares, entdo AA, I BB,. Analogamente, temos que AA, [ CCs.

v) Se é + % + % # 0, mostremos que as cevianas isotdomicas de AG,, BG; e CG; sdo

concorrentes e seu ponto de interse¢do € o baricentro de {(A, 1), (B, %), (C, %)}

Como ; + 5 + = # 0, entdo Gy = Bar{(4, ), (B, 3),(C, )} existe, pois pelo
teorema da associatividade baricéntrica, associando os pontos B e C, temos Gy =
BCLT{(A, é), (AQ, % + %)} Assim, G4 € AA2 (& AGQ = AA2

Portanto, as retas AGo, BG5 e C(G5 sao as cevianas isotdmicas de AG,, BG e CGq, res-
pectivamente. Dessa forma, as cevianas isotdmicas de AG, BG, e C'GG; sdo concorrentes

em (G, - Figura 4.15.

Figura 4.15 — Triangulo ABC, as cevianas isotomicas AA; e AAy, BB1e BBye CCie CCye
os pontos reciprocos GG e Gy

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022).
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4.7 PONTO DE GERGONNE

O ponto de Gergonne, assim denominado em homenagem ao matematico francés Joseph
Diez Gergonne (1771-1859), € o lugar geométrico em um triangulo estabelecido pela Defini¢ao
4.2 (SORTAIS; SORTAIS, 1997).

Definicao 4.2 (Ponto de Gergonne). Sejam a circunferéncia I, inscrita em um tridngulo ABC),
e os pontos H, I e J de intersecdo de I' com os lados BC, AC e AB de ABC, respectivamente.
O ponto G, intersecdo dos segmentos AH, BI e CJ, é o ponto de Gergonne.

A Figura 4.16 ilustra o ponto de Gergonne. A existéncia deste ponto € determinada pelo

Teorema 4.5.

Figura 4.16 — Ponto GG de Gergonne

A

B H c

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022).

Teorema 4.5. O ponto de Gergonne existe e é tinico.

Demonstragdo. Sejam o triangulo ABC, circunscrito a circunferéncia I, e os pontos H, [ e J,

pontos nos quais I tangencia os lados BC, AC e AB de ABC, respectivamente - Figura 4.16.
Provaremos inicialmente que os segmentos AH e BI nio sdo paralelos.
Suponhamos que AH || BI. Pelo teorema de Tales, temos que:

HB Al

00~ AC (4.18)
Mas, H € (BC —{B,C})e I € (AC — {A,C}). Logo:
HB Al

Porém, as desigualdades em (4.19) contradizem a igualdade (4.18). Portanto, os segmen-

tos AH e BI sdo concorrentes.

Mostraremos agora que os segmentos AH, BI e C'J sdo concorrentes em um ponto.
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Como a circunferéncia I estd inscrita no tridngulo ABC, temos que os lados de ABC

sdo perpendiculares ao raio de [ nos pontos de tangéncia - Figura 4.17.

Figura 4.17 — Triangulo ABC, a circunferéncia incrita I" e os pontos de interse¢do H, [ e .J

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022).

Seja O o centro de I'. Assim, O = OJ e AAOI = AAOJ pelo caso C'H (cateto-
hipotenusa). Disto decorre que AJ = Al. Analogamente: BH = BJ; CH = C1.

Considerando AJ = x, BH = ye CH = z, temos que:
BH CI AJ y

z
CH Al BJ - =

T

—_— (4.20)

De (4.20) decorre, pelo Teorema 3.2 (de Ceva), que as retas que contém os segmentos
AH, BI e C'J sao concorrentes ou paralelas. Como ja mostramos que ndo sdo paralelas, entdo

as retas sao concorrentes em um ponto, o ponto de Gergonne.

O

Construimos a visualiza¢do dinamica do ponto de Gergonne no GeoGebra e a disponibi-
lizamos no link
<https://www.geogebra.org/m/ratpv2kv>.

No GeoGebra App, os pontos A, B e C podem ser movimentados dinamicamente.

4.7.1 PROPRIEDADE

Sortais (1997) descreve a Propriedade 4.1 do ponto de Gergonne.

Propriedade 4.1. O ponto G de Gergonne do tridngulo ABC' é o baricentro de
{(A,92), (B, zz), (C,zy)}.

Demonstragdo. Sejam: o tridngulo ABC'; a circunferéncia v inscrita em ABC’; os pontos H,
I e J, pontos de intersecdo de v com os lados BC, AC' e AB, respectivamente, de ABC' -
Figura 4.17. Consideremos AJ = x, BH = y e CI = z, todos estritamente positivos. Assim,


https://www.geogebra.org/m/ratpv2kv

86

CH = CI = z. Como Bar{(B,zz),(C,zy)} = Bar{(B,z2),(C,y)} e H € (BC — {B,C}),
temos que Bar{(B,CH),(C,BH)} = H. Usando a associatividade baricéntrica em B e C,
obtemos que G = Bar{(A,yz), (B, zz),(C,zy)}. Logo, G = Bar{(A,yz),(H,xz + zy)}.

Portanto, G € (AH — {A, H}), pois yz > 0 e zz + zy > 0. Da mesma forma, pro-
vamos que G € (BI — {B,I})e G € (CJ —{C,J}), o que mostra que AH, Bl e C'J sdo
concorrentes e seu ponto de interseccdo (&, que € o ponto de Gergonne do tridngulo ABC, é o
baricentro de {(A4,yz), (B, zz), (C,zy)}.

4.8 PONTO DE NAGEL

O ponto de Nagel, assim nomeado em homenagem ao gedmetra alemao Christian
Heinrich von Nagel (1803-1882), € o lugar geométrico em um tridngulo estabelecido pela
Definicao 4.3 (SORTAIS; SORTALIS, 1997).

Defini¢iio 4.3 (Ponto de Nagel). Sejam ' 4, I's e I'¢ as circunferéncias ex-inscritas* ao tridngulo
ABC e D, E e F os pontos de tangéncia dessas circunferéncias aos lados BC, AC e AB
de ABC, respectivamente. As cevianas AD, BE e C'F' se intersectam em um tinico ponto,

denominado ponto de Nagel - Figura 4.18.

Figura 4.18 — Pontos reciprocos: o ponto G de Gergonne e o ponto /N de Nagel

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022).

4 Uma circunferéncia ex-inscrita de um tridngulo é uma circunferéncia externa ao tridngulo, tangente a um de

seus lados e aos prolongamentos dos outros dois. Todo tridngulo tem trés circunferéncias ex-inscritas distintas,
cada uma tangente a um dos lados do tridngulo. O centro da circunferéncia ex-inscrita é denominado ex-incentro
do triangulo (NETO, 2013).
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Os pontos de Gergonne e de Nagel, ilustrados na Figura 4.18, sdo pontos recipro-
cos (SORTAIS; SORTAIS, 1997). A existéncia do ponto de Nagel € estabelecida pelo Teorema
4.6.

Teorema 4.6. O ponto de Nagel existe e é tinico.

Na demonstracdo do Teorema 4.6, empregamos o Teorema 4.7, cuja demonstracao

encontra-se em Neto (2013).

Teorema 4.7. Se ABC é um tridngulo qualquer, o ponto I é o incentro de ABC, o ponto Ig é o
ex-incentro de ABC' relativo ao lado AC e M é o ponto de intersecdo entre a circunferéncia
que circunscreve ABC' e o segmento I, entdo M é o ponto médio do arco AC' que ndo contém
BeMA=MC=MI= MIg.

Demonstragcdo do Teorema 4.6. Sejam: o tridngulo ABC'; a circunferéncia inscrita v, de centro
I; a circunferéncia circunscrita I', de centro O; a circunferéncia ex-inscrita I'5 ao lado AC de
ABC, de centro Iz; o ponto .J, ponto médio de AC'; o ponto L = yNAC; oponto K = I'gNAC,
oponto M =1'N IIg e amediatriz r de AC - Figura 4.19.

Figura 4.19 — Triangulo ABC' e as circunferéncias inscrita vy, de centro [, circunscrita I, de
centro O, e ex-inscrita ['g em relagdo a AC', de centro Ig

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022).

Pelo Teorema 4.7, temos que M A = MC = MI = MIg. Assim, os pontos I, A, Iz e

C sao vértices de um quadrilétero inscritivel de didmetro /13, cujo ponto médio M € o centro
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da circunferéncia circunscrita. Isto é vélido se o tridngulo ABC' ndo ¢ isdsceles de base AC.
Se o tridngulo ABC é isosceles de base AC, como na Figura 4.20, os pontos [, Ig, J e O sdo
colineares e a reta que passa por eles é coincidente a mediatriz de AC. Neste caso, o centro da

circunferéncia circunscrita ao quadrilatero A/C'Ig também € o ponto médio M do segmento
Ilg.

Figura 4.20 — Triangulo is6sceles ABC, de base AC, e as circunferéncias inscrita -, de centro
I, circunscrita I', de centro O, e ex-inscrita ['g em relagdo a AC', de centro Ig

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022).

Assim, temos que as projegdes ortogonais dos pontos I, Iz e M sobre o segmento AC'
sao, respectivamente, os pontos L, K e J. Como M é o ponto médio de /g, entdo os pontos L
e K sdo simétricos em relac@o ao ponto J. Isso vale para as trés circunferéncias ex-inscritas e
para os trés lados do tridngulo ABC'.

Dessa forma, temos na Figura 4.18 que D e H, [ e E e J e F' sdo pontos reciprocos.
Logo, AD, BE e C'F s@o, respectivamente, as cevianas isotdomicas de AH, Bl e C'J, que
concorrem no ponto /N. Este ponto € interior ao tridngulo ABC, pois H € BC e I € AC.
Portanto, o ponto NV existe e € tGnico.

O

Uma prova do Teorema 4.6 usando o Teorema 3.2 (de Ceva), similar a prova do Teorema

4.5, encontra-se em Bogomolny (2018f).

Construimos a visualiza¢do dindmica do ponto de Nagel no GeoGebra e a disponibiliza-

mos no link

<https://www.geogebra.org/m/hqtkjabd>.


https://www.geogebra.org/m/hqfkjabd
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No GeoGebra App, os pontos A, B e C' podem ser movidos dinamicamente.

4.8.1 PROPRIEDADES

Sortais (1997) descreve as Propriedades 4.2 a 4.5, relativas ao ponto de Nagel. Para
demonstar a Propriedade 4.4 precisamos da Propriedade Auxiliar 4.1.

Propriedade 4.2. O ponto N de Nagel do tridngulo ABC' ¢é o baricentro de
{(4,2),(B,y),(C,2)}.

Demonstragdo. Sejam: o tridngulo ABC'; a circunferéncia +y inscrita em ABC'; os pontos H, [
e J, pontos de intersecdo de v com os lados BC, AC' e AB, respectivamente, de ABC' - Figura
4.18. Consideremos AJ = x, BH = y e CI = z, todos estritamente positivos. Como AH
e AD sdo cevianas isotomicas, temos que C'D = BH = ye BD = CH = z. Isto implica
que Bar{(B,y),(C,z)} = Bar{(B,CD),(C,BD)}.Como D € (BC — {B,C'}), temos que
Bar{(B,CD),(C,BD)} = D. Utilizando a associatividade baricéntrica em B e C, obtemos
que N = Bar{(A,z),(B,y),(C,z2)}.Logo, N = Bar{(A,z),(D,y+ 2)}.

Portanto, N € (AD — {A, D}), pois x > 0 e y + z > 0. Da mesma forma, provamos
que N € (BE—{B,E})e N € (CF—{C,F}), o que mostra que AD, BE e C'F sao
concorrentes e seu ponto de intersecdo N, que € o ponto de Nagel do tridngulo ABC, € o
baricentro de {(A, x), (B, y), (C, z)}.

O

Propriedade 4.3. Se N ¢ o ponto de Nagel do tridngulo ABC, P e O sdo, respectivamente, os
centros das circunferéncias inscrita e circunscrita a ABC e G| e H; sdo, respectivamente, o

isobaricentro® e o ortocentro® de ABC), entdo:

GiN +2G,P =O:;
H\N +20P =0.
Demonstragdo. Sejam: o tridngulo ABC'; o ponto N de Nagel de ABC'; o ponto H;, ortocentro

de ABC'; o ponto (1, isobaricentro de ABC'; os pontos P e O, respectivamente os centros das

circunferéncias inscrita e circunscrita a ABC' - Figura 4.21.

> Um isobaricentro é um baricentro com todas as massas nos vértices do simplex iguais entre si. Em um triAngulo,

o isobaricentro coincide com a intersecdo das trés medianas, ou seja, as cevianas que tém por extremos um
vértice e o ponto médio do lado oposto ao vértice.
O ortocentro € o ponto de intersecdo das alturas de um tridngulo.
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Figura 4.21 — Relacdes entre o ponto /N de Nagel e os pontos notaveis do tridngulo ABC

[
[
|
|
[
|
I
J
|
|
!
|
‘

A

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022).

Como P = Bar{(A,a),(B,b),(C,c)},coma = y+2,b = z+zx,c =x+ye
a+b+c=2(x+y+ z), temos que:

1 5 N —
P =——— (aGIA+VG1 B + G C)

a+ b+
- 1 - - -
P =3y [(y+ 2)GTA+ (2 + 2)GiB + (¢ +1)GiC]. (4.21)

Além disso, N = Bar{(A,x),(B,vy), (C, z)} - Propriedade 4.2. Logo:

—

GiN = 2G1A + yG1 B + 2G1C). (4.22)

x—i—y—l—z[

Multiplicando (4.21) por dois e somando membro a membro a (4.22), obtemos que:

26 P+ GIN =2V (GU A+ GIB + GIO):
r+y+=z
G1N + 2G1P =0, (4.23)

uma vez que (G; € o isobaricentro do triangulo ABC' e, portanto, GiA+ G{B+G,C = O.
Desta forma, os pontos G, P e N sio colineares.
Os pontos O, Gy e H; pertencem a reta de Euler’. Logo:

2G10 + G H, = O. (4.24)

7 Reta que passa pelo circuncentro, pelo isobaricentro e pelo ortocentro de um tridngulo (NETO, 2013).
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Subtraindo membro a membro (4.24) de (4.23), concluimos que:

(G4N — G{H,) + 2(G P — G,0) =O0;
H{N + 20P =O.

O

Propriedade Auxiliar 4.1. A circunferéncia ~ de centro P, inscrita no tridngulo ABC, é
a imagem da circunferéncia ex-inscrita I s, relativa ao lado BC' e de centro 14, por duas

homotetias cujos centros sdo os pontos A eV, onde V = Al, N BC - Figura 4.22.

Figura 4.22 — Triangulo ABC, a circunferéncia inscrita vy e a circunferéncia ex-inscrita I" 4

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022).

Demonstracdo. Sejam: o tridangulo ABC'; a circunferéncia v de centro P, inscrita em ABC)
os pontos H e I, pontos de tangéncia de y aos lados BC' e AC, respectivamente, de ABC'; a
circunferéncia ex-inscrita I" 4, de centro 4 e tangente ao lado BC' de ABC no ponto D; o ponto
W, ponto de tangéncia de I" 4 ao prolongamento do lado AC' de ABC; oponto V = Al4 N BC,
como ilustra a Figura 4.22.

i) Provemos inicialmente que o ponto A € centro da homotetia.



ii)

)
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Como os pontos A, P e 14 sdo colineares (NETO, 2013), os tridngulos retangulos A/ P e

AW 14 sao semelhantes pelo caso AA (angulo-angulo). Assim, temos que:

Al AP
- 4.25

AW Aly (4.25)

Em (4.25), seja k = - arazdo de semelhanga. Assim, AP = kAl A dilatagdo h, com

centro em A e razao k:, transforma Iyem Pe W em [. Logo, também transforma "4, em
.
Sejam ainda r e r 4 os respectivos raios de v e [' 4. Temos que i, > 0. Assim, k£ > O e,

portanto, r = |k|r4. Logo, k = H'

Provemos agora que o ponto V' também € centro da homotetia.

Como os pontos V', P e [4 s@o colineares, os triangulos retangulos PHV e [,DV sdo

semelhantes pelo caso AA (angulo-angulo). Dessa forma, obtemos que:

VH VP
M 4.26

VD Viy (4.26)
Em (4.26), seja k' = 71, arazdo de semelhanga. Logo, VP=KViseVH =KVD.A
dilatacdo h', com centro em V e razao k;’ transforma /4, em P e D em H. Desta forma,
também transforma I'4 em ~. Como 7 < 0, temos que k' < 0 e, portanto, r = [|r4.

Logo, k' = — -

TA

O

Propriedade 4.4. Se Z € AN, onde Z é o ponto diametralmente oposto ao ponto H, intersecdo
da circunferéncia inscrita y de centro P com o lado BC' do tridngulo ABC, e N é o ponto de
Nagel de ABC, entdo AN || PM 4, sendo M, o ponto médio do lado BC de ABC' - Figura
4.23.

Demonstracdo. Sejam: o tridngulo AB(C'; a circunferéncia vy de centro P, inscritaem ABC'; o
ponto H, intersecdo de v com o lado BC' de ABC'; a circunferéncia ex-inscrita I" 4, de centro 14
e tangente ao lado BC' de ABC' no ponto D; o ponto Z, diametralmente oposto ao ponto H em
~; o ponto N de Nagel de ABC'; o ponto M 4, ponto médio do lado BC' de ABC, como ilustra
a Figura 4.23.

Provemos inicialmente que Z € AN.

Como a dilatacdo h' (Propriedade Auxiliar 4.1) transforma /4, em P e D em H, temos
que:

PH=—"1,D. 4.27)
TA
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Figura 4.23 — Triangulo ABC, a circunferéncia inscrita -, a circunferéncia ex-inscrita ['4 e o
ponto N de Nagel de ABC

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022).

Ainda, a dilatagao h (Propriedade Auxiliar 4.1) transforma "4 em v e torna o segmento
AN globalmente invariante, pois contém A, o centro de h. Assim, D € AN N1y e,
portanto, h(D) € AN N~. Logo, Z = h(D). Dessa forma, temos que:

PZ="1.D. (4.28)
TA

De (4.27) e (4.28), temos que PZ = —PH. Logo, o ponto Z é diametralmente oposto ao

ponto H em ~ e pertence ao segmento AN.

i) Provemos agora que AN || PM 4.

Como M 4 é o ponto médio do segmento BC' e também € o ponto médio de H D, pois AH
e AD sao cevianas isotdmicas, e P € o ponto médio do segmento H 7, concluimos, pela
base média do triangulo Z H D (DOLCE; POMPEO, 1993; NETO, 2013), que:

— 1 —
PN, =5 7D; (4.29)

PM4 ||ZD || AN.

O

Propriedade 4.5. Se GG; e H, sdo, respectivamente, o isobaricentro e o ortocentro do tridngulo
ABC, os pontos P e O sdo, respectivamente, os centros das circunferéncias inscrita e circuns-

crita a ABC, o ponto 7 ¢ diametralmente oposto ao ponto H, intersecdo da circunferéncia
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inscrita com o lado BC de ABC, e N ¢ o ponto de Nagel de ABC' - Figura 4.24, entdo:

GiN = — 2G, P;
H{N = —20P;
AN =ZD.

Figura 4.24 — Triangulo ABC, a circunferéncia inscrita -, a circunferéncia ex-inscrita I' 4, 0
ponto N de Nagel, o ortocentro H; e o isobaricentro GG; de ABC

|, ®

Fonte: A autora com o GeoGebra (2022).

Demonstragdo. Sejam: o tridngulo ABC'; a circunferéncia « de centro P, inscrita em ABC'; o
ponto H, interse¢do de v com o lado BC' de ABC'; a circunferéncia ex-inscrita I" 4, de centro [ 4
e tangente ao lado BC' de ABC' no ponto D; o ponto O, centro da circunferéncia circunscrita
a ABC; o ponto Z, diametralmente oposto ao ponto H em ~; o ponto N de Nagel de ABC
o ponto M 4, ponto médio do lado BC' de ABC'; o ponto H;, ortocentro de ABC'; o ponto Gy,

isobaricentro de ABC, como ilustra a Figura 4.24.

Como (& € o isobaricentro do tridngulo ABC), temos, pela propriedade das medianas de
ABC (DOLCE; POMPEO, 1993; NETO, 2013), que G1 A = —2G1 M 4.

Seja t a dilatacdo de centro G e razdo —2. Assim, t(M,4) = A. Por t, a imagem de

M 4P é o segmento contendo A e paralelo a M4 P.

Sendo AN || M 4P, temos que t(M4P) = AN. Da mesma forma, estabelecemos que
t(MgP) = BN, onde Mg é o ponto médio de AC. Como P € (MaP N MgP), temos que
t(P) € (AN N BN), de onde t(P) = N. Disto, podemos deduzir que Gy N = —2G1 P.
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Assim, temos que:

t(G1,—2) : O —Hjy;

P+——N;
My —A.
Logo:
H/N = —20P;
AN = — 2M P, (4.30)

De (4.29) e (4.30), concluimos que AN = ZD.
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5 CONCLUSAO

Apresentamos neste trabalho demonstracdes formais e visualizacdes dinamicas do teo-
rema de Pitdgoras, com foco voltado ao ensino na Educagdo Bésica, assim como de teoremas
classicos da geometria plana, abordados nos cursos de Licenciatura em Matemdtica e no PROF-

MAT. Nas investigagcdes dindmicas, empregamos o aplicativo gratuito GeoGebra.

A maior dificuldade enfrentada na realizagdo deste trabalho foi a traducdo, do Francés
para o Portugués, de uma das referéncias (SORTAIS; SORTAIS, 1997) usadas na redag¢do do
Capitulo 4. Isto denota a escassa bibliografia existente em Lingua Portuguesa para algumas areas
da matematica, como a geometria, fato este também constatado pela autora durante a realizacdo

do trabalho de conclusio do curso de Licenciatura em Matematica (SILVA, 2018).

Acreditamos que o presente trabalho pode ser aperfeicoado com a inclusado de roteiros
descritivos nas abordagens dindmicas, assim como um apéndice apresentando a teoria pertinente

a coordenadas baricéntricas e suas propriedades.

Esperamos que este trabalho seja ttil aos professores de matematica da Educacgdo Basica,
por descrever formas dinamicas de abordar o teorema de Pitdgoras, e aos estudantes e professores
dos cursos de Licenciatura em Matematica e do PROFMAT, por introduzir abordagens dinadmicas

de teoremas que constam nas ementas das disciplinas de geometria desses cursos.
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