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Resumo

O foco principal deste trabalho é o estudo das propriedades combinatoérias de sequén-
cias chamadas de palavras que sao geradas a partir de elementos de um conjunto chamado
alfabeto, em especial a palavra binaria de Fibonacci que possibilita a construcao de curvas
fractais através da aplicagdo de uma regra de desenho chamada de “Regra par—-impar”.
Além disso, vamos estudar as propriedades geométricas desses fractais e ao mesmo tempo,
fazer uso da linguagem de programagao Python para a construcao dos fractais da palavra
de Fibonacci, ou seja, faremos alguns desenhos de linhas poligonais obtidas através de
sequéncias de 0 e 1.

Palavras-chave: Fractal, Palavras de Fibonacci, Palavras Sturmianas, Python.



Abstract

The aim of this work is the study of combinatorics properties of some sequences called
words, which come from elements of a set called alphabet. In particular, the binary
Fibonacci word from where we obtain its fractals making use of a draw rule known as
“odd-even” rule. Furthermore, we study the geometric properties of these fractals. At the
same time, we use Python programming language to plot the fractals of the Fibonacci
words, that is, we draw the polygonal lines obtained through the binary sequences.

Keywords: Fractal, Fibonacci words, Sturmian words, Python.
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1 Introducao

Para iniciar o estudo desse assunto vamos primeiro definir o que sao fractais, suas
caracteristicas e dar alguns exemplos. E importante também versar sobre Fibonacci, sua
sequéncia de niimeros, como ela é formada e onde é usada. A partir disso podemos iniciar
o estudos sobre palavras de Fibonacci e os fractais da palavra de Fibonacci. Ou seja, as
sequéncias que permitem formar as figuras fractais.

Palavras sao sequéncias de simbolos, que podem ser finitas ou infinitas. Algumas
dessas sequéncias sao chamadas de palavras Sturmianas por possuirem uma propriedade
especial e sdo usadas nas mais diversas areas. A palavra Sturmiana mais conhecida é a
palavra de Fibonacci, que tem uma forte ligacdo com os nimeros de Fibonacci. Neste
trabalho nés temos como objetivo conhecer um pouco mais desse assunto e também provar
alguns teoremas aplicados a esse tema.

Geometria é o ramo da Matematica que estuda as formas, tamanhos e posigoes rela-
tivas. A palavra Geometria tem origem do grego e significa “medir a terra”. Acredita-se
que a Geometria tenha surgido devido a necessidade dos povos antigos de dividir as terras
férteis, além disso a cobranga de tributos com base no tamanho das propriedades tam-
bém fez com que a Geometria fosse se tornando cada vez mais presente. Entretanto, essa
geometria era de certa forma intuitiva e experimental, sem base tedrica e desenvolvida de
forma empirica. No Egito antigo, ha indicios histéricos que a partir de um dado momento
essa atividade se tornou uma ciéncia, com uso em agrimensura e engenharia. Mas foi
com a ascensao grega que a geometria deixou de ser algo empirico para se tornar algo
sistematico, eles insistiam que os fatos geométricos deviam ser estabelecidos por racio-
cinio dedutivo. Ou seja, os gregos transformaram a Geometria empirica na Geometria
“sistematica” ou “demonstrativa”.

Os trés gedmetras gregos mais importantes da antiguidade foram Euclides (c. 300 a.C.),
Arquimedes (287-212 a.C.) e Apolonio (c. 225 a.C.). Euclides introduziu o método axi-
omatico e sua obra é muito importante para diversas areas da ciéncia até nos dias de
hoje.

A Geometria Euclidiana tem como elementos basicos o ponto, a reta e o plano. Os
quais sao tidos como entes primitivos. A partir desses conceitos essa area é desenvolvida
com todos seus axiomas e postulados.

A geometria fractal foi apresentada da forma que se conhece hoje, por Benoit Man-
delbrot no final dos anos 1970. Contudo, alguns mateméticos mais antigos, ja tinham
feito descobertas neste campo, porém seus estudos e teorias nao fizeram muito sentido na
época.

Mandelbrot criou esta geometria apds observar padroes surgidos em diversas areas
de estudo e de pesquisa, tais como ruido nas comunicagoes telefonicas, a flutuagao nas
operacoes de mercado financeiro e o estudo empirico da geometria dos litorais, desen-
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13 Introducao

volvido pelo meteorologista Lewis Richardson. O termo fractal vem do adjetivo latino
“fractus”, do verbo “frangere”, que significa quebrar. Mandelbrot observou que a Geo-
metria Euclidiana nao era adequada para representar as formas existentes na natureza.
Além disso, ele conseguiu perceber que em suas formas intrincadas e perfeitas existiam
padroes, ainda que irregulares, e com isso traduziu sua descoberta no que conhecemos
hoje como Geometria Fractal.

Essa regularidade observada nos fractais é a caracteristica que conhecemos por autos-
similaridade, em outras palavras a forma se repete em si mesma de maneira semelhante e
independente da proporcao ou da escala.

Na natureza, muitos elementos sdo estatisticamente autossimilares. Assim como o
litoral, algumas plantas também apresentam essa importante propriedade. Observando
uma folha de samambaia, verificamos que ela se repete dentro de si propria, ou seja, é como
se a folha fosse composta por um grande ntiimero de folhas estatisticamente semelhantes
e menores.

Neste trabalho, pretendemos explorar as propriedades combinatérias da palavra de
Fibonacci e seus fractais e também estudar a estrutura da curva. Além disso, aplicar a
linguagem de programacao Python para construir essas curvas fractais.

No Capitulo 2, falaremos sobre a sequéncia classica e apresentaremos algumas propri-
edades dos niimeros de Fibonacci.

Ja no Capitulo 3, apresentaremos as sequéncias conhecidas como palavras e a mais
conhecida delas, a palavra de Fibonacct, suas propriedades e caracteristicas.

Finalmente, no Capitulo 4, vamos detalhar a construcao do Fractal da palavra de
Fibonacci e estudar suas propriedades geométricas.



2 Sequéncia classica de Fibonacci

A sequéncia infinita 1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55, ... foi descrita por Leonardo de Pisa,
também chamado de Fibonacci, sua construcao se da por recorréncia, ou seja, cada novo
numero é formado pela soma dos dois anteriores. Essa sequéncia é usada em varias areas
e tem muitas propriedades interessantes. Veremos algumas delas.

2.1 Leonardo de Pisa

De acordo com [1], Leonardo de Pisa viveu entre 1180 e 1250, ele era conhecido por
Fibonacci, que vem de Filius Bonaccio (filho de Bonaccio). Seu pai, Bonaccio foi chefe
de um entreposto comercial na cidade de Bugia, na costa norte da Africa (atualmente
Argélia). Isso fez com que Leonardo tivesse os primeiros contatos com a Matemaética,
tendo viajado pelo Mediterraneo, teve contato com matematicos orientais e pode conhecer
seus procedimentos, os métodos algébricos arabes, os numerais indo-arabicos e a obra de
Al-Khwarismi.

Retornando a Pisa, deu continuidade aos seus estudos e publicou um livro chamado
Liber Abaci, que em Portugués significa Livro do Abaco. Com isso ele introduziu os
algarismos indo-arabicos na Europa, mostrando que as operagoes com eles eram mais
faceis e praticas.

Liber Abaci é um trabalho bastante volumoso que contém conhecimentos sobre Arit-
mética e Algebra que usamos até hoje. Este livro foi uma grande parte do desenvolvimento
da Mateméatica na Europa nos séculos subsequentes .

A teoria apresentada no livro é ilustrada de varias formas e exemplos, vejamos o mais
famoso deles.

2.2 O problema dos coelhos

Quantos pares de coelhos sdo gerados a partir de um casal, no periodo de um ano? O
problema ¢ descrito como segue.

Alguém coloca um casal de coelhos em um ambiente fechado por todos os lados, para
observar quantos casais serao gerados no final de 12 meses, assumindo que a cada més
um casal de coelhos gere um novo casal, e que cada novo casal comece a gerar no segundo
més de vida apds seu nascimento, e que nenhum coelho ird morrer.

No primeiro més, hd apenas um casal recém nascido; passado um més (segundo), o
primeiro casal se torna adulto e, no més seguinte (terceiro), se reproduz, havendo assim
2 casais: um casal de adultos e um casal recém nascido.

14



15 Sequéncia classica de Fibonacci

No quarto més, o primeiro casal vai gerar mais um casal e o casal recém nascido tera
chegado a idade de reproducao, havendo entao 3 pares de coelhos.

No més seguinte (quinto), o casal 1 terd mais um casal, o casal 2 vai se reproduzir e
o casal 3 tera chegado a idade adulta, sendo no total 5 casais.

No sexto més, os casais 1, 2 e 3 vao se reproduzir e os casais recém nascidos 4 e 5
terao chegado a idade adulta, totalizando 8 casais.

No sétimos més, serao 5 casais adultos que terdao novos casais e os casais 6, 7 e 8 terao
chegado a idade reprodutiva, com isso teremos 13 casais.

Este exemplo é usado para ilustrar a ideia da construcao da sequéncia infinita, con-
forme mostra a tabela.

Més N° de casais Més N° de casais
1 1 7 13
2 1 8 21
3 2 9 34
4 3 10 55
5 b 11 89
6 8 12 144

Tabela 2.1: Evolucao da reproducao de casais de coelhos ao longo de um ano

Passaremos agora as propriedades numéricas desta sequéncia.

2.3 Propriedades numéricas da sequéncia de Fibo-
nacci

Seja a sequéncia ug, Uy, Us, ... €m que uy = u; = 1 e cada termo, a partir do segundo,
é a soma dos dois termos anteriores, isto é, para cada n > 2 inteiro, temos

Up = Up—1 + Up_o. (2.1)

Podemos encontrar na Matematica incontaveis sequéncias definidas em funcdo dos
termos anteriores, este tipo de sequéncia é chamada de recorréncia. Este processo de
obter os termos seguintes em funcao de termos anteriores é chamado de processo de
recorréncia e a equacao (2.1) é chamada de relagao de recorréncia. Mas isso apenas nao
é suficiente. Para se calcular os termos de uma sequéncia deste tipo, os termos iniciais
devem estar definidos.

No caso da sequéncia classica de Fibonacci, temos uma recorréncia linear de segunda
ordem em que os dois primeiros termos sao ug = 1 e u; = 1. Com isso podemos dar inicio
a construcao da sequéncia infinita.

Observacao 2.1. Analisando a sequéncia de Fibonacci, 1,1,2,3,5,8,13,... e lembrando
que a soma de dois nimeros impares é par e que a soma de um nimero par com um
nimero impar é impar, podemos concluir que um termo da sequéncia de Fibonacci é par
se, e somente se, ele ocorre em uma posi¢cao de indice multiplo de trés, isto é,

u, ¢ par < n = 3k, para k > 1.

E claro que, se indexarmos a sequéncia a partir de 0, os termos pares aparecerao nas
posicoes n = 3k + 2, para k > 0.
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Figura 2.1: Construcao da sequéncia de Fibonacci

Uma recorréncia linear de segunda ordem pode ser escrita como
Tpt2 + PTptr + qTy = 07

em que ¢ # 0, pois caso contrario (ie. ¢ = 0) a recorréncia seria de primeira ordem.
A cada recorréncia linear de segunda ordem podemos associar uma equacao de segundo
grau, r2 + pr + ¢ = 0, chamada de equagdo caracteristica. Como supomos q # 0, isso
implica que 0 nao é raiz da equagao caracteristica.

O teorema a seguir mostra que se as raizes (distintas) da equagdo caracteristica sao
r1 e ro entao qualquer sequéncia da forma a, = Cir] + Cser} € solugao da recorréncia,
quaisquer que sejam os valores de (' e Cs.

Teorema 2.2. Se a equacio caracteristica r* + pr + q = 0 possui raizes distintas r1 e ry,
entao a, = Cyr] + Corl € solugao da recorréncia x,o + pTpi1 + qr, = 0, quaisquer que
sejam os valores das constantes Cy e Cs.

Demonstragao. Seja a,, = Cir] + Cary. Substituindo a,, na recorréncia teremos
(Cir{ 2 + Corg ™) + p(Crry ™ + Cory ™) + q(Cur} + Cory).
Colocando C)7] e Cyry em evidéncia temos
Crri(rf + pri+ ) + Cary (v + pra + q).
Como r; e ry sao raizes da equagao caracteristica ficamos com
Ciri - 04 Cary -0 = 0.

Portanto a,, = Cir} + Carly é solugao da recorréncia x,2 + pT,t1 + qr, = 0, quaisquer
que sejam os valores das constantes C e Cy, como queriamos demonstrar. O

Com o proximo teorema provaremos que todas as solugoes sao da forma a,, = Cyr{ +
Cyry, com Cp e Cy constantes.

Teorema 2.3. Se as raizes de r> + pr +q = 0 sdo 1 e ry com 1, # 1o, entdo todas as
solugoes da recorréncia Tpio + pTni1 + qr, = 0 sao da forma a, = Cir} + Cory, com Cy
e Cy constantes.



17 Sequéncia classica de Fibonacci

Demonstragao. Seja vy, uma solucao qualquer de x,, 15 + pr,+1 + gz, = 0. Vamos deter-
minar as constantes C7 e Cy que sao solucoes do sistema de equagoes

y1 = Ciry + Cory,
Y2 = Cﬂ”% -+ 027“3.
Isolando C na primeira equagao (lembrando que as raizes nao sdo nulas), temos:

y1 — Cary

Cy = (2.2)

1
Substituindo € na segunda equagao, temos:

<yl — Cary

) r% + C’g?"% = 1s.
(&1

Fazendo algumas manipulagoes convenientes chegamos em

2 2
_ oy Cariry

2
Yo + Cyry,
1 1
ou ainda,

2

2 yiry

Cy (7“2 —7“17”2) =Yz — —.

r1

Organizando convenientemente, ficamos com

2
r1Ys — Y17
Cy = 1Y2 — Y17y '
rire (7”2 - 7“1)
Substituindo na equacao (2.2),
riy2—yirs
o =" (Frstars) 72 _ yarira (ra — 1) — ragers + i
1 219 (rg — 71)

Depois de simplificar alguns termos, finalmente temos

2
Yiry — Yar2
)
r1Te (7’2 - 7”1)

01:

que é possivel pois | # ry, r1 # 0 e ry # 0.
Afirmamos que y,, = Cyr} + Cor} para todo n € N, o que provara o teorema.
Seja z, =y, — Cyr] — Corly. Mostraremos que z, = 0. Primeiro, note que

Znt2 + Dzng1 + @2n = Ynt2 + PYnt1 + qyn) — Cir(r} + pri + q) — Corl (r + pra + q).

O primeiro paréntese € igual a zero pois y, ¢é solucao de x, o + pr,+1 + qr, = 0. Os
dois outros parénteses sao iguais a zero, pois 71 e ry sdo raizes de r? + pr 4+ ¢ = 0. Entao,
Znio + DZns1 + qzn = 0. Além disso, como y; = Cry + Cory e yo = Cir3 + Cyr3, temos
que z1 = 29 = 0. Mas se 2,49 + pzni1 +qzn = 0 e 21 = 29 = 0, entao z, = 0 para todo
n € N. O
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No caso da sequéncia classica de Fibonacci, é possivel encontrar uma férmula que
permite calcular qualquer termo da sequéncia sem mesmo conhecer os 2 termos anteriores.
Essa é a chamada Férmula de Binet, em homenagem ao matematico francés Jacques Binet
(1786-1856), que a descobriu em 1843. Para encontrar essa expressao, vamos escrever a
equagao caracteristica de (2.1),

r?—r—1=0,

1+v5

de raizes ry = 52 ey = 1’2—\/5 distintas. Assim, a solucao da recorréncia é do tipo

unzClr?—i-C'grg.

Com os valores de ug = u; = 1, encontra-se a expressao desejada. De fato, substituindo
os valores ry e ry teremos

= C (1 +2\/5>n + O (1 _2\/5>n (2.3)

e o teorema anterior garante a validade da féormula.
Vamos encontrar os valores das constantes C e Cy utilizando os valores de ug = 1 e

Uy = 1.
1+5)" 1-v5)"
Uy = 01 + CQ = 1,
2 2
1 1
1 5 1—+/5
Uy = 01 * \/_ —+ CQ \/_ =1.
2 2
Resolvendo o sistema acima, encontramos C; = 1;—\/‘/55 e Oy = ‘f\/’gl que, substituidos

em (2.3), fornecem

w= (5 (557 < (57 (57)

Apos algumas manipulagdes convenientes, chegamos a expressao procurada:
1+v5\"" 1= e\
2 2 '

2.4 Algumas propriedades interessantes

1

Uy =
V5

Nesta se¢ao, vamos apresentar e discutir algumas propriedades relativas ao Numero
de Ouro p, a Formula de Binet e aos Numeros de Fibonacci F,. Para tal, sejam

1++5 1-5
=5 ¢ V=5

¥

de modo que a solucao da recorréncia na se¢ao anterior pode ser escrita como
n n
I
o=
Assim, eis algumas propriedades que, em sua maioria, seguem imediatamente de ma-
nipulacoes algébricas.

Unp

(2.4)
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L pi= 1
W2<1+2¢5> (1—2¢5>:1—¢51¢5—5:_1‘
2 o—b=V5
¢_¢:<1+2¢3>_<1—2¢5):1+¢5g1+¢5:2g5:¢5
3 o= 1.
sow:(”2“5)+(1‘2“5)=1”5‘2”‘“5=§=1.

4. =1 = —1). (imediato de (1))

() () (558) - (5)

5. =1 = —p. (imediato de (1))

o= (50) - () () o () -

6. * +?=3.

gt (1+¢5>2+<1_¢5>2: <1+2¢5+5>+<1_2f+5> _ 2;16 .,

2 2 4
7. ¢ —yP =5
. <1+\/5>2_ (1—\/3>2: <1+2\/5+5>_ (1—2\/5+5> _
2 2 4 4
8. p?=p+1.
¢2:<1+2¢3) <1+2\/5):<6+42\/5>:1+;+\25:1+2\/5+1:¢+1.
9. ¢¥? =+ 1.
w2:<1—2\/5) (1—;/5) _ (6—42\/5> :4+24—2\/§:1—2\/3+1:w+1.

A sequéncia de Fibonacci possui intimeras propriedades. A seguir, apresentamos duas
delas. No caso desta demonstracao, vamos considerar que a sequéncia se inicia em u; = 1.
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Proposicao 2.4. Dados m,n > 1 naturais, temos
Untm = UpUmi1 + Up—1Up,- (2.5)

Demonstragcao. Vamos fixar n e fazer a demonstracao por inducao completa sobre m > 1.

Para m = 1, temos w, 11 = Uy + Up_1 = Upls + Up_1U1, jA que u; = us = 1. Agora,
vamos supor o resultado valido para todo k£ < m, com m € N e m > 1. Precisamos
mostrar que a expressao (2.5) também ¢ valida para m+ 1. Note que, por hipdtese, valem

Untm = UpUmi1 T Up—1Up,

Untm—1 = UpUm + Up—1Um—1-
Somando membro a membro, teremos

Unt+m+1 = Untm T Untm—1 = UnUmt1 T Upn—1Um + UpUpm + Up—1Um—1
= un<um+1 + um) + un—l(um + um—l)

= UpUm42 + Up—1Umy1-

Portanto, (2.5) é verdadeira para m+1 e com isso podemos concluir que a propriedade
é valida para todo m > 1. O

Com essa propriedade podemos demonstrar algumas outras caracteristicas interessan-
tes da sequéncia de Fibonacci.

‘s .2 2
Corolario 2.5. Paran > 2, temos ug, = u; | — u;_;.

Demonstragao. Usando a Proposicao 2.4 e escrevendo 2n = n + n temos
Upin = Uplprl + Up_1Up = Un(un—l—l + un—l)-

Mas, por defini¢do, u,.1 = u, + u,_1, ou ainda, u, = Upi; — U,_1. Substituindo na
expressao acima, obtemos

2 2
Uop = (un—i-l - un—l)(un+1 + un—l) =Upyqp — Up_q,
como queriamos demonstrar. O

Vejamos agora qual ¢ a caracteristica dos nimeros da sequéncia de indice impar.

2

Corolario 2.6. Para n > 2, temos us,—1 = ui +un .

Demonstragao. Escrevendo 2n — 1 =n +n — 1 na Proposi¢ao 2.4, obtemos
_ _ .2 2 0
Up4n—1 = UpUn—1+1 + Up—1Up—1 = UpUp + Up—1Up—1 = Uy, + Up_q-

Os corolarios acima nos permitem dizer que, todo niimero de Fibonacci de indice par
(exceto ug) é uma diferenca de dois quadrados de Fibonacci, e todo niimero de Fibonacci
de indice impar (exceto u;) é uma soma de dois quadrados de Fibonacci.

Observacao 2.7. Um nimero a é de Fibonacci se, e somente se, 5a® + 4 ou 5a® — 4 é um
quadrado perfeito.
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Demonstracdo. Assuma que a > 0 seja o k-ésimo ntmero de Fibonacci, para algum k£ > 1.
Pela equagao (2.4) e pela igualdade ) = —1/¢, escrevemos

gt ()
V5 NG

a

Elevando ao quadrado, temos

ou equivalentemente,

E\ 2 2k k
—1 —1 —1 1
2 2 2 2

ou ainda,

, ¥ +1
o2k

Agora, vamos dividir em dois casos, dependendo se k é par ou impar.

5a 2(—1)". (2.6)

(i) se £ =0 (mod 2), na equagao (2.6) teremos
L o
Somando 4 a ambos os membros desta igualdade, obtemos

B 904k+1+2gp2k (¢2k+1)2 B <S02k+1>2

@Qk o SOzkz Spk

Sa 2.

S021@

5a° +4 = +2

ou seja, ba? + 4 é um quadrado perfeito.

(ii) se k =1 (mod 2), na equagao (2.6) teremos

, ¥ +1
- ¢2k
Subtraindo 4 de ambos os membros, obtemos
2
@41:: o 2Q02k +1 B (¢2k o 1)2 - 302k -1
= 7 ,

5a + 2.

4k
9 et 1 B
Sa” —4 = <p2k —2= 902k - gOzk

ou seja, 5a? — 4 é um quadrado perfeito.
Para a reciproca, indicamos a referéncia [2], pois a prova é mais avangada e nio se
encaixaria nos objetivos do nosso texto. 0

Exemplo 2.8. Para a = 5, temos
5-524+4=5-25+4 =129,
que nao é um quadrado perfeito. No entanto,
5.5°—4=5-25—-4=121=11%

Como, nesta expressao, encontramos um quadrado perfeito, entdao ¢ = 5 é um nimero
que pertence a sequéncia de Fibonacci, a saber, o quinto ntimero.
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Um pequeno programa. A seguir, apresentamos um programa Python para gerar os
n primeiros nimeros de Fibonacci.

def fibonacci(n):
print ([fib(i) [1] for i in range(0, n)])

def fib(n):
if n < O:
raise ValueError(’Inteiros negativos ndo sdo permitidos.’)
if n ==
return (0, 1)
else:
a, b = fib(n // 2)
c=ax*x (b*x2-a)
d=ax*xa+b=x*xb
ifn% 2 ==0:
return (c, d)
else:
return (d, c + d)

FEis a lista dos 60 primeiros termos da sequéncia de Fibonacci, obtidos com o programa
acima usando o comando fibonacci(60).

1,1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597,
2584, 4181, 6765, 10946, 17711, 28657, 46368, 75025, 121393, 196418,
317811, 514229, 832040, 1346269, 2178309, 3524578, 5702887, 9227465,
14930352, 24157817, 39088169, 63245986, 102334155, 165580141, 267914296,
433494437, 701408733, 1134903170, 1836311903, 2971215073, 4807526976,
7778742049, 12586269025, 20365011074, 32951280099, 53316291173,
86267571272, 139583862445, 225851433717, 365435296162, 591286729879,
956722026041, 1548008755920



3 Palavras finitas e infinitas

As principais referéncias para este capitulo sao [3, 4], com base nestes trabalhos esta-
mos realizando um estudo do tema, buscando entender as propriedades dos fractais e das
palavras geradas a partir de conjuntos denominados alfabetos.

Palavras sao sequéncias geradas a partir de um conjunto, chamado alfabeto. No caso
das palavras de Fibonacci, este alfabeto é {0, 1}, tais sequéncias ndo possuem um periodo
e tém intimeras propriedades interessantes.

Nesta se¢ao, vamos definir formalmente o que sao palavras e apresentar algumas de
suas caracteristicas, importantes em nossos estudos sobre os fractais de Fibonacci, além
de dar alguns exemplos.

3.1 Definicoes e notacoes

As terminologias e notagoes sao principalmente de [3, 5].

Seja X um conjunto finito, chamado de alfabeto, cujos elementos sao chamados sim-
bolos. Uma palavra em ¥ é uma sequéncia (possivelmente vazia) de simbolos de ¥. O
conjunto de todas as palavras finitas é denotado por ¥*, possui estrutura de monoide com
a operacao de concatenagao (ou justaposigao) de palavras.

Por exemplo, para o alfabeto ¥ = {a, b}, iniciando com a palavra vazia €, podemos
obter infinitas palavras, como ilustrado abaixo.

a/f\b
aa/ \b b/\bb

/ N\ / N\ / N\ / N\
aaa  gab aba  abb baa  bab bba bbb
/N

Figura 3.1: Arvore de construcao de palavras

O elemento identidade ¢ € ¥* é chamado de palavra vazia. Para cada palavra w € 3%,
|w| denota seu comprimento, ou seja, o ntimero de simbolos que ocorrem em w. O
comprimento de € é definido como zero. Se a € ¥ e w € ¥*, entdo |w|, denota o
numero de vezes que a aparece em w.

Para duas palavras © = ajas...ap e v = biby...by em X*, denotamos por uv a
concatenacao delas, que é uv = ajas...aibiby...bs. Se v = ¢ entdo ue = eu = u. Além
disso, por u™ denotamos a palavra uuuu ... u (n vezes).

23
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Uma palavra v é um fator ou uma subpalavra de u se existem z,y € X* tais que
u=xvy. Se x = couy = ¢, entao v é chamado de prefizo ou sufizo de u, respectivamente.
O reverso de uma palavra v = aias . ..a, é a palavra u" = a,, ... asa;.

Definicao 3.1. Uma palavra v é um palindromo se v = u". Informalmente, um palin-
dromo é uma sequéncia de simbolos que pode ser lida de tras pra frente, sem prejuizo.

Encontramos, obviamente, palindromos na Matematica, como por exemplo 121, 1331,
14641, 525, e até mesmo na Lingua Portuguesa. Eis alguns exemplos, ignorando-se, claro,
as pontuagoes:

Ana anilina arara ovo asa ama Treviver
Socorram-me, subi no onibus em Marrocos!
Anotaram a data da maratona?

A seguir, dois exemplos de palavras caracteristicas, uma relacionada com os niimeros
primos e outra com os quadrados perfeitos. Tais palavras sao assim chamadas pois indicam
a ocorréncia de alguma propriedade de interesse.

Exemplo 3.2. Seja p = (pn)n>1 = 0110101000101 ... onde p, = 1 se n é um ndimero
primo e p, = 0, caso contrario. Este é um exemplo de palavra infinita. A palavra p é
chamada de sequéncia caracteristica dos numeros primos.

Exemplo 3.3. Seja ¢ = (¢n)n>0 = 1100100001000001..., onde ¢, = 1 se n é um
quadrado perfeito e ¢, = 0, caso contrario. Esta sequéncia é chamada de sequéncia
caracteristica dos quadrados perfeitos.

Sejam > e A dois alfabetos. Um morfismo entre eles é uma funcao h: ¥* — A* tal que
h(xy) = h(z)h(y), para todo z,y € ¥*. E claro que h(e) = . Além disso, um morfismo é
completamente determinado por suas a¢oes em simbolos unitarios, ou seja, em elementos
de .

H& uma classe especial de palavras infinitas com muitas propriedades notaveis, chama-
das de palavras Sturmianas. Essas palavras admitem uma série de defini¢oes equivalentes.

Seja w € ¥ uma palavra infinita. Definimos P(w,n), a funcdo complexidade de w,
que conta o numero de subpalavras de comprimento n em w, para todo inteiro n > 1.

Uma palavra infinta w é uma palavra Sturmiana se P(w,n) = n + 1, para todo
inteiro n > 1. Desde que, para qualquer palavra Sturmiana, P(w, 1) = 2 entao palavras
Sturmianas tém apenas 2 simbolos.

A palavra p no Exemplo 3.2 ndo é uma palavra Sturmiana pois P(p,2) = 4, ou seja,
nesta palavra temos nao 3, mas sim, 4 subpalavras de comprimento 2, a saber 00, 01, 10
e 11.

Considere f = 0100101001001 ... a palavra infinita de Fibonacci, definida na préoxima
secao. Fazendo a contagem das subpalavras que nela aparecem, temos:

P(f,1)=2 Suby(f) = {0,1}
P(f,2)=3 Suby(f) = {00,01,10}
P(f,3) =4 Subs(f) = {001,010,100, 101}

Observando os valores acima, surge a conjectura P(f,n) = n + 1, cuja prova requer
mais cuidado, e assim vamos apenas indicar uma referéncia, como por exemplo [3, Se-
¢ao 10.5].

O principal objeto de estudo neste trabalho ¢ uma palavra Sturmiana em particular,
a saber, a palavra finita de Fibonacci, definida e explorada a seguir.
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3.2 Palavras de Fibonacci

A palavra Sturmiana mais famosa é a palavra de Fibonacci f, que é o limite de uma
sequéncia de palavras f,, com n > 0, que pode ser definida recursivamente como

fn+2 = fn+1fn- (31)

As palavras f,, sao chamadas de palavras finitas de Fibonacci.
Seja ¥ = {0, 1} o alfabeto. A palavra de Fibonacci f é definida pelo seguinte morfismo:

o: X =¥ 0—01,1—0.

Convencionamos que f; = 1, dai fo = o(f1) =o(1) =0, f3 =01, f; = 010, etc.... Vale
observar que |f,|, o comprimento (ou nimero de letras) da palavra de Fibonacci f,, é o
numero de Fibonacci F,,.

A seguir, uma pequena tabela com as dez primeiras palavras de Fibonacci. As colunas
Cn, Ly serao exploradas na Proposicao 3.4

n|F G | fa

11 - 11

2/ 1 1 -]o

3 2 1 1|01

41 3 2 1/010

5/ 5 3 2101001

6| 8 5 3]01001010

7113 8 5]0100101001001

8|21 13 8| 010010100100101001010

9|34 21 13| 0100101001001010010100100101001001
10 | 55 34 21| 0100101001001010010100100101001001010010100100101001010

Tabela 3.1: Palavras de Fibonacci

Alguns fatos imediatos

1. Exceto fi, todas as palavras de Fibonacci se iniciam com 0. De fato, a primeira
letra de f, ¢ a primeira letra de f, ;. Dai, usando inducao em n > 2, segue o
resultado. Analogamente, se considerarmos as duas primeiras letras, entao, exceto
f1, f2, todas as palavras de Fibonacci se iniciam com 01.

2. Para n > 3, as duas ultimas letras de f,, sdao 01 se n é impar e 10 se n é par.
Basta observar que as duas ultimas letras de f,, sdo as mesmas de f,_o e que n e
n — 2 possuem a mesma paridade. Como f3 termina em 01 e f; termina em 10, o
resultado segue.

3. As palavras 11 e 000 nao sao subpalavras de nenhuma palavra de Fibonacci. De
fato, f3 nao contém 11 ji que fo = 0. Suponha que f; nao contenha 11 para
3 < k <n. Dai, a tnica chance de f,;; conter 11 é se 1 for a ultima letra de f, e
a primeira de f,_1, o que é impossivel devido ao item (1) acima. J4 para a palavra
000, a unica chance dela aparecer seria na concatenacao, o que nao ocorre, pois
nenhuma palavra comega nem termina com 00.
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Proposicao 3.4. Seja f, uma palavra de Fibonacci. A quantia de digitos 0 € o nimero
de Fibonacci F,,_1, para n > 2. A quantia de digitos 1 é o numero de Fibonacci F,_»,
para n > 3.

Demonstragao. De fato, fs e f3 possuem apenas um digito 0. Como f; = f3fy, uma
concatenacao, a quantia de digitos 0 deve ser somada.

Mais formalmente, escrevendo (,, = zero(f,,) para a quantia de digitos 0 na palavra
fn, temos a seguinte relacao para n > 2:

(o = zero(fy) = 1, (3 = zero(fs) = 1, Cn = Cn1+ Cno, n>4.

Analogamente, escrevendo ¢, = um(f,,) para a quantia de digitos 1 na palavra f,, obte-
mos:

13 =um(f3) =1, Ly =um(fy) =1, by = lbp—1 + lp_o, N > 5.

Em resumo, a quantia de digitos 0 e a quantia de digitos 1 criam sequéncias de niimeros
de Fibonacci, a menos da reindexacao, e portanto

Cn =Ip-1, ln=1>Lpn-2, (32)
que esta totalmente compativel com o fato de que o comprimento de f,,, ou seja, ¢, + tp,
¢ o numero de Fibonacci F,. O

Seja ¢: {0,1}* — {0, 1}* a fungao que remove os dois tltimos simbolos de uma palavra,
ou seja, ¢(aras...a,) = a1as .. .Gy o, para n > 2.
Por facilidade, a partir de agora, vamos escrever p,, = ¢(f,).

Teorema 3.5. Se f, = p,ab e t, = py,ba, entao f, = fn_otn_1 ety = fnofn_1.
Demonstragcao. Faremos a prova por inducao em n > 4. Primeiramente, lembramos que
f3 =01, fi =010,

de onde segue que t3 = 10 e t;, = 001. Como f; = 0, obtemos

f1 =010 = fots, ty =001 = fofs.

Suponhamos que f, = fn_otn_1 € t, = fn_ofn_1, para n > 5. Dali,

fn+1 = fnfnfl = (fnflfn72)fnfl = fnfl(fanfnfl) = fnfltn;
fn—lfn = fn—l(fn—?tn—l) = (fn—lfn—Q)tn—l = fntn—l — tn-l—l- [

A igualdade f,t, 1 = t,11, no final da prova acima, merece mais detalhes. A permu-
tagao das duas ultimas letras de uma palavra (ndo unitdria) respeita a concatenacao, ou
seja, se f, g sao duas palavras e se 7 é a permutacao das duas ultimas letras, entao

7(fg) = fr(g).

A igualdade t, = f,_2f,_1 no teorema anterior significa que a concatenacao de duas
palavras sucessivas de Fibonacci é “quase comutativa”, isto é, invertendo a ordem da
concatenacao de f, 1 e f,_o, conforme a figura 3.2, cria-se outra palavra, similar a f,,
mas com as duas ultimas letras trocadas, ou seja,

fn = fn—lfn—Q € T(fn) = fn—2fn—1~



27 Palavras finitas e infinitas

concatena
‘[m s Th—1 IkUm e Y1 Y }4{ X1 -0 Tg—-1 Tk Y1 -+ Yi-1 Yl }
—t L
v ¥ concatena X
xy -0 Tg-1 Tg||Y1 --- Y Y1 |//———> X1 -+ Tk-1 Tk Y1 --- Y Yi-1

Figura 3.2: Quase-comutatividade da concatenacao

Proposigao 3.6. Paran >4, p, = ¢(f.) é um palindromo.

Demonstracdo. A prova é por indugao forte. Como f; = 010 entdao py = 0 obviamente é
um palindromo. Suponhamos que pr = ¢( fx) seja palindromo, para k < n. Agora, observe

que p, = fu_1Pn_2, pois fn = fn_1fn_2. Como f, 1 = fn_sfn_3, podemos escrever
Pn = (pn—Qab> (pn—36d)pn—2~

Lembrando que palavras consecutivas possuem as duas tltimas letras permutadas (ver
fatos na p. 25), entdo ab e c¢d sdo reversas uma da outra, ou seja, a = d e b = ¢. Pela
hipétese de inducao, p,_s € p,_3 sdo palindromos. Logo, p,, = pn_2abp,_scdp,,_s é também
um palindromo. O]

Teorema 3.7. Paran > 6, f,, = fo_sfa—sfa—6tn—3tn—3 € Dn = Pn_3abpy_3p., _sDn—3bap,_s,
onde p, = baprab = baf.

Demonstragao. Segue do Teorema 3.5 que
fn - fn—lfn—Z = (fn—?fn—S)(fn—3fn—4) -

((fn—an—4)(fn—4fn—5))(fn—3fn—4> - fn—3fn—4(fn—5fn—6>fn—5(fn—4fn—5)fn—4 -
fn73<fn74fn75)fn76(fn75fn74)(fnf5fnf4) = fn73fn73fnf6tn73tn73-

Sabendo que f,_3 = p,_3ab, podemos escrever
fn = (pnf?)ab) (pnfBCLb)fnf6<pn73ba)(pnf?;ba) =
Pr—3abp,_3(abfn_6)pn—3bap,—sba = p,_3abp,_3p,,_Pn—3bap,sba.

Eliminando as duas tultimas letras de f,, na expressao acima, ou seja, ba, concluimos que

A(fn) = P = Pn—3abPn_3P)_¢Pn—3baDn_3.

Em outras palavras, f,, é composta por concatenagao de dois palindromos p,,_3 separados
por ab, um palindromo p/, 4 e dois palindromos p,,_3 separados por ba. O

Corolario 3.8. Para n > 5, o digito central do palindromo p, de comprimento impar é
0,sen=3k+1,e1, sen=3k+2.

Demonstragio. Decompondo f3(k+1)+1 = f3(k+1)f3k+2 = fart2f3k+1f3k42 € tomando os
palindromos, obtemos p3(i1)+1 = P3r+2abpspr1bapsry2, de modo que o digito central de
P3k+1)+1 ¢, na verdade, o mesmo que o digito central de psi11. Como p; = 01001010010,
usando indugdo sobre k > 2, segue o resultado. A prova para pspio é analoga, para

k>1. [l



4 Fractais da palavra de Fibonacci

Uma palavra de Fibonacci f,, pode ser associada com uma curva, obtida por uma regra
de desenho, a qual tem propriedades geométricas oriundas de propriedades combinatérias
de f,. Devemos percorrer as letras da palavra de uma maneira particular e, dependendo
da letra, uma acao especifica é tomada.

Essa ideia é a mesma usada em “Sistemas-L” (ou sistemas de Lindenmayer'), como na
Secdo 4.5. Neste caso, a regra do desenho é chamada de “Regra Par-Impar”. Essa regra
pode ser definida como mostra a tabela:

Simbolo  Acéo
1 Desenhe uma linha a frente.
0 Desenhe uma linha a frente:
 se o simbolo é na posicao par, vire a esquerda;

’

« se o simbolo é na posicao impar, vire a direita.

Tabela 4.1: Regra par—impar

A n-ésima curva de Fibonacci, denotada por F,,, é obtida aplicando a regra de desenho
par—impar a palavra f,. Na figura 4.1, temos as curvas Fy, Fio, F11, de comprimentos 34,
55 e 89, respectivamente, geradas usando um programa Python, desenvolvido exclusiva-
mente para esse trabalho.

Fractal da palavra de Fibonacci fy de comprimento Fg = 34 Fractal da palavra de Fibonacci fo de comprimento Fio =55 Fractal da palavra de Fibonacci f;; de comprimento Fy; = 89

Figura 4.1: Curvas JFy, Fio € F11 das palavras de Fibonacci fy, fi0 e fi1
O fractal da palavra de Fibonacci é definido por
F = lim F,
n—oo

e é uma curva autossimilar baseada na palavra de Fibonacci. Esse fractal revela trés
tipos de padroes e um grande niimero de similaridades, além de uma forte ligacdo com os
numeros de Fibonacci, como veremos a seguir.

https://en.wikipedia.org/wiki/L-system
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4.1 A construcao do fractal

Nesta secao, vamos explorar a regra de desenho par-impar da tabela 4.1.

Iniciando a construcao. O primeiro passo ¢é fixarmos um ponto py, que sera usado
como ponto inicial do fractal, e uma diregao wy (vetor diretor), que determinard em qual
diregdo o primeiro segmento do fractal sera tracado. Por facilidade, vamos usar a origem
po = (0,0) e o vetor diretor wy = (0, 1) (diregdo norte), conforme a figura abaixo. Observe
que uma seta dupla é usada para indicar a dire¢ao no ponto pyg.

&
\_/

wo

Figura 4.2: Inicio da construgao da curva de Fibonacci

Iterando o processo. Para tracarmos o fractal, vamos fazer um processo iterativo,
para cada letra da palavra f,. A cada etapa, devemos tracar um segmento unitario a
partir do ponto de referéncia na direcao do vetor diretor atual, ou seja, no k-ésimo passo,
teremos o ponto pi e o vetor wi. Obtemos entdo pxyr1 = pr + Wi € Wiy serd obtido a
partir de wy, dependendo da letra atual e da sua posi¢ao k na palavra, conforme as regras
da tabela 4.1.

Mais precisamente, seja dj a k-ésima letra de uma palavra de Fibonacci. Dai:

o trace um segmento unitario com origem em p; na direcao de wy;

o tome pry1 = P + Wk;

o defina
W, se dp = 1,
W1 = 4 €™ 2w,  sedy =0 ek épar,
e~/ 2y, se dp =0 e k é fmpar;
o itere.

Em outras palavras, a cada etapa, a direcdo é mantida ou uma rotagado de 7/2 a
esquerda ou a direita ¢ realizada, dependendo da letra d e da paridade de sua posicao
k na palavra. Isso justifica o nome par—impar. O processo é encerrado quando o tultimo
segmento for tragado, correspondendo a iltima letra da palavra f,.

Observe que, no processo recursivo acima, temos 1 < k < F},, pois o comprimento da
palavra f,, é o nimero de Fibonacci F,.
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Ilustrando o processo. FEm cada vértice py, ilustramos as quatro direcoes possiveis
(norte, sul, leste, oeste) e colocamos uma seta dupla naquela fornecida pela regra par—
impar. Para deixarmos claro o que se passa, descrevemos com mais detalhes os trés
primeiros passos.

1. O digito d; = 0 fornece o primeiro segmento vertical para cima (pois a direcao inicial
foi escolhida, a nosso critério, como sendo norte) e muda a direcao para leste, pois
k =1 é impar e a rotagdo é para a direita (norte — leste).

2. O segundo digito do = 1 fornece o segundo segmento, horizontal, e nao muda a
direcao, ou seja, continuamos para leste.

3. O terceiro digito d3 = 0 fornece o terceiro segmento, novamente horizontal, e muda
a diregao para sul, pois k = 3 ¢é impar e a rotagdo ¢é para a direita (leste — sul).

Apods trés etapas, temos a seguinte situagao (a parte tracejada antecipa o que aconte-
cerd na quarta etapa):

Figura 4.3: Primeiras etapas na construgao da curva de Fibonacci

A figura 4.4 mostra, para a palavra f;, a variacao das dire¢oes durante a iteragao.
Observe que temos uma poligonal com 14 vértices py, ..., pi13 € 13 segmentos. Também,
optamos por nao desenhar em p;3 o vetor diretor w3, que aponta para o norte (lembrando
que dy3 = 1 nos da w3 = wys).

(em branco)
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Figura 4.4: Curva da palavra f; = 0100101001001 de comprimento F7 = 13

As figuras 4.5-4.7 a seguir mostram a construcdo das curvas fractais quando a regra
par—impar ¢é aplicada as palavras de Fibonacci fi,..., fog. Note que o niimero de seg-
mentos em F, ¢ igual ao nimero de Fibonacci F},, como ja dissemos. Também, para
n > 3, usamos cores diferentes para destacar as duas curvas que sao concatenadas devido
a definicao

fn = fn—l.fn—2-

Fractal da palavra de Fibonacci f; de comprimento F; =1 Fractal da palavra de Fibonacci f, de comprimento F, =1

Figura 4.5: Curvas F; e Fo a partirde fy=1e fo =0

(em branco)
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Fractal da palavra de Fibonacci f; de comprimento F3 =2

—f
—_—f

Fractal da palavra de Fibonacci fs de comprimento Fs =5

_—f
—_—f

Fractal da palavra de Fibonacci f; de comprimento F; =13

—_—
)

Fractal da palavra de Fibonacci f; de comprimento F4 =3

—_f
[— 1

Fractal da palavra de Fibonacci fg de comprimento Fg =8

—fs
—_—f

Fractal da palavra de Fibonacci fg de comprimento Fg =21

R
—_— 1

—

Figura 4.6: Sequéncia de construcao das figuras de Fibonacci a partir da F3 até a Fg



33 Fractais da palavra de Fibonacci

Fractal da palavra de Fibonacci fo de comprimento Fq = 34

—_—f
—f

1

Fractal da palavra de Fibonacci f1; de comprimento Fy; =89

— fo
—f

|

|

LT
[

- I R

Fractal da palavra de Fibonacci f;3 de comprimento Fy3 =233

— f2
— fm

Fractal da palavra de Fibonacci f1s de comprimento Fi5 =610

— fia
— fi3

Fractal da palavra de Fibonacci f1p de comprimento Fyg =55

_f9
L —

[ ]

L

Fractal da palavra de Fibonacci f1, de comprimento F; = 144

— 1
— fio

Fractal da palavra de Fibonacci fi4 de comprimento F14 =377

— fi3
— f2

Fractal da palavra de Fibonacci f;¢ de comprimento Fy6 = 987

— fis
— fa

Figura 4.7: Sequéncia de construgao das figuras de Fibonacci a partir da Fy até a Fig
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Finalizamos essa secao com uma figura que mostra, para n = 6,...,12, as curvas JF,
em perspectiva e ‘empilhadas’, para percebermos melhor como uma curva faz parte da
outra.

s

Figura 4.8: Visualizacao tridimensional das curvas de Fibonacci

4.2 Propriedades do fractal

Levando em conta as observagoes imediatas sobre as palavras f,, (ver p. 25), podemos
listar fatos analogos para os fractais.

1. Ha apenas segmentos unitarios ou duplos no fractal F,,, pois nao ha dois digitos
1 consecutivos em f,,. Note que 11 produziria duas dire¢oes no mesmo sentido e,
consequentemente, 3 segmentos justapostos.

2. O nimero de “esquinas” no fractal F,, é determinado pela quantidade ¢,, de digitos
0 na palavra f,,, pois sdo estes que fornecem uma mudanga na dire¢do. Como vimos
na Proposi¢ao 3.4, ¢, ¢ o nimero de Fibonacci F, ;.

3. O ntmero de “segmentos duplos” no fractal F,, é determinado pela quantia de digitos
1, pois estes nao alteram a dire¢do na construcao da curva. Porém, hd um detalhe:
pela Proposicdo 3.4, sabemos que f,, termina em 01 ou 10. No primeiro caso, o
digito 1 nao fornecera um segmento duplo, j4 que o processo de construcao termina.
Assim, podemos concluir que o nimero de segmentos duplos é F,,_5 se n é par ou
F, 5 —1sen éimpar.

4. Repetigoes na palavra de Fibonacci podem ser encontradas observando as repeticoes
de padroes similares na curva correspondente. Por exemplo, o “pilar esquerdo” da
curva Fa3 ¢ similar ao “pilar direito”. Falaremos mais sobre isso na Secao 4.3.

Na proxima proposicao, listamos algumas caracteristicas da curva JF,, que seguem
diretamente das propriedades das palavras de Fibonacci e das regras de construgao da
tabela 4.1.
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Proposicao 4.1. O fractal F da palavra de Fibonacci e a curva F, tém as sequintes
propriedades:

1. A curva F, € similar a curva F,.3, isto €, elas tém a mesma forma, exceto pelo
numero de segmentos. Por exemplo, sao semelhantes entre si:

® fl47f177f207f237"'
® F137F167F197F227"'
® F127-F157-F187F217"'

2. A curva F, € simétrica. Mais precisamente, Fzp € Fari1 sdo simétricas em relacdo
a uma reta e Fapio € simétrica em relagio um ponto.

3. A curva F,, € composta por 5 curvas: F, = Fn_s3Fn_s3Fn_¢Fn_3F,_5, onde Fj, €
obtida pela aplicacao da regra de desenho par—impar d palavra ty, (cf. Teorema 3.7).

4. A dimensdo do fractal F da palavra de Fibonacci é

Inp

3 Y 16379, ..
In(1+ v/2)

1+V5
2

em que p = ¢ o Numero de Ouro, definido na Segcdo 2.4.

Demonstragdo. A prova dos trés primeiros itens segue diretamente das propriedades ana-
logas para as palavras. Assim, vamos apenas dar uma nogao da prova do item (4). A
definigao precisa da dimensdo de um fractal pode ser encontrada em [6, §5.2]. Vamos
apenas adequar a notacgao 14 utilizada com a nossa e concluir a expressao acima.

Em [6, Proposition 12], encontramos que a dimensao de Hausdorff de um fractal,
construido utilizando um angulo « na regra par—-impar, é

In(—2 + /5)

In R ’

onde R ¢ o inverso do fator de escala da curva, dependendo de «, dado por

R= (1 + cos(ar) + \/(1 + cos())? + 1)1.

Em particular, para o nosso caso onde a = 7/2, temos R = 1/(1++/2) (cf. Teorema 4.15).
A seguir, lembrando que 29 = 1+ 5 e > = ¢ + 1, calculamos ¢® = 20 + 1 e

20 —3 = —2+ /5, e por meio de propriedades elementares do logaritmo, obtemos
In(—2++v5) In(-24++v5)  In(-24++v5)  In(2p—3)
InR 1“(1+1ﬁ) Inl—1In(1+ v?2) In(1+/2)
_In(2p—3)"Y) _ In(¢?) In g

= =3 ) O
In(1+v/2) In(1++v2) In(1++v?2)
Antes de tratarmos da similaridade do fractal, necessitamos de uma ferramenta para

gerar palavras a partir de outras. Mais precisamente, substituindo letras de uma palavra
por novas palavras, podemos criar repeticoes interessantes.
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fi 00— 1 0 —
noo— 1 0 o 1
|
W05 10 0, 1 05 1 o
|
.f'70106i(51001001

[\]
w
e~
ot
~
00
[\]
w

Figura 4.9: Substituigdo ¢(0) = 01, 0(1) =0 em f;

Proposicao 4.2. A substituicio o: {0,1}* — {0,1}* definida por o(0) = 01, o(1) =0
satisfaz o(fn) = far1. Consequentemente, o3(f,) = fnis-

Demonstracio. A prova é imediata, bastando observar que f; = 1, fo = 0 e assim,
o(fi)=0c(1)=0= fyeo(fe) =0(0) =01= fofi = f3. Ou seja, o reindexa a sequéncia
de palavras. Como f,11 = fnfa_1, 0 resultado segue. O

Exemplo 4.3. Aplicando ¢® na palavra f7, de comprimento Fy = 13, obtemos a palavra
f10, de comprimento Fjy = 55. De fato, decompondo f; em fatores e aplicando o trés
vezes, temos:

f7 01 00 10 10 01 00 1
o 010 0101 001 001 010 0101 0
o? 01001 010010 01010 01010 01001 010010 01

0% | 01001010 0100101001 01001001 01001001 01001010 0100101001 010

Fazendo a concatenacao das entradas da ultima linha da tabela acima, chegaremos exa-
tamente em f1g = 0100101001001010010100100101001001010010100100101001010.

Vamos explorar um pouco mais as transformacoes o, 02, 0%. Da tabela acima, podemos

ver que o e o2 nao preservam a paridade do comprimento das palavras. Por exemplo,

|01] = 2 (par), |o(01)] = 3 (impar), |02(01)| = 5 (impar).
No entanto,
o3(0) = 01001, o3(1) = 010,
03(00) = 0100101001, 03(01) = 01001010, 03(10) = 01001001,

ou seja, o® transforma os dois digitos 0 e 1 em palavras de comprimento {mpar (5 e 3,
respectivamente), e as trés palavras de comprimento 2 em outras de comprimento par.

Como toda palavra de comprimento par pode ser decomposta em fatores de compri-
mento 2, entdo sua imagem por ¢° também terd comprimento par. Procedendo de forma
andloga, concluimos que toda palavra de comprimento impar sera transformada em outra
também de comprimento impar. Assim, provamos o seguinte:
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Lema 4.4. Seja o: {0,1}* — {0, 1}* definida por o(0) = 01, o(1) = 0. Entao,
|03 (w)| = |w| (mod 2).

Observacao 4.5. Utilizando o lema acima, percebemos que o3, além de preservar pa-
ridade de comprimento, preserva também a paridade do indice inicial de qualquer fator
em uma palavra. Por exemplo, se w é um fator que se inicia na posigao i entdo o3(w)
tera inicio na posicao j, onde i, j possuem mesma paridade. Basta observar que o fator
anterior a w tem comprimento ¢ — 1 e aplicar o lema 4.4 a ele.

O angulo resultante. O éangulo resultante de uma palavra w é definido como sendo o
dngulo entre a direcdo inicial fixada (no nosso caso, norte) e a tltima diregdo atualizada
pelo ultimo digito de w. Denotaremos este dngulo por ang(w) e convencionaremos que
valores positivos sao medidos no sentido anti-horario.

Antes de fazermos alguns exemplos mais completos, observamos que as palavras uni-
tarias 0 e 1 fornecem:

ang(0) = —90° norte — leste
ang(1) = 0° norte — norte

Exemplo 4.6. Vamos calcular ang(w) para w sendo as palavras 00, 01 e 10. A figura 4.10
ilustra o calculo do angulo resultante em cada caso.

ang(00) = —90° 4+ 90° = 0° norte — leste — norte
ang(01) = —90° + 0° = —90° norte — leste — leste
ang(10) = 0° +90° = 90° norte — norte — oeste
90°
0
—90° 90° —90° 0° 0°

o O O
Figura 4.10: Angulo resultante das palavras: 00, 01 e 10

Observe que o digito 1 nao contribui tanto para o calculo do angulo, pois a direcao é
mantida, nesse caso. Isso nos permite quebrar uma palavra em fatores de comprimento
2 (possivelmente com um digito extra no final, se o comprimento for impar), calcular o
angulo em cada fator e somar. Vejamos um exemplo concreto:

ang(f4) = ang(010) = ang(01) + ang(0) = —90° — 90° = —180° = 180°.

A seguir, vamos analisar o comportamento do angulo pela acao de o3, ou seja, vamos
comparar ang(f,,) e ang(c>(f,)). Como podemos decompor f,, em fatores de dois em dois
digitos (e possivelmente um digito extra no final), comecamos analisando 0, 1,00, 01 e 10
(lembre que 11 nunca ocorre em f,,).
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—90° 1 0°

- O

0
—90°
sul

norte

@)

Figura 4.11: Angulo resultante da palavra 010

o3(0) = 01001 ang(0®(0)) = ang(01) + ang(00) + ang(1)
= —90° +0° + 0° = —90°
= ang(0)

o3(1) =010 ang(0®(1)) = ang(01) + ang(0)

= —90° — 90° = —180°

0(00) = 0100101001 ang(c*(00)) = ang(01) + ang(00) + ang(10) + ang(10) + ang(01)
= —90° + 0° + 90° + 90° — 90° = 0°
= ang(00)

03(01) = 01001010  ang(c®(01)) = ang(01) + ang(00) + ang(10) + ang(10)
= —90° + 0° + 90° + 90° = 90°
= —ang(01)

03(10) = 01001001 ang(c*(10)) = ang(01) + ang(00) + ang(10) + ang(01)
= —90° + 0° + 90° — 90° = —90°
= —ang(10)

Observagao 4.7. Para formalizarmos, escreveremos ang(v) = — ang(w) quando
lang(v) — ang(w)| = 180°,

e diremos que o dngulo é preservado ou invertido. Assim, o® preserva o angulo para 0 e
00 e inverte o angulo para 1,01 e 10.

Voltando a palavra fy, aplicando a fungdo angulo em f; = o3(f;) = ¢3(010), temos:

ang(c®(010)) = ang(0100101001001)
= ang(01) + ang(00) + ang(10) + ang(10) + ang(01) + ang(00) + ang(1)
= —90° 4+ 0° 4+ 90° + 90° — 90° 4+ 0° + 0°
= 0°.
Entao, o dngulo resultante é zero, ou seja, comegamos na dire¢ao norte (por convengao)

e terminamos na mesma diregdo. A figura 4.12 apresenta todas as informagdes descritas
nesse processo.
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O 2% O 2% T —O —0 T
O 1o O Pp—a-0 ) l — o p— 95
—-90° 0°  —90° 90°  0°  90°  0°  90° —90° ©0°  —90° 90° = 0°

0 1 0 0 1 0 1 0 0 1 0 0 1

impar par impar par impar par impar par impar par impar par impar
Figura 4.12: Angulo resultante de f;

Teorema 4.8. Para qualquer palavra de Fibonacci finita w, temos que
ang(o”(w)) = + ang(w). (4.1)

Demonstracio. Vamos analisar o que cada digito de w fornece apds aplicarmos 3. A
figura 4.9 pode ajudar.

Digitos 0. Sabemos que 02(0) = 01001 e entdo, cada 0 em w origina trés 0 em o3(w).
Como o? preserva a paridade dos indices dos digitos, entdo:

« cada 0 em w de indice impar (resp. par) origina trés 0 em o*(w), os dois primeiros
em posigoes impares (resp. pares) e o terceiro, em posigao par (resp. impar).

Logo, ang(01001) = ang(0) (como ji sabiamos) pois os dois tltimos 0 cancelam os
angulos, pelas paridades diferentes nos seus indices.

Digitos 1. Como ¢(1) = 010, cada 1 em w origina dois 0 em ¢*(w). Como ¢ preserva
a paridade dos indices dos digitos, entao:

 cada 1 em w de indice fmpar (resp. par) origina dois 0 em ¢3(w) em posigoes fmpares
(resp. pares).

Logo, ang(010) = £180°. Vale observar que a quantidade de digitos 1 em w e a
paridade de suas posicoes influenciam no célculo do angulo resultante de o®(w). No
entanto, o que importa é que sempre teremos um multiplo de 180° (possivelmente zero),
ou seja, ang(o3(w)) = + ang(w). O

Uma prova alternativa, caso w tenha comprimento par, pode ser dada. Até o momento,
nao conseguimos adaptar o argumento para o caso de comprimento impar. Podemos
escrever

w=s-- Sk S €{00,01,10},
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ou seja, concatenagao dos fatores basicos de comprimento 2. Como ang(00) = 0°, pre-
cisamos apenas dos outros dois fatores que, como calculado anteriormente, satisfazem
ang(03(01)) = —ang(01) e ang(c(10)) = — ang(10). Assim:

ang(w) = Z ang(s;) = — Z ang(o3(s;)) = —ang(o®(w)).

$;7#00 $;7#00

Observagao 4.9. A curva F, é construida iterativamente, assim como a palavra de Fibo-
nacci f,. Para termos uma semelhanca entre duas tais curvas, precisamos encontrar uma
substituicdo que transforma a palavra f,, em outra palavra f,, e garanta a alternéncia par
ou impar requerida pela regra de desenho par-impar da tabela 4.1. Mas isso é exatamente
o que ocorre com o>, definida no lema 4.4.

O teorema anterior pode ser refinado, detalhando mais o que acontece com os angulos
resultantes de f, e 03(f,), dependendo de n. Aparentemente,

ang(fax) = —ang(o”(fsr)),
ang(fapr1) = ang(o®(faes1))  (mod 180°),
ang( far+2) = ang(g3(f3k+2)),

Com a ajuda de um programa Python, calculamos tais angulos para n = 1,..., 20,
podendo assim confirmar as regras acima.

n= 3 ang(w)= -90 ang(sigma~3(w))= 90
n= 6 ang(w)= 90 ang(sigma~3(w))= -90
n= 9 ang(w)= -90 ang(sigma~3(w))= 90

n= 12 ang(w)= 90
n= 15 ang(w)= -90
n= 18 ang(w)= 90

ang(sigma~3(w))= -90
ang(sigma~3(w))= 90
ang(sigma~3(w))= -90

n= 1 ang(w)= 0 ang(sigma~3(w))= -180
n= 4 ang(w)= -180 ang(sigma~3(w))= 0
n= 7 ang(w)= 0 ang(sigma~3(w))= -180
n= 10 ang(w)= -180 ang(sigma~3(w))= 0
n= 13 ang(w)= 0 ang(sigma~3(w))= -180
n= 16 ang(w)= -180 ang(sigma~3(w))= 0
n= 19 ang(w)= 0 ang(sigma~3(w))= -180
n= 2 ang(w)= -90 ang(sigma~3(w))= -90
n= 5 ang(w)= -90 ang(sigma~3(w))= -90
n= 8 ang(w)= -90 ang(sigma~3(w))= -90
n= 11 ang(w)= -90 ang(sigma~3(w))= -90

n= 14 ang(w)= -90
n= 17 ang(w)= -90
n= 20 ang(w)= -90

ang(sigma~3(w))= -90
ang(sigma~3(w))= -90
ang(sigma~3(w))= -90

Proposicao 4.10. Se p é um palindromo de comprimento par, entdo ang(p) = 0°.

Demonstrag¢io. Escrevemos |p| = 2n, para n > 1. Para i = 1,...,n, temos 0os mesmos
digitos d; = ds,_;4+1 € como os indices i e 2n — i+ 1 tém paridades contrarias, entdao
ang(d;) e ang(dgn—i+1) se cancelam (ou sao nulos). Dai, ang(p) = 0°. O
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Vimos que o preserva ou inverte o angulo resultante, isto implica que a imagem de
um padrao por o é autossemelhante a este mesmo padrdo por uma simetria axial. Desde
que f, = 03(fa_3), entdo F, serd semelhante a curva JF,_s. Isso nos leva a trés tipos de
padrdes no fractal da palavra de Fibonacci: F3,, Fani1 € Fanio. Observe os padroes nas
figuras abaixo.

Fractal da palavra de Fibonacci fi5 de comprimento Fi5 =610 Fractal da palavra de Fibonacci f1g de comprimento F1g = 2584

— fia f7
— fi3 — fis

Figura 4.13: Fractais do tipo F3i

Fractal da palavra de Fibonacci f15 de comprimento Fi6 = 987 Fractal da palavra de Fibonacci fi9 de comprimento F19 = 4181

— fis — fig
— fia — fi7

Figura 4.14: Fractais do tipo F3pi1

(em branco)
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Fractal da palavra de Fibonacci f;; de comprimento Fy7 = 1597 Fractal da palavra de Fibonacci f,o de comprimento F,o = 6765

— fi6 — fig

— fi5 — fig

Figura 4.15: Fractais do tipo F3xio

Observagao 4.11. As curvas geradas a partir das palavras f,, possuem a caracteristica da
autossemelhanca, mas esse padrao vem da construcao das palavras, ou seja do morfismo
aplicado no alfabeto definido ¥ = {0,1}. Pelo Teorema 3.5, temos que a palavra é
decomposta em f, = f_3fn-3fn-6tn-3ln—3 € pp = pn—3abpn—3pfn—6pn—3bapn—37 onde p;c =
baprab = ba fy.

Exemplo 4.12. Vamos exemplificar a autossemelhanca na palavra fo3. Fazendo substi-
tuigoes sucessivas, encontramos varias palavras da mesma familia dentro de uma palavra
de comprimento maior. Por exemplo,

f23 = f22f21 = f21f20f21 = f21f18f17f18f21 = f21f18f15f14f15f18f21 =
f21f18f15f12f11f12f15f18f21-

Podemos destacar na sequéncia acima as palavras fi1, fi4, fi7 € foo, que geram as curvas
Fi1, Fia, Fi7 € Foo de comprimentos | f11| = 89, |fi4] = 377, | fi7z] = 1597 e | fao| = 6765.

:!'. '!: :!' .'!: 5T
et

Figura 4.16: Semelhanca entre Fas, Fao, Fi7, Fi4

(em branco)
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4.3 Estrutura do fractal

Vamos estabelecer alguns resultados sobre a estrutura do fractal F,, separadamente,
dependendo se n = 0,1,2 (mod 3). Lembramos que

Pn = Dn—3abPp_3Ph_cPn—30aDn—3,

onde p). = baprab = ba fy.

A estrutura do fractal F3;,5. Sem perda de generalidade, e por facilidade, comecamos
examinando k = 7, ou seja, Fa3. Neste caso, temos

P23 = P2010pa0p]7P2001 P20, (4.2)

onde as subpalavras 10 e 01 sdo fundamentais.

f20 f20 fiz t20 tao

curva curva

P20 P20 P20 curva P20

(comp. {fmpar) adir. ()lll]).’l’lll]);l! ) leste leste (comp. impar) a dir. (comp. fmpar) & esq.
Lol fofsfofofJofefolffJofsfoJofoJefofJofofs]
fmpar fmpar par {mpar par par impar par par fmpar par par ifmpar par {mpar fmpar par {mpar

Figura 4.17: Decomposi¢ao de fo3 em palindromos

Como o comprimento de pag é Foy — 2 e 20 ndao é multiplo de 3 (ver Observagao 2.1,
p. 15), entdo pyy tem comprimento impar e seu tltimo digito ocupa uma posi¢do impar.
Logo, o primeiro digito 0 em destaque em (4.2) ocorre também em posigao impar e serd
responsavel por uma curva a direita, conforme a regra da tabela 4.1.

L20 L2O

I Lo |

Figura 4.18: Estrutura do fractal F3
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A figura 4.18 mostra a ligacdo entre cada fator e o padrao correspondente na curva.
A primeira parcela psy (em azul) comega e termina para o norte e o fator 10 produz a
curva pra direita. Como o segundo fator psy (em laranja) inicia em entrada par, a posigao
dos digitos 0 ocorrera em paridades trocadas, ou seja, curvas a direita serdo trocadas por
curvas a esquerda e vice-versa. Isso significa que houve uma reflexdo desse padrao em
torno da diagonal.

A figura 4.19 mostra as duas curvas Fy (nas cores azul e laranja), que estao presentes
na decomposicao de Fo3. Observe que a curva laranja é obtida a partir da azul por
meio de uma reflexao em relacdo a diagonal. Assim, seu primeiro segmento é na direcdo
leste, compativel com a ultima direcdo na curva azul, de modo a termos uma perfeita
concatenacao. Em outras palavras, a diregdo inicial em pyy é norte (por convengao) e
como ang(pyg) = 0° entdo a primeira curva a direita mencionada é norte — leste, conforme

ilustra a seta na figura 4.18.

Figura 4.19: Eixo de simetria

Analisando o final da palavra fs3, podemos entender como sao os ultimos dois segmen-
tos do fractal Fo3, que terminara em uma curva a esquerda, ou seja, sul — leste, conforme
vemos na figura 4.20.

curva
a esq.

!

0 0 1

bt

par par impar

P20
thp. impar)

Figura 4.20: Anélise das ltimas letras da palavra fo3

A estrutura do fractal F3.,;. Analogamente ao que fizemos anteriormente, porém
de um modo mais sucinto, analisamos como os padroes sao produzidos nos fractais desta
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familia. Novamente, por simplicidade, analisamos o caso de fss, cujos digitos sao como
na figura 4.21.

fio fie 19

P1o curva curva curva curva P1o curva

(comp. fmpar) & esq. a dir. a dir. & esq. (comp. impar a dir.

- | | | | |

ol fodo e fo oo e[ fefofofJofefofof-fo]:]o
f fort bt ot for ot fotr oot

impar impar par {mpar par par {mpar par par {mpar par par impar par {mpar impar par {mpar

Figura 4.21: Decomposi¢ao de fy5 em palindromos
A seguir, os cinco padrdes posicionados, com as curvas representadas pelas setas.

i) 1

[ simrétriqo do padr
padrao| pig

simdtrico do %M%g
padiio pig

padr

E

Figura 4.22: Estrutura do fractal Fa

Na figura 4.21, podemos ver que os digitos do segundo padrao psg ocorrem em posigoes
de paridades alternadas com relagdo ao primeiro padrao. Isso troca todas as curvas
descritas pelos 0’s e faz com que o padrao se desenvolva para a esquerda e depois para
cima, visualmente se parecendo com um canto inferior esquerdo. Ou seja, o segundo
padrao é uma reflexdo do primeiro, como vemos na figura 4.23, cuja parte destacada
mostra mais de perto a simetria. Note também que o primeiro segmento na juncao dos
padroes é para o norte, compativel com o fato de que ang(f19) = 0°.

Ressaltamos que o padrao em cinza é apenas a translacao do azul, para ilustrar a
reflexao, e nao faz parte do fractal.

(em branco)
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Figura 4.23: Padrdo na construcao inicial de Fae, com destaque para a (reflexdo na)
juncao

Observe que o segundo padrao (laranja) parece ter sido obtido do primeiro (azul) por
meio de uma rotacao de 90° no sentido horario ao redor do canto superior direito. Mas
isso ndo é o caso, como mostra a parte cinza (rotagido da azul) em detalhe na figura 4.24.

Figura 4.24: Padrao na construcao inicial de Fsy, com destaque para a (rota¢ao na) jungao

O proximo passo é a jungao do segundo padrao (laranja) com o terceiro padrao (verde),
que é produzido pelo fator fi5. Mas, como podemos ver na figura 4.21, tal fator comeca
em posi¢ao impar, e portanto mantém a paridade dos 0’s que aparecem em fi5. Ou seja,
o padrao verde é exatamente uma cépia transladada para o ponto final do padrao laranja,
sem sofrer reflexdo. Como o dngulo de ang( fi9f19) = 0°, entdo também nao héa rotagdo,
ou seja, a construgao inicia-se para o norte. Em resumo, Fig € inserido fielmente naquela
posigao.
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Observacgao 4.13. Apesar de Fig e Fig serem visualmente iguais, ou seja, o primeiro
aparenta ser um canto superior esquerdo enquanto o segundo, um canto inferir direito,
conforme a figura 4.25, nenhuma transformagao geométrica aplica uma curva na outra,

pois elas possuem comprimentos distintos. O que ocorre, de fato, é que Fig é o inicio
de .Flg.

Fractal da palavra de Fibonacci fig de comprimento Fi6 = 987 Fractal da palavra de Fibonacci fi5 de comprimento Fig = 4181

— fis — fis
fa fi7

Figura 4.25: Comparativo entre Fig e Fig

A estrutura do fractal F3,. As curvas dessa familia possuem uma caracteristica pe-
culiar, pois as palavras f3; possuem comprimento par, bem como seus palindromos psy.
Logo, podemos dividir p3; exatamente em duas partes simétricas.

A figura 4.26 mostra a divisdo de fy; em duas metades simétricas, onde destacam-se
os dois ‘digitos centrais’, que necessariamente formam o fator 00, j4 que devem ser iguais
(pela simetria) e 11 nunca ocorre.

fis fis tis

curva

pis ¢ curva Pis curva

(comp. par) a esq. oeste oeste a dir. (comp. par) a dir.

: | | ! : |
Lol ol efofofJofs]fofoffefo]-fofofsfof-Jofo]:
t bttt tt bt bttt ot ot
fmpar par {mpar par {mpar par {mpar par {mpar par {mpar par {mpar par {mpar par

Figura 4.26: Decomposicao de fy; em palindromos

Ainda, se analisarmos o que ocorre no fator 00 com relacao aos giros, este produzird
uma ‘meia volta’, ja que sao dois 0’s consecutivos em paridades diferentes (par-impar ou
impar-par). Portanto, toda a curva construida até a primeira metade, serd construida de
tras para frente na segunda metade, porém apds uma rotacao de 180°.

As propriedades descritas acima, que sao exclusivas das palavras f3;, fazem com que
a curva JF3; tenha uma simetria com relacao ao ponto central.

Os dois primeiros fatores pig estdao conectados pelo fator 10 que, como descrito na
figura 4.26, representa uma curva a esquerda. Por outro lado, para os dois tltimos fatores,
teremos uma curva a direita.

Por fim, o fator p}; entre os dois fatores p;s ndo sofre a agdo de nenhum giro, ja
que nao ha fatores que os conecta. Apenas os digitos 1 nas suas extremidades mantém
as direcoes, que sao oeste. Este tultimo fato pode ser justificado calculando o angulo
resultante ang(p;s10p1s) = ang(10) = 90°, pois pis é palindromo de comprimento par
(Proposicao 4.10). Assim, temos a resultante norte — oeste.
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Figura 4.27: Estrutura do fractal F5;

O resultado a seguir resume toda a discussao acima, sobre a estrutura das curvas JF,,
e encerra a analise geométrica delas explicitando as simetrias encontradas.

Teorema 4.14. A curva F,, tem uma simetria central se o niumero de Fibonacci F, é
par e uma simetria axial, se o numero de Fibonacci F,, € impar. Mais precisamente:

o Fap € simétrica com relacao a um ponto central;
o Fapi1 € simétrica com relagdo a uma diagonal;
o Fikio € simétrica com relagio a wma vertical ou horizontal.

Demonstracdao. A prova nada mais é do que um resumo do que discutimos anteriormente
nesta secao. Primeiramente, lembre que F,, é par se, e somente se, n = 3k. As simetrias
vém do fato de p, = ¢(f,,) ser um palindromo, cujo comprimento é F,, — 2, ou seja, f, e
pn tém comprimentos de mesma paridade.

Para n = 3k, p, tem comprimento par e com isso a paridade das posicoes dos digitos
0 nao ¢é preservada, ou seja, para cada 0 em posicao par na primeira metade de p,,
encontramos um 0 simétrico em posicao impar na outra metade, e vice-versa. Isso faz
com que a a¢ao tomada pela regra de desenho par—impar seja revertida na segunda metade
da curva. Temos dai uma simetria central em Fj;, ilustrada na figura 4.28.

(em branco)
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AI

Figura 4.28: Simetria nas familias Fs

Para n = 3k + 1 ou n = 3k + 2, os palindromos e as respectivas curvas possuem
comprimento impar. Logo, além de um digito central, os demais se dividem em dois grupos
simétricos, que ocorrem em posi¢oes de mesma paridade, ou seja, para cada 0 em posicao
par (resp. impar) teremos um 0 simétrico igualmente em posi¢ao par (resp. impar). Com
isso, os giros realizados na primeira metade da curva vao se repetir na segunda metade,

resultando em uma simetria axial, como mostram as figuras 4.29 e 4.30. O
S -
A .

Figura 4.29: Simetria nas familias Fzgi1
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Figura 4.30: Simetria nas familias Fsxio

4.4 Dimensoes do fractal

A seguir, apresentamos alguns calculos relativos as dimensoes dos fractais F,,. Em
alguns casos, dividiremos os resultados de acordo com as trés familias de fractais.

Teorema 4.15. O fator de escala entre F,, e Fp_5 é 1+ /2.

Demonstragao. Ja sabemos que F,, é a concatenacao de 4 copias de F,,_3 e 1 cépia de
Fn_g, como mostra por exemplo a figura 4.7 na pagina 33.

Seja L, a largura do fractal F,,, do primeiro ao ultimo segmento desenhado. Desde
que o sufixo ab s6 pode ser 01 ou 10, deduzimos que as duas primeiras copias de P,_s3
sao sempre ortogonais entre si, onde Pj, denota a curva obtida do palindromo pj presente
em fr. Em outras palavras, sempre ha uma rotagdo de £90° entre estas duas primeiras
cHpias. A mesma deducdo serve para as duas ultimas cépias de P, _s.

A seguir, vamos argumentar para cada uma das 3 familias de curvas.

Familia Fap,o. A figura 4.31 ilustra o caso para Fa3 e ajuda a dedugao no caso geral.
Entao, a largura L, pode ser escrita como

Ln = 2Ln_3 + Ln_G. (43)

Por outro lado, o fator de propor¢ao p entre duas curvas pode ser obtido por meio da
razao entre as larguras, ou seja:

P= Ln—3 - Ln—6.

Usando (4.3) e a igualdade acima, p deve satisfazer

{an—S =2L, 3+ Ln—Ga
Ln—6 - Ln—3/p7
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, Los |

Figura 4.31: Dimensoes do fractal Fa3

ou seja, deve ser a solucao positiva da equacdo p? = 2p+ 1, que facilmente se resolve para

p=1+\/§.

(em branco)
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Familia F3ry1. A Unica coisa que precisamos notar é que ainda continua valida a relagao
da equagdo (4.3). A partir dai, o cdlculo do fator de propor¢ao p é o mesmo. A figura 4.32
ilustra a situagao, na qual tem-se Loy = 2L19 + L.

| Lo |

Figura 4.32: Dimensoes do fractal Fao

(em branco)
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Familia F3i,. Novamente, a relagdo (4.3) é valida, como mostra a figura 4.33 para o caso
k=T1.

simétrico do
padrao pis

e—— L1g—>

pad.
Pis

simétrico do|
padrao pis

—— Li1g—< L15™

e |

: e

i 5 7] fas

| e EARA|
Loy >

Figura 4.33: Dimensoes do fractal Fy;

Em resumo, para qualquer familia, usando as curvas que compoem o fractal, observa-
mos a validade da relagdo da equacao (4.3), o que garante que o fator de escala sempre é

p=1++2. O

A seguir, estudamos a proporg¢ao entre a largura e a altura de uma curva de Fibonacci.
O ponto principal é lembrarmos que as larguras de curvas de uma mesma familia se
relacionam pelo fator de escala, ou seja, L, = pL,_3, e analogamente para as alturas.

Teorema 4.16. A razdo entre a largura e a altura do retangulo minimal de Fapio € V2.
Demonstragao. Usando como referéncia a figura 4.31, temos que a altura do fractal F,, é
H,=H, 3+ Ly_3.

Pelo Teorema 4.15, o fator de escala entre F, e F,,_3¢é p =1+ V2. Entao

1 1 1
14++2 142 14++/2

o que nos leva a L, /H, = /2, para n = 2 (mod 3). O

(H, + L,),
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Teorema 4.17. A razdo entre a largura e a altura do retangulo minimal de Fzpiq € 1.

Demonstragio. Usando como referéncia a figura 4.32, temos que a altura do fractal F,, é
H, = anB + Ln73 + Hn76-

Pelo Teorema 4.15, o fator de escala entre F, e F, 3ép=1+ V2. Entéo

(Ln + Ha(1+ .

1
B o5

1 1 1 1
H ——— H,+—— L, + —
1++/2 1++/2 (1++2 1++/2

ou seja,

(1+V2)H, — (1 + H, = Ly,

: )
1—}—\/5
o que nos leva a

L, 1
NS R—
H, V2 1++2

de onde segue que L, /H, =1, para n =1 (mod 3). O
Teorema 4.18. A razio entre o largura e a altura do reténgulo minimal de Fa € 14/2.

Demonstragio. Usando como referéncia a figura 4.33, temos que a altura do fractal F,, é
H,=2L, 3+2H,_3— H, .

Pelo Teorema 4.15, o fator de escala entre F, e F, 3¢ép=1+ V2. Entéo
2 2 1

Hn = *Ln + *Hn - 72Hna
P P P
ou seja,
L, _(p+1)
H,  2p
de onde conclui-se o resultado para n =0 (mod 3), apds manipulagoes algébricas. ]

Variagoes horizontal e vertical. Um modo de percebermos o comportamento dos trés
tipos de fractais Fai, Farr1 € Fapro € analisarmos a variacdo em z e y nas coordenadas
dos pontos do fractal. Lembramos que os segmentos na respectiva curva sao obtidos por
meio das direcoes resultantes de cada digito da palavra. Se somarmos os vetores diretores
fornecidos por cada digito e analisarmos as componentes horizontal e vertical, podemos
perceber se o fractal é mais “largo”, mais “alto” ou quase um “quadrado”. Claro que
as razoes calculadas nos Teoremas 4.16, 4.17 e 4.18 fornecem essa informagao. Porém,
optamos por apresentar aqui esses fenomenos de um modo mais visual, ou seja, a partir
do grafico das variagoes Ax e Ay.

Observe que para n = 20 = 3 x 6 + 2, o grafico de Az (figura 4.34 (direita)) possui
um eixo de simetria vertical, compativel com o fato do fractal F5y avancar para leste e
depois para oeste.
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Fractal da palavra de Fibonacci fi; de comprimento Fyg = 2584 Fractal da palavra de Fibonacci fig de comprimento Fq = 4181 Fractal da palavra de Fibonacci o de comprimento Fz = 6765

Variacao horizontal-vertical do fractal para N =18 Variagao horizontal-vertical do fractal para N =19 Variagao horizontal-vertical do fractal para N =20

— Ax — Ax —— DX
— by — by — by

Figura 4.34: Variacoes horizontal e vertical dos fractais

4.5 Sistemas-L

O Bidlogo Aristid Lindenmayer (1925-1989) criou o sistema Lindenmayer em 1968,
como forma de padronizar o crescimento de uma bactéria. Fundamentalmente, um
Sistema-L. é um conjunto de regras que descrevem como transformar iterativamente uma
sequéncia de simbolos, chamada também de “string”. Cada regra, conhecida como produ-
¢ao, descreve a transformacao de um simbolo em outro simbolo ou em séries de simbolos
ou em simbolo algum. Em cada iteragdo a producao é aplicada em cada caractere si-
multaneamente, resultando em uma nova série de simbolos. Em [7] podemos obter mais
detalhes sobre esse assunto.

Inicialmente, as situacoes modeladas com sistemas-L. eram ilustradas listando as su-
cessivas palavras geradas ao longo do processo iterativo. Para se obter uma visualizacao
adicional era necessaria a interpretagdo humana das letras como sendo médulos diferentes,
através da imaginacao ou de desenhos manuais [8, p. 29].

Na figura 4.35 temos um exemplo simples desta abordagem aplicado a criagdo de
uma imagem esquematica da Anabaena catenula. As letras a e b, que representam o
estado das células (o seu tamanho e a sua disposi¢ao para se dividirem), sdo representadas
graficamente como retdngulos curtos ou longos. Os indices [ (“left”) e r (“right”) indicam
a polaridade das células, especificando a posicao onde as células filhas serdo criadas.

A situacao representada na figura 4.35 é modelada pelo seguinte sistema-L:

« Alfabeto: {a,,a;,b,, b}
e Axioma: a,

e Regra (ou morfismo): P;: a, — a;b,
Py a; — ba,
P;: b, — a,
Py b — q

As estruturas geradas constituem cadeias unidimensionais de retangulos, reproduzindo
assim a sequéncia de simbolos das palavras correspondentes. Contudo, o modelo apresen-
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Figura 4.35: Esquema de crescimento de Anabaena catenula

tado nao exige que os filamentos sejam retilineos, sendo assim pode-se fazer uma repre-
sentacao curvilinea dos mesmos, aproximando-a mais das imagens reais destes organismos
microscopicos.

Sistemas-L. envolvem trés principais componentes:

Alfabeto: um conjunto de caracteres que podem ser incluidos em uma sentenca. Por
exemplo {4, B, C}.

Axioma: a sentenca que descreve o estado inicial do sistema. Por exemplo usando o
alfabeto {A, B, C}, alguns axiomas sao AAA, B ou ACBAB.

Regras: sao agoes aplicadas recursivamente nos axiomas, gerando novas sentencas, em
que serao aplicadas novamente as regras, e assim por diante. Uma regra de sistema-
L inclui duas sentencas, uma antecessora e uma sucessora. Por exemplo, com a
regra A — AB, a qualquer momento em que A é encontrado em uma string, ele é
substituido por AB.

Vamos ver a aplicacao desse modelo para a construgao do famoso Conjunto de Cantor.
Exemplo 4.19. Considere os seguintes componentes:

« Alfabeto: {A, B}

o Axioma: A

« Regra (ou morfismo): A — ABA
B — BBB

Assim, partindo do axioma e aplicando sucessivamente o morfismo, obtemos varias
strings. Vejamos as primeiras:
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n  String

0 A

1 ABA

2 ABABBBABA

3 ABABBBABABBBBBBBBBABABBBA

Podemos visualizar o procedimento acima se associarmos algo geométrico ao morfismo.
Nesse caso, definimos o seguinte:

Letra Acao
A Desenhe um segmento
B Siga em frente sem desenhar

Agora, vamos substituir cada letra do alfabeto pela agao correspondente. Com isso,
temos o Conjunto de Cantor, que é um dos primeiros fractais descobertos na Matematica
moderna. Ele foi desenvolvido em 1883, pelo matemético alemao George Cantor (1845
1918). A figura 4.36 apresenta o inicio da construcao desse conjunto.

A
A B A
A B A B B B A B A
B

A BBBABADBUBIBIBIBIBIBIBIBABAIBIBIBAIBA

Figura 4.36: Conjunto de Cantor

De uma maneira menos formal, o conjunto de Cantor pode ser construido a partir de
um segmento unitério (etapa 1) em que se retira o terco médio (etapa 2), restando 3. Nas
etapas seguintes, esse processo se repete, ou seja, na etapa 3 teremos % — % = %. Na etapa
4, % — % X % = 2—87, e assim sucessivamente.

Ha varios fractais que podem ser obtidos usando este mesmo método. A curva de
Hilbert é um deles. Esse fractal, também conhecido como curva de preenchimento do
plano de Hilbert é um fractal que foi descrito pelo Matematico alemao David Hilbert em
1891, como uma variante da Curva de Peano, que foi descoberta por Giuseppe Peano em
1890.

Para obtermos esta curva utilizando o sistema-L, vamos usar a abordagem da rescrita
de vértices, que consiste na substituicao dos vértices da figura obtida na iteracao anterior
por novas figuras.

Exemplo 4.20. Considere os componentes:
o Alfabeto: {F, L, R, +, -}
o Axioma: R

» Regra (ou morfismo): P;: L — +RF-LFL-FR+
P5: R — -LF+RFR+FL-



Sistemas-L 58

R

Figura 4.37: Curva de Hilbert: primeiros estagios

O conceito central do Sistema-L é a reescrita. Em geral, a reescrita é uma técnica
usada para definir objetos complexos substituindo sucessivamente partes de um simples
objeto inicial usando um conjunto de regras de reescrita ou producao.

O exemplo classico de um objeto grafico definido em termos de regras de reescrita é a
curva “floco de neve”, proposta por Von Koch em 1905. De acordo com Mandelbrot em [9],
sua construcao comecga com um iniciador e um gerador. A cada etapa, a figura é quebrada
e uma nova copia do iniciador ¢ inserida, dando assim a nogao de autossemelhanca.

R 0

Figura 4.38: Floco de neve de Koch e suas variacoes

Ha& varios outros fractais que podem ser obtidos usando este método. Apéds a incorpo-
racao de caracteristicas geométricas, modelos de plantas usando o Sistema-L se tornaram
detalhados o bastante para permitir o uso de computacao grafica para uma visualizacao
realista de suas estruturas e processos de desenvolvimento.

A computacao grafica se tornou uma grande aliada em pesquisas cientificas e em
validagoes de modelos. Através dela, a exibicdo de parametros e processos nao observados
diretamente ou organismos vivos podem ser assistidos em uma anélise de sua fisiologia, e
isto se torna uma valiosa ferramenta com objetivo educacional.

A busca pelo fotorrealismo desafia a modelagem e algoritmos de renderizagao, en-
quanto o afastamento do realismo pode oferecer uma visao de novas estruturas.

A nocao do Sistema-L é parte da teoria de linguagem formal e envolve varios métodos
de Matematica geral. Fractais gerados por computacao grafica estao em toda parte, desde
desenhos irregulares em posteres de computadores e até no mais sério jornal de Fisica.

O interesse sobre o assunto continua crescendo entre pesquisadores, artistas e designers.
O assunto é rico e ainda ha espago para muita pesquisa, além disso, pode ser relacionado a
varias areas do conhecimento, como Quimica, Biologia, Fisica, Elétrica e até com a Arte.
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