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Resumo

O presente trabalho mostra como o estudo dos Polinémios nos fornece resultados
importantes para a modelagem e resolucao de problemas diversos. Dentre esses resultados
estao a Divisao Euclidiana, as Relagoes de Girard, as Equagoes Polinomiais de 2° e 3° graus
e suas férmulas resolutivas. Mostramos aplicagoes desses resultados no desenvolvimento
de um método alternativo as formulas de Cardano e na construcao de reticulados densos
e reticulados bem arredondados estabelecendo assim uma interessante relacao entre a
Algebra e a Geometria. Apresentamos ainda a sugestao de diversos problemas e atividades
para serem desenvolvidos com os alunos do Ensino Médio.

Palavras-chave: Algebra, Polinémios, Equagdes Polinomiais, Férmulas de Cardano,
Reticulados.



Abstract

The present work shows how the study of Polynomials provides us with important
results for the modeling and resolution of diverse problems. Among these results are the
Euclidean Division, the Girard Relations, the 2nd and 3rd degree Polynomial Equations
and their solving formulas. We show applications of these results in the development
of an alternative method to Cardano’s formula and in the construction of dense lattices
and well-rounded lattices, thus establishing an interesting relationship between Algebra
and Geometry. We also present the suggestion of several problems and activities to be
developed with high school students.

Keywords: Algebra, Polynomials, Polynomial Equations, Cardano’s Formula, Lattices.
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1 Introducao

Neste trabalho apresentamos um estudo sobre polinémios com aplicagoes na resolucao
de problemas diversos e na construcao de reticulados em R? e R3. Além disso, ao final
do trabalho, apresentamos sugestoes de exercicios e atividades para serem aplicadas no
Ensino Médio.

Na BNCC, o estudo dos polinomios e equacoes polinomiais esta previsto tanto para
o Ensino Fundamental como para o Ensino Médio. Em seu texto é dito que “No Ensino
Fundamental — Anos Finais, os estudos de Algebra retomam, aprofundam e ampliam o
que foi trabalhado no Ensino Fundamental — Anos Iniciais.” [7, p. 270]. Embora no Ensino
Médio nao haja essa divisao das habilidades em unidades tematicas, nas consideracoes
sobre a organizacao dos curriculos de matematica para o Ensino Médio, encontramos a
sugestao de organizar esses curriculos em unidades semelhantes as do Ensino Fundamental,
sendo uma delas Numeros e Algebra. Além disso, sdo descritas habilidades que apontam
claramente para o estudo dos polindmios e equacoes polinomiais no Ensino Médio como,
por exemplo, a habilidade “(EM13MAT302) Construir modelos empregando as fungoes
polinomiais de 1° ou 2° graus, para resolver problemas em contextos diversos, com ou sem
apoio de tecnologias digitais.” [7, p. 536].

Para o que diz respeito as aplicagoes do estudo dos polinémios na resolucao de equagoes
polinomiais de 3° grau e na construcio de reticulados em R? e R3, consideramos a Lei
n° 13.415/2017, conhecida como a lei do Novo Ensino Médio, a qual estabelece que o
curriculo de Ensino Médio deve ser composto pela BNCC e por itinerarios formativos
que podem servir, dentre outras opgoes, ao aprofundamento académico em uma ou mais
dessas areas.

Considerando o que esta previsto sobre o estudo de polindémios na BNCC e a exis-
téncia de itinerarios formativos de matematica onde esse estudo pode ser aprofundado,
apresentamos, ao final do trabalho, sugestoes de problemas e atividades relacionadas a
polindémios para serem aplicadas no Ensino Médio e que sirvam tanto ao desenvolvimento
das habilidades previstas na BNCC quanto ao aprofundamento académico num itinerario
formativo de matematica.

Com relacao a estrutura do trabalho, no Capitulo 2 apresentamos alguns resultados
sobre polindémios e equacoes polinomiais que serao importantes para a compreensao e
desenvolvimento dos capitulos posteriores. No Capitulo 3 aprofundamos a andalise das
equagoes polinomiais do 3° grau, apresentando um método alternativo as férmulas de
Cardano que torna mais simples, de um ponto de vista computacional, a resolucao de
equagoes do 3° grau com coeficientes reais onde nao configuram o termo do 2° grau. No
Capitulo 4 aplicamos os conceitos estudados no Capitulo 2 para obter reticulados densos
e reticulados bem arredondados, via raizes de polinomios de 2° e 3° graus. Finalmente, no
Capitulo 5 sugerimos atividades para serem desenvolvidas por alunos do Ensino Médio.
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2 Polinomios

Neste capitulo apresentamos alguns resultados elementares sobre polinémios com coefi-
cientes em QQ, R e C. Tais resultados sao, sempre que possivel, estendidos para polindmios
sobre Z e outros resultados para polindémios sobre esse conjunto sao apresentados a fim de
propiciar uma melhor compreensao dos capitulos posteriores. Em seu desenvolvimento,
toda vez que uma propriedade for valida para polinomios sobre Q, R e C, escreveremos
apenas K para de denotar tais conjuntos. Para a elaboragao deste capitulo usamos as
seguintes referéncias: [21], [20], [16], [15], [6], e [5].

2.1 Definicoes e propriedades basicas

Definigao 2.1. Uma sequéncia infinita (ag,ay, as,...) de elementos de K é dita quase
toda nula se existir n > —1 tal que

Apt1 = Apy2 = Qpq3 =« 0 = 0.

Em palavras, uma sequéncia (ag, a1, as, ... ) é quase toda nula se todos os seus termos,
de uma certa posicao em diante, forem iguais a zero. Por exemplo, as sequéncias

(0,0,0,0,0,0,...) e (1,2,3,...,n,0,0,0,...)

sdo quase todas nulas; por outro lado, a sequéncia (1,0,1,0,1,...), com 1’s e 0’s se
alternando indefinidamente, nao é quase toda nula.

Defini¢ao 2.2. Um polindémio sobre (ou com coeficientes em) K é uma soma formal
f = f(X) do tipo

f(X)=ao+ a1 X +aX?+as X+ = Zaka,

k>0

onde (ag, ay, as, ... ) é uma sequéncia quase toda nula de elementos de K e convencionamos
X%=1e X! = X no somatério acima.

Observacgao 2.3. Na Defini¢ao 2.2 ; X é um simbolo qualquer. Em particular, X nao
representa uma variavel.

Definigdao 2.4. Os polindmios f(X) = Yo X® e g(X) = 320 bk X" sobre K sdo
iguais se, e s6 se, a; = b, para todo k£ > 0.

Dado um polindémio f(X) = ag + a1 X + a2 X? + a3 X? + - -+ sobre K, adotamos as
seguintes convencoes:

12
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1. Os elementos a; € K sao chamados de os coeficientes de f. As parcelas a; X" sao
chamadas de termos e os termos a; X", tais que a; # 0 sao chamados monémios de
grau ¢ do polinémio f.

2. Quando a; = 0 omitiremos, sempre que for conveniente, o termo a;X*. Em parti-
cular, como a sequéncia (ag, ay,as, ...) é quase toda nula, existe um inteiro n > 0
para o qual podemos escrever

f(X) = an ar X"
k=0

3. Quando a; = +1, escreveremos +X"* em vez de (1) X, para o termo correspondente
de f.

4. O polindémio 0 = 0+0X +0X? +--- é denominado o polinomio identicamente nulo
sobre K. Sempre que nao houver confusao com 0 € K, denotaremos o polinémio
identicamente nulo sobre K por 0.

5. Mais geralmente (e consoante 2), dado o € K, denotamos o polinémio a + 0X +
0X?2 + --- simplesmente por a e o denominamos o polinémio constante o; em
cada caso, o contexto deixara claro se estamos nos referindo ao polinémio constante
e igual a o ou ao elemento o € K.

Denotamos por K[X] o conjunto de todos os polinémios sobre K. A partir do item 5

acima, convencionamos que
KcC K[X ]

Por outro lado, as inclusoes Q C R C C fornecem as inclusoes
Q[X] c R[X] c C[X].

Exemplo 2.5. Se f(X) =2-3X?+/5X"—2X5 entdo f ¢ Q[X] (uma vez que v/5 ¢ Q)
mas f € R[X]. J4 a expressio g = X + X? + X° + X" + --- ndo ¢ um polindmio, uma
vez que a sequéncia (0,1,0,1,...) ndo é quase toda nula.

Definiremos sobre K[X] as operacoes
@: K[X] x K[X] = K[X] e ®: K[X] x K[X] = K[X]

denominadas, respectivamente, de adicao e multiplicacao. Antes, contudo, necessita-
mos do seguinte resultado.

Lema 2.6. Se (ag)i=0 € (br)k=0, SGo sequéncias quase todas nulas de elementos de K,
entdao também sdo quase todas nulas as sequéncias (ay % bg)k=o0 € (Ck)r=0, onde

k
C = Z aibj = Zaibk_i.
1=0

it+j=k

i,720
Demonstragio. Mostremos primeiramente que a sequéncia (ay, &by )x=o é quase toda nula.
Sejam m,n € Z, tais que a; = 0 para ¢ > n e b; = 0 para j > m. Sem perda de
generalidade, suponhamos m > n. Se k > m, entdo ar = by = 0 e consequentemente
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Agora mostremos que a sequéncia (cx)k=0 € quase toda nula. Sejam m,n € Z, tais
que a; =0 parai>neb;=0paraj>m. Sek>m+nei+j=k,comi,j=0,entdo
¢ >mnouj > m,do contrario, teriamos k =i+ 7 < n+m, o que nao é o caso. Mas, como
i >mn, entao a; =0 e j > m, e entao b; = 0. Em qualquer caso temos a;b; = 0, e assim,

Cr = Z aibj =0.
i+j=k
4,520

[]

A partir do Lema 2.6 apresentamos a seguir as defini¢coes das operagdes de adigao e
multiplicagao de polinémios.

Definic¢ao 2.7. Dados em K[X] os polinémios

fX) =Y a X" e g(X) =) b X",

k>0 k>0

a soma e o produto de f e g, denotados respectivamente por f @ g e f ® g, sdo o0s
polindémios

(f ® 9)(X) =D (ax + by) X*

k=0

(fO9X) = ax",

k=0
onde ¢, = > iy j=k a;b;.
4,520
Embora nao pareca, a definicio do produto de dois polinémios é bastante natural: a
formula para o coeficiente ¢ de f ® g é necessaria a fim de que valham a distributividade
da operacao ® em relagdo a operagao @, assim como a regra de potenciacao X ® X" =
X™*" De fato, se tais propriedade forem vélidas, entdo, calculando o produto

(ag+ a1 X +asX?+---)© (by + 01 X + by X2+ )

distributivamente obtemos

aobo = Z aibj
i+75=0
1,520

para coeficiente de X©,
a061 + Cleo = Z aibj
i+j=1
1,520
para coeficiente de X,
agby + ai1by + agby = Z a;b;
1+j=2
1,520
para coeficiente de X? e assim por diante.

Proposigao 2.8. Sejam f, g e h polinomios em K[ X]. Entao valem as sequintes propri-
edades:

1. Comutatividade: f Gg=gDfefOg=90 f;
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2. Associatividade: (f©g)@h=f@®(gdh)e(fOg)Oh=fO(9Oh);
3. Distributividade: f © (g®h)=fOg® fOh.
Demonstragio. Sejam f(X) = Yi_oaxXF, g(X) = S b X* e h(X) = b, e XF,

polinémios em K[X].
1.1. Comutatividade da adicao:

(f®g)(X) =D (ak +b) X" = D" (b + a) X* = (g & f)(X)

k>0 k=0

pois em K, temos a; + b; = b; + a;, para quaisquer ¢ e j.
1.2. Comutatividade da multiplicacao:

n+m n+m
(FOX) =Y (X ab)X =3 (Y ba)X* = (g H(X),
k=0 l:j;ok k=0 zl—t-]j;()k

pois em K, temos a;b; = bja;, para quaisquer ¢ e j.
2.1. Associatividade da adigao: Podemos supor que n = m = [, ap6s reescrever f(X),
g(X) e h(X) com as mesmas poténcias de X:

(Fog) @) X)L S (ar+b)XF @ X+

onde, nas igualdades (1) e (2) usamos a defini¢do da adi¢do em K[X]; na igualdade (3)
usamos a associatividade da adi¢do em K; e, nas igualdades (4) e (5) usamos, novamente,
a definicao de adicao em K[X].

2.2. Associatividade da multiplicagdo: Podemos supor que n = m = [, apds reescrever
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f(X), g(X) e h(X) com as mesmas poténcias de X:

n+m

l
(fogonX) 2 Y (X ab)x* oY X

k=0 hti=k k=0
h,i>0

n+m+l| k
Z Z ( Z ahbi) Ck_5] Xk
k=0 |s=0 f;L+l>os

S

n+m-1

= Z Z ahbicj> X*

k=0 \itj+h=Fk
hyi,j>0

n%ﬂ s 0( 5 bc])ak }

k=0 i+j=s
1,720

—
=

—
N
N

n-+m

l
S (X big)xF oY axt
k=0 z+]>:0k: k=0

v,z

—
ot
~

—
=)
=

(9@ h) ® f)(X)
D ((f©g) ©h)(X),

—~

onde, nas igualdades (1) e (2) usamos a definigdo da multiplicagdo em K[X|; nas igualdades
(3) e (4) usamos a distributividade em K; nas igualdades (5) e (6) usamos, novamente,
a defini¢do da multiplicagdo em K[X] e na igualdade (7) usamos a comutatividade da
multiplicagao em K[X].

3. Distributividade: Podemos supor [ = m, apods reescrever g(X) e h(X) com as
mesmas poténcias de X:

(Fo om0 Y (3 axt)o (Lo ax)

k=0
@ "&
= ( Z ai(bj + Cj))Xk
k=0 “i+j=k
1,7>0
@ n+m X
- Z Z a;bj + a;c;) | X
k=0 “i+j=k
1,7>0
(4) n+m X n+m .
k=0 ‘“i+j=k k=0 “i+j=k
,7>0 4,520
(5)
D ((fogefon)x),

onde, na igualdade (1) usamos a definigdo da adigdo em K[X]; na igualdade (2) usamos
a defini¢do da multiplicagdo em K[X]; na igualdade (3)usamos a distributividade em K;
na igualdade (4), a defini¢do da adigdo em K[X]; e, na igualdade (5) usamos, novamente,
a defini¢gdo da multiplicagdo em K[X]. O



Defini¢oes e propriedades basicas 17

Exemplo 2.9. Considere os polindmios de coeficientes reais f(X) =1 —2X ++/3X2% e
g(X) =3X —2X? Entao

(fe(X)=1+X +(V3-2)X?

(f ©9)(X)

(1-2X 4+3X%) o (3X — 2X?)

16 (BX -2X?)] & [—2X 0 (3X —2X?)] & [V3X2 0 (3X — 2X?)]
= (3X —2X?) @ (—6X% +4X°) @ (3v3X3 — 2/3X%)

3X —8X% 4+ (4+3V3)X® — 2v3X*

Observacao 2.10. Denotaremos, a partir de agora, as operagoes de adi¢ao e multiplicacao
de polindmios simplesmente por + e -. Assim, sempre que adicionarmos dois polinémios,
os sinais + representarao duas operagoes diferentes: a adicao de elementos de K, efetuada
sobre os coeficientes dos polindmios em questdo, e a adigdo de elementos de K[X]. O
contexto sempre deixard claro a qual operacao o sinal + se refere. Observe, ainda, que
um comentario analogo é valido para o sinal - de multiplicacao.

Observacao 2.11. Todas as defini¢bes acima podem ser estendidas para incluir polino-
mios de coeficientes inteiros. De agora em diante, sempre que necessario, denotaremos o
conjunto de tais polinémios por Z[X].

Seja 0 o polindémio identicamente nulo. Entao, f+0 =0+ f = f para todo f € K[X],
o que significa que o polindmio identicamente nulo é o elemento neutro da adicao de
polindémios. Além disso, dado f € K[X], exite um tnico polinémio g € K[X] tal que
f+g=g+ f=0. De fato, sendo f(X) = ag+ a1 X + ax X? + - - -, é imediato que

g(X) = —ap — a1 X —apX* —---

é esse tunico polinémio. De agora em diante, denotaremos esse polinémio por —f. Desse
modo,

(-f)(X) = —AQop —(llX —a2X2 — s

e, para f, g € K[X], é possivel definir a diferenga f — g entre f e g por f —g = f+ (—g).
Sendo a € Ke g(X) = by + 0 X + b X+ - -+ € K[X], é imediata a verificagio de que

a'g<X):0450+0451X+ab2X2_|_...;

em particular, temos 1-¢g = g para todo g € K[X], de maneira que o polinémio constante
1 é o elemento neutro da multiplicagdo de polinémios.

De agora em diante, para denotar o produto f - g, de f,g € K[X], escreveremos
simplesmente fg, sempre que nao houver perigo de confusao. Em particular, se a € K,
escreveremos «f para denotar o produto de a e f, onde a é compreendido como um
polinomio constante.

Definicao 2.12. Se f(X) =ap+ a1 X + -+ + a, X" € K[X] \ {0}, com a,, # 0, dizemos
que o inteiro ndo negativo n é o grau de f, e denotamos Jf = n (lé-se “o grau de f é
igual a n”).
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Observe que o grau nao estd definido para o polinémio identicamente nulo; por outro
lado, f = 0 para todo polinémio constante f(X) = «, com o € K\ {0}. De agora em
diante, sempre que nos referirmos a f € K[X] \ {0} escrevendo

fX)=a, X"+ -+ a1 X +ag

suporemos, salvo menc¢ao em contrario, que a, # 0. Nesse caso, diremos que a, é o
coeficiente lider de f. Além disso, diremos que f é moénico quando tiver coeficiente
lider 1.

O item (b) da proposigao a seguir é conhecido como propriedade multiplicativa
do grau.

Proposicao 2.13. Para f,g € K[X]\ {0}, temos:
(a) O(f +g) < max{df,0g} se [ +g # 0.

(b) fg#0ed(fg)=0f +dg.

Demonstragio. Sejam Of =ne dg =m, com f(X)=ay+a X+ -+ a,X"e g(X)=
bo+ 01 X + -+ b, X™.

(a) Se m # n, podemos supor, sem perda de generalidade, que m > n. Entao
(f +9)(X) = (ao +bo) + -+ (an + b)) X" + by 1 X1 + - + b X,
de forma que 9(f + g) = m = max{df,dg}. Se m =n mas f + g # 0, entdo
(f +9)(X) = (a0 +bo) + -+ + (an + b)) X"

e ha duas possibilidades: a,, + b, = 0 ou a,, + b, # 0. No primeiro caso, I(f + g) <
n = max{df,dg}. No segundo, I(f + ¢g) = n = max{df,dg}. Em qualquer caso,
ainda teremos JO(f + g) < max{df, dg}.

(b) Seja fg = co+ 1 X +cX*+---. Se k > m + n, vimos, na prova do Lema 2.6,
que ¢; = 0. Portanto, se mostrarmos que ¢4, 7# 0 seguird que fg # 0 e 9(fg) =
m+n = 0f+0g. Mas, como a; =0 parai > neb; =0 para j > m, é imediato que

Crin = Z a;b; = apby, # 0.
i+j=m-+n
1,520

2.2 Divisao euclidiana

Nesta secao apresentamos o conceito de divisibilidade em K[X] e mostramos que é
possivel fazer de modo tnico uma divisdo com resto controlado em K[X].

Defini¢ao 2.14. Sejam f, g € K[X]. Quando existe h € K[X] tal que f = gh, dizemos
que f é multiplo de g. Nesse caso, se g # 0, dizemos que ¢ divide f.

Exemplo 2.15. Tanto X? — 2X + 2 como X2 + 2X + 2 dividem X? + 4 em Z[X], pois
X144 =(X2—2X +2)(X2+2X +2).
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O seguinte resultado é uma consequéncia da Proposigao 2.13 item (b) (propriedade
multiplicativa do grau) em K[X].

Proposicao 2.16. Dados f,g € K[X]\ {0}, se g divide f, entao g < Of.

Demonstra¢io. Como g divide f e ambos sdo nao nulos, entao existe h € K\ {0} tal que
f = gh. Pelo item (b) da Proposigao 2.13, temos

df = 0gh = dg + 0h > 0g.
O

Apresentamos, na proposi¢ao seguinte, a divisao em K[X], conhecida como divisdo
euclidiana.

Proposigao 2.17. Se f,g € K[X], com g # 0, entao existem tunicos q,r € K[X] tais que
f=g9qg+r,comr=0o0u0<0r<ag.

Demonstragio. Seja g(X) = by + b0 X + -+ + b, X™, onde b, tem inverso b,! € K.

Existéncia: Se f(X) = 0, entdo considere ¢(X) = r(X) = 0. Suponhamos que
f(X) #0. Sejan=090f eescreva f(X)=ay+a; X + -+ a, X", com a, # 0.

Se n < m, entdo considere ¢(X) =0e r(X) = f(X).

Podemos supor n > m. A demonstragao é por indugdo sobre n = df. Se n = 0,
entdo 0 = n = m = dg, logo m = 0, f(X) = ag # 0, g(X) = by, com by' € K. Assim,
f(X) = aghy'g, com q(X) = aghy* e r(X) = 0.

Suponhamos o resultado valido para polindémios com grau menor do que n = 9f.
Vamos mostrar que vale para f.

Seja f1(X) o polindmio definido por f1(X) = f(X) — a,b,,' X" ™g(X). O polindémio
a,b,;! X" "g(X) tem grau n e coeficiente lider a,. Logo, df; < df. Por hipdtese de
inducao, existem ¢, € K[X] tais que

fi=qg+r,

onde r; = 0 ou 0r; < dg. Logo,

F(X) = [i(X) + anb, X" " g(X)

= (0()9(X) +71(X)) e, X" g(X)

2 (1(X) + anby X™ ) g (X) + 11 (X).

onde, em (1), substituimos a expressao de f1(X) e, em (2), usamos a comutatividade da
adigao e a distributividade em K[X].

Escrevemos ¢(X) = ¢ (X) + a,b,!a™ ™ e r(X) = ri(X).

Unicidade: Sejam ¢y, 71, q2, 72 tais que

FOX) = @(X)g(X) +m(X) 2 g2(X)g(X) + ro(X), onde

(4) ri(X)=0 ou 0Jr;<dge
ro(X)=0 ou 0Jry < 0g.

De (3), segue que (q1(X) — g2(X))g(X) = r2(X) — r1(X).



Raizes de polinémios 20

Se ¢1 # g2, entdo ¢1(X) — ¢g2(X) # 0, assim, r9(X) — r1(X) # 0 e, da Proposi¢ao 2.16
e do item (a) da Proposicao 2.13, obtemos

(4)
0g < O(ry — 1) < max{dry,dry} < dg,
uma contradi¢ao. Portanto, ¢ = ¢» e, consequentemente, ry = rs. ]

Definicao 2.18. Sejam f, g, q e r como na Proposi¢ao 2.17. Chamamos f de dividendo,
g de divisor, ¢ de quociente e r de resto. Além disso, se r = 0, dizemos que f é divisivel
por g ou, o que é o mesmo, que g divide f, e denotamos por g | f.

Observacao 2.19. Na Proposicao 2.16 e Proposicao 2.17, se considerarmos que ¢ tem
coeficiente lider invertivel entao a divisao euclidiana ¢é vélida em A[X], onde A é um anel.
Lembramos que no anel Z os tnicos elementos que tém inverso sao 1 e —1. Em K, todo
elemento nao nulo tem inverso.

2.3 Raizes de polinémios

Até este ponto, em nosso trabalho, temos considerado polindmios como expressoes
formais com as quais aprendemos a operar sem, no entanto, atribuir a indeterminada
X um significado aritmético.

A partir desta se¢ao, passamos a considerar a indeterminada X de um ponto de vista
aritmético, apresentando o conceito de raiz de um polindomio e de fungdo polinomial
associada a um polinémio.

Definicao 2.20. Para f(X) = a, X" + - - + a1 X + qp € K[X], a funcido polinomial

associada a f é a funcdo f: K — K dada, para x € K por

f(x) = apa" + -+ a12 + ao.

~ Quando f(X) = ¢, observe que a funcao polinomial associada f serd a funcdo constante
f = ¢, para todo = € K, justificando o nome constante imputado anteriormente a um
polindémio de grau 0.

Definigao 2.21. Seja f € K[X] um polinémio, com funcdo polinomial associada f:K—
K. Um elemento a € K é uma raiz de f se f(a) = 0.

Exemplo 2.22. Seja f(X) = X —5 € C[X]. E facil verificar que z = 5 é a tinica raiz de
f em C. De fato, a funcao polinomial associada a f é

f:(C—>C
T x—>5

logo, f(z) =0 se, e somente se, x = 5.
O item (a) da Proposicao 2.23 é conhecida como o teste da raiz.
Proposigao 2.23. Se f € K[X]\ {0} e a € K, entdo:

(a) o é raiz de f se, e s6 se, (X —a) | f(X) em K[X].
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(b) Se a for raiz de f, entdo existe wm maior inteiro positivo m tal que (X —a)™ divide
f. Ademais, sendo f(X) = (X — a)™q(X), com q € K[X], tem-se §(a) # 0, onde
¢: K — K € a fungcdo polinomial associada a q.

(c) Se aq,...,ay forem raizes duas a duas distintas de f, entao o polinomio (X —

ap) - (X — ag) divide f(X) em K[X].

Demonstragio. (a) Segue da Proposicao 2.17 (divisao euclidiana) a existéncia de po-
linémios ¢, r € K[X] tais que

J(X) = (X = a)g(X) +r(X),

com 7 =0oul < 9Ir < J(X —a)=1. Portanto, 7(X) = ¢, um polinémio constante.
Por outro lado, sendo f e ¢ as fungoes polinomiais respectivamente associadas a f
e ¢, segue da igualdade acima que

f(oz) = (a—a)q(a) + c=c,

ou seja, f(X) = (X —a)¢(X) + f(a). Assim,

aéraizde f < fla) =0« f(X) = (X —a)q(X).

(b) Se m > Jf, entdo (X — )™ nao divide f(X), uma vez que (X —a)™ =m > Jf.
Dai e do item (a), existe um maior inteiro positivo m tal que (X — a)™ | f(X),
digamos f(X) = (X — a)"q(X). Passando para fungdes polinomiais, obtemos, a
partir dai, a igualdade

f(x) = (x — a)"q(z),Vz € K

se ¢(a) = 0, seguiria de (a) que ¢(X) = (X — a)q:(X), para algum polind6mio
¢1 € K[X]. Mas ai, teriamos

f(X) = (X —a)"q(X),
contrariando a maximalidade de m.

(c¢) Fagamos a prova deste item para o caso k = 2 (a prova do caso geral é inteiramente
andloga). Como oy ¢é raiz de f, pelo item (a) existe um polindémio g € K[X] tal que
f(X) = (X —a1)g9(X). Seja g a fungao polinomial associada ao polindémio g. Como
a1 # ag e ag também é raiz de f, segue da tltima igualdade que

0= f(az) = (a2 — a1)g(a2),

e ay é raiz de g. Dai, novamente pelo item (a), existe um polindémio h € K[X] tal
que g(X) = (X — ag)h(X) e, assim,

]

Se f(X) = (X — a)™q(X), com ¢(a) # 0 como na Proposigao 2.23. Chamamos m de
a multiplicidade de o« como raiz de f. Em particular, se m = 1, o ¢ uma raiz simples
de f, ja se m > 1, a é uma raiz multipla de f.
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Exemplo 2.24. Sendo f(X) = X3 — 3X + 2 um polindémio de coeficientes reais, temos
que 1 é raiz dupla e —2 ¢ raiz simples de f, uma vez que f(X) = (X —1)?(X — (=2)).

Uma consequéncia importante do teste da raiz e que esta explicitada no corolario
seguinte ¢ que o numero de raizes de um polindmio nao identicamente nulo nao pode
exceder seu grau. Observe que consideramos a multiplicidade das raizes.

Corolario 2.25. Se f € K[X]\ {0}, entao f possui no mdzimo Of raizes em K, contadas
de acordo com suas multiplicidades.

Demonstragio. Facamos indugao sobre o grau de f. Se 0f = 0, entao existe ¢ € K\ {0}
tal que f(X) = ¢. Dai, a funciio polinomial associada f é a funcdo constante z — ¢, e
segue que o numero de raizes de f é 0, igual a seu grau.

Seja, agora, f um polindmio de grau positivo e suponha a afirmacdo do enunciado
valida para todos os polindmios nao nulos de graus menores do que df. Se f nao tiver
raizes em K, nada h4 nada a fazer. Sendo, seja a € K uma raiz de f e (de acordo com a
Proposicao 2.23) m o maior natural tal que f(X) = (X —a)™q(X), para algum polinémio
q € K[X]. Como

dq=0f —m < 0f,

segue da hipdtese de indugao que ¢ tem no maximo dq raizes em K, contadas de acordo
com suas multiplicidades. Agora, se § # « é raiz de f, temos

0=f(8)=(8—a)"qB)

e, dai, 8 é raiz de ¢q. Portanto, o nimero méaximo de raizes de f é igual a m (a multiplici-
dade de «) mais o nimero de raizes de ¢, e segue, por hipdtese de indugao, que f possui
no Mmaximo

m+ 0q=0f
raizes em K. O

Utilizamos frequentemente o corolario acima em uma das formas a seguir.

Corolario 2.26. Se f(X) = a, X" + -+ + a1 X + a9 € K[X] admite pelo menos n + 1
raizes distintas em K, entao f é identicamente nulo, ou seja, a, = --- = ag = 0.

Demonstragao. Se f € K[X]\ {0}, entao, pelo Corolario 2.25, f teria no maximo n raizes
em K. O

Corolério 2.27. Sejam f(X) = ap X"+ + a1 X +ag e g(X) = b, X" 4+ X + by
polinémios sobre K, com m > n. Se f(x) = g(x) para ao menos m + 1 valores distintos
x €K, entdio f =g, ou seja, m =n ea; =0b;, para 0 < i < n.

Demonstragao. Basta aplicar o Coroldrio 2.26 ao polindmio f — g, notando que a fungao
polinomial associada a tal polinomio é f — g. O]

Considere a aplicagao
KX] — &
., (2.1)
o= f
onde ® é o conjunto das fungoes de K em K. O Coroldrio 2.27 garante que a aplicacao (2.1)
¢ injetiva, ou seja, se f,g € K[X] e f,g€ ®,entdo f=g= f=g.
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Por esse motivo, de agora em diante, quando quisermos nos referir quer seja a um
polinémio sobre K, quer seja a fungao polinomial associada a esse polindmio, escreveremos
apenas f. De modo particular, ao escrevermos f(X), estaremos fazendo referéncia ao
polinémio f; ao escrevermos f(x), estaremos fazendo referéncia ao elemento de K, imagem
de x € K pela funcao polinomial associada ao polinémio f. Em qualquer caso, o contexto
deixara claro a que estamos nos referindo.

Observacao 2.28. O Corolario 2.27 garante que os coeficientes de um polinémio [ &€
K[X] s@o determinados pelos valores f(z), com x € K.

2.4 O Teorema Fundamental da Algebra

Uma consequéncia do Corolario 2.25 é que todo polinomio de coeficientes complexos
e grau n possui no maximo n raizes complexas. No entanto, o polindmio f(X) = X? —
5 € Q[X] tem coeficientes racionais mas nao possui raizes racionais; semelhantemente,
o polindmio g(X) = X? + 3 € R[X] tem coeficientes reais mas nao possui raizes reais.
Isso ocorre, devido ao fato de que em Q ou R nao é possivel realizarmos certas extracoes
de raizes. Diferentemente do que ocorre nesses conjuntos, todo polinémio sobre C possui
raizes também em C. Esse fato é conhecido na literatura como o teorema fundamental
da algebra. Para a sua demonstracao é necessario utilizar dois lemas, que apresentamos
a seguir.

Lema 2.29. Dado um polinomio f € C[X]|\ C, eziste zy € C tal que

|f(z0)| < |f(2)|, Vz € C.

Demonstracao. Basta provar o resultado para polindomios monicos. Por comodidade de
notagao, escrevamos f(z) = a,z" + -+ + a1z + ag para denotar a fungao polinomial
associada a f. Pelas desigualdades triangulares [16, p. 15-16], temos para todo z € C,

|an—1]  lan—2] |ao]
> 271 = _ — ...l
/“'( EREE EgA

lim |f(2)] = +o0.

|z]—=+o00

n ap—1 = Qp-2 Qg
] = el g Oy 2
z z z

mostrando que

Assim, existe R > 0, tal que |f(z)| > |f(0)| para todo z com |z| > R. Se Dy = {z €
C; |z| < R}, pelo Teorema de Weierstrass [18, p. 19], temos a existéncia de 2o € Dy, tal
que |f(z0)| < |f(2)] para todo = € Dy. Como | (z0)] < |f(0)], temos que |(z0)] < I (=)
para todo z € C. O

Lema 2.30. Seja f € C[X]\ C. Se zy € C € tal que f(z0) # 0, entao eziste z; € C tal
que | f(z1)] < [f(20)]-

Demonstrag¢io. Também aqui basta provar o resultado para polindmios monicos. Seja
f(x) =z+4a, 12" '+ + a1z +ag e sejam zy e h nlimeros complexos tais que f(zq) # 0
e h a ser determinado de modo que |f(zo + h)| < |f(z0)]-

Com o auxilio do binémio de Newton, podemos escrever

flzo+h)=(20+R)" +an_1(20 +h)" "+ +ao = f(z0) +q(h),
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onde ¢ é um polinémio nao identicamente nulo, pois f é um polinédmio nao constante, de
grau n e sem termo constante. Seja bx"™ o termo de menor grau em ¢. Assim, podemos
escrever q(x) = bx™ + ™ r(z), onde r é um outro polindmio.

Podemos escolher o argumento de h de modo que \ = %
7 (lembre que f(zp) # 0). Portanto, A é um nimero real negativo. Podemos garantir
que a desigualdade —1 < A < 0 se mantém para |h| suficientemente pequeno. Escolhe-
mos, ainda, |h| suficientemente pequeno para que |h™'r(h)| < [bh™|. Pela desigualdade

triangular [16, p. 15], para todo h € C, nas condigoes acima, temos que

tenha argumento igual a

[f(z0+ B)| = |f(20)] + bR + W™ (h))|
< |f(20) + bR | + [h™ e (h))|

D1 £(z0)] = [BR™] + (R ()
< |f(20)]-

Portanto, existe z; = zg + h, com h como acima, tal que |f(z1)| < |f(20)|-

Observamos que na igualdade (1) usamos o seguinte resultado, que pode ser encontrado
em [16, p. 18]: Dados z,w € C et € R, entdo, |z+w| = |z| — |w| se, e somente se, w = tz,
-1 <t<0. O

Munidos do Lema 2.29 e Lema 2.30 estamos em condigoes de enunciar e demonstrar
o Teorema Fundamental da Algebra.

Teorema 2.31 (Teorema Fundamental da Algebra). Todo polinémio f € C[X]\C possui
ao menos uma raiz compleza.

Demonstragio. Seja f € C[X]\ C. Pelo Lema 2.29, temos a existéncia de z, € C tal que
|f(20)| < |f(2)| para todo z € C. Se f(zp) # 0,entdo, pelo Lema 2.30, existe z; € C tal
que |f(z1)|] < |f(20)], o que é um absurdo. Portanto, f(z9) = 0. O

O Corolario 2.32 fornece uma consequéncia imediata do Teorema Fundamental da
Algebra.

Corolario 2.32. Se f(X) = a, X" + -+ + a1 X + a9 € um polinémio de coeficientes
complexos e grau n > 1, entdo existem n numeros complexos z1, ..., z, tais que

F(X)=a (X —z1) .. . (X — z,).
A expressdo acima € a forma fatorada do polinémio f.

Demonstragio. Facamos a prova por indugao sobre o grau n de f, sendo o caso n = 1
imediato. Suponha, pois, n > 1 e o corolario valido para todo polinomio de coeficientes
complexos de grau n — 1.

Se z; € C é uma raiz de f, o teste da raiz garante a existéncia de um polinémio g,
também de coeficientes complexos, tal que f(X) = (X —z1)g(X). Observe que g tem grau

n — 1 e coeficiente lider a,,; portanto, por hipétese de inducao existem z», ..., z, € C tais
que g(X) = ap(X —29)... (X —2,). Logo, f(X)=(X—21)9(X) =a,(X—2) ... (X—2,)
e nada mais ha a fazer. O

Exemplo 2.33. Dado f(X) = X?+1, os nimeros —i,: € C sdo tais que (X +)(X —i) =
X(X—i)+i(X —i) = X?—iX +iX —i* = X?+1 = f(X). Logo, f(X) = (X +1)(X —1)
é a forma fatorada de f para z; = —i e 29 = 1.
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Retornando ao caso geral, seja f(X) = a, X n+---4a; X 4+ ap um polindémio nao nulo
sobre K. Se existirem elementos aq, ..., «a, € K para os quais

fX)=a, (X —a1)...(X —an)

também diremos que tal expressao é a forma fatorada de f sobre K.

Considerando que alguns dos a; podem se repetir, depois de reordené-los, se necessario,
e considerando apenas os «; distintos, podemos concluir que existem 1 < m < n e
ky, ..., k,, inteiros positivos tais que

F(X) = an(X —a)™ .. (X — )k,
comki+---+k,=neaq,...,qa, elementos dois a dois distintos de K.

Exemplo 2.34. A forma fatorada de f(X) = X% —8X° 4+ 25X* — 38X3 + 28X?% — 8X ¢
F(X) = (X —0)(X — 1)(X — 1)(X — 2)(X —2)(X —2) = X(X — 1)(X — 1)(X —2)(X —
2)(X — 2). Considerando ky = 1, kg =2 e k3 =3 e, a1 =0, ag = 1 e a3 = 2 podemos
escrever f(X) = X (X —1)*(X —2)3.

2.5 Relacoes entre coeficientes e raizes

Nesta secao apresentamos importantes relagoes entre as raizes de um polinémio em
uma indeterminada, comumente chamadas de relagoes entre coeficientes e raizes de um
polinémio.

2.5.1 Polindbmios em varias indeterminadas
Fixado n € N, um polinémio f a n indeterminadas sobre K é uma soma de termos
ail,_,inX? .. XTZLn,

denominados mondémios, onde a;, ;. € K e 4,...,4, variam em Z,, sendo a;, ;, =0
para quase todas (ou seja, para todas, exceto um nimero finito de) sequéncias (i1, ..., ,)
de inteiros nao negativos. Nesse caso escrevemos

i i
f:f<X17X27---,Xn): Z ail...inXll---Xnn-
i1yemyin >0
O grau de um polinémio f como acima é o maior valor possivel para a soma i1 + - - - + 1y,
tal que a;, 4, # 0.
Denotamos por K[ X7, ..., X,] o conjunto dos polindmios a n indeterminadas sobre K.
Sobre tal conjunto definimos, de maneira ébvia, operagoes

Fo KX, X X KX, Xa] = KX, X

KX X < KX X = KX X

respectivamente denominadas adigao e multiplicagao, as quais se reduzem as operacoes
de adi¢do e multiplicacdo sobre K[X]| quando n = 1 e continuam gozando das mes-
mas propriedades dessas operagoes. Por exemplo, se f(X1,Xy) = X7 + X1 Xo + X3 e
g(X1, Xo) = X — V2X, Xs, entdo

F(X1, Xo) +9(X1, X)) = X2+ (1 —V2) X Xy + X7 + X3
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e

F(X1, Xo) - g(X1, Xo) = X7 — V2X3 X, + X1 Xy — V2X2X2 4+ X3X3 — V2X, X5
Dado f € K[Xj, ..., X,], podemos considerar f como um polinémio em X;, com coefici-
entes em K[X1,..., X;, ..., X,,], onde usamos o circunflezo A sobre X; para indicar que

todas as indeterminadas, menos X, estao presentes. Por exemplo, seja
f(X1, Xo, X3) = XP3Xo XS — X7 —5X1 X, + 10X, X5 X2,
um polinémio em K[X7, Xo, X;3]; escrevendo
F(X1, X, X3) = XPXo - X4+ 10X, X5 - X2 — (X7 +5X1Xy),

consideramos f como um polindémio em X3, cujos coeficientes estao em K[X7, Xy].
Se f,g € K[Xy,...,X,] sdo dados por

f(Xl,XQ,...,Xn> = Z ailmianl X,zn

11 5eeeyin >0

g(Xl,XQ,...,Xn) = Z bil...inXil XTZLn,

1150000 >0

dizemos que f e g sao iguais quando a;, . ;, = b;,. .,, para todas as escolhas possiveis de
indices i1, ...,1, € Z,.

Fixados z1, xs, ..., x, € K, definimos o elemento f(z1,xs,...,x,) € K por
flxy,zo,. . 2p) = Z Qiy i, T TE X
1150080 >0

A proposicao a seguir nos dd uma relacdo entre tais elementos de K e a nocao de
igualdade de polindmios em vérias indeterminadas.

Proposicao 2.35. Sejam f,g € K[Xq,...,X,]. Se Ay,..., A, C K sdo conjuntos infini-
tos, entao
f :g<:> f(xbx%"'axn) :g(xlax%"'axn)a

para todos x1 € Ay, 19 € Ag, ..., x, € A,.

Demonstragio. Se f = g, é claro que f(z1,x9,...,2,) = g(21,T9,...,2,), para todos
x1,T9,...,T, € Ke, em particular, para z; € Ay, 20 € Ay, ..., x, € A,.

Reciprocamente, suponhamos que esta tltima condi¢ao seja satisfeita e provemos que
f = g usando inducdo sobre o nimero n de indeterminadas. Ja temos a validade da
proposic¢ao para n = 1, pelo Corolario 2.27. Por hipétese de indugao, suponha o resultado
valido para polindbmios em n — 1 indeterminadas e escreva

{f(Xl,XQ,...Xm = X fi(Xay s Xa) XY (2.2)

9(X1, Xy X)) = S0 fi (X, X)X

com f;,g; € K[Xs,...,X,] para todos 0 <i<m, 0<j<p.
Fixados x5 € Ao, ..., x, € A,, temos por hipdtese de inducao que

flzr, 2o, .. xy) = g(x1, 22, . .., Ty),
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para todo 1 € Ay, ou seja, que
m . p .
ij(a:% cee ,SE}OSE{ = Zgj(x% cee 7xn)1;{7
j=0 =0
para todo ;1 € A;. Como o conjunto A; é infinito, aplicando o Corolario 2.27 aos

polinémios

f(Xh To,y... ,a:n) = Z fi<x2, c. ,Z‘n)Xf
j=0

p .
9( X1, 29,...x,) = Z fi(za, .. xn) XY
=0

concluimos que m =p e

fj(ﬂfg,...,l’n) :gj(xz,...,azn) (23)
para 0 < j < m. Mas, como os elementos x5 € As,...,x, € A, fixados foram escolhidos
arbitrariamente, concluimos que (2.3) é valida para todos x5 € As, ..., x, € A,. Portanto,

pela hipétese de indugao segue que f; = g; para 0 < j < m, e (2.2) garante que f =g. [

Observacao 2.36. De agora em diante, para polinomios f em duas indeterminadas,
escrevemos f(X,Y) em vez de f(X;, X3). Semelhantemente, para polindémios f em trés
indeterminadas, escreveremos F'(X,Y, Z) em lugar de f(Xi, X5, X3).

2.5.2 Polindmios simétricos

Defini¢ao 2.37. Um polinoémio f € K[X7,...X,] é simétrico quando
f(Xla XQ; s 7Xn) = F(Xa(l); XO'(Q); s 7X0'(n)a)

para toda permutagao o de I,,.

Exemplo 2.38. Seja f € K[X, Y], dado por
fIX,)Y)=—2X%-2Y® - X?Y? - X —Y.

Como
fV,X)=—2Y? —2X° - V2X? Y - X = f(X,Y),

concluimos que f é um polindémio simétrico.
Dentre os polindmios simétricos destacamos os da definicao a seguir.

Defini¢ao 2.39. Para 0 < j < n, o j—ésimo polindmio simétrico elementar em
Xi,...,X,, denotado por s; = s;(X7,...,X,), é definido como

1, se j =0
Di<iy<o<ijin KNin Xy - Niy, sel<j<n '

Sj(Xl,...,Xn> = {

No caso n = 3, por exemplo, temos

so=1,81=X+Y+2Z s0=XY+YZ+XZ, s3=XYZ.
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Proposigao 2.40. Se f(X) = a, X" +---+a; X +ag € K[X]|\K se fatora completamente

sobre K, com raizes ay, ..., ay, entdo, para 1 < 7 < n, temos
_ jn=j
silag, ... an) = (-1 —=. (2.4)
an
Demonstragio. Por simplicidade de notagao, denote s;(as, . .., a;,) simplesmente por s; ().

Escrevendo f(X) = a,(X —a1)(X —as) ... (X —a,) e expandindo os parénteses, obtemos
f(X) = an X" — ans1 (@) X"+ ans2(a) X" 72 — -+ 4 an(—1) s, ().

Igualando os coeficientes correspondentes nessa expressao para f e naquela do enunciado,
obtemos o resultado desejado. O

As igualdades provenientes de (2.4), que relacionam coeficientes e raizes de um poliné-
mio f nao constante, sao conhecidas como as relagoes de Girard. Elas nos permitem
conhecer, com relagao as raizes de f, a sua soma, a soma de seus produtos dois a dois, a
soma de seus produtos trés a trés e assim por diante, além da soma de seus quadrados e
a soma de seus inversos.

Embora as relagoes de Girard sejam tteis na resolucao de varios tipos de problemas
envolvendo as raizes de um polinémio, elas nao sao suficientes para determinar essas
raizes.

Exemplo 2.41. Sejam oy, as e as as raizes complexas do polindémio f(X) = X3+3X2-2.
Pelas relacoes de Girard, temos

a1+ as+a3=—3, ajas +ajaz+azaz3 =0 e ajazas = 2.

Multiplicando a segunda igualdade acima por o, obtemos ajas? + ajasas + as?as = 0 e,
como aapaz = 2, podemos escrever a22(a1 +a3)+2=0. Agora, como a;+a3z = —3—an,
temos que ap?(—3 — az) +2 = 0, o que é equivalente & f(ay) = 0. De modo analogo, ao
tentarmos determinar a; e as, obtemos expressoes equivalentes a f(a;) =0 e f(ag) = 0.
Mas, para fins de determinagao das raizes de f nao hé diferencga entre as expressoes f(a1),

flaz), flas) e f(X).

Nas notacoes da Proposi¢ao 2.40, nos referimos a s;(as, ..., a,) € K como a j—ésima
soma simétrica elementar das raizes de f. Sempre que ay,...,q, estiverem suben-
tendidos e nao houver perigo de confusao com o polinémio simétrico elementar s; =
s;(Xy,...,X,), denotaremos a soma simétrica elementar s;(aq,. .., ;) simplesmente por
Sj.

2.6 Fatoracao de polinémios

Diante do exposto até agora e notando que hé similaridades entre as nogoes de divi-
sibilidade em K[X] e em Z, poderiamos nos perguntar se existem em K[X] polinémios
primos, por meio dos quais seria possivel obter uma fatorag¢do unica com propriedades
semelhantes as da fatoracao tnica de inteiros. Nesta se¢ao apresentamos respostas para
tal pergunta.
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2.6.1 Fatoragao tnica em Q[X]

Defini¢ao 2.42. Sejam f, g € K[X]\ {0}. Se existir a € K\ {0} tal que f = ag, dizemos
que f e g sao associados em R[X].

Exemplo 2.43. Os polindmios de coeficientes reais

f(X)=3X?+9X*-3eg(X)= \%Xf’) +3vV3X%2 -3

sdo associados em R[X], uma vez que f = v/3g e v/3 € R\ {0}.

Definicao 2.44. Dados f, g € K[X] \ {0}, dizemos que um polindémio p € K[X]\ {0} é
um divisor comum de f e g quando p | f,g.

Observe que f e g sempre tém divisores comuns: os polinémios constantes e nao nulos
sobre K, por exemplo.

Definicao 2.45. Dados f,g € K[X] \ {0}, dizemos que d € K[X]\ {0} é um maximo
divisor comum de f e g, e denotamos d = mdc(f, g), se as duas condigbes a seguir forem
satisfeitas:

(a) d| f,g em K[X].
(b) Se d' € K[X]\ {0} divide f e g em K[X], entdo d' | d em K[X].

A existéncia de um mdc para dois polindmios nao nulos sobre K é garantida pelo
Teorema 2.46, chamado teorema de Bézout para polindomios. Tal mdc é inico a menos
de associacgao.

Teorema 2.46. Sejam f,g € K[X]\ {0}. Se
S ={af + bg;a,b € K[X]},
entdo existe um polinomio d € K[X]\ {0} satisfazendo as sequintes condigoes:
(a) S =dK[X], onde dK[X] = {ad;a € K[X]. Em particular, d | f,g em K[X].
(b) Todo polinémio em K[X]\ {0} que divide f e g também divide d.
Ademass, tal polinéomio d é unico, a menos de associag¢ao.
Demonstragio. (a) Se d € S\ {0} ¢é tal que
dd = min{0h; h € S\ {0}},

afirmamos inicialmente que S = dK[X]. De fato, sendo d = agf + bog, com ag, by e ¢ €
K[X], entao
cd = (cag) f + (cby)g € S,

ou seja, dK[X]| C S. Reciprocamente, escolha h € S, digamos h = af + bg, com a,b €
K[X]. Pela Divisao Euclidiana, temos h = dg+r, com ¢,r € K[X]er =00u0 < Jr < dd.
Mas, se r # 0, entao Or < dd e

r=h—dq=(af +bg) — (aof + bog)q = (a — aoq)f + (b —byq)g € S,
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uma contradigdo a minimalidade do grau de d em S. Logo, r = 0 e, dai, h = dq € dK[X].
Para a segunda parte do item (a) basta ver que f,g € S = dK[X], de forma que, em
particular, f e g sdo multiplos de d em K[X].
(b) Seja dy € K[X]\ {0} um polinémio que divide f e g, digamos f = d; f1 e g = dy¢1,
com fi, g1 € K[X]. Se a,b € K[X], entao

CLf + bg = ((lfl + bgl)dl S dlK[X]
Mas, como af + bg é um elemento genérico do conjunto S, segue entao que
d e dK[z] = S C | K[X];

em particular, d é um multiplo de d;, conforme desejado.

Agora, para a parte da unicidade, considere um outro polinomio d' € K[X] \ {0}
satisfazendo (a) e (b). Entdo, d | d' e d' | d. Logo, 0d = 0d' e assim hé apenas duas
possibilidades: d e d’ sdo iguais ou diferem apenas pela multiplicagdo por uma constante.
Em qualquer dos dois casos, existe a € K\ {0} tal que d' = ad, ou seja, d e d' sao
associados. O

Devido a unicidade do mdc de dois polindmios nao nulos sobre K, convencionamos
que tal mdc é sempre monico. Além disso, dizemos que dois polindmios f, g € K[X]\ {0}
sdo primos entre si, ou relativamente primos, quando mdc(f, g) = 1.

Corolario 2.47. Se f,g € K[X]\ {0}, entao f e g sao primos entre si se, e sé se, existem
polinémios a,b € K[X]| tais que af +bg = 1.

Demonstragio. Se mde (f,g) = 1, a existéncia de a,b € K[X] como no enunciado segue
do teorema de Bézout. Reciprocamente, se d = mdc (f, g) e existem a,b € K[X] tais que
af+bg = 1, entdo, novamente pelo teorema de Bézout, temos que 1 € dK[X], ou seja, d é
um divisor do polinomio constante 1. Mas, uma vez que d é monico, segue que d = 1. [

Corolario 2.48. Sejam f,g € K[X]\ {0} primos entre si e h € K[X] \ {0} tal que
Oh < O(fg). Entdo, existem a,b € K[X]| tais que a =0 ou da < dg, b =0 ou db < Of e
af +bg=nh.

Demonstragio. Pelo Corolario 2.47, existem aq1,b; € K[X] tais que a; f + bjg = 1. Dali,
fazendo ay = a1h e by = bih, temos asf + bog = h. Agora, fazendo a divisao euclidiana
entre ay e g, segue que as = gq + a, com a = 0 ou da < dg. Assim,

h=(9q+a)f +bg=af+ (¢f +b)g

e, fazendo b = qf + by, temos h = af + bg, com a = 0 ou da < dg. Por fim, como
bg=h—af,seb#0, temos

Ob+0dg = d(bg) = d(h —af) < 0h < d(fg) = 0f + 0y,
de sorte que 0b < Of. n

Apresentamos a seguir uma definicdo que sera de grande importancia para o restante
desta secao.

Defini¢ao 2.49. Um polinémio p € K[X] \ K é irredutivel sobre K se p ndo puder ser
escrito como produto de dois polinémios nao constantes e com coeficientes em K. Um
polinémio p € K[X] \ K que nao é irredutivel ¢ dito redutivel sobre K.
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Enunciando de forma contrapositiva a condicao de irredutibilidade, temos que um
polindémio p € K[X] \ K é irredutivel se, e somente se, a seguinte condigao for satisfeita:

p=gh, com g,h e K[X]=gecKouhek. (2.5)

Os exemplos a seguir ajudam a compreender melhor o conceito de polinémio irreduti-
vel.

Exemplo 2.50. Uma consequéncia imediata da expressao (2.5) é que todo polinémio
p € K[X] de grau 1 é irredutivel; de fato, sendo p = gh, com g, h € K[X], pelo item (b)
da Proposicao 2.13, temos que dg + 0h = dp = 1, logo, dg = 0 ou Oh = 0, ou seja, g ou
h é constante. Por outro lado, pela Proposi¢ao 2.31 (Teorema Fundamental da Algebra),
os polinomios irredutiveis em C[X] sdo precisamente aqueles de grau 1.

Para o Exemplo 2.51 considere que dado o nimero complexo z = a + bi, o niimero
complexo Z = a — bi é o conjugado de z.

Exemplo 2.51. Se p € R[X] ¢é irredutivel sobre R, entdo dp = 1 ou dp = 2. De fato, de
acordo com [16, p. 114], as raizes complexas nao reais de p ocorrem aos pares (cada raiz
com sua conjugada). Assim, hé dois casos a considerar:

(a) dp > 3 e p tem pelo menos uma raiz real: sendo « essa raiz, pelo item (b) da
Proposicao 2.23 (teste da raiz) temos p(X) = (X —a)h(X), para algum h € R[X] de grau
pelo menos 2, logo, p é redutivel sobre R.

(b) Op > 3 e p tem duas raizes nao reais conjugadas: sendo z e Z essas raizes, novamente
pelo teste da raiz, temos p(X) = (X — 2)(X — 2)h(X), para algum polinémio h € C[X]
de grau pelo menos 1. Mas, se z =a+bi e g(X) = (X — 2)(X — %), entdo

g(X)=(X —a—bi)(X —a+bi)=(X—a)+b €R[X].

Portanto, fazendo a Divisao Euclidiana de p por g, concluimos que h € R[X]. Assim,
p = gh, com g,h € R[X]\R, logo, p é redutivel sobre R.

Vamos a partir de agora voltar nossa atencao para a irredutibilidade de polinémios
sobre Q.

Proposicao 2.52. Sep € Q[X]| tem grau 2 ou 3, entao p € redutivel sobre Q se, e somente
se, tiver raiz em Q.

Demonstra¢io. Seja o uma raiz racional de p. Pela Proposicao 2.23 temos p(X) =

(X — a)h(X), para algum h € Q[X] de grau pelo menos 1, logo, p é redutivel sobre

Q. Reciprocamente, se p é redutivel sobre QQ entdo, existem g,h € Q[X] \ Q, tal que

p = gh. Como dp = 2 ou 3, pela Proposi¢ao 2.13, ao menos um dentre g e h tem grau 1.

Sem perda de generalidade, seja 0g = 1. Entdo g = aX+bcom a,b € Qe a # 0, e assim, p
—b

possui uma raiz racional igual a ’7”, uma vez que p(%) = g(%’)h<7> = O-h(%’) =0. O

Observe que, em Q[X], os unicos divisores de um polinémio p € Q[X] \ Q, irredutivel
sobre Q, sdo os polindmios constantes e aqueles associados a p. Diante disso, temos o
seguinte resultado.

Proposicao 2.53. Seja p € Q[X]\ Q irredutivel. Se fi,..., fr € Q[X]\ {0} sdo tais que
plfi-- fr, entdo existe 1 < i <k tal que p | f;.
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Demonstragio. Por indugdo, basta mostrarmos que, se p | fg, com f,g € Q[X]\ {0},
entdo p | f ou p | g. Se p 1 f, afirmamos inicialmente que mdc(f,p) = 1. De fato, se
d =mdc (f,p), entdo d | p, de forma que d € Q ou d é associado a p em Q[X]. Mas, se d
for associado a p, entdo segue de d | f que p | f, o que é uma contradi¢ao. Logo, d € Q
e, dai, d = 1.

Agora, pelo Corolario 2.47, existem polinémios a,b € Q[X] tais que af + bp = 1, de
sorte que

a(fg) + (bg)p = g.
Como p | (fg), existe m € Q[X]\ {0} tal que fg = pm. Entéo,

g = a(pm) + (bg)p = p(am + bg).
Logo, p | g, conforme desejado. O]

Mostraremos agora, que todo polinomio f € Q[X]\ Q pode ser escrito de forma unica,
a menos de associacao, como o produto de um ntmero finito de polinémios irredutiveis.
De forma mais precisa, mostraremos que:

(i) Existem polinémios irredutiveis py, ..., px € Q[X] \ Q tais que f = py - py.

(ii) Se q1,...,q € Q[X]\ Q sdo também irredutiveis e tais que f = ¢;--- ¢, entao
k =1 e, a menos de uma reordenagao, p; e ¢; sao associados em Q[X].

Comecemos examinando a parte de existéncia.

Proposicao 2.54. Todo polinomio f € Q[X]\ Q pode ser escrito como produto de um
numero finito de polinomios irredutiveis sobre Q.

Demonstrag¢io. Facamos indugao sobre df, sendo o caso df = 1 imediato (ja vimos que,
nesse caso, f é irredutivel). Por hip6tese de indugao, suponha o resultado véalido para
todo polinémio em Q[X]\ Q de grau menor do que n, e considere f € Q[X]\ Q tal que
Of = n. Se f for irredutivel, nada ha a fazer. Sendo, podemos escrever f = gh, com
g,h € Q[X]\ Q. Logo, dg,0h < n e a hipétese de indugao garante que g e h podem ser
ambos escritos como produtos de um ntmero finito de polinémios irredutiveis sobre Q,
digamos g = pi---pj e h = pji1---pr. Entao f = gh = p1---p;pj+1 -+ - Pk, um produto
de um ntmero finito de polinémios irredutiveis sobre Q. O

A Proposigio 2.55 garante que um polindémio f € Q[X]\ Q pode ser escrito de forma
Unica, a menos de associacao, como produto de polinémios irredutiveis sobre Q.

Proposigao 2.55. Sepy, ..., 06, q1,- -, q € Q[X]|\Q sao irredutiveis e tais que py - - - py, =
qi---q, entao k =1 e, a menos de uma reordenacdo, p; e q; sao associados sobre Q.

Demonstragcao. Se k = 1, temos p; = ¢;---q, e a irredutibilidade de p; garante que
[ = 1. Analogamente, | = 1 = k = 1. Suponha, pois, k,l > 1; como p; | ¢1---q, a
Proposicao 2.53 garante a existéncia de 1 < j <[ tal que py | ¢;. Suponha, sem perda de
generalidade, j = [. Como ¢; é irredutivel e p; ¢ Q, a tnica possibilidade é que p; e ¢
sejam associados, digamos py = ug; com u € Q \ {0}. Entao

pl .. .pk_l = ql e QI—QUQZ—I = qi e qulu

com ¢, = ¢q; para 1 <i<l—2eq_, =uq-_1, todos irredutiveis sobre Q.

Por indugdo sobre max{k, [}, temos k —1 =1 — 1 e, a menos de uma reordenacao, p;
¢ associado a ¢} para 1 < ¢ < [ — 1. Portanto, a menos de uma reordenacao, p; e ¢; sdo
também associados sobre Q. O
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A Proposicao 2.54 e Proposi¢ao 2.55 nos permitem afirmar que em Q[X] temos fato-
ra¢do unica. Semelhantemente ao que ocorre em Z, se f € Q[X]\ Q pode ser escrito como
f=p1-pk, com py,...,pr € Q[X]\ Q irredutiveis, entao, reunindo os fatores p; iguais
a menos de associagao, obtemos

f=a - q" (2.6)

com qi,...,q € Q[X]\ Q irredutiveis e dois a dois nao associados, e ay,...,p € N. A
expressao 2.6 (também tnica a menos de associagao) é a fatoragdo candnica de f em
Q[X], e qi1,...,q sdo os fatores irredutiveis de f em Q[X].

2.6.2 Fatoragao tinica em Z[X]

Nesta secao, consideraremos o problema da fatoracao tinica para polindémios com co-
eficientes inteiros. Para isso, a seguinte definicdo sera de grande utilidade.

Definicao 2.56. Se f € Z[X]\ {0}, o contetdo ¢(f) de f é o mdc de seus coeficientes
nao nulos. Se ¢(f) =1, dizemos que f é um polindmio primitivo em Z[X].

Por simplicidade de notacao, se f = a, X" +---+ a1 X + ag € Z[X] \ {0}, denotamos
c(f) = mdc(ag, . .., a,).

Lema 2.57. (a) Se f € Z|[X]|\{0} ea € Z\{0}, entdo c(af) = |a|-c(f). Em particular,
existe g € Z[X] \ {0} primitivo tal que f = c(f)g.

(b) Se f € Q[X]\ {0}, entdo, a menos de multiplicacao por —1, existem tinicos a,b €
Z\ {0} primos entre si e g € Z[X]| primitivo tais que f = ($)g.

Demonstragio. (a) Sejam f(X) =a, X"+ -+a1 X +ay € Z[X]|\ {0}, a € Z\{0} ed =
c(af) = mdc(aay, . .. ,aa,). Como c(f) | ag,...,a, temos que |alc(f) | aag, ..., aan,
ou seja, |ale(f) é um divisor comum de aay, . .., aa,, logo, |alc(f) < d. Por outro
lado, como d = aagvg + - -+ + aa,v,, com v; € Z\ {0}, temos que a | d e, como
d | aag,...,aa,, ‘% ¢ um inteiro positivo que divide ag, ..., a,, logo, %‘ < ¢(f), ou
seja, d < |ale(f). Portanto d = |alc(f).

Em particular, se f é primitivo, podemos escrever f = 1f = ¢(f)f. Caso contrario,

escrevemos f = ¢(f)g onde g(X) = 75 X" + - + F5X + 5. Como ¢(f) =
mdc(ag, . . ., ay), temos que g € Z[X|\{0}. Além disso, como c(f) = agvo+- - -+a,vy,

com v; € Z \ {0}, temos aflot+ -+ yvn = 1, ou seja, c(g) =1.

(b) Seja m o mmc dos denominadores dos coeficientes ndo nulos de f. Entao, mf €
Z[X]\ {0}. Seja d = ¢(mf), entao, pelo item (a), existe h € Z[X] \ {0} primitivo
tal que mf = dh, logo, f = %h onde % é um racional positivo. Agora, escolhendo
d = mdc(d,m), d = d'|a] e m = d'|b|, com a,b € Z\ {0}, temos que

_ daf,

Al B

f

onde a e b sdo primos entre si. De fato, como d' = dvy + mu,, com vy, vy € Z, entao,
%vl + Zva = 1. Se a e b tem sinais iguais, escolhemos g = h e assim, g = th = f;

caso contrario, escolhemos g = —h, e assim, 79 = %h = f.
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Para a parte da unicidade basta notar que

d d d
|a|=J<:>a:? ou a:—J,
e
o= b= on b=——,
e a unicidade de d,m e d' garantem a unicidade de a e b, a menos de multiplicacao
por —1.

O

O conceito de contetido de um polindémio de coeficientes inteiros é determinante para
o estudo de polinémios irredutiveis sobre Z, desde a sua definicao.

Definicao 2.58. Um polindmio p € Z[X] \ Z ¢ irredutivel sobre Z se p for primitivo
e nao puder ser escrito como produto de dois polindmios nao constantes em Z[X]. Um
polinémio primitivo p € Z[X] \ Z que nao ¢ irredutivel é dito redutivel sobre Z.

Novamente, € ttil reescrever a condicao de irredutibilidade de polindémios de coeficien-
tes inteiros de forma contra-positiva, de modo que um polindémio primitivo p € Z[X]\ Z
é irredutivel se, e somente se, a seguinte condigao for satisfeita:

p=gh, com g,h € Z[X] = g=+1 ou h = £+1. (2.7)
Proposigao 2.59 (Lema de Gauss). Para f,g € Z[X] \ Z, temos que:
(a) c(fg) =c(f)c(g). Em particular, fg é primitivo se, e sé se, f e g o forem.
(b) Se f é primitivo, entao f € irredutivel em Z[X] se, e so se, o for em Q[X].
(c) Se f e g forem primitivos e associados em Q[X], entdo f = £g.

Demonstragio. (a) Pelo Lema 2.57, se f = c(f)f1 ¢ g = c(g)g1, entdo fi, g1 € Z[X] sdo

primitivos e fg = c(f)c(g)fi91, de modo que c(fg) = c(f)c(g)e(figr). Portanto, basta
mostrarmos que f;g; é primitivo, ou, o que é o mesmo, que

f, g primitivos < fg é primitivo.

Se f nao for primitivo, existe p € Z primo tal que p divide todos os coeficientes de f.
Entao, p divide todos os coeficientes de fg, e fg ndo é primitivo. Analogamente, se g ndao
for primitivo, entao fg também nao é primitivo.

Reciprocamente, suponha que f(X) = a, X™ +---+a; X +age g(X) =b,X"+-- -+
b1 X + by sdo primitivos mas fg nao o é. Considere p € Z primo tal que p divide todos os
coeficientes de fg, e sejam k,[ > 0 os menores indices tais que p nao divide ay, b; (tais k
e | existem, uma vez que f e g sdo primitivos). Denotando por cxy; o coeficiente de X*+!
em fg, segue que

Chtl =+ + Qp—2bipo + ar_1bi1 + agby + app101-1 + appobi_o + - - .

Agora, como p | ¢xyep | ag, ..., ax_1,bo,...,b_1, aigualdade acima garante que p | ab,
o que é uma contradigao.
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(b) Primeiramente, considere f € Z[X] \ Z primitivo e suponha que f é redutivel
em Q[X], digamos f = gh, com g,h € Q[X]|\ Q. Pelo Lema 2.57, podemos escolher
a,b,c,d € Z\ {0} tais que g = (})g1 e h = (§)h1, com gy, hy € Z[X] primitivos. Entao,

bdf = bg - dh = agy - chy = acg1h,.

Mas, como g1hy é primitivo pelo item (a), considerando contetidos na igualdade acima
obtemos |bd| - ¢(f) = |ac|. Logo, %5 = %c(f) € Z, e segue novamente da igualdade acima
que f = +c(f)gihi, ou seja, f é redutivel em Z[X]. Reciprocamente, se f € Z[X]\ Z é
primitivo e irredutivel em Z[X], entdo, dados g, h € Z[X]| C Q[X], temos que f = gh =

g ==+1ouh = =+1. Logo, f é irredutivel em Q[X].

(c) Se f = (%)g, com a,b € Z\ {0}, entdo bf = ag e, considerando contetidos, obtemos
b - c(f) = |a| - c(g). Mas, uma vez que ¢(f) =1 e ¢(g) = 1, segue que |a| = |b|, de sorte
que 3 = *£1. O

O seguinte resultado sobre polinémios de coeficientes inteiros é semelhante a Proposi-
¢ao 2.54 e Proposicao 2.55.

Teorema 2.60. Todo polinomio primitivo f € Z[X]|\{0} pode ser escrito como produto de
um nimero finito de polindmios irredutiveis em Z[X]. Ademais, tal maneira de escrever f
¢ unica a menos de uma reordenacao dos fatores e de multiplicacao de alguns dos mesmos
por —1.

Demonstracao. Mostremos primeiramente a existéncia da fatoragao em irredutiveis: vendo
f como polinémio em Q[X], segue da Proposigao 2.54 a existéncia de polinémios irredu-
tiveis p1,...,pr € Q[X]\Q tais que f = p; - - - pg. Escreva p; = (%:)Qi, com a;,b; € Z\ {0}
relativamente primos e ¢; € Z[X|\ Z primitivo. Como ¢; também ¢ obviamente irredutivel
em Q[X], segue do item (b) da Proposicao 2.59 que ¢; também ¢é obviamente irredutivel
em Z[X]. Sendo a =ay---a, e b= by --- by, temos entdo que

a

f= G

Mas como q; - - - g sdo todos primitivos, o item (a) da Proposi¢ao 2.59 garante que ¢ - - - g
também é primitivo. Assim, considerando contetidos na igualdade acima, obtemos

o] = [b] - (f) = la] - (g1 - - - g) = |al.

Portanto, segue que § = +1 e, dai, f = ¢q1 -+ g, ¢ um produto de polinémios irredutiveis
de Z[X].

A prova da parte de unicidade do enunciado é essencialmente idéntica a prova da
Proposi¢ao 2.55, uma vez que provemos o seguinte: se p, f,g € Z[X] \ Z sdo tais que
p é irredutivel e p | fg em Z[X], entdo p | f ou p | g em Z[X]. Para tanto, observe
inicialmente (novamente pelo item (b) da Proposi¢ao 2.59) que p também é irredutivel
em Q[X] e, assim sendo, ja sabemos que p | f ou p | g em Q[X]. Se p| f em Q[X] (o
outro caso é analogo), existe fi; € Q[X] tal que f = fip. Considerando a,b € Z tais que
fi = (%) f2 € Z|X] \ Z primitivo, temos

bf =bfip = afap.

Agora, p e fo primitivos implica (uma vez mais pelo item (a) da Proposi¢ao 2.59) em fop
primitivo e, considerando contetidos na igualdade acima, obtemos |b| - c¢(f) = |a| - ¢( fop) =

la|. Portanto, § = +c(f) € Z, de maneira que f; € Z[X] e p | f em Z[X]. O
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Expomos a seguir o Critério de Eisenstein, um importante critério que permite
determinar a irredutibilidade de varios polindmios em Q[X].

Teorema 2.61 (Critério de Eisenstein). Seja f(X) = a, X"+ - -+a1 X +ag um polinémio
de grau n > 1 e com coeficientes inteiros. Sejam ainda p € 7 primo e 1 < k < n inteiro
tais que p | ag,ay, ..., ax, p* ndo divide ag e p nio divide a,. Entdo, f € irredutivel sobre

Q.

Demonstragio. Seja fi primitivo tal que f(X) = ¢(f)fi. Como p nao divide ¢(f), as
condi¢oes do enunciado continuam validas para os coeficientes de f;. Podemos supor que
f é primitivo. Pelo item (b) da Proposigao 2.59, basta provar que f(X) é irredutivel em
Z1X].

Suponhamos, por absurdo, que f(X) = g(X)h(X), com 1 < dg, Oh < n = Jf e
g, h € Z[X]. Sejam ¢g(X) = b, X" + -+ b X + by, com b; € Zpara 0 < j <7, e
hMX)=c X+ +c1X + ¢, com¢; € Zpara 0 < j<s.

Como ag = boco e p | ag, entdo p | by ou p | ¢p. Entretanto, p? nao divide ag, logo p
divide apenas um deles, isto é,

p | by e p ndo divide ¢, ou p nao divide by e p | .

Suponhamos, sem perda de generalidade, que p nao divide by e p | co.

Como a,, = b,c, e p ndo divide a,, entao p nao divide b,. Seja [ o menor natural [ < r
tal que p nao divide b;. Entao, p | b_1,...,bo e a; = bjcg + b_1¢1 + - - - + bocy, onde p nado
divide byco e p | bi_1c1 + -+ + bocy. Logo, p ndo divide a; e, por hipétese, [ =n = 90f > r,
o que é uma contradigao. O]

Exemplo 2.62. f(X)=5X*—-6X?+9X — 3 é irredutivel sobre Q. De fato, para p = 3,
temos que p | ag, p | a1, p | as, p | az, p ndo divide a4 e p* nao divide ay, satisfazendo as
hipéteses do Critério de Eisenstein.

2.7 Equacoes polinomiais ou algébricas

Equacao polinomial ou algébrica com solucao em K é toda equacao da forma
f(X) = 0. Denominamos de conjunto solugao ao conjunto das raizes de f(X). O grau
do polinémio f(X) determina o grau da equacao f(X) = 0. Neste capitulo estudaremos
métodos de obtengao das raizes nos casos em que f(X) possui graus 2 e 3, o que serd de
fundamental importancia na compreensao do capitulo posterior.

2.7.1 Equacgao polinomial de grau 2

Considere a equacio aX? + bX 4+ ¢ = 0 com coeficientes em C e a # 0. E possivel
deduzir a féormula resolutiva desta equacao, em fungao dos seus coeficientes, completando
quadrados em f(X) como a seguir:

b bR b2 b\
aX’+bX+c=a| X?+ZX |+c=al X?+2—X+—— |+c—— =a| X+— | +c——
a 2a 4a? 4a 2a 4a

Portanto, « é raiz da equacao se, e somente se,

2 2 2

+b N b? N +b b? R +b b? — 4ac

al a4+ — c— — = a+—| =——— a+—| =——
2a 4a 2a 4a?2 «a 2a 42
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de onde, por extracao das raizes, obtemos

n b n b2—4ac® n b2 — 4ac b N —b+Vb? — 4ac
o _— = _— o= _— o =
2a 4a? 4a? 2a 2a ’

onde Vb2 — 4ac é uma das raizes quadradas do nimero complexo A = b? — 4ac, chamado
usualmente de discriminante da equagao.

Observe que, a condi¢ao necessaria e suficiente para que a equacgao do segundo grau
tenha uma raiz dupla, igual a ;TIL)’ é que o discriminante da equacao seja nulo.

Se os coeficientes a, b e ¢ da equacdao aX? + bX + ¢ = 0 sdo reais, entdo, pela férmula
resolutiva, temos os seguintes resultados:

i. A > 0 se, e somente se, a equacao tem duas raizes reais;
ii. A =0 se, e somente se, a equac¢ao tem uma raiz real dupla;

iii. A <0 se, e somente se, a equacao tem duas raizes complexas conjugadas.

2.7.2 Equacgao polinomial de grau 3

Considere a equagao geral do terceiro grau com coeficientes complexos, que vamos
supor, sem perda de generalidade, que esteja na forma:

X3 + a2X2X2 + CLlX + ag = 0. (28)

Por meio de uma mudanga de varidvel, vamos colocar o polinémio em (2.8) numa
forma onde nao figure o termo do segundo grau.
Substituindo X por Y + d na Equagao (2.8) temos

(Y+d)*+aa(Y+d)*+a, (Y +d)+ag = Y>+(3d+as) Y *+(3d*+2dag+a, )Y +(d*+d*ag+da, +ay).
Pondo d = —%, na expressao acima, temos que
X3+ X?+a X +ayg=Y>+pY +g¢,

onde ) 0
Q9 Cl2 Cl2 a109
X=V -2 —g 2 _ L
g0 Py € 4= 5 Ty

Portanto, para achar as raizes da Equagio (2.8), basta achar as raizes da equagao

+ ag. (29)

Y34+ pY +q=0, (2.10)

com p e ¢ como em (2.9) e delas subtrair %.

Vamos agora, nos concentrar na resolu¢do da Equagao (2.10).
Sejam U e V' duas novas indeterminadas. Facamos em (2.10) a mudanga de varidveis:
Y = U 4+ V. Obtemos, entao,

0=U+VP+pU+V)+q=U>+V>+q)+ (U+V)(p+3UV). (2.11)
Segue dai que cada solugao (U, V') do sistema

U+ V3=—q
UV =-2
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nos fornece uma solugdo (U, V') de (2.11) e, portanto, uma solucdo da forma Y =U 4+ V
de (2.10).

Elevando ao cubo a segunda equagao do sistema acima, segue que se (U, V) é uma
solucao do sistema, entao U3 e V? sdo solucoes da seguinte equacio do segundo grau:

2yqz-P o (2.12)
27
2 3

. , 2 3
Fixando uma das raizes quadradas de %- + % e denotando-a por /4 + &, temos que
as raizes de (2.12) sao:

2 3 2 3
q q p q q p
1 2—!—\/4—1—276 2 5 \/4—1—27

Pela simetria do papel que desempenham U e V, podemos supor que U? = Z; e
V3 == ZQ.

Escolhendo uma das raizes cuibicas de Z; e denotando-a por v/ Z7, segue que as solugoes
de U3 = Z, sdo /7y, V71 e (35/Z,, em que (3 = _1%“/3 é uma das raizes ciibicas da
unidade.

Agora, denotando por v/Z; a raiz cibica de Zy, tal que v/Z1v/Zs = —%, de modo que
a segunda equacao do sistema acima seja satisfeita, o referido sistema admite as seguintes
solucgoes:

Uy = \3/271, Vi= \3/272;
U2=C3\?/ZT, ‘/2:(??\?/27%
U3:C32\3/Zv %:CB\P/Z

Finalmente, a equagdo ctibica (2.10) possui como solugoes as chamadas férmulas de
Cardano:

2 3 2 3
m_U1+v1—321+€/ZQ—ﬂ—q+ q4+p+j—q— =+ L

2

3
Y2=U2+v2=c3ﬁ+<§€/22=<3j—g+ TR At

2 3 2 3
%:U3+%:(§\3/21+C3\3/Zgzggj—g%—\/i+Z2)7+C33—g— T+

Exemplo 2.63. Resolvendo pelas férmulas de Cardano a equacao X2 + 6X — 20 = 0,
obtemos as seguintes raizes:

X, = {10+ 6v3 + {10 — 6v/3;
J10+6v3 + {’/10—6\/5) +i\2/§(€/10+6f—€/10—6\/§),

ng—;(€/10+6\/§+ \3/10—6\/5) —“2/5(€/1o+6f—€/10—6\/§),

1
X2:—§
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sendo X; uma raiz real e, X5 e X3 raizes complexas conjugadas. Nao é dificil notar que
2 é raiz da equacao, donde conclui-se que \3/10 +6v/3 + \2/10 — 66 = 2.




3 Meétodo para resolucao de
equacoes do tipo Y3+ pY +q=0

O método que apresentamos neste capitulo fornece férmulas que permitem determinar
as raizes de uma equacao do tipo Y3 +pY +¢ = 0 com coeficientes reais e p, g # 0, de uma
forma mais simples do que quando usamos as férmulas de Cardano. Para tanto usamos
as referéncias [17], [11] e [27].

Para a aplicacdo desse método, na equacao de coeficientes reais Y3 + pY + ¢ = 0,
fazemos p = —3rs e ¢ = rs(r + s), obtendo a equacio Y3 — 3rsY +rs(r +s) = 0. Como
—3rs e rs(r + s) sao reais, ha apenas dois casos ha considerar: o caso em que r e s sdo
numeros reais e o caso em que 7 € s sao um par de complexos conjugados.

3.1 Resolvendo a equagado Y? — 3rsY + rs(r +s) = 0
quando r e s sao reais

No caso em que r e s sao numeros reais hé dois casos ha considerar: r = s e r # s.
Comecemos pelo caso em que 7 = s.

3.1.1 Casor=s

Teorema 3.1. Seja Y3 — 3rsY + rs(r + s) = 0 uma equagio com coeficientes reais. Se
r = s entao trés raizes da equacao SGo \/TS,\/TS, —24/TS.

Demonstragio. O polindémio Y3 — 3rsY + rs(r + s) pode ser fatorado como segue:

Y3 - 3r%Y + 2% = (V3 — 1) = 3r3(Y — 1)
=Y —r) (Y2 +7rY —2r%)
= (Y —r)*(Y +2r)
Logo, as raizes sao r,r, —2r, que podem ser escritas, j4 que r = s, como /15, /1s, —2./7s.
]

Exemplo 3.2. Resolva Y3 — 27Y + 54 = (.

Como rs =9 e rs(r + s) = 54, segue que r + s = 6. Logo r e s sdo as duas raizes de
T? — 6T +9 = 0. Resolvendo esta equacao temos r = s = 3. Pelo Teorema 3.1 as trés
rajzes de Y? — 27Y + 54 = 0 sdo 3,3, —6.

40
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3.1.2 Casor#s

Para o caso em que r # s usaremos a seguinte identidade que pode ser encontrada em
[11]:

Y3 —3rsY +rs(r+s) = (Y —r)* +

S—7Tr r—s

(Y — 5)?, (3.1)

Como temos r # s, da identidade (3.1) segue que

S

Y —r)? Y —5)?=Y"—-3rsY =0
3—7“( T) +7’—$( s) rsY 4+ rs(r+ s) ,
entao,
Y — 3 _ Y — 3
il r) = s) =0&s(Y —r)? =r(Y —s)°
s—r
Logo,

Y —r ’ r
(S o

Observe que temos s # 0 ja que p # 0.

Teorema 3.3. Seja a equagio Y — 3rsY +rs(r +s) =0 com coeficientes reais e v # s.
Se r e s sdo reais, entdo a equacdo possui uma raiz real e um par de raizes compleras
conjugadas, sendo elas

), —T%s%(ggr% + C;;sé) e — r%s%(@,r% + Cgs%)

W=
—~
=
ol
»
ol

1
—Trs3s

Demonstragao. Suponha r, s reais. Entao © também ¢ real. Logo, pela Equacao (3.2)
temos };:’; = \3/5, \3/§C3, \3/§C§, onde (3 = ’1%“/3 Quando % = \3/3 entdo /s(Y —r) =

Ir(Y —s8) = (s — IrY) = ¢/sr — Yrs. Portanto,

Ysr— Yrs  r3si(ri —s3)
Y = - = 1 1
s — r s3 —r3
De modo semelhante, quando =% = \9/§§3, temos /s(Y —r) = IrG(Y —s) =
(s — (33/r)Y = /sr— (3¢/rs. Donde segue que

v — AL
Vs = G 53 — (373 (55— Gr3)@3
1.9 2 2
r383 r3 — 83 101 1 1
=—— (<3l . ) = —(3r353((3r3 + 53)
3(Cars — s3)
11,51 1
= —r¥sH(Crd + Gost)
Quando }}f:; = \3/2(’33, um argumento semelhante nos fornece ¥V = —r%s%(ggr% +
253). O

Exemplo 3.4. Determine as solucoes de Y3 — 9Y — 28 = (.
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conjugados 42
Temos 3rs =9 e rs(r+s) = —28,logo rs = 3 e 1+ s = ==, Pelas relacoes de Girard
temos que r e s sdo as raizes de T2—|—23—8T—|—3:0, o que nos da r = %1 e s = —9. Como

r # s, pelo Teorema 3.3 as raizes da equacao Y? — 9Y — 28 = 0 sdo

—3§(<_31>3 + (—9)§> = —((=1)% + (-27)°
33 ((_1 _2“/5) (?) §+ (_1 zlﬁ> (—9)§) —_ (1 +2i\/§+3 — ;,Nﬁ) = —2+iV/3,
3% ((_1 ;“/g> <_31>3+(_1 _2“/5) (—9)5’) = — (1 _;\/3+3 +g’“/§) — _2_i\/3.

3.2 Resolvendo a equagio Y? — 3rsY + rs(r +s) = 0
quando r e s sao um par de complexos conjugados

=

) =4,

Para considerarmos o segundo caso, quando r e s sao um par de complexos conjugados,
estabeleceremos algumas notacoes.

Qualquer ntimero complexo z = a + bi # 0 pode ser escrito como z = |z|e? =
|z|(cos @+isen @), onde 0 é o argumento de z no intervalo (—m, |. Escreveremos z = a—bi
para denotar o conjugado de z e Re(z) para denotar a parte real de z.

Para algum inteiro positivo m, o ntimero complexo z tem m-ésimas rafzes o, ay, a3,

-1
m17

quando =0, zm = ¥z R,

0 ;2m 1 .
, onde a = %/|z|le'm e (, = e'm. Escreveremos « como zw. Em particular,

Teorema 3.5. Seja a equagio Y — 3rsY +rs(r +s) =0 com coeficientes reais e v # s.
Se r e s sio um par de compleros conjugados, entGo a equacdo possui trés raizes reais,
sendo elas

2;) e — 2\/ECOS(Z + 41)

0 0
—24/75 cos 3 —2\/Ecos(§ + 5

1 1 1
=~ = Y-r _ (r\3 [(r)\3 r\3 2 :
Demonstragdo. Da expressao (3.2), segue que — = (;) , (;) (3, (g) (5. Mediante
calculos analogos aos do primeiro caso em que r e s sao reais, vemos que as solugoes sao
dadas pelas mesmas expressoes
1

_r%s%(ré + S%) r3 %(CST:“ +§333) ¢ - r333(C37“3 +CSS%)

No entanto, como r = |r|e? e s = |s|le= com |r| # |s|, segue que r3 = |r|3eis =
(rs)se’s e, de modo semelhante, s3 = (rs)se~* = r3. Desse modo, podemos reescrever

as solugoes como

. . 0
—r3s(r 4 53) = —(rs)376 (5 47 = “2Vrscos g,

27?)’

rish(Gard+¢st) = —(rs)F (Gord + Gori+) = <rs>%Re<¢3r%>=—2¢‘scos( ;
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11 1 1 1 1 o 1 1 1 0 4
—r353((3r3 +(353) = —(rs)g(g}fﬁ +C§T§+) = —2(rs)3 Re((ar3) = —2\/Ecos(§+?7r).

O

Exemplo 3.6. Determine as rafzes da equacio Y3 — 48Y — 64v/2 = 0.

Temos 3rs = 48 e rs(r+s) = —64v/2, logo rs = 16 e r + s = —4+/2. Pelas relacdes de
Girard temos que r e s sdo as raizes de T? — 41/2T + 16, o que nos dé r = M =
—2v/2 + 2iv/2 = 46'T e s = de T, Logo, r e s sao dois complexos conjugados e § = 37

4
Portanto, pelo Teorema 3.5 as raizes da equacdo Y — 48Y — 64v/2 = 0 sao

U 1
—2.4cos— = —8- — = —4/2,
4 V2

T 27 T 1++3
—2-4 —+—| =38 — =8 =22+ 2V6
(COS4+ 3) 513 g = 2v2eav,

T 4w 197 —-1++3
9 4fcos T4 = _8eos F = 8. - V2 o9 5 oG
(cos4—|— 3> coS D NG V2 —2V6

Comparando as férmulas de Cardano com o método apresentado neste capitulo, vemos
que quando 7 e s sdo nimeros reais, a solucao real obtida pelas férmulas de Cardano tem
2 3
i _ =g @ .
a seguinte forma para a = St e b= 4 + L=

Y = Va+ Vot Va— o,

enquanto o método apresentado neste capitulo fornece

Y = —(7’3)%(7“% + s%).

Logo, considerando o aspecto computacional, o método que apresentamos neste capitulo
é mais simples do que as féormulas de Cardano.



4 Reticulados

Um dos pardmetros para se encontrar bons codigos corretores de erros [24] esté ligado
ao problema do empacotamento de esferas, que surgiu a partir do 18° Problema de Hilbert,
que é uma forma de dispor esferas no espaco euclidiano de modo a cobrir a maior parte do
espaco. Este problema é denominado de empacotamento esférico, e quando o conjunto de
centros das esferas formam um subgrupo discreto do R", estes empacotamentos passam
a se chamar empacotamentos reticulados. A partir dai, passaram a associar o estudo dos
codigos aos reticulados e surgiram varias familias de reticulados.

Um método ainda pouco explorado de obter reticulados que sera apresentado neste
trabalho, consiste em obter reticulados via polinémios irredutiveis sobre o corpo dos raci-
onais. Assim, neste trabalho apresentamos construgoes a partir de polindmios de grau 2
e de grau 3 com raizes reais de versoes rotacionadas dos reticulados Ay e D3, que sdo os
reticulados com densidade de empacotamento 6timas em dimensao 2 e 3, respectivamente
[12]. O método utilizado neste trabalho foi proposto em [25] e espera-se que ele possa ser
estendido para outras dimensoes.

A dificuldade desse tipo de construcao estd em encontrar vetores linearmente inde-
pendentes e identificar o determinante da matriz geradora e a norma de um ponto do
reticulado em termos dos coeficientes dos polinémios considerados.

Um outro problema semelhante ao empacotamento de esferas é o nimero de contato.
Configuragoes esféricas que dao bons nimeros de contato sempre vém de reticulados bem
arredondados.

Muitos reticulados importantes na matematica e na fisica sao bem arredondados. Por
exemplo, o reticulado hexagonal e o reticulado Z? em R? e o reticulado ctibico em R3 sao
bem arredondados, assim como o reticulado hiperctibico e o reticulado A, em R*, que sao
importantes em quase cristalografia (quasicrystallography).

Como estamos interessados em construir reticulados com boa densidade de empaco-
tamento nas dimensoes 2 e 3 via polindmios, vamos analisar aqui em quais condigoes
reticulados construidos via polinémios nessas dimensoes sdao bem arredondados. Para
isso, nos baseamos na teoria do artigo [1].

Construimos reticulados que sao gerados por vetores cujas coordenadas sao as raizes
de um polindmio com coeficientes inteiros e raizes reais.

Usaremos as férmulas de Girard para provar a independéncia linear dos vetores con-
siderados e para obter a norma euclidiana em termos dos coeficientes do polinémio. Uma
vantagem é que podemos estabelecer condi¢Ges envolvendo tais coeficientes a fim de au-
mentar o nimero de vetores minimos do reticulado.

44
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4.1 Definicao e propriedades elementares

Nesta secao faremos um breve estudo sobre os reticulados, definindo-os e apresentando
suas principais propriedades.

Definicao 4.1. Sejam {vy, v, ..., v, } vetores linearmente independentes do R™. O con-
junto de pontos

A= {ZE = Z)\ZU“)\Z S Z}
i=1
¢ chamado reticulado de dimensao m e {vy, v, ..., v, } é chamado de base do reticulado.

Definicao 4.2. Seja {vy,...,v,} uma base de um reticulado. O paralelepipedo formado
pelos pontos
)\101+---+)\mvm, 0<)\, <1

¢ chamado de paralelepipedo fundamental ou regido fundamental do reticulado.

Exemplo 4.3. O reticulado Ay, é gerado pelos vetores e; = (1,0), ex = (3, @) e é
chamado de reticulado hexagonal.

Figura 4.1: Regiao fundamental do reticulado Ay,

Fonte: Elaborada pelo autor

Dado n > 2, utilizando elementos de Z"*!, definimos o reticulado A, como
An ={(zg,- ,2,) €Z" g+ 4+ 1, = 0}.
Considerando n > 3, definimos
D, ={(z1,-++ ,x,) €Z" : 21 -2, =0 mod 2}.

Em outras palavras, o reticulado D,, é formado por todos os elementos de Z" tal que
a soma das coordenadas ¢ par.

Definicao 4.4. Seja {vy,...,v,,} uma base de A. Se v; = (v;1, ..., V), parai = 1,---  m,
a matriz
V11 V12 ... Uin
V21 V22 oo Uop
M =
Um1i Um2 ... Umn

¢ chamada de matriz geradora do reticulado A. A matriz G = MM" é chamada de
matriz de Gram do reticulado, onde t denota a transposicao.
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Assim, os pontos do reticulado sdo formados por
A={x=AM | xeZ"}.

Definigao 4.5. O determinante do reticulado A é definido como sendo o determinante
da matriz G, ou seja,

det(A) = det(G).

Um reticulado A é dito ter posto maximo se m = n, e neste caso M é uma matriz
quadrada. Assim,

det(A) = (det(M))>.

Definicao 4.6. Para reticulados de posto maximo, a raiz quadrada do determinante do
reticulado é o volume da regiao fundamental, também chamado volume do reticulado,
e denotado por Vol(A).

E importante observar que o mesmo reticulado pode ser representado por mais de uma
matriz, e o fato de dois reticulados terem o mesmo determinante nao é suficiente para que
eles sejam isomorfos.

Definigao 4.7. Dois reticulados A, Ay C R™ de posto n sdo ditos semelhantes ou
equivalentes se existe uma matriz ortogonal A, de ordem n com entradas em R, e uma
constante real a tal que Ay = aAA,.

Exemplo 4.8. Os reticulados

do R? sao semelhantes, pois

(6 )-+(a1)(54)

Em outras palavras, reticulados semelhantes tém a mesma configuracdo mas nao a mesma
escala.

Exemplo 4.9. 1) possivel mostrar que os reticulados Ay e o reticulado hexagonal Ay,
sdo equivalentes [22].

Definicao 4.10. Um empacotamento esférico, ou simplesmente um empacotamento
no R"™, é uma distribui¢do de esferas de mesmo raio no R™ de forma que a intersecao de
quaisquer duas esferas tenha no maximo um ponto. Um empacotamento reticulado é um
empacotamento em que o conjunto dos centros das esferas formam um reticulado A no

R™. Além disso, p = §mm{||v|| :v € Ap,v # 0} é o maior raio para o qual é possivel

distribuir esferas centradas nos pontos de A e obter um empacotamento, este raio é entao
chamado de raio de empacotamento.
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Seja A C R"™ um reticulado. Denotando por B(p) a esfera com centro na origem e
raio p, podemos obter uma expressao para calcular a densidade de empacotamento de A.
Temos que

A(A) = volume da regido coberta por uma esfera  Vol(B(p))  Vol(B(1))(p)"
B volume da regido fundamental ~ Vol(A) — Vol(A)

Como o valor de Vol(B(1)) é conhecido, podemos reduzir nosso estudo ao calculo de
#?A) que definiremos a seguir.
Definicao 4.11. Seja A C R" um reticulado. Definimos a densidade de centro de A

por
T

p
o) = Vol(A)’

onde p é o raio de empacotamento de A e Vol(A) seu volume.

Um dos problemas de empacotamento esférico de um reticulado no R™ é encontrar o
empacotamento com maior densidade de centro. Na dimensao um, temos que os pontos
de coordenadas inteiras da reta formam um Z-reticulado cuja a densidade de centro é a
melhor possivel dada por 6 = 1.

Na dimensao dois o reticulado A, é o de maior densidade de centro, dada por § =
\/% ~ (), 28868.

Na dimensao 3 o reticulado D3 é o de maior densidade de centro, sendo essa § = \/% R~
0,17678.

E conhecido e provado que as densidades de centro dos reticulados Ay, Ay, D5, Dy, Ds,
Eg, E7, Eg e Aoy, de dimensdes 1 a 8 e 24, respectivamente, sdo Otimas. Para outras
dimensoes nao se sabe as 6timas.

4.2 Reticulados densos via polinéomios

Nesta se¢ao utilizamos a referéncia [1] e apresentamos como construir reticulados com
maior densidade de centro nas dimensoes 2 e 3.

4.2.1 Reticulados em R? via polindmios de grau 2 com raizes
reais distintas

Para dar inicio & construgao, seja f(z) = 2* + ax + b € Z[z] com a? — 4b > 0 e raizes

distintas «, 5 € R. Agora, sejam os vetores v; = («, ) e vo = (8, ) e consideremos o

reticulado definido por
Af = {)\11)1 + Aoty : )\1,)\2 S Z} ,

ou seja, um reticulado gerado por vy e vs.
Como a, f € R, entao a matriz geradora de Ay é dada por

()

5(Af) = — P

Observe que, pela Definicao 4.11,
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1
onde p = 5 min{||z|| : © € Af,x # 0}. Por outro lado,

—a+ Va? —4b

o =
2
e
—a —+va? —4b
p= 5 :
Dali,
_ o B
| det(M)| = |det (5 a)‘
B —a++va?—4b 2_ —a —+va? —4b 2
N 2 2
B a2—2a\/a2—4b+a2—4b_a2+2a\/a2—4b+a2—4b
N 4 4
= | —ava® — 4}
= |a|Va? — 4b.
Assim,

2

p
lalv/a% —4b’

o que é suficiente para enunciar o préximo resultado.

o(Ay) =

Proposigao 4.12. Sejam f(z) = 2> + ax + b € Z[z], com a®* —4b > 0 e Ay C R? o
reticulado de base {(c, B), (B,a)}, onde v e 5 sao raizes distintas de f. Entao

2
p
O(Af) = —F——=—x
(4s) la|va? —4b
1

onde p = §m1n{\|wH cx € Ap,x # 0}

No entanto, nao é pratico identificar numericamente o parametro p na Proposigao 4.12.
Deste modo, é necessario que adotemos uma estratégia que simplifique tal tarefa.

Proposigao 4.13. Sejam f(z) = x®+az+b € Z[z], com a®*—4b > 0 e Ay C R? o reticulado
de base {(a, ), (B,a)}, onde a e 5 sdo raizes distintas de f. Se v = z(«, )+ 22(8, ) €
Ag, com 21,20 € Z, entdo

||U||2 = a®(z1% + 25%) — 2b(z1 — 22)*.
Demonstracio. Basta fazer uma verificacao direta. Se A = a? — 4b, entdo

||v||2 = z%a% + 2a3(z122) + 29282 4+ 2:25% + 2a3(z122) + 2020
= (&® + B*) (21 + 22%) + 4aB(2122)

(5 ) (5

2 2 2 2
_2a* 4 2|A
N 4
= (a® — 2b)(21® + 2?) — 4b(2122)

= 0,2(212 + 2’22) — 2[)(2’1 — 22)2.

(z1° + 20%) + 4 <a—4w> (2122)
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]

Exemplo 4.14. Sejam f(z) = 2? — x e Ay o reticulado gerado por (1,0) e (0,1). Se
v=2(1,0) 4 22(0,1) € Ay, com z1, 20 € Z, entao

[oll* = (=1® + 2°)

cujo valor minimo 1 é atingido quando z; = £1 e 25 = 0 ou quando z; = 0 e 2z, = *£1.
Assim,

Exemplo 4.15. Sejam f(z) = 2* — 4z + 3 e Ay o reticulado gerado por (3,1) e (1,3). Se
v=2(3,1) 4 22(1,3) € Ay, com z1, 29 € Z, entao

||U||2 = 16(2?12 + 222) - 6(212 — 222)2 = 2(8(212 + 222) — 3(2’1 — 22)2)

cujo valor minimo 8 ¢ atingido quando z; = 1 e 29 = —1 ou quando z; = —1 e 2o = 1.
Assim,
2
say=(2) _8 1
Puva 32 4

O préximo resultado identifica uma condicao para a e b de modo que o reticulado obtido
tenha a maior densidade de centro possivel em R2.

Teorema 4.16. [25] Sejam f(z) = 2® + ax +b € Zlx], com a®> —4b > 0 e Ay CR? o
reticulado de base {(c, 8),(8,a)}, onde o e 8 sdo raizes reais distintas de f. Se a®> = 6b
(b>0) oua®=—2b (b<0), entao Ay possui a maior densidade de centro possivel para
a dimensao 2.

Demonstragdo. Prossegue-se por verificagao direta.
Seja v = z1(a, f) + 22(B, ) € Ay, com 21, 29 € Z. Dali,

||v||2 = a?(z1% + 22%) — 2b(21 — 22)? = 2b(3(212 + 2°) — (21 — 22)2) ,
que assume menor valor 4b quando z; =1 e z = 0. Dali,
Vi’
2 1
V6bv20 243
)

seb >0

2 1
V=2b/=6b  2/3

o que conclui a demonstracao. O]

seb <0
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Assim, conseguimos um método via polindémios de grau 2, para gerar reticulados com
boa densidade de centro em R2.
A seguir, explicitamos o Teorema 4.16 para a = —18 e a = 24 com b > 0.

Exemplo 4.17. Sejam f(z) = 22—18z+54, a, B € Rasraizesde f e v = zqv;+2909 € Ay,
onde v; = («, 8) e vy = (5, ). Temos que

0] = 324(2,2 + 2%) — 108(2 — 2)*,
que assume o valor minimo 216. Temos ainda que

| det(M)| = |a|va® — 4b = 18v/108 = 108v/3.

Portanto,

CRE? 1

OAs) = 108v3  108v3 23’

que ¢é a densidade 6tima para dimensao 2.

Exemplo 4.18. Sejam f(z) = 22+242+96, a, B € Rasraizesde f e v = z1v;1+2909 € Ay,
v1 = (a, B) e v9 = (B, ). Temos que

[[v][? = 576(21% + 252) — 192(21 — 2)*
assume valor minimo 384. Temos ainda que,

| det(M)] = |a|va® — 4b = 24v/192 = 192V/3.

Com isso
(¥384)2 96 1

S(Af) =2 2 — -
(As) 192v3 1923 203’

que é a densidade 6tima para dimensao 2.

A seguir, explicitamos o Teorema 4.16 para a =2 e b < 0.

Exemplo 4.19. Sejam f(x) = 2*+42—8, o, § € R asrafzes de f e v = 2101 + 2909 € Ay,
v1 = (a, B) e v9 = (B, ). Temos que

[|[v]|? = 16(212% 4 25%) + 16(21 — 22)*
assume valor minimo 32. Temos ainda que,
| det(M)| = |a|va? — 4b = 4V/48 = 16V/3.

Com isso
B _ s

o) = 16v3  16v3 23

que é a densidade 6tima para dimensao 2.
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4.2.2 Reticulados de dimensao 3 via polinémios de grau 3 com
raizes reais

Aqui apresentamos uma construcao de reticulados de dimensao 3 via polinémios de
grau 3 com 3 raizes reais. O Teorema 4.26 mostrard que é possivel obter reticulados
que sao versoes rotacionadas do reticulado D3 via tais polindmios, que como vimos é o
reticulado com a melhor densidade de centro na dimensao 3.

Seja f(z) = 23 + ax?® + bxr + ¢ um polindémio monico com coeficientes inteiros e sejam
a, 3,v € C as raizes de f. Queremos que f possua somente raizes reais.

Para tal, primeiramente precisaremos de uma restricdo para os parametros a, b, ¢ do
polindmio f(x) = z® + az? + b + ¢ € Z|z| para que este tenha raizes reais. A proposicio
a seguir nos da essa restrigao.

Proposicao 4.20. (/25]) Seja f(z) = 2* + ax* + bx + ¢ um polinémio maonico com
coeficientes inteiros. Para que as raizes de [ sejam reais é necessario e suficiente que

2a3 — 9ab + 27¢

a®>—3b>0 e (Va2—3b)?® > 5

Demonstragciao. Uma condi¢ao necessaria e suficiente para que as raizes de f sejam todas
reais é que sua derivada se anule em dois pontos distintos e que a fungao f aplicada nestes
pontos tenham sinais distintos. Assim, se f(z) = 2° + ax?® + bz + ¢, com a,b, ¢ € Z temos
que sua derivada ¢ dada por f'(z) = 3z% + 2ax + b cujas raizes sao

—a—+va?2—3b —a ++va? —3b

r1 = € To —

3 3

Dai, segue que a? — 3b > 0 deve ser um ntimero positivo. Agora,

f(z1) = 2} + ax? + bxy + ¢

3 2
P 7 _ L 7 _ o 2 _
_ ( a \/Sa 3b) n a( a 3& 3b) n b( a 3(1 Bb) Le

1
= ?(2613 +2(Va2 — 3b)* — 9ab + 27¢)

e, portanto, f(z1) > 0 se, e somente se,

(VaZ = 30) > —2a® + 9ab — 27c
5 .

Analogamente,

1
flza) = 2—7(2a3 —2(Va? — 3b)* — 9ab + 27¢)

e, portanto, f(zs) < 0 se, e somente se,

(V3 > 2a® — 9ab + 27¢
5 :

Logo, para que as raizes de f sejam reais devemos ter

2a® — 9ab + 2
a>—3b>0 e (Va2 —3b)° > ¢ 9;+ [

como queriamos. |
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Sejam «, 3,7 € R as raizes de f(x) = 2® + ax? + bz + ¢ € Z[z] que satisfazem as
condigoes da Proposigao 4.20. Podemos definir Ay C R* como o reticulado gerado pela
base {v1,v9,v3}, onde v1 = («, 5,7), va = (7, ,8) e v3 = (B,7,a). Temos que uma
matriz geradora de A serd

a B v
M=|~v a g8 |, (4.1)

gy a
desde que det(M) # 0, e sua densidade de centro serd dada por:

3

p
5(Af) = m7

onde p é o raio de empacotamento de Ay.
Da mesma forma como para dimensao 2, queremos encontrar expressoes para o calcular
p e det(M). No resultado a seguir veremos uma expressao para o calculo de det(M).

Proposigao 4.21. (/25]) Seja f(z) = 23+ ax? 4+ bx + ¢ um polinémio monico com coefici-
entes inteiros e sejam «, 5,7 as raizes de f, satisfazendo a condi¢io da Proposicdo 4.20.
Se Ay € o reticulado obtido a partir de f com matriz geradora M como dada em (4.1),
entao o modulo do determinante de M € dado por

| det(M)| = |a(a® — 3b)|.
Demonstracao. Temos que o determinante de M sera dado por
det(M) = o® + B> +~* — 3apy.
Das relagoes de Girard, apresentada em (2.40), segue que:

a+pf+v=—a
af+ay+py=0
Bya=—c
Assim,
(a+B8+7)"=a+ 5 +9"+2(ap + ay + ) =,
logo,
o + B+ +% =a® - 2. (4.2)

Como «a + f + v = —a, multiplicando o lado esquerdo da Equacao (4.2) por o+ 5+ v e
o lado direito por —a teremos

&+ B+ +ap?+ o’ + By 4+ vaP 4+ 452

=a’+ 8+ 9+ aBla+ B) + ay(a+7) + By(B+7)
=’ + 2+ —ab(y+a) —ay(B+a) — fy(a+a)
=+ 3+ 7% - 3apy —alaB + ay + 7)

= —a(a® — 20b).

Logo,
o’ + %+ = 3afy = —a(a® — 2b) + ab = —a® + 3ab.

Portanto, | det(M)| = |a(a* — 3b)| o que prova a proposigao. O
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Exemplo 4.22. Sejam f(z) = 2% — 92% + 23z — 15 um polinémio de grau 3 com raizes
reais «, 3,7. Se Ay é o reticulado com base {v1,vs,v3} e matriz geradora M, segue pela
Proposicao 4.21 que

| det(M)| = |a(a® — 3b)| = 108.

Agora, veremos um resultado que nos dara uma expressao para o calculo da norma de
um vetor de Ay.

Proposigao 4.23. ([25]) Seja f(z) = 2° + ax? 4 bx + ¢ um polinémio monico com coefici-
entes inteiros e sejam «, 3,y as raizes de f, satisfazendo a condi¢ao da Proposigao 4.20.
Se Ay é o reticulado de dimensdo 3 gerado pela base {vi,vq,v3}, onde vy = (a, 3,7),
vy = (7,0, B), vs = (B,7,), ev € Ay, tal que v = 2101 + 2205 + 2303, com 21, 22, 23 € Q.
Entao,

[[0]|> = (a® — 2b) (27 + 25 + 23) + 2b(2122 + 2123 + 2223).

Demonstragao. Temos que:

V = 21U1 + 29U + 2303
- Zl(a767’7> + 22(770576) + Z3(677a Oé)
= (az1 + 20 + Pzs, Bz1 + aza + 23,721 + Pre + azs3).

Entao,

|02 = (a2 + v22 + Bag)? + (Bz1 + azg + v23)? + (21 + B2 + azs)?
= (a2 + 3%+ 72)(,2% + zg + z§) +2(af + ay+ By)(z122 + 2123 + 2223)
= (a® — 2b) (27 + 25 + 23) + 2b(2122 + 2123 + 2223),

como queriamos mostrar. Observe que para obter a tltima igualdade usamos as rela¢oes

de Girard, apresentadas em (4.2). O
A partir das Proposigoes 4.21 e 4.23, a densidade de centro do reticulado Ay ¢ dada
por
(<)
2
0(Af) = ———~—— 4.3
(M) = iz 3] (13)

onde ¢ = min{||v||? = (a® — 2b)(2] + 23 + 23) + 2b(2122 + 2223 + 2123) | 21, 22, 23 € Z}.

Exemplo 4.24. Nas condi¢oes do Exemplo 4.22, seja v = 2101 + 2202 + 2303 € Ay. Pela
Proposicao 4.23 segue que

[[v||? = 35(2% + 22 + zg) + 46(z122 + 2123 + 2223)

e, este vetor assume o valor minimo 24 quando fazemos z; = 1, 20 = —1 e 23 = 0.
Portanto, a densidade de centro do reticulado Ay é dada por

(V6P _ V6
108  18°

o(Ay) =
Exemplo 4.25. Sejam f(z) = 2 + 32? + 2 — 1 e A o reticulado de base

{(—vV2-1,vV2-1,-1),(-1,-vV2-1,vV2-1),(v/2—-1,-1,-vV2 - 1)}.
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Sev=2(—VvV2-1,v/2—1,—1)+2(—1,—v2-1,v/2- 1)+ 23(vV2—1,—-1,—v2—1) € Ay,

com 21, 29, 29 € Z, entao
H’UH2 = 7(212 -+ 222 -+ 232) + 2(2’122 + 2123 -+ ZQZg)
cujo valor minimo 7 ¢é atingido quando z; = 1 e z; = 2z, = 0, com 4,7,k € {1,2,3} e
i# 7,1 #kej#k Assim,
3
(L) 7T

O(As) = 18 144"

O proéximo resultado identifica uma condigao para a, b e ¢ de modo que o reticulado
obtido tenha a maior densidade de centro possivel em R3.

Teorema 4.26. (/25]) Seja f(x) = 2*+ax*+bx+c um polindmio mdnico com coeficientes
inteiros e sejam v, 3,7 as raizes de f, satisfazendo a condicao da Proposicao 4.20. Se f
satisfaz

a® = 4b,

entdo o reticulado Ay gerado pela base {vy,vq,v3}, onde vi = (o, B,7), v2 = (7,a,5) e
vs = (8,7, @), possui densidade de centro dtima.

Demonstragio. Pela Proposicao (4.23) temos que
0] = (a® — 2b) (27 + 23 + 23) + 2b(2120 + 2123 + 2223)
= 2b(22 4+ 22 + 23 + 2129 + 2123 + 2223).

Observe que esta forma quadratica assume valor minimo 2b quando z; =1 e z5 = 23 = 0.
Logo,

Y = min{||v||* = (a®—2b) (27 + 25 +23) +2b(21 20+ 223+ 2123) | 21, 20, 23 € Z} = 2b. (4.4)

Agora, pela Proposicao 4.21, temos

| det(M)| = |a(a® — 3b)| = |ab]. (4.5)
Por, (4.3), (4.4) e (4.5) segue que a densidade de centro de A serd dada por
(2)
S(Ag) = 2 ~ 0, 17678,

abl — 4v2

que ¢ a mesma densidade de centro do reticulado Ds. Portanto, Ay possui densidade de
centro 6tima para dimensao 3. O

Exemplo 4.27. Sejam f(z) = 2* — 622+ 92 — 1 com raizes reais a, 3,7, A; um reticulado
de dimensao 3 gerado pela base {vi,v9,v3}, onde vy = (o, ,7), v2 = (v,, ), v3 =
(B,7,a), e v € Ay, tal que v = 2101 + 2202 + 2303, com 21, 29, 23 € Q. Temos que
[[v][? = 18(2% + 25 + 23) + 18(2122 + 2123 + 2023),
que assume o valor minimo 18, quando z; = 1 e zo = 23 = 0. Temos ainda que
| det(M)| = |a(a® — 3b)| = 54.
Portanto,
3
Cry _ve_ 1 0,17677
54 8 4+/2 ’ ’
que é a densidade de centro 6tima para essa dimensao.

6(Ay) =
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4.3 Reticulados bem arredondados

Nesta secao investigamos sob quais condicoes reticulados em R? e R? construidos via
polindmios com coeficientes inteiros e raizes reais sao bem arredondados, do inglés, well-
rounded. Em outras palavras, vamos analisar a propriedade do bem arredondamento nos
reticulados construidos através do método apresentado na Secao 4.2.1 e Secao 4.2.2.

Tal investigacao é importante para o estudo de empacotamentos esféricos, problemas
referentes ao nimero de contato (do inglés, kissing number) e outras propriedades de
reticulados que sao interessantes na aplicacao pratica.

Para o seu desenvolvimento, as referéncias utilizadas foram [9], [14], [13] e [26].

4.3.1 Definicoes iniciais

Definicao 4.28. Seja A um reticulado de posto completo em R?, com d > 2. O conjunto
dos vetores minimos de A é definido por

S(A) ={x e A:|x|*=[Al},
onde |A| = min{||x||*: x € A, x # 0}

Definicdo 4.29. Seja A um reticulado de posto completo em R? com d > 2. Dizemos
que A é um reticulado bem arredondado se S(A) gera RY.

Observagao 4.30. A propriedade de bem arredondamento é preservada com relacao a
semelhanca. Em outras palavras, se dois reticulados de posto completo A;, Ay C R" sao
semelhantes e A; é bem arredondado entdao Ay também é bem arredondado.

Lema 4.31 ([14], p. 192). Seja A C R?* um reticulado de posto completo. Entio A
contém 2, 4 ou 6 vetores minimos e é bem arredondado se, e somente se, #S(A) = 4
ou #S(A) = 6. Além disso, #S(N) = 6 se, e somente se, A é semelhante ao reticulado
hezxagonal Ape,.

Demonstragio. Seja v € S(A). Como —v € A e [|[v]]*> = || — v|%, entdo —v € S(A).
Observe ainda que se vy,vy € S(A) sao vetores distintos e linearmente dependentes, ou
seja, v; = Avy para algum A € R, entdao v; e vy sao opostos entre si, uma vez que

o] = [| M| = |M[|va]] = A =1 = X ==+1.

Como v; e vy sao distintos, segue que A = —1. Dessa forma, S(A) possui um ni-
mero par de elementos e contém dois vetores linearmente independentes se, e somente se,
#S(A) > 4.

Sejam v,u € S(A) vetores distintos e suponhamos que o angulo 6 entre estes dois
i
vetores seja tal que 0 < 0 < 3 Pela Lei dos cossenos,

o —ull* = [[v][* = 2l[vll[[ullcos(8) + [[ull* < l[vl* = [Jv[[]ul] + |u]*
e como ||v|| = [|u]|, uma vez que sdo vetores de S(A), temos
o —ul* < Jjo]|* = [[ull?,

o que é uma contradigdo, visto que encontramos um vetor v —u € A, com v —u # 0
e norma menor do que ||v|| = |Ju||. Portanto o dngulo entre dois vetores distintos de
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m
S(A) é necessariamente maior ou igual a —. Por defini¢do, os vetores de S(A) estao

compreendidos na circunferéncia de centro na origem e raio |A|, entao

2w S
#S(A) ~ 3

A desigualdade acima também nos permite concluir que #S(A) < 6. Assim,

I3

#S(A) = 2,4 ou 6.

Se #S(A) = 2, entdao A ndo é bem arredondado, uma vez que dois vetores linearmente
dependentes nao geram R?. Portanto A é bem arredondado se, e somente se, #S(A) =
4 ou 6.

Nos resta garantir que se #S(A) = 6, entdo A ~ Aye,. De fato, suponhamos que
A possua 6 vetores de norma minima, entdo necessariamente S(A) = {£vy, £vo, Fv3} e
podemos escolher um par de vetores v; e vj, com 1 < ¢,57 < 3 e ¢ # j, tal que o angulo

. T . s .
entre esses vetores seja Ex por conseguinte, v; e v; sao linearmente independentes. Logo,

como A tem posto 2, os vetores v; e v; formam uma base para A. Dessa forma, Ape,

pode ser obtido através de rotacao e dilatagao dos vetores escolhidos, o que nos permite
concluir a primeira implicacao, isto é, A ~ Ay.,.

Em contrapartida, se A ~ Ape,, entdo #S(A) = #S(Aper) = 6, concluindo o resultado.

m

4.3.2 Reticulados bem arredondados via polinébmios de grau 2

Na Secao 4.2.1 apresentamos um método via polinémios de grau 2, para gerar reticu-
lados com boa densidade de centro em R2.

A ideia agora serd investigar, em quais condigoes, reticulados obtidos via polindmios
de grau 2 sao bem arredondados. Para facilitar a notacao, defina

g:7* — Ry
v o= g(v) = gz, 10) = a®(23 + 23) — 2b(x; — 12),
isto é, ||[v]|> = g(x1,22). A fim de identificar quando g(z1,z) assume valor minimo, é
suficiente verificar seus valores quando xje x5 variam entre 0, 1 e —1. Observe que

(i) g(£1,0) = g(0,£1) = a® — 2b;

(i) g(1,1) = g(—1,-1) = 2a*
(iii) g(—1,1) = g(1,—1) = 2a2 — 8b.

Sabemos do Lema 4.31 que Ay C R? é bem arredondado se, e somente se, |S(A)| = 4 ou
|S(A)| = 6. Neste tltimo caso, Ay tem a maior densidade de empacotamento em dimensao
2. Observe que |S(A)| = 4 se, e somente se, min{a® — 2b,2a?,2a* — 8b} = a® — 2b, isto
é, a? —2b < 2a% e a? — 2b < 2a® — 8b. Portanto, —2b < a® e 6b < a®. Quando b > 0
(respectivamente, b < 0) a desigualdade acima é satisfeita se, e somente se, a®> > 6b
(respectivamente, a®> > —2b). E facil ver que |S(A)| = 6 se, e somente se, a> — 2b = 2a?
ou a? — 2b = 2a® — 8b que é equivalente a a* = —2b (b < 0)ou a* = 6b (b > 0).
Consequentemente, provamos o seguinte teorema.
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Teorema 4.32. Seja f(x) = 2° + ax + b € Z[z],com a # 0, um polindmio com raizes
reais distintas. Se «, 5 € R sdo as raizes distintas de f(x), entdo o reticulado Ay gerado
pela base {(a, B8), (B,a)} € bem arredondado se, e somente se, a®> > —2b (com b < 0) ou
a?>6b (comb>0).

4.3.3 Reticulados bem arredondados via polinbmios de grau 3

Na Secao 4.2.2 conseguimos um método via polindmios de grau 3 para gerar reticulados
com boa densidade de centro em R3.

O objetivo agora é estabelecer em quais condig¢oes entre os coeficientes de um polindémio
de grau 3 e raizes reais para que o reticulado correspondente seja bem arredondado.

Teorema 4.33. Seja f(r) = 2®+ax?+bx+c € Z[z], coma # 0. Se a, 3,7 € R sio as rai-
zes reais distintas de f(z), entao o reticulado Ay gerado pela base {(c, 5,7), (v, a, B), (8,7, a)}
¢ bem arredondado se, e somente se, a®> > 4b (com b > 0) ou a®> > —b (com b < 0). Além

disso, Ny tem a maior densidade de empacotamento na dimensao 3 se, e somente se,
2
a” = 4b.

Demonstracao.

g:7 — R,

v = g(v) = g(x1, 79, 73) = (a® — 20) (2% + 25 + 3) + 2b(2129 + 7173 + ToT3),
isto é, ||[v||* = g(z1, x2, z3). Para identificar quando g(xy, x5, x3) assume valor minimo é
suficiente verificar seus valores quando x1, x5 e x3 variam entre 0, 1 e —1. Entao,

(i) g(£1,0,0) = g(0,£1,0) = (0,0, £1) = a2 — 2b;

(i) ¢(1,1,0) = g(—1,—-1,0) = ¢(1,0,1) = g(—1,0,—1) = ¢(0,1,1) = ¢(0,—1,-1) =

2a® — 20b;
2a% — 6b;

(iv) ¢9(1,1,1) = g(—1, -1, —1) = 3a?;
(v) g(1,£1,-1) = g(1,~1,1) = g(~1,%1,1) = g(—1,1, —1) = 3a® — 8b.
Seja m = min{a® — 20, 2a* — 2b, 2a* — 6b, 3a*, 3a® — 8b}. Observe que, se
a® —2b =m, (4.6)

entdao A é bem arredondado, pois os vetores v € Ay tal que |[v]|* = a®—2b sdo linearmente

independentes. Por outro lado, vamos mostrar que (4.6) também é uma condigao necessé-
ria para A; ser bem arredondado. Primeiro, Observe que 3a*—8b = (a?—2b)+(2a*>—6b) >
m e 2a* — 2b = a* + (a* — 2b) > m. Assim,

3a* — 8b, 2a* — 2b # m. (4.7)
Suponha que Ay é bem arredondado e (4.6) nao é vélida, isto é,

a® — 2b # m. (4.8)
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Claramente, b # 0 pois caso contrario a®> — 2b = m. Se b > 0, entdo 2a®> — 6b < 3a?. De
(4.7) e (4.8), segue que 2a* — 6b = m. Como os vetores v € Ay tal que ||v[|* = 2a® — 6b
sao linearmente dependentes, segue que o conjunto S(A;) ndo gera R?, o que é uma
contradigdo. Se b < 0,entdo m < 2a* — 2b < 2a® — 6b. Novamente, de (4.7) e (4.8), segue
que m = 3a? e entdo o conjunto S(A;) ndo gera R?, o que é uma contradi¢do. Portanto,
A é bem arredondado, se e somente se, a> — 2b = m

Quando b > 0 (respectivamente, b < 0) a ultima equagao é satisfeita se, e somente se,
if a®> — 2b < 2a® — 6b (respectivamente, a® — 2b < 3a?), isto &, se, e somente se, a® > 4b

(a*> > —b). Quando a* = —b ou a? = 4b, segue que |S(A;)| aumenta. Isto significa que
Ay tem maior densidade de centro quando as igualdades sao satisfeitas.
Observe que se a?> = —b, onde b < 0, entdo
\/ —0)/2)° 33
= ~ 0,16238.
Ar) 4b) 32

Por outro lado, se a? = 4b, entao

(V4b/2 1
labl] 442

correspondendo a maior densidade de centro na dimensao 3. O

S(Ay) = ~ 0, 7679



5 Sugestao de atividades

Apresentamos neste capitulo sugestdes de problemas e atividades relacionadas aos
assuntos abordados neste trabalho para serem desenvolvidas com os alunos do Ensino
Médio.

Inicialmente, sugerimos uma coletanea de dez problemas sobre polindmios que foram
extraidos das provas da American Mathematics Competitions (AMC), do American In-
vitational Mathematics Examination (AIME) e do vestibular do Instituto Tecnoldgico de
Aerondutica (ITA) !. Em seguida, sugerimos um problema que pode ser modelado por
uma equag¢ao polinomial do 3° grau. Finalmente, sugerimos duas atividades interligadas
sobre reticulados que exploram a relacao entre algebra e geometria.

5.1 Coletanea de problemas sobre polinémios

Sugerimos a aplicacao desta coletdnea na 3* série do Ensino Médio dentro de um
[tinerario Formativo para aprofundamento em Matematica ou numa classe de preparacao
para olimpiadas de Matematica. Os problemas extraidos das provas da AMC e do AIME
foram adaptados de [2]. J& as questdes do ITA foram adaptadas de [23]. Sugestoes de
resolucao podem ser encontradas no Apéndice A.

Essas questoes auxiliam no desenvolvimento destas habilidades:

i. (EF09MAQ9) Compreender os processos de fatoracao de expressoes algébricas, com
base em suas relagoes com os produtos notaveis, para resolver e elaborar problemas
que possam ser representados por equagoes polinomiais do 20 grau.

ii. (EM13MAT302) Construir modelos empregando as fungoes polinomiais de 1o ou
20 graus, para resolver problemas em contextos diversos, com ou sem apoio de
tecnologias digitais

Problema 1 (AMC 2017): Para certos niimeros reais a, b, e ¢, o polindémio g(z) =
23 + ax? + x + 10 possui trés raizes distintas, e cada raiz de g(r) é também uma raiz do
polindmio f(z) = z* 4+ 2% + bz? 4+ 100z + ¢. Qual o valor de f(1)?

(A) —9009 (B) —8008 (C) —7007 (D) —6006 (E) — 5005

Problema 2 (AMC 2021): Um polinémio quadratico com coeficientes reais e co-
eficiente lider 1 é chamado de desrespeitoso se a equacao p(p(z)) = 0 é satisfeita por

TAMC e AIME sio exames que consistem nas duas primeiras etapas, de um total de quatro, para a
formacao da equipe dos Estados Unidos para a Olimpiada Internacional de Matemética (IMO). J4 o ITA
é uma instituicdo universitaria publica ligada ao Comando da Aerondutica e especializado nas areas de
ciéncia e tecnologia no Setor Aeroespacial.

29
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exatamente trés niimeros reais. Entre todos os polindmios quadraticos desrespeitosos, ha
um unico polinémio p(x) para o qual a soma das raizes ¢ maximizada. Qual o valor de

p(1)?

(a) = (B)

5 9
= C) - D) 1 E) -
. ©) ™1 ®
Problema 3 (AMC 2021) Sejam Q(z) e R(z) os tinicos polindmios tais que 2292 +
1=(22+2+1)Q(z) + R(z) e o grau de R(z) ¢ menor do que 2. Qual o valor de R(2)?
(A) —z (B) —1 (C) 2021 (D) z2+1 (E) 2z +1

Problema 4 (AMC 2021): Seja g(z) um polindémio com coeficiente lider 1 cujas
trés raizes sdo os inversos das trés raizes de f(z) = 2® +ax® + br +c,com 1 <a < b < c.

Qual o valor de g(1) em termos de a,b, e ¢?

(A) 1+ajb+c (B) 1 +a+b+c (C) 1+ac+2b+c (D) aJrcl;Jrc (E lzi;r—lfy—ic

Problema 5 (AIME 2022): Os polindémios quadréticos P(z) e Q(x) tém coeficiente
lider 2 e —2, respectivamente. Os graficos de ambos passam pelos pontos (16,54) e
(20,53). Determine P(0) 4+ Q(0).

Problema 6 (AIME 2021): H& ntmeros reais a, b, ¢, e d tais que —20 é uma raiz
de 2%+ ax +b e —21 é uma raiz de 2 + ca? + d. Esses dois polindmios compartilham uma,
raiz complexa m + +/n - i, onde m e n so inteiros positivos e i = y/—1. Determine m + n.

Problema 7 (ITA 2020): Considere o polinomio p(X) = X? —mX?+ X +5+n,
sendo m, n numeros reais fixados. Sabe-se que toda raiz z = a + bi, com a,b € R, da
equacio p(z) = 0 satisfaz a igualdade a = mb* + nb — 1. Entdo, a soma dos quadrados

das raizes de p(z) = 0 é igual a (A) 6 B) 7 (C) 8 (D) 9 (E) 10

Problema 8 (ITA 2020): Seja p(z) = ax* + bz® + cx? 4+ dz + e um polinémio com
coeficientes reais. Sabendo que:

I. p(z) é divisivel por z* — 4;
II. a soma das raizes de p(z) é igual a 1;
III. o produto das raizes de p(x) é igual a 3;

V. p(=1) = =%

entdo, p(1) é igual a
a5 B ©F M; ([E®;

Problema 9 (ITA 2022): Considere o polindmio p(z) = z* — 62% + 142% — 62 + 13
e observe que p(i) = 0. Considere no plano complexo o quadrildtero cujos vértices sao as
raizes de p(z). Podemos afirmar que a area desse quadrilétero é

(AY4 (B)6 (C)8 (D)9 (E) 10

Problema 10 (ITA 2015): Considere o polindmio p dado por p(z) = 2z% + ax?® +
bxr — 16, com a,b € R. Sabendo-se que p admite raiz dupla e que 2 é uma raiz de p, entao

o valor de b — a ¢é igual a
(A) —36 (B) —12 (C) 6 (D) 12 (E) 24
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5.2 Resolvendo um problema pelo método apresen-
tado no Capitulo 3 e pelas formulas de Cardano

Sugerimos a aplicagao deste problema na 3* série do Ensino Médio dentro de um
Itinerario Formativo para aprofundamento em Matematica.

O caminho escolhido para solucionar o problema apresentado nesta secao passa pela
resolucao de uma equacao do tipo Y2 + pY + ¢ = 0. Ao chegarmos nessa equacao, nos a
resolveremos, primeiramente, pelo método apresentado no Capitulo 3, e em seguida, pelas
formulas de Cardano.

Esse problema auxilia o aluno no desenvolvimento das competéncias especificas 3 e 4
para o Ensino Médio e que sao explicitadas a seguir:

i. Utilizar estratégias, conceitos, defini¢oes e procedimentos matematicos para inter-
pretar, construir modelos e resolver problemas em diversos contextos, analisando
a plausibilidade dos resultados e a adequacao das solu¢oes propostas, de modo a
construir argumentacao consistente.

ii. Compreender e utilizar, com flexibilidade e precisao, diferentes registros de repre-
sentagdo matematicos (algébrico, geométrico, estatistico, computacional etc.), na
busca de solucao e comunicacao de resultados de problemas.

Problema: Uma caixa de papelao de formato cibico teve sua altura reduzida, pas-
sando a ter o formato de um bloco retangular de volume 9 cm®. Com a reducao de sua
altura houve também uma reducdo de 24 cm? em sua 4rea total. Qual a altura da caixa
apés a redugao?

Solugao: Seja Y a aresta da caixa cibica. Com a reducao da altura da caixa houve
a reducao de uma area equivalente a area de quatro retangulos congruentes com um de
seus lados medindo Y, logo cada um desses retangulos possui area 6 cm? e seu outro lado
mede % Assim, as dimensoes do bloco retangular sdo Y, Y eY — %, sendo esse tltimo
a sua altura. Como o volume do bloco retangular é 9 cm?, temos que

6
Y.V -[y—2)=09
(oy) e

logo, o valor de Y deve ser dado pela equacao Y3 — 6Y — 9 = 0.
Resolvendo a equagao pelo método apresentado no Capitulo 3: Reescrevendo

a equagao como Y2 — 3rs +rs(r +s) = 0, temos que —3rs = —6 e rs(r + s) = —9, entdo
rs:2er+s:’79. Assim,resséoasraizesdet2+%+2:0,oquenosdér:%e
s = —4. Como r # s, a raiz real da equagao ¢é

_—21@(\/?+\/_—4) __35(\3/?+y_—4) —(-1-2)=3.

Portanto, a altura da caixa apods a reducao é Y — % =3—2=1cm.
Resolvendo a equagao pelas féormulas de Cardano: Como p = —6 ¢ ¢ = —9,
temos

s TV T T o7

19, [81, (-216) , 59 [81 (-216)
2 V4 27



Atividades sobre reticulados 62

49 49 49 19 o 7 o o7 o
Y e N e e Lk - E VAT 1=3.
$2+ 4+J2 T \/2+2+\/2 ;= V8+ V=3

Portanto, a altura da caixa apds a reducao é Y — % =3—-2=1cm.

entao

5.3 Atividades sobre reticulados

As duas atividades aqui sugeridas sao complementares uma da outra e foram elabo-
radas de forma a haver condi¢bes de aplica-las ja na 1* série do Ensino Médio. Logo, a
linguagem e notagao utilizadas sdo simplificadas. Um exemplo disso é a notagao utilizada
na Atividade 2 onde evitamos propositadamente o uso da palavra “vetor” e a notagao
usual de vetores, preferindo usar uma linguagem mais leve e uma notagao mais simples
aceita pelo software GeoGebra 2. A Atividade 2 pode ser desenvolvida em um nivel maior
de profundidade do que foi originalmente proposto, explorando os conceitos de vetor e as
transformacoes geométricas resultantes das operagoes com os mesmos. O professor po-
dera fazer as devidas adaptagoes na linguagem, notacao e desenvolvimento dessa atividade
conforme o nivel de conhecimento dos alunos permitir.

As habilidades desenvolvidas através dessas atividades sao:

i. (EFOTMA19) Realizar transformacgoes de poligonos representados no plano cartesi-
ano, decorrentes da multiplicagao das coordenadas de seus vértices por um nimero
inteiro.

ii. (EM13MAT302) Construir modelos empregando as fungoes polinomiais de 1o ou
20 graus, para resolver problemas em contextos diversos, com ou sem apoio de
tecnologias digitais.

iii. (EM13MAT505) Resolver problemas sobre ladrilhamento do plano, com ou sem
apoio de aplicativos de geometria dindmica, para conjecturar a respeito dos tipos ou
composi¢ao de poligonos que podem ser utilizados em ladrilhamento, generalizando
padroes observados.

Orientacgoes ao professor para realizacao da Atividade 1:

Atividade 1: Empacotamento esférico do plano.

Objetivo: O objetivo desta atividade é instigar os alunos a investigacao e a construcao
de modelos a fim de resolver o problema proposto. Para isso, os alunos serao desafiados a
dar resposta a seguinte questao: Como dispor discos idénticos no plano de modo a obter
a maior densidade de empacotamento possivel, sem que haja sobreposicao de discos?
Para responder a essa questao os alunos terao em maos alguns discos de mesmo raio e a
informagao de que a maior proporcao do plano que pode ser coberta sob tais condig¢oes é
—= ~ 0,907.

V12
Material:

e Pequenos discos de mesmo raio.

e Copias da Figura 5.1 .
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Figura 5.1: Modelo para a Atividade 1

Fonte: Elaborada pelo autor

Organizacao Divida os alunos em grupos distribuindo para cada grupo aproximada-
mente 20 discos de mesmo raio e entao apresente aos alunos o texto a seguir para que
leiam e tentem responder a questao apresentada.

Texto da Atividade 1: Empacotamento esférico e transmissao de dados

No processo de transmissao e recebimento de dados, em um sistema de comunicacao
digital, ha interferéncias (ruidos) que podem prejudicar a comunicagao entre o transmissor
e o receptor dos sinais. Uma importante contribuicao matematica a Teoria da Informagao
é o estudo do problema chamado empacotamento esférico que aplicado a teoria dos codigos
corretores de erros fornece formas de minimizar os efeitos desses ruidos. Para isso, busca-
se empacotar os sinais de transmissao dentro de esferas da forma mais densa possivel.
Para termos uma pequena nocao do que isso significa vamos abordar o problema do
empacotamento esférico do ponto de vista geométrico, considerando apenas o plano e o
espago. Sob esse ponto de vista, o problema do empacotamento esférico consiste em buscar
uma maneira de dispor discos, no plano, ou esferas, no espaco, sem que haja sobreposicao
e de forma a cobrir a maior proporcao possivel do espago em questao. Tal proporgao é
denominada densidade de empacotamento. Quando os discos sao todos idénticos, a maior
densidade de empacotamento do plano que se pode obter é \/Lﬁ ~ 0,907, o que significa
que os discos cobrem aproximadamente 90, 7% do plano. De posse destas informacoes e
seguindo as orientagdes do professor, responda: Como dispor discos idénticos no plano de
modo a obter a maior densidade de empacotamento possivel, sem que haja sobreposicao
de discos? (Nota: o termo esferas, em destaque, tem aqui um significado mais amplo do
que o usual pois considera esferas para além do espaco tridimensional.)

Recomendacées ao professor: E importante lembrar aos alunos que a extensao
do plano ¢ infinita e embora a quantidade de discos de que dispomos ¢é finita, podemos
imaginar que dispomos de uma quantidade infinita de discos para cobri-lo. Outro ponto
a ser observado é que espera-se que os alunos construam a solu¢ao do problema de forma
intuitiva o que pode ser favorecido pela manipulacao dos discos distribuidos a cada grupo.

Desenvolvimento: Espera-se, inicialmente, que os alunos usem os discos que receberam,
dispondo-os sobre uma superficie plana na tentativa de encontrar uma forma de cobrir o
maximo possivel dessa superficie e assim obter um protétipo do empacotamento esférico
que corresponde a solugao do problema. Espera-se que os alunos percebam que para cobrir
a maior area possivel, respeitando a condigao de nao sobrepor os discos, é necessario (mas
nao suficiente) que estes sejam dispostos no plano de forma que cada dois discos sejam

2Software de matematica dindmica gratuito que combina, dentre outras coisas, algebra e geometria.
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Figura 5.2: Empacotamento com 4 discos ao redor de cada intersticio

+4+4

44
44

Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 5.3: Empacotamento com 3 discos ao redor de cada intersticio.

Fonte: Elaborada pelo autor

tangentes e nao formem uma unica fileira de discos. Dessa forma, havera entre os discos
espagos nao cobertos por eles que sao chamados de intersticios. Isso s6 pode ser feito de
duas formas como exemplificado pela Fig. 5.2 e Fig. 5.3.

Observacgao: Caso nenhum dos grupos de alunos chegue a tal conclusao o professor
pode tentar conduzi-los a ela sugerindo, por exemplo, que deixem o menor espago possivel
entre os discos. Em tltimo caso o professor poderd apresentar essas duas formas como
candidatas ao empacotamento com densidade 6tima.

A esta altura o professor pode questionar os alunos se um desses empacotamentos é
mais denso do que o outro pedindo que justifiquem suas respostas. Nao é dificil perceber
que o empacotamento da Fig. 5.3 cobre uma proporcao maior do plano, uma vez que
os intersticios sao menores do que o empacotamento da Fig. 5.2 Sendo assim, o empa-
cotamento proposto na Fig. 5.3 parece ser um bom candidato a solu¢do do problema.
Para conferir se de fato esta é a solugao, os alunos devem calcular a propor¢ao do plano
coberta por este empacotamento e verificar se tal proporcao corresponde & propor¢ao ma-
xima apresentada no texto da Atividade 1. O professor pode auxiliar os alunos nessa
tarefa instigando-os com a seguinte afirmacao: Se dividirmos o plano em figuras iguais

e de modo que a area coberta pelos discos em cada uma destas figuras seja a mesma,
area coberta pelos discos em cada figura
area de cada figura
coberta pelos discos, ou seja, a densidade de empacotamento. Nesse momento o professor

pode distribuir entre os alunos cépias da Fig. 5.1, desafiando-os a desenhar sobre elas
algum poligono capaz de ladrilhar o plano, e de tal modo que as porgoes de cada poligono
cobertas pelos discos da figura sejam sempre as mesmas. Ha muitas maneiras de se fazer
isso e todas elas levam a solu¢do do problema. Apresentamos duas solu¢oes possiveis:

entao a razao nos fornece a proporcao do plano
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Figura 5.4: Dividindo o plano em losangos

Fonte: Elaborada pelo autor

1. Uma maneira de dividir o plano em figuras iguais é usando losangos como o da
Fig. 4, uma vez que é possivel ladrilhar o plano pela translagdo dessa figura.

Observe que a area do losango coberta pelos discos corresponde a area de exatamente
um destes discos (hd quatro setores circulares de raio igual ao raio r do disco e a soma
dos angulos dos setores é 360°). J4 a drea do losango é igual a 2r - rv/3 = 2¢/3r2. Logo,
a densidade de empacotamento é igual a 2\’}% = \/Lﬁ ~ 0,907 que é a densidade de
empacotamento 6tima para o plano. Portanto, dispor os discos no plano desta maneira
nos permite obter a maior densidade de empacotamento possivel usando discos idénticos.

2. Ligando os centros dos discos como na Fig. 5.5, obtemos um hexagono regular de
lado 2r cuja area coberta pelos discos equivale a area de exatamente trés discos (um disco
inteiro no centro da figura mais dois discos repartidos em seis setores circulares de raio r
com 120° cada um). Por translacdo do hexdgono é possivel ladrilhar o plano de forma que

a area da regiao coberta pelos discos em cada hexagono ¢ a mesma. Logo, a densidade

, area do hexagono coberta pelos discos 32

desse empacotamento é : : = I = L ~(,907.
P area do hexagono 6v/3r2 V12 ’

que é a densidade de empacotamento o6tima para o plano. Portanto, dispor os discos

no plano desta desta maneira nos permite obter a maior densidade de empacotamento
possivel usando discos idénticos.

Figura 5.5: Dividindo o plano em hexagonos

Figura 5.6: Dividindo o plano em hexagonos
Fonte: Elaborada pelo autor

Atividade 2: Construcdo de um reticulado denso em R? via um polinémio
de grau 2, usando o GeoGebra.
Orientacgoes ao professor para realizacao da Atividade 2:
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Consideracoes iniciais Depois de ter realizado a Atividade 1 os alunos devem ter per-
cebido como foi importante, no processo de divisao do plano, desenhar os poligonos es-
colhidos tendo seus vértices coincidindo com os centros dos discos. O professor deve
ressaltar que um modelo que considerasse apenas os centros dos discos seria suficiente
para resolugao dessa atividade e informar aos alunos que um tal modelo é chamado de
reticulado. Além disso, deve-se ressaltar também que um reticulado com densidade de
empacotamento 6tima é chamado de reticulado denso e é exatamente a representagao de
um reticulado como esse que os alunos terao a oportunidade de construir nesta atividade.

Objetivo: O objetivo desta atividade é mostrar que um mesmo objeto matematico
pode ser representado de diferentes formas sendo possivel fazer a conversao de uma forma
para outra. Para isso faremos uso de alguns conceitos basicos de geometria analitica que
nos permitirao explicitar aos alunos a proximidade entre algebra e geometria.

Material:

e lapis e caderno,

e software GeoGebra.

Organizacao: O professor distribuird entre os alunos o seguinte roteiro de cinco passos
contendo informagoes sobre a construgao de uma representacao de um reticulado usando
o software GeoGebra.

Roteiro para construgao da representacao de um reticulado usando o geo-
gebra:

Passo 1: Primeiro escolha dois niimeros inteiros, m e n, que satisfacam m? = 6n,
sen >0 oum?= —2n,sen < 0. Com esses niimeros escolhidos escreva o polinémio
2% +max + n e determine suas rafzes x; e z5. Na janela de dlgebra do software GeoGebra,
faga as duas entradas A = (z1,x2) e B = (x9, 1), gerando na janela de visualiza¢ao os
pontos A e B.

Passo 2: Na janela de algebra faga as 25 entradas:

A+ B, A+2B, A+3B, A+4B, A+5B,
2A+ B, 2A + 2B, 2A+ 3B, 2A+ 4B, 2A + 5B,
3A+ B, 3A+2B, 3A+ 3B, 3A+ 4B, 3A+ 5B,
AA+ B, 4A+ 2B, 4A+ 3B, 4A+ 4B, 4A + 5B,
5A+ B, 5A+ 2B, 5A+ 3B, 5A+ 4B, 5A+ 5B.

Essas 25 entradas devem gerar na janela de visualizacao 25 pontos de um reticulado, além
dos pontos A e B que também pertencem ao reticulado.

Nota: Vocé pode gerar mais pontos do reticulado fazendo outras entradas do tipo
rA+yB com z,y € Z. Caso decida fazer isso procure seguir a mesma logica das primeiras
25 entradas a fim de nao deixar “buracos” no reticulado.

Passo 3: Com o auxilio da ferramenta de desenho “Poligono” desenhe um quadrilatero
cujos vértices sejam pontos do reticulado e que nao tenha pontos do reticulado em seu
interior. Observe que esse quadrilatero é um losango.

Passo 4: Com o auxilio da ferramenta de desenho “Circulo: Centro & Raio”, desenhe
quatro circulos cujos centros sejam cada um dos vértices do losango desenhado no Passo
3 e cujos raios sejam a metade do lado desse losango.

Nota: Vocé pode repetir os Passos 3 e 4 para desenhar varios losangos justapostos e
circulos sobre seus vértices (veja a Fig 5.11) a fim de melhor compreender o conceito de
empacotamento do plano e seu ladrilhamento por meio de losangos.
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Passo 5: Na janela de dlgebra faca as entradas a = Area(“nome do poligono”) e
b= Area(“nome do circulo”), onde no lugar de “nome do poligono” e “nome do circulo”
vocé deve inserir o nome dado pelo GeoGebra a um dos losangos e a um dos circulos
desenhados. Em seguida faca a entrada b/a (b dividido por a) para determinar o fator
de empacotamento do reticulado desenhado. Observe que o valor obtido corresponde a
densidade de empacotamento méaxima para o plano conforme visto na Atividade 1.

Seguem algumas imagens para exemplificar a construcao de um reticulado seguindo
os passos deste roteiro para a escolha de m = —6 e n = 6, ou seja, para o polinémio
2? — 62 + 6.

Figura 5.7: Gerando os pontos A e B conforme o Passo 1

R]d 7 2> OO LN =@

A= (3+v33-13) N

O 6
— (4.73,1.27)

~ B=(37\/§,3+\/§) : 5 .
— (127, 473)

+ 4

Fonte: Elaborada pelo autor

Observacgao 5.1. Sugerimos que as imagens exemplificando a construg¢ao do reticulado
facam parte do roteiro dado aos alunos a fim de facilitar a realizacao da atividade.
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Figura 5.8: Gerando 25 pontos do reticulado conforme o Passo 2

(R] s~ 2> @O 4L N

— LU0, 41.4U)

R=4A+B
— (20.2,9.8)
S=4A+2B

— (21.46, 14.54)

T=4A+3B
. (22.73,19.27)

U=4A+4B
—.(24,24)
V=4A15B

— (2527, 28.73)

W =5A+B

— (24.93, 11.07)

L=5A+28B
— (26.2,15.8)
A =5A+3B

— (27.46, 20.54)

=N

Fonte:
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Figura 5.9: Desenhando um quadriladtero conforme o Passo 3

¥ Ao 0 4N 2 e

@

W=5A+B b- Poligono
— (24.93, 11.07

— (26.2,15.8)

Ay =5A+3B

— (27.46, 20.54)

Bi=5A+4B

— (28.73,25.27)

C, =5A+5B

— (30, 30)

ql = Poligono(K,P,0,J)

— 20.78

j = Segmento(J, K, ql)

— 49

= Segmento(K, P, gl)

— 49

I:} Poligono Regular

Z=5A+28 > Poligono Rigido

> Poligono Semideformavel

.
H

N [ ]
25 L

20 ..

15

H L]
H
® L]
10 ®
*

. ®
H B °

5l e
. A
H [}

0 5 10 15 20 25 30 35

Fonte: Elaborada pelo autor
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Figura 5.10: Desenhando circulos conforme o Passo 4

B SN [C) [ SAPANEIR S
Ci=5A+5B T
@ Circulo dados Centro e Um de seus Pontos
— (30, 30)
@ Circulo: Centro & Raio
ql = Poligono(K, P, !
@. Compasso

— 20.78 °

Q Circulo definido por Trés Pontos ud
j = Segmento(J,K,q L

(™ semicirculo L4
— 49 ® .

..} Arco Circular *
k = Segmento(K. P, ¢

Arco Circuncircular °
— 49 e
: °

Q Setor Circular
o = Segmento(O, J, q

CD Setor Circuncircular L]
— 4.9 L

®
p = Segmento(P,0,q1) : ®
® L]
49 i r
®
°
c: Circulo(K, 2.45) : il -
5
— (x- 1454)* 4 (y- 21.46)° = 6 ol
. A

d: Circulo(P,2.45) : L]
o (x- 1927 + (y- 22737 = 6 0 5 10 15 20 25 0 35

Fonte: Elaborada pelo autor
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Figura 5.11: Calculando a densidade de empacotamento conforme o Passo 5

o

AL OO0 LN 2

— 20.785
ny = Segmento(N, O, g4)
— 4.899
o3 = Segmento(O, T,q4)
— 4.899

s; = Segmento(S, N, q4)

— 4.899

t; = Segmento(T,S. q4)

— 4.899
a = Area(q2)
— 20.785

b = Area(s)

— 18.857

b
T a

— 0.907

=N
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Fonte: Elaborada pelo autor
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6 Consideracoes finais

Em nosso trabalho estudamos resultados sobre polindmios e equac¢oes polinomiais de
2° e 3° graus, uteis para o desenvolvimento desses assuntos no Ensino Médio, como a
divisdo euclidiana para polinémios, a fatoragao candnica de um polinémio, as relagoes de
Girard, a formula resolutiva da equacao do 2° grau e as férmulas de Cardano para equagoes
do 3° grau. Além disso, ampliamos e aprofundamos o tema estudando sua aplicacdo no
desenvolvimento de um método para facilitar a resolucao da equacao Y3 +pY +¢q =0
bem como, na construcao de reticulados densos e reticulados bem arredondados em R? e
R3.

Ao final do trabalho, apresentamos a sugestao de uma coletanea de problemas ex-
traidos de competicoes norte americanas de mateméatica e de um importante vestibular
nacional, relacionadas ao tema estudado, além de um problema e duas atividades para
serem desenvolvidas com os alunos do Ensino Médio.
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A Solucoes das questoes propostas
na Secao 5.1

As solugoes aqui apresentadas foram adaptadas de [2] e [23].

Solucao do Problema 1: Sejam 71,7, e 13 as raizes de g(z). Seja r4 a raiz adicional
de f(z). Aplicando as relagoes de Girard ao termo quadratrico de g(z) e ao termo ciibico
de f(z), obtemos:

7’1+7”2+T3:—CL
7‘1—|—’/’2—|—T’3+T4:—1

Entao, ry =a — 1.
Agora, aplicando as relagoes de Girard aos termos constante e linear de g(z) e ao
termo linear de f(x), obtemos:

r1TroT3 = —10
r1T9 + Torg + 131 = 1 (A.1)
7179173 + Torsry + r3ryry + 147179 = —100

Substituibndo ri7rer3 na terceira equacao do sistema (A.1) e fatorando o restante da
expressao, obtemos:

—10 + (r179 + rorg + 1r3r1)ry = —10 + 4 = —100.

Donde segue que 4 = —90. Mas ry = a — 1, entao a = —89.
Podemos agora fatorar f(x) em termos de g(x) como

f(x) = (@ —ry)g(x) = (x + 90)g(z).
Logo, f(1) =91g(1) onde
g(1)=1"—-89- 1> +1+10= —T77.

Portanto, f(1) =91-(=77) =|(C) — 7007 |

Solugao do Problema 2: Sejam 7 e rq as raizes de p(z). Entdo, p(z) = (x —ry)(x—
r9) = x* — (r1 + 12)T + 1179. As raizes de p(p(x)) = 0 sdo dadas pela unido das rafzes de

plx) —r = % — (ri1+m)x+ (rirg —r1) =0

p(x) —re = 22— (ry +ry)x + (rire — ry) = 0.
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Como devemos ter exatamente trés raizes, uma dessas equagoes quadraticas deve pos-
suir uma tUnica raiz real (uma raiz dupla) e a outra, duas raizes reais distintas. Digamos
que 22 — (r1 + ro)x + (rire — r1) = 0 seja a equacdo com uma raiz dupla. Entao seu
discriminante ¢ 0, e assim

(11 +12)% = dryry — 41y & 1]+ 21y + 175 = dryry — 41y
&l —2rry + 13 = —4r,
& (ry —ry)? = —4r,
& |ry — o] = V=4,
S —ry =2/

onde r; < 0, pois r; e 7y sdo reais.
Agora, para que 2% — (r; + 73)x + (1179 — 13) = 0 tenha duas raizes reais distintas, é
necessario que seu discriminante seja maior do que 0. Assim,

(r1 + 7"2)2 > 4riry — 4ry & r% + 217y + r% > 4rire — 41
& r% — 2r17ro + r% > —4ry
4 (7“1 — 7’2)2 > —4ry.

E como |r; — ry| = /—4r; temos, —4r; > —4ry, de onde segue que 1 < 19. Logo,

Py = 2/, (4.2

donde ry = ry + 24/—r;. Assim, somando 2r em ambos os membros da equacao (A.2) e
)

substituindo ro no membro da direita, obtemos uma expressao para a soma das raizes de

p(z) em termos de ry:

T+ Ty = 27‘1 + 2\/ —T. (AS)

Para determinar o valor maximo de (A.3), podemos reescrever seu membro da direita

em termos de X, onde X = /—ry, obtendo —2X?2+2X, cujo valor maximo ocorre quando
X = 3 ou, de modo equivalente, r; = 4 . Substituindo r; em (A 3), obtemos 1y = 3

5
Sl — 2 1.3 _l,_3 —
Portanto, p(z) =z ( ) ( 3 4) =1’ — sz . Eassim, p(1) =|(A) Gl

Solugao do Problema 3: Primeiramente observe que 2% — 1 = (22 + 2+ 1)(z — 1).
Seja s uma raiz de z? + z + 1. Entdo,

(3—1)(52+5+1):33—1:0,

de onde s® = 1, mas s # 1.
Observe também que

§2021 4 | _ 367342 4 g
= (s30T . 52 1 1
=541
= (32 +s+ 1) —
= —s.

Desse modo, quando z = s temos (s> + s+ 1)Q(s) + R(s) = s*®* +1 < R(s) = —s
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Como 222! 41 = —7 para cada raiz z = s de 22+ z+1,, o resto da divisao de 220?! +1
por 22 +2z+1¢é R(z) =|(A) —z|

Solugao do Problema 4: Sejam p,q, e r as trés raizes de f(x). Entado, f(x) =
(z—p)(z—q)(z—r)eglx)=(xr— 1)~ )=~ ) Logo,

oL oL L (=Dl =1 =1

o) = (1= )1 = D)1= ) o

Agora observe que (p—1)(¢g—1)(r—1) = =(1-p)(¢—1)(r—1) = (1-p)(1—q)(r—1) =

—(1=p)(1—q)(1 —7) = —f(1). Além disso, pelas relagoes de Girard em f, temos que
pqr = —c. Portanto,

g(1) = —f(1) _ (A)1+a+b+c

—C C

Solugdo do Problema 5: Sejam P(x) = 222 + ax + b, Q(x) = —22* +cx +d e
R(z) = P(z)+Q(x). Entdo, R(z) = P(z)+Q(z) = (a+c)z+ (b+d). Fazendo a+c=m
e b+ d = n podemos escrever R(x) = P(z) + Q(x) = mz + n.

Como os graficos de ambos passam pelos pontos (16, 54) e (20, 53), temos

R(16) = P(16) + Q(16) = 54 + 54 = 108,

R(20) = P(20) + Q(20) = 53 + 53 = 106.
Por outro lado,
R(16) = 16m + n,
R(20) = 20m + n.
de onde segue que m = _71 en = 116. Logo,

-1

Portanto, P(0) + Q(0) = R(0) = 5+ - 0+ 116 = 116.

Solucao do Problema 6:
Pelo teste da raiz podemos escrever

2 +axr 4+ b= (x+20)P(x)

2+ et +d = (z+21)Q(x)

para alguns polindémios P(z) e Q(x).

Fazendo a divisdo euclidiana de 2+ ax + b e 2° + cx® + d, respectivamente, por P(z) e
Q(z), e desprezando os restos (pois sdo iguais a 0), obtemos P(x) = x* — 20x + (400 + a),
e Q(z) = 22 + (c — 21)x + (441 — 21¢).

A raiz complexa ndo real compartilhada por 23 + ax + b e 23 4 c2? + d é também
compartilhada por P(x) e @(x). Como ambos tém no maximo duas raizes e, como as raizes
complexas nao reais ocorrem aos pares, P(z) e Q(x) possuem exatamente as duas mesmas
raizes. Além disso, como seu coeficientes lideres sao iguais, segue que P(x) = Q(z). Desse



Solugoes das questoes propostas na Secao 5.1 78

modo, ¢ — 21 = —2 e 441 — 21¢ = 400 + a, de onde segue que a = 20 and ¢ = 1. Logo,
P(z) = Q(z) = z* — 20z + 420.
Pela férmula resolutiva da equacao polinomial do 2° grau, obtemos

920 & i/400 — 1
0+ 30 080 _ 10+ 4v/390.

Logo, m = 10 e n = 320 e, portanto, m + n = 330.

Solucao do Problema 7: Sejam zq, 25 e z3 as raizes de p. Como toda raiz nao real
ocorre ao pares, p deve ter ao menos uma raiz real, z; digamos. Nesse caso, b = 0 e assim,
21 = a1 = —1.

Se b # 0, zp = ay+byi e 23 = as + (—by)i. Logo, da igualdade a = mb? + nb — 1, segue
que mb3 + nby — 1 = ay = m(—by)? + n(—by) — 1. Entao,

mb3 4+ nby — 1 = m(—by)* +n(—by) — 1 & 2nby =0 < n = 0.
Substituindo n = 0 e z; = —1 em p(z) = 0, temos
p(-1)=(-1)-m(-1)*-1+54+0& -1-m—1+5=0&m=3
Pelas relagoes de Girard, temos

21+z2+23:m:3
2122 + 2123 + 2223 = 1

Z1R223 = —5.

Elevando a primeira equacao ao quadrado, temos
2+ 25+ 22+ 2(zz + 2123 + 2023) = 9.

Finalmente, substituindo z;29 + 2123 + 2923 obtemos

24242 =[(B) 7|

Solugdo do Problema 8: Como p(z) ¢ divisivel por 2° —4 = (z+2)(z —2), entdo —2
e 2 sdo raizes de p(x). Sejam z1,x9, —2 e 2 as raizes de p(x). Como a soma e o produto
das raizes de p(z) sdo, respectivamente, iguais a 1 e 3, segue que

—2+2+I‘1+QJ2:1
_2.2.x1.x2:37

de onde

40
_3
4

polinomial do 2° grau obtemos ¢t = 1E/43 V21+3 Logo, as raizes de p(zx) sao _71, %, —2e2,e

r1+ 29 =1
T T2 = =3
Logo, 1, % 530 as raizes da equacao t? — ¢

= 0. Pela férmula resolutiva da equacao

assim, podemos escrever p(z) = a(m + %) (m — %) (x+2)(x —2).
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Como p(—1) = =2, temos

a(—l - ;) (—1 = 3)(—1 +2)(-1-2) = _415=

de onde a = 1. Portanto, p(z) = (fE + %) (.CE - %)(a: + 2)(x — 2), e assim, p(l) = (1 +

Da-3Ha+2)01-2) =(D)

=] ©

Solugao do Problema 9: Como as raizes nao reais ocorrem ao pares (raizes conju-
gadas), as raizes de p(z) sdo i, —i, z; e Z;. Das relagoes de Girard segue que

i+(—i)+2n+7 =6
7- (—i)-zl-§1 =13
donde,

21 +2z21 = 6

2121 = 13
Logo, z; e Z; sdo as raizes de t2 — 6t + 13 = 0. Pela férmula resolutiva da equacao
polinomial do 2° grau, obtemos:

6+ —16  G+4i

13
2 2

=3+ 2.

Logo as raizes de p(z) = 0 sao i, —i, 3+ 2i e 3 — 2i.
Representando no plano complexo o quadrildtero cujos vértices sao as raizes de p(z) =
0, obtemos:

VS
\‘O
1
—
/
—
\‘C»J
1
[\)
N—

O quadrilatero em questao é um trapézio cuja area é igual a % -3=|(D) 9|

Solucao do Problema 10:

Se p admite raiz dupla, entdao p possui uma raiz dupla e uma raiz simples. Suponhamos
que 2 seja a raiz dupla de p e seja r # 2 a outra raiz. Pelas relagoes de Girard temos
2:2-r= 1—26, de onde r = 2. Mas isso nao pode ocorrer, pois supomos r # 2.
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Seja r # 2 a raiz dupla de p. Pelas rela¢oes de Girard temos que 2 -7 -r = %, donde
r =42 e, como r # 2, temos r = —2.
Novamente pelas relagoes de Girard, temos

(—=2) + (—2) +2 = _7@
‘ b
2:(=2)+2-(=2)+(-2) (-2) = 5,
de onde obtemos, respectivamente, a =4 e b = —8.

Portanto, b —a = -8 —4 =|(B) -12




