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Resumo

A resolucao de sistemas lineares tem aplicacao nos mais diversos campos da ciéncia.
Em geral, as resolugoes de sistemas lineares envolvendo a inversa de uma matriz estao
restritas as matrizes quadradas e nao singulares. O objetivo deste trabalho é abordar
a busca de solucoes de sistemas lineares envolvendo matrizes nao quadradas ou mesmo
matrizes quadradas mas singulares, através do uso das inversas de Moore-Penrose, também
denominadas de pseudo-inversas.

Palavras-chave: Matematica Aplicada. Decomposi¢ao em Valores Singulares. Pseudo-
inversa . Método dos Minimos Quadrados. Sistemas Lineares .






Abstract

The resolution of linear systems has application in the most diverse fields of science.
In general, the resolutions of linear systems involving the inverse of a matrix are restricted
to square and non-singular matrices. The objective of this work is to approach the search
for solutions of linear systems involving non-square matrices or even square but singu-
lar matrices, through the use of inverse Moore-Penrose matrices, also known as pseudo
inverses.

Keywords: Applicated Math. Singular Value Decomposition. Pseudo-inverse. Minimum
Squares Method. Linear Sistems.
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1 Introducao

O objetivo deste trabalho consiste no estudo da inversa de Moore-Penrose ou pseudo-
inversa de uma matriz, e algumas aplicagoes na resolugao de sistemas lineares. A escolha
deste tema teve por motivacao a auséncia de tal assunto nos conteiidos dos cursos de
graduacao do Ensino Superior. Além disso, o tema pode ser explorado no Ensino Médio
como estd descrito nas consideragoes finais.

O texto apresentado esta desenvolvido de modo objetivo e didatico. Dentre as apli-
cagoes, o leitor tomara conhecimento da existéncia: de inversas de matrizes retangulares,
de inversas de matrizes quadradas e singulares e de sistemas lineares inconsistentes apre-
sentando solu¢do (uma melhor solugdo) assuntos nao estudados em cursos regulares de
graduacao.

O contetdo deste trabalho estd organizado na seguinte sequéncia:

Capitulo 1. Preliminares - apresenta uma revisio de conceitos basicos da Algebra
Linear, indispensaveis ao desenvolvimento deste trabalho. E por se tratar de uma revisao
deixaremos de apresentar as provas dos teoremas e proposicoes. Em algumas situacoes os
conceitos sao ilustrados através de exemplos.

Capitulo 2. Teoria Espectral - apresenta o estudo de autovalores e autovetores de
um operador linear, suas propriedades e resultados importantes (dando uma particular
importancia & matriz associada ao operador linear); a sua aplicagdo na diagonalizacao de
matrizes; o conceito de operador autoadjunto, e finaliza com a demonstragao do chamado
Teorema Espectral, um importante resultado envolvendo operador autoadjunto.

Capitulo 3. Decomposi¢ao em Valores Singulares (DVS) - apresenta de ma-
neira breve e pratica a decomposigao de qualquer matriz real (trabalho restrito somente
a estas matrizes), no produto de uma matriz ortogonal, uma matriz diagonal e uma ou-
tra matriz ortogonal. A DVS é de fundamental importancia no estudo da inversa de
Moore-Penrose de uma matriz.

Capitulo 4. A Inversa Generalizada de uma Matriz - apresenta o estudo da
inversa generalizada de uma matriz, e em particular, uma das mais importantes inversas
generalizadas, a de Moore-Penrose ou pseudo-inversa. Contém um algoritmo de obtengao
de uma inversa generalizada,e também outros dois algoritmos algébricos e iterativos para
a determinacao da pseudo-inversa de uma matriz.

Capitulo 5. Aplicagcoes da Inversa Generalizada - apresenta o uso da inversa
generalizada em situagdes, tais como: em sistemas de equacgoes lineares Ar = b, sendo
A uma matriz retangular ou quadrada e singular, na obtencao da solu¢ao de um sistema
linear, e no calculo de uma solugdo de "melhor ajuste' (minimos quadrados) para um
sistema de equagoes lineares inconsistentes.

Capitulo 6. Consideragoes Finais - apresenta relatos de alguns pontos relevantes
que devem ser destacados.
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2 Preliminares

Neste capitulo trazemos as defini¢des e resultados classicos da Algebra Linear necessa-
rios ao entendimento dos capitulos seguintes. O leitor podera encontrar as demonstragoes
dos teoremas e proposi¢oes que foram omitidas nas referéncias [1], [2], [3], [4], [5], [6] e
[13] que foram utilizadas para a elaboragdo do capitulo.

2.1 Um breve relato sobre a Algebra Linear.

A Algebra Linear é uma das Areas mais importantes, versiteis e tteis da matemé-
tica, e tem se tornado nos ultimos anos uma parte essencial da base matematica de que
necessitam matematicos, engenheiros, fisicos e outros cientistas. Na Matematica, sua
importancia dificilmente pode ser subestimada, quando se compreende que é impossivel
atacar qualquer problema sem perfeita compreensao dos fendmenos lineares.

A Algebra Linear surgiu através do estudo detalhado de sistemas de equacoes lineares
algébricas ou diferenciais, e se utiliza de alguns conceitos e estruturas fundamentais da
matematica como vetores, espacos vetoriais, sistemas de equagOes lineares, matrizes e
transformacoes lineares.

A ideia abstrata de Espacos Vetoriais generaliza o conceito de vetores nos espagos
bidimensional e tridimensional de duas maneiras. Primeiro, espacos vetoriais pode ter
dimensao maior que 3. E segundo, definimos espacos vetoriais nao s6 apenas para vetores
do plano ou do espaco mas com diferentes objetos matematicos, por exemplo nimeros,
matrizes, polindomios, fungoes.

Na sua forma atual, a Algebra Linear comecou a ser estudada em meados do século
XIX, evoluiu ao longo de muitos anos e teve a contribuicoes de varias pessoas. Apesar
do crédito ser dado, geralmente, ao matematico alemao H. Grassmann, como sendo o
primeiro a introduzir a idéia de Espago Vetorial em 1862, devemos mencionar também a
contribuicao do matematico italiano Giuseppe Peano, que em seu livro "Calculo Geomé-
trico" tornou claro o trabalho de Grassmann e descreveu as propriedades para um Espaco
Vetorial da maneira como hoje o conhecemos. [5]

2.2 Espacos vetoriais

Os espacos vetoriais sdo um dos mais importantes exemplos de estruturas algébricas
(nome dado a um conjunto com algumas operagoes definidas sobre ele satisfazendo cer-
tas propriedades) e como a definigdo envolve a estrutura de um corpo, recordemos o
significado deste conceito.
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20 Preliminares

Definicao 2.1. Um corpo consiste de um conjunto nao vazio munido de duas operagoes,
denotadas por + e - , que satisfazem as propriedades a seguir:

(a) As duas operagbes sao comutativas;

(b) As duas operagoes sdo associativas;

(¢) Vale a distributiva de - sobre + ;

(d) Existem elementos neutros 0 para a adigdo e 1 para a multiplicagao;

(e) Todo elemento diferente de 0 tem inverso multiplicativo;

(Q,+,9), (R,+,:) e (C,+,-) sao exemplos de corpos, pois os conjuntos dos racionais,
reais ou complexos com as operacoes usuais de adicdo e multiplicacao satisfazem todas as
propriedades citadas acima.

A definicdo de um espaco vetorial envolve um conjunto nao vazio, um corpo arbitrario
K (daqui em diante, K = R ou K = C) e duas operagdes, denominadas de adigao e
multiplicagdo por um escalar, satisfazendo algumas propriedades.

Definicao 2.2. Um espago vetorial V' sobre o corpo K é um conjunto nao vazio V
munido de duas operagoes:

Adicao : 7 +7 VxV — V.
(u,v) +— u-+w.
Multiplicagao : 7 -7
KxV — V.
(a,v) — av.
Estas operacoes devem satisfazer os axiomas a seguir:
Adicao
A1 u+v=v+u, Yu,veV.
Ay (u+v)+w=u+(v+w), Yuv,welV.
As : Existe um vetor em V', denotado por 0, chamado de vetor nulo, tal que qualquer
que seja v em V', temos u + 0 = .
Ay : Para todo vetor u € V| existe um vetor, denotado por —u tal que u+ (—u) = 0.

Multiplicacao por escalar

M, : (a.f)u=a.(fu), Yo, €K e uelV.
My : a(fu+v)=au+aov, YVaeK e u,veV.
Ms: (a+Blu=au+fu, VYo, €K e ueV.
M, : Dado1l € K, entao vale lL.u=u, YueV.

Os elementos do espago vetorial V' sdo chamados de vetores; e os do corpo K (podendo
ser R ou C) de escalares.

Quando consideramos o corpo dos escalares como sendo os reais, dizemos que (V,+, )
é um espaco vetorial real; no caso do corpo dos escalares ser os nimeros complexos,
dizemos que (V,+,:) é um espago vetorial complexo.

A seguir apresentaremos alguns de exemplos de espacos vetoriais.

Exemplo 2.3. O conjunto R"™ de todas n-uplas ordenadas de niimeros reais, com as
operagoes usuais de adi¢do e multiplicagdo por um escalar definidas por:
Adigdo : a+b=(ar,...,a,)+ (by,...,by,) = (a1 + by, ,a, +b,) , Va,b € R™
Multiplicagao : Aa = A(ay,...,a,) = (Aay, ..., Aa,) , Ya € R" e VA eR.



Espacos vetoriais 21

Exemplo 2.4. O conjunto M,,x,(R) das matrizes reais m X n com as operagoes
usuais de adicao de matrizes e produto de um escalar por uma matriz, definidas abaixo:
Adigéo: A + B = (CLU> + (b”) = (aij + b”) y \V/A, B e ManGR)
Multiplicagao: k.A = k(a;;) = (ka;j;) , VA€ Mpyn(R) e VEeR.

Exemplo 2.5. O conjunto P,(R) de todos os polinémios p(t) = ap + ait + - - + a,t"
com coeficientes reais de grau menor ou igual a n (s6 igual a n nao conteria o elemento
neutro da adigdo representado pelo polindémio nulo), com as operagdes usuais de adigao
de polindémios e a multiplicagdo de um escalar por um polinémio.

E possivel que um espago vetorial esteja contido num outro espaco vetorial. Recorde-
mos como reconhecer dentro de um espago vetorial V' subconjuntos W que sejam também
espacos vetoriais.

Definicao 2.6. Sejam V um espago vetorial e W um subconjunto, nao vazio, de V. Se
W é um espaco vetorial com as operacoes de adi¢cao e multiplicacdo por escalar definidas
em V', entao dizemos que W ¢é um subespaco vetorial de V.

Em geral, devemos verificar todos axiomas de espaco vetorial para mostrar que um
conjunto W com duas operacoes formam um espago vetorial. Entretanto, se W é um
subconjunto do espago vetorial V' entao alguns axiomas nao precisam ser verificados, pois
estes "herdam" de V. Entretanto, é necessario verificarmos que W é fechado em relacao
as duas operagoes definidas, pois é possivel que a soma de dois vetores em W, ou a
multiplicagao de um vetor de W por um algum escalar possa produzir um vetor que nao
esteja em W.

O teorema a seguir estabelece um critério simples de identificarmos quando um sub-
conjunto W C V' é um subespaco do espago vetorial V.

Teorema 2.7. Seja V um espaco vetorial sobre um corpo K. Um subconjunto W é
subespaco de V' se, e somente se,

(a) W € nao vazio.

(b) Quaisquer que sejam u,v € W, entdo u+veW.

(¢) Para todo uw € W, temos que ku € W, para todo k € K.

As condigoes (b) e (¢) garantem que W é fechado em relagao as operagoes de adigao
e multiplicagao por escalar.

Corolario 2.8. W ¢é um subespaco de V se, e somente se,
(a) 0€W (ouseja, W # ¢ ).
(b) v,weW implica av+bw € W, para todo a,b € K .

Utilizando o Corolério 1.8 podemos verificar facilmente que os subconjuntos definidos
nos exemplos a seguir constituem subespacos vetoriais.

Exemplo 2.9. O conjunto formado somente pelo vetor nulo e o proprio espaco vetorial
V' sao subespacgos de V. Portanto, todo espaco vetorial admite pelo menos estes dois
subespacos chamados subespacos triviais.
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Exemplo 2.10. Os conjuntos Wy ={ A € M,(R): A" = A } das matrizes reais simé-
tricas de ordemn e Wy ={ A € M,(R): A" = —A} das matrizes reais antissimétricas
de ordem n sdo subespagos do espago vetorial M, (R) das matrizes quadradas reais de
ordem n.

Exemplo 2.11. Consideremos o sistema linear homogéneo de m equagoes e n incognitas

1121 + A12T2 + *++ + ATy = 0
a21T1 + Q9229 + * + + + Aop Ly = 0

Am1T1 + A2l + - + Qpp Ty = 0

O conjunto W de todas as solucoes deste sistema ¢ um subespaco do espago vetorial
do R"™ chamado espaco das solugoes.

Teorema 2.12. Se S| e Sy sdo subespagos vetoriais de um espago vetorial V', entdo
S1 NSy € um subespaco de V.

Corolario 2.13. Seja V' um espaco vetorial. Entdo, a intersec¢io de um conjunto arbi-
trario de subespacos de V' é um subespaco vetorial de V.

Exemplo 2.14. Sejam Wy, W5 e W3 subespagos do espago vetorial M, (R) das matrizes
reais de ordem n, definidos abaixo:

Wi : o subespaco vetorial das matrizes triangulares superiores de ordem n.
W5 1 o subespago vetorial das matrizes triangulares inferiores de ordem n.
W3 @ o subespacgo vetorial das matrizes diagonais de ordem n.

Verificamos facilmente que: W7 N W,y = Wi,

Como a interseccao de subespagos é sempre um subespaco, seria previsivel admitir-
mos que a uniao de subespacos também seria um subespaco, mas isto, em geral, nao é
verdadeiro, como mostra o enunciado do teorema a seguir.

Teorema 2.15. Sejam Sy e Sy subespagos vetoriais de V. Entdo, S;U Sy € subespago
vetorial de V' se, e somente se, S C Sy ou Sy C Si.

Definicao 2.16. Sejam W, e W5 subespacos vetoriais de um espaco vetorial V. Definimos
a soma de W; e Wy como sendo

W1+W2:{w1—l—w2 cw €W oe U)QEWQ}.

Teorema 2.17. Sejam Wi e Wy subespacos de um espaco vetorial V. Entdo,
(a) Wi+ Wy € um subespago de V.
(b) Wi+ Wy é o menor subespago de V' contendo Wy e W.
(c) Wi UWy C Wy + Ws.

Definigao 2.18. Sejam W e W, subespagos vetoriais de um espago vetorial V. Dizemos
que:
(a) w; + we é soma direta quando W3 N Wy = {0}, e denotamos por Wy & Wh.
(b) O espago vetorial V' é a soma direta dos subespagos Wy e W, quando V' = W+ W,
e W1 N W2 = {0}
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Teorema 2.19. Sejam Wy e Wy subespagos vetoriais de um espago vetorial V. Entdo,
V =W, & W, se, e somente se, todo elemento v € V se escreve de maneira unica na
forma v = 1wy +wy, com w; €W e wy € Ws.

Exemplo 2.20. Sejam le{ lg 8] :a,bER} e WQZ{ [8 21 :b,dE]R}

subespagos do espago vetorial My(R).

a b
0 d

matrizes cujo elemento da segunda linha e primeira coluna é igual a 0.

Entao, W; + Wy = ca,b,deR }, ou seja, consiste do conjunto das

Portanto, o espago vetorial Ms(R) nao é soma direta dos subespagos Wy e Wh.

Exemplo 2.21. O espaco vetorial R?® é soma direta dos subespacos
Wi ={(a,b,c) ER?*: b=c=0} e Wo={(a,b,c)eR*: a+b+c=0}.

Exemplo 2.22. O espago vetorial M, (R) das matrizes reais de ordem n é a soma
direta dos subespacos Wg e Wy das matrizes simétricas e antissimétricas de ordem n,
respectivamente.

Exemplo 2.23. Sejam W; W, C M,(R), sendo W; o subespaco das matrizes
triangulares superiores e W5 o subespago das matrizes triangulares inferiores. Entao,
M,(R) = W; + W,. Mas, nao é uma soma direta, pois W N Wy é o subespago formado
pelas matrizes diagonais (veja Exemplo 1.14.). Portanto, U NW # {0}.

A seguir recordemos as defini¢des de combinagao, dependéncia e independéncia linear,
usados para construir os conceitos de base e de coordenadas de vetores em diferentes
bases.

Definicao 2.24. Seja V um espaco vetorial sobre um corpo K . Um vetor v € V
¢ uma combinacao linear dos vetores wvqi,v9, ...,v, de V, se existirem escalares
ai,as,...,a, € K, também chamados de coeficientes da combinacao linear , tais que

V= a1V + agUy + - - - + a,v, .

Definicao 2.25. Seja V um espago vetorial sobre um corpo K . Um conjunto, nao
vazio, de vetores {vy,va,...,v,} C V é chamado de linearmente dependente sobre K,
e denotamos simplificadamente por LD, se existirem aq, as, ..., a, € K, nem todos nulos,
tais que aqvq + asvo + - - - + a,v, = 0.

Caso contrario, dizemos que o conjunto de vetores é linearmente independentes, e
denotamos simplificadamente por LI.

As defini¢oes acima equivalem a afirmar que: se a equacao
a1v1 + agvy + - - - + a,v, = 0.

admite somente a solucdo trivial a; = as = --- = a, = 0, entdao o conjunto de vetores
v1,v9,...,0, € LI. Caso existam outras solu¢oes além da trivial, o conjunto de vetores
é LD.
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Proposicao 2.26.

(a) Todo conjunto finito de vetores de um espago vetorial que contém o wvetor nulo é
linearmente dependente.

(b) O conjunto {v} formado por um tunico vetor, ndo nulo, de um espago vetorial é
linearmente independente.

(¢) Um conjunto formado por dois vetores {vy,va} de um espaco vetorial é linearmente
dependente se, e somente se, um deles ¢ multiplo escalar do outro.

(d) Se{vi,...,vx} € um conjunto linearmente dependente, entao qualquer conjunto finito
contendo vy, ...,v, € também LD.
Teorema 2.27. Seja S = {v,v,...,v,} um conjunto de vetores de um espago vetorial

V', comn > 2. Entado,

(a) S é LD se, e somente se, pelo menos um dos vetores de S pode ser escrito como
uma combinagdo linear dos demais vetores em S.

(b) Se S é LI, entio qualquer subconjunto de S também é LI .

(¢) SeS éLI e SU{v} é LD, entdov é uma combinacao linear dos vetores de S.

Teorema 2.28. Seja S = {vy,vq,...,v,} um subcconjunto finito do espago vetorial V.

O conjunto formado por todas as combinacoes lineares de S, que denotamos por {S}, é
um subespago de V.
[S] ={ aqv +ava+---+ayv, ; a; € K }.

Corolario 2.29. O subespago [S} é o menor subespaco de V' que contém S.
Em outras palavras, se W é um outro subespaco de V' contendo S, entao [S} cW.

Defini¢ao 2.30. Sejam V um espago vetorial e S = {vy,vy,...,v,} um subconjunto
de V. O subespaco {S} das combinagoes lineares dos vetores do conjunto S é chamado

de subespaco gerado por S, ou que, v{,vy,... ,v, geram o subespaco {S}

Os elementos vy, vs,..., v, de S sado chamados geradores de [S], ou que S é o
conjunto gerador de [S].

Definicao 2.31. Um espaco vetorial V' ¢ finitamente gerado se existir um subcon-
junto finito S C V' tal que {S} =V.

Por conveniéncia definimos que, se S = () , entdo M = {0}.

Exemplo 2.32. O conjunto S ={(1,0,0), (0,1,0) } gera o subespaco
W ={(a,b,0):a,b e R } C R3.

Exemplo 2.33. O subespago W = {A € M(R) : A* = A} das matrizes simétricas é um
subespago de Ms(R) gerado pelo subconjunto

s={[a 311 S0 3T
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Teorema 2.34. Seja S = { vy,vs,...,v, } um conjunto de vetores LI em um espago
vetorial V. FEntao, cada vetor v € { S} se escreve de maneira unica como combinacao
linear dos vetores S.

Teorema 2.35. Seja V um espaco vetorial tal que V = [ V1, Vo, ..., U, | . Entdo, todo
conjunto com mais de n vetores em V é LD.

Assim, todo conjunto de vetores LI em V possui no maximo n vetores.

2.3 Base, dimensao e coordenadas

O conceito de base de um espaco vetorial consiste em escolhermos um conjunto, com o
menor nimero de vetores, que possam gerar todo o espaco vetorial. Assim, caso retiremos
um vetor qualquer desse conjunto, os vetores restantes nao geram mais o espaco todo.

Dimensao, usualmente, associamos a algo geométrico; mas, através do conceito de base
podemos dar uma definicao algébrica para dimensdao de um espago vetorial.

Definigao 2.36. Seja V # () um espaco vetorial sobre um corpo K. Uma base de V ¢
um subconjunto B de vetores linearmente LI que gera V.

Um espaco vetorial V' # {0y} sempre possui uma infinidade de bases diferentes, pois
se {v1, vg, ... ,v,} é uma base de V, entdo {awv;, avy, ... ,av,} com a € K também
¢ uma base de V.

Teorema 2.37. Seja B = {vy,vq,...,0,} uma base de um espago vetorial V. FEntdo,
todo vetor em V' pode ser escrito de maneira unica como combinagdo linear de B.

Teorema 2.38. Seja B = {vy,vq,...,0,} uma base de um espago vetorial V. FEntdio,
qualquer conjunto com mais de n vetores é LD.

Este teorema garante que qualquer conjunto de n+1 ou mais vetores é LD, e portanto,
nao forma uma base de V. Por outro lado, qualquer conjunto com n —1 ou menos vetores
nao ¢ suficiente para gerar V', e entao, também nao é uma base de V.

Teorema 2.39. Se V' um espago vetorial gerado pelo conjunto S = {vi,vq,..., 0.} ,
entao podemos extrair do conjunto S uma base de V.

Definicao 2.40. Seja V um espaco finitamente gerado. Definimos dimensao de V', e
denotamos por dim V' ou dimgV para indicar também o corpo, como sendo o niimero
de vetores de uma base qualquer de V.

No caso de V = {0 }, dizemos que o espaco vetorial V' tem dimensao nula. E quando
um espago vetorial V' nao ¢ finitamente gerado, dizemos que possui dimensao infinita.

Teorema 2.41. Se V' é um espaco vetorial de dimensao n. Entdo,
(a) qualquer base de V' possui n elementos.

(b) todo conjunto de n vetores LI forma uma base de V.
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Teorema 2.42. (Teorema do complementamento da base) Seja V um espaco vetorial
de dimensdo n. Se os vetores ui,us,...,ur sdao linearmente independentes em V', com
k < n. FEntio existem vetores Ugi1,...,u, em V, tais que Uy, ..., Uk, Ugs1, ..., Uy
formam uma base de V.

Exemplo 2.43. O conjunto B = { (1,0,0),(0,1,0,),(0,0,1) } é linearmente indepen-
dente e gera o espaco R3. Portanto, B é uma base de R?, denominada base canénica, e
dim R? = 3.

Exemplo 2.44. Consideremos o espago vetorial real M(R) das matrizes quadradas

. _ 10 01 00 0 0
reais de ordem 2. O conjunto B—{[O O] , [0 O] ) [1 0] ; [O 1]}e

linearmente independente, gera Ms(R).

Logo, B é uma base de M;(R), denominada canénica, e dim M,(R) = 4.

Teorema 2.45. Se W € um subespaco de um espaco vetorial V e dim V = n, entdo
dimW < n.

No caso da dim W =n, entao W =V.

Teorema 2.46. Sejam U e W subespagos de um espaco vetorial V' de dimensdo finita,

entao , 4 _ .
dim (U+W)=dim U+dim V —dim (UNV).

Teorema 2.47. Sejam V um espago vetorial de dimensao finita e W um subespaco de
V. Entao, existe um subespaco U de V tal que V =U S W.

Definicao 2.48. Uma base ordenada de espago vetorial V' é uma base em que é
considerada a ordem dos vetores da base.

Definicao 2.49. Sejam V um espago vetorial finitamente gerado e B uma base ordenada

de V formada pelos vetores vy, vs,...,v,. Todo vetor em V se escreve de maneira tinica
(Teorema 1.37) como v = cjv1 + caUy + « -+ + ¢uv,. Os escalares ¢1,¢9,...,¢, s20
chamados coordenadas de v em relagao a base B, e denotamos por
C1
Cy T
[U]B: . = Ci1 Cy ... Cp
Cn

Dada uma base de um espaco vetorial, uma troca na ordem em que escrevemos esses
vetores, acarreta uma troca na ordem das coordenadas, produzindo um vetor de coorde-
nadas diferentes. Entao, para evitar tal situacao introduzimos a convenc¢ao de ordenar a
base.

Exemplo 2.50. Consideremos a base B ={ (1,1,1), (1,1,0), (1,0,0) } do R3. Deter-
minemos as coordenadas do vetor (2,1,4) com rela¢do a base B.

Devemos obter a , b e c tais que
(2,1,4) =a(1,1,1) +6(1,1,0) + ¢(1,0,0) = (a+ b+c, a+b, a).
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a+b+c=2
Equivale ao sistema linear { a+b=1 cuja solucado é a=4,b=-3 e c=1.
a=4

Desse modo, as coordenadas de (2, 1,4) com relagao a base B sao dadas por (4, -3 ,1).

2 4
1= -3 ou (2,1,4)T =(4,-3,1)L.
4 1

B

Uma base conveniente para um determinado problema pode nao ser conveniente para
um outro, de forma que um procedimento comum no estudo de Espacos Vetoriais é a mu-
danca de uma base para outra. Nesta secao recordaremos problemas relativos a mudanca
de base.

Consideremos B = {vy, vy, ...,v,} € B' = {uy, us, ..., u,} duas bases ordenadas de um
mesmo espaco vetorial V. Um vetor v em V pode ser escrito como combinagao linear de
BeB.

Sejam v = x1v1 +Tovo+---+byx, € v =1y u;+ysus+---+y,u, asrepresentacoes
de v como combinacéo linear dos vetores das duas bases B e B’, respectivamente .

X1 Y1
T e T P
Tn Yn

/ ~ , ~ /
Como os vetores de B sao vetores de V', e B é uma base de V', entao os vetores de B
se escrevem como combinagao linear de B.

Uy = 1101 + A21V2 + - -+ + Ap1Up-
Ug = A12V71 + 92V + -+ Ap2Up, .

Up = A1nV1 + A2nV2 +-F Uy Un -
Assim, v =y1u1 + yauz + - + Ypln.
Logo, v = y1(a11vi+- -+ an1vy) +y2(a1201+- - -+ an2vn) +- - -+ yn(a1nv1 +- - -+ appy).

Mas, v =101 + Tovg + - -+ + by,

1 = anyr + aizby + - -+ + arnby

. To = G21Y1 + Q22Y2 + - + G2,Yn
Entao,

(1.1)

Ty = Qp1Y1 + Gn2Y2 + - - + Gupln

Portanto, podemos escrever que

T a1 a2 ... Qip Y1
T2 21 Q22 ... U2n Y2
vl=] | = - =Ml
B : : : B—B B
Ty, Anpl Ap2 - .. Qpp Yn

sendo a matriz [M }B @ transposta da matriz dos coeficientes do sistema (1.1).
ﬁ
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Definicao 2.51. A matriz {M } n ¢ denominada matriz mudanca de base B para

abase B". Se Be B’ sio bases ordenadas de um espaco vetorial V', entéo para todo v
em V' temos
[U }B - [M}BaB’ ' [U }B"

A matriz { M }B ” podemos expressa-la em termos de vetores colunas, em que as
ﬁ
colunas desta matriz sao os vetores da base atual em relagao a nova base, isto é

],y [Lwls [wle o [wa]

Exemplo 2.52. Determinemos a matriz mudanca da base B para a base B’ sendo
B={u=(1,0),u=(011} ¢ B ={v=(21), va=(3,2)} bases de R? e
também as coordenadas do vetor v = (1, —2)p na base B em relacio a base B’

a) Matriz mudanca de base B para B':
(M = | Tl sl ]

Escrevendo os vetores da base B como combinacio linear dos vetores de B, temos:
(1, O) = CL11(2, 1) + a21(3, 2) = ( 2@11 + 3@21 , a11 + 2&21 )
(O, 1) = CL12(2, 1) + a22(3, 2) = ( 2@12 + 3@22 , 12 + 2&22 )

Resolvendo os sistemas:

2a 3a01 =1

11+ 2021 , obtemos a;; =2 e as = —1.
a1 + 2@21 =0
2a 3as =0

12+ 9022 , obtemos aja = —3 € ax =2.
192 + 2@22 =1

Portanto, [M] = [ luly [uly | = l—21 _;’]

b) Obtencdo das coordenadas do vetor v = (1, —2) 5 na base B, para a base B':

o] = M [0 ]

RIFE d  Bea
Portanto, vy = (8,—5)7.

Teorema 2.53. Se M ¢ a matriz mudanca de base B para wma base B' de um espaco
vetorial V de dimensado finita, entdo M é invertivel e M~ é a matriz mudanca de base
B’ para B .

My = (M),

B =B B—B

Teorema 2.54. Sejam B = {v,vs,...,v,} e B = {e1,eq,...,e,} bases de R"
sendo B a base candnica . Se os vetores da base B forem escritos em forma de
colunas, entao

{M}BﬁB/ = [ (v]p (w2l -+ [Un]B}-
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2.4 Produto interno e ortogonalidade

No estudo da Geometria Analitica no R"™ define-se o comprimento de um vetor, e o
angulo entre vetores através do produto escalar. O objetivo agora é estendermos estes
conceitos para os espagos vetoriais sobre um corpo K (reais ou complexos). Porém devido
ao objetivo deste trabalho e que se realizado nos proximos capitulos vamos considerar o
corpo dos reais.

O conceito de produto interno vai possibilitar que um espaco vetorial de estrutura
totalmente algébrica adquira uma estrutura geométrica, o que permitira falarmos em an-
gulo entre vetores, projecao de um vetor ortogonalmente sobre outro, comparar tamanho
entre vetores e outros conceitos a espacos vetoriais quaisquer.

Nesta se¢ao, V' representard um espago vetorial de dimensao finita (a menos que seja
mencionado o contrario) pois alguns teoremas e proposi¢oes que serao mencionados nao
serem verdadeiros para espacos vetoriais de dimensao infinita. E o corpo envolvido no
espaco vetorial V' sera o corpo dos reais.

Definicao 2.55. Seja V um espago vetorial sobre um corpo R. Uma aplicacao
(,):VxV — R
(u,v) +— (u,v).

que satisfaz as seguintes propriedades:

(1) Simetria: (u,v) = (v,u) , para todo u,v € V.

(2) Distributividade: {(u+ w,v) = (u,v) + (w,v) , para todo u,v,w € V .

(3) Homogeneidade: {au,v) = a{u,v) , para todo u,v € V e a € R.

(4) Positividade: (v,v) >0 e (v,v) =0 se, e somente se v = 0, para todo v € V.
define um produto interno sobre V.

Um espaco vetorial sobre o corpo R com produto interno, denotamos por ( V', (- ,-) ),
e ¢ chamado de espacgo euclidiano.

Observacao 2.56. O produto interno em R"™ também é chamada de produto escalar.

Propriedade 2.57. Atraves das propriedades de simetria, distributividade e homoge-
neidade podemos verificar que:

(a) (u,0) =(0,u) =0, para todou e V.
(b) (u,av) = a(u,v), para todo u,v € V e a € R.
(¢) (u,v+w) = (u,v) + (u,w), para todo u,v € V.

Exemplo 2.58. Sejam u = (uj,us,...,u,) e v = (vy,0s,...,v,) vetores do espago
vetorial R™. O produto interno dado por
(U, v) = U101+« + Up.Vy.

¢ chamado de produto interno euclidiano, ou canénico do R".

Exemplo 2.59. Consideremos o espago vetorial R?, os vetores u = (u1,uz) e v = (v1, v2)
em R2 A aplicacdo definida por

(u,v) = 3uy.v1 + 2ug.v9 , para todo u,v € R?
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define um produto interno em R2.

Este produto interno é diferente do produto canonico do R?. Assim, podemos observar
a existéncia de mais de um produto interno num mesmo espaco vetorial.

Definicao 2.60. Definimos traco de uma matriz A = (a;;) de ordem n, e denotamos
por trA, como a soma dos elementos da sua diagonal principal.

Exemplo 2.61. Consideremos V = M,,«,(R). A aplicagao definida por
(A, B) =tr(B'A), VA, B € M,(R).

é um produto interno M,,x,(R).

Definicao 2.62. Seja V um espaco euclidiano. A norma de um vetor v em relagao a
esse produto interno é definida por

vl = /{v,v) >0, YweV.
Um espago vetorial euclidiano de uma norma || . | é denominado espago normado.
Quando || v ||[=1 dizemos que v é um vetor unitario.

Para todo v# 0, o vetor wu= ﬁ €V, e é chamado vetor normalizado, e

| u || = 1. Pois,
v v 1
lull= G ) =/ Aol = 1.
ol vl [0 [f?
Observacao 2.63.

(a) A norma depende do produto interno considerado.
(b) E sempre possivel extrair a raiz quadrada de (v, v) pois este niimero é nao negativo.
(¢) A norma de v representa o comprimento do vetor v.

Proposicao 2.64. Em um espaco normado V sao validas as sequintes propriedades:
(a) ||v]=0 se esomente se, v=0.
(b)) | ] = |AJv], YNeK e Yu,veV.
(c) lut+v| < [ull+|lv|, Yu,ve V. (desigualdade triangular).

Proposicao 2.65. (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Se V é um espago normado, en-
tao, | (uw,v) | < [lul [[v] , Vu,veV.

Exemplo 2.66. Consideremos o espago vetorial V = M,,»,(R) e o produto interno
definido por (A, B) = tr(A'B) , YA, B € M,x,(R). Calculemos a norma da matriz

10
A=|2 -1
0 3
A = tr(A"A)
1 0
1 2 0 5 —2
At.A:[ ] 2 -1 :[ ]
0 -1 3 A 2 10

Logo, || A||?> = tr(A'A) = 5+10=15. Portanto || A |=V/15.
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Definicao 2.67. Seja V um espaco vetorial. Consideremos uma aplicacao d: V xV — R,
que associa a cada par ordenado (u,v) € V x V um ntmero real d(u,v) satisfazendo as
seguintes condigoes:

(a) Positividade : d(u,v) 20 e d(u,v)=0 <= wu=v, Yu,velV.

(b) Simetria : d(u,v) =d(v,u), Yu,v € V.

(¢) Desigualdade triangular : d(u,v) < d(u,w) + d(v,w), Yu,v,w € V.

Nestas condigdes, dizemos que d é uma métrica sobre V' e que d(u,v) é a distancia
do vetor u ao vetor v.

Um espago euclidiano munido de uma métrica é chamado de espago métrico.

Observagao 2.68. Em um espago euclidiano V' a métrica ou distancia ¢ dada por
d(uv) =|u—v|= \/<u—v s u—v)y, Yu,veV.

Definigao 2.69. Em espago vetorial euclidiano V' definimos angulo entre dois veto-
res, nao nulos, u e v em V' como sendo o valor 6 € [0, ), tal que

(u,v)
l[all o]

cosf =

Quando (u,v) = 0, ou seja, cos 0 = 0, o que acarreta 6 = 7, dizemos que os vetores u
e v sao ortogonais.

Definicao 2.70. Em um espago vetorial euclidiano V' definimos a projecao ortogonal

de um vetor u sobre um vetor nao nulo v, denotado por proj,u, como sendo o vetor

Proj,u = <“”z’)””>v , u,veV.

Observe que a projecao ortogonal de um vetor v sobre um vetor v nao nulo é um
multiplo escalar do vetor v.

Teorema 2.71. Seja v € R™ um vetor nao nulo. Entdo, w — proj,u € ortogonal a v,
para qualquer u € R™.

Demonstragao. Calculando o produto escalar de v com u — proj,u, temos:

(v, u—proju) = (v, u) = (v, projuu) = (v, u) = (v, “pro) =

W, w

= (v, u) — T (v,v) = 0.

Portanto, uw — proj,u é ortogonal a v.
O

Definicao 2.72. Em um espaco euclidiano V' dizemos que:
(a) um conjunto S = {vy,vs,...,v,} C V é ortogonal , se v;Lv; paratodo i# j.

(b) um vetor u € V é ortogonal a um conjunto nao vazio S C V, se u for ortogonal a
todos os vetores de S, e denotamos por u LS.

(¢) um conjunto S é chamado de ortonormal quando, além de ortogonal, satisfaz
|| v; [|[=1, para todo 1 < i < n.

Definicao 2.73. Sejam V um espaco euclidiano e S um conjunto nao vazio de vetores
de V. O conjunto

St={ueV:{(uv)y=0,YWweV}

¢ denominado ortogonal de S.
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Teorema 2.74. Seja V' um espago euclidiano. Se S = { vi,va,...,v, } € um con-
junto ortogonal em V', tais que v; # 0, para i = 1,2,...,n. Entdo, S € linearmente
independente em V.

Propriedade 2.75. Num espaco vetorial euclidiano V valem as seguintes propriedades:
(a) 0Llw, para todo v € V.
(b) Se ulw, entao vlu.
(¢) Se vlu, para todo u € V, entao v = 0.
(d) Se ulw e vlw,entdo (u+ v)Lw.
(e) Seulwve Aéum escalar, entdo ul\v.

Teorema 2.76. (Teorema de Pitigoras). Sejam V' um espago vetorial euclidiano.
Entao, os vetores w,v € V' sao ortogonais se, e somente se,

2
futol” =ul® +]v]>*

Proposicao 2.77. Um conjunto ortonormal {uy,us, ..., u,} € LI se, para qualquer v €

V', o vetor w=wv— (v,u)u; — (v, ug)ug — - -+ — (v, up)u, € ortogonal a cada um dos ;.

As bases ortogonais sao de fundamental importancia em espagos com produto interno,
e o teorema a seguir mostra que sempre ¢ possivel obtermos tais bases.

Teorema 2.78. (Processo de Ortogonaliza¢io de Gram-Schmidt). Todo espago vetorial
euclidiano de dimensao finita admite uma base ortonormal.

Demonstragdo. A prova é feita por inducao sobre a dimensao do espaco.
Seja V' um espaco vetorial euclidiano de dimensao finita.
Se dim V =1, entao existe v; € V tal que V = [Ul }
U1

Como vy # 0, consideremos u; = o> © entdo {u;} é uma base ortonormal de V.

Se dim V = 2, entao existem vy, vy, € V' | tais que V = { U1, Vg }

Consideremos u; = H%H e determinemos um vetor us ortogonal a u; e de norma 1.

Pela Proposigao 1.77. basta tomarmos o vetor nao nulo u) = ve — (v, ut)uy, (pois vy
e vy sdo LI) , e normalizé-lo obtendo u,.

Logo, {u1,us} forma uma base ortonormal de V.

Por hipétese de inducao, suponhamos que o teorema seja valido para todo espaco
euclidiano de dimensao n — 1, e vamos provar que o teorema é valido para todo espaco
euclidiano de dimensao n.

Se dim V =n > 2, entdo existem vy, vs,...,v, € V que forma uma base de V.
Mas, U = {vl,vg, e ,vn} ¢ um subespaco de dimensao n — 1. Entao, usando a
hipétese de indugao, é possivel tomarmos uma base {u, ug, ..., u,_1} ortonormal de U.
Como v, ¢ V', entao pela Proposi¢ao 1.77. o vetor
U;L = Up — <Un7 U1>U1 - <Un7 un71>un71
é nao nulo e ortogonal a todos os vetores de U. Normalizando u), obtemos u,,.
Portanto, {ui,us,...,u, 1,u,} forma uma base ortonormal de V.

Teorema 2.79. O conjunto S+ é um subespaco de V, mesmo que S ndo o seja.

No caso de S ser um subespago, entdo SN S+ = {0}.
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Teorema 2.80. Sejam V um espago vetorial euclidiano de dimensdo finita e S um
subespaco de V. Entdo, V é soma direta de S e S*, isto é,

V=Sg¢st.

Assim, todo elemento em V' pode ser escrito de modo tinico como sendo, v = u + o/,
com v €S e v €St E neste caso, em que S é um subespaco vetorial de V, o conjunto
S+ ¢ denominado complemento ortogonal de S em V.

Corolario 2.81. Sejam V' um espago vetorial de dimensao finita munido de um produto
interno. Se S um subespaco de V, entdo dimV = dimS + dimS=.

Teorema 2.82. Sejam V um espaco vetorial com um produto interno, S e W subespagos
vetoriais de V. Entado,

(a) (SY)" = 8.
(b) (SNW)t = St4+w.
(¢c) (U+W)t = Utnw,

2.5 Transformacoes lineares

Uma transformacao linear é um tipo particular de aplicacdo em que o seu dominio
e contradominio sao espagos vetoriais, e que leva combinacoes lineares de vetores de um
espaco em combinagoes lineares de vetores em outro espaco. Na Fisica, Engenharia e
varias areas de exatas sao inumeras as aplicagoes envolvendo este conceito.

Nesta secao recordaremos os principais conceitos e resultados envolvendo as trans-
formacoes lineares em espagos vetoriais arbitrarios, e a relagdo fundamental entre estes
espagos de dimensao n e o R™ (isomor fismo) , permitindo efetuarmos célculos vetori-
ais em espacos arbitrarios aparentemente diferentes, porém dotados da mesma estrutura
algébrica do R", possibilitando restringirmos o estudo somente a este ultimo.

Definicao 2.83. Sejam U e V espagos vetoriais sobre um mesmo corpo K. A aplicacao
T :U — V é denominada transformacao linear se, satisfaz:

(a) T(up 4+ us) =T(uy) +T(uz), Yuy,us €U .
(b) T(kwy)=kT(u), Yus €U e VkeK.
Estas duas condigoes podem ser condensadas em:
T(kyuy + koug) = k1. T(uy) + ko T(ug), Yuj,ug € U e Vki, ko € K.

A transformacao linear T : U — U é denominada de operador linear sobre o espaco
vetorial U.

Denotamos por L(U, V') o conjunto de todas as transformagoes lineares T': U — V; e
por L(U) o conjunto de todos os operadores lineares T : U — U.

Exemplo 2.84. Consideremos o espago vetorial P,(R). A aplicagao

T:P,(R)— P,(R) definida por T'(p)=p’,
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sendo p’ a derivada do polinémio p, para todo p € P,(R), é uma transformagéao linear.
Pois, para V p,q € P,(R) e k € R, temos:
@) T(p+q)(z)=(p+q) (x) =p(z)+q(x) =T[(p)(x)] + T[(g)(x)].
(b) T(kp)(x) = (kp)'(x) = kp'(x) = kT[p(x)].

Exemplo 2.85. Dada uma matriz A € M,,«,(R) podemos sempre associd-la a uma
transformagao linear T4 : R” — R™ cuja imagem 7T4(v) do vetor v € R" é dada pelo
produto da matriz [A],x, com a matriz coluna [v],x; formada pelas coordenadas do
vetor v, ou seja,

Ty :R™ = R™ tal que Ta(v) = [A].[v] .
T4 ¢é uma transformacao linear, pois Vu,v € R" e )\ € R, temos:
(a) T(u+v)=Alu+v)=Au+ Av =T(u) + T(v).
(b) T(M) = A(M) = AM(Av) = AT(v).

Propriedade 2.86. Sejam U , V espacgos vetoriais sobre K, T : U — V uma transfor-
macao linear, 0, e 0, os vetores nulos dos espacos vetoriais U e V', respectivamente.
Entao,

(a) T(Ou) = 0y.
(b) T(—u) = —T(u), Yu € U.

n n
(¢) T(X kiwy) = > kiT(u;), Yu; € U e Vk; € K, para i€ {1,...,n}.
i=1 i=1
Teorema 2.87. Sejam U,V espagos vetoriais, {vi,va,...,v,} uma base de V e
{uy,us, ... ,u,} wvetores de U. Entao, existe uma unica transformagdo linear T :V — U

tal que T(v;) = u;, para todo i € {1,2,...n}.

Exemplo 2.88. Consideremos B = {(1,0), (1,1)} uma base de R?, e os vetores (3,1,0)
e (1,2,—1) de R®. Entao, existe uma transformacio linear

T:R* - R3 tal que T(1,0) =(3,1,0) e T(1,1) =(1,2,—1).
Escrevendo (x,y) como uma combinagao linear da base dada, e aplicando T, encon-
tramos a transformacao linear 7.
Como (z,y) = (x —y)(1,0) + y(1,1) e T uma transformagao linear, entao
=@Br-3y+y z—y+2y —y).
Portanto, T(x,y) = 3z — 2y, x+y, —vy).

Definicao 2.89. Sejam U e V espagos vetoriais sobre um corpo K e 7' : U — V uma
transformacao linear.

(a) O conjunto de todos os vetores em V' que sdo imagens por 7T de pelo menos um
vetor em U ¢é denominado de imagem da transformacao linear 7', e deno-
tamos por Im(T). Ou seja,

Im(T)={veV :v=T(w), uel }.
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(b) O conjunto de todos os vetores u € U tais que 7T'(u) =0 ¢é denominado
nicleo da transformacgao linear de 7', e denotamos por Ker(T). Ou seja,

Ker(T)={uweU: T(u)=0 }.

No caso de Ker(T) = {0}, dizemos que T é nao-singular. Caso contrério, T é
singular.

Exemplo 2.90. Consideremos a transformacao linear
T:P(R) =R tal que p(z)= fy pi(z)de .
Entao, dado p(z) € Pi(R) temos que p(z) =ax+0b, com a,beR.
Mas , T(p(z))=Jip(x)de = [}(ax+b)dz = [a%2+bx o = 44+b—-0=%+0.
Como, Ker(T)={p(z) e Pi(z) : T(p(x)) =0}, entdo §+b=0.
5, e temos entdo que p(r) =ar — 5 .
Portanto, Ker(T)={ p(z) € Pi(x) : p(x) =azx —§ }.

Logo, b= —

Agora, como para todo a € R, existe p(z) =a € Pi(R), tal que
T(p(x)) = fyplx) de = Jyade = azly = a=0 = a.

Logo, R cC Im(T).

Mas, pela definigao de Im(T) temos que Im(T) C R.

Portanto, Im(T) = R.

Teorema 2.91. Seja T :U — V uma transformacdao linear. Entdo,
(a) Ker(T) é um subespaco de U.
(b) Im(T) é um subespago de V.

Definicao 2.92. Seja T uma transformacao linear entre espacos vetoriais de dimensao
finita. Definimos:

(a) O posto de T como sendo a dimensao de Im(7T), e denotamos por post(T).
post(T) = dim Im(T).

(b) A nulidade de T como sendo a dimensao de Ker(7T), e denotamos por nul(7T).
nul(T) = dim Ker(T).

Teorema 2.93. SeT :U — V é uma transformacao linear, sendo U um espaco vetorial
de dimensao finita, entdo

dim Ker (T) + dim Im(T) = dim U, ou seja, nul(T) + post(T) = dim U.

Definicao 2.94. Sejam U e V espagos vetoriais sobre um corpo K e 7T uma transfor-
macao linear de U em V. Dizemos que:
(a) A transformagao T é injetora se u # v entdao T(u) # T'(v), para todo u,v € U.
(b) A transformagao T' é sobrejetora se, Im (T) =V.
(c¢) A transformagao T' é bijetora se, T é injetora e também sobrejetora.

Teorema 2.95. Seja T :U — V' uma transformagao linear. Entao, Ker(T) = {0}
(T € nao singular) se, e somente se, T € injetora.
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Teorema 2.96. Seja T : U — V' uma transformacgao linear, e dimU = dimV . Entdo,
T é injetora (T é ndo singular) se, e somente se, T é sobrejetora.

Definicao 2.97. Sejam U e V espacgos vetoriais de dimensao finita sobre o corpo K.
Uma transformacao linear T : U — V' bijetora é denominada um isomorfismo de U
em V.

Quando existe um isomorfismo de U em V, dizemos que o espago vetorial U ¢
isomorfo ao espaco vetorial V', e denotamos por U ~ V.

Um isomorfismo T : U — U é denominado um automorfismo de U.

Teorema 2.98. Seja V' um espaco vetorial real sobre o corpo K, com dimV = n, entao
V' € isomorfo ao espaco vetorial K™.

Exemplo 2.99. O espago vetorial dos polinémios P,(R) é isomorfo ao R" .

Exemplo 2.100. O espago vetorial My(R) das matrizes quadradas reais de ordem 2 é
isomorfo ao R%.

Teorema 2.101. Dois espacos vetoriais de dimensoes finitas sdo isomorfos se, e somente
se, possuem a mesma dimensao.

No Exemplo 1.85 vimos que dada uma matriz A € M,,x,(R) sempre pode ser
associada a uma transformagao linear T4 : R" — R™ cuja imagem T4(v) do vetor v do
R™ é dada pelo produto da matriz [A],,x, com a matriz coluna [v],x; das coordenadas
do vetor v com respeito a base canonica do espago R™.

Ta(v) = [A]L[o] .
O objetivo agora ¢é estabecermos a reciproca, isto é, fixadas as bases, toda transfor-
macao linear 7' : U — V [ sendo U e V espacos vetoriais finitamente gerado, sobre o

mesmo corpo K associa uma tnica matriz, que permite através dela calcularmos T'(u)
para todo u em U, usando a forma matricial.

Estudamos matrizes de transformagoes lineares por duas razoes bésicas, uma teorica
e outra bastante pratica. A primeira, muitas vezes, as respostas para as questoes tedricas
sobre a estrutura de transformacoes lineares arbitrarias em espagos de dimensao finita po-
dem ser obtidas simplesmente estudando as transformagoes matriciais. E a segunda, que
estas matrizes tornam possiveis calcularmos as imagens de vetores usando multiplicacao
matricial, e estes calculos podem ser efetudados rapidamente através de computadores.

Definicao 2.102. Sejam U e V espacos vetoriais de dimensao finita, sobre um corpo K,
com bases ordenadas B = {uj,us,...,u,} e B ={vy,vq,...,v,}, respectivamente.

Dada T : U — V uma transformacao linear, entdo T'(uy),T(ua),...,T(u,) sdo
vetores de V. Logo, cada um destes vetores podem ser escritos de maneira inica como
combinacao linear dos elementos da base B’. Ou seja,

T(uy) = anvy + asve + -+ + 1V,

T(Ug) = A12Vq + 92V + -+ Am2Um

T(“n) = A1V + A2pV2 + -0 F AUy
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com a;; €K, para i€ {1,2,...,n} e 7€ {1,2,...,m} .

A transposta da matriz formada pelos coeficientes das combinacoes lineares acima é
chamada de representacdo matricial de 7" em relacao as bases B e B’, e denotamos
por [Tz p, isto é,

a1 a19 RN Q1n

a921 929 Ce A9y,
Tpsp =

Am1 Am2 ... (07

No caso de U = V e B = B’ denotamos a matriz acima por [T]g. Além disso, se
B e B’ sao as bases canonicas dos espacos vetoriais U e V', respectivamente, denotamos
simplesmente por [T] .

Como a matriz [T]p_,p depende das bases B e B’, uma mesma transformagcao linear
pode ser representada por infinitas matrizes, bastando mudarmos as bases. Porém, uma
vez fixada as bases B e B’, respectivamente, do dominio e do contra-dominio, uma trans-
formacao linear fica bem definida através de sua representacao matricial, ou seja, dada
uma transformacao linear s6 existe uma tnica matriz associada a essa transformagao li-
near, e vice-versa, dada uma matriz existe uma unica transformacao linear associada a
ela. Assim, o estudo de uma transformacao linear se restringe ao um estudo matricial;
e a transformacao linear sobre um vetor u de U se comporta simplesmente como uma
multiplicagao, pela direita, da representacao matricial de T" pela matriz das coordenadas
de u na base B, como garante o teorema a seguir.

Teorema 2.103. Sejam T : U — V uma transformagdo linear entre espagos finitamente
gerados, B e B’ as bases de U e V', respectivamente. Entao, para qualquer vetor u € U,

temos
g (1] = T@)] 5
BB’ B L B
11 Q2 - Qip a7 51
Q21 Q22 -+  Q2p 6%)] B2
- )
Am1 Am2 - Amn (079 5m

onde u:(al,ag,---,an)B e T(U)Z(BhBZa"'aﬁn)B“

Exemplo 2.104. Sejam B e B’ as bases canonicas de R? e R?, respectivamente e T a
transformacao linear definida por

T:R3>— R? dadapor T(z,y,2)= (2z+y, = —=z).
Como T esta aplicada nas bases canonicas, a matriz da transformacgao linear se torna
mais facil de ser obtida, pois podemos escrever a expressao T'(z,y, z) na forma

T(x,y,z) - (Q'T ) l’) + (y ) 0) + (O ) _Z)
T(x,y,z)=x(2, 1)+y(l, 0)+20, -1).
Assim, T pode ser escrita na forma matricial como sendo:
x
2 1 0
T(x,y,z) = [1 0 _1] gz; = {2x+y x—z]
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Desse modo, a transformacao T pode ser representada pela matriz
2 1 0
e através dela podemos calcular T'(x,y, z) para qualquer (z,y,2) € R3 .

Tomando-se, como exemplo, o vetor u = (3,—1, 2) entdo T(3 ,—1,2) = (5,1),
que também pode ser obtido aplicando o Teorema 1.103. .

{TnuJB/:H })_2] —Zi :m:[5 1

Exemplo 2.105. Seja T : R? — R3 a transformacao linear definida por
T(Z’,y) = (Zl') -y, x + 2y7 y)?
sendo B = {(1,0) , (1,1)} e B’ = {(0,0,1), (1,1,0) , (1,0,1)} as bases de R? e R?,
respectivamente. Determinemos a matriz [T]p_, 5.
T(1,0) = (1,1,0) = a1,.(0,0,1) + as2.(1,1,0) + a13.(1,0, 1).
a2 + a3 =1
CL12:]_ . LOgO, CL12:1, CL13:O (& CLH:O.
ail + a3 = 0
Entdo, 7(1,0) = 0.(0,0,1) +1.(1,1,0) +0.(1,0, 1).
T(l, 1) = (0, 3, 1) = a21.(0, 0, 1) + CLQQ.(L 1, O) -+ CL23.(1, 0, 1)
ag + azz =0
o9 = 3 . Logo, a2 =3, a3 = —3 € as =4.
a1 + a3 =1

Entdo, T(1,1) = (0,3,1) = 4.(0,0,1) + 3.(1,1,0) — 3.(1,0, 1).

11 A21 0 s
Portanto, [T] B—B — 12 Q929 = 1 3
a13 Q93 0 -3

Exemplo 2.106. Seja T a transformagao linear do exemplo anterior e consideremos as
bases canénicas B = {(1,0),(0,1)} e B’ = {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)}.
T(l, O) = (1, 17 O) = CLll.(O, 0, 1) + CL12.(1, 1, O) + CL13.<1, O7 1)
ajg + a3 =1
(1,12:1 . LOgO, CL12:1, CL13:0 (& CLHZO.
aj; + a3 =0

Entdo, T(1,0) = 0.(0,0,1) + 1.(1,1,0) + 0.(1,0,1).

T(O, 1) = (—1, 2, 1) = CL21.(0, O, 1) + agg.(l, 1, 0) + CL23.(1, 0, 1)

age + agz = —1
oy = 2 . Logo, ax =2, axy = —3 e az = 4.

ag + azz =1
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Entdo, T(0,1) =4.(0,0,1) +2.(1,1,0) — 3.(1,0,1).

aip ao1 0 4
Portanto, [T]B—>B’ = 12 a2 = 1 2
a13 a3 0 -3

Podemos obter a matriz de qualquer transformacao linear, desde que os espagos ve-
toriais envolvidos na transformagao seja finitamente gerado. E utilizando o conceito de
coordenadas, podemos trabalhar com quaisquer bases dos espagos vetoriais envolvidos na
transformacao linear.

_ 1 0 0 1 0 0 0 0
Exemplo 2.107. Sejam B—{[O 0],[0 0]7[1 Ol’lo 1]}6

B'={1,t, t*} , as bases canonicas de M(R) e P(R), respectivamente. Consideremos
a transformagdo linear T : My(R) — P»(R) definida por

T( i Z] > = (a+0b)+ (c—d)t+ (b+ 2c+ d)t>.

Assim, temos:

T( [CCL Z )z T(abc,d)p = (a+b, c—d, b+2c+d)p.
b

T([id_>:a@Q®+MLQD+dQLm+ﬂQ—LH

Logo, podemos escrever

- 110 0]y a+b
T([cd1>: 001 <1 || =] b-c
012 1]} bt+c+d,
B
110 O
Eamatriz [T]= 0 0 1 —1| € M3.u(R), representa a transformacao linear
01 2 1
dada.
Assim, por exemplo:
2
- 1 1 0 0 3
ER R I E
L B 0 1 2 1 3 -1 B

Portanto, |T 2.0 = 2 — 4t + t2
i -1 3 B

Definicao 2.108. Dizemos que uma matriz A é equivalente por linha a uma matriz
B, e denotamos por A ~ B, quando B pode ser obtida de A por uma sequéncia finita
de operagoes denominadas operacgoes elementares com linhas, que sao:

(a) Trocar duas linhas quaisquer.
L; +— L; (troca da linhas ¢ com a linha j).

(b) Substituir uma linha por ela mesma multiplicada por um escalar nao nulo.
L; — kL; (troca da linha j por k vezes a linha j).
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(¢) Substituir uma linha por ela mesma mais o produto de um escalar, nao nulo, por
outra linha.
L; — L;+kL; (troca da linha j pela soma da linha j com k vezes a linha 7).

Proposicao 2.109. Dada uma matriz Ay, (K) podemos obter uma matriz escalonada
B equivalente a A.

Teorema 2.110. As linhas ndo-nulas (quando considerada como vetores de R™) de uma
matriz na forma escalonada sao linearmente independentes.

Definicao 2.111. Podemos escrever os vetores com parénteses e virgulas ou em forma
matricial como vetores linhas ou vetores colunas.

aix a2 - dip
. . Q21 Q22 --+ Q2p
Assim, na matriz A = ] ] ) ] , 0s vetores
Am1 Am2 ° Qmn
U1 = (a117a12> cee 7a1n) , U2 = (a21,G227 cee 7a2n)7 Tt U = (amlvam% cee 7amn) €m
K" formados pelas linhas de A sdo chamados vetores linhas de A. Enquanto que, os
vetores u; = (a11,a21, ..., Qm1), Uz = (A12,022, -, Ama) 5 =+ 5 Up = (Am1s Gm2, - -+ )

em K" sdo os vetores colunas de A.

O subespaco de K" gerado pelos vetores linhas de A é denominado espago linha de
A; o subespacgo de K" gerado pelos vetores colunas de A é o espago coluna de A, que
também é um subespaco de K.

O conjunto solu¢do de um sistema homogéneo de equacgoes AX = 0, é um subespaco
de K", denominado espacgo nulo de A.

Teorema 2.112.

(a) As operagies elementares com linhas nao alteram o espago linha, e nem o espago nulo
de uma matriz, ou seja, geram o mesmo espaco vetorial.

(b) Se uma matriz estd na forma escalonada por linhas, entdo os vetores linhas formam
uma base do espago linha de A, e os vetores colunas formam uma base do espago
coluna de A.

As operacoes elementares com linhas afetam o espaco coluna de uma matriz, mas nao
alteram as relacoes de dependéncia linear entre os vetores colunas.

Exemplo 2.113. Consideremos a matriz A = na forma escalonada

oS O O =
o O w o
O N ==
O = Ot O

por linha .

Pelo teorema anterior, os vetores v; = (1,0,—1,0) , vo = (0,3,1,5) , vz = (0,0,2,4)
formam uma base do espaco linha de A; os vetores u; = (1,0,0,0) , us = (0,3,0,0) ,
ug = (—1,1,2,0) , ugy = (0,5,4,0) ndo formam base do espago coluna de A, pois o vetor
uy = (0,5,4,0) é combinagao linear dos demais.
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Como operagoes elementares com linhas nao alteram o espaco linha de uma matriz,
podemos encontrar uma base do espaco linha (ou uma base do espago coluna) encontrando
uma base do espago linha (ou uma base do espago coluna) de qualquer forma escalonada
por linhas da matriz.

Teorema 2.114.
(a) O posto de uma matriz € o posto da transformagao linear representada por ela.
(b) O posto de uma matriz é igual a4 quantidade de linhas (ou colunas) LI da matriz.

(c) Se uma matriz A de ordem n possui posto estritamente menor que n, entdo A €
singular.

Teorema 2.115. Seja T : U — V uma transformacao linear e B e B' bases de U eV,
respectivamente. Entao,

(a) dim Im(T) = post [T|p_p.
(b) dim Ker(T) = nul [T|pp = n?de colunas de [T|g_p — post [T p.

Exemplo 2.116. Consideremos B e B’ as bases canonicas de R* e R3, e seja T : R* — R3
a transformacao linear tal que

T(x,y,z,t) =(x+y—2z+2t, y+2z—1t, 3x+4y — 22+ 5t) .

Determinemos as bases para Im(T) e Ker(T).

Podemos escrever T' como sendo:
T(x,y,zt)=x(1,0,3) + y(1,1,4) + 2(—1,1,-2) + £(2, —1,5) .
Logo, Im(T)=1(1,0,3),(1,1,4),(—-1,1,-2),(2,—1,5) ].

Determinemos uma base de Im(T') escalonando a matriz [ T |5 , ..

1 1 -1 2 1 1 -1 2 11 -2 2

[(Tlpow=|0 1 1 1| ~[0 1 1 -1|~]0 1 1 -1
3 4 =2 5 0 1 1 -1 0 0 0 O
L3—>L3—3L1. L3—>L3—L2.

Portanto, uma base da imagem de T' é formada pelos dois primeiros vetores da matriz
inicial, isto é, B = {(1,0,3),(1,1,4)} é uma base para Im(T'), e post(T) = 2.

Para calcularmos uma base do ntcleo de T temos que resolver o sistema homogéneo
rTH+y—z+ 20=0
[ T |p—p-[v] =0, ou seja, y+ z— t=0
3r+4y —2z+5t=0
Escalonando o sistema temos:

1 1 -1 2 0 1 1 -1 2 0 1 0
0 1 1 =1 0| ~]0 1 1 -1 0 ~]0 1 1
3 4 =2 5 0 0 1 1 -1 0 0 O
L3 — L3 —3L4. L — Ly — Ls.
L3 — L3 — LQ.
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~ r—2z+43t=0 . . . e .
Entao, { N PO (sistema indeterminado com duas variaveis livres).
y+z—t=

Fazendo z=a e t=05, temos: =2a—3b e y=>b—a. E o conjunto solugdo do
sistema ¢é dado por

(2a —3b,b—a ,a,b)=a(2,-1,1,0) +b(-3,1,0,1) , a,b€R.
Portanto, {(2,—1,1,0),(—3,1,0,1)} formam uma base de Ker(T).
Exemplo 2.117. Sejam B = { (0,1,1), (1,0,0), (0,0,1) } e B ={(1,0), (1,1) }
bases de R? e R2, respectivamente. Determinemos uma base do niicleo e uma da imagem
de T' da transformacao linear

T :R3 — R? definida por T(x,y,2)=(r+y—2, 2x —y—2) .
T(0,1,1) = (0, ~2) = 2.(1,0) — 2.(1,1) = (2, —2) .
T(1,0,0) = (1, 2) = —1.(1,0) + 2.(1, 1) = (=1, 2) 5.
T(0,0,1) = (—1,—1) = 0(1,0) — 1.(1,1) = (0, —1) .

2 —1 0]

Portanto , [T |pop = [ 9 9 _1

Determinemos uma base de Im(7T") escalonado a matriz [ T |p_,p.

2 -1 0 2 -1 0 1 -1 0 1 0 -
-2 2 -1 0 1 -1 0 1 -1 0o 1 —

LQ—)LQ—FLl. Ll _>%L1 Ll —)Ll—F%LQ

— o=
—

Logo, os dois primeiros vetores da matriz inicial formam uma base da imagem de T'.
Portanto B = {(2,—2),(—1,2)} forma uma base de Im(T).

— =0
Escalonando o sistema { Ty -2 , temos:
20—y —z=

1 1 -1 0 1 1 -1 0 1 1 -1 0

2 -1 -1 0 0 -3 1 0 0 1 —5 0

L2 — L2 — 2L1 L2 — _%LQ

- r+y—z=0 : . . R
Entao, 0 (sistema indeterminado com uma variavel livre).
Yy—3%2=

Fazendo z = 3a, temos y =a. Logo,z+a—3a=0e¢x=2a, aclR.

Portanto, B = {(2,1,3)} ¢ uma base de Ker(T).
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As classes de escalares e vetores conhecidas como “autovalores” e “autovetores” sao
conceitos relacionados com transformacoes lineares especiais por suas caracteristicas pe-
culiares. A ideia surgiu no estudo do movimento rotacional e, mais tarde, foi usada para
classificar tipos de superficies e nas resolucoes de certas equagoes diferenciais. No século
XX, foi aplicada a matrizes e as transformacoes matriciais e hoje é aplicada em diversas
areas.

Neste capitulo apresentaremos os conceitos, propriedades e resultados importantes
envolvendo autovalores e autovetores de uma matriz, e sua aplicagao no estudo da diago-
nalizagdo de matrizes, baseados nas referéncias [1], [2], [3], [5], [6], e [22].

3.1 Autovalores e autovetores de uma transformacao
linear

Definicao 3.1. Sejam V' um espago vetorial sobre o corpo K e 7' : V — V um operador
linear. Um vetor v, nao nulo, em V', é um autovetor de T, se existir um escalar A € K,
tal que

T(v) = M.

Neste caso, dizemos que A é um autovalor de T associado ao vetor v, ou v é um
autovetor de T associado a .

Vejamos agora algumas consequéncias da defini¢ao anterior e exemplos.

Propriedade 3.2. Se v é um autovetor de T associado ao autovalor A\, entao qualquer
vetor u = av, nao nulo, tambem ¢é autovetor de 1" associado a .

Demonstracao.
T(v) = v, entdao T(av) = aT(v) = a(lv) = A(av).

Portanto, av é autovetor associado ao autovalor \. O

Proposicao 3.3. O conjunto de todos os autovetores associados ao autovalor A, acrescido
do vetor nulo, denotado por V(\), forma um subespago do espago vetorial V', denominado
autoespaco de ).

VIA) ={veV : Tv)=Xx, e K }.

Demonstracao.

Sejam vy, vy € V(A) , entdo T(vy) = vy e T(vy) = Avs.
Assim, para quaisquer a,b € K, temos:

43
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T(avy + bvg) = T'(avy) + T'(bvy) = aT'(v1) + 0T (v2) = a(Avy) + b(Ave) = A(avy + bvs).
Logo, av; + buy é um autovetor associado a A, ou seja, avy + bvy € V().
Portanto, V(\) é um subespago de V. O

Exemplo 3.4. O operador linear T : R* — R? definido por
T(v,y,2) = 2x +y, y — 2, 2y +42), para todo (z,y,2) € R?,
admite os autovalores A\ =2 e Ay = 3.

De fato, A; =2 é um autovalor de T associado ao autovetor v; = (1,0,0), pois
T(Ul) = T(17070) - (2)070) = 2(170, 0) = 201.

Os vetores da forma v = (a, 0, 0), a em R* sdo autovetores de T associados ao
autovalor 2.

E o autoespaco V(2)={veR?® : v=(a,0,0), a e R} = [(1,0,0)].
Ao = 3 é um autovalor de T associado ao autovetor v, = (1,1, —2), pois
T(v) = T(1,1,-2) = (3,3,—6) = 3(1,1,—2) = 3u, .
Os vetores da forma v = (a, a, -2a), a em R*, sdo autovetores de T" associados ao

autovalor 3.
E o autoespaco V(3)={veR? : v=(a,a,—2a), a € R} = {(1, 1, —2)]

Exemplo 3.5. Seja T : C* — C? um operador linear definido por T'(z,y) = (—y ,x),
para todo (z,y) € C%

A1 = —i é um autovalor de T" associado ao autovetor v; = (1 ,4), pois
T(Ul) = T(l 72) = (_Z a]-) = (_Z ,—i2) - _Z(l ,Z) = —ivl .

Todo vetor da forma (a,ai), a em C* é um autovetor do operador 7" associado ao
autovalor —.

V(-i)={veC?: v=(a, ai),YacC} =|(1, i)].
Ay =1 é um autovalor de T associado ao autovetor vy = (1, —7), pois
T(vy) = T ,—i) = (i,1) = (i,—%) = i(1,—4i) = ivy .

Todo vetor da forma (a,—ai), a em C* é um autovetor do operador T" associado ao
autovalor 1.

V(i) ={veC®: v=(a, —ai),YaeC} =|(1, —i)|.

3.2 Autovalores e autovetores de uma matriz

Também podemos definir autovalor e autovetor para uma matriz.

Definicao 3.6. Dada uma matriz quadrada A de ordem n, dizemos que A é um autovalor
associado ao autovetor v de A, se A e v forem, respectivamente, o autovalor e autovetor
do operador linear T, : C* — C™ cuja matriz correspondente é a matriz A, em relagao
a base candnica, isto ¢, T'(v) = Av.
Assim, um autovalor A em C e um autovetor v em C" de A sao solugoes da equacao
Av=X v, v#0.
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Usando o fato de que a matriz identidade I, é tal que I,v = v, entao podemos escrever
a equacao anterior na forma matricial como sendo

Av = A,
ou seja , (A= X,)v=0.

Esta dltima igualdade resulta em um sistema homogéneo de n equacoes com n incog-
nitas, sendo n a ordem da matriz A, isto é, num sistema compativel.

As n incognitas representam as coordenadas do vetor v, e a matriz A— Al representa
os coeficientes das equagoes.

Pelo fato do sistema ser homogéneo, caso o determinante da matriz A — A seja dife-
rente de 0, obteremos uma tnica solugao para o sistema, a trivial, que nao nos interessa,
pois teriamos v =0 .

O sistema (A — AI,,)v = 0 admite solu¢do nao trivial, isto é, vetores nao nulos se, e
somente se,

det (A—\,) =0 .

E esta igualdade é denominada equagao caracteristica da matriz A, e expandindo
o primeiro membro desta equagao obtemos um polinémio de grau n em A denominado
polinémio caracteristico.

PA)=2" + oy b+ A" 2+ o+ ap ) + oa.

Proposicao 3.7. Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Entdo, os autovalores de A
s@o as raizes do polinémio caracteristico P(\) = det (A — \1,).

Definicao 3.8.

Sejam A uma matriz de ordem n e A um autovalor de A, definimos:

(a) Multiplicidade algébrica do autovalor A como sendo a multiplicidade da
raiz A no polinémio caracteristico.

(b) Multiplicidade geométrica do autovalor A como sendo a dimensao do auto-
espacgo associado ao autovalor A.

Observacao 3.9. A multiplicidade geométrica de um autovalor A\ nao excede sua mul-
tiplicidade aritmética.

Nos exemplos a seguir veremos que os autovalores de uma matriz podem ser obtidos
utilizando-se da Proposicao 2.7. ; e os autovetores associados a estes autovalores sdo ob-
tidos resolvendo-se os sistemas lineares homogéneos indeterminados extraidos da equagao
matricial Av = A\.v , sendo v nao nulo, para cada um dos autovalores encontrados.

Exemplo 3.10. Determinemos todos os autovalores e autovetores, e uma base de cada

autoespago da matriz A = l zl)) g ] :

Obtemos os autovalores de A encontrando as raizes do polinémio caracteristico
P(\) = det(A — \Ip).

12 A0 1-X 2
A_Aé_[32]'h)xl_[ 3 Q—A]



46 Teoria Espectral

5 9 | = (1=M)E2=1)=6 = M=3A—4 = A+1)(A-4).

Logo, P(A) = (A4 1)(A —4) admite os valores A\; = —1 e Ay =4 como raizes.
Portanto, —1 e 4 sdo autovalores da matriz A, ambos de multiplicidade algébrica 1.

Assim, P()\) = ‘ L-r 2 ’

Os autovetores (z,y) em R? associados a estes autovalores sdo encontrados resolvendo-
se os sistemas obtidos em Av = A\v, v # 0, para cada um destes autovalores, isto é,

)]
Para A= -1 temoss |5 |3 ] =[]

r+2y | —x 10 — 2e+2y | |0
3xr+2y | |3z+2y+y| |0 3r+3y | |0]

20 +2y =0
Logo, <= z+y=0
& { 31 +3y =0 {a+y
Resolvendo o sistema homogéneo indeterminado, temos y = —x.

Logo, todo vetor da forma v = (z,—xz) em R?, com z # 0, é um autovetor associado
ao autovalor —1.

Mas, v = (z,—x) = x(1,—-1). Assim, By = {(1,—1)} constitui uma base do
autoespago V(—1), ouseja V(—1) = [(1,—1)}.

E o autovalor —1 possui multiplicidade geométrica igual a 1.

Para A =4, temos: L2 g,
3 2 Y Y
r+2y | | 4o r+2y—4x | |0 -3z + 2y
[3:6—1—234]_[4?;] — [3x+2y—4x1_[0] = l 3¢ — 2y

-3 2y =10
Logo, { Ty — {31’—23/:0

o)

3r—2y =20

Resolvendo o sistema linear homogéneo indeterminado, temos 2y = 3z. Assim, y = %x

Logo, todo vetor da forma u = (z, %x) em R?, com x # 0, é um autovetor associado
ao autovalor 4.
Mas, u = (z,3z) = 2£(2,3). Assim, By = {(2,3)} constitui uma base do
autoespaco V'(4), ou seja V(4) = {(2, 3)}

E o autovalor 4 possui multiplicidade geométrica igual a 1.

Neste exemplo podemos observamos que:

Os vetores v = (1, —1) e u = (2, 3) das bases dos autoespagos By (1) € By ), respec-
tivamente, sao LI.

Logo, B = {(1,—1),(2,3)} forma uma base do espaco vetorial V' =R2. Além disso,
V(-1) @ V(4) =R

Isto nem sempre ocorre, e é interessante sabermos quais as condig¢oes para que isto
aconteca.

. . . ~ N ’
Aproveitando o exemplo, determinemos a matriz de T' com relacao a base B :
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T(v)=T(1,-1) = —(1,—1) = (=1,1) = -1.(1, =1) + 0.(2,3) = (=1,0) .
T(u) =T(2,3) =4(2,3) = (8,12) = 0.(1,—1) + 4.(2,3) = (0,4) ..

-1
Observamos que, [T} o= [ 0 2 ] ¢ uma matriz diagonal formada pelos autovalores

de A.

. . . 1 2 —1 - ,
Mais adiante, veremos que as matrizes [ ] e [ ] sao semelhantes. Porém,

3 2 0 4
trabalharmos com a matriz diagonal se torna mais interessante, pois ela é mais simples
de ser manipulada.

Exemplo 3.11. Determinemos todos os autovalores e autovetores, e uma base de cada
autoespaco do operador linear 7' : R* — R? definido por

T(r,y,z) =2z +y, y—z, 2y+4z).
Inicialmente, encontremos a representacao matricial de 7', em relagao a base canénica
do R?:
T(x,y,2)=Q2r+y, y— 2z, 2y+4z) =x(2,0,0) + y(1,1,2) + 2(0,—1,4).

2 1 0
A:[T} -0 1 -1
Pl 2 4

Obtencao dos autovalores da matriz A:
P(X) = det(A — \3).

(2 1 0 A0 0 2-1 1 0
A-Mz={0 1 =1 -|0 X 0ol =] 0 1-x -1
0 2 4 0 0 X\ 0 24—
2\ 1 0
Entdo, PA)=| 0 1-X -1 | = 2=-XN1-N{Ad-N+22-)) =
0 2 4—)\

=2-MNN=5A+6)=2-NX—-2)(A-3).
Logo, P()\) admite duas raizes: \y =3 e Ay =2 (raiz dupla).
Portanto, os autovalores de T" sao: 3 de multiplicidade algébrica 1 e 2 de multiplici-

dade algébrica 2 .

Obtengao dos autovetores (z,y,2) € R3 associados aos autovalores encontrados:

Av =M\

2 1 0 x x

0 1 -1 y | = Y

0o 2 4 z z

Para A = 3, temos:

2 1 0 x x 2z 4y 3z
0 1 —-1|.|ly| =3|vw — y—z = | 3y
0o 2 4 z z 2y +4z 3z
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20 +y — 3z 0 —r+y 0
y—2z—3y =10 = —2y—z| =10
2y +4z — 3z 0 2y + =z 0
—r+y=20
i ’ r—y=0 (1)
Entao, —2y—2=0 <~
20+2=0 (2)
2y+2=0

Resolvendo o sistema linear acima temos: da equagdo (1) que y = x, que substituido
na equagao (2) resulta z = —2uz.

Assim, o sistema admite como solucao: y =z , 2 = —2x e x é qualquer nimero real
diferente de 0.

Os vetores da forma v = (x,z, —2z) € R3, x # 0, sdo autovetores de T associado
ao autovalor 3.

Mas, v = (z,2, —2x) = z(1,1,-2). Logo, By = { (1,1,—-2) } é uma base do
autoespaco V' (3), ou seja, V(3) = [(1, 1, —2)}.

E o autovalor 3 possui multiplicidade geométrica igual a 1.

Para A = 2, temos:

2 1 0 x x 2v 4y 2z
0 1 —-1|.|ly| =2y = y—2z = | 2y
0o 2 4 z z 2y + 4z 2z
20 +y — 2w 0 Y 0
y—z—2y =10 — -y—2z| =10
2y + 4z — 2z 0 2y + 2z 0
y=0
- y=0
Entao, —y—z=0 < {
y+2z2=0
204+22=0

Resolvendo o sistema linear acima temos: y =0, 2 =0 e x é qualquer real, z # 0.

Os vetores da forma v = (z,0,0) € R3, x # 0, sdo autovetores de T associado ao
autovalor 2 .

Mas, u = (x,0,0) = x(1,0,0). Logo, By ={ (1,0,0) } ¢ uma base do autoespaco
V(2), ouseja, V(2) = [(1,0,0)]

E o autovalor 2 possui multiplicidade geométrica igual a 1.

Analisando este exemplo como fizemos com o exemplo anterior, observamos que:
os autoespacos encontrados forneceram somente dois vetores linearmente independentes
(1,2,—4) e (1,0,0) , e portanto o conjunto formado por eles ndo formam uma base de

V =R3.

Exemplo 3.12. Determinemos os autovalores e autovetores, e a base de cada auto espaco
1 0 2

da matriz triangular superior A= |0 1 1
0 0 3

Obtencgao dos autovalores da matriz A:
P(X\) = det(A — \3).
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1 0 2 A0 O 3—X 0 2
A— A5 01 1] -]0 X 0] = 0 3-=2A 1
0 0 3 0 0 A 0 0 2—-A

P\ = 0 1—A 1 = 1-XN1-NM)B=XN)=(1-XN%38-)).
0 0 3—-2A
Logo, P()\) admite raizes: A\ =1 (raiz dupla) e Ay = 3.
Portanto, os autovalores de T" sao: 1 de multiplicidade algébrica 2 e 3 de multiplici-

dade algébrica 1 .

Obtencido dos autovetores (r,y,2) € R® associados aos autovalores encontrados:

Av = .
1 0 2 x [z
011 yl=Aly
00 3 z |z
Para A = 1, temos:
1 0 2 x x T+ 2z x
011 yl=11|y — y+z | =1y
100 3 z z | 3z z
[ +22—x 0 2z 0
y+z—y | =10 — z | =10]. Entao, {z:O
3z — 2z 0 2z 0

O sistema linear apresenta duas variaveis livres x e y. E admite a solucdo 2z =0, x e
y nimeros reais quaisquer, nao ambos nulos.

Assim, todo vetor da forma v = (z, y, 0 ) em R? com x # 0ey # 0 é autovetor
da matriz A associado ao autovalor 1 .

Mas, v = (z, y, 0 ) = 2(1,0,0) + ¥(0,1,0). Logo, Byu) =
uma base do autoespago V(1), ou seja, V(1) = [(1, 1,0),(0,1,0 }

E o autovalor 1 possui multiplicidade geométrica igual a 2.

{(1,0,0),(0,1,0) } ¢é

Para A\ = 3, temos:

1 0 2 x x [ x4+ 22 3z
011 Yyl =3y — y+z | =13y

00 3 z z 3z 3z

x4+ 2z — 3z 0 [ —22 + 22 0
y+z2—3y | =10 — —2y+z | =10

3z — 3z 0 i 0 0

9r 42 = - —0 (1

Entdo . r+22=0 PN r+2z=0 (1)
—2y+ z=0 —2y+2=0 (2)

Resolvendo o sistema linear obtemos da equacao (1) que z = z, e da equagao (2) que
z = 2y. Portanto, r =z = 2y.
Assim, todo vetor da forma u = (2y, y, 2y), com y # 0, é uma autovetor da matriz

A associado ao autovalor 3.
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Mas, u = (2y, y, 2y) = y(2, 1, 2). Logo, Bys) = { (2,1,2) } é uma base do
autoespago V' (3), ouseja, V(3) = [(2, 1, 2)}
E o autovalor 3 possui multiplicidade geométrica igual a 1.

Neste exemplo, observamos que o conjunto de vetores (1,1,0) , (0,1,0) e (2,1,2)
obtidos das bases dos autoespacos V(1) e V(3) sao LI, e formam uma base do espago

vetorial V' = R3. Além disso, V(1) ® V(3) = R3.

Observagao 3.13. Se A é uma matriz triangular (superior ou inferior), entdo os seus
autovalores sao os elementos de sua diagonal principal.

De fato, pois o determinante de uma matriz triangular A é dado pelo produto dos
elementos de sua diagonal principal, e como a matriz A — A\l é triangular sendo sua
diagonal formada pelos elementos da forma a;; — A, para ¢ = 1,2, ...n. Entao,

p(A) =det(A—A,) = (a1 — N)(aga — N) - o < (@pn — A).
Logo, aiq, a9, - ,an, sdo raizes de p(\).
Portanto, os autovalores de uma matriz triangular sdo os elementos de sua diagonal
principal.

Proposicao 3.14. Sejam A uma matriz de ordem n com autovalor \ associado ao
autovetor v. Entao,

(a) A nao € invertivel se, e somente se, 0 é autovalor de A.
(b) Se A € invertivel, entio \™' é um autovalor de A™! associado ao vetor v.

(¢c) A" é um autovalor de A" e v € o seu autovetor associado.

Demonstracao.

(a) Se A é uma matriz invertivel, entdo detA # 0.
Suponhamos por contraposicao que A admita um autovalor nulo.
Assim, da equagao det(A — Al,) =0, temos det A= 0.
Logo, A nao invertivel, que é absurdo, pois admitimos que A fosse invertivel.
Portanto, 0 nao é autovalor de A.

(b) Com A é invertivel. Logo, pela (i) , A # 0.
Seja A um autovalor de A associado ao autovetor v, entdao Av = wv.
Multiplicando por A~ a ambos os lados desta tltima igualdade resulta:
v=A"1 v =A"1v.
Portanto, A7'v = A7, ou seja, A~! é autovalor de A1,

(¢) Demonstremos por indugao sobre n.
Para n = 1 a proposicao é valida, pois Av = \v.
Suponhamos por indugdo que a proposicao seja valida para todo n — 1, com n > 2,
ou seja, A"ty = \""lo.
Multiplicando & esquerda ambos os membros desta ultima igualdade por A, temos:
A"y = A(A" o) = A1) = X Av) = A (Ow) = (A" IN)o = A\
Portanto, A"v = A\"w.
O

Teorema 3.15. Se vy, v9,...,v, sdo autovetores de uma matriz A associados a autova-
lores distintos A1, Aa, ..., A\, respectivamente, entao vy, vo, ..., v, sao LI.
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Demonstragcao. Demonstraremos por indugao sobre n.
Sen =1, temos ajv; =0, entdo que vy é LI, pois v; # 0. Logo, o teorema é valido.

Suponhamos por hipétese de indugao que o teorema seja valido para n — 1 vetores,

ou seja, os vetores vy, Vs, - --v,_1 sa0 LI, e vamos mostrar que também ¢é valido para n
vetores.
Seja  ajv1 +asve + -+ ayv, =0, onde a; € K, i =1,2,...,n. (2.5)

Aplicando T na relagao (2.5), obtemos pela linearidade:
a1T(v1) + axT(v2) + -+ - + a, T (vy,) = 0.
Mas, por hipdtese, T'(v;) = \jv; , parai=1,2,...,n. Logo,

a1 A\1U1 + a1 AoUs + - - -+ ap AUy, (2.6)
Por outro lado, multiplicando a relagao (2.5) por A,, temos:
al)\nvl _|_ ag)\nvg + e _I_ a/n)\nvn - 0 (27>

Agora, subtraindo (2.7) de (2.6):
al()\l — )\n)’Ul + CLQ()\Q — )\n)?}g + -+ anfl()\nfl — )\n)vn + an()\n — )\n)’l)n =0.
ai ()\1 — )\H)Ul + CLQ()\Q — )\n)Ug + o+ an,l()\n,l — An)vn =0.
Por induc¢ao, cada um dos coeficientes acima é 0. Como os \; sao distintos, entao
A=A #0,i#n ,parai=1,2,...,n— 1.
Portanto, ai,as,...,a,_1 =0. Substituindo em (2.5), temos, a,v, = 0.

Logo, a, =0, pois v, # 0 e, portanto, vy,vs,...,v, sao LI.
]

Corolario 3.16. Seja T :'V — V um operador linear. Se dim V =n e T possui n
autovalores distintos, entao V' possut uma base formada por autovetores de T

Demonstracao. Pelo teorema anterior, n autovalores distintos implicam na existéncia de

um conjunto de n autovetores { vy, vy, ..., v,} LI.
Como [vl,vg,...,vn } cV e dim [ Ul,UQ,...,Un:| =n=dim V , temos que
{ V1, Vo, Up } = V. Logo, { v1,vg,...,v,} éuma base de V.
O
Teorema 3.17. Se a matriz A, de ordem n, possui autovalores Ai, o, ..., \,, distintos.
Entdo, a soma dos autoespacos de A € direta, isto €, para cada j =1,2,...,n, temos
V)N VAD) ++ V(Aict) £ V(A1) + -+ V(A,) | = {0}
Demonstracao. Provaremos por inducao sobre o nimero de autovalores.
Inicialmente mostremos que V(A1) NV (A2) = {0}.
Fixemos u{", . .. ,ufl) uma base de V(\;) e P ,uf2) uma base de V(As).
Se v € V(A1) NV (A, entdo
v=a"ul) +.. + aPult) = aPuP + .-+ a2 u?). (3.1)
Logo, T'(u) é dado por
agl)T(ugl)) + 4 adDT)) = af)T(ugZ)) +--+ ag;T(ugg)
ou seja,
agl)/\lugl) +-- 4 agi)\lugi = a?))\gu?) +--- 4 agg)\gu%. (3.2)

Multiplicando a equagao (2.1) por A; e subtraindo-a da equagao (2.2), obtemos:
af” (g = M)ut” + -+ a@ (g — M)ul) = 0.
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Mas, ugz), o ,u,(flg ¢ uma base de V(\y) , entao:
52)(>\2 — )\1) == agl()\g — )\1) = O
E como A; # Ay , resulta que a§2) =...=a2 =0. Segue-se de (2.1) que v =0.

Suponhamos agora, por indugao, que a soma de n — 1 autoespacos de T' referentes
a n — 1 autovetores distintos seja direta. E vamos mostrar que este resultado é vélido
quando T apresentar n autovalores distintos.

Paracada j=1,2,...,n escolhemos uma base B; de V()\;) formada por vetores que

denotaremos por, vgj ), vé ), ..., o9 Observe que, cada v( 7 ¢ uma autovetor associado ao

autovalor \; e que m; ¢ a multlphcldade geométrica deste autovalor.
Se ue VIN)N[VAN) +--4+VNo) +V(Njr1) + -+ V() |
Entao,
u=av + - +aDold) = a4 a4 ()

Assim, T'(u) é dado por
aT) + -+ a)T() = a"T) + o+ af DT D) +

mjl

+ a(ﬁl)T(vg]H)) + 4 a™T ().

(3.3)

Ou seja,

P 4t = Aol 4t a0t

mj—1"mj;_1

b 1t ) 00

Multiplicando a equacao (2.3) por \; e subtraindo-a da equagao (2.4), temos:
af’’ (O = X)or) + - ) goa = Aol +
i a§J+1)(/\j+1 _ )\j)vyﬂ) + -+ a (A, — Aj)ol) = 0.
Usando a hipétese de indugao e o fato que A; # A;, quando 7 # j, obtemos:
agi) = :ag,?i() ,paratodoi=1,2,...,n

Deste resultado e da equagao (2.3) resulta que u = 0.
O

3 2
distintos: A; = —1 e Ay = 4 e os respectivos autoespagos V(—1) = {(1,—1)} e
V(4) = {(2,3)}. E vimos que, V(—1) & V(4) = R%

Exemplo 3.18. A matriz A = [1 2] (Exemplo 2.10.) admite dois autovalores

Convém observar que o teorema nao garante a reciproca, ou seja, que se a soma dos
autoespacos de uma matriz é direta entao todos os seus autovalores sao distintos.
1 0 2
Esse fato, percebemos no Exemplo 2.12., com a matriz A= |0 1 1| em que a
0 0 3

soma dos autoespagos V(1) = [(1, 1,0), (0, 1,0)} e V(3) = {(2, 1,2)} é direta, isto é,
V(1)®V(3) = R3. No entanto, nem todos os autovalores de A apresentam multiplicidade
algébrica igual a 1, ou seja, ndo temos trés autovalores distintos, apenas 2.

Definigao 3.19. Sejam A e B matrizes de ordem n . Dizemos que, B ¢é semelhante
ou similar a A ;ouque B éobtidade A por uma transformacao de semelhanca, que
denotamos por A ~ B, se existir uma matriz invertivel P tal que B = P 'AP.
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Teorema 3.20. Sejam A, B € M,x,(K). Se B é semelhante a A, entdo o polinémio
caracteristico de A € idéntico ao de B.

Demonstragio. Sejam P4(A\) e Pg(\) os polinémios caracteristicos da matrizes A e B,
respectivamente.
Como A ~ B, existe uma matriz invertivel P tal que A = P~'BP.
Mas, Pa()) = det (A — M) = det (PBP~" — \I) = det (PBP~" — A\PP~) =
= det (PB — P\)P™! = det [P(B — \)P~!] =
= det P. det (B — X). det P~ = det P. det (B—X). 25 =
= det (B — \I) = Pg(\).

Corolario 3.21. Sejam A, B € M,«,(K) matrizes semelhantes. Entao,
(a) A e B representam o mesmo operador linear.

(b) det A= det B.

(c) possuem os mesmos autovalores, com a mesma multiplicidade; e também os
mesmos autovetores associados a estes autovalores.

(d) A € invertivel se, e somente se, B é invertivel.
(e) trA=trB.
(f) post(A) = post(B).

Observacao 3.22. Dados um operador T : V — V| B e (' duas bases distintas de V,
com dimV < oo, entdo as matrizes [T}B e {T}C sao semelhantes e vale:

[T}B = Mp-c [T}c Mo

onde Mp_,c ¢éa matriz de mudanga de base de B para C' e Mqs_,p ¢é a matriz de mudancga
de base de C' para B.

3.3 Diagonalizacao de operadores

Muitos sistemas podem ser representados por matrizes, e em determinadas situacoes,
nao é facil de serem manipuladas, entao devemos encontrar matrizes mais simples possivel
para representar tais sistemas de modo a minimizar tempo e custo operacional. Uma
das formas de obter esta simplificacao consiste em diagonalizar a matriz dada, quando
possivel.

A diagonalizacao de matrizes quadradas consiste na obtencao de uma matriz diagonal
que seja semelhante a matriz original dada. O interessante da obtencdo de uma matriz
diagonal é que todos os seus elementos fora da sua diagonal principal sao iguais a zero, o
que implica, matematicamente, em uma reducao significativa no tempo de processamento
utilizando estas matrizes. Além disso, uma matriz diagonal semelhante preserva todas
as condicoes mencionadas no Corolario 2.21 em relacao a matriz original; dentre essas
condi¢oes, uma importante é preservar os autovalores, e veremos que estes irdo compor a
diagonal dessa matriz, o que significa que podemos determinar facilmente essas matrizes.

Dado um operador linear 7" em V', vimos que, a cada base B de V' corresponde uma
matriz [T']p que representa T nesta base. O objetivo agora serd obter, quando possivel,
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/ . . .
uma outra base B de V de modo que a matriz do operador linear T nesta nova base seja
uma matriz diagonal.

Definicao 3.23. Dizemos que um operador linear T definido sobre um espago vetorial
V' de dimensao finita sobre um corpo K é diagonalizavel, se for possivel representéa-lo
por uma matriz diagonal em alguma base de V.

Dado um operador T', os teoremas a seguir caracterizam base associada ao operador
que se pretende diagonalizar.

Teorema 3.24. Um operadorT : V — V admite uma base B em relagao a qual a matriz
{ T }B ¢ diagonal se, e somente se, essa base B for formada por autovetores de T

Demonstra¢io. Suponhamos que T ¢é diagonalizdvel, ou seja, exista uma base

B =A{vy,v9,...v,} de V tal que T}B ¢ diagonal.
A, 0 - 0

0 XN --- 0

T = T

B -

00 - N,

Tomando-se um elemento v; da base B, observe que, da maneira como a matriz que
representa T’ com relagdo a base B, a coluna i da matriz [T] 5 é formada pelos coeficientes

T'(v;) escrito como combinagao linear dos elementos da base B, isto é,
T(UZ) :Ovl+~-~+>\ivi+---+0vn:)\ivi.
Assim, T'(v;) = \v;, parai = 1,2,...,n. Logo, v; é um autovetor de T" associado ao
autovalor ;.
Portanto, a base B é formada por autovetores de 7T

Agora, suponhamos que B = {vy, v, ... v,} seja uma base para V' formada por autove-
tores de T', ou seja, T'(v;) = \jv;, para ¢ = 1,2,...,n , sendo A, Ag, ..., \, 0s respectivos
autovalores do operador T

Como as imagens dos elementos v; da base B pelo operador linear T, escritos como
combinagao linear dos elementos de B, sdo da forma 7T'(v;) = A\v;, resulta que

AN O - 0
0 X -+ 0
=1 L
0 0 - A,

é a matriz que representa 1" com relagao a base B, que é uma matriz diagonal. Portanto,
T é um operador diagonalizavel.

]

3 2
B ={(1,-1),(2,3)} de R? formada de autovetores associados pelos autovalores —1 e 4,
respectivamente. Logo, pelo teorema anterior, A é diagonalizavel, e a matriz diagonal

Exemplo 3.25. A matriz A = [ L2 ] (Exemplo 2.10.) admite a base

[ T }B, = [_é 2 1 formada pelos seus autovalores diagonaliza A.

3 2 0 4

torna mais interessante, pois é mais simples de ser manipulada.

As matrizes [ ! 21 e [_1 O] sao semelhantes. Porém, a matriz diagonal se
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2 1 0
Exemplo 3.26. AmatrizA=|0 1 -1 do Exemplo 2.11. admite somente dois
0 2 4

autovetores LI. Logo, ndo existe uma base de R? constituida s6 de autovetores.
Portanto, A nao é diagonalizavel.

4 0 0
Exemplo 3.27. Consideremos a matriz A=]0 —1 -5
0 1 1
Seu polindmio caracteristico:
4— N\ 0 0
P(\) = 0 —-1-X -5 = A-=-N(=1=-XN1=-XN)+54d-N) =
0 1 1—A

=4 -=N(=1=XN1=XN)+5d-X)=4—-N\+4).
Portanto, A\; =4, Ao = 2i e A\3 = —2i sao raizes de P(\).
Se A é uma matriz sobre o corpo R, entao A tem somente o autovalor 4.
Logo, um tnico autovetor e, portanto, A nao é diagonalizavel.
No caso de A ser uma matriz sobre o corpo C, entdao A tém trés autovalores distintos:
4, 2 e -2i,
Entao, A admite trés auvetores LI e, portanto, A é diagonalizavel.

Definicao 3.28. Uma matriz A de ordem n é chamada de diagonalizavel se existir
alguma matriz invertivel P tal que P~!AP é uma matriz diagonal. Neste caso, dizemos
que a matriz P diagonaliza A.

Teorema 3.29. Seja V um espago vetorial de dimensdo finita sobre um corpo K e T um
operador linear sobre V. Entao, T é diagonalizavel se, e somente se:
(a) o polindmio caracteristico de T possui todas as suas raizes em K.

(b) a multiplicidade algébrica de cada autovalor de T ¢é igual a sua multiplicidade
geométrica.

Demonstrag¢io. (a) Se T é um operador diagonalizavel, entdo V' possui uma base formada
por autovetores de T' (Teorema 2.24).

Seja B = {UH, V125 -+« V1ry, V21, V225 -+« 5 V2pg5 -+« 5 U1, U2, - - - 7Ukrk} essa base, de modo
que em cada {v;1, v, . . ., Vi, } estdo todos os autovetores associados ao autovalor \; , para
1=1,2,...,k

A matriz que representa T' em relacao a base B é a matriz diagonal:

A ... 0 ... 0 ... 0]
0O ... A ... 0 ... 0
[T} _ . . . . .
B :
0 0 Ak 0
| 0 0 0 Ak
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P(A) = det (|T] .=AI) = (M =2)"(Aa—=A)"2 - (\—=A)" &0 polindmio caracterfstico
de T cujas raizes estao todas em K.

Para cada indice 7, seja U; , i = 1,2,...,k, osubespaco gerado por {vj1, via, ..., Ui }.

Um elemento w € U; ¢ combinacao linear de wv;1,v:2,...,v;, €, portanto, é um
autovetor associado ao autovalor \;, ou seja, u € V/();). Logo, U; C V(\;).

Agora, tomando u € V();) como combinagao linear dos elementos de B:
U = a11V11 + 0 F Qi Vkory, -
Multiplicando por A; e utilizando que T'(u) = A\;u, uma vez que u € V(\;), temos:
Ai@11v11 + 0+ NG Uiy e A N Ut A NGy Uk, =
= u="T(u) =anT(u1) + - - + g, T (ugr,) =
= A\avi1 4+ AN Uiy o AR V1 0 Ak, Uk -

Comparando a primeira e a ultima combinacao linear acima, obtemos:

Aia11 = Maqg, .. 7>\z‘a1r1 = /\lalm'
NGt = AgQpi, - o 5 NiQkyy, = NpQory -
E assim, A == Ay = 0 = A6 = 0 = ALy T
= AQi4+1)1 = T Qi) 0 T Wkl = 0 = kg, = 0.

Logo, uw = a;vi + -+ @i, v, 0 que implica que u € U;.

Assim, V(\) CU; .

Dessa forma, mostramos que U; = V' (\;), para i =1,2,... k.

Portanto, os autovalores de 7' tém a mesma multiplicidade algébrica e geométrica.

Reciprocamente, sabemos que os autovalores de T sdo as raizes do polinémio caracte-
ristico de T'.

Como V' tem dimensao n, o polindmio caracteristico de T tera grau n, e se ele possuir
todas as suas raizes em K, entdo pelo Teorema Fundamental da Algebra temos que T
possui n autovalores Aq, Ao, ..., \,, ndo necessariamente, distintos.

Mas a multiplicidade algébrica de cada autovalor de T' ¢é igual a sua multiplicidade
geométrica, entao é possivel associarmos a um mesmo autovalor A de 7" um conjunto LI
formado por autovetores, que serd uma base para o autoespago V().

Além disso, os autovetores associados a autovalores distintos também serdo LI, e como
a dimensao de V' é n, temos que {vq, vy, ...v,} é uma base para V.

Portanto, T é um operador diagonalizavel.

1
Exemplo 3.30. A matriz A = | 0 (Exemplo 2.12) possui autovalor 1 com
0

O = O
W = N

multiplicidade 2, auto espaco V(1) =
V(3) =[(2,1,2)].

Observamos que, os autovalores possuem multiplicidades aritmética iguais as geomé-
tricas. Portanto, pelo teorema anterior, A é diagonalizavel.

—

(1,0,0), (0, 1,0)} , um autovalor 3 e autoespaco
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2 1 0
Exemplo 3.31. Amatriz A=]0 1 —1| (Exemplo 2.11.) admite autovalor 2, de
0 2 4

multiplicidade algébrica 2, mas o autoespaco associado V'(2) = [(1, 1, O)} possui multipli-
cidade geométrica 1. Portanto, pelo teorema anterior, a matriz A nao é diagonalizavel.

Exemplo 3.32. Consideremos a matriz A =

S = Ot
S Ot W

7
9
6
-1

S O O N

0

Como a matriz A é triangular, pela Observagao 2.13., entao os seus autovalores sao
os elementos da diagonal principal, A\ =2 |, Ao =1 , A\3=8 e \y = —1.

Como os autovalores sao todos distintos, entdao A é diagonalizavel. (Corolario 2.16. e
Teorema 2.15.).

4 2 1
Exemplo 3.33. Determinemos a matriz P que diagonaliza a matriz A= [0 3 0
1 2 4
Calculemos os autovalores de A:
4— ) 2 1
A—-M = 0 3—A 0 |.
1 2 4— A

PA) =det(A—=X)=(4—-XB-=XN4-XN)—=B=XN)=B-XNN=8\+15) =
=B -ANA=3)(A=5)=(A—=3)%(\—5).
Logo, os autovalores da matriz A sdo A\ = Ay =3 e A3 =5 que sdo as raizes do
polindémio caracteristico .
4—-X 2 1 x 0
(A= A3)v =0, ouseja, 0 3-X 0 y| =10
1 2 4= z 0

4—-3 2 1 x 0
Para A =3, temos 0 3-3 0 yl =10
z 0

1 2 1 T 0
r+2y+2=0
0 0 O y|=10 — Y <~ { r+2y+2=0.
12 1]z 0 rH2y+z=0
Resolvendo o sistema linear homogéneo, temos como solugdo: z = —x—2y ,e z,y € R,

nao ambos nulos.

Assim, todo vetor v = (x, y, —x —2y) € R® com z#0ey#0 éum autovetor da
matriz A associado ao autovalor 3.

Mas, v = (z, y, —x —2y) = x(1,0,—1) + y(0,1, —2).

Logo, By = {(1,0,-1),(0,1,—-2)} é uma base do autoespaco V'(3).

4—-5 2 1 x 0
Para A =5, temos 0 3-5 0 yl =10
1 2 4-5 z 0
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-1 2 1 T 0 —r+2y+2=0

r—2z=20
0 -2 0 y|=10 <— —2y=0 <= { _0
1 2 —1]|= 0 T4+ —z=0 y=

Resolvendo o sistema linear homogéneo, obtemos x =2 e y=0.

Assim, todo vetor u = (z, 0, ) € R3 e x # 0 é um autovetor da matriz A associado
ao autovalor 5.

Mas, u = (z,0,2) = z(1,0,1).

Logo, By = {(1,0,1)} é uma base do autoespaco V'(5).

Dessa forma, temos trés autovetores v; = (1,0,—1) , vo = (0,1,-2) e v3 = (1,0,1)
linearmente independentes pois pertencem as bases dos autoespacos de A.

Construcao da matriz P:

1 0 1 % —1 _%
P = |v v U3:| = 0 1 0| cujainversaé P1=]0 1 0
-1 -2 1 i1 4
Obtencao da matriz diagonal D a partir dos autovalores de A.
T -1 -3 4 2 1 1 0 1
D=P''AP=|0 1 0 0 3 0]. 0O 1 0
1
% 1 3 1 2 4 -1 -2 1
5 -3 =3 1 0 1 3.0 0
D=0 3 0 0O 1 0| = 0 3 0
> 5 3 -1 -2 1 0 0 5

Em geral, ndo existe uma ordem preferencial para as colunas de P. Se trocarmos a
ordem das colunas na construcao da matriz P, alteramos a ordem dos autovalores na
diagonal da matriz P~AP. Assim, por exemplo, se tivéssemos construido

1 1 0 3 0 0
P =|v vs vy ] = 0 0 1 entéo D =P 'AP=1|0 5 0
-1 1 =2 0 0 3

Observagao 3.34. A seguir provaremos importantes resultados envolvendo matrizes
simétricas. Tais matrizes desempenham papel relevante no estudo da diagonalizacao de
operadores, sendo uma de suas aplicagoes no reconhecimento de conicas e quadraticas.
Resumiremos alguns resultados marcantes entre os casos simétrico e nao simétrico.

(a) se A é uma matriz simétrica todos os seus autovalores sio reais, cada autovalor possui
multiplicidade aritmética igual a geométrica, e A é diagonalizavel.

(b) se A é uma matriz ndo-simétrica seus autovalores nem sempre sdao todos reais, e mes-
mo que todos sejam reais é possivel que a matriz A nio seja diagonalizavel. E o caso
em que um autovalor tenha multiplicidade geométrica menor que a aritmética.

(c) se a matriz A é simétrica entdo autovetores associados a autovalores distintos sao or-
togonais, o que nao acontece sendo A nao-simétrica.

Definicao 3.35. Um operador 7T : V — V sobre um corpo K admite um operador
adjunto 7 : V — V quando
(T(u), v)=(u,T*(v)), Vu,veV.

Dizemos que T é autoadjunto quando T* =T.
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Observacao 3.36. Seja B uma base ortonormal de Ve T : V — V um operador

autoadjunto, entao

(a) Quando K =R, [T}B é simétrica e denominamos o operador T autoadjunto de
simétria.

(b) Quando K = C, [T}B ¢é hermitiana, isto é, [TE = {T E e denominamos o operador
T autoadjunto hermitiano.

Portanto, temos um critério pratico para determinarmos se um dado operador 1" é
autoadjunto. Basta considerarmos qualquer base ortonormal B de V' e verificarmos se a
matriz [T}B ¢ simétrica (caso real) ou ¢ hermitiana (caso complexo).

Exemplo 3.37. Consideremos B a base canonica do R3, que é uma base ortornormal, e
o operador T : R® — R3 definido por
T(x,y,z) = Bx+y—2z, x+2y+4z, —2x+4y+5z2).

3 1 =2
Entao, [T} = 1 2 4| éuma matriz simétrica.
-2 4 5

Portanto, T' é um operador autoadjunto.

Exemplo 3.38. Determinemos um operador em R? que seja autoadjunto.

De acordo com a defini¢cao, basta tomarmos qualquer matriz simétrica de ordem 2. Por
5
3 2
autoadjunto como sendo T4 : R? — R? tal que Ta(z,y) = (5bx + 3y, 3z + 2y), sendo B
a base candnica de R2.

exemplo, considerando a matriz simétrica A = [ ], podemos definir um operador

Teorema 3.39. SeT :V — V ¢ um operador autoadjunto, entao os seus autovalores
SG0 Teais.

Demonstragcio. Seja A um autovalor associado ao autovetor v, entao Av = .
Suponhamos A € C seja um autovalor de T associado ao autovetor v, ou seja,
T(v) = v.
Como T é um operador autoadjunto, temos:
(T(0). ) = (0. T(v)). )
Mas, (T'(v),v) = (Av,v) =Xv,v) e (v,T(v)) = (v, \v) = v, v).
Assim, A(v,v) = Mov,v), entdo (A — A){v,v) = 0.
Como (v, v) # 0, temos que, (A — A) = 0. Logo, A = \.
Portanto, A é real. O

Teorema 3.40.
Seja T € um operador autoadjunto. Se \i, Ag, ..., A\, sdo autovalores de T dois a dois
distintos, entdo os autovetores associados vy, vy, ..., v, sao dois a dois ortogonais.

Demonstragdo. Seja i # j, entao
Aifvi, vj) = (A, v5) = (T'(v3), v5) = (v, T(v))) = (vi, Ajuy) = Aj{vi, v5).
Logo, Ai(vi,vj) = A\j(v;,v;), entdo A(v;,v5) — \j(v;,v;) = 0.
Assim, (A, — Aj)(v;,v5) = 0.
Como, A\, # \;, entdo (v;,v;) =0.

Portanto, v; é ortogonal a v;, para todo ¢ # j. O
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Teorema 3.41. Seja T um operador autoadjunto. Entdo, a dimensao do autoespago
associado a um autovalor € iqual a multiplicidade deste autovalor.

Proposicao 3.42. Se T é um operador autoadjunto e Ai, o, ..., A\ sdo os autovalores
de T. Entio, V=V (\)®V(\) D ---®V(\). Além disso, para todo i # j, V(\) e
V();) sao ortogonais.

Demonstragio. Para provarmos que V é soma direta dos autoespacos

V(A), V(Aa), -.. , V(Ap),
vamos mostrar que se vy + vy + -+ v, = 0, com v; € V()\;), para j =1,2,...k,
entao todos os v; sao nulos, para todo j = 1,2,... k.

Suponhamos que 0 =v; + v +---+ v, v; € V(\)), parai=1,2,...,n. Mas,

(0,0;) = (L1 + o2+ -+ + v, v5) = (v, 05) + (V2,05) + -+ + (v, v5) + -+ ok, V).

Como (v;,v;) =0, para todo i # j.

Entao, (vj,v;) =0, o que implica que v; =0, Vj.

Portanto, V' é soma direta dos autoespagos V (A1), V(A2),..., V(\g).

E todo vetor v em V', pode ser escrito de maneira tinica como sendo v = v1+ve+- - -+ Uy
com v; € V().

]

O préximo teorema, um dos mais importantes da Algebra Linear, garante que todo

operador autoadjunto ¢ diagonalizavel.

Teorema 3.43. (Teorema Espectral) Sejam V' um espago vetorial de dimensio n e
T :V — V  um operador autoadjunto. FEntao, existe uma base B ortonormal de V
formada por autovetores de T. Em particular, T é ortogonalmente diagonalizavel.

Demonstragcio. Demonstraremos por indugao sobre a dimensao do espago vetorial V.
Se dim V = 1, entao, existe v # 0 em V', e todo vetor de V' é um multiplo escalar de
v, ou seja, V = [v .
Entao T': V. — V é tal que T'(v) = kv. Logo, v é um autovetor de T'. Portanto,
B = {Hz—u} é uma base ortonormal de V.

Suponhamos por hipétese de indugao que o teorema seja verdadeiro para todo espago
vetorial com dimensao menor que a dimensao de V.

Seja v; € V', v # 0, um autovetor de T', e consideremos o subespaco S = {vl}, cuja
dimensao é 1.

ComoV =8@® St entdo dim St =n—1<dimV =n.

Consideremos T'|g. : St — S, a restricio do operador auto-adjunto 7' no subespaco
S+, e verifiquemos que para todo v € St temos T'(v) € S*.

Seja u € S, entao u = cvy.

Como T' ¢é operador autoadjunto segue que

(T'(v),u) = (T'(v), cvr) = (v, T(v1)) =
= ¢ (v, \v1) = e\ {v,v1) =0, pois v € St e vy.

Assim, T|g: é um operador linear em S+, também autoadjunto possuindo os mesmos

autovalores e autovetores de T

Pela hipétese de indugdo o espago vetorial St tem uma base B = {vy,v3,...,v,}
ortonormal de autovetores de 7T
Como V = S& St entdo B = {ﬁ,vg,...,vn} ¢ uma base ortonormal de

autovetores de T'. O
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Em outras palavras, toda matriz simétrica é diagonalizavel. Caso seus autovalores
A1, A2, ..., A sejam todos distintos, os autovetores associados {v;} serdo ortogonais, isto
é, (v; ,v;) =0, se i # j, e a matriz P serd neste caso formada pelos n autovetores {v;}
normalizados (para garantir que P seja ortogonal), e na mesma ordem dos autovalores.

Observacao 3.44. O Teorema Espectral nos permite escrever uma matriz simétrica real
A de ordem n na forma A = PDPT | sendo P uma matriz ortogonal e D uma matriz
diagonal. Os elementos na diagonal de D sao os autovalores de A, e as colunas de P sao

os vetores ortonormais uy, us, ..., u,. Usando a representacao linha-coluna do produto,
temos:
T
u
AN - 0 %
T U3
A=PDP :[ul Uy - - un} o : )
0 A .
n uT
T
Uy
uy
A= { AUl Aglla + ApUp }
T
u’l’L

A= AlululT + >\2u2ug 4+ 4 )\nunuf, que é chamada decomposicao espectral da
matriz A.

Podemos trocar a matriz A por um operador 7' : V' — V autoadjunto, que teremos a
mesma conclusao.

Exemplo 3.45. Determinemos a decomposicao espectral da matriz simétrica

2 01
A=10 2 0
1 0 2
Polindémio caracteristico de A é dado por
2—-X 0 1
P(\) = 0 2—-Xx 0 =2=-MNAN=42+3)=X—=2)(A=1)(A=3).

1 0 2—-A
Logo, os autovalores de A sdo: Ay =2, =1 e \3=3.

Determinando os autovetores de A obtemos:

vy = (0,1,0) associado ao autovalor 2; vy = (1,0, —1) associado ao autovalor 1; e
vs = (1,0, 1) associado ao autovalor 3.
1 17
0 V2 V2
5 _ v . ) — — U3
Entao, - w=qg=111 5 w=pg=101 e w=pp=10
0 7 vl
Logo, uwf=[010] ; wl=[% 0 #] e ul=[g 0 %

A= )\1U1U¥1 + AgUzug + )\3U3U§.
Portanto,

1
0 V2
A=2 |1 .[o 1 0}+1. 0
%

Sl

1
-
—1 1 1
oﬁ}+3. P'ﬁoﬁ

0 ]
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é a decomposicao espectral da matriz A.

000 0 - 2 0 1
A= 102 0[+] 0 0 0 2 0
000 0 1 0 2

_1
2

o O O

1
2
0|+
1
2

N Nl
ol O Nlw
Il

A decomposicao espectral expressa explicitamente uma matriz simétrica em termos de
seus autovalores e autovetores. Isto nos fornece uma maneira de se construir uma matriz
com autovalores e autovetores ortonormais dados.

Exemplo 3.46. Determinemos uma matriz simétrica A de ordem 2 com autovalores

Al = 2 e Ay = —3, e autovetores ortogonais associados v; = (1,—-2) e vy = (2,1),
respectivamente.
1 2
== | 4] = d=[h F] e ws [ﬁ]wﬂ% 5]
1 2
VB V5

2 _4 2 6 -2 _9
:[ 3 g]—[g %] Portanto, A:[ ]
“5 3 55 -2 1

Para verificarmos quando um operador linear pode ser diagonalizavel ou nao, vimos que
isto pode ser feito através da obtencao de uma base de autovetores, ou mostrando a inexis-
téncia desta base. Para espagos vetoriais de baixa dimensao este processo é conveniente.
Entretanto, para espagos de dimensao elevada este procedimento pode ser trabalhoso, e
nestes casos vamos utilizar um outro método que veremos a seguir.

Definig¢ao 3.47. Se P(x) = a,2"+- - -+ajx+ay um polindémio e A uma matriz quadrada
de ordem n. Definimos P(A) como sendo a matriz P(A) = a, A" + -+ + a1 A + apl,.

Definigao 3.48. Seja A uma matriz quadrada de ordem n. O polinémio
m(x) = 2% +ap_ 1281+ -+ a1+ ag
¢ chamado de polindmio minimal de A, quando:
(a) m(A) =0, ou seja, a matriz A anula m(x).
(b) m(zx) é o polinémio de menor grau entre aqueles que sdo anulados pela matriz A.

Os préximos teoremas nao serao provados, mas as provas podem ser encontradas na
referéncia [2].

Teorema 3.49. Sejam V um espago vetorial de dimensao n, T : V — V um operador
linear e B uwma base qualquer de V. FEntdao, T é diagonalizdvel se, e somente se, o
polinémio minimal de {T]B ¢ da forma m(x) = (x — M)(x — Xy) -+ (z — N\.), com
A1, Ao, -+, A autovalores distintos.

Desta forma, o problema da determinagao se um operador linear 7' é diagonalizavel se
reduz a encontrar o polindmio minimal de 7.

Teorema 3.50. (Cayley-Hamilton) Sejam T :V — V um operador linear, B uma base
de V e P(\) o polinomio caracteristico de T. Entao, P( [T]|g) = 0.
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O Teorema Cayley-Hamilton garante que o polindmio caracteristico € um candidato a
ser o polinémio minimal, pois ele satisfaz a Defini¢ao 2.48.(a) .

Exemplo 3.51. Consideremos a matriz A = [:1)) ;1 (Exemplo 2.10 ) que admite
autovalores: A\; = —1 e \y = 4, associados aos autovetores v; = (1,—1) e vo = (2,3),
respectivamente.

O polinémio caracteristico de A é dado por P(A\) =X > -3\ —4=(A+1)(A—4),eo0
Teorema de Cayley-Hamilton garante que a matriz A é um zero de P(\).

3 2 3 2 0 1

IR NN |

Neste caso, P(A\) = m(A) = (A+ 1)(A — 4), e a matriz A é diagonalizavel (Teorema
2.49.).

Considerando a base B = {(1,—1),(2,3)} formada pelos autovetores A temos que

nesta base [T}B = [ -0 ]

2
De fato, P(A) = A — 34 — 41, :[1 2] _3[1 2]_4l1 01:

0 4

Teorema 3.52. Os polinémios caracteristicos e minimal tém os mesmos fatores irredu-
tiveis. Em particular, m(\) divide o polinémio caracteristico P(\) de A.

Assim, este teorema garante que: qualquer fator irredutivel de um dos polinémios
deve dividir o outro polinémio. Em particular, como um fator linear é irredutivel, m(x)
e P(x) tém os mesmos fatores lineares. Logo, tém as mesmas raizes.

Teorema 3.53. Um escalar \ é um autovalor de uma matriz A se, e somente se, \ é
uma raiz do polinomio minimal de A.

Exemplo 3.54. Consideremos 7' : V' — V um operador linear e B uma base de V.
Suponhamos que o polindmio caracteristico de T' seja P(A) = (A — 2)3(A — 1)%(A — 5).
Entao, seu polindmio minimal devera ser um dos polindmios da forma:
mA) =A=2"(A=1)*(A=5), re{l,2,3} e s €{l,2}.

Como o polindmio minimal é o de menor grau, verifiquemos inicialmente para
r=s=1,ouseja, P(\)=(A=2)(A—=1)(A—5).

Se Py([T)g) = 0, entdo ele é o minimal. Caso contrario, testamos o préximo de menor
grau dos polindmios que restaram.

Teorema 3.55. Sejam A, Ao, ..., \. autovalores distintos de um operador linear T.
Entao, T é diagonalizdavel se, e somente se, o polinomio (x — \)(x — Xg)---(x — \;)
anular a matriz de T'.

Exemplo 3.56. Verifiquemos se o operador linear 7 : R* — R* definido por
T(x,y,z,t) = (x, y+ z, 3z, 3t) é diagonalizavel.

T(x,y,zt) = (z, y+ 2z, 3z, 3t) =2(1,0,0,0) +y(0,1,0,0) + 2(0, 1,3,0) + ¢(0, 0,0, 3)
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o = O
w = O
o O O

7, =

S O O

00 3

Como a matriz é triangular, entdao os autovalores de T'sao: \; =1, Ay = 3, ambos de
multiplicidades algébricas 2.
Logo, o polindémio caracteristico de T ¢ dado por P()\) = (A — 1)%(\ — 3)2.
Desta forma, os possiveis candidatos a polinémio minimal sao:
PA)=A=-1)(A=3), RN=A-1*A=3), BN =AK-1)HK-3)
ou PN\ =(\—-1)2(\-3)>~%

Testando a matriz [T}B em Pi()), temos:

P([Tg)=([T]p—1.1)([T]p—3.1).
1000 1000 1000 300 0
0110 010 0 0110 030 0
P([Tlp) = 00 3 0 0010 0030 0030
000 3 000 1 00 0 3 000 3
00007 [-2 0 0 0 000 0
0010 0 -2 1 0 000 0
P(Tls)= 10020110 0o00l=l0oo0o0 o0
000 3 0 0 00 000 0

Logo, Pi(A) = (A —1)(A — 3) é o polindmio minimal de 7. Portanto, a matriz é
diagonalizavel.



4 Decomposicao em Valores
Singulares

Neste capitulo apresentaremos de uma forma breve e pratica a decomposicao em va-
lores singulares de uma matriz ndo quadrada, conhecida como DV S.

A abordagem sera com respeito a matrizes reais, porém também pode ser feita para o
caso complexo. Este capitulo é baseado nas referéncias [5], [6], [11], [16], [18], [19], e [24].

4.1 Um breve relato historico

A Decomposicao em Valores Singulares é um assunto relativamente recente. Os mate-
maticos Eugenie Beltrami e Camille Jordan podem ser considerados os pais da DV S. Em
1873, Beltrami publica um trabalho relativo a esta decomposi¢ao considerando apenas
matrizes quadradas, nao singulares e com valores singulares distintos. Em 1874, Jordan,
independentemente de Beltrami, publica um trabalho em que considera os valores singula-
res para forma bilineares, em que reduz uma forma bilinear para uma forma diagonal por
substitui¢oes ortogonais. A generalizacdo da DV S para matrizes retangulares e comple-
xas somente aparecem nos trabalhos de Carl Eckart e Gale Young, em 1936. A utilizagao
deste método na computagao ocorre a partir de 1960. Mais recentemente, o matematico
norte-americano Gene Golub também estudou a aplicabilidade deste método em diversas
areas, produzindo um algoritmo estavel e eficaz para calcula-la.

Sabemos que toda matriz simétrica A pode ser fatorada como A = PDPT | em que P é
uma matriz ortogonal de ordem n xn de autovetores de A e D é uma matriz diagonal cujas
entradas sdo os autovalores associados aos autovetores colunas de P. Esta decomposi¢ao
podemos chama-la de DAV "Decomposicao em Autovalores da matriz A".

A Decomposigao em Valores Singulares (DVS) conhecida também, abreviamente por
SV D - Singular Value Decomposition - consiste numa extensao da teoria de diagonalizagao
de matrizes simétricas n x n (DAV') para matrizes arbitrarias real ou complexa de ordem
m x n. Formalmente, a decomposi¢ao em valores singulares de uma matriz A de ordem
mxn é uma fatoracao na forma A = UX V7T, onde U e V sdo matrizes quadradas ortogonais
e ortonormais de ordem m X m e n X n, respectivamente. A matriz X = {511} ¢ retangular
de ordem m xn (mesma ordem da matriz A), em que as entradas diagonais ¢;; s40 nimeros
reais nao negativos, arranjados em ordem decrescente de magnitude chamados de valores
singulares de A. As m colunas de U sdo os autovetores de AAT, denominadas de vetores
singulares a esquerda; as n colunas V' sdao os autovetores de AT A, chamados de vetores
singulares a direita.

A importancia da decomposicao em valores singulares é a sua variedade de aplicagoes,
tais como: na compressao, no armazenamento e na transmissao de informacoes digitali-
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zadas que formam a base de muitos dos melhores algoritmos computacionais disponiveis
para resolucao de sistemas lineares; no célculo da pseudo-inversa de uma matriz, no ajuste
de dados utilizando minimos quadrados. De um modo geral, em todas as aplica¢oes a
utilizagdo da decomposigao em valores singulares (DV'S), consiste no fato que através
desta fatoragdo matricial podemos reduzir significativamente a dimensao do espaco ini-
cial, podendo reter apenas os dados que sao importantes, desprezando os demais.

4.2 A DVS de uma matriz

Definigao 4.1. Sejam A € M« ,(R) e A > XA > --- > Ap > 0, para algum
p < min{m,n}, os autovalores de ATA ou AAT. Definimos valores singulares ndo
nulos de A como sendo o = /i , para k € {1,2,...,p}.

Proposicao 4.2. Os wvalores singulares de A sdo os comprimentos dos vetores

Avy, Avg, ..., Av,.
Demonstracio. De fato,
| Av; ||> = (Av;, Av;) = (Avy)" Av; = o] (AT A)v; = v] \ju; = v] 03v; = 030 v; = 0F
Assim, || Av; ||*= o7.
Portanto, | Av; ||=o0; , paratodo j =1,2,...,p.
0

Definicao 4.3. A diagonal principal de uma matriz retangular A de ordem m xn
é definida como sendo a fileira de entradas que comega no canto superior esquerdo a1 e
se estende diagonalmente até onde for possivel. Dizemos que as entradas nessa diagonal
principal sao as entradas diagonais da matriz.

bir bz oo biy
A G21 Qg2 -+ d2m " Aip B : : - :
m1 Qm2 * O Amn : : ’ :
L bml me e bmn 1
{ a11,a9,...,am,} forma a diagonal principal da matriz A e { by1,ba0,..., b} a

diagonal principal da matriz B.

O préximo teorema garante a existéncia da decomposicao em valores singulares de
qualquer matriz na chamada forma reduzida de decomposicao.

Teorema 4.4. (Ezisténcia da DVS, na forma reduzida, de uma matriz) Toda matriz real
retangular A de ordem n x m e posto r pode ser decomposta em

Anxm = Unxrzrxr‘/rzmy
em que U € My (R) e V € My».(R) sdo ortonormais nas colunas, € ¥, = diag(o;)
(matriz diagonal de valores singulares de A), com A\; > 0. Sendo Ai, Aa, ..., A\, 0s auto-
valores ndo nulos da matriz AT A ou AAT, U eV matrizes de r autovetores ortonormais

por coluna, respectivamente das matrizes AT A ou AAT.

Demonstracio. Suponhamos a matriz A seja decomposta em A = UXV?, sendo UeV
matrizes quadradas ortonormais nas colunas de ordem n e m, respectivamente, e 3 = [o/]
uma matriz diagonal de ordem n x m, tal que o; =+ \; , paratodo:=1,2,3....,m.
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Por conveniéncia e sem perda de generalidade admitamos que m < n.

Construindo matrizes ortogonais U e V com acréscimos de n — r e m — r vetores,
respectivamente, as colunas U e V', ortonormais aos primeiros r deles. Assim, uma nova

representacao para X é dada por

VA 0 - 0
0 \/>\_2 0

%= 0 0 -

A matriz AT A é simétrica, pois (AT A)T = AT A, e possui os autovalores A, Ag, ..., Ap.
Por suposicdo A = UX,,VT, entdo

ATA = (US, VI (USVT) = VELUTUS, VT = VLS VT = VS2 VT
Como V ¢ ortogonal, segue que, VTATAV = VIV2 VTV =32 .
Assim, VTATAV =32 .

A0 0
0 X\ - 0

Portanto, VTATAV = ¥2 = | | ,2 _ _ , em que V é a matriz dos
0 0 - A\,

autovetores de AT A em suas colunas.
Assumindo uma situagao restrita, em apenas r dos A; sejam nao nulos, entao a matriz

Yinxm Sera dada por

VA 0 - 0O --- 0]
0 Vi - o --- 0 Y, 0 -+ 0
: : : BRI 0O 0 --- 0
Y = = . .
0 0 - VA - 0 oo
: : : o0 0O 0 --- 0
0 0 0 0 - 0]

Essencialmente, ¥ e ¥, sao idénticas nas primeiras r linhas e colunas. Ocorre que a
matriz > possui n — r linhas e m — r colunas de zeros a mais que a matriz X,.

N> O -~ 0 --- 0
0 Ay -+ 0 -+ 0
Ty _ Y2 2 5 oo '
Podemos ver que 'Y = Y7 | sendo X7 = 0 0 - A
00 0 0 -+ 0]
E podemos verificar que (VIAT)AV = XY | ou seja, (AV)TAV = £TY. Fazendo
W = AV, temos WTW =¥TY | sendo W = [ wy Wy v Wy }
Como WTW = ¥T¥, conclui-se que

Ai, setr <r L, .
wlw; = " o e wiTwi:O, sei#j, paraj=1,2,...,m.
0, seit>r

1
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Se w; = 0, para ¢ > r, as primeiras colunas de W sao LI. Logo, concluimos que
r <n.

Agora definindo wu; = \/1/\7 Cw; = \/%\7 - Av;, para ¢ = 1,2,...,r, e tomando
Ups1, Ups2y .- Uy, S€ 1 < m, ortogonais entre si, e os demais u; tais que a matriz

quadrada U = [ uy us -+ U,| de ordem n seja ortogonal.

Assim, pela definicdo de u; , vemos que a expressao u; -/ A; = Av; pode ser expressa
matricialmente por U = AV.
Como V é ortogonal, temos V! = V7T, o que resulta em

AV =UX, o que implica, A= UAVT.
Considerando apenas as r primeiras linhas de U, as r primeiras linhas e colunas de X

e as r primeiras de V, o resultado ainda continua valido, o que finaliza a demonstracao.
m

Observagao 4.5. A Decomposi¢do em Valores Singulares de uma matriz A € M,,«,(R)
sendo m > n e posto r, na forma reduzida, pode ser obtida efetuando-se a sequéncia
descrita a seguir:

1. Construimos a matriz AT A e determinamos os seus autovalores i, Ao, ..., .
2. Calculamos os valores singulares o; da matriz A, sendo o; = \/\; , parai=1,2,...,7,

com Ay > Ay > - > A\ > 0.
3. Construimos a matriz diagonal 3, = [aij} quadrada de ordem r cujas entradas da

diagonal principal sao os valores singulares, sendo o, =+/\;, para 1 =1,2,...,r,
com Ay > Xy >--->)\.>0. No caso de nao existir r valores singulares nao nulos,
completamos com linhas e colunas nulas até formamos uma matriz de dimensao r X r.

4. Obtemos os autovetores vy, vs, . . . , v, de AT A associados aos autovalores \; , Mg, ..., A\,
respectivamente.

5. Construimos a matriz V = [ vy Vg e Uy ]nw e caso nao seja ortonormal, norma-
lizamos esta matriz.

6. Construimos a matriz ortonormal U = {ul Up ot Uy | determinado pelos
vetores u; = U%.Avi, para i =1,2,...,r (ou encontramos os autovetores u; da matriz

AAT). Caso o ntimero de vetores u; seja menor que r, determinemos através do pro-
cesso de ortogonalizacao de Gram-Schmidt vetores u; necessarios para obtermos uma
matriz m X r, e normalizamos u;, caso nao estejam.

. _ T
7. Escrevemos a matriz  A,,xn = Upscr 2rser Vs,

No caso da decomposicdo em valores singulares de uma matriz A de ordem m x n
sendo n > m o processo sofre alteragoes na construcao das matrizes U e V. Inicialmente,
obtemos os autovalores e autovetores da matriz AA”. Estes autovetores formaram a
matriz U = [ul Uy 0 Up }, e a matriz V = [vl Vg +- Un} serd construida

sendo v; = - ATu; (ou obtendo-se os autovetores da matriz AT A).

Exemplo 4.6. Determinemos a DV S, na forma reduzida, da matriz A =

—_ 0 =
O = =

O post(A) =2, entao a DVS da matriz A tem a forma Aszys = UsxaXaxaVil,.
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Calculemos de AT A.

1
ATA:[l 0 1]. 0
1

2]

‘:(2—)\)(2—)\)—1:/\2—4)\+3:0.

110

o~ K~

Determinemos os autovalores de AT A.

2—-A 1

P(A):| 12—

Logo, os autovalores de AT A (em ordem decrescente) sio: \j =3 e Ay = 1.

Construcao da matriz Yoyo:

Determinemos os valores singulares o; = VA da matriz A.

=V =VE e o V= vI—1.
S ol

Portanto, X = l
0 02

Construcao da matriz Voya:
Determinemos os autovetores associados aos autovalores obtidos.

Consideremos o sistema (ATA — \,)X = 0.

L)

Fazendo A\ = 3 no sistema temos:

-1 110 -1 110 - B
[ 11| 0] ~ [ 00 | O]' Entao, {—xl—i—xQ—O.
L2 — L2 + L1

Escolhendo x5 = a (variavel livre), temos z; = a.

| |al| 1 .
Logo, [@]—[a]—a[l],aeR.

Assim, w; = [ 1 ] ¢ um autovetor de AT A associado ao autovalor \; = 3.
Fazendo A = 1 no sistema temos:
1110 1110 _

[1 1 0] [O 0 | 0]. Entao, {x1+x2—0.

Lo — Lo — 1,4
Escolhendo x5 = a (varidvel livre), temos x; = —a.

x| _ |—a| |-1 .

Logo, [132] —[ a} —a[ 1], a € R*.
Assim, wy = [_i ] ¢ um autovetor de AT A associado ao autovalor Ay = 1.

Os vetores wy e wy sa0 ortogonais, mas nao ortonormais, normalizando-os temos:
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1 ~1
1 VGl —1 V2
— _1 — 1 — | V2 — _1 — 1 — | V2
“1—w1wl—ﬁ'l11—l¢1§] © “2—w2w2—ﬁ'l1]—l¢1§]'
1 =1
Portanto, V = {vl vg} = [‘{5 ‘{51
V2 V2
Construcao da matriz Usys:
Determinemos u; = iAvi.
11 . =
_ 1 _ 1 1 _ 1 _ | L
Ul—E.Avl—ﬁ. 01 ﬂ[l]_ﬁ 1 = 76
10 1 ﬁ
11 1 0 0
1 _ 1 1|~ _ 1 N I
UQ—EAUQ—T. 01 \/5[ 1]—\/5 1 = V2
10 -1 \’/—%
2
G 0
Portanto, U = {ul uz} = % %
121
V6 V2
Podemos facilmente verificar que, A =UXVT.
2 2
- 0 - 0 1 1
vsvT = | 2 .[O 1“@ @]: o [ﬁ 2l =10 1]|=a
S| 121 7 5
% V2 V2 N V2 V2 10

—_

Exemplo 4.7. Fatoremos, na forma reduzida, a matriz A = lo 1 1] usando a

decomposi¢ao em valores singulares.

O post(A) =2, entao a DVS da matriz A tem a forma Ayyz = UsxaXoxa Vil .
Calculemos de AAT.

10
1 10 2 1
T
AA_[Olll' é} —[1 2].

Determinemos os autovalores de AAT.

PO =|aar —arj=| 27N 1 | = (2o 1=X—4A+3=0.

Logo, os autovalores de AAT (em ordem decrescente) sdo: A\ =3, Ay = 1.

Construcao da matriz Yoyo:

Determinemos os valores singulares o; = V/\; de A.
012\/X1=\/§ € 022\/X2=\/I=1-

e 0] _[V3 O
Logo, 2_[0 02]—[0 1].



A DVS de uma matriz 71

Construcao da matriz Usys:
Determinemos dos autovetores associados aos autovalores obtidos.
Consideremos o sistema  (AAT — A\I3)X = 0.
PR R
1 2—=XA|"| 2 0

Fazendo \; = 3 no sistema, obtemos:

—1 1 | 0 -1 1 | 0 - o
[ 11 O] ~ l 0 0 | 0] . Entao, {—$1+I2—O.
L2 — L2 — Ll

Escolhendo x5 = a (variavel livre), temos z; = a.

x| |a| 1 N
Logo, [@]—[al—alll,ael&.

1

1 ] ¢ um autovetor de AAT associado ao autovalor \; = 3.

Assim, w; = [

Fazendo Ay = 1 no sistema temos:

1 10 1 10 )
[1 1 01 ~ [0 0 | O]' Entao, {x1+x2f0.
Escolhendo x5 = a (varidvel livre), temos zy = a e x; = —a.

oo ][] (1]

1 ] ¢ um autovetor de AA”T associado ao autovalor Ay = 1.

Assim, wy = [

Os vetores wy e wo e sao ortogonais, mas nao ortornormais. Normalizando-os temos:

1 1 1 -1
_ 1 _ 1 _ |z _ 1 _ 1 _| 2
W_me—¢?L]_l$] eq@‘wﬂ”_ﬁ{1]_[km

Portanto, U = [ul ug} = [

sk
sl

Construcao da matriz Vzya:

Determinemos v; = f.ATui.
1

1

1 1 Lo 1 1 1 : @
n=dan =311 B ] = % 2| =] %
1

-1
10 B ~1 v

—lAm =t 11| LT =] ol=]0

U = oAV = 7 AR 7 =

0 1 1 4
V2
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1

v
0
1

2

Assim, V = [vl ’U2:| =

e

LS
S
S

0

V2

-1
Portanto, A=UXVT = | 2 V2 |. V3 0 :
7 1

1

%

V2

A seguir apresentamos o teorema da DV.S de uma matriz A de ordem m X n na

chamada forma completa, em que U e V' sao matrizes quadradas de ordem m e n, respec-
tivamente. A matriz X é retangular da mesma ordem da matriz A.

S

Teorema 4.8. (DVS na forma completa) Toda matriz A de ordem m x n e posto r pode
ser fatorada em
Avisin = UpxmSBmxn VL., em que

U,, € uma matriz quadrada de ordem m ortonormal nas colunas formada pelos auto-
vetores de AAT, V,, éuma matriz quadrada de ordem n ortonormal nas colunas formada
pelos autovetores de ATA. A matriz X, € retangular diagonal de ordem m x n  cu-
jas entradas diagonais sdo os valores singulares da matriz A, ou seja, oi = /N , para
1=1,2,...,1, comA >X>---2> )\ >0.

A prova deste teorema pode ser encontrada nas referéncias: [24], (p.367 — 368) e
[6],(p.101).

Observagao 4.9. A Decomposigao em Valores Singulares de uma matriz A € M,,x,(R)
sendo m > n e posto r, na forma completa, pode ser obtida de modo analogo ao descrito
na Observacao 3.5. As matrizes Unwm , Vaxn € Zmxn poderdo ser completadas, se
necessario, com linhas e colunas nulas de modo a serem representadas nas formas m X m,
n X n e m X n, respectivamente, como veremos no exemplo a seguir.

1 -1
Exemplo 4.10. Determinemos a DV S, na forma completa, da matriz A= |—-2 2
2 =2
O post(A) =1 e a DVS da matriz A tem a forma Azyg = Usx3X3x2Va s
Calculemos de AT A.
1 -1
1 -2 2 9 -9
ATA:[ ]._2 2 :[ ]
-1 2 =27, -9 9
Determinemos os autovalores de AT A.
P(\) = [ATA = I| = 9_; A 9__9A ‘ = (9—\)2 =81 =A\\—18) =0.

Logo, os autovalores de AT A (em ordem decrescente) sao: A\; = 18 e Ay = 0.

Construc¢ao da matriz X3yxo:

Determinemos o tnico valor singular o; da matriz A.

Ui:\/xi:01:\/x1:ﬂ8=3\/§ .
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Neste caso, devemos completar a matriz X345 com 2 linhas e 1 coluna de zeros.

3v2 0
Portanto, X = 0 0
0 0

Construcao da matriz Voya:
Determinemos os autovetores associados aos autovalores obtidos.

Consideremos o sistema  (ATA — A\[,)X = 0.

o m )=

Fazendo A\; = 18 no sistema obtemos:

9 -9 |0 110 1110
9 -9 |0 9 9] 0 0010
Ll — %Ll L2 — 9L1 -+ L2

Entao, { r1 + 29 = 0.

Escolhendo x5 = a (varidvel livre), temos x; = —a.

| |—a| —1 .
Logo, [@]—[ a]_ a[ 1] , a € R*.

—1

Assim, wy; = [ 1

] é um autovetor de AT A associado ao autovalor \; = 18.

Fazendo Ay = 0 no sistema temos:
9 -9 ] 0 1 =110
-9 9]0 -9 9 ] 0
L1 — éLl L2 — 9L1 + L2
Entao, { r1 —x9 = 0.

Escolhendo xo = a (variavel livre), temos z; = a.

| _ |al| 1
Assim, wy = l 1 1 ¢ um autovetor associado ao autovalor Ay = 0.

Os vetores wy e ws sao ortogonais, mas nao sao ortonormais, Normalizando-os temos:

~1 = 1 7
— 1 _ 1 — | v2 . _ 1 _ 1 — | V2
wmirn = [7] (2] oo n]i] -2
11
Portanto, V = [vl Ug]:[\? ‘{51
V2 V2

: AUZ'.
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QO [N [ DY | =

1 -1 . —2
= Av =gl |20 2 ;5[ 11_33 4| =
—2 —4
Neste caso devemos determinar wuy e uz de modo que {uy,us,us3} forme uma base

ortonormal de R?, ou seja, (uj,uz) = 0 e (uj,uz) = 0. Determinemos os vetores
x = (11,72, 73) tais que (ul,z)=0.
<(—%, %, —%), (x1,29,23)) =0 = —%l’l—f‘%xg—%l’g =0. Logo, —x1+42xs—2x3 = 0.

Portanto, x, = 2x9 — 2x3.

T 2.%’2 — 21‘3 2.%’2 —2.%3 2 —2
Assim, z= |2y | = To = | z9 | + 0 =x9 | 1| +a35]| O
I3 xs3 0 xI3 0 1
2 —2
Escolhendo os vetores 1wy = | 1 e uz = 0 observamos que u; , Uy € Ug
0 1
formam uma base de R®, porém nao sdo ortogonais, pois (us,us) = —4.

Aplicando-se o processo de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt, determinemos vetores
uf, ub e uy de modo a formar uma base ortonormal de R3.

Seja  uj = |
Logo, uj=(—3,3,—3).
{

Como 179 = uy —

Entdo, uh = o -1y = == - (2,1,0).

Logo, uh= (%, -,0).

Como 13 =wuz — { ug,u} ) - uf — (us, ub) - uj

Py = (-2,0,1) = 00— ((-2,0,1), (%, 25,0 (%, 5.0)

B= (2,01~ (%) (& 0= (2,00 + (550 = (-2,41)
Entao, uj = Hrle T3 = % (=231

5

12 2 7
T3 5 35
Assim, U:[u’1 u ug}— 2 % 3%/5
2 ¥
R
1 2 2 _
BERRY N 3v2 0 11
Portanto, A =UXVT = % % % 0 0 [ V2 \{il
2 ¥ = =



5 A Inversa Generalizada

Neste capitulo trataremos do conceito de inversa generalizada de uma matriz, e es-
tudaremos um dos tipos mais importantes deste conceito por suas fortes propriedades
algébricas, com a denominagao de inversa de Moore-Penrose, ou simplesmente, pseudo-
inversa, em que é possivel garantir sua unicidade, e consequentemente manter todas as
propriedades de matriz inversa no sentido cldssico.

O termo inversa generalizada apareceu nos trabalhos do mateméatico sueco Erik Ivar
Fredholm em 1903, em que chamou de "pseudo-inversa' a inversa generalizada de um
operador integral. O conceito de inversa generalizada de matrizes surgiu em 1920 nos
trabalhos do matematico norte-americano Eliakim Hasting Moore que define a inversa
generalizada por meio de projecao de matriz e provou sua unicidade. Pouco se fez nos
préximos anos, até aproximadamente 1950, quando surgiram alguns trabalhos envolvendo
relacoes entre inversa generalizada e solu¢ao de problemas de minimos quadrados. Em
1955, o britdnico Sir Roger Penrose, fisico, matematico e fildsofo da ciéncia (ganhador do
Prémio Nobel de Fisica de 2020) prova que toda matriz admite uma tnica inversa gene-
ralizada desde que satisfaca algumas equacoes, denominadas de "condigoes de Penrose'.
Mostra também que sua definicdo de inversa generalizada coincide com a de Moore, dai
hoje ser conhecida como "inversa de Moore-Penrose", ou simplesmente pseudo-inversa.
([7] e [3)).

Este capitulo ¢ baseado nas referéncias: [9], [10], [14], [15], [17], [18], [20], [21] e [22].

5.1 Caracterizacao da inversa generalizada de uma
matriz

A ideia de se obter a inversa de uma matriz A de ordem m X n também é utilizada
em importantes aplicacdes de Algebra Linear, como por exemplo, na determinacio da
solucao de Minimos Quadrados de sistemas de equagoes lineares inconsistentes.

O estudo de matrizes nos cursos basicos estabelece que uma matriz quadrada A de
ordem n admite inversa, quando existir uma outra matriz A~! também quadrada de
ordem n, tal que A.A™' = A=Y A = I,,, sendo I,, a matriz identidade de ordem n. Assim,
a existéncia da inversa esta restrita somente as matrizes quadradas e nao-singulares, ou
equivalente a dizer, matrizes que possuem posto igual a n (posto completo). A partir
destas condigoes verificam-se a validade das seguintes propriedades:

P;. Se A~! existe, entdo ela é tinica. Py detA™ = 1.
Py (A ) 1=A. Py (ATl =(AHT,

Ps. (AB)™'=B 1471,

75
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Em situagoes problemas, como por exemplo, que envolvam a solucao de sistemas de
equagoes lineares do tipo Ax = b , sendo A uma matriz quadrada de ordem n e nao-
singular, sabemos que o sistema é consistente e determinado (admite uma tnica solugao)
que é dada por B

r=A"1b.

Entretanto, existem situacoes que esses requisitos nao se cumprem, isto é, quando a
matriz A nao é quadrada, ou mesmo sendo quadrada apresenta posto incompleto. Uma
abordagem para tratar destas situagoes irda envolver a utilizacao do conceito de inversa
generalizada de uma matriz.

Uma matriz A, ndo quadrada, do tipo m X n nao possui inversa nas condigoes
que vimos anteriormente. Mas, pode admitir uma matriz A; do tipo n x m, tal que
AA, =1, etambém uma outra matriz AZ do tipo n x m tal que A;A = I,,. Estas
matrizes A, e AZ recebem os nomes de inversa generalizada de A a direira, e inversa
generalizada de A a esquerda, respectivamente.

Exemplo 5.1. Consideremos a matriz A = [ 123 ] .
2x3

01 2
1 —
Uma inversa generalizada a direita de A é a matriz A; = |0 1 , Ppois
0 0 3Ix2
1 -2
VR P I Ot I P
2x3 0 0 2x2
3x2

No exemplo a seguir baseado no que é feito para o caso tradicional faremos o calculo
de obtencao de uma inversa generalizada.

Exemplo 5.2. Calculemos uma inversa generalizada a esquerda para a matriz

10
A=10 2
2 5
1 0] 100 10 100 1 0] 100
021]010]| ~ 02 1]010]| ~ 01 1] 0 % 0] ~
25 | 001 05| 051 05| 051
Ly — Lg— 214 LQ—)%LQ Ly — L3 —5Ls
10| 100 1 00 10 10
~ 01030 Logo, 030 02=1]01
L 00 ] 0 21 051 25 0 0
100 L0 10
1 g 0 =101 . Consequentemente,
2 2x3 | 2§ 2x2
L 3x2
: 1t o00] ., . : .
Assim, A7 = 01 o0 ¢é a inversa generalizada de A a esquerda.
LY 2
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Convém destacar que uma matriz pode admitir mais de uma inversa generalizada a
direita (ou a esquerda).

29 =20 8
—-10 10 5

45

A matriz A = L1 l

] também é uma inversa generalizada de A a

esquerda, pois

-] 20 20 38 ég_i450_10
¢ TR |-00 10 50, | Lo 4] 01

A seguir a definigdo que caracteriza uma inversa generalizada de uma matriz.

Definigcao 5.3. Seja A uma matriz de ordem m x n e posto nao nulo. Uma inversa
generalizada de A ou g-inversa de A, denotada por A=, ¢é uma matriz de ordem
n x m tal que =z = A~b é uma solucao do sistema de equagdes lineares Ax = b, para
todo b que torne o sistema consistente.

Proposicao 5.4. A inversa generalizada A~ de uma matriz A existe se, e somente se,
AAA=A.

Demonstragdo. Escolhemos y como sendo a i — ésima coluna a; da matriz A. A equagao
Ax = a; é claramente consistente e, portanto, x+ = A~ a; é uma solucao, ou seja,
AA"a; = a; , para todo 7, o que equivale a dizer que AA~A = A.

Por outro lado, se A~ ¢é tal que AA A = A e Ax = y ¢é consistente, entdo
AAAx = x ou A(Ay) = y. Portanto, x = A"y ¢ uma solu¢do, o que prova a
Proposicao. ]

A seguir, do resultado desta proposicao, uma definicdo equivalente de inversa genera-
lizada de uma matriz.

Definicao 5.5. A matriz A~ é uma inversa generalizada de A se AA~A = A.

Definicao 5.6. A matriz A~ é chamada de inversa generalizada reflexiva de A
quando A“AA- =A".

5.2 Algoritmo de obtencao de uma inversa generali-
zada

5.2.1 Algoritmo de Searle

A inversa generalizada de uma matriz A pode ser obtida através do algoritmo descrito
abaixo, denominado de Algoritmo de Searle (1971).

1. Encontre uma submatriz quadrada B de posto igual ao da matriz A.

2. Obtenha a matriz transposta da inversa de B, isto ¢, (B~1)T.

3. Construa a matriz C' substituindo a submatriz B escolhida em A pela matriz
(B™H)T completando com "zeros' o restante da matriz até chegar na dimensio da
matriz A.

4. A transposta da matriz C' é a inversa generalizada de A, isto ¢, A~ = C7.
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1 1 0
Exemplo 5.7. Determinemos uma inversa generalizada da matriz A= |1 —1 2
3 1 2

Como det A = 0, e o determinante da submatriz B = l } _i ] = —2 # 0, entao
temos post(A) = 2.

Calculemos (B~1)T:
. | ~1 -1 11

|

Substituindo (B~1)T na matriz A no lugar da submatriz B e completando com zeros

N[O | =

Assim, (B™YH)T = [

DO [ = [

1 1
= = 0
2 2
os demais elementos, temos: % —% 0
0O 0 O
; 3 0
Determinando a transposta da matriz anterior, temos: A~ = % —% 0
0 0 O
De fato, A~ é a inversa generalizada de A, pois
1 1 0 5 3 0 1 1 0
AATA=1|1 -1 2 5 =35 0 1 -1 2| =
3 1 2 0O 0 O 3 1 2
1 0 0 1 0 11 0
=10 1 0 1 -1 2(=|1 -1 2|=A
2 1 0 3 2 3 1 2

Exemplo 5.8. Determinemos uma inversa generalizada da matriz A = [ g ? ? ]

O posto de A é igual a 2, pois o determinante da submatriz B = l g ? ] =—-7+#0.

Calculemos (B™1)T:

_ . 1 -2
B = 1 adiB - -1 [_ ]

U=

I
| —
|
|
ENJISC IV
| I

_1 5
Assim, (B™YH)T = [ 33 1
77

Substituindo (B~!)T na matriz A no lugar da submatriz B e completando com zeros

—

1 5
os demais elementos, temos: [ i T 0 ]
7 7

O Nlog|—

O eI

Achando a transposta da matriz anterior, temos: A~ =
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De fato, A~ é a inversa generalizada de A, pois

S P
32 2 7 3 2 2
AA—A:[ .3_3.[ ]:
R N 511
_10'322_322_A
S0 1|51 1] |51 1|

Proposicao 5.9. Seja A uma matriz m x n. Entao, A~ existe, e a classe de inversas
generalizadas a partir de qualquer inversa A~ € dada por
AT+ U—-AAUA |
sendo U uma matriz arbitrdaria n x m.
ou
A+ V(I - AA )+ (I - A" AW |

sendo Ve W matrizes arbitrarias n X m.

5.3 A inversa de Moore-Penrose

Definicao 5.10. Seja A uma matriz real de ordem m x n. Dizemos que a matriz real A
de ordem n xm é a inversa de Moore-Penrose de A, ou simplesmente pseudo-inversa
de A, se as condigoes a seguir, chamadas de equacoes de Penrose, forem satisfeitas:

(1) AATA = A,

(2) ATAAT = AT,
(3) AAT & simétrica, ou seja, (AANT = AAT.
(4) ATA & simétrica, ou seja, (ATA)T = ATA.

Embora, AA" desempenha o papel de matriz identidade na pré multiplicacdo por A e
na pés-multiplicagdo por A', respectivamente, nas propriedades (1) e (2), estas matrizes
sO serao iguais a identidade em situagoes especiais, no caso da matriz A for quadrada e
nao-singular. E nestes casos, A™' = AT .

Exemplo 5.11. Mostremos que a matriz Af = % ? é _i ¢ a pseudo-inversa
1 0
da matriz A=| 0 1
-1 1

Devemos mostrar que Af e A satisfazem as quatro condicoes da definicdo de inversa
de Moore-Penrose.

10 10 10
(1) AATA=1] 0 1 },)H ;_” 0 1|=| 01 ;H g}
-1 1 -1 1 -1 1
10
Logo, AATA=| 0 1|=A
-1 1
10
2 1 -1 2 1 -1
fAAt = 1 ! =
e e | R R
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2 1 -1
Caf2ov ) D, T oafs 3 =3 a2 1 -]
29971 2 1 11 9 993 6 3 311 2 1
Logo, AATA = At
1 0 5 1 _1 2 1 -
(3) AAt=1] 0 1].1% =11 2 1 é simétrica.
311 2 1 3
-1 1 -1 1 2

10
2 1 -1 30
TA=1 1 T
(4) AA—gll 5 1] 01 1 —3[0 3] ¢ simétrica.

Portanto, Af é a matriz inversa de Moore-Penrose de A.

Teorema 5.12. Se A € M,,.,(R), entio AT = VEHtUT existe é tinica, sendo U e
V' matrizes quadrada ortonormais de ordem m, e n, respectivamente, e ¥ uma matriz
diagonal m X n cujas entradas diagonais 6; sdo os inversos dos valores singulares de A.

Demonstragcio. Existéncia:  Utilizando-se da decomposicdo em valores singulares da
matriz A podemos construir uma possivel pseudo-inversa de A.

Seja A =UXVT [ em que U eV sao matrizes quadradas ortonormais de ordem m e
n, respectivamente, sendo V7 a matriz transposta de V.

Sejam A1, Ag, ..., A, os autovalores nio nulos de ATA e o; =+, (i=1,2,...,p),
os valores singulares de A. Lembremos que

01 0 . 0
c o0 0 o9 --- 0
2_[0 O]mm emque C=| . L 0
0 0 op
L 0
c-1 0 0 L 0
Consideremos X1t = [ ] entéio C~l=1| 7
0O O e : : 0
0 0 L
» dpxp

Como os autovalores escolhidos \; de AT A sdo tais que \; > 0, entdo o; > 0. Logo,
as matrizes ¥ e X" estao bem definidas.

E evidente que a matriz C' é invertivel, pois o1, 09,...,0, sao nimeros reais positivos
e p<min{m,n}, e C~!éa sua inversa.

Mostremos que Y7 e X satisfazem as condicoes de Penrose, ou seja, uma ¢é pseudo-

inversa da outra.

op 0 - 0 o 0 0
oy oo 0 0 = 0
Y Yty = o .z Y =ILY=1%
0 : 0
0 0 o, || 0 0O -
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5 0 017ar 0 0
0 C%Q 0 0 09 0

St Bt = , . o . ¥t = LTt =%
0 0 L1110 0 op

Y¥t=1I, e ¥¥=1I,. Logo, ¥3¥" eX" X sdo simétricas.
Portanto, satisfazem as condig¢oes de Penrose.
Mostremos que a pseudo-inversa de A ¢ dada por X = VXTUT, pois A e X também
satisfazem as condicoes de Penrose.
AXA= UV (VvStUh) UsvT = Uy sVl =Uusvl = A .
XAX = VUt uxvt vetut = vetestur =vetuT = X .
(AX)T = (VT vt UhHT = (Uuss Ut )T =UuxshH)Tu? =usstut
= UxVT vetuT = AX.
(XA = (vstuT usvhT = (VvEsvhHT = V(St)TVvET = vETEvT =
=V3tuT UxvT = X A.

Assim, X ¢ a pseudo-inversa de A . Portanto, podemos dizer que A" = VX+UT .

Unicidade: Suponhamos que X e Y sejam pseudo-inversas de A. Logo, satisfazem as
condi¢oes de Penrose. Em particular que AXA=A , XAX =X e AYA=A.

Assim, AX = (AX)T = XTAT = XT(AY A)T = XTATYTAT = (AX)T(AY)T
= AXAY = (AXA)Y = AY . Logo, AX = AY.
Por outro lado, temos:
XA=(XA)T = ATXT = (AYA)TXT = ATYTATXT = (YA)T(XA)T =
=YAXA=Y(AXA)=YA. Logo, XA=YA.
Entao, X =XAX=XAY =YAY =Y.

Portanto, a pseudo-inversa de A é tnica.
]

Seja A € M,,xn(R) e consideremos a matriz quadrada A.AT simétrica de ordem m.
Suponhamos que A.A” seja invertivel, entdo posto (AAT) = m (nimero de linhas de A).

Logo, a matriz A.AT admite inversa a direita (4.AT)71, e

(AATY A AT =1,,.

Al AT(AATY Y] = 1,,.
Portanto, AT(AAT)~! é a pseudo-inversa de A A direita, ou seja,

At = AT(AAT)L

De modo andlogo, considerando a matriz quadrada AT A simétrica de ordem n, e

supondo-a invertivel, entdao posto (AT A) = n (nimero de colunas de A).
Logo, a matriz AT A admite inversa a esquerda (AT A)~*

(ATA)"YATA) = I,.
[ (ATA)TIAT LA = I,

Portanto, (ATA)71AT ¢ a pseudo-inversa de A a esquerda, ou seja,
Al = (AT A)~AT,
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E facil de verificarmos que At = (AT A)~' A7 satisfaz as condices de Penrose. De fato,
(1) AATA = A[(ATA)TAT)IA = AAY (AT 1ATA = 1,,.1,,A = A.
Logo, AATA= A.
(2) ATAAT = [(ATA)TATJAAT = AL (AT)LATAAT = [,.1, AL = AT
Logo, ATAAF = AL,
(3) (AANT = [A(ATA)TAT]T = [AAYAD)LAT)T = (1,,,.1,,)" = I,,.
(4) (ATA)T = [(ATA)TTATAT = [ATH(AT) T ATA]T = [AT LA = [ATMA)T =
Logo, AfAe AAT sdo simétricas.
Portanto, A = (ATA)~1AT é a inversa de Moore-Penrose de A a esquerda.

Analogamente, podemos mostrar que A" = AT(AAT)~! também satisfaz as condigoes
de Penrose e, portanto é a inversa de Moore-Penrose a direita.

5.4 Obtencao de uma pseudo-inversa.

Dada uma matriz A € M,,«,(R), a inversa de Moore-Penrose ou pseudo-inversa
At € M, (R) pode ser obtida da seguinte forma:

(a) Se post(A) =n, entao AT = (ATA)"LAT.

(b) Se post(A) =m, entio AT = AT(AAT)™!

(c) Se post(A) < min{m,n}, entao AT = (UXVT)"t = (V)" 1x- U~ = vu+UT.
(d) Sem =n e post(A) = n, entio Al = AL

E facil observamos que a matriz AT = 0 , de ordem n x m, é a pseudo-inversa da
matriz A = 0 de ordem m x n.

No caso de uma matriz A ter posto 1, sua inversa A’ também pode ser obtida como

sendo Al = i T ) AT,

Exemplo 5.13. Determinemos a inversa de Moore-Penrose da matriz

10
0 2].

31

A:

A é uma matriz real 3 x 2 e post(A) =2 =n, entdo Al = (ATA)1AT.

1 0
Como ATA = 103 10 2
0 2 1 31

1
Logo, AT:(ATA)—lATzllg g] {

5 —6 12
P 1
Portanto, A 1 [_3 20 1 ]
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Exemplo 5.14. Determinemos, a inversa de Moore-Penrose da matriz

A 6 uma matriz real 2 x 3 e post(A) =2 =m, entdo AT = AT(AAT)~1
1 0
110 2 1
T _ _
Como AA_[OlQ] 11 _[1 5].
0 2
01"

-1 10
11 2 1 5 -1
t T( A AT)-1 1
Logo, A= A"(AA") _[O 1 21 ll 51 {é é].gl 1 21.

5 —1
Portanto, A = é 4 1
-2 4
. : . 1 2 3
Exemplo 5.15. Determinemos a pseudo-inversa da matriz A = 5 4 6|

A é uma matriz real 2 x 3 e post(A) =1 < min{m,n}, entdo, A =VEtUT.

A DVS da matriz A é da forma A2><3 = U222X3‘/3T.
Calculemos de AT A.

1 2 - 5 10 15
ATA:24.;22]:102030
3 6| L 15 30 45
Determinemos os autovalores de AT A:
5— X 10 15
P(A) = |[ATA= )| =| 10 20—\ 30 =
15 30 45—\

= — A\ 4+ T0A? — 1225) + 13500 + 225X + 900\ + 100\ — 13500 =
= — M4 T0N2 = A2(70 — \) = 0.

Logo, os autovalores de AT A (em ordem decrescente) sao: Ay =70 , Ay =0 e A3 = 0.

Os valores singulares de A: o, = /\;.

01:\/>\1:\/70 3 0'2:\//\2:\/620 (§] 0'3:\/)\_3:\/6:0.
Construcao da matriz X:

L 9
~lor 00 _[V70 0 0 - .| v
szg = [ 0 0 0‘| = [ 0 0 O] . EntaO, A3><2 - 0 8 .

Construcao da matriz V:
Determinemos os autovetores associados aos autovalores obtidos.
Consideremos o sistema  (ATA — A\[3)X = 0.

5—A 10 15 i 0
) = 0.
T3 0

10 20—X 30
15 30 45— AX
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Fazendo \; = 70 no sistema, obtemos:

—65 10 15 | O -13 2 3]0 1 =5 310
10 =50 30 | 0| ~ 1 =5 3 ] 0| ~ |13 2 3| 0| ~
15 30 =25 | 0O 3 6 =5 ] 0 3 6 =5 | 0
L1 — 07 2L1 L2 < Ll L2 — 13L1 + LQ
Lg — 0, 1L2 L3 — L3 — 3L1
L3 — 0, 2.L3

1 -5 3 10 1 =5 3 |0 1 =5 3 | 0
~ |0 63 42 | 0| ~ |O 3 -2 | 0| ~ |0 3 =210
0 21 —-14 ] 0 0 3 -2 10 0O 0 0 1] 0
LQ — —iLz Lg — L3 — LQ
L2 — %LQ
Entéo, 1 — 51‘2 + 31’3 =0
3332 - 2%‘3 =0
Escolhendo x5 = 3a (variavel livre), temos 1z = 2a e x1 = a.
T a 1
Logo, To | =|2a|=a]| 2], aeR".
xI3 3a 3
1
Assim, w; = | 2 | é um autovetor de AT A associado ao autovalor \; = 70.
3
Fazendo Ay = 0 no sistema temos:
5 10 15 | 0 5 10 15 | 0 1 2 3]0
10 20 30 |0 ~ |0 O O | O] ~ O 1 01]PO
15 30 45 | 0 0O 0 0 | O 0 0 01O
LQ — L2 — 2.1, L — éLl
Ly — Ls—3.L4
Entao, { 1+ 229+ 323=0
Escolhendo 3 = 0 e 3 = a (varidveis livres), temos =1 = —2a.
T —2a —2
Logo, To|=| a |=al| 1
T3 0 0
—2
Assim, wy = | 1 | ¢é um autovetor de AT A associado ao autovalor Ay = 0.
0

Determinemos o vetor ws de modo que os vetores wi,wy e ws formem uma base
ortogonal de R3. Neste caso, podemos obter ws efetuando o produto vetorial de w, e ws.
i j k
wAwy=| 1 2 3 |=-6j+k+4k—3i=—-3t—6j+ 5k.

-2 10
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— N
L 1

—2
.’LUQZ%. 1

0
ul]
28 | T 145"

L2
501-2 1
2
/980
T |
| =
/980

14
28

|

Normalizando-os

oG-Sl

_2
145
1y
146/5
145

entdo AT pode ser facilmente

entdo tr(ATA) =170 .

-3
Portanto, w3 = |—6
5
Os vetores w; , wy € w3 sao ortogonais, mas nao ortornormais.
temos:
- 1
1 1 ! @ 1
U g = e | 2T Va2
3 i
- -3
, A Vo
U8 = Tug] W3 = T |70 | = | Va0
. N
1 =2 =3
\/214 \{5 \ﬁo
Portanto, V = | vy vy Ug} = @ 7 V0
VTR
Construcdo da matriz U:  u; = =Av;.
1
1 2 3
_ 1 _ 1 1 _ 1
“1_01’4“1_\/%'[2 4 6]‘@' g ~ V980"
1
_ 1
Logo, U1—\/5-[2]-
Determinemos o vetor uy tal que { uy, us} forme uma base ortonormal de R?. Neste
-2
_ 1
caso, basta tomarmos u, = VAR
1 —2] 1
i — 1 T _ 1
Assim, U—\/ng 1 e U —\/5[_2
1 =2 =3 1
o A I
5 — + — P i ¢
Entao, AT = VZ U == \/31*4 NG @ 0 0
v 00
1 =2 =3 1 2 1
Vie V5 V70 V70 V70 V980
At = L | 2 1L =6 0 0 | =-=L| -2
V14 0 V70 0 0 /980
1 2
Portanto, At=2%12 4
3 6
Neste caso, convém observarmos, como post(A) = 1,
obtida através de Af = mAT.
1 2 5 10 15
ATA=12 4 [;ig]: 10 20 30 |,
3 6 15 30 45
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70

(SRS )

1
Portanto, Af=32112
3

Propriedade 5.16. Seja A € M,,,,(R), com A" = VX+UT sua pseudo-inversa, entdo
sao validas as seguintes propriedades:

(a) (AN =A.
(b) (AT = (AT
(¢) Se A é invertivel, entdo AT = A~1.

Demonstragao.
(a) (ANT = (VSIUD)T =UEHivT =UsVT = A
(b) (ANT = (viUD)T = Uu(=HTVT = U((=H)VvT = (VvETUT)t =
= (V)] = (A7)

(c) Como A é invertivel, entdo m =n e posto(A) = m. Entao, a matriz X, ¢
uma matriz diagonal sem zeros na diagonal principal. Logo, A é invertivel.
Mas, AAT=UxVT vYIUT = Ussiur,
Como YLXT =1,, entdo AAT =1,,.

Portanto, Af = A~!.
]

Observagao 5.17. A inversa de Moore-Penrose é sem duvida a principal inversa gene-
ralizada de matrizes, porém as condi¢oes de Penrose pode ser usadas para definir outras
inversas generalizadas, as quais nao possuem a garantia de unicidade, mas podem ser titeis
em diversas aplicagoes. Existem casos de matrizes cuja inversa generalizada nao satisfaz
todas as condigdes de Penrose. Nestes casos, denotamos por inversa—{ -, -, - } colocando
entre as chaves separados por virgula as condigoes de Penrose que ela satisfaz. Assim, se
a matriz X é inversa de Moore-Penrose da matriz A que satisfaz somente as condigoes 1
e 2, denotamos por inversa — {1,2}.

Assim a matriz A~ = (1) 8 8] (Exemplo 4.2.) é uma inversa-{1,2,4} da matriz
2
10
A=10 2 De fato,
2 5
10 10 0 10 (1.0 0 10 10
(1)AA—A:02[010]02: 1o||lo2l=]02]|=4
2 5 2 2 5 | 2 % 0 2 5 2 5
1 00 Lo 1 00 10 1 00
@ aan=[o g uf oz o d =[] o § o)
1 00
= A"
“[o 10
10 100 1 00
(3) A A= |0 2 [ 1 O]: 0 1 0| nao ésimétrica.
2 5 2 2 20
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(4) A—A_[O P

2

10 10 e
0 2| = 01 é simétrica.
2 5

Portanto, A~ satisfaz apenas as condigoes (1) , (2) e (4) de Penrose.

5.5 Algoritmos de obtencao de uma pseudo-inversa.

Existem varios algoritmos algébricos para a determinacao da matriz inversa de Moore-
Penrose. Abordaremos dois desses algoritmos: o primeiro bastante simples proposto pelo
proprio Penrose em 1956, e o segundo, denominado de algoritmo de Greville. Esta secao
foi baseada nas referéncias [9] e [25].

5.5.1 Algoritmo de Penrose.

Consideremos uma matriz A do tipo m x n e posto igual a r , r < min{ m,n } . A
inversa de Moore-Penrose A' de ordem n x m pode ser obtida através de um algoritmo
cujos passos estao descritos a seguir:

1. Calculamos a matriz B = AT A .
2. Definimos de C; =1, .

3. A partir de agora, inicia-se um processo iterativo de r —1 passos, calculando-se

Cy, Cs, ..., C, utilizando-se da expressao:
Cit1 = M.IR—CZB , parai=1,2,...,7r—1.
4. A inversa de Moore-Penrose da matriz A é dada por Al = —~—.C.AT.

tr(CrB) "
A matriz C,.1B=0 e trC,.B # 0.

Exemplo 5.18. Utilizando o algoritmo de Penrose, determinemos a inversa de Moore-

1 21
Penrose da matriz A=|1 1 0
011
. 1102 .
Observamos que det A = 0 e o determinante da submatriz [ 11 ] # 0. Entao,

posto(A) = r = 2. Logo, a obtengao da inversa Moore-Penrose de A através do algoritmo
de Penrose é dada por

_ r _ 2
Al = tr(C,«B)'CTAT - tr(CgB)'CQA
110 1 21 2 31
Calculemos B=ATA=|2 1 1 11 0(=|36 3
1 01 0 11 1 3 2
Iniciando o processo de iteragao temos:

100 2 31 2
Ci=0I=(010]|; Ch4.B=I3|3 6 3|=13
1 3 2 1

31
6 3| e tr(CiB)=10.
0 01 3 2
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100 2 31
Logo, Co="CB [, 0B =21010|-|363 Entdo,
00 1 13 2
8 —3 -1 8 —3 —1 2 3 1 6 3 —3
Co=|-3 4 -3| e CyB=|-3 4 -3 36 3|=|3 6 -3
-1 -3 8 -1 -3 8 1 3 2 3 3 6

e tr(CyB) =18.

Assim, Al = @.CQAT.
8 =3 —1 110
Al=2.1-3 4 =3|.|2 11
-1 -3 8 1 01
1 -5 -4
Portanto, Af=g5{2 1 1
1 =4 5

Exemplo 5.19. Utilizando o algoritmo de Penrose, determinemos a inversa de Moore-

1 0 2
Penrose da matriz A = | 2 1 1
0 -1 3

Observamos que det A = 0 e o determinante da submatriz é (1) # 0. Entao,

post(A) = r = 2. Assim, a obtencao da inversa de Moore-Penrose de A através do
algoritmo de Penrose é dada por

A= 2 C AT = 2 C,AT.

tr(CrB) " tr(C2B) "
1 2 0 1 0 2 5 2 4
Calculemos B=ATA=|0 1 —-1].|2 1 1|=|2 2 =2
2 1 3 0 -1 3 4 -2 14
1 00
Iniciando o processo de iteragao temos: Cy=I3=[0 1 0 :
0 01
5 2 4 5 2 4
Ci.B=1. |2 2 =2|=|2 2 =2 e tr(C1B) =21 .
4 -2 14 4 -2 14
1 0 0 5 2 4
Logo, Co="CBp_cB=210 1 0|2 2 -2
0 0 1 4 -2 14
16 -2 —4
Entao, Cy=1|-2 19 2
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16 -2 —4] [5 2 4 60 36 12
CoB=|-2 19 2|.|2 2 —2|=[36 30 —18| ¢ tr(CoB)=168.
-4 2 7 4 -2 14 12 —18 78
16 -2 —4 1 2 0
Assim, AT= 25.CA" = . 1-2 19 2]./0 1 -1}
-4 2 7 2 1 3
8 26 —10
Portanto, A = 8%1. 2 17 —-13
10 1 19

Exemplo 5.20. Utilizando o algoritmo de Penrose, determinemos a inversa de Moore-

1 1 0
0 1 1].
2

1 0

Penrose da matriz A =

Observamos que det A # 0 entdo posto(A) =r = 3. Logo, a obtencgao da inversa
de Moore-Penrose de A através do algoritmo de Penrose é dada por

Al = OB C AT = c VIR CyAT.
1 0 2 1 1 0 5 3 0
Calculemos B=ATA=1|1 1 1 01 1|=[3 3 1]/.
0 1 0 2 1 0 0 1 1
100
Iniciando o processo de iteracao temos: Cy=I3=]0 1 0 :
0 01
5 3 0 5 3 0
Ci.B=13.13 3 1|=|3 3 1 e tr(C1B) =9
0 1 1 0 1 1
1 0 0 5 3 0
Logo, Co="CB 1 _cB=210 1 0|-|3 3 1
0 0 1 0 1 1
4 -3 0
Entao, Cy=|-3 6 -1 e
0o 1 1
4 -3 0 5 3 0 1 3 -3
CB=|-3 6 —-1|.1/3 3 1|=| 3 8 5 e tr(CeB) =26 .
0 -1 8 0 1 1 -3 5 7

Assim,

1 0 0 11 3 -3 2 -3 3
Cy= "B [, CyB 01 0|l-| 3 8 5|=|-3 5 —5].
0 0 1
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2 -3 3 5 3 0 1 0 0
3 5 6|0 1 1 0 0 1
Logo,
2 -3 311 0 2 10 1
A= 2 GAT= 3-8 5 =5 | [1 1 1|=[2 0 -1
3 =5 6 0 1 0 -2 1 1
-1 0 1
Portanto, Af=] 2 0 —1].
-2 1 1

5.5.2 Algoritmo de Greville

O algoritmo Greville é um outro processo iterativo desenvolvido em 1965 que per-
mite calcular a pseudo-inversa de uma matriz A a partir das matrizes pseudo-inversas
correspondentes a algumas de suas submatrizes.

aix a2 - Al o Qip
. Q21 Q22 -+ Qg - Q2
Seja A = i i ) ] =|la; ay -+ ap - an]emque
: : L ay - :
Am1 Qm2 - Amk Amn
A1k
A2k }
ap = . é a k — ésima coluna de A.
Amk

Consideremos Aj, a submatriz formada pelas primeiras k colunas da matriz A. Entao,

a1 A12 A1k
Q21  A22 A2k
Am1  Am2 Amk

Entéo, Ak = [ Ak,1 (73 }

A condigao inicial da iteragdo é dada como sendo:
Se oy =0 (coluna nula), entio A} = 0.

Se oy #0, entdo Al = (al.ay) " .aT.
Definimos os vetores colunas d; e 7, como sendo:
Srh=Al_Low e =i — A1
E um outro vetor Bj, dado por:
Se vp #0, entdo By =~ = (77 ) AL
Se v, =0, entdo By = (1+~F.0p)7 .0 A1

N o . . i | Al —6.By
Entao, a matriz A, da matriz A; ¢ calculada como sendo A, = .

By,
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E o processo continua para k=2,3...,n.

Exemplo 5.21. Determinemos a pseudo-inversa da matriz A =

utilizando o algoritmo de Greville .

N O =
| S
Q
w
|
1

|

— N O
I

o

o

iy

|
1
O N
| S

0
As matrizes colunas «; sao: «; = { 1 ] , Qg = {
-1

2 jteracao:

e[ 3]

—1
Entdo, Al = (afa; ) 'al.

Butio, B=[3 1 1]
T
Assim, A;:[

S8y = 1] [ 1}
1
2

Al = 0,By = | 0

Portanto, A; = [

W
W ot
Wy =
1

2% iteragao:

53 :AEO@ = [

W=
Wl ot
Wl I
[
—_—
| ——
|
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Dai, B3 = 7;, = (7:?73)
-7
Entao, Bgz[—z 1 1].

T
Assim, Al = lAz

5333:[?].[—2 1 1}

3

A; —5333 - [

W~
Ll ot

Portanto, Al = l

3% iteracao:

4 —2
So=Abay=1]1 0 0].

-2 1 1

2
Y4 = Qg — A3.54 = 1 —
0 -1 2

L —
||

= i | D
—

—

—

—

| S

|

|

ol |2
w\m\: w"_‘cﬁ‘

-1

0 1 O
1 0 2
-1

i

Dai, By=(1+6].6,) of.As.

7

34(1+[7 2 —3}[ 2

-3

Mas, AZ

7
04By =

-3

e

]G ol

|
W —=OINO I
|

-1
0

-2
0

NE
)1-[;
|

gt
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4 —1 -9 5 1 7 3 _10 _2
9 9
AT — 6.B4 = 1 0 01| = 10 i g — 53 _% _2
3 424 — 63 63 9 | — 6 63 91
-9 1 1 —o _1 1 _Jr 22 4
21 21 3 21 21 3
31 10 _2 31 10 _2
9 9 9 3 3 3
8 _ 2 2 8 _ 2 2
Portanto Af =] § 93 7| = % 3 i é a inversa de Moore-
T a1 21 3 T T
5 1 1 5 1 1
_ 63 63 9 21 21 3
Penrose da matriz A.
0 1
Exemplo 5.22. Determinemos a pseudo-inversa da matriz A= |0 1 -1 uti-
0 0

lizando o algoritmo de Greville.

0 1 0
As matrizes colunas a; sdo: a3 = |0 |, as=|1], az=|—-1| e ay=
0 0 1
2 jteracao:
0
Ar=laa]=]0] =0 Entao, Aj=[0 0 0].
0

Entdo, By=[3 3 0].

Assim, AE: [AJ{ _852321'
2
02By=1[0].[3 3 0]=[00 0]
Al =68, = 0 |=[oo0o0]=]0 0o0]

Portanto, Al = l

2% iteracao:

0
0 00 0
2 2 1 2
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1
O —lonN|on

O o™

O NI

|

Bs

§ — 03By

|

T
1=

Portanto,

3% iteracgao:

O o

O~

O Ao
|

= A;.O@ =

04

Qe

—
10| e | oo<F | 0

Entdo, By = (6].6,) o7 .

Ao

I —

—

[a\llap)
[a\llap)

(a1}

_
N——
Il

<
Q

1
O oo™

O wjoN|m

O wloN|m

O 0oNI™

O wleN™m

O wloN|m

] é a inversa de Moore-Penrose

0
-1
0
1

0
-1
-2

1

0
3
2
-1

|

1
2

| ——|
O HNOD =™
_

O —IN ™ |

O MmN — =N

Al =

Portanto,

da matriz A.



6 Aplicacoes da Inversa
Generalizada

Neste capitulo apresentaremos duas aplicacoes envolvendo o conceito de inversa ge-
neralizada; uma aplicacao a ser abordada envolve o calculo de solucao de sistemas nao
quadrados e a outra envolve problemas de minimos quadrados. As referéncias utilizadas
foram [9], [10], [11], [15], [20] , [22] e [24].

6.1 A inversa generalizada na resolucao de sistemas
lineares

Nesta secao veremos uma aplicagoes da inversa generalizada aos sistemas lineares com
coeficientes constantes. Num sistema de equagoes lineares da forma Az = b , quando a
matriz A é nao singular ela admite inversa A~!, e o sistema admite uma tnica solucao.
Neste caso, a solucdo é obtida bastando multiplicar & esquerda por A~! ambos os membros
da equagao por Ax =b .

AT Az =A"10 = a2=A"%

No caso da matriz A ser singular, ou ndo ser uma matriz quadrada podemos utilizar
a inversa generalizada de A para a resolugao do sistema.

Consideremos o sistema de equagoes lineares Ax = b, em que A é uma matriz m X n
de ntimeros reais, X um vetor coluna n x 1 de variaveis reais e b um vetor coluna m x 1 de
numeros reais. Lembremos que: dado o sistema de equacoes lineares Az = b, se existir ao
menos um vetor x* que satisfaca o sistema, dizemos que o sistema é consistente. Caso
contrario, o sistema ¢ inconsistente.

Os teoremas a seguir estabelecem a aplicagao da inversa generalizada A~ na resolucao
de sistemas de equacoes lineares.

Teorema 6.1. Seja Ax = b um sistema linear consistente. Entdo,
r*=A"b € uma solucio do sistema se, e somente se, AA~b=D.

Demonstragio. Consideremos x* = A7b uma solugao da equacao Ax = b.
Pré multiplicando por AA~ ambos os membros da equacao Ax = b, temos:
AA-Ax = AA™D.
Ax = AA™D.
Logo, b= AA"D.
Agora, consideremos z* = A™b, entao Ax* = AA7b.
Mas, por hipotese AAb=10b. Assim, Az* =b.

95
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Portanto, ¥ = A7b é solugao do sistema Ax =b.

Teorema 6.2. A solucio geral de um sistema consistente Ax =0b ¢é dada por
r=A"b+ (I,— A Ah,

sendo A~ qualquer inversa generalizada de A, I,, a matriz identidade de ordem n e h um

vetor coluna n-dimensional chamado vetor parametro.

Demonstracao.
A =A[A b+ (I, —A AL | = AA b+ A(l,—A A)h = AA b+ (AL, —AA”A)h.
Pelo fato do sistema Az = b ser consistente, entdao AA~b = b (Teorema 5.1.), e como

AA~A = A (Definigao 4.5.), entdo temos
Ar=b+ (A—A)h =0

Logo, x é solugao do sistema Ax = b, para todo h.

Caso AA~ = I, o sistema tem solucao tinica, caso contrario o sistema possui infinitas

solucoes, parametrizadas pelo vetor h.
m

$1—|—JI2:1

Exemplo 6.3. Vamos resolver o sistema linear To+x3 =3
2$1 + 2o = 0
Entao temos:
1 1 0 -1 0 1 1
A=10 1 1|; A~ =AT=| 2 0 -1 (Exemplo 4.20) e b= |3
2 1 0 -2 1 1 0
Condicao de consisténcia: AA™b = b.
1 1 0l[-1 0O 1 1 1 0 0 1 1
AATD=10 1 1 2 0 -1 31=10 1 0 31 =13]|=b.
2 1 0]|-2 1 1 0 0 0 1 0 0
Logo, o sistema é consistente, e como AA~ = I3 , entdo sua solugdo é dada por
¥ =A"b
-1 0 1 1 -1
=12 0 -1 3| = 2
-2 1 1 0 1
Portanto, z1=—-1 , 29=2 e z3=1.
Ty + 2ZL’3 =1
Exemplo 6.4. Vamos resolver o sistema linear 211 + 19 + 13 = 2
—T9 + 3[[3 =0

Entao temos:
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1 0 2 8 26 —10 1
A=12 1 1|; AA=A"=212 17 —13| (Exemplo4.19.) ¢ b= | 2
0 -1 3 10 1 19 0
Condicao de consisténcia: AA™b = b.
1 0 2 8 26 —10 1 1
AAb=12 1 1|.5|2 17T =13||2|=|2]|=0
0 -1 3 10 1 19 0 0

Logo, o sistema é consistente e sua solucao é dada por

v* = A"b+ (I — A= A)h.

8 26 —10 1 0 2 % % %
41 _ 13 5 5
ATA= & | 2 17 —13 2 1 1| = 7 ng* —% #* I
10 1 19 0 -1 3 5 T o
Assim, o sistema admite infinitas solugoes.
5 3 1 2 3 1
JRUREE AR I S S O N U e
- a I T
0 0 1 7 T —7 i 1
Entao,
2 3 1
) ) 8 26 —10 1 Z —3 —g hq
10 1 19 0 - 9 1 hs
60 2hy — Shy — Lhy : 2y — $hs = Ly
x*:i 36 + —%h1+%h2+%h3 = ? -+ .{h1+ 14h2+ 14h3
12 —zhy + Zho + $hs : Thy + Zho + 1R
2 + 2 $hy — Lhs
Portanto, ¥ = ? 2hy + 14h2 + 14h3
7 hl + 14h2 + 14h3
ASSiHl, I = % + %hl — %hz — %hg s To = 5 — *hl —+ *hz -+ %hg (§]

x3:%—%h1+%h2+ﬁh3 ,comhlehge]R.

[E1+2l‘2+l’3:3

Exemplo 6.5. Vamos resolver o sistema linear 1+ a0 =2
To + X3 = 0
Entao temos:
1 2 1 1 5 —4 3
A=11 1 0]; AA=AT=312 1 1| (Exemplo4.18) e b= |2
0 1 1 1 -4 5 0
Condicao de consisténcia: AA™b = b.
1 2 1 1 5 —4 3 6 3 3 3
AAb=1{1 1 0|g]2 1 1[|2|=3|3 6 =3]|]|2]=
0 1 1 1 —4 5 0 3 -3 6 0
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24 3
= é 21 | # | 2| =b. Portanto, o sistema ¢ inconsistente.
3 0

6.2 Solucao de minimos quadrados.

Em varias situacoes, os sistemas lineares aparecem como modelos matematicos de
varios fenomenos. Ocorre que alguns sistemas lineares nao possuem solugdes, isso acontece
em aplicacOes nas quais erros de medicao afetam os coeficientes das equacgoes de um
sistema consistente de tal modo que o sistema se torna inconsistente.

Suponhamos que o sistema Az = b seja inconsistente de m equagdes e n incdgnitas
em que essa inconsisténcia ocorreu por erros de medicao nos coeficientes de A. Como
nao ¢ possivel obtermos uma solugao exata, vamos procurar um solugao que seja a mais
"proxima possivel” de ser uma solugdo, no sentido de que || b— Az || (em relac¢ao ao produto
euclidiano de R™) seja minimo. Sendo Az uma aproximagao de b e ||b— Az || o erro
dessa aproximacao, entao quanto menor o erro, melhor a aproximacao. Esse processo é
denominado Método dos Minimos Quadrados, e ¢ uma técnica que permite obter
informagoes de sistemas inconsistentes, de forma aproximada.

A terminologia minimos quadrados se deve ao fato de que, esse método minimiza a
soma dos quadrados dos erros obtidos na aproximacao.

€1

€2
Suponhamos que na forma matricial b— Az = | . |, entao podemos observar que:

€m

2
_

minimizar || b— Az || implica também minimizar || b— Az ||> =e? +e2+---+e
Definicao 6.6. Seja Ax = b um sistema linear de m equagoes e n incégnitas. Um vetor
x que minimiza || b— Az || em relagdo ao produto interno canénico de R™ é chamado de
uma solugao de minimos quadrados do sistema linear, e que b — Az é o vetor erro
de minimos quadrados e ||b— Az | ¢é o erro de minimos quadrados.

Teorema 6.7. Dado um sistema de equacoes lineares Ax = b, com A, xn, entio z = A'b
¢ um minimizador de || Az —b ||.

Além disso é o minimizador da norma euclidiana || . ||2, ou seja, ATh é a solugio do
sistema Ax = b.

Portanto, a melhor solu¢ao aproximada do sistema linear inconsistente Ax = b é dada

por z* = Ab. A prova deste teorema a seguir pode ser encontrado nas referéncias [15] e
[20].

Exemplo 6.8. Encontremos a melhor solugao aproximada do sistema inconsistente

201+ 319 = 1
3LL’1 + 5.7}2 =-2
—25(71 — 4[E2 =-1

Solucao:
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2 3 1
A=| 3 5|, post(A)=2 e b= -2
-2 -4 —1

Entdo, Al = (ATA)"1AT.

2 3

2 3 —2 17 29 50 —29
TA _ _ T AN-1 _ 1
AA_{?) 5 —41 _?2’ _‘Z _[29 50] (474) _9[—29 17]'

5 —20][2 3 -2 13 5 16
P 1 _ 1
Logo, 4 9[—29 17] l3 5 —4] 9[—7 —2 —101'

Assim, a melhor solugao aproximada z* do sistema é dado por
1
13 5 16 —13
Aty — 1 o | — 1
=4l 9[-7 -2 —10] 2 9[7]'

| ‘1

O teorema a seguir permite calcularmos uma melhor aproximagdo de um sistema de
uma outra maneira.

©ol~o|5,

Portanto, z* = [_

Teorema 6.9. Se W é um subespaco de dimensao finita de um espago vetorial V. com
produto interno e b um vetor de V', entao projw b € a melhor aproximacao de b a W,
no sentido de que || b—projw b || < || b—w || qualquer que seja o vetor w em W distinto
de projw b .

Demonstracao. Dado qualquer vetor w € W podemos escrever
b—w = (b—projw b) + (projw b —w) .
Sendo uma diferenga de vetores de W, o vetor (projw b—w) € W e, como b—projy b
é ortogonal a W, entao b — projw b e projw b —w sao ortogonais.
Assim, pelo Teorema de Pitdgoras (T'eorema 1.76) , temos:
1o —w > = | b—projw b |* + || projw b—w |°.
Como b # projw b segue que || projw b—w || >0 e, portanto,
16— projw b[I> < [|b—w |
Como as normas sao nao negativas, segue que || b—projw b < || b—w|.

]

Uma maneira de encontrarmos alguma solucao de um sistema linear Az = b pelo
método dos minimos quadrados consiste em calcularmos os vetores p , sendo p = projw b,
em que W é o espaco coluna de A | e resolvermos o sistema linear Ax = p , denominado
sistema normal associado ao sistema Az = b. Portanto, a ideia é considerarmos os vetores
pertencentes ao espaco coluna de A que sejam "mais proximos' possiveis de b e cujo sistema
linear associado ao Az = b possua solugao.

O teorema a seguir permite evitarmos o célculo da projecao reescrevendo Ar = p na
forma AT Ax = ATb.
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Teorema 6.10. Dado qualquer sistema linear Ax = b, o sistema mormal associado
ATAxz = ATb € consistente, e todas as solucoes de ATAx = ATb sdo solugoes de
minimos quadrados de Ax = b. Além disso, se W for o espago coluna de A e x uma
solugdo de minimos quadrados qualquer de Ax = b, entdo a projegio ortogonal de B em
W € projwb = Ax.

Demonstragio. Pelo teorema anterior projw b é a melhor aproximacao de b em W,
entdo Ax = projw b.
Assim, b— Ax =b— projw b.
Multiplicando-se ambos os membros da equacao por AT, temos:
AT (b — Az) = AT(b — projw b).
Como b—projw b é o componente de b que é ortogonal ao espaco coluna de A, segue
que este vetor estd no espaco nulo de AT, Entao,

AT (b — projw b) = 0.
Assim, AT(b— Az ) =0.
Portanto, AT Az = ATb.
]

Assim, dado qualquer sistema linear Az = b, o sistema normal associado dado por
AT Az = ATb é consistente, e todas as suas solucoes sao solucoes de minimos quadrados
de Az = 0.

Exemplo 6.11.

(a) Encontremos todas as solugdes de minimos quadrados do sistema inconsistente

201+ 319 = 1
31’1 + 51‘2 =-2
—25(]1 — 4[)32 =-1

(b) Encontremos o vetor erro e o erro.

Solugao:

(a) E conveniente expressarmos o sistema na forma matricial.

2 3 1
A=1] 3 5 e b= |—-2
-2 —4 —1
- + 2 3
2 3 -2 17 29
Ty _ _
Segue que, A'A= 3 5 -4 _2 _i —lzg 50]

. ST 1
2 3 -2 —2
Ty __ —
Ab__35 1) i_[ ]

Utilizando o sistema normal associado AT Ax = ATb temos:

EEE
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Resolvendo este matricial consistente A7 Az = b temos que x = (ATA)™'b .

A (1902017 =27, [ 50 —29][-2
SSHIL T 99 50 —3 |7 ®0-sal |29 19 || -3 |

—13 _13
SR
9| 7 I
Portanto, xlz—lﬁ;’ e :L'gzg.
(b) O vetor erro ¢ dado por
1 2 3] 1 1 -5
b—Ar=1|-2|—1| 3 5[?1:_2__;1
-1 -2 —4 9 -1 —%
14
9
Portanto, b— Az = —%
_7
9

O erro é dado por

Ib—Az || = JE2+ (2 + (32 = /&

81 -

Portanto, || b— Az || ~2,33.

Consideremos uma tabela de n pontos (x;,y;), em que y; foram obtidos experimen-
talmente, e queremos expressar estes pontos por uma reta y = a1z + as que melhor se
ajuste a eles. A obtencao deste ajuste, pelo método dos minimos quadrados, consiste em
resolvermos um sistema linear inconsistente de n equagoes a duas incognitas a; e ay a
serem determinadas, como veremos no exemplo a seguir.

Exemplo 6.12. Seja o conjunto de pontos

{(1,38), (2, 73), (3,10.2), (4 12.7), (5, 15.5) }.

Determinemos a fungdo ¢(x) = aj.x + az que melhor se ajusta no sentido de minimos
quadrados aos pontos desse conjunto.

g(z) = ay.x + as.
Assim, temos:
gl)=1laa;+ay= 38 ; ¢g(2)=2.a1+ax2= 73 ; ¢g(3) =3.a1 +ax =102 ;
g(4) =4.a1+ay =12.7 ; g(5) =b5.a; + ay = 15.5.

a1+ as = 3.8
2&1 + a9 = 7.3
Resolvendo o sistema linear 3a; +ay =10.2 , temos:

4ay + ag = 12.7
ary +as = 15.5

2 3 45
T _
A _[ 1 11 1]'

1
1

o

I
QU W N =
— = = =

D
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Utilizando o sistema normal associado AT Az = ATb, temos:
11
5!
1

12 1 _[55 15
11 ] 115 5
1
5 —15 5 —15 0.1 —-0.3
T AV-1 1 - L1 =
(A A) T 275-225 [_15 55 ] 50 [_15 55 ] [_0.3 1.1 ]

3 4
TA_
AA_[ 11

Ot = W N

3.8 ]
7.3
12345 177.3
ATb:[ ] 102 :[ ]
O 49.5
15.5 |
Assi 0.1 03] [a ] [1773
H ~0.3 11| |a| | 495 |

Como a solugio do sistema normal é dado por x = (AT A)~'ATb. Entao,
a] [ 01 —03] [177.3] [2.88
ay | |-03 1.1 || 495 | |1.26 |

Assim, a; =2.88 e ay = 1.26. Portanto, g¢(z) = 2.88z + 1.26.

O vetor erro é dado por

3.8 11 3.8 4.14 —0.34
7.3 21 938 7.3 7.02 0.28
b—Axr=|102 | —-13 1 [ 1.26 ] = | 102 | -] 990 | = 0.30
12.7 4 1 ) 12.7 12.78 —0.08
15.5 5 1 15.5 15.66 —0.16

O erro é dado por

1= Az || = \/(—0.34)2 + (0.28)% + (0,30)2 + (—0.08)2 + (—0.16)2 = +/0.316 .
Portanto, || b— Ax || =~ 0.56 .




7 Consideracoes Finais

O conceito da pseudo-inversa ¢ um assunto relativamente recente e nas tltimas décadas
este conceito encontrou uma série de aplicagoes em muitas areas da ciéncia e tornou-se
uma ferramenta ttil para matematicos aplicados, engenheiros e fisicos que trabalham, por
exemplo, com andlise de dados, problemas de otimizagao, solucao de equacoes integrais
lineares e outras.

O tema pseudo-inversa é pouco explorado em trabalhos de conclusao de curso de
graduacgao e dissertacao de mestrado, talvez pelo assunto nao ser ministrado no curso
regular de graducéo.

Este trabalho teve por objetivo apresentar de modo didatico e ilustrado através de
exemplos aplica¢es da pseudo-inversa na resolugao de sistemas lineares. E este contéudo
também pode ser aplicado aos alunos da 2a. série do Ensino Médio como uma atividade
complementar ao estudo das matrizes e na resolucao de sistemas lineares consistentes
através da inversa de uma matriz. O calculo da pseudo-inversa para resolucao do sistema
linear por estes alunos, seria feito através do que vimos na Secao 4.4. (a),(b),(d), e no
caso do item (c) trocaria-se a DVS pelo algoritmo de Penrose.
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