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RESUMO

O trabalho apresenta o método do salto de Viete como ferramenta para o estudo de
algumas equac0Oes diofantinas nado lineares. O relato da histéria que envolveu o
problema 6 da Olimpiada Internacional de Matemética (IMO) 1988 e sua solucéo
mostra como o método do salto de Viéete tornou-se tema recorrente na preparacao
de equipes e alunos que participam de competicbes matematicas internacionais. Ja
a Equacédo de Markov surge, nesse trabalho, como representante de problemas
classicos da matemética cuja solucdo se da por meio do método. A pesquisa ainda
apresenta a aplicacdo do salto de Viete como opcéo eficiente na discussao de uma
outra equacao diofantina quadratica, foco de alguns artigos recentes que se utilizam

de meios mais complexos.

Palavras-chave: equacdes diofantinas; equacédo de Markov; método de Viete.



ABSTRACT

This work presents the Viéte’s jump method as a tool for the study of some nonlinear
Diophantine equations. The report of the history that involved Problem 6 of the
International Mathematical Olympiad (IMO) 1988 and its solution shows how the
Viete jumping method became a recurring theme in the preparation of teams and
students participating in international mathematical competitions. The Markov
equation, in this work, appears as a representative of classical problems of
mathematics whose solution is given through method. The dissertation also presents
the application of the Viéte jump as an efficient option in the discussion of another
Diophantine quadratic equation, the focus of some recent articles which use more

complex means.

Keywords: diophantine equations; Vieta jumping; Markov, IMO.
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1 INTRODUCAO

O trabalho é resultado da juncdo de trés temas da Matematica que
surgiram em momentos distintos de meus estudos: as equac¢des diofantinas, com as
quais tive os primeiros contatos ainda no ensino médio nas aulas de Olimpiadas de
Matemética e aprofundadas no decorrer do ensino superior; a descida infinita de
Fermat, muito utilizada na solucdo de problemas de Olimpiadas de Matematica e
também estudada na disciplina de Resolucédo de Problemas no PROFMAT; e o Salto
de Viete, apresentada por meu orientador nos encontros nos quais debatiamos
sobre o tema deste trabalho.

As equac0es diofantinas recebem esse nome em homenagem a Diofanto
de Alexandria, matematico grego, cuja histéria pouco se sabe. E reconhecido pelo
livro Arithmethica, trabalho dedicado a solugdo de equacdes algébricas e teoria dos
nameros, composto por 13 volumes dos quais se conhece apenas o VI. O pouco que
se conhece sobre a vida de Diofanto vem de uma cole¢do de enigmas escritos por
Metrodorus cuja veracidade ndo é comprovada. Um dos mais conhecidos desses
enigmas diz: “Sua infancia durou 1/6 de sua vida; sua barba cresceu depois de 1/12
a mais. Ele se casou depois de mais 1/7; e seu filho nasceu cinco anos depois; 0
filho morreu com a metade da idade do pai e 0 pai morreu quatro anos depois do
filho”.

Essas equacbes sao descritas como F(xi, X2, ..., Xn) = 0, onde F(xg, X2, ...,
Xn) € um polinbmio n variaveis, com coeficientes inteiros, e pretendemos estudar

solucgdes inteiras.

Equacdes diofantinas foram motivo de estudos de grandes matematicos
ao longo dos séculos, entre eles, chineses e arabes e, mais recentemente, nos
séculos XVII, XVIII e XIX, aprofundados por matematicos como Fermat, Euler e
Gauss. Fermat que, por sinal, propés, talvez, o mais desafiador problema da
Matemética da historia, o Santo Graal do mundo matemético, conhecido como o
Ultimo Teorema de Fermat, que se trata de uma equacao diofantina. Fermat propde
gue ndo existem solugdes inteiras para a equacgao, para a qual grandes matematicos

dedicaram tempo e, por que nao dizer, suas vidas a resolugcdo do problema que so
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foi plenamente desvendado no ano de 1994, pelo professor da Universidade de

Princeton, Andrew Wiles, 358 anos depois de proposto.

Andrew Wiles foi o matematico que solucionou plenamente o problema,
mas, como dito, antes dele grandes mateméaticos investiram tempo conseguindo
alguns progressos; o caso, por exemplo, foi solucionado por Euler e, em particular, o
caso cuja solucdo é atribuida ao proprio Fermat nos chama atencdo pelo método
utilizado. A demonstragdo baseia-se em um modelo de indugdo conhecida como
“‘Descenso de Fermat” no qual utiliza-se a demonstracdo por absurdo. A ideia do
“Descenso de Fermat” é simples e genial, a partir de uma suposta solugéo inteira
positiva mostramos que existe uma solucao inteira positiva menor que a inicialmente
observada; o processo pode ser repetido e a cada passo € descoberta uma nova
solugéo inteira positiva menor que a imediatamente anterior. Ora, mas em algum
momento, apés um nuamero finito de passos, esse processo sera contraditorio, afinal,
pelo Principio da Boa Ordenacao, todo subconjunto ndo vazio de niameros naturais
possui necessariamente um elemento minimo. Desse modo, o Descenso de Fermat
nos coloca diante de uma contradicdo que resulta da hipétese do problema possuir

uma suposta solucéo e assim, por absurdo, o problema néo possuira solucéo.

Uma ramificacdo do Descenso de Fermat € uma via conhecida como
Salto de Viéte, muito utilizado na resolucdo de problemas de divisibilidade entre
inteiros e também em determinadas equac¢fes diofantinas. O método do Salto de
Viete também busca chegar a um absurdo, ou seja, a um resultado que entre em
contradicdo com uma hipétese inicialmente proposta. Essa hipétese baseia-se na
escolha de uma suposta solu¢cdo minima sob algum tipo de caracterizacdo para uma
equacao diofantina representada na forma de um polindbmio e, apos o estudo das
raizes, demonstrar a existéncia de uma solu¢cdo menor que a inicialmente proposta

sob a mesma caracteristica.

O capitulo 2 do presente trabalho ressaltara a importancia de um
problema da Olimpiada Internacional de Matematica (IMO) que tornou mais
conhecido o método do Salto de Viete. O problema 6 da IMO de 1988, realizada na

cidade de Camberra, Australia, foi considerado um dos mais dificeis, até entdo, de
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todas as edi¢cdes da competicdo. O matematico Arthur Engel, em seu livro Problem-

Solving (1997) afirma que:

Nenhum dos seis membros da comissdo australiana de problemas
conseguiu resolvé-lo. Dois dos integrantes, Georges Szekeres e sua
esposa, ambos famosos resolvedores e criadores de problemas. Como se
tratava de um problema de Teoria dos NUmeros, foi enviado para os quatro
mais renomados matematicos australianos no campo. Nenhum deles
conseguiu resolver em seis horas de trabalho. O problema foi submetido ao
julgamento do juri da XXIX IMO, sendo marcado com asterisco duplo, o que
significava um problema dificil demais, inclusive de inserir na prova. Apoés
uma longa discusséo, o juri finalmente teve a coragem de escolhé-lo como
Ultimo problema da competicdo. Onze estudantes deram solucdes perfeitas.

Neste capitulo, além de apresentar o problema e resolvé-lo,
apresentaremos um pouco da histéria das olimpiadas de Mateméatica com foco na
IMO, as participagOes brasileiras e cearenses na competicdo e como ocorre o

processo de elaboracdo da prova.

No capitulo 3, apresentaremos a denominada equacdo de Markov
X2 + y2 + 72 = 3xyz. Apesar de seu conhecimento se dar principalmente por seus
avancos na teoria dos processos estocasticos, Markov tem nos seus trabalhos
importantes contribuicbes para outras areas da Mateméatica como em teoria dos
nameros, no estudo de fracdes continuas, no estudo de formas quadraticas e
equacodes diofantinas. Na solucdo da equacéo que recebe seu nome, Markov utiliza,
com brilhantismo, conceitos matematicos basicos, tendo como principal o Salto de
Viete aplicado. Esse é mais um problema classico quando se apresenta 0 método do
Salto de Viéte.

Concluimos o trabalho, no capitulo 4, tendo como proposito o estudo da

equacdo x2 — kxy + y2 + /& = com k V. Tomando como ideia central estudar para

quais valores de k a referida equacéo possui infinitas solugcdes. Alguns autores ja
investigaram essa equacgao e chegaram a algumas conclusdes sobre o problema.
Para isso, utilizaram teoria das equagfes de Pell, desenvolvimentos de um namero
irracional em fracdes continuas e resultado sobre anéis inteiros quadraticos. Aqui

trataremos o problema por meio do Método do Salto de Viete.
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2 O METODO DO SALTO DE VIETE

Em linhas gerais, o método consiste em produzir novas solucdes para
uma dada equacéo diofantina a partir de uma solucéo inicialmente conhecida. De
fato, trata-se de um método de descida que, como veremos, pode ser aplicado em

Varios casos interessantes.

Para entender o mecanismo pelo qual se produzem essas novas
solucbes, consideremos uma equacao diofantina F(x1, X2, ... , Xn) = 0, onde o
primeiro membro dessa igualdade € um polinbmio com coeficientes inteiros, nao
linear, em n variaveis. Nesses termos, se uma n—upla de niameros inteiros (ai, a, ...
, an) for solucdo dessa equacédo, entdo segue que ai € raiz da equacdo polinomial
(que chamaremos de equacédo auxiliar) F(x1, a2, ... , an) = 0. Dai, se essa ultima
equacao possuir alguma outra raiz inteira, digamos a1, entdo a n—-upla (a1, az, ...,

an) também é solucdo da equacao diofantina original.

Note que, por esse raciocinio, teremos tantas novas solu¢des quantas
forem as raizes inteiras de F(xi, az, ..., an) = 0, distintas de ai:. Além disso, podemos
aplicar essas consideracdes com respeito a qualquer das coordenadas de
(a1, a2, ... , an), obtendo eventualmente diversas novas solu¢cbes, cada uma das

quais é dita uma solucéo adjacente a solucéo (ai, az, ..., an).

E claro que o método encontra a dificuldade da existéncia de uma
segunda raiz inteira para a equacao auxiliar e, por isso, so funciona bem em casos
bem especificos, por exemplo, quando alguma das equac¢fes auxiliares é uma

equacao quadratica.

Com vistas nos argumentos de descida, € importante estabelecer uma
ordem no conjunto solucdo da equacao. (Nos casos aqui discutidos), diremos que
uma solucdo € menor do que outra se sua maior coordenada for menor que a maior
coordenada da outra solucdo. Nesse caso, também diremos que a segunda solugéo
€ maior que a primeira. Com essa ordem, diremos que uma solucdo é fundamental
se nao for maior que qualquer de suas adjacentes. Nesse contexto, diremos que

uma solugdo é descendente de uma solugcdo fundamental se a mesma pode ser
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obtida a partir dessa solucdo fundamental por meio do processo recursivo de tomar

solugdes adjacentes.

2.1 Vida e obra de Francdis Viéte

Denominamos como o “Pai da Algebra” o advogado francés Frangéis
Viete (1540 — 1603). Formado aos 20 anos pela Universidade de Poitier, viu-se
envolvido pela matematica quando aos 24 anos, ainda exercendo a advocacia,
encarregou-se dos assuntos legais da familia Soubise; entre suas responsabilidades
estava a educacao da filha da familia. Com o interesse de sua pupila pela Astrologia,
Viete resolveu fundamentar cientificamente o conhecimento sobre a mesma e para
tal teve de se aprofundar na Astronomia e nos conceitos matematicos a ela
entrelacados como trigopnometria e aritmética, tendo desenvolvido muitos resultados
nesses campos. Esse € considerado o primeiro periodo de grandes producdes de
Viete, como o tratado sobre astronomia Harmonicon Coelestena, no qual era
abordada a geometria planetaria de Ptolomeu e Copérnico, e o tratado Canon
Mathematicus, em que foram obtidos resultados nos campos matematicos da

trigonometria e aritmética bem como na astronomia.

Viéte viveu em um momento bem conturbado da historia francesa com
grande instabilidade politica e religiosa; para se ter uma ideia, a Franca nesse
periodo teve seis reis: Francisco |, Henrigue Il, Francisco Il, Carlos 1X, Henrique Il e
Henrique IV. A depender da governanca, devido a instabilidade j& comentada, Viéte
ocupou alguns cargos oficiais importantes na corte francesa como Conselheiro do
Parlamento e membro do Conselho Privado do Rei. Nesses tempos de trabalho

oficial, a matematica era sua companheira nos tempos livres.

Entre essas idas e vindas de trabalhos oficiais, Viéte foi demitido do
Conselho Privado do Rei Henrique 1l e, por cinco anos, péde dedicar todo o seu
tempo & matematica, esse é considerado o segundo periodo de grandes produc¢des
de Viete; posteriormente, ele voltaria a ocupar sua funcdo de membro do Conselho
Privado do Rei no reinado de Henrique IV. Nesse periodo desenvolveu diversos
tratados nos campos da geometria e da algebra, sendo sua obra mais famosa In
Artem Anluyticam Isagoge (Rudimentos da Arte Analitica), em que introduz o uso de

vogais para apresentar incognitas e de consoantes para as constantes, além de
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utilizar as mesmas letras para representar poténcias de uma quantidade, por

exemplo, A, A quadratum (A?) e Acubum (A3).

Francois Viete é considerado o precursor da geometria analitica, em sua
obra Suplementum Geometriae (Suplemento de Geometria) introduz a algebra nos
estudos da geometria e da trigonometria, sendo fundamental na solucdo de trés
problemas classicos da matematica grega, comprovando que a trisseccdo de um
angulo e a duplicacdo de um cubo dependem de uma cubica e ainda apresentando
a construcdo da tangente em qualquer ponto da espiral de Arquimedes. Viéte
apresentou ainda trabalhos nos quais discutia processos sobre aproximacoes
sucessivas para resolucdo de equacbes de segundo, terceiro e quarto graus,

relac@es trigonométricas e calendarios.

2.2 O Salto de Viéete e a IMO de 1988

Nesta secdo, relataremos um fato histérico ocorrido com o problema de
namero 6 da Olimpiada Internacional de Matematica no ano de 1988, cuja solucéo
utiiza o processo do Salto de Viete. No capitulo seguinte, iniciaremos a
apresentando aos leitores a IMO, narrando um pouco de sua histéria a partir da
primeira edicdo e descrevendo 0 seu objetivo e as participacbes e conquistas
brasileiras e cearenses. A secdo 3.2 € destinada a explicar como ocorre 0 processo
de elaboracdo da prova que serd aplicada na competicdo. Finalizaremos o capitulo
com a secao 3.3, no qual apresentaremos o problema 6 da IMO de 1988 e sua
solucéo utilizando o Salto de Viete como meio.

Competicbes matematicas ocorrem no mundo inteiro e sdo a porta de
entrada de muitos jovens estudantes no universo ludico, Unico e encantador da
Matematica. A partir do ano de 1894, a Hungria comegou a organizar as primeiras
olimpiadas de matematica no formato de competicdo; nos anos seguintes, a ideia
difundiu-se pelo Leste Europeu culminando com a realizacdo em 1959, na Roménia,
da | Olimpiada Internacional de Matematica - IMO, sigla em inglés para International

Mathematical Olympiad).

No Brasil, a Sociedade Brasileira de Matematica (SBM) organizou, no ano

de 1979, a | Olimpiada Brasileira de Matematica (OBM), estimulando nos alunos o
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estudo da Matematica, a descoberta de jovens talentos matematicos brasileiros e o
desenvolvimento da Matematica no pais. Tais competicbes existem desde o0s
ndcleos mais simples, como olimpiadas internas escolares, passando por

competicBes estaduais e nacionais. Em 2018, a SBM realiza a XL OBM.

No estado do Ceara, a Universidade Federal do Ceara (UFC) organiza,
desde o ano de 1981, a Olimpiada Cearense de Matematica, evento que reune

estudantes dos niveis Fundamental e Médio das escolas do estado.

No ano de 1988, de 9 a 21 de julho, a cidade de Camberra, na Australia,
sediou a XXIX Olimpiada Internacional de Matematica, evento que contou com a
participacdo, até entdo recorde, de 49 paises e 268 estudantes. Nessa competicao,
como de praxe, cada pais participante propds a uma comissao de matematicos
escolhidos pelo pais-sede uma lista de problemas, esse processo sera detalhado no
topico 4.2. A comissdao de matematicos australianos era composta por seis
membros, entre eles, o casal hingaro-australiano Szekeres Gyoérgy (1911 — 2005),
guimico e matematico, e sua esposa, a matematica Esther Klein (1910 — 2005),
reconhecidos no universo das competicdes matematicas como grandes
solucionadores de problemas. Na lista de problemas propostos pela Alemanha
Ocidental, estava aquele gue se tornaria o famoso problema 6 da prova, tal
problema néo foi resolvido por nenhum dos membros da comissdo, sendo ainda
encaminhado a quatro grandes especialistas australianos em Teoria dos Numeros

gue, por sua vez, mesmo apoés horas de estudos, ndo conseguiram resolvé-lo.

Mesmo sabendo da dificuldade e da grande possibilidade de nenhum
estudante conseguir resolver, o comité de problemas da XXIX IMO decidiu que essa
questao faria parte da competicdo daquele ano como o problema de numero 6, ou
seja, a questdao mais dificil da prova. Finalmente, onze estudantes acertaram e
conquistaram pontuacdo maxima no problema 6, os bulgaros Emanouil Atanassov
(medalha de Prata) e Zvezdelina Stankova (medalha de Prata), o austriaco Wolfgang
Stécher (medalha de Ouro), o canadense Ravi Vakil (medalha de Ouro), os chineses
Hongyu He (medalha de Ouro) e Xi Chen (medalha de Ouro), os romenos Nicusor
Dan (medalha de Ouro) e Adrian Vasiu (medalha de Ouro), os russos Nicolai Filonov
(medalha de Ouro) e Sergei lvanov (medalha de Ouro) e o viethamita Ngé Bao Chau
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(medalha de Ouro). Nesse ano, o Brasil participou pela nona vez da competicédo e
conquistou duas mencdes honrosas com os estudantes Lenilson Barreira de Morais
e Jun Takakura; completaram a equipe brasileira os alunos Alberto Adami, Song San
Woei, Maria Célia Paiva de Freitas e Walfredo da Costa Cirne Filho; nenhum dos

brasileiros conseguiu pontuar no problema 6.

2.2.1 A Olimpiada Internacional de Matematica (IMO)

A Olimpiada Internacional de Matematica (IMO) foi o apice de um
movimento de competicBes matematicas interescolares iniciado no Império Austro-
Hungaro no fim do século XIX, sendo a maior, a mais antiga e a mais prestigiada
olimpiada cientifica do mundo. A primeira edicdo da IMO foi realizada na cidade de
Brasov, Roménia, no ano de 1959, contando com a participacdo de sete paises
(Roménia, Hungria, Bulgaria, Polénia, Alemanha e as antigas Checoslovaquia e
Unido Soviética). Desde entdo, a IMO é realizada anualmente (com excecdo de
1980), no més de julho, em algum pais previamente escolhido. A competicdo
cresceu nesse periodo, ja passou pelos cinco continentes e esse ano a LIX IMO, em
Club-Najoca, Roménia, teve a participacdo de 107 paises e 594 estudantes; se
incluirmos, nessa lista, os lideres e os vice-lideres de cada pais participante, o
namero de participantes em cada IMO ultrapassa o numero de 800 pessoas. Em

2019, a LX edicao da IMO ocorrera em Bath, Inglaterra.

A IMO tem o objetivo de congregar jovens talentosos matematicos de todo
o mundo em torno de uma competicdo amigavel, na qual terdo contato com grandes
desafios matematicos, estimulando, dessa forma, o desenvolvimento da ciéncia em
cada um dos paises participantes, contando que milhdes de jovens espalhados pelo
mundo se empenham na preparacdo em busca de fazer parte do seleto grupo de
seis integrantes que compde a selecdo de cada pais. Muito embora a IMO em seu
cerne seja uma competicdo, o mais valioso para os participantes sdo 0os encontros
com competidores do mundo inteiro, as descobertas, o aprendizado cultural e as

amizades que se criam e se desenvolvem a partir dali.

A historia do Brasil na IMO teve como ponto de partida o ano de 1979, na
XXI IMO realizada em Londres, na Inglaterra, nesse ano, o pais ndo conquistou
nenhuma premiacédo, ficando apenas na 222 posicdo dos 23 paises participantes.
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Em 1981, na XXIl IMO, Washington, Estados Unidos, o Brasil conquistou sua
primeira medalha de ouro com o estudante Nicolau Cor¢cédo Saldanha. Desde 1979, o
Brasil participou de todas as edicdes da IMO, sendo 39 participacdes, que
resultaram nas conquistas de 10 medalhas de ouro, 43 de prata, 77 de bronze e 33
menc¢des honrosas. Uma das medalhas de ouro foi conquistada em 1995, na XXXVI
IMO, Toronto, Canada, pelo estudante Artur Avila Cordeiro de Melo, hoje
reconhecido por ser o Unico brasileiro, latino-americano e lus6fono a conquistar a
Medalha Fields. Com excec¢éo da primeira edicdo, o Brasil teve integrantes de sua
selecdo premiados em todas as edicbes da IMO que participou. A melhor
participacdo brasileira ocorreu na LVII IMO em Hong Kong, 2016, conquistando a
152 colocacado, com 5 medalhas de prata e 1 medalha de bronze, ficando a frente de
forcas tradicionais como Alemanha, Bulgaria e Roménia. Além das participacdes, o
Brasil foi pais sede da LVIII IMO em 2017, na cidade do Rio de Janeiro.

O Ceara também tem sua histéria para contar nessa competicao,
iniciando com Luciano Irineu de Castro Filho, primeiro cearense a integrar um time
brasileiro, participando em 1990 da XXXI IMO em Beijing, China; de |4 pra c&, foram
52 convocag0des cearenses de um total de 231 estudantes brasileiros, trazendo para
nosso estado 10 medalhas de prata, 23 medalhas de bronze e 12 menc¢bes
honrosas. De 1990 até hoje, foram 29 participacdes brasileiras na IMO e o Ceara

esteve presente em 25 destas.

2.2.2 Processo de elaboragao da prova da IMO

A prova da IMO é composta por 6 problemas, cada um valendo 7 pontos.
Os problemas devem ser originais e desafiadores, exigindo dos competidores
grande inteligéncia e habilidade com a mateméatica elementar, desse modo, néao
devem necessitar de conhecimento matematico avancado com conteudo de nivel
universitario. A prova é realizada em dois dias consecutivos, a cada dia sdo
disponibilizados aos competidores trés problemas e quatro horas e meia para
resolucdo. Em cada um dos dias, os problemas sédo apresentados aos estudantes
teoricamente em ordem de dificuldade, sendo os problemas 1 e 4 os mais faceis, os
de numero 2 e 5 os de dificuldade intermediaria e, finalmente, os problemas 3 e 6 os

mais dificeis. Explicado o formato da prova, € normal surgir uma duvida: “Mas como



16

e quem elabora a prova da IMO?” O processo de elaboragdo de uma prova dessa

importancia € bem complexo.

Inicialmente, para cada IMO, € eleito um Comité Seletor de Problemas,
esse comité é indicado pela prépria IMO em conjunto com o pais-sede e deve ser
composto por matematicos excelentes em solucdes de problemas de competicao;
muitos deles sdo ex-olimpicos que se tornaram especialistas e sempre sao

convidados a integrarem esse comité.

E estabelecido um periodo no qual cada pais participante tem o direito de
enviar de forma segura e sigilosa para um representante da IMO uma lista de
problemas a serem examinados, dessas varias listas de problemas propostos serao
escolhidos os seis que irdo compor a prova. Nem sempre 0s paises participantes
enviam suas listas e alguns membros da comunidade da IMO estdo comprometidos
a enviar listas proprias de problemas inéditos no intuito de manter o elevado nivel da
competicdo. Os paises participantes se comprometem a nao divulgar sua lista de

problemas propostos, mantendo-a em completo sigilo.

Um representante de IMO, responsavel pelo recebimento das listas
enviadas pelos paises e por membros da comunidade matemética, encaminha-as
aos integrantes do Comité Seletor de Problemas. O comité, por sua vez, tem a
responsabilidade de verificar se os problemas sdo adequados a competicéo,
dividi-los de acordo com as areas (algebra, analise combinatoria, geometria e teoria
dos numeros) e classifica-los por nivel de dificuldade. Finalmente, o Comité compila

uma lista curta, normalmente com oito problemas de cada uma das areas.

O ultimo passo para escolha dos seis problemas é dado poucos dias
antes da competicdo. Cada pais participante envia ao pais-sede um lider que ira
compor o Juri Internacional da IMO daquele ano; esse juri recebe a lista curta
definida pelo Comité Seletor e tem o dever de examinar as questdes, resolver,
observar possiveis solucbes diferentes das propostas e, finalmente, em uma
reunido, definir por votacdo (podem ser varias) os problemas que irdo compor a

prova.
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2.2.3 O Problema 6 da IMO da Australia 1988

Essa sec¢éo destina-se a apresentar o problema 6 da prova da IMO 1998
e a sua resolucao utilizando o Salto de Viéete. O problema se apresenta na seguinte

forma:

Sejam a e b inteiros positivos tais que (ab + 1) divide (a2 + b2). Prove que

a’ + b?
ab+1

€ 0 quadrado perfeito de um inteiro.

Como a e b séo inteiros positivos e ab + 1 divide a2 + b2, entdo podemos

a’+b?

ab +1

admitir que =k, com k e IV*. Dessa forma, teremos a2 + b2 = k:(ab + 1) e,
portanto, o par (a, b) é solucédo da equacéo diofantina quadratica.

X2+ Y2 - KXY —k=0 (2.1)

Tomemos, entdo, um par (a, b) que uma solucéo da equacéo 2.1 com (a +
b) minimo dentre todas as possiveis, escolha essa garantida pelo Principio da Boa
Ordenacdo. Veja que, pela simetria da equacado, o par (b, a) também ¢é solucéo.
Assim, podemos assumir, sem perda de generalidade, que a>b. A seguir,

analisaremos separadamente as duas situacées: a=be a>b.
Casol:a=b

O fato de (a, b) ser solucdo da equacédo 3.2 nos permite concluir que

(2 — k)-a?2 = k. Isso implica que 2 —k # 0. Logo > K = a’. Dai, lembrando que k é

inteiro positivo, vemos que 1<k < 2. Assim, chegamos a k = 1, que é quadrado

perfeito,ea=Db = 1.
Caso2:a>Dhb

Note que se b = 0, entdo k = a2 e ndo ha mais nada que provar. Desse

modo, podemos supor b # 0. Aqui aplicaremos a pulo de Viéte. De fato, a é raiz da

equacao quadratica X2 — kbX + b?2 — k = 0. Assim, denotando por a’ a outra raiz
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dessa equacédo, segue que a +a’= kb e a - a’ = b2 — k. Com isso, vemos que a’ é
inteiro positivo, pois caso tivessemos a’ < 0, seguiria a > kb e, portanto,

a — kb —1 <0.Com isso, poderiamos escrever:

k=a’—-kab+b*’=a?-kab-a+a+b?=
a-(a-kb-1)+a+b*<a+b*>a>kb<b=b<l

Temos um absurdo, pois b é inteiro positivo ndo nulo.

Agora analisemos o que ocorre quando a' > 0. Nessas circunstancias,

b? -k a*-k a2 . , , ~
< < — =a.lsso nos diz que o par (a’, b) € uma solucdo da

a a
equacédo 2.1 com a’+ b <a + b. Isso contradiz a minimalidade da solugéo (a, b).

0<a' =

A contradicdo constatada acima significa que toda solucédo (a,b) com a >

b, que minimiza a soma (a + b) necessariamente s6 ocorre quando b = 0. Portanto,

também nesse caso concluimos que k € um quadrado perfeito.
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3 O METODO DO SALTO DE VIETE E A EQUACAO DE MARKOV

Em 1829, o jovem Andrei Andreevich Markov (1856 — 1922) defendeu sua
tese de mestrado académico intitulada “On Binary Quadratic Forms of Positive

Definition”, na Saint Petersburg University.

Neste capitulo, estudaremos uma equacao diofantina que desempenhou

papel auxiliar na construcéo do trabalho de Markov. A saber, a equacgéo
X2 +y2 + 72 = 3xyz, (3.1)
hoje denominada Equacéo de Markov.

Acreditamos que, o brilhantismo de Markov consiste em descrever
todas as solucbes da equacao 3.1 através de conceitos matematicos basicos, entre

0S quais, o Salto de Viéte em polinbmios quadraticos.

3.1 A Solucéo da Equacao de Markov

O objetivo deste capitulo € determinar todas as ternas de nimeros inteiros
(a, b, ¢) que sao solugcbes da equacédo de Markov. Inicialmente, devemos observar
gue a equacao 3.1 é simétrica com relacdo as variaveis X, y e z, ou seja, se a terna
ordenada (a, b, c¢) € solucdo, entdo qualquer permutacdo das coordenadas também
sera solucdo. A solucéo trivial (a, b, ¢) = (0, 0, 0) € a Unica solucédo para a qual
temos a-b-c = 0. Para todas as solugbes (a, b, c), distintas ou trivial, vale abc > 0.
Portanto, nesses casos, ou temos as trés coordenadas a, b, ¢ positivas ou duas
delas sdo negativas e a terceira € positiva. Por outro lado, é facil ver que se (a, b, c)
€ uma solucdo, entdo as ternas (-a, —b, ¢); (-a, b, —c); (a, —b, —c) também satisfazem
a equacdo. Isso nos permite concluir que, se (a, b, ¢) é uma solucdo da equacao de
Markov, entdo ([a], [b], [c]); (-[a]. —[b]. [c]); (-[a]. [b], —[c]) e ([a], —[b], —[c]). Essa
discussao nos diz que € suficiente conhecermos as solugdes inteiras positivas. Além
disso, sempre que for conveniente, podemos supor, sem perda de generalidade, que

c < b<a. Nessas condi¢bes, dizemos que a € um namero de Markov.
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Uma outra observacao importante € que (1, 1, 1) e (1, 1, 2) séo as Unicas
solucbes da equacdo de Markov que possuem duas ou mais coordenadas iguais.

Essas duas solucfes sdo ditas solucdes singulares.

De fato, se (a, b, ¢) € uma solucado inteira e positiva, entdo devido a
simetria, para determinar as solucdes que possuem pelo menos duas coordenadas

iguais, € suficiente considerar o caso em que a = b. Com essa hipétese, obtemos:
2a’ +c¢* =3a’c > a’-(3c —2)=c’ = a’|c* = a]c.

Dessa forma, temos ¢ = Aa para algum A e IV e substituindo na primeira

das equacdes acima, ficamos com;
2a’ + A’a® =3a’°1 => A-(3a-1)=2= 1|2,

Dai, 4 = 1 fornece a solucédo (a, b, ¢c) = (1, 1, 1) e 4 = 2 nos da a solucao
(a,b,c)=(1,1,2).

Agora, para usar o salto de Viete, seja (a, b, ¢) solucao inteira positiva ndo
singular da equacgéo de Markov. Assim, podemos supor, sem perda de generalidade,

qgue ¢ < b < a. Entdo o nimero a é a raiz da equacao quadratica.
X? —3bcX +b* +¢c” =0.

Dessa forma, se denotarmos por a’ a outra raiz dessa equagao, temos
que a’=3bc—aea-a =hbh%?+c?>0. Comisso, vemos que (3bc — a, b, ¢) também é
solucéo inteira positiva. Do mesmo modo, temos que b e ¢ sdo raizes das equacdes

quadraticas.
X2 —3bcY +a%? +c®>=0eZ? —3abZ +a* +b? =0,

respectivamente. Logo, vemos que (a, 3ac — b, ¢) e (a, b, 3ab — ¢) também sao

solucdes inteiras positivas da equacao de Markov.
A hipétese a > b > ¢ > 0 permite concluir que:

3abc—-c2>3abc—-b2=a2+c2>a2>ab>ac =b’'=3ac—-b>aec’'=3ab-c>a
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Isso nos diz que as solugbes (a, 3ac — b, ¢c) e (a, b, 3ab — ¢) séo

maiores que a solucéo (a, b, c).

Por outro lado, no que diz respeito a solucao (a’, b, ¢), lembremos que
a e a’sao as raizes do polindmio quadratico Pa(X) = X? — 3bcX + b? + ¢?, cujo gréfico

é a parabola indicada na figura abaixo.

Figura 1

(x)

Fonte: elaborada pelo autor

Observe pelo grafico que os pontos azuis representam as raizes distintas
a e a’, cujo ordenamento ainda nédo esta definido. Note que x € IR esta no intervalo

delimitado pelas raizes a e a’se somente se Pa(x) < 0.

Para concluir, vamos verificar que Pa(b) < 0. Com efeito,
P,(b)=b’-3-b-c-b + b+ ¢*= 2b’+ ¢*-3b’c < 3b*’- 3b’c=3b*-(1-c) < 0.

Portanto, Pa(b) < 0 e, pelo que vimos acima, isso é suficiente para
concluirmos que b esta no intervalo delimitado pelas raizes a e a’. Porém, como
b < a s6 temos uma possibilidade, qual seja: a’ < b < a. Logo, a solugéo (a’, b, c) é

menor que a solucéo (a, b, c).

Dessa forma, cada solugcéo nao singular possui duas solugdes adjacentes
maiores e apenas uma menor. Podemos representar essa informagao conforme os

diagramas a sequir:
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Figura 2
(a, b, c)
(@', b, c)«—(a, b, c)<
(a, b, )
Fonte: elaborada pelo autor
Figura 3

(

(13,5, 1) (29, 5, 2)

Y N N

.

Fonte: elaborada pelo autor

N

1)

Lembramos que uma solucdo fundamental é uma solu¢cdo que nao é
maior que nenhuma de suas soluc¢des adjacentes. Pelo que vimos acima, nenhuma
solucdo ndo singular pode ser fundamental, pois solu¢cdes ndo singulares sempre
possuem uma solucdo adjacente menor. Por outro lado, considerando as duas
solugdes singulares, vemos que (2, 1, 1) é a Unica (respeitada a condi¢cdo a >b >c)
solucdo adjacente de (1, 1, 1). Portanto, a equacdo de Markov possui uma unica
solucdo fundamental, a partir da qual todas as outras solu¢gbes sado descendentes.
O método do salto de Viete nos permite construir arvores de solugdes da equacgao

de Markov como apresentada anteriormente.

Observe que essa arvore possui dois ramos que partem da solucéo (1, 1,
2). Um desses ramos pode ser descrito por meio dos nimeros de Finonnaci e o

outro por meio dos numeros de Pell.
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3.1.1 Outras consideracdes sobre a Equacao de Markov

7

Uma generalizagdo natural para a equagdo de Markov é considerar a

equacao
X2 +y2 + 72 = kxyz, (3.2)
comk e V.
Nesse contexto, temos 0s seguintes resultados:
Proposicéo 3.1.1 Se k > 3, entdo a equacao 3.2 n&do possui solugéo.

Prova: Inicialmente, observamos que se (a, b, ¢) for uma solugéo inteira
positiva de 3.2, entdo as coordenadas a, b, ¢ sdo duas a duas distintas. De fato, do

contréario, pela simetria, poderiamos supor a = b. Nesse caso, seguiria que
c2=(kc-2)-az

Com isso, teriamos que alc. Logo ¢ = a - d, para algum d e IV. Portanto,
chegariamos a d? = kad — 2, ou ainda, d - (ka — d) = 2. Desse modo, obtemos d = 1

oud =2 e, emambos os casos, k-a=3<k. Isto é, a<1, oque contradiz o fato de

a ser um inteiro positivo.

Assim podemos admitir, sem perda de generalidade, que a > b > ¢ <1.
Além disso, podemos assumir que dentre todas as possiveis solucdes, a solucéo (a,
b, c) foi escolhida de modo que a seja 0 menor possivel. Nesse contexto, o pulo de
Viéte nos fornece uma outra solugdo (a’, b, c¢) tal que a’ e a sdo as raizes do

polinémio Pa(x) = X2 — kbcX + b2 + c2.

Portanto, a + @’ = kbc e a - a’ = b? + ¢2, 0 que nos diz que (a’, b, ¢)

também é uma solucéo inteira positiva. Por outro lado, como k > 3, temos.

Pa(b) = 2b2 + c2 — keb? < 3b2 — keb? = (3 — k) - b2 < 0.
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Dessa forma, b € o ponto interior do intervalo delimitado pelas raizes (a e
a’) do polinbmio quadréatico Pa(X). Como b < a, podemos concluir que a’ < b < a.
Portanto, produzimos uma solucéo (b, a’, ¢) ou (b, ¢, a’) cuja maior coordenada é
menor que a maior coordenada da solugéo (a, b, ¢) o que contradiz a escolha dessa

solugéo. Isso termina a demonstragéo.

Proposicéo 3.1.2 A equacéo 3.2 possui solucao se e somente se k=1 ou

Prova: pelo que ja vimos, falta analisarmos apenas os casos k=1 e k = 2.

Se (a, b, c¢) for uma solucédo inteira positiva de 3.2, com k = 1, entao
lembrando que para todo a € MV, temos que a2 =0 (mod 3) ou a2 =1 (mod 3), segue
que se (a, b, ¢) for uma solucéo de 3.2, isto é, a2 + b2 + ¢2 = abc, vemos que 3|abc.
De fato, se 3 yabc, entdo 3 ya, 3 yb e 3 yc. Logo a2 =1 (mod 3), b2 =21 (mod 3) e
a2 ~1 (mod 3), de onde seguiria que 3-(a2 + b2 + c¢?) = abc, que é uma contradi¢ao.
Assim 3Jabc, o que implica novamente por conta da igualdade a2 + b2 + ¢2 = abc,
que 3|a, 3|b e 3|c. Portanto, a = 3a1, b = 3b; e ¢ = 3c1, 0 que nos permite concluir
que (ai, bi, c1) € solucdo da equacdo de Markov 3.1. Também € claro que se (x, Y, 2)

é solucéo de 3.1, entdo (3x, 3y, 3z) € solucado de 3.2, com k = 1.

X2 +y? + 72 = 3xyz = (3X)? + (3y)? + (32)%2 = 9(x? + y? + z2) = 27xyz = (3X) - (3y) * (32).

Logo, o conjunto da solucdo de 3.2, com k = 1, é obtido do conjunto

solucéo de 3.1 multiplicando cada solucao pelo escalar 3.

Se (a, b, ¢) é uma solucao inteira positiva de 3.2, com k = 2, vemos que a
2| (a? + b? + ¢?) = 2abc. Portanto, pelo menos uma das coordenadas a, b, ¢ é par e
como consequéncia segue que 4 | 2abc = a2 + b2 + ¢2. Agora, lembrando que para
todo a € Wtemos que a2 =0 (mod 4) ou a2 =1 (mod 4), segue que para que ocorra
4|( a2 + b2 + c?) é necessario que cada uma das coordenadas a, b, ¢ seja par. Assim
a = 2ai1, b = 2b1 e ¢ = 2c1, 0 que nos permite concluir que (a1, b1, c1) é solucéo da
equacado 3.2, com k = 4, mas j& provamos que para k > 3 tal equacdo ndo possui

solucéo. Portanto, para k = 2 também n&o ha solucéo.
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4 AEQUACAO x2—kxy +y2+ & =0

Fixando um inteiro positivo 7 € IV, o autor Li Feng (2013) se propos a
estudar para quais valores k € IV a equacgéo x? — kxy + y2 + /& = 0 possui infinitas

positivas. Como resultado, obteve que para cada / existente apenas uma quantidade

finita de valores de k satisfazendo tal condicdo. Em, “On the Diophantine Equation

x2 — kxy + y2 + / = 0” Hu; Lee (2013), os autores introduziram a notacdo K(/) para

denotar o subconjunto de MV constituido por tais valores de k e estabeleceram

condi¢cbes para que k € K(4). Em Solutions of some quadric Diophantine Equations,

Keskin (2010), foi provado que para /< 0 vale que K(4) = IV. Para chegar a essas

conclusdes, foram usados da teoria das equacdes de Pell, desenvolvimentos de
namero irracional em fracdes continuas e resultado sobre unidades em anéis de
inteiros quadraticos. No que segue, mostraremos como obter esses e outros

resultados mais gerais usando o método do salto de Viéete.

410caso >0

Observe inicialmente que se (a, b) for uma solucéo inteira positiva da

equacdo em tela, temos que a € raiz de x?> — (kb — 4)-x + b? = 0. Portanto, a outra raiz
a’ satisfaz as condicbes a’ = kb — /e a - a’ = b%. Em particular, temos que a’ é inteiro
positivo e /< kb —a. Do mesmo modo, b é raiz de y?> — kay + a? + a/= 0. Dai, a outra
raiz b’ satisfaz as condicbes b’=ka—-beb-b’'=a(a+ 4. Assim, (a’, b) e (a, b)
também séo solucdes inteiras positivas da equacao em analise.

Destacamos, que se Aa indica o discriminante da equacao auxiliar

y? —kay + a® + a/= 0, entdo

(ka —2b)? = (b’—b)? = Aa = (ka)? — 4-(a%? + a/) = (k> — 4)-a? - 4a/ >0,
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2

Issojanosdizque k>3 e /< a. Além disso, temos:

k?-4

/< aeb =boka=2b (3.1)

Do modo andlogo, se Aa indica o discriminante x> — (kb — ) x + b2 = 0,

entdo vale que

(kb — 7—2a)? = (a’— a)? = A» = (kb — )? — (2b)>.
/=(k-2)be=a=as=s/=kb-2a sb=a.

O seguinte resultado nos da informacdes sobre as solucdes inteiras

positivas e caracteriza as solu¢des fundamentais.

Proposicdo 4.1.1 Se x?> — kxy + y2 + /& = 0 possui uma solucdo inteira

positiva, entdo possui infinitas. Além disso, se (a, b) € uma solu¢cédo fundamental da

equacdo, entdoa <be a-(a+ 4 >b2

Prova: Analisaremos separadamente os trés casosa=b;a>bea<b.

Para a = b, substituindo na equacgéo os trés casos, obtemos (k — 2).a ="
Em particular, temos (k — 2) € um divisor de /e temos uma quantidade finita de
possibilidades para k.

Reciprocamente, se (k — 2) for um divisor de / entdo existe q  WNtal que
/= (k — 2)q e, nesse caso, (a, b) = (g, g) é uma solucdo da nossa equacao

diofantina. As construgdes acima aplicadas a esta solugéo fornecem:

(@, b)=(q,q)e(a b)=(q, (k- 1)q).
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Note que a solucdo (a, b)) € maior que a solugdo (a,b), pois k > 3. Além

disso, (q, q) € solucao fundamental.

No caso a > b, temos

a=-2b<pen :9-(a+/)>a
a b
Portanto, as novas solugdes tais que (a’, b) € menor que (a, b) enquanto
que (a, b’) é maior que (a, b). Em particular, nenhuma solucdo (a, b) coma > b é

fundamental.

Por fim, se ocorrer a < b, teremos

a':E-b>beb'=a(a+/j.
a b

Nesse caso, temos (a’, b) € uma solucdo maior que (a, b). Por outro lado,

a solucéo (a, b’) serd menor que (a, b) se somente se a-(@a + 4 < b% Em outras

palavras, para que uma solucao (a, b) com a < b seja fundamental, € necessario e

suficiente que a-(a + /) >b>.

Resumidamente, a discussdo acima nos permite concluir que cada
solucdo sempre admite uma solugdo maior e, portanto, a existéncia de uma solucao
implica na existéncia de infinitas. Além disso, uma solu¢éo (a, b), com a > b, sempre

admite uma solugdo menor e caso tenhamos a < b, tal solugdo menor existira desde

que ocorra a-(a + 4 < b? Em outas palavras, temos dois tipos de soluces

fundamentais: as que séo do tipo “a = b”, que diremos fundamental trivial (s6 ocorre

quando (k — 2) divide ¢) e as soluc¢bes do tipo “a < b <b”, ditas nédo triviais.

Observacao 4.1.1 Uma solugéo fundamental n&o trivial pode ter duas ou
somente uma solucao adjacente, conforme tenhamos b’ > b ou b’ = b. Na proposicéo
4.1.2, veremos que solucdes fundamentais com b’ = b sG ocorrem em casos muito
especificos. Assim, em geral, uma solucdo fundamental nédo trivial possui duas

solugbes adjacentes.
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4.1.1 A Finitude do Conjunto K(4)

Ja sabemos que a presenca de uma solucdo fundamental trivial implica na

finitude do conjunto de valores possiveis para o parametro k, pois nesse caso (k — 2)

é divisor de /. Em particular, k < 7+ 2. Verifiquemos o que ocorre quando existe

solugéo fundamental nao trivial.

Com efeito, sendo (a, b) uma solucdo fundamental nao trivial, temos que

b>a >1eb?-a? <a/ Dai, seguem as desigualdades

(k—2)ab=(b-a)’+as/=a’/+b?>-a?-2a(b-a) <2a/-2a:(b-a)

—(k=-2)-2<(k-2)b <2:(/-(b-a) <2:(/-1) =k </+1 (3.2

Assim, nos casos em que a nossa equacdo diofantina possui alguma

solucéo fundamental nao trivial, obtemos:

3<k</+1.

Essa cota superior que obtivemos é muito melhor que aquelas obtidas por

Li Feng (2013) e por Hu; Lee (2013). Além disso, tal cota é a melhor possivel. De

fato, a referida cota é atingida se e somente se /= 3. Com efeito, /= 3 temos que a
equacdo x> — 4xy + y? + 3x = 0 admite a solucdo (a, b) = (1, 2), que satisfaz a
condicdo a? < b? <a-(a + 4 e, nesse caso, k = 4 = /+ 1. Reciprocamente, para que
tenhamos k = /7 + 1 devem valer as igualdades em (4.2), o que equivale a
b=2b-a=1e /=Db?- a2 Portanto, /= 3. Em particular, vemos que, para 7> 3, a
equacédo x2 — (/+ 1)-xy + y2 + / = 0 ndo possui solucdes inteiras positivas, pois, pelo

gue acabamos de mostrar, essa equagao ndo possui solugao fundamental n&o trivial

e certamente também n&o possui solugdo fundamental de primeira espécie ja que,

em tal hipétese, /— 1 seria divisor de 7 0 que s6 ocorre para /= 2.
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Ocaso /=1

Como a existéncia de solucdo fundamental nédo trivial impde a limitacdo
“k < 7+ 17, concluimos que, caso /=1, a equacgdo x> — kxy + y? + x = 0 ndo possui
solugdes minimais de referida natureza. De fato, como vimos, se existir solugéo,

temos k >3 e, por outro lado, a existéncia de solugdo fundamental ndo trivial imporia

a condicdo k < 2. Desse modo, se existir solucdo, entdo teremos solucdo

fundamental de primeira espécie e, assim, (k — 2) deve ser divisor de /= 1. Logo

k = 3. Portanto, para /= 1, nossa equacao possui solucdo se e somente se k = 3.

Além disso, todas as solucdes sdo descendentes da Unica solucdo fundamental
1, 1).

4.1.2 Sobre a Finitude do Numero de Solu¢des Fundamentais

Como vimos, toda solucdo da equacédo x> — kxy + y? + /4 = 0 é obtida

como descendente, via o salto de Viete, de uma solucdo fundamental. Esse fato
motiva o estudo do conjunto de solu¢gdes fundamentais da referida equacdo. Nesse
contexto, consideraremos inicialmente as indagacfes sobre a finitude e a nao

vacuidade dessa familia de solucdes.

No que diz respeito as solugBes fundamentais triviais (aquelas em que

X =), ja sabemos que so ocorrem quando (k — 2) divide ¢ e, nesse caso, temos uma

unica solugéo da referida natureza, a saber, (—k ‘ > ¢ 2}

Por outro lado, quanto as soluc¢des fundamentais néo triviais, ainda néo
sabemos muito. Para caminhar nessa dire¢ao, introduzimos o conceito de solucgéo

propria, conforme a definicdo a seguir. Diremos que uma solucdo inteira positiva

(a, b) da equagédo x> — kxy + y2 + /& = 0 é uma solucédo prépria, se mdc (a, b, /) = 1.

Caso contrério, diremos que (a - b) é uma solugdo impropria.
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Dada uma solucéo (a, b), como mdc (a, b, 4, podemos escrever a = d-ay;

b=db; e 7/=d-4, onde ai, by e 1 sdo inteiros positivos. Com isso, vemos facilmente

que (a1, b1) é solugdo imprépria para a equacdo x?> — kxy + y? + ix = 0. Em outros
termos, cada solucdo impropria corresponde a uma solucdo propria da equacéo

associada a algum divisor ) de /. Reciprocamente, cada solugdo dessa ultima

equacao produz uma solucdo impropria da equacgédo original. Essa correspondéncia
preserva ordem. Desse modo, as solu¢gbes fundamentais impréprias da equacao

x? — kxy + y?2 + /& = 0 séo obtidas a partir das solucdes préprias fundamentais das

equacdes x% — kxy + y2 + 2x = 0, como ), variando no conjunto dos divisores de /.

Observamos que, na presenca da relacdo & —kab, +b? — Aa =0,
temos a condicdo mdc (a1, b1y, 1) = 1 equivalente a mdc (a;, 1) = 1 e também
equivalente a mdc (b1, 2) = 1. Por outro lado, tomando ¢ = mdc (a1, b1) e
escrevendo a1 = gy e b1 = gf, segue que mdc (y g) = 1 e, portanto, mdc (5, /) = 1.

Além disso, substituindo na equacao, obtemos:
Pof =K pp+ o+ Aya=0.

Logo, aliy € como glai e a1 € relativamente primo com 1, segue que

a divide . Dai, fazendo y= gy, vemos que

P—kyp+ f+an=0,
de onde segue j divide f* e, entdo, y divide mdc (5 %) = 1. Dessa forma,
concluimos que ;1 = 1 e, consequentemente, y = ¢ € (a, b) = (d-az, db1) =
(d-¢2, d-gp), onde ¢ e B sdo tais que

Zp—Kap+ [F+ 2=0.

Portanto, as solucdes de x? — kxy + y? + ix = 0 estdo em correspondéncia

biunivoca com as solugées (¢, ), com ¢ < g, de x> —kxy +y? + 3 = 0.
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Agora, supondo que (a, b) seja uma solugdo fundamental nédo trivial da

equacdo x? — kxy + y? + & = 0, segue que (a1, b1) = (¢, of) é uma solucdo prépria
fundamental ndo trivial de x> — kxy + y?> + ,ix = 0. Assim, temos que

0<b’—-a’>aAl,ouseja,0< f° —a’ <A E as desigualdades (4.2) se reescrevem

na forma:

(k=2)af <2:(1-1).

De onde obtemos:

aéi_leﬂSZ-ili.
k-2 k-2

Isso mostra que, para cada divisor proprio 1 de 4 o niamero de solugbes
proprias fundamentais ndo triviais da equacdo x> — kxy + y? + ix = 0 é finito.
Portanto, para /fixado o nimero de solu¢des fundamentais de x> — kxy + y> + A =0

também é finito.

Proposicdo 4.1.2 A equagdo x> — kxy + y? + /& = 0 possui solugdo

fundamental nédo trivial (a, b) com apenas uma solucao adjacente (isto €, b’=b) se e

2
k™ -4 divide 7

somente se k é impar e k? — 4 divide Zou k é par e

Prova: (a, b) € uma solucédo fundamental néo trivial de x? — kxy + y? + / =
0, com mdc (a, b, /) = d, entdo vimos (a, b) = (d¢? ,dap), onde ¢, S séo inteiros

relativamente primos. Dessa forma, por (4.1), segue b = b’ se e somente se kg = 24.
Dai, como mdc (o, p) = 1, vemos que o = 1 ou ¢ = 2. Além disso, também por (4.1),

k? — 4

temos que b = b’ se e somente se / = -a. Assim, se ¢ = 1 é par e

k* -4

/= -d ese ¢g=2, kéimpare /= (k?-4)-d.
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Reciprocamente, se k é impar e (k? — 4) divide 7 entdo tomando d € WNtal
que /= (k?> — 4)-d, vemos que (4d, 2kd) é solucédo fundamental néo trivial. Do mesmo

k? —4
4

k? -4

modo, se k é par e [ ] divide / entdo d € WNtal que /= [ j.d , Vemos

k .
que (d,E-d] € solucdo fundamental ndo trivial. Em ambos os casos, b’ = b. A

equacdo x> — kxy + y> + & = 0 possui solucdo prépria fundamental (a, b) com

apenas uma solucdo adjacente (isto €, b’ = b) se e somente se

2
/e{k+2,k2—4,k 4‘4}.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

O estudo da algebra mostrou aos matematicos ndo apenas um novo
campo de estudos formal na manipulacdo de equacdes, operacdes, polindbmios e
estruturas algébricas mas também para a humanidade um motor, uma espécie de
enzima, capaz de acelerar o processo de sua evolucdo. Nesse contexto, o francés
Francois Viéte elevou a algebra a uma maior importancia quando iniciou a utilizacéo
de cartas para representar quantidades, sendo essas conhecidas ou nao,
conseguindo, dessa forma, facilitar manipulacdo, entendimento e consequente
desenvolvimento de férmulas e equacdes. Para Viete, a matematica ndo se resume
a numeros, e sim envolve letras e toda capacidade que o ser humano conseguir
expressar. Iniciando pela Algebra de Francois Viete, passando pelas Equacgdes
Diofantinas e ainda pela utilizacdo dos métodos de resolucdo de problemas
conhecidos como “descida infinita de Fermat” e “Pulo de Viéte”, o presente trabalho
tem o intuito especial de mostrar a professores de Ensino Médio, aos estudantes
olimpicos, bem como aos futuros professores, hoje alunos da licenciatura em
matematica, o qudo importante € o estudo da algebra e o quanto ndo se trata
apenas de equacdes, polindmios, produtos notaveis e férmulas decoradas. O estudo
diverge um pouco da forma com a qual é abordado o tratamento da algebra nas
séries de ensino basico (ensino fundamental e médio), dando ao leitor a
oportunidade de visualizar a algebra como um tema encantador, envolvendo muita
inspiragdo, ideias e métodos surpreendentes. De modo muito subliminar, incita
professores e alunos a busca de mais leituras no campo da histéria da matematica,
deixando ainda aberta a porta para o fantastico mundo das competicbes

matematicas.

O trabalho se caracteriza por apresentar um método denominado Pulo de
Viete como ferramenta para o estudo de algumas equacdes diofantinas nao lineares,
tendo sido necessaria uma breve retrospectiva entre 0s principais matematicos que
contribuiram para o desenvolvimento da algebra e também uma inser¢cdo no mundo
das olimpiadas de matematica por meio do problema 6 da Olimpiada Internacional
de Matematica (IMO) 1988. A equacdo de Markov e o estudo de outras equacdes

diofantinas quadraticas mostram outras aplicacdes do método.
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Espero ter contribuido para que professores do ensino basico insiram no
trabalho com a algebra, em seus diferentes niveis, problemas intrigantes, de forma
ludica, evitando que esse tema seja visto pelos alunos apenas como uma espécie de
forma na qual substituimos valores em férmulas ou resultados notaveis previamente
trabalhados. E claro que, em muitos casos, a repeticido e a continuidade na
aplicacdo de exercicios tornara os alunos mais intimos dessas regras, porém o
trabalho n&o pode resumir-se a apenas esse fator; a ludicidade na introducéo e a
inclusdo de ideias como “descida infinita de Fermat” e “Salto de Viéte” durante o
processo de ensino e aprendizagem podem e devem ser utilizadas respeitando as
diferencas entre os niveis. Busco, dessa forma, atingir um dos grandes, sendo o
maior, dos objetivos do Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional —

PROFMAT, a exceléncia no ensino da matematica no Brasil.

A trajetdria até a conclusdo do trabalho trouxe enriquecimento a minha
formacdo académica e uma melhor compreensdo da importancia da historia da
matematica no processo de ensino-aprendizagem. Dar vida aos matematicos e suas
obras tornou os momentos das aulas mais ricos e alunos mais atentos, curiosos em
conhecer mais sobre os processos criativos dos matematicos, da construcdo de
férmulas e de historias olimpicas. Espera-se que esse trabalho sirva como fonte de
apoio ou pesquisa a futuros profissionais da educacédo. Concluo na certeza de que
entrego um material para pessoas que pretendem conhecer e se encantar pela

algebra e pelo Pulo de Viéete.
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