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Resumo

Neste trabalho apresentaremos um modelo matemaético que descreve a dinamica temporal
da infec¢ao do SARS-CoV-2 em seres humanos. WANG et al. (2020) elaboram um modelo
matematico para a infecdo do SARS-CoV-2, onde as células-alvo s@o os pneumdcitos tipo
2 (alvo principal) e os linfécitos (alvo secunddrio). Em nosso modelo acrescentamos uma
nova varidvel, a Interleucina 6 (IL-6) que € uma citocina pré-inflamatéria e desempenha um
papel fundamental na evolugdo da resposta imune inflamatoria, a “tempestade de citocinas”,
que causa a Sindrome do Desconforto Respiratorio Agudo (SDRA) e estd associado a um
quadro clinico grave da COVID-19. A modelagem do problema € através de um sistema
de equagdes diferenciais ordindrias de primeira ordem nao-lineares, que € resolvido nume-
ricamente como um problema do valor inicial. Para a obtencdo dos parametros envolvidos
no modelo, usamos as informacdes da carga viral do trato respiratdrio inferior de pacientes
que adquiriram a COVID-19 na Alemanha (WANG et al. (2020) e as que estdo disponiveis
em outras literaturas. Observa-se que a solu¢do numérica do modelo matematico condiz,
em grande parte, com os dados clinicos disponiveis de alguns pacientes. A importancia de
compreender esses mecanismos de acao do virus, bem como a a¢ao do sistema imunolégico,
nos tras evidéncias de como desenvolver estratégias de tratamento para combater a doenga
COVID-19.

Palavras-chave: SARS-CoV-2, Tempestade de Citocinas, Biomatematica, Solu¢do Numé-
rica, Dinamica da Infec¢do Viral.






Abstract

In this work we will present a mathematical model that describes the temporal dynamics
of SARS-CoV-2 infection in humans. WANG et al. (2020) elaborate a mathematical model
for SARS-CoV-2 infection, where the target cells are type 2 pneumocytes (primary target)
and lymphocytes (secondary target). In our model we added a new variable, Interleukin 6
(IL-6), which is a pro-inflammatory cytokine and plays a key role in the evolution of the
inflammatory immune response, the “cytokine storm”, which causes the Discomfort Syn-
drome. Acute Respiratory Syndrome (ARDS) and is associated with a severe clinical picture
of COVID-19. The problem is modeled through a system of nonlinear first order ordinary
differential equations, which is numerically solved as an initial value problem. To obtain the
parameters involved in the model, we used information on the viral load of the lower respi-
ratory tract of patients who acquired COVID-19 in Germany (WANG et al. (2020) and those
available in other literature. It is observed that the numerical solution of the mathematical
model largely matches the clinical data available from some patients. The importance of
understanding these mechanisms of action of the virus, as well as the action of the immune
system, brings us evidence of how to develop treatment strategies to combat the disease
COVID-19.

Keywords: SARS-CoV-2, Cytokine Storm, Biomathematics, Numerical Solution, Dyna-
mics of Viral Infection.
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1 Introducao

Em meados de Marco de 2020 foi decretado pela Organizacdo Mundial da Saide (OMS)
que o mundo estava em meio a uma pandemia originada por uma doenga infecciosa causada
pelo virus SARS-CoV-2 e ficou popularmente conhecida como COVID-19. E uma infecgio
respiratoria aguda e tem como principais sintomas febre, cansacgo e tosse seca.

E de conhecimento geral que a pandemia global de COVID-19 causou certo impacto nio
somente na economia, mas principalmente no campo da satide em todo o mundo. O estudo
da dinamica temporal de doencgas infecciosas, por meio de modelos matematicos, tem sido
uma ferramenta importante para entender os processos epidemiolégicos e 0 comportamento
viral.

As infecc¢des virais respiratdrias sdo um problema sério de satde publica, desde cepas
leves da influenza até a pandemia de SARS-CoV-2. Uma compreensdo mais profunda dos
mecanismos envolvidos na iniciag¢do, proliferacdo e reducdo da resposta inflamatéria € a
chave para entender as razdes pelas quais algumas infeccdes podem se tornar letais (SEGO
et al., 2021).

Andlises tecnoldgicas fornecem informacdes sobre a transmissdo, controle e dissemina-
¢ao da COVID-19. Dessa forma, a modelagem epidemioldgica e a estatistica trazem infor-
macoes sobre a dindmica de transmissado e controle da doenca. Foram desenvolvidos modelos
de dindmica viral que s@o usados para prever a resposta do SARS-CoV-2 a drogas antivirais
e assim desenvolver estratégias de tratamento da doenga (VOUTOURI et al., 2021).

E interessante notar que alguns tedricos e cientistas foram fundamentais em estudos so-
bre a questdo da virologia, discorrendo e expondo sua visao sobre o virus, bem como sua
influéncia. Pode-se dizer que tais autores foram pioneiros em relacdo a esse tipo de estudo,
ou seja, tiveram uma ideia nova, que se antecipa na ado¢@o de novas regras. Estes foram
essenciais para a constru¢do de novos horizontes a respeito do estudo sobre o virus.

Um dos pioneiros no estudo da virologia podemos, por exemplo, elencar a Adolf Meyer
que expos a questdo decorrendo ao virus do Mosaico do Tabaco, descoberto em 1876, que é
um virus que infecta as plantas, especialmente o tabaco e outros membros da familia. Com
isso Adolf Meyer descobriu que o virus Mosaico do Tabaco era contagioso. Em 1898 os
cientistas Loefer e Frosch foram responsdveis por estudar o virus da Febre Aftosa, que é
doenca contagiosa que afeta os animais. Em 1901 outro pioneiro no estudo da virologia teve
grande destaque, sendo ele Walter Reed, discorrendo e estudando sobre a Febre Amarela.
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20 Introdugao

Através do estudo da virologia consta-se como podem agir 0s microrganismos respon-
sdveis por causar inimeras doencas. E pelo estudo da virologia que descobriu-se que as
células que contem virus tem por necessidade um hospedeiro para realizar suas atividades
metabdlicas no organismo humano, como a sintese proteica e a reproducao.

Os virus sdo constituidos por material genético DNA ou RNA, que contém toda a infor-
macdo necessdria para a formacdo de novos virus. O coronavirus € constituido por RNA.
Ao entrarem na célula, sdo produzidas particulas virais que sdo liberadas e infectam células
sas, iniciando assim um novo ciclo reprodutivo. No desenrolar da infec¢do o aparecimento
de sintomas depende de varios fatores, como a capacidade de resposta a invasdo. Com isso,
o potencial de transmissdo do coronavirus estd associado a baixa viruléncia viral, ou seja,
devido ao fato de ndo serem muito letais e de causarem infec¢des sem sintomas.

Ao entrar no organismo, o virus se liga a receptores distribuidos pelo corpo. Neste es-
tudo, assumimos que o virus atinge o trato respiratdrio inferior, o pulmao. Nos pulmdes ele
infecta as células alveolares e a partir dai ele comeca a se multiplicar. Nos alvéolos pulmona-
res existem alguns tipos de células, as principais sd@o os pneumocitos tipo I e os pneumdcitos
tipo II. O do interesse do presente trabalho os pneumdocitos tipo II, que mantem os alvéolos
na forma esférica e se infectados tendem a se fechar. O sistema imunoldgico desempenha
um papel importante no desenrolar da doenca. Ele € responsdvel por combater esses mi-
crorganismos invasores. E pelo sistema imunoldgico que o organismo tem a oportunidade
de se defender através de barreiras para enfrentar virus ou bactéria, por meio da ativagdo de
linfocitos.

Desde o surgimento do surto de COVID-19, alguns trabalhos cientificos foram publica-
dos com o objetivo de analisar a dinamica viral da infec¢ao por SARS-CoV-2. Alguns tra-
balhos trabalhos, sobre esse assunto, refere-se a Dindmica in silico de fen6tipos COVID-19
para otimizar o manejo clinico (VOUTOURI ez al., 2021), Modelagem da Dinamica Viral da
Infec¢@o por SARS-CoV-2 (WANG et al., 2020) e Um Modelo Espago-temporal Multicelu-
lar Multiescala de Infec¢@o por Influenza Local e Resposta Imunolégica (SEGO et al., 2021).

Neste trabalho, resolveremos numericamente (usando o software Mathematica) o pro-
blema do valor inicial (PVI), que modela o problema da dindmica viral temporal da infec-
¢do por SARS-CoV-2 de um paciente que apresenta um quadro clinico grave ou critico da
COVID-19. O PVI consiste em um sistema de Equacdes Diferenciais Ordindrias de primeira
ordem ndo-lineares. Perfis da carga viral serdo apresentados e analisados desde o inicio dos
sintomas da doencga até os 40 dias seguintes.



2 Resultados Basicos de Virologia

Neste capitulo discutiremos os aspectos mais importantes de um virus, especialmente, a
fisiopatologia associada a doenga causada pelo virus. Tentaremos entender como acontecem
as complicagdes e quais sao elas.

2.1 Morfologia Viral

Os virus sdo parasitas intracelulares obrigatdrios, ou seja, dependem de células hospedei-
ras para se replicar. E composto por um capsideo de proteinas, dentro do qual fica o material
genético viral. Em sua composicao podemos observar os dcidos nucleicos, que podem ser
do tipo acido desoxirribonucleico (DNA) ou 4cido ribonucleico (RNA). Alguns virus podem
possuir uma outra membrana, que € chamada de envelope. Essa membrana possui enzimas
que facilitam a replicacdo viral dentro das células. O conjunto de 4cidos nucleicos de um
virus é chamado de genoma. Na Figura 2.1 apresentamos a estrutura de um virus.

Figura 2.1: Estrutura Viral.

Acido
Nucléico

Capsideo

Nucleocapsideo —

Envelope

Virus envelopado

Fonte: UFRGS, 2020.

Uma vez dentro das células hospedeiras, ocorrerd o processo de replicagdo viral, que € a
duplicacdo do material genético e a sintese de proteinas. Apds a infecgdo viral, cada célula
infectada pode produzir novas particulas virais.
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22 Resultados Bdsicos de Virologia

2.2 A COVID-19

Segundo a CONASS (2021), a COVID-19 € uma doencga causada pelo coronavirus, de-
nominado SARS-CoV-2, que apresenta um espectro clinico que varia de infeccdes assinto-
maticas a quadros graves.

2.2.1 Fisiopatologia da COVID-19

Os coronavirus sdo particulas virais de formato esférico, com tamanho médio de 80 a
160 nandémetros. O virus possuiu um nucleo constituido por moléculas de RNA e proteina
N. As paredes que envolvem seu material genético sdo a capa lipidica, Proteina E, Proteina
M e a principal delas, a Proteina S, também conhecida como proteina “Spike” (espiculas).
Segundo BORGES et al. (2020, p. 8), “Os trimeros de proteina S dos coronavirus formam
espiculas na superficie do virus, conferindo-lhes aparéncia de coroa quando observados em
microscopio eletronico, o que deu origem ao nome coronavirus”. Veja na Figura 2.2 uma
respresentacdo esquematica deste coronavirus.

Figura 2.2: Representagdo esquemaética do SARS-CoV-2.
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Proteina N +
Fonte: Adaptado de [14].

e genoma de RNA

O virus SARS-CoV-2 infecta as mucosas do sistema respiratério. As mucosas se referem
ao tecido epitelial e ao tecido conjuntivo, que revestem uma cavidade imida. Sobre as muco-
sas, podemos destacar que essas membranas revestem os tecidos do sistema respiratorio. As
membranas mucosas tém uma fina camada de epiderme e uma camada de tecido conjuntivo.
As células da camada epitelial bloqueiam a entrada dos microrganismos e secretam muco. O
muco forma uma camada protetora sobre as células da epiderme, que impede o ressecamento
e a rachadura dessa membrana mucosa (BLACK et al., 2021).

O tecido epitelial possui células justapostas, unidas por pequena quantidade de material
cimentante. O tecido conjuntivo € composto por células e tem como suas principais fungdes
dar suporte estrutural, transportar gases e nutrientes, espalhar células de defesa pelo corpo e
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armazenar gordura.

O sistema respiratério € formado pelo trato respiratdrio superior (nariz, faringe, laringe,
traqueia e bronquios) e pelo trato respiratério inferior (pulmdes). Todo o sistema € revestido
por tecido epitelial (BLACK et al., 2021).

Quando falamos em mucosas do sistema respiratério, estamos falando de todo tecido que
reveste internamente o sistema respiratorio. Desde a regido do trato nasal, até os bronquios,
bronquiolos e alvéolos pulmonares. As células que revestem essa cavidade, sao células que
permitem a entrada do virus, culminando em uma dificuldade respiratoria.

Os alvéolos pulmonares sdo revestidos pelas mucosas do tecido epitelial e do tecido con-
juntivo. Nos alvéolos pulmonares, ocorrem as trocas gasosas. Os alvéolos sdo envolvidos
por células epiteliais, chamadas de pneumdcito tipo I e pneumdcito tipo 1.

Os pneumdcitos tipo I sdo células finas que permitem que a troca gasosa ocorra e sao
responsaveis por revestir a superficie alveolar com a menor espessura possivel. Os pneu-
mocitos tipo II t€ém funcdes de reparar o epitélio alveolar quando as células pavimentosas
sdo lesionadas e secretar o liquido surfactante, que tem como objetivo diminuir a tensio
superficial dos alvéolos para evitar que os alvéolos se fechem. Segundo LOPES (2010, p. 9)
“Em condicdes de agregacdo ao epitélio alveolar, ocorre uma transdiferenciacao celular de
pneumdcitos II para I, com prejuizo da produgdo do surfactante e, consequentemente, risco
de instabilidade mecanica dos alvéolos™.

Os pneumdcitos tipo I e tipo II produzem uma enzima que € chamada de ECA-2 (Enzima
Conversora da Angiotensina 2). E uma enzima de grande importincia, pois ela influencia di-
retamente na producao do edema pulmonar. A presenga dessa enzima € um passo importante
para a entrada do virus nas células. De acordo com AGONDI et al. (2020, p. 139), “a enzima
conversora da angiotensina 2 (ECA-2) funciona como um receptor para os coronavirus. A
ligacdo ao receptor ECA-2 requer uma unidade de superficie viral denominada proteina S
(S-spike)”.

Alguns trabalhos que descrevem a ECA-2 sugerem que ela estd presente em vdrias cé-
lulas do sistema respiratério € em 6rgdos como coragdo, intestino delgado, rins e pulmao.
Essa enzima estd concentrada nos pulmdes e a principal célula que descreve a ECA-2, nos
alvéolos pulmonares, sdo os pneumdcitos tipo II.

A replicagdo viral (veja Figura 2.3) ocorre quando o virus entra pelas vias aéreas e atinge
os alvéolos pulmonares. E, através da proteina S, vai se ligar a ECA-2. Ao entrar no interior
dessas células, o virus comeca se replicar e causa um estresse nas células. Esse estresse faz
com que os pneumdcitos tipo II liberem citocinas pré-inflamatdrias. Nesse momento as cé-
lulas de defesa sdo recrutadas para os alvéolos.

O sistema imunolégico € responsavel por combater os microrganismos invasores. O in-
tervalo de tempo que o sistema imunoldgico precisa para produzir anticorpos especificos
para destruir um virus, a partir da infe¢dao do individuo, é chamado de janela de soroconver-
sdo. A soroconversao ¢ o termo utilizado para indicar que o organismo produziu anticorpos
em resposta a um antigeno de um virus (SARS-CoV-2, HIV, etc). O termo usado sem so-
roconversdo se refere quando o individuo € infectado, porém seu sistema imunoldgico ndo
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Figura 2.3: Replicacao Viral.
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Fonte: INTAV - Instituto Nacional de Investigagdo Agréria e Veterindria, I.P. Dezembro de
2020.
https://projects.iniav.pt/CORONAVIRUS/media/attachments/2021/
11/20/coronavrus_pt2.pdf

produz anticorpos para combater esse virus. A resposta imunoldgica pode ser classificada
em inata e adaptativa.

As principais células da imunidade inata sdo os macréfagos, neutréfilos e células Natural
Killer (NK). Inicialmente, essas sdo as células que sdo recrutadas para o local da infeccao.
As células NK tem a fun¢do de destruir as células infectadas na tentativa de eliminar o virus.
Os macréfagos liberam citocinas pro-inflamatérias, como a Interleucina 1 (IL-1), Interleu-
cina 6 (IL-6), o Fator de Necrose Tumoral-alfa (TNF-«) e as quimiocinas. Essas citocinas
vao promover o recrutamento de mais células de defesa (CRUVINEL et al., 2010).

Dados sugerem que a Interleucina 6 desempenha um papel importante na resposta infla-
matoria exacerbada nos paciente com COVID-19. Estudos mostraram que pacientes graves
tinham niveis elevados dessas citocinas. Os niveis de IL-6 e IL-10 foram maiores nos pa-
cientes graves, quando comparado com os niveis encontrados em pacientes com COVID-19
leve e moderada.

Quando os patégenos conseguem passar pela barreira do sistema imune inato, o sistema
adaptativo deve ser ativado. Para que isto aconteca, as células apresentadoras de antige-
nos (principalmente, células dendriticas e macréfagos) levam o peptideo (um fragmento do
virus), através da molécula Complexo Principal de Histocompatibilidade (MHC) para apre-
sentacdo aos linfécitos T. Dessa forma, e com ajuda de algumas citocinas, os linfécitos T
e, logo, os linfécitos B, se ativardo. Entdo, passam a produzirem células efetoras e células
de memoria. Os linfécitos T, sdo de dois tipos: células T CD8+ e T CD4+. Os primeiros,
sdao verdadeiros aniquiladores, [12], e os, segundos, verdadeiras maquinas de produgdo de
citocinas (Interleucinas, Interferons e Fatores). Os linf6citos B produzem anticorpos e criam
memoria imunolégica. Esses anticorpos (imunoglobulinas) sdo: IgG, IgA, IgD, IgE e IgM.

Se as células de defesa conseguirem neutralizar o virus de forma rapida, ndo havera mais
liberacdo de citocinas, a quantidade de células de defesa que chegam nos alvéolos pulmo-
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nares diminuem. Nessa situacdo, o paciente com COVID-19 tem um quadro de pneumonia
leve.

Existem mecanismos reguladores que limitam a producdo de citocinas e de células de
defesa. Quando esse mecanismo nao € ativado, as células de defesa e as citocinas sdo pro-
duzidas desordenadamente. Os linfocitos liberam Interferon-alfa (IFN-«), que promovem
o recrutamento de mais macréfagos. Os macrofagos liberam mais citocinas, € os linfécitos
produzem mais IFN-«. Essa hiperinflamacao causa uma lesdo severa nos alvéolos pulmo-
nares € nos capilares sanguineos. Essa descarga de citocinas é chamada de “Tempestade de
Citocinas”. O quadro clinico do paciente é considerado grave (NAPOLEAO et al., 2021).

Tanto as células ndo infectadas quanto as células infectadas sofrem lesdes, pela presenca
das células de defesa e das citocinas. Os capilares pulmonares, que estdo préximos aos al-
véolos pulmonares, também sofrem lesdes. Essas lesdoes produzem edema. Edema é quando
se tem um extravasamento de liquido maior do que o liquido que consegue retornar pros
vasos. Veja na Figura 2.4 um edema pulmonar.

A causa do edema € devido ao aumento da pressdo capilar. Dessa forma ocorrem alte-
racdes nas estruturas da parede capilar, como a ruptura do endotélio capilar ou de todas as
camadas da parede. Isso resulta na facilidade de penetracdo dentro dos alvéolos pulmonares,
devido ao movimento de liquidos e proteinas. Tal estado ¢ chamado de insuficiéncia capilar
por estresse (WEST, 2014).

Figura 2.4: Edema Pulmonar ou alveolar.
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Fonte: Medicina: Mitos e Verdades, 2018.
https://www.medicinamitoseverdades.com.br/blog/
causas—e-sintomas—-do—edema-pulmonar

Quando esse liquido comeg¢a acumular nos vasos sanguineos chamamos de edema. Esses
edemas acontecem por processos inflamatorios, o que € justamente o que ocasiona a entrada
do virus. O virus estando presente gera uma resposta inflamatoria. No edema alveolar, o
liquido se move através do epitélio para o interior dos alvéolos. Depois de preenchidos, o
alvéolo encolhe devido a forca da superficie. Com isso, as trocas gasosa sdo limitadas. O
liquido do edema se move para as vias aéreas que acaba produzindo uma grande quantidade
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de secrecao (WEST, 2014).

A ECA-2 tem como objetivo gerar vasoconstricdo. Como o virus utiliza essa enzima
para entrar na célula, o virus acaba inativando essa enzima. A ECA-2 estd presente nio s
no pulmao, mas também em outros 6rgaos. Logo, a ECA-2 € a porta de entrada para acome-
ter 6rgaos como: coragdo, rins, intestino e sistema nervoso central.

2.2.2 Manifestacoes Clinicas da COVID-19

Embora a maioria das pessoas com COVID-19 desenvolvam sintomas leves (40%) ou
moderados (40%), aproximadamente 15% podem desenvolver sintomas graves que reque-
rem suporte de oxigénio e, cerca de 5% podem apresentar a forma critica da doenca, com
complicacOes como faléncia respiratoria, sepse e choque séptico, tromboembolismo e/ou fa-
l1éncia multipla de 6rgaos (BRASIL, 2021).

Os casos de COVID-19 podem ser classificados em assintomatico, leve, moderado, grave
e critico. Nos casos graves, o paciente produz uma resposta inflamatéria excessiva chamada
de “tempestade de citocinas”, resultando na Sindrome do Desconforto Respiratério Agudo
(SDRA). Nos casos criticos, o paciente tem uma insuficiéncia respiratoria.

As provas realizadas para detectar a infec¢ao por SARS-coV-2 sdo os testes de anticorpos
IgM e IgG, feitos a partir de amostras de sangue. A metodologia empregada ¢ a imunocro-
matografia, na qual a reagdo quimica ocorrida entre antigenos e anticorpos resulta em uma
cor diferente. O paciente com IgM e IgG negativas ainda ndo tiveram contato com o SARS-
CoV-2. Ja o paciente com IgM negativa e IgG positiva teve a infeccdo. Em pacientes com
IgM positiva e IgG negativa, a infeccio recente € bastante provavel (MAGSCAN, 2021).

Na Figura 2.5 apresentamos o comportamento da carga viral do SARS-CoV-2 e as mani-
festacdes clinicas de um paciente com COVID-19.

Figura 2.5: Manifestag¢oes Clinicas da COVID-19.
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3 Modelagem Matematica e Solucao
Numérica

3.1 Modelagem Matematica

Problemas ou fendmenos do mundo real precisam ser modelados para para projetar e/ou
prever seu comportamento futuro. Basicamente, a modelagem matematica € o uso de ferra-
mentas matemdticas para modelar tais problemas ou fendmenos.

As situacdes reais provocam a interacdo entre a matemadtica e a outras ciéncias. As etapas
da modelagem matemadtica se baseiam na escolha do tema, na coleta de dados, andlise dos
dados, formula¢cdao do modelo e a validacao (BASSANEZI, 2011).

A matemadtica e a biologia tém uma ligacdo de fundamental importancia para o estudo de
fendmenos bioldgicos. Mediante essa ligacdo, a matemética modela e a biologia testa esses
modelos de forma real (MANCERA, 2002). O estudo desses processos bioldgicos por meio
de modelos matematicos é conhecido como Biomatematica.

Neste trabalho, as ferramentas matemadticas usadas para modelar o problema sobre a di-
namica temporal da infeccdo do SARS-CoV-2 serdo as Equagdes Diferenciais Ordindrias
(EDOs), mais especificamente um sistema de EDOs de primeira ordem nao-lineares. O sis-
tema serd resolvido numericamente através do software Mathematica.

3.1.1 Etapas da Modelagem

A primeira etapa do processo € a escolha do tema. A escolha do tema se deve a relevan-
cia do assunto em questdo, levantando as possiveis situagdes do estudo. As infec¢des virais
respiratorias sdo um problema sério de satde publica, desde cepas leves da influenza até a
pandemia de SARS-CoV-2.

O préximo passo € a coleta de dados. A busca de informagdes sobre o tema em questao.
Essa coleta de dados pode ser realizada por meio de pesquisas ou por conceitos estatisticos.
Em nosso estudo, os dados foram obtidos através do Critério de Informagao Akaike (CIA).
Foram considerados os dados de um paciente da Alemanha. Através desses dados podemos
prever situacOes e decidir a partir dai quais delas deverdo ser consideradas para o modelo.

Na etapa de formulacdo do modelo, inicialmente consideramos um modelo simples com
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intuito de ajudar no entendimento do modelo. Contudo, na maioria das vezes € acrescentado
mais variaveis ao modelo.

A ultima fase do processo de modelagem € a validagdo do modelo. Os dados reais e
os dados do modelo sdo confrontados e é feita uma analise, onde o modelo € aceito ou nao
(BASSANEZI, 2015).

3.2 Teoria Matematica

Abordaremos alguns conceitos basicos sobre Equacdes Diferenciais Ordindrias (mais
informacdes podem encontrar em BOYCE, et al. (2020)) e a funcao de Hill.

3.2.1 Equacoes Diferenciais Ordinarias de Primeira Ordem

Uma equagdo que envolve uma fungdo, suas varidveis e suas derivadas € chamada de
equacgdo diferencial. Se a funcdo depende de uma unica varidvel (varidvel independente),
temos uma Equacdo Diferencial Ordindria (EDO). A seguir, formalizaremos esse conceito.

Definicao 3.1 (Equagdo Diferencial Ordinaria (EDO)). Seja n € N. Uma Equacao Diferen-
cial Ordinaria é definida pela seguinte relacao:

F(x,y(x),y (z),y"(x),...,y™(x) =0 (3.1)

onde, x é a varidvel independente, y é a varidvel dependente e o simbolo y*) denota a
derivada de ordem k da funcdo y = y(x), chamada de incégnita da equag@o.

Observacao 3.1.

(a) A EDO definida em (.3.1) est4 na sua forma implicita, pois ndo se sabe se é possivel
isolar alguma derivada de y(x), nessa relagdo.

(b) A ordem de uma equacao diferencial € a ordem da derivada de maior ordem que apa-
rece na equacao (3.1).

Exemplo 3.1. As seguintes equagdes sdo EDOs de 2* e 3* ordem, respectivamente.

xy” = 3x*yy +5y = € (3.2)

" t, "

y"' + 2" +yy = 0 (3.3)
Definicao 3.2 (EDO Linear de n—ésima ordem).
ao(x)y™ + ar(x)y™ "t + -+ an(z)y = g(x) (3.4)
onde, os coeficientes ag, ay, . . ., a, € g sdo funcdes reais de varidvel x.

Observacao 3.2.

(a) Quando a funcédo g(x) # 0 dizemos que a EDO ¢ linear e ndo-homogénea, caso con-
trario, dizemos que é homogénea.
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(b) Uma EDO de n—ésima ordem € dita ndo-linear, quando ela ndo € linear. Por exemplo,
(3.2) e (3.3) sao EDOs nao-lineares. Nesses casos a ndo-linearidade esta dada no termo
que apresenta o produto yy/’.

(¢) Uma EDO de 1? ordem linear é dada por:
Y +p(x)y = q(z) (3.5)

Definicao 3.3 (EDO em sua forma explicita). Uma EDO, em sua forma explicita, de 1*
ordem e ndo-linear, é definida por

2 = f(tx) (3.6)
onde, x = z(t) é a fungdo incégnita da EDO.

Defini¢ao 3.4 (Solucdo de uma EDO). Uma solu¢do da EDO (3.6) é uma fun¢do diferencia-
vel

o = op(tc) (3.7

tal que ¢’ = f(t, ) e c é uma constante.

3.2.2 Sistema de Equacoes Diferenciais Ordinarias de Primeira Ordem

Um sistema de equacdes diferenciais de ordindrias de primeira ordem € um conjunto de
equagdes que envolvem as varidveis dependentes, suas derivadas de primeira ordem, e a va-
ridvel independente.

Definicao 3.5 (Sistema de EDOs de 1* Ordem). Um sistema de EDOs de 1* ordem € definida
por

¥y = filt,x1, 20, ..., T0),
vy = fo(t,x1,29,...,2,),
(3.8)
o = fult,r1, 29, ..., %)
onde, x1,Ts, ..., x, sdo funcdes da variavel ¢, e f;, = = 1,2,...n, fungdes das varidveis

dependentes x; e da varidvel independente .
Notacao 3.1.
O sistema (3.8) pode ser escrito da forma seguinte
x = f(tx) (3.9)
onde, x = x(t) = (z1(t),...,z,(t)) e f(t,x) = (f1(t,x), ..., fu(t,X)).

Defini¢iio 3.6 (Problema de Valor Inicial (PVI)). Sejam f(¢, x) uma fung@o vetorial de vérias
variaveis e xo € R". Um Problema de Valor Inicial é definido por

. X = f(t,x)
PVI: {X(O) ~ % (3.10)

Definicao 3.7. (Solu¢cao de um PVI) Uma solug¢do do PVI (3.10) é a curva diferencidvel
U(t) = (Y1), ..., ¥n(D))
tal que W' = f(¢, U).

Observacao 3.3. Uma solug@o de um PVI é chamada de solu¢do particular.
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3.2.3 Funcao de Hill

A funcao de Hill para a concentragdo do ativador z, € definida por

n

X

—_— A 3.11
T "€ (3.11)

flz) = 8

onde 3 € a taxa de produ¢do maxima (aumento na direcdo do eixo “y”), n o coeficiente de
Hill (controla a suavidade da dobra da curva). Se n diminui a dobra tende a se “deitar” e K
o coeficiente de ativacdo (controla o avango rasteiro da curva sobre o eixo “z”).

3.3 Breve Introducao sobre Wolfram Mathematica

Wolfram Mathematica (https://www.wolfram.com/mathematica) é um soft-
ware comercial de dlgebra computacional que foi desenvolvido em 1986 por Stephen Wol-
fram. O Mathematica € software comercial, mas também esta disponivel na nuvem por meio
de qualquer navegador da Web. O Mathematica possui a interface grafica (veja Figura 3.1)
para editar os comandos e o kernel que é onde ocorre as interpretacdes de expressdes e codi-
g0s.

Figura 3.1: Interface do Wolfram Mathematica.

130% =

Fonte: O autor (2022).

3.3.1 Comandos Basicos

Para resolver operacdes, basta digitar a operagdo seguida das teclas: <shift> + <enter>.
Esse comando executa todas as acdes no Mathematica.

In[n]:= mostra a entrada
Out[n]= mostra a saida
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onde, n significa o numero de aplicagdes que se esta efetuando.

Por exemplo, se queremos calcular 2 4 2. Primeiro escrevemos na tela da Interfase gréfica:
2+2. Logo, pressionamos as teclas: <shift> + <enter> e obtemos uma linha com a entrada:
In[1]:=2+2 e, outra linha, com a saida: Out[1]=4. Veja na Figura 3.2 o passo a passo.

Figura 3.2: Operacdes Bésicas.

[ Untitled-1 - Wolfram Mathematica 12.0 - X
File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

nfl= 2+ 2

outil]= 4

binary form (*/ number of primess4 range nextprime more... 5% @

Fonte: O autor (2022).

3.3.2 Definicoes de Funcao

No software Mathematica, podemos definir uma func¢ido pelo comando f[x_]:=. Por
exemplo, a fungdo f(z) = 1 + 2x é definida por

flx_]:= 1+42x

onde, “x_" significa que x € um padrio que pode ter qualquer valor substituido por ele e “:="
significa que qualquer argumento passado a f € substituido no lado direito. Por exemplo, na
Figura 3.3 mostramos o passo a passo para calcular f(2).

3.3.3 Plotagem de Graficos

Por exemplo vamos a gerar o grafico da seguinte fun¢fo polinomial: f(z) = 2%+ 2z +1:
Digite na tela:

Plot[x"2 + 2x + 1, {x, —10,10}]

A notacdo de intervalo:{x,min,max} define o dominio da fun¢éo: [—10, 10]. Veja na Figura
3.4 o grafico desse polindmio.
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Figura 3.3: Passos para calcular f(2), sendo f(z) =1+ 2z.

G Untitled-1 * - Wolfram Mathematica 12.0 - X
File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

mzp= FIx_] t=1+2x

in3p= F[2]
outja= 5
binary form ¥/ number of primes <5  prime? range more &5 B
Fonte: O autor (2022).
Figura 3.4: Plotagem do gréfico de f(z).
E Untitled-1* - Wolfram Mathematica 12.0 - x

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
4= Plot[x*2+2x+1, {x, -10, 10}]
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Fonte: O autor (2022).

3.3.4 Calculo de Derivadas

No Mathematica existem varias formas de calcular-se a derivada de uma funcdo f(z). A
seguir trés comandos:

(a) f’[x] Calcula a derivada de f em relacdo a x;
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(b) D[f[x],x] sendo o modelo: D[expressdo, varidvel] (calcula a derivada de uma expressao
em funcdo de uma varidvel);

(c) D[f[x],x,n] sendo o modelo: D[expressdao, varidvel,n] (calcula a n-ésima derivada de
uma expressdo em fun¢do de uma varidvel).

O comando Dt[f[x],x], sendo o modelo: Dt[expressao,varidvel] calcula a derivada total de
F(z,y), podendo ser utilizado em conjunto com o comando: Solve[ ] para obter a derivada
da funcdo y = y(x), definida implicitamente pela equagdo F'(x,y) = 0. Veja a Figura 3.5
para os detalhes.

Figura 3.5: Célculo de /() da equagdo 2% + y* = 16.

G Untitled-1* - Wolfram Mathematica 12.0 - X
File Edit Insert Format Cell Graphics Evalustion Palettes Window Help

npiop= FIx_] 1= x"2+y"2==16

1= FX]
out[11]=
x?+y? =16

3= DE[F[x], x]

out[13]=
2x+2yDt(y, x] =0

inf14:= Solve[%, Dt[y, x]]

out[14]=

ety 2))

Assuming a lst of rules | Use as o two-d ay instead

apply rules to variable | apply rules to expr... | first solution =

200% -

Fonte: O autor (2022).






4 Formulacao Matematica do Problema

Neste capitulo faremos a descricdo de como os conceitos apresentados nos capitulos
anteriores se interligam e modelam o Problema: Dindmica Temporal da Infec¢do do SARS-
CoV-2. Para isto foram estudados trés modelos: o primeiro, € uma réplica do artigo [23] que
foi analisado com a finalidade de entender o Problema em pacientes com quadro clinico leve
ou moderado. O segundo € idéntico ao primeiro modelo com exce¢do de uma nova defini¢dao
para a fung¢do imune adaptativa, que veremos mais adiante. O terceiro modelo, foi criado
com o intuito de abranger aspectos que sdo importantes em um paciente, cuja manifestacao
clinica da COVID-19 ¢ grave ou critica.

4.1 Modelo 1

O Modelo 1, aborda o Problema 1: Dindmica temporal da infecgdo do SARS-CoV-2 em
pacientes, cuja manifestacdo clinica da COVID-19 é leve ou moderada. Wang et al., (2020)
elaboraram um modelo matemadtico para a infecdo do SARS-CoV-2, onde as células-alvo da
infec¢do sdo os pneumdcitos tipo II e os linfécitos.

4.1.1 Funcoes Incognitas

As varidveis consideradas, neste modelo, sdo fun¢des que dependem do tempo ¢:
(i) Concentragdo de pneumdcitos, P(t)
(if) Concentragdo de linfécitos, L(t)
(iii) Concentragdo do virus SARS-CoV-2, V()

(iv) Concentragdo de células infectadas (pneumdcitos e linfécitos), I(t)

4.1.2 Parametros

Neste modelo existem 8 parametros, dos quais 5 nao se conhecem seus valores (precisam
ser estimados) e 3 ja sdo conhecidos.
Definicao de Parametros

(1) Taxa base de crescimento, (3.

A taxa de crescimento per capta (por individuo), r, é dada por r = (V') = gV.
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(2) Termo ndo-homogéneo, \. (conhecido)

Representa o recrutamento dos linfécitos (ndo infectados) ao lugar da infec¢do, por
causa da resposta inflamatéria pulmonar.

(3) Taxa de mortalidade da resposta imune inata, w

(4) Taxa de mortalidade bdsica de células infetadas produtivamente, d;. (conhecido)

(5) Tempo de retardo da resposta imune adaptativa, ji. (conhecido)

(6) Pardmetro na morte celular por causa da resposta imune adaptativa, o

A taxa de mortalidade, d = d(t, L), é definida por

d=d(t,L) = wL+5t) 4.1)

A seguir, explicaremos cada um dos termos dessa taxa.

(a)

(b)

Com relagdo a resposta do sistema imune inato. O termo
wL (4.2)

refere-se ao tipo de linfocitos que vao exercer o papel de aniquilar as células
infectadas.

Com relagdo a resposta do sistema imune adaptativo. A fungdo imune adaptativa,
¢ definida por

o7 se t<pu
o) = 4.3
®) { Sre”t1 se t>p *-3)

Note que a ativacdo do sistema imune adaptativo incia-se apds ¢t = y dias (con-
tados, neste trabalho, a partir do primeiro dia dos sintomas). Isso significa que
a producao de anticorpos sé comecard alguns dias depois, quando as células B
iniciem sua expansao clonal (ativacao de células de memoria e diferenciagao em
plasmdcitos). Os plasmdcitos vao se tornar em verdadeiras fabricas de anticor-
pos.

(7) Taxa de eliminacdo viral, c.

(8) Taxa de producdo viral, p.

Parametros com valores conhecidos

Na Tabela 4.1 mostramos os parametros cujos valores sao conhecidos.

Tabela 4.1: ParAmetros conhecidos.

Nome | ¢,[<ua] | \[£uos ] 14 [dial
Valores 2 10* 5,8,10,12

Fonte: [23].
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4.1.3 Equacoes que Governam

O Problema 1 é modelado pelo seguinte sistema de Equacgdes Diferenciais Ordindrias de
1* ordem nao-lineares:

P = —BVP 4.4)
L' = MN=BVL 4.5)
I' = BV(P+L)—[6(t) +wL] (4.6)
VI = —cV +pl 4.7)

Observacao 4.1.

(a) Neste modelo, o perfil da carga viral serd obtido em duas situagdes: Sem soroconversao
(o = 0) e com soroconversao (o # 0).

(b) Uma vez ativado o sistema imune adaptativo ele pode, ou ndo, produzir anticorpos.
Quando ele produz anticorpos se diz que € um paciente com soroconversdo, € se€ nao
produz se diz que € um paciente sem soroconversdo.

4.2 [Estimacao de Parametros

Sistema de EDOs, geralmente, envolve parametros. Acontece que na maioria das vezes
os valores desses pardmetros nao sdo conhecidos. Para obter esses valores € necessdrio ter,
no minimo, algum dado experimental ou clinico de uma varidvel dependente, do sistema de
EDOs, e algum método de estimacdo de parametros. A seguir, apresentamos a ideia geral de
um método de estimacdo de parametros.

Sejauy € R™. Considere o seguinte PVI:

v = f(a,u)
{u(O) = ug (4.8)

onde, u(t) = (uy(t),...,um(t)), t €[0,7], a = (aq,...,a5)ef=(f1,..., fm)-
Algum esquema numérico pode aproximar a solugdo de (4.8). Por exemplo,

ub = " Atf(a, 0 = g(a) 4.9)

Sejau = (uy, ..., u,) dados obtidos experimentalmente. Cada u;, i = 1,...,m é definido
em t; = jAt, At=T/(n—1), j=0,...,(n —1). Agora, queremos estimar o pardmetro
«. Para isto, primeiro, definimos o quadrado do erro entre a solugdo numérica e a solugao
experimental.

112
Fla) = [[u*—1u"] (4.10)
Agora devemos minimizar este erro, ou seja,

min F'(«) (4.11)

(e
Uma condicao necessdria para encontrar o parametro « € que

OF ()
oo

= 0 4.12)
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ou seja, resolver o sistema algébrico ndo-linear
Gla) = 0 (4.13)

onde, G(a) = OF (a)/0a. Dessa forma podemos usar, por exemplo, o0 método de Newton
para resolver-lo e encontrar o parametro o.

Sabemos que para a modelagem matemética da dindmica temporal da infe¢do do SARS-
CoV-2 foi proposto o sistema EDOS: (4.4)-(4.7). Nele, observamos 05 (cinco) parametros
desconhecidos:

{/87]9’67("}70-}

As unidades de medida de cada um desses parametros estdo dados na Tabela 4.2.

Tabela 4.2: Pardmetros a estimar-se por ajuste.
ml 1 1 ml 1
Nome ‘ 6 [co’pias-dia] ‘ p[ﬁ] ‘ C{E] ‘ w [células-dia] ‘ g [E]

Fonte: [23].

4.3 Critério de Informacao de Akaike (CIA)

Vamos supor que existem 7 pacientes dos quais foram obtidos dados clinicos (por exem-
plo a carga viral V' em n dias diferentes). Apods ter encontrado os valores dos parametros
através de alguma técnica de estimacdo de pardmetros. A pergunta é: de que paciente pode-
mos usar os parametros, de tal forma que a predicio do modelo matematico seja confidvel?
A resposta a essa pergunta pode ser o Critério de Informacdo de Akaike (CIA), definido
como segue

CIA = 2m+ 2nIn(RQM) (4.14)

onde, m € o nimero de parametros no modelo matematico (incluido a condigdo inicial da
varidvel em questdo), n é o nimero de dados clinicos obtidos do paciente. RQM ¢ a raiz
quadrada média, calculada pela férmula

RQM = ' (4.15)

onde, V (t;) é o valor numérico da carga viral, no instante ¢;, ¢ V (t;) é o dado clinico da carga
viral do paciente, no instante ;.

No modelo, em questdo, para cada paciente existem cinco parametros € um tnico valor
CIA. Foram estudados 8 pacientes alemaes, dos quais o paciente #2 foi selecionado por
apresentar o melhor CIA = —1, 708228, pois esse é o menor valor dentre os oito. Na Tabela
4.3 apresentamos os valores dos parametros do paciente #2.
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Tabela 4.3: Valores dos parametros do paciente #2, segundo [23].

Nome | flgngl | pll [cll] wlgial o]
Valor [ 5,9 x10° [ 1,3x10° [ 39 [1,6x10°*[ 0,1
Fonte: [23].

4.4 Modelo 2

O Modelo 2 aborda , também, o Problema 1 de forma idéntica ao Modelo 1. Assim, o
sistema de EDOs € dado por

P = —BVP (4.16)
L' = \—BVL 4.17)
I' = BV(P+L)—[6(t)+wL]I (4.18)
VI = —cV +pl (4.19)

A diferenca estd na defini¢do da funcdo imune adaptativa que é dada por

t4

=Ty

+ 45 (4.20)
Note que esta funcdo € diferencidvel em todo ponto de seu dominio. Além disso, carrega
todos os pardmetros da fungdo 0(¢), usada no Modelo 1, com excegdo de o = 85.

A funcg@o §(t), definida em (4.3), ndo é diferencidvel em ¢ = y1 0 que acarreta problemas
no Software Mathematica, no momento de estimar parametros, caso assim se deseje em um
futuro. Por isso, a introdu¢do de uma fun¢do de exponencial por uma fun¢do de Hill.

4.5 Modelo 3

O Modelo 3, aborda o Problema 2: Dindmica temporal da infecgdo do SARS-CoV-2 em
pacientes, cuja manifestacdo clinica da COVID-19 é grave ou critica. Isso quer dizer que o
paciente tem que lidar com a resposta exacerbada (local e sistémica) do sistema imunolégico
chamado de “tempestade de citocinas”. Além disso, o paciente estd suscetivel a presentar
a Sindrome do Desconforto Respiratério Agudo (SDRA) ou disfun¢do de multiplos 6rgaos,
seguido de 6bito.

Até o momento ndo existe uma razao cientifica de porque algumas pessoas desenvolvem
casos leves ou moderados da COVID-19, em quanto que outras desenvolvem casos graves
ou criticos. Acredita-se que isso se deve a varios fatores, como por exemplo: (a) Grupos de
risco como pessoas idosas e portadores de doencas cronicas (diabetes, hipertensiao, asma).
(b) Brechas no sistema imunoldgico.

A varidvel que serd considerado neste novo modelo € a Interleucina 6, que € uma citocina
pré-inflamatoria.

4.5.1 Funcgoes Incognitas
As fungdes incognitas dependem do tempo, e sdo dadas por:

(i) Concentragdo de pneumdcitos, P ()
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(ii) Concentragdo de linfécitos, L(t)

(iii) Concentragdo do virus SARS-CoV-2, V' (t)

(iv) Concentragdo de de células infectadas (pneumdcitos e linfécitos), 1(t)

(v) Concentragdo de Interleucina 6 (IL-6), I4(t)

4.5.2 Parametros

Este modelo usa 12 pardmetros, sendo 8 os mesmos do Modelo 1 e 2.

Definicao de Parametros

(1) Taxa base de crescimento, [3.

A taxa de crescimento per capta (por individuo), r, é dada por r = (V') = V.

(2) Termo ndao-homogéneo, \. (conhecido)

Representa o recrutamento dos linfécitos (ndo infectados) ao lugar da infec¢do, por
causa da resposta inflamatéria pulmonar.

(3) Taxa de mortalidade da resposta imune inata, w

(4) Taxa de mortalidade bdsica de células infetadas produtivamente, d;. (conhecido)

(5) Tempo de retardo da resposta imune adaptativa, ji. (conhecido)

(6) Pardametro na morte celular por causa da resposta imune adaptativa, o

A taxa de mortalidade, d = d(t, L), é definida por

d=d(t,L) = wL+4(t) 4.21)

A seguir, explicaremos cada um dos termos dessa taxa.

(a)

(b)

Com relacdo a resposta do sistema imune inato. O termo
wL (4.22)

refere-se ao tipo de linfocitos que vao exercer o papel de aniquilar as células
infectadas.

Com relagdo a resposta do sistema imune adaptativo. A fun¢@o imune adaptativa,
¢ definida por

07 se t<p
ot) = 4.23
®) { 811 se t>p (4.23)

Note que a ativacdo do sistema imune adaptativo incia-se apds ¢ = p dias (con-
tados, neste trabalho, a partir do primeiro dia dos sintomas). Isso significa que
a producao de anticorpos s6 comecara alguns dias depois, quando as células B
iniciem sua expansao clonal (ativacao de células de memoria e diferenciagdo em
plasmdcitos). Os plasmdcitos vao se tornar em verdadeiras fabricas de anticor-
pos.
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(7) Taxa de eliminagdo viral, c.

(8) Taxa de produgdo viral, p.

(9) Taxa de ativacao de citocinas por meio de IL-6, v,
(10) Taxa de regulacdo negativa de linfdcitos, 7
(11) Taxa de degradagdo natural de 1L-6, 3

(12) Taxa de producdo de Linfécitos, devido a producdo de linfécitos Thl que secretam
IL—6, V4.

4.5.3 Equacoes que Governam

O Problema 2 € modelado pelo seguinte sistema de Equagdes Diferenciais Ordindrias de
1* ordem ndo-lineares:

P = —BVP (4.24)
L' = A= BVL+nlsL — 7l (4.25)
I' = BV(P+L)—[5(t) +wL]I (4.26)
VI = —cV 4 pl (4.27)
Ii = —yls+7l (4.28)

A seguir, explicaremos cada equagdo do sistema de EDOs.

Pneumécitos Tipo I e II: P(t)

Essas células constituem o tecido epitelial dos alvéolos pulmonares. A taxa de variagdo
temporal dos pneumdcitos € descrita pela seguinte EDO:

P =—-gVP (4.29)

Do lado direito da equagdo, o primeiro termo refere-se ao decrescimento de pneumdcitos
causado pela infeccao do virus, a uma taxa [3.

Linfécitos: L(t)

Os linfécitos sao um tipo de célula de defesa que age na imunidade adaptativa, apds uma
infec¢c@o. Os principais linfécitos sdo: Células T CD8+, Células T CD4+ e células B. Sao
produzidos em maior quantidade para combater os agentes invasores. A taxa de variagdo
temporal dos linfécitos € descrita pela seguinte EDO:

L'=X\—BVL+yIsL — vl (4.30)

Do lado direito da equagdo, o primeiro termo refere-se ao recrutamento dos linfécitos, ndo
infectados, ao lugar da infec¢do, em uma quantidade fixa A\. O segundo termo, refere-se ao
fato de que o virus, também, infecta os linf6citos a uma taxa (5 (consideramos que essa taxa
de infecdo é a mesma, quando o virus infecta os pneumdcitos). O terceiro termo, refere-se
ao fato de que a IL-6 ativa outras citocinas, a uma taxa -, € estas, por sua vez, serve como
estimuladoras para a ativacdo de linfécitos. O quarto termo refere-se que o SARS-CoV-
2 desencadeia macrofagos para secretarem IL-6 e promoverem linfopenia (baixo nivel de
linfécitos no sangue), a uma taxa s, [11].
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Células Infectadas: (t)

A equacdo diferencial que vamos a apresentar € a mesma usada no Modelo 2. A seguir,
apresentamos a taxa de variagdo temporal das células infectadas (pneumocitos e linfocitos).

I'=BV(P+ L) — [wL + 6(t)]1 (4.31)

Do lado direito da equacdo, o primeiro termo refere-se a infeccao dos pneumdcitos e linfoci-
tos, pelo virus, a uma taxa 3. O segundo termo refere-se a diminuicao de células infectadas,
ou seja, o nimero de células infectadas cai, porque o sistema imunolégico estd agindo. Em
um primeiro momento, as células infectadas diminuem a uma taxa w, que depende dos linf6-
citos. Pois, hd linfécitos aniquilando, na imunidade inata. J4, com a ativagdo da imunidade
adaptativa, apos alguns dias (determinado pelo pardmetro 1), o nimero de células infectadas
comega a cair segundo a funcdo 6(t), na evidencia de anticorpos.

Virus: V()

O virus SARS-CoV-2 infecta as mucosas do sistema respiratorio, mais especificamente
o tecido epitelial (formado pelos pneumdcitos tipo I e II) dos alvéolos pulmonares. Por meio
de seus receptores, ele invade as células e injeta seu RNA. A partir dai comeca a replicacao
viral. A taxa de variacdo temporal da carga viral é dada pela seguinte EDO:

V= —cV +pI (4.32)

Do lado direito da equacdo, o primeiro termo é a diminuicdo da carga viral (clearance do
virus) a uma taxa c. O segundo termo refere-se ao aumento da quantidade de virus, causado
pelo aumento de células infectadas (eles replicam o virus) a uma taxa p.

Interleucina 6: /¢(¢)

A Interleucina 6 é uma citocina pré-inflamatéria produzida pelos linfécitos e macréfagos
com a finalidade de estimular a resposta imune de nosso organismo. E o mais importante
mediador da resposta exacerbada inflamatdria chamada de “Tempestade de Citocinas”, e
seus niveis se relacionam com os casos graves de COVID-19. A taxa de variacdo temporal
da Interleucina 6 € dada pela seguinte EDO:

Iy = —v3ls + 1L (4.33)

Do lado direito da equacao, o primeiro termo € o decaimento natural da IL-6, a uma taxa ;.
O 1ltimo termo refere-se ao aumento de IL-6, secretados pelos linfocitos a uma taxa v,.

Na Figura 4.1 apresentamos um esquema do Modelo 3. Observamos as interagcdes do
virus com os pneumdocitos, linfocitos e a IL-6.
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Figura 4.1: Modelo 3: Esquema da Infec¢io do SARS-CoV-2.

Infeccao do Sars-Cov-2

P vV L
£ 3
1 —> Produzem
—— Replicam
/\% m’] 6 — Infectam
; | B — Matam
% -:& m Geram
% Regulam Negat.

Ativam

Fonte: O autor (2022).






5 Solucao Numérica do Problema

Neste capitulo resolveremos numericamente os problemas dos modelos 1, 2 e 3, definidos
no capitulo anterior, através do software Wolfram Mathematica.

5.1 Modelo 1

Nesse modelo basico, consideramos casos leves e moderados dentre as manifestagdes
clinicas da COVID-19.

Os resultados numéricos apresentados neste trabalho expressam o perfil da carga viral de
um paciente infectado com o SARS-CoV-2, desde o inicio dos sintomas até 40 dias depois.

5.1.1 O Problema de Valor Inicial
Segundo [23] os PVI do Modelo 1, € dado por:

P = -BVP (5.1)
L' = \N=pBVL (5.2)
I' = BV(P+L)—[5(t) +wL]I (5.3)
VI = —cV4pl (5.4)
P(0) = 6 x 10*[células/ml| (5.5)
L(0) = 0][células/ml] (5.6)
I(0) = 0[células/ml] (5.7)
V(0) = 10"*[RNA/ml| (5.8)

5.1.2 Funcao Imune Adaptativa
No Modelo 1, a fungéo d(t) é definida por

07 se t<p

o(t) = 59
®) { Sre?=1 se t>p (5:9)

Nas Figuras 5.1 e 5.2 mostramos dois graficos dessa funcdo. Usamos os parametros: o; = 2
e 1 = 8 para ambas gréficos e, 0 = 0 e 0 = 0, 1 para o primeiro e segundo, respectivamente.

45
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Figura 5.1: §(¢): Fungdo imune adaptativa, com o = 0 (Modelo 1).
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Fonte: O autor (2022).

Figura 5.2: §(t): Fung¢@o imune adaptativa, com o = 0, 1 (Modelo 1).

50 | 1
30 1
20 il

10} ]

0 10 20 30 40
t [dias]

Fonte: O autor (2022).

5.1.3 A Carga Viral

Vamos a simular o Problema 1 em duas situacdes: Sem soroconversao € com sorocon-
versao.
Sem Soroconversao (o = 0)

No 8° dia (contado desde o inicio dos sintomas) o sistema imunolégico adaptativo foi
ativado, passou um certo tempo, mas ele nao produziu anticorpos.
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Um tnico Caso: 0 = 0 e u = 8. Na Figura 5.3 apresentamos o perfil da carga viral
V() até os 40 dias, ap6s o inicio dos sintomas. Note que a partir do quarto dia inicia-
se o decrescimento da carga viral mas, infelizmente, o sistema imunolégico adaptativo
ativado ndo gerou anticorpos, gerando-se um quadro clinico grave da COVID-19.

Figura 5.3: O perfil da carga viral V(¢): 0 = 0 e u = 8 (Modelo 1).
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Fonte: O autor (2022).

Com Soroconversao (o # 0)

O tempo que demora em ativar-se o sistema imunoldgico adaptativo tem um papel impor-
tante na sobrevida de um paciente infectado com o SARS-CoV-2. Vamos considerar quatro
casos de ativacdo do sistema imunoldgico adaptativo com soroconversdo (o = 0,1): No
quinto, oitavo, décimo e décimo segundo dia.

(a)

(b)

(©)

Primeiro Caso: ¢ = 0,1 e © = 5. Na Figura 5.4 observamos que o fato do sistema
imunolégico adaptativo ativar-se no quinto dia, a carga viral do paciente cai rapida-
mente devido a uma expressao numerosa de anticorpos. Apds 15 dias, o paciente estd
recuperado da COVID-19.

Segundo Caso: 0 = 0,1 e © = 8. Na Figura 5.5 observamos que o fato do sistema
imunolégico adaptativo ativar-se no oitavo dia, o decrescimento da carga viral experi-
menta, ligeiramente, uma fase plato (linha “horizontal”) causada, possivelmente, pela
presenca de linfécitos como um alvo secundério, porém consegue-se quebrar essa bar-
reira devido a presenca significativa de anticorpos e termina caindo totalmente. Apds
23 dias, o paciente estd recuperado da COVID-19.

Terceiro Caso: 0 = 0,1 e ;» = 10. Na Figura 5.6 observamos que o fato do sistema
imunoldgico adaptativo ativar-se no décimo dia, o decrescimento da carga viral expe-
rimenta uma fase platd, porém consegue quebrar essa barreira, devido a presenga dos
anticorpos, e termina caindo totalmente. Apds 27 dias, o paciente estd recuperado da
COVID-19.
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Figura 5.4: (a) O perfil da carga viral V(¢): 0 = 0,1 e u = 5 (Modelo 1).
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Fonte: O autor (2022).

Figura 5.5: (b) O perfil da carga viral V(¢): 0 = 0,1 e u = 8 (Modelo 1).

10— 7
— V() ||
8r i
6_
§’ ]
o 4r
o
_I 1
2_
il \
_2 1 1 1
0 10 20 30 40

t [dias]

Fonte: O autor (2022).

(d) Quarto Caso: ¢ = 0,1 e 4 = 12. Na Figura 5.7 observamos que o fato do sis-
tema imunologico adaptativo ativar-se no décimo segundo dia (considerado atrasado),
a carga viral experimenta a fase de “dois picos” de diferente magnitude, sendo o se-
gundo pico de menor magnitude, pois a ha presenca ainda de anticorpos, assim a carga
viral consegue cair totalmente. Apds 30 dias, o paciente estd recuperado da COVID-
19.
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Figura 5.6: (c) O perfil da carga viral V'(t): 0 = 0,1 e u = 10 (Modelo 1).
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Fonte: O autor (2022).

Figura 5.7: (d) O perfil da carga viral V' (¢): 0 = 0,1 e u = 12 (Modelo 1).
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Fonte: O autor (2022).

5.1.4 Todas as Variaveis

Na Figura 5.8, apresentamos a dindmica temporal de todas as varidveis envolvidas no
Problema 1; todos os valores dos parametros sdo os mesmos, sendo 0 = 0,1 e u = 8. Nele,
observa-se que os pneumdcitos (F) nos primeiros dias sofrem uma queda de sua densidade,
porém consegue manter-se com a mesma densidade ao longo dos 40 dias, apds o inicio dos
sintomas. Os linfécitos (L) tem um subito crescimento nos primeiros quatro dias, logo sofre
uma queda e, logo, aumenta paulatinamente sua densidade até estabilizar-se ao longo dos 40
dias. As células infectadas, compreendidos pelos pneumdcitos e linfocitos (/), tém o mesmo
comportamento da carga viral, porém em uma escala menor. Finalmente, a carga viral (V') é
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a mesma como explicado no Segundo Caso, deste modelo.

Figura 5.8: Os perfisdos P, L, I eV como = 0,1 e u = 8 (Modelo 1).
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Fonte: O autor (2022).

5.2 Modelo 2

Como apontado no capitulo anterior esse modelo € idéntico ao Modelo 1.

5.2.1 Funcao Imune Adaptativa
No Modelo 2, a fungio §(t) é definida por

t4

Na Figura 5.9 mostramos o grafico dessa fun¢do, com os parametros: 0; = 2, u = 8 e
o = 85.

5.2.2 A Carga Viral

A situacdo sem soroconversao € o mesmo que o Modelo 1. Entdo, s6 vamos a descrever
a situacao com soroconversao. O perfil da carga viral é parecida aos resultado do Modelo 1,
por isso apenas vamos a plotar os gréaficos em cada um dos casos.

Com Soroconversao (o # 0)

(a) Primeiro Caso: 0 = 85 e = 5, € mostrado na Figura 5.10.
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Figura 5.9: §(¢): Fungdo imune adaptativa, com o = 85 (Modelo 2).
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Fonte: O autor (2022).

Figura 5.10: (a) O perfil da carga viral V'(t): 0 = 85 e u = 5 (Modelo 2).
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Fonte: O autor (2022).

(b) Segundo Caso: 0 = 85 e ;1 = 8, € mostrado na Figura 5.11.
(c) Terceiro Caso: o = 85 e . = 10, € mostrado na Figura 5.12.

(d) Quarto Caso: 0 = 85 e = 12, é mostrado na Figura 5.13.

5.2.3 Todas as Variaveis

Na Figura 5.14, apresentamos a dindmica temporal de todas as varidveis envolvidas no
Modelo 2.
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Figura 5.11: (b) O perfil da carga viral V' (¢): ¢ = 85 e u = 8 (Modelo 2).
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Fonte: O autor (2022).

Figura 5.12: (c) O perfil da carga viral V'(t): 0 = 85 e u = 10 (Modelo 2).
10—

6f

Log V()

TN

0 10 20 30 40
t[dias]

Fonte: O autor (2022).

5.3 Modelo 3

Construimos nosso Modelo 3 baseados nos modelos 1 e 2. Neste modelo, de alguma ma-
neira, o paciente desenvolve um caso grave ou critico da COVID-19, e por tal, vai apresentar
um quadro tipico chamado de “tempestade de citocinas”.

Ao ser ativado o sistema imune adaptativo e as células T e B ndo estiverem dando conta
na sua luta contra o coronavirus, elas comecam a secretar citocinas de forma exacerbada e
desorganizada (tempestade de citocinas) que entram e saem nos alvéolos pulmonares oca-
sionando lesiones no tecido epitelial, para logo filtrar liquido para dentro dos alvéolos pul-
monares. Dessa maneira, gera-se edema e falta de ar, isto pode complicar-se e ocasionar a
Sindrome do Desconforto Respiratério Agudo (SDRA).

Os resultados numéricos apresentados, neste trabalho, expressam o perfil da carga viral
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Figura 5.13: (d) O perfil da carga viral V' (¢): o = 85 e x = 12 (Modelo 2).
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Fonte: O autor (2022).

Figura 5.14: Os perfisdos P,L,I e V com o = 85 e u = 8 (Modelo 2).
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Fonte: O autor (2022).

de um paciente infectado com o SARS-CoV-2 durante um periodo de 40 dias, contados a
partir do inicio dos sintomas.
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5.3.1 O Problema de Valor Inicial
O PVI que modela o Problema 2, ¢ dado por

P = —BVP (5.11)
L' = MN=BVL+yIsL — vl (5.12)
I' = BV(P+1L)—1[6(t) +wL]I (5.13)
VI = —cV+4pl (5.14)
Ig = —y3le + 7L (5.15)
P(0) = 6 x 10*[células/ml]| (5.16)
L(0) = 0][células/ml] (5.17)
I(0) = 0/[células/ml] (5.18)
V(0) = 10"*[c6pias/ml] (5.19)
I5(0) = O[pg/ml (5.20)

5.3.2 Valores dos Parametros

Devido ao fato de que nao foi possivel ter os dados clinicos de pacientes com mani-
festacdes da COVID-19 grave ou critica. Os valores dos parametros 3 € 4 foram obtidos
de [19]. O parametro 7, foi considerado igual ao pardmetro s, pois sd0 0s mesmos que
acompanham a IL-6. J4, o valor do tltimo pardmetro foi obtido por inspecdo, respeitando
as seguintes consideracdes: condicente com a existéncia da solu¢do numérica, acompanhe o
perfil de pacientes infectados e resultados da literatura existente. Na Tabela 5.1 apresentamos
esse valores.

Tabela 5.1: Valores dos parametros do Modelo 3 de um paciente com quadro clinico da
COVID-19 grave ou critico.

Nome ‘ 71 [p:ﬂia] ‘ 2 [m] ‘ V3 [i] ‘ 4 [célu[l)f-dia]

pg-dia

Valor | 2x 1072 [7,04x10% | 7,04 x 10% | 1,78 x 10*
Fonte: O autor (2022).

5.3.3 Funcao Imune Adaptativa

No Modelo 3, a funcdo imune adaptativa (a mesma do Modelo 2) é dada por

t4
t) = o——=——F—7+90 5.21
(®) TGy (5.21)
Por exemplo, se os pardmetros sdo: 6; = 2, 0 = 85 e u = 8§, seu grafico € mostrado na
Figura 5.9.

5.3.4 A Carga Viral

Vamos a simular o Problema 2 em uma tnica situacdo: com soroconversdao. Nao consi-
deramos a situacdo sem soroconversao, pois o foco € a evidéncia da tempestade de citocina
apos ativacdo do sistema imune adaptativo, isso quer dizer que tem que existir anticorpos, na
luta contra o virus.
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Com Soroconversao (o = 85)

Nesta situagdo, o sistema imunoldgico adaptativo do paciente € ativado no oitavo dia
e, apos, alguns dias hd producdo de anticorpos, mas mesmo assim, 0 paciente, entra no
quadro clinico grave da COVID-19, seja pelo exposto no segundo pardgrafo do Modelo 3,
do Capitulo 4, ou, seja pela demora na producdo de anticorpos. Este modelo considera
sete momentos de ativacdo do sistema imune adaptativo com soroconversao: Desde o oitavo
dia até décimo quarto dia. Temos considerado a partir do 8° dia, pois acredita-se que se o
sistema imune adaptativo ativar-se a partir do oitavo dia, contados desde o primeiro dia dos
sintomas, a probabilidade de entrar em um quado clinico grave ou critico da COVID-19 €
aceitdvel. Veja o perfil da carga viral, nas figuras 5.10 e 5.11, do Modelo 2 para uma melhor
compreensao.

A seguir mostraremos o sete casos de ativacao do sistema imune adaptativo.

(a) Ativacao no oitavo dia: ; = 8. Na Figura 5.15 observamos que o fato do sistema
imunolégico adaptativo ativar-se no oitavo dia, a carga viral apresenta um segundo
pico, ligeiramente mais alto que o primeiro, isso € devido que a tormenta de citocinas
estd tomando conta do paciente, mas se recupera da COVID-19, no 31° dia.

Figura 5.15: (a) O perfil da carga viral V/(¢): Sistema Imune adaptativo ativado no 8° dia,
1 = 8 (Modelo 3).
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Fonte: O autor (2022).

(b) Ativacao no nono dia: ¢ = 9. Na Figura 5.16 observamos que o fato do sistema
imunolégico adaptativo ativar-se no nono dia, a carga viral apresenta um segundo e
terceiro pico, ligeiramente mais alto que o segundo, € uma situacdo complicada do
quadro de tempestade de citocinas, mas se recupera da COVID-19, no 38° dia.

(c) Ativacao no décimo dia: ;¢ = 10. Na Figura 5.17 observamos que o fato do sistema
imunoldgico adaptativo ativar-se no décimo dia, a carga viral apresenta uma queda
préoximo ao 31° dia, porém as citocinas pro-inflamatéria (IL-6), € abundante e o leva
para formar um pico maior que o primeiro, mas se recupera da COVID-19, no 37° dia.
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Figura 5.16: (b) O perfil da carga viral V(¢): Sistema Imune adaptativo ativado no 9° dia,
© =9 (Modelo 3).
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Fonte: O autor (2022).

Figura 5.17: (c) O perfil da carga viral V' (¢): Sistema Imune adaptativo ativado no 10° dia,
u =10 (Modelo 3).
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Fonte: O autor (2022).

(d) Ativacao no décimo primeiro dia: ;» = 11. Na Figura 5.18 observamos que o fato do
sistema imunoldgico adaptativo ativar-se no décimo primeiro dia, a carga viral apre-
senta uma queda préoximo ao 33° dia, porém as citocinas pré-inflamatéria (IL-6), é
abundante e o leva para formar um pico maior que o primeiro, mas se recupera da
COVID-19, no 39° dia.

(e) Ativacao no décimo segundo dia: ;1 = 12. Na Figura 5.19 observamos que o fato do
sistema imunoldgico adaptativo ativar-se no décimo segundo dia, a carga viral apre-
senta uma queda préximo ao 33° dia, porém as citocinas pro-inflamatéria (IL-6), é
abundante e o leva para formar um pico maior que o primeiro, mas parece se recuperar
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Figura 5.18: (d) O perfil da carga viral V' (¢): Sistema Imune adaptativo ativado no 11° dia,
u =11 (Modelo 3).
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da COVID-19, no 41° dia (esta dltima conclusdo é uma suposi¢ao, pois a predicao fe-
cha no 40° dia, apds inicio dos sintomas). Mas, se nao se recupera entra em um quadro
clinico critico da COVID-19.

Figura 5.19: (e) O perfil da carga viral V' (¢): Sistema Imune adaptativo ativado no 12° dia,
1 =12 (Modelo 3).
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Fonte: O autor (2022).

(f) Ativacdo no décimo terceiro dia: ; = 13. Na Figura 5.20 observamos que o fato
do sistema imunolégico adaptativo ativar-se no décimo terceiro dia, a carga viral apre-
senta parece oscilar, e o paciente entra em quadro clinico critico da COVID-19. Existe
possibilidade de 6bito do paciente, apds 40 dias desde o inicio dos sintomas.
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Figura 5.20: (f) O perfil da carga viral V'(¢): Sistema Imune adaptativo ativado no 13° dia,
1 = 13 (Modelo 3).
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Fonte: O autor (2022).

(g) Ativacao no décimo quarto dia: ; = 14. Na Figura 5.21 observamos que o fato do
sistema imunoldgico adaptativo ativar-se no décimo quarto dia, a carga viral oscila,
ao longo dos dias, de forma menos intensa e o paciente apresenta um quadro clinico
critico da COVID-19. Ap6s 40 dias, desde o inicio dos sintomas, possivelmente, este
seja um caso de 6bito.

Figura 5.21: (g) O perfil da carga viral V' (¢): Sistema Imune adaptativo ativado no 14° dia,
u = 14 (Modelo 3).
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Fonte: O autor (2022).
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5.3.5 Todas as Variaveis

Na Figura 5.22, apresentamos a dinadmica temporal de todas as varidveis envolvidas no
Problema 2; A dinimica inicia-se no primeiro dia dos sintomas e termina no 40° dia. A
ativacdo do sistema imune adaptativo € no dia 14. Nele, observa-se que os pneumdcitos
(P), no quarto dia, sofrem uma queda brusca de sua densidade, e ndo conseguem manter-
se. A destrui¢do deles € evidente apresentando uma queda significativa ao longo dos 40
dias. Os linfécitos (L) tem um subito crescimento nos primeiros quatro dias, logo sofre uma
queda e, logo, aumenta paulatinamente sua densidade ao longo dos 40 dias, ou seja, ndo ha
mais controle de sua ativacdo. As células infectadas, compreendidos pelos pneumdcitos e
linfécitos (7), t€ém o mesmo comportamento da carga viral, porém em uma escala menor. A
carga viral (V'), como explicado no Item (g), ndo decresce mais ao longo dos 40 dias. E,
finalmente, a Interleucina 6 (/) € secretada desorganizadamente pelos linfocitos, pois eles
crescem sem parar, intensificando a tempestade de citocinas.

Figura 5.22: Os perfis das varidveis P, L, I,V e Is com 0 = 85 e u = 14 (Modelo 3).
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Fonte: O autor (2022).






6 Consideracoes Finais

Esse trabalho foi desenvolvido com intuito de apresentar simulacdes numéricas que nos
mostram o comportamento temporal viral da infec¢do do SARS-CoV-2 no trato respiratério
inferior. A importancia de compreender esses mecanismos de acdo do virus, bem como a
acado do sistema imunoldgico, nos trds evidéncias de como desenvolver estratégias de trata-
mento para combater a doenca COVID-19.

O modelo demonstra que para o controle da infecc@o, para que pacientes ndo evoluam
para casos graves da doenga, € preciso uma resposta mais rapida do sistema imune adaptativo,
a soroconversdo. Se a soroconversao surge mais tardiamente, serd gerada uma persisténcia
viral prolongada.

A motivacdo da escolha desse tema foi o fato de ser um tema real, que desperta bastante
interesse. A integracdo de Matematica e Biologia nos mostra que cada vez mais as perguntas
do mundo biolégico estdo sendo respondidas através do universo matematico.

Por fim, ressaltamos a importancia dos modelos matematicos para resoluciao de proble-
mas da vida real. E através desses modelos que buscamos evidéncias melhores para embasar
na tomada de decisdes. Os modelos matematicos sugerem uma aproximacdo da realidade,
ndo a descri¢do dela. Destacamos que, neste trabalho, a ideia base foi do artigo WANG et al.
(2020), onde foram considerados dados de pacientes da Alemanha, mas o Modelo 3 (o qual
modela o Problema 2) mostrou maiores informacdes do comportamento dindmico do SARS-
CoV-2 em pacientes que apresentam um quadro clinico grave ou critico da COVID-19. Este
modelo mostrou que é possivel fazer alteracdes, tanto no nimero de varidveis independentes
(por tal aumento no nimero de equagdes), quanto ao nimero de parametros para que, dessa
forma, possa ser utilizado em outras populagdes.
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