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RESUMO

Esta dissertacao apresenta uma aplicacao logica do carteado da divisibilidade e da con-
gruéncia modular na educacao bésica e no ensino superior, partindo da problematica
encontrada nas operacoes de divisao e suas ramificacoes desde o ensino fundamental e até
o nivel superior. O objetivo deste trabalho é aplicar o jogo Carteado da Divisibilidade e
da Congruéncia Modular como estratégia criativa e inovadora a ser utilizado na educagao
bésica sendo um material de baixo custo e de facil aplicacao, podendo ser estendida ao
ensino superior, seguindo os padroes da Base Nacional Comum Curricular (BNCC), ofere-
cendo como fonte de pesquisas para novos trabalhos académicos. O mesmo foi elaborado
por meio de pesquisa bibliografica para fortalecer o fundamento tedrico acerca da divisibi-
lidade, divisao euclidiana, critérios de divisibilidade e congruéncia modular. Neste sentido,
foi elaborado o jogo carteado da divisibilidade e da congruéncia modular com intuito de
amenizar as dificuldades dos alunos na operagao de divisao, sendo aplicado em quatro
turmas: duas turmas de ensino fundamental e duas turmas de ensino médio. O jogo teve
aceitacao pelas turmas por sua semelhanca ao jogo de cartas UNO, além disso, o carteado
proporcionou fixac¢ao e/ou melhorou o entendimento acerca dos critérios de divisibilidade,
ou seja, a aplicacao do ludico fez sentido aos alunos, garantindo o ensino e aprendizagem
por meio de jogos. O contetido quando exemplificado e associado as situagoes cotidianas,
melhora o entendimento dos alunos e o lidico ajuda o mesmo a enfrentar as dificuldades
do dia a dia. Enfim, a aplicacao do carteado ofereceu ao aluno um mecanismo de ensino
e fortalecimento do conteido de divisao e critério de divisibilidade de maneira atraente e
divertida.

Palavras-chaves: Divisibilidade; Divisao Euclidiana; Critérios de Divisibilidade; Carte-
ado da divisibilidade..



ABSTRACT

This dissertation presents a logical application of the card of divisibility and modular
congruence in basic education and higher education, starting from the problem found in
division operations and their ramifications from elementary school to higher education.
The objective of this work is to present the Divisibility and Modular Congruence Car-
teado as a creative and innovative strategy to be used in basic education, which can be
extended to higher education, offering teachers of both cycles a low-cost and easy-to-apply
material for classes on divisibility criteria at Elementary II and Middle levels, as well as
promoting an analysis of divisibility criteria through modular congruence in higher educa-
tion, according to the National Common Curricular Base (BNCC), offering as a source of
research for new academic works. The same was prepared through bibliographic research
to strengthen the theoretical foundation about divisibility, Euclidean division, divisibility
criteria and modular congruence. In this sense, the card game of divisibility and mo-
dular congruence was developed in order to alleviate the difficulties of students in the
division operation, being applied in four classes: two elementary school classes and two
high school classes. The application of cards offered the student a mechanism for teaching
and strengthening the content of division and divisibility criteria in an attractive and fun
way.

KEYWORDS: Divisibility; Euclidean Division; Divisibility Criteria; Card of divisibility.
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1 INTRODUCAO

Sou professor da educacao basica desde 2006, quando ainda estava no primeiro
semestre do curso de Licenciatura em Matematica, pela necessidade do municipio, por
alguns anos seguia o cronograma dos conteidos do planejamento sem ver a necessidade
de cada turma. Com o passar do tempo fui deixando de ministrar alguns assuntos da
grade curricular local, um desses assuntos era o critério de divisibilidade, por perceber em
sala de aula a dificuldade dos alunos e o desanimo ao se tratar da operacao de divisao.
Essa decisao de excluir alguns assuntos repetiu-se por varios anos.

Em 2018, fui aprovado no Exame Nacional de Acesso (ENA) do Mestrado Pro-
fissional de Matematica em Rede Nacional (PROFMAT), no municipio de Braganga-PA.
O curso iniciou em 2019 e durante as aulas percebi modelos de resolugoes explicativos,
0 passo a passo, com estratégias diferentes do campo de atuacao. No inicio, tive dificul-
dades de dissertar em cada problema que tinha que resolver, mas a medida que famos
construindo as resolucoes, as habilidades se aprimoravam. Na disciplina de Aritmética,
nos momentos de estudos em sala de aula, deparei-me com os critérios de divisibilidade,
mas de maneira bem explicativa e com aplicagoes em problemas, nao apenas de forma
abstrata como ministrado antes em sala de aula, isto é, uma outra visao de resolugao es-
tava ampliando as minhas informacoes, isso possibilitou-me o inicio do uso dessas praticas
no ensino bésico.

A professora desta disciplina utilizando da sua metodologia diddtica mostrou a
importancia de resolver problemas detalhadamente, como se tivesse conversando com o
problema, ou seja, resolvendo com clareza. Este formato é interessante e importante, pois
mesmo com o passar do tempo, ao ler novamente o problema e a sua resolucao, podemos
novamente entender o processo, motivo este que me fez rever as estratégias de resolugao
de problemas.

No ano de 2022, voltei a ensinar os critérios de divisibilidade utilizando-se da
ferramenta didatica explicativa, além disso, a orientadora e o coorientador propuseram a
ideia da aplicacao do carteado da divisibilidade no ensino basico, uma ferramenta recém
construida, que estava em fase de testes e que havia sido submetido ao evento nacional
X Bienal de Matematica, porém o jogo ainda nao havia sido usado em salas de aulas
convencionais. Quando recebi a primeira explicacdo do carteado, fiz a associacao direta
com o jogo de cartas UNO. Mesmo percebendo que os alunos tém deficiéncia quando estao
diante da operacao de divisao, aceitei o desafio de aplicar o carteado em sala de aula.

Dessa forma, esse trabalho surge da necessidade de oferecer alternativas meto-
dolégicas praticas ao ensino de matematica, em especial a unidade tematica Numeros,
conforme a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) de 2018, pois os conteudos de
Aritmética na sua imensa maioria se concentram nessa unidade. Com essa estrutura cur-

ricular, os conteudos sao abordados dentro de uma visao de progressao vertical em torno
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dos objetos de conhecimento e habilidades, isto é, a medida que o aluno avanca nas séries o
grau de complexidade evolui junto, permitindo que as construgoes e procedimentos acerca

dos conceitos sejam conectados e ampliados ao longo de todo o processo. Nesse sentido:

“A unidade temdtica N1iimeros tem como finalidade desenvolver o pen-
samento numérico, que implica o conhecimento de maneiras de quantifi-
car atributos de objetos e de julgar e interpretar argumentos baseados em
quantidades. No processo da construgao da nocao de niimero, os alunos
precisam desenvolver, entre outras, as ideias de aproximagao, proporci-
onalidade, equivaléncia e ordem, noc¢oes fundamentais da Matemadtica.
Para essa construcao, é importante propor, por meio de situacgoes signi-
ficativas, sucessivas ampliagoes dos campos numéricos. No estudo desses
campos numeéricos, devem ser enfatizados registros, usos, significados e
operagoes.” (BRASIL, 2018. p.270)

No entanto, no do contexto escolar o que se percebe é uma abordagem do eixo de
Numeros voltada principalmente para a resolucao de algoritmos, com escassa énfase ao
olhar qualitativo, investigativo e associativo em torno das propriedades que os envolvem,
isto é, uma abordagem pouco atrativa, gerando o desamino que encontrava nas minhas
aulas durante muito tempo.

E no ensino fundamental I, que assuntos importantes da Aritmética, tais como:
multiplos, divisores, divisao euclidiana e critérios de divisibilidade sao apresentados,
porém o que se verifica na pratica é que essa apresentagao estd voltada apenas a exposicao
simples de um conjunto de regras e calculos desconectados de situagoes cotidianas, concre-
tas, nao proporcionando ao aluno percepcoes de implicagoes gerais que os seus conceitos
e ideias podem proporcionar.

Essas implicagoes apontam para uma preocupacao concreta sobre o ensino da ma-
tematica, no que se configura uma abordagem fragmentado e independente dos tépicos
presentes no eixo Numeros do curriculo. Nessa perspectiva, verifica-se a causa de uma
série de paradigmas e insucessos relacionados ao interesse e aprendizagem matematica.
Dessa forma, observamos no uso do jogo de cartas a possibilidade de explorar conceitos
e resultados matematicos de grande importancia, pois usamos a ludicidade para conectar
contetdos e promover um uso pratico dos topicos abordados, conforme verificado nos do-

cumentos oficiais em BRASIL.
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Mas devemos tomar muito cuidado para que o jogo tenha um propdsito matemaético
de ajudar enquanto ferramenta de obtencao de habilidades dessa area de conhecimento, fa-
zendo com que favoreca a aprendizagem significativa e o desenvolvimento de competéncias

e habilidades, como afirma Smole:

O trabalho com jogos nas aulas de matematica, quando bem planejado
e orientado, auxilia o desenvolvimento de habilidades como observagcao,
analise, levantamento de hipdteses, busca de suposicoes, reflexao, to-
mada de decisao, argumentacao e organizacao, as quais estao estreita-
mente relacionadas ao assim chamado raciocinio 1égico. (SMOLE, 2007,

p- 9)

Esse planejamento na utilizacao dos jogos como recurso didatico também recebe

destaque nas palavras de Borin.

Queremos salientar que a atividade de jogar, se bem orientada, tem
papel importante ao desenvolvimento de habilidades de raciocinio como
organizagao, atengao e concentragao, tao necessarias para o aprendizado,
em especial da Matematica, e para a resolucao de problemas em geral.
(BORIN, 2002, p. 8)

Outra importante contribuicao do uso do jogo esta na conexao dos contetdos abor-
dados até o ensino superior, uma vez que ele também pode ser usado nesse nivel de en-
sino com a devida adequacao para a notacao de congruéncias, refor¢cando assim a sua
importancia na sequéncia didatica do ensino vertical que encontramos nos curriculos en-
quanto pratica metodologica.

Diante de tais experiéncias foi natural entao nos perguntarmos:

De que forma é possivel minimizar as dificuldades encontradas na operacao
de divisao com o uso dos critérios de divisibilidade?

E possivel ensinar os critérios de divisibilidade por meio de um jogo de
cartas?

O uso do jogo Carteado da Divisibilidade traz beneficios na relagao
ensino e aprendizagem?

A experiéncia adquirida como docente do ciclo basico e discente na pds-graduagao
oportunizou o entendimento, a reflexdao e a utilizagao de alternativas que viessem de en-
contro a essas problematicas. Nesse momento percebemos que o uso dos critérios de
divisibilidade sao os elementos centrais nesse procedimento, pois além de dinamizar a di-
visao, também possibilita um maior engajamento por parte dos discente na participagao

das aulas.

Nosso objetivo geral ¢ aplicar o jogo Carteado da Divisibilidade e da Congruéncia
Modular como estratégia criativa e inovadora a ser utilizado na educacao basica sendo um

material de baixo custo e de facil aplicagao, podendo ser estendida ao ensino superior.
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Os nossos objetivos especificos sao:

e Apresentar o carteado da divisibilidade como estratégia ludica para consolidar
os critérios de divisibilidade;

e Mostrar a importancia dos critérios de divisibilidade no ciclo basico e superior
como ferramenta auxiliar para o entendimento da operacao de divisao;

e Estabelecer e relacionar os critérios de divisibilidade com congruéncia modular.

Estruturalmente, este trabalho estd organizado em 6 (seis) capitulos, contados a
partir da introdugao (capitulo 1) até as consideragoes finais (capitulo 6). No capitulo 2
iremos abordar a divisibilidade no conjunto dos ntmeros inteiros e o algoritmo divisao
euclidiana, no capitulo 3 serao apresentados e demonstrados os critérios de divisibilidade
dos ntimeros usados no carteado. No capitulo 4 apresentaremos a notagao de congruéncia
modular com defini¢oes e demonstracoes das principais propriedades, por fim, no capitulo
5 vamos apresentar os relatos e consideragoes da aplicacao do jogo em quatro turmas,
duas do ciclo fundamental e duas do nivel médio nos municipios de Garrafao do Norte e

Capitao Pogo, respectivamente.



17

2 DIVISIBILIDADE

Neste capitulo apresentamos a teoria abordando teoremas, conceitos e defini¢oes
envolvendo a divisibilidade no conjunto dos ntimeros inteiros (Z). Encontraremos também

o mais importante teorema denominado Teorema da Divisao Euclidiana.

Definicao 2.1. Dados dois nimeros inteiros a e b, dizemos que a divide b, quando existir
um ¢ € Z tal que b = ac. Neste caso diremos também que a é um divisor de b, ou ainda,

que b € divisivel por a.

Notagao: a | b, 1é-se a divide b.
Observe que a notagao nao representa nenhuma operagao em Z, nem representa
uma fracdo. Trata-se de uma sentenca que diz ser verdade que b é multiplo de a. A

negacao desta sentenga é representada por a 1 b.
Proposicao 2.1. Sejam a, b e ¢ € Z, Tem-se que
(i) 1|a,a|laeal0
(i) 0|a <= a=0
(iii) a|b < al] |b]
(iv) Sea|beb]c, entioa | c.

Demonstracgao.

(i) Isto decorre das igualdade a = la, a = al e 0 = a0. [ |

(ii) Suponhamos que 0 | a, logo existe um b € Z onde a = 0b = a = 0. Reciprocamente,

basta observar que 0 | 0, que foi provado no item anterior. [ |

(iii) Suponhamos que a | b entdo existe ¢ € Z tal que

b = ac
b = lac|
bl = lallc].

Logo |al|| ||b]. Reciprocamente, temos que se |a|| |b| existe ¢ € Z tal que

o] = lale
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b = |ac]
b=ac ou b= —ac,

de qualquer forma a | b. [ |

(iv) Sea | b, entao existe ¢ € Z tal que b = aq, e se b | ¢ entdo existe ¢ € Z tal que ¢ = bp.

Assim, temos que ¢ = agp = ¢ = at, com t = gp. Portanto a | c. |

Do item (i) e (iii) temos que qualquer ntimero inteiro é divisivel por £1, por ele
mesmo, e seu oposto. Note que 0 | 0, portanto, todo ntimero inteiro divide zero. Sendo
assim, zero tem infinitos divisores. Suponha que a | b e seja um ¢ € Z tal que b = ag, com

aebé€Zeaz#0. O nimero inteiro ¢ é chamado de quociente de b por a e denotado

b
por ¢ = —. Observe que b = a s6 esta definido quando a # 0 e a | b.
a
Proposicao 2.2. Sejam a, b, c ed € Z. Sea | b e c|d entao ac | bd.

Demonstragao.
De fato, se a|b e c|d, entdo existem g e p € Z tal que b = aq e d = cp. Logo, temos
entao
bd = (aq)(cp)

ac-qp = ac-t, com t = gp.

Portanto, ac|bd. Em particular, se alb, entao ac|bc, para todo p € Z. A demonstragao é

analoga a proposi¢ao acima. [ |
Proposicao 2.3. Sejam a, b e ¢ € Z, tais que a|(b=+ c). Entao, a|lb < alc.

Demonstragao.

Suponhamos que a|(b % ¢), entao
b+ c=aq, comq € Z. (1)
Agora, se alb, entao
b= ap, com p € Z. (2)

Substituindo (2) na (1), temos que

aptc = aq
¢ = alg£p)
c = at

com t = g+ p. Entdo ale. A prova da volta da implicacao é andloga. [ |
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Proposicao 2.4. Sejam a, b e ¢ € Z tais que alb e alc, entdo para todo x ey € Z,
al(bz + cy).

Demonstragao.

Como alb e alc, entdo existe p e ¢ € Z onde b = ap e ¢ = aq.

br+cy=ap-xr+aq-y
a- (pr+ qy) = at,comt = px + qy.

Portanto al(bz + cy). |
Proposigao 2.5. Dados a, b € Z, onde b # 0, temos que alb = |a|< |b).

Demonstragao.

Suponha que alb, entao existe um ¢ € Z onde b = ag como b # 0, entao q # 0.
Aplicando médulo, temos que |b|= |al|g|, desde que 1 < |q|, |a < |al-|g| e como |al||g|= |b].
Portanto |a|< |b]. |

Proposicao 2.6. Sejam a e b € Z, temos que a — b | a™ — b" para todo n € N.

Demonstracgao.

L( 7

Mostraremos por indugao em . Como a—b|a—»b, entdo paran = 1 a afirmagao

é verdadeira. Suponhamos entao, que valha para n. Como a —b|a"™ — b" entdo a™ — b" =

(a — b)q com g € Z. Temos que
a" —b" = (a—0b)q
a" = (a—0b)g+b".
Mostraremos que vale para n + 1. E como

n+l anrl anrl

a =a".a—

Substituindo o valor de a”, teremos entao

a"tt -t = [(a—b)g+b"]a— b

a"tt — " = (a —b)ag + ab™ — b}

a"™t — " = (a—b)ag+ (a — b)b"

a"tt — vt = (a—b)(ag + ")

"™t — " = (a —b)t, com t = (aq + b").

Logo a — bla™™! — b"*L. Portanto a — bla™ — b" para todo n € N. [ ]
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Proposigao 2.7. Sejam a e b € Z, temos que a + bla*" ™ + b*" ™! para todo n € NU {0}

Demonstracgao.
Demonstraremos por inducao em “n”. Para n = 0 é, obviamente, uma afirmacao

verdadeira, pois

@2l 2l = 2041 4 2041 g

a+bla+b
Suponhamos que valha para n. Entao
a®t + 0" = (a + b)q, comq € Z.
Dali, tem-se

a2n+1 4 b2n+1 — (a + b)q

a2n+1 — (CL 4 b)q o b2n+1. (3)
Agora mostraremos que vale para n + 1. Como temos que

2nt1)+1 4 p2(nt1)+1

a

a2n+3 T b2n+3 —

a2n+1 . CL2 + b2n+3, (4)
Substituindo (3) em (4), temos entao

a2(”+1)+1 + b2(n+1)+1 _

[(CL + b)q o b2n+1]a2 + b2n+3 _
((1, + b)a2q o a2b2’n+1 + b2n+3 —
(CL 4 b)aQq . a2b2n+l + b2b2n+1 —
(a+ b)a*q — b** 1 (a® — b?)
e como (a? — b*) = (a — b)(a + b), segue que
Q2D L ()41 _
(a+b)a*q — b*"(a —b)(a +b) =
(a+ b)a*q — b (a — b))

Portanto a + b | a®*™! + " para todo n € N. [ |
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Proposigao 2.8. Sejam a e b € Z, temos que a + b | a®** — b*" para todo n € N.

Demonstracgao.

Novamente iremos usar inducao em n. Veja como a afirmacao é valida paran = 1,

pois
a® —b*" = a*' —b*' = (a —b)(a+b)
e de fato,
a+0b|(a—"0b)(a+Db).
Suponhamos que valha para n, entao temos que
a®™ — b = (a +b)q com q € 7,
temos que

a® — b = (a + b)q
a* = (a+b)q + b, (5)

2n+2 _ p2n2

Iremos mostrar que vale para n + 1, isto é, a+ b|a . Sabemos que

a2(n+l) . b2(n+l) _

42 _ p2nt2 _

a

a2”a2 - b2n+27 (6)

Substituindo (4) em (5), teremos entao

2n+2 an+2 — 2na2 o b2n+2

a a

[(a +b)g + b*]a® — b2 =

(a + b)qa® + a*b’n — b¥*" 2 =

(a + b)qa® + a*b*" — b*b*" =
(a+b)ga* + (a® — b*)b*" =
(a+b)ga® + (a+ b)(a — b)b>" =
(a+b)ga® + (a — b)b*"],

ou seja,
a2n+2 - b2n+2 — (CL 4 b)p

com p = [ga* + (a — b)b*"], p € Z. Portanto a + b | a®" — v*" para todo n € N. [
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Exemplo 2.1. Mostre que 13|27 + 37,

Solucao:

Perceba que podemos escrever
13=4+49=2%+3%
E podemos escrever também
970 4 370 — 92(35) | 32(39)
sendo assim, utilizando-se da proposicao 2.7, temos que
2°+3% = 13
13 ] 225 4 3269 — 970 4 370
Logo, 13]27 + 37.
Exemplo 2.2. Sabe-se que 9| 36 e ainda 9 | 45, mostre que 9 | 1872.

Solugao:
Podemos escrever 1872 = 17 - 36 + 28 - 45 e utilizando a proposicao 2.4, temos que
9 1872.

2.1 Divisao Euclidiana

Mesmo quando um ntmero inteiro a # 0 nao divide um b € Z, Euclides,
no seu livro Elementos, sem um enunciado especifico, traz o fato de que é sempre possivel
fazer a divisao de b por a, com resto. Esse resultado, cuja a demonstragao faremos abaixo,

nao ¢ sé importante na obra de Euclides, como também ¢ um resultado central da teoria.

Teorema 2.1. Teorema da Divisao Euclidiana
Sejam a e b dois nimeros inteiros com b # 0. Existem dois unicos nimeros inteiros

q er tais que
a=bqg+r, com 0<r<hb. (7)

Demonstragao.

Primeiro vamos definir um conjunto que denominaremos de S
S={a—br; x€Z,a—bxr >0}

isto é, S é o conjunto de todos os inteiros nao negativos de forma a — bx.

Agora mostraremos que S # ().
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De fato, sendo b > 0, entdo b > 1 e tomando x = —|a/, resulta que

a—br=a—"b(—la|]) =
a+bla|> a+ 1la|> 0

Observe que S ¢ limitado inferiormente por 0, assim pelo Principio da Boa Ordenacao, S

possui um menor elemento. Seja r o elemento minimo de S tal que,

r>0
e
r=a—>0bg
sendo q € Z. Assim,
a=bq+r.

Até o presente momento, obtemos a existéncia de ¢ e r com
a=bg+rer>0.
Agora temos que assegurar que
r<b
Se r > b, terifamos r — b > 0. Sendo assim, como r = a — bq, tem-se
r—b=a—-bg—b=a—-blg+1)<a—-bg=r,

o que contraria o fato de r ser o menor elemento de S.
O teorema garante a existéncia e unicidade dos inteiros ¢ e r. Para provarmos a
unicidade de ¢ e r, suponha que existam dois pares diferentes de inteiros g e g1, r e r1 que

satisfacam

a=bg+r, 0<r<b

a:bq1+7’1, O§T1<b.



Desde que

a = a
bg+r = bg+m
r—r = bl —q),

o que implica
b| (r—r).
Por outro lado, temos
0<r<hb,
Multiplicando por (-1), tem-se
0>-r>b=-b<—r<Q,

somando com

0<rm < b,
obtemos
—-b<—1r<0
0<r;<b
—b<r—r<hb,
logo,
lry —r|<b
Por hipdtese, b > 0, entao
rr—r=20
T =T

E desde que b # 0, temos por (8) que

rn—-r= (q_q1)b7

24
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logo,

q—q =0
q=1aq.
[ |
Os nuimeros ¢ e r que aparecem no teorema acima sao chamados respectivamente
de quociente e resto da divisao de a por b.
Dessa forma, da divisao euclidiana, temos que o resto da divisao de a por b é zero

se, e somente se, b divide a. Além do mais, quando o resto da divisao for zero dizemos

que a divisao é exata.

Exemplo 2.3. Iremos mostrar que o resto da divisao de 10™ por 9, representado por

ro(10™), € sempre 1, qualquer que seja o n € N.

Solugao:

Serd feito por inducao. Paran = 1 a afirmacao é verdadeira, pois 10! = 10 = 9.1+1
comg=1er=1.

Suponha que o resultado é valido para um n € N, ou seja, 10" = 9¢ + 1.

[remos mostrar que pra n + 1 a afirmacao também é vélida. Considere que

10" = 10".10 =
(94 1).10" = 9.10™ + 10™.

Substituindo o valor de 10", temos entao

10" =9.10" +9¢+ 1 =
9.(10" + ¢q) + 1,

ou seja, chamando ¢’ = 10" + ¢, obtemos 10"*! = 9.¢/ + 1, com r = 1. Provamos que o

resultado vale para n + 1 e, consequentemente, vale para todo n € N.
Exemplo 2.4. Quantos maltiplos de 7 compreendidos entre 25 e 4007

Solucao:

Utilizando-se do algoritmo da divisao euclidiana, temos que
b=aq+r

400 = 7.57 + 1,

assim, temos que o maior multiplo de 7 menor que 400 é o 7 - 57 = 399, onde 57 é o

quociente da divisao de 400 por 7.
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Portanto, os multiplos de 7, entre 25 e 400 sao,

4.7 =298,
5.7 =35
56- = 392;
577 = 399,

ou seja, temos 57-3=54. Logo, existem 54 multiplos de 7 distintos compreendidos entre

25 e 400.
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3 CRITERIOS DE DIVISIBILIDADE

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) ja contempla os critérios de divisi-
bilidade, visto que eles serao utilizados em outras areas da matematica, como Geometria
e Algebra. Essa abordagem deve ser feita logo no inicio do Ensino Fundamental II, pos-
sibilitando as habilidades

“(EFO6MAO05) Classificar nimeros naturais em primos e compostos, es-
tabelecer relagoes entre numeros, expressas pelos termos “é multiplo
de”, “é divisor de”, “é fator de”, e estabelecer, por meio de investigacoes,
critérios de divisibilidade por 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 100 e 1000. (BRASIL,
2018. p.301)”

Fica evidente que esse conjunto de regras a serem memorizadas e aplicadas de
maneira direta, sé é ttil quando for mais simples que a prépria divisao, razao pela qual os
alunos lembram com frequéncia dos critérios de divisibilidade do 2, 3, 5 e 10, por exemplo
e raramente dos critérios do 7 e 11.

Porém, o aluno que desenvolve a habilidade de usar com frequéncia as regras de
divisibilidade, em especial na resolucao de problemas, tem como consequéncia imediata
a memorizagao dos critérios e o desenvolvimento de uma velocidade de raciocinio. Esse
segundo ponto, inclusive, se mostrara muito 1til ao longo de todo o restante do ciclo basico
de ensino, pois usamos muito os critérios de divisibilidade para simplificar resultados, pois
é comum nos exames seletivos as repostas serem dadas na forma de fragoes irredutiveis,
ou seja, fragoes que nao podem ser simplificadas.

De modo geral, podemos definir de forma direta que os critérios de divisibilidade
sao as regras que nos permitem, sem efetuar a divisao, saber se um dado ntmero €, ou
nao, divisivel por outro.

Neste capitulo apresentaremos os critérios de divisibilidade de todos os nimeros
primos menores ou igual a 11, bem como dos niimeros compostos 4, 6, 8, 9 e 10 que foram

aplicados no carteado de divisibilidade.
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3.1 Divisibilidade por 2

O critério de divisibilidade por 2, é considerado um dos classicos. Um nimero é

divisivel por 2, se o seu algarismo da unidade for divisivel por 2.

Demonstragao.

Considere
N = ayamn —1)---asaiag (9)

um numero formado por n algarismos escritos na base 10. Explicitando esse nimero na

forma polinémica, teremos
N =10"a, + 10" ay_1 + - - - + 10%az 4 10a; + ay.
Suponhamos que 2 | N, entao
10"a, 4+ 10" Ya,_y + - - - + 10%ay + 10a; + ag = 2q,
com ¢ € Z, utilizando o dez como fator comum da forma polinomica de N, temos
10(10" 'a, + 10" 2a,—1 + -+ - + 10as + a1) + ag = 2q.
Em seguida, isolando o fator que representa as unidades de N
ap = 2q — 10(10" ta, + 10" 2a,_; + - - - + 10ay + a;)
observamos que podemos ter o 2 como fator comum, assim
ap = 2[g — 5(10" ta, + 10" 2a,_; + - - + 10ay + a;)]
e chamando ¢’ = [¢ — 5(10" ta, + 10" 2a,,_; + - - - + 10as + a1)], com ¢’ € Z obtemos

ag = 2q,.

Exemplo 3.1. Verifique se o nimero 3978 é divisivel por 2.

Solucao:
Temos que o algarismo das unidades do niimero dado é o 8, e como 8 = 2 -4, ou

seja, 2 | 8. Logo, 3978 é divisivel por 2.
Exemplo 3.2. Verifique se o numero 8147 é divisivel por 2.

Solugao:
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Temos que o algarismo das unidades do ntimero dado é 0 7, e como 7=2-3 + 1,

ou seja, 21 7. Logo, 8147 nao ¢ divisivel por 2.

3.2 Divisibilidade por 3

Um numero é divisivel por 3 se, a soma dos seus algarismos formar um nimero
que ¢ divisivel por 3.
Demonstracgao.

Utilizando a expressao (9) na forma polindomica e admitindo que 3 | N, entao
10"a, + 10" ta,_; + - -- + 10%ay + 10a; + a9y = 3¢,com q € Z
Fazendo uso do principio aditivo, somamos 9ay nos dois membros da igualdade, teremos

10"a, + 10" ta,_; + - -- + 10%ay + 10a; +ag +9ag = 3q + Yag
10"a, + 10" a,_ + - -- + 10%ay + 10a; + 10ay = 3(q + 3ao)
10(10" a, + 10" 2,y + - -+ + 10az + a1 + ag) = 3(g + 3ao)

Como 3 é primo e 3 110, entao para que 3 | N = ay,an — 1) - - - asaiag, 0 termo
(10" 'ay, + 10" 2ay—1 + -+ + 10az + a; + ao)

deve ser divisivel por 3. Mas como (10"a, + 10" ta, ;1 + -+ + 10%ay + 10a; + a9 =
QnpQn_1 - - Q207100 entao esta provado que para o nimero ser divisivel por 3, a soma dos seus

algarismos deve resultar em um nimero que ¢ divisivel por 3.
Exemplo 3.3. Verifique se o numero 29754 ¢é divisivel por 3.

Solucao:

Temos que a soma dos algarismos do ntimero 29754 é

2494+T7+5+4=27

271=3-9,
ou seja, 3 | 27 .Logo, 29754 é divisivel por 3.
Exemplo 3.4. Verifique se o niumero 185779 € divisivel por 3.

Solugao:

Temos que a soma dos algarismos do ntumero 185779 é

14+8+54+7+7+9=237
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37=3-12+1,

ou seja, 31 37.Logo, 185779 nao é divisivel por 3.

3.3 Divisibilidade por 4

Um nimero com mais de dois algarismos sera divisivel por 4 se, e somente se, o
numero formado por seus dois tltimos algarismos for divisivel por 4.
Demonstracgao.

Utilizando a expressao (9) na forma polinomica e admitindo que 4 | N, entéo
10"a, + 10" ta,_; + - - - + 10%ay + 10ay + ag = 4q, com ¢ € Z,
logo podemos reescrever esse numero na forma,
100(10" 2a, + 10" 2a, 1 + - -+ + ag) + 10a; + ag = 4q,
e chamando de k = (10" ?%a,, + 10" 3amn — 1) + - - - + as), obtemos
100k + (10a; 4+ ag) = 4q com k € Z.

Assim como 4 divide 100, entao a,a,_1 - - - azayag = 100k+ (10a; +ay) serd divisivel

por 4 se, e somente se, 10a;+ag for divisivel por 4, isto é, 4 | aja. [ |
Exemplo 3.5. Verifique se o nimero 1500 é divisivel por 4.

Solucao:
Temos que o nimero 1500 = 15-100, e como 4 | 100, logo, 4 | 15-100 = 1500 entao,
1500 é divisivel por 4. Assim, todo nimero em que os dois tltimos algarismos forem 00

sempre sera divisivel por 4.
Exemplo 3.6. Verifique se o numero 8524 ¢ divisivel por 4.

Solugao:

Temos que o nimero
8524 = 8500 + 24 = 85 - 100 + 24,
e como
4185-100 e 4|24 (24 =4.6).

Logo, 8524 ¢é divisivel por 4. Assim, como os dois ultimos algarismos é 24 que é divisivel

por 4, portanto, o nimero 8524 é divisivel por 4.
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Exemplo 3.7. Verifique se o numero 27514 ¢ divisivel por 4.

Solucao:

Temos que o nimero
27514 = 27500 + 14 = 275 - 100 + 14,

€ COIMmo
4275100 e 4114 (14 = 4.3+ 2).

Logo, 27514 nao ¢ divisivel por 4.

3.4 Divisibilidade por 5

Um ntmero é divisivel por 5 se o seu tltimo algarismo é também divisivel por 5,
isto é, se for 0 ou 5.
Demonstracgao.

Utilizando a expressao (10) na forma polindémica e admitindo que 5 | N, entao
10"a, + 10" ta,_1 + -+ + 10%ay + 10a; + ag = 5q, com q € Z
logo podemos reescrever esse numero na forma,
10(10" ta, + 10" %a, 1 + - -+ + 10ay + a;) + ag = 5q,
isolando o algarismo das unidades, encontramos

ap = 5q — 10(10" 'a, + 10" 2a,_; + - -+ + 10ay + a;)
ap = 5[q — 2(10" ta, + 10" 2a,_1 + - -+ + 10ay + a;)]

e chamando de ¢ = [q — 2(10"a,, + 10" 2a,,_y + - - - + 10ay + a1)], com ¢’ € Z obtemos
que

/

g = 5q )
ou seja, para um numero ser divisivel por 5, o seu iltimo algarismo também deve ser di-
visivel por 5. |

Exemplo 3.8. Verifique se o numero 7648310 ¢ divisivel por 5.

Solucao:
Segundo o critério de divisibilidade, se o algarismo da unidade for divisivel por
5, entdo o numero é divisivel por 5. Como 5 | 0, entao 5 | 7648310, ou seja, 7648310 é

divisivel por 5.

Exemplo 3.9. Verifique se o numero 1875 ¢ divisivel por 5.
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Solucao:

Segundo o critério de divisibilidade, se o algarismo da unidade for divisivel por 5,
entdao o numero é divisivel por 5. Como 5 | 5, entao 5 | 1875, ou seja, 1875 é divisivel por
5.

Exemplo 3.10. Verifique se o niumero 859302 é divisivel por 5.

Solugao:
Seguindo o critério de divisibilidade, observando o algarismo da unidade, percebe-

mos que 2 nao é divisivel por 5. Portanto 5 t 859302.

3.5 Divisibilidade por 6

Um ndmero ¢é divisivel por 6 se, e somente se, esse nimero for divisivel por 2 e
por 3 simultaneamente, pois na decomposicao em fatores primos, obtemos 6 = 2-3. A

demonstracao segue diretamente das divisibilidades por 2 e por 3.
Exemplo 3.11. Verifique se o numero 48932/ € divisivel por 6.

Solugao:

Temos que o algarismo das unidades do niimero dado é o 4, e como 4 = 2 - 2, ou
seja, 2 | 4 entao 489324 ¢é divisivel por 2. Agora, temos que a soma dos algarismos do
nimero 489324 é

44+84+9+3+2+4=30

30 = 3.10,
ou seja, 3 | 30 entao 489324 é divisivel por 3. Logo, o niimero 489324 é divisivel por 6.
Exemplo 3.12. Verifique se o niumero 3518 € divisivel por 6.

Solugao:

Temos que o algarismo das unidades do nimero dado é o 8, ¢ como 8 = 2 -4,
ou seja, 2 | 8 entao 3518 é divisivel por 2. Agora, temos que a soma dos algarismos do
nimero 3518 é

3+5+14+8=17

17=35+2,

ou seja, 3117 entdo 3518 nao é divisivel por 3. Portanto, o nimero 3518 nao é divisivel

por 6.

10"a, + 10" a1 + - - + 10%ay + 10a; + ap = 5q, com q € Z
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3.6 Divisibilidade por 7

Um numero é divisivel por 7, se o quintuplo do seu algarismo da unidade somado
com o numero formado pelos outros algarismos for divisivel por 7.
Demonstracgao.

Utilizando a expressao (9) na forma polinémica e admitindo que 7 | N, entao
10"a, + 10" ta,_1 + -+ + 10%ay + 1001 + ap = 7q, com q € Z

Fazendo uso do principio aditivo somamos 49a, nos dois membros da igualdade, e

teremos

10"a, + 10" ta,_ + - -- + 10%ay + 10a; + ag + 49a¢ = 7q + 49a,
10"a, + 10" ta,_1 + - - + 10%ay + 10a; + 50a¢ = 7q + 49a,
10(10" 'a, + 10" 2am — 1) + - - - + 10as + a1 + 5ag) = 7(q + Tag).

Sabemos que 10" ta,, +10"2a,_1+- - -+10as+a1+5a9 = ayam — 1 - - asa;+5a9. Como 7 ¢
10, entao 7 | ana,_1 - - - aza; +5ag, provando o critério. [ |

Se aplicarmos o critério acima em um numero de muitos digitos e ainda sim, for
dificil de visualizar, podemos repetir o processo até chegarmos em um nimero menor, o

qual se possa afirmar que é ou nao divisivel por 7.
Exemplo 3.13. Verifique se o niumero 18823 é divisivel por 7.

Solucao:

Utilizando o critério temos,
1882+ 5-3 = 1897,
como o resultado ainda é grande, aplicando novamente o critério, assim temos
18945 -7 =224,

aplicando novamente
2245-4=42

e 7| 42. Portanto, 18823 ¢ divisivel por 7.

Exemplo 3.14. Verifique se o niumero 5728 € divisivel por 7.

Solugao:
Temos que
5724+ 5-8 =612
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que ainda é um nuimero muito grande, aplicando novamente o critério até chegar no

resultado facil de concluir a divisao por 7, entao

61+5-2=T71

7T1=7-10+ 1,

ou seja, 71 71. Logo 5728 nao é divisivel por 7.

3.7 Divisibilidade por 8

Um nimero com mais de trés algarismos, é divisivel por 8 se, e somente se, o
nimero formado por seus trés ultimos algarismos for divisivel por 8.
Demonstragao:

Utilizando a expressao (9) na forma polinémica e admitindo que 8 | N, entao
10"a, + 10" ta,_1 + - - + 10%ay + 10a; + ap = 8¢, com q € Z
desta forma colocamos 1000 em evidéncia, ou seja,
1000(10" 3a, + 10" *a,_1 + - - - 4+ a3) + 10%ay + 10a; + ag = 8¢,
e tomando k = 10" 3a,, + 10" *a,_1 + - - - + a3), obtemos
1000k + (10%ay + 10a; + ap) = 8¢ com k € Z.
Assim, como 1000 é divisivel por 8, entao o niimero
Anlp_1 -+~ aza1ag = 1000k + (10%ay + 10a; + ao)

serd divisivel por 8 se, e somente se, 10%ay + 10a; + ay for divisivel por 8, ou seja, se
8 | A2a1Ay. [ |
Exemplo 3.15. Verifique se o niumero 34000 é divisivel por 8.

Solugao:
Temos que o ntimero 3400 = 34 - 1000, e como 8 | 1000, logo 8 | 34 - 1000 = 34000
entao, 34000 é divisivel por 8. Assim, todo nimero em que os trés ultimos algarismos

forem 000 sempre serd divisivel por 8.
Exemplo 3.16. Verifique se o niumero 85120 ¢ divisivel por 8.
Solucao:

Temos que o niimero

85120 = 85000 + 120 = 85 - 1000 + 120,
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e como

8]85-1000 e 8| 120 (120 = 8 - 15).

Logo, 85120 é divisivel por 8. Assim, como os trés tltimos algarismos é 120 que é divisivel

por 8, portanto, o nimero 85120 é divisivel por 8.
Exemplo 3.17. Verifique se o nimero 27018 é divisivel por 8.

Solugao:

Temos que o niimero
27018 = 27000 + 18 = 27 - 1000 + 18,

e como
8|27-1000 e 8118 (18 =82+ 2).

Logo, 27018 nao ¢ divisivel por 8.

3.8 Divisibilidade por 9

Um ndmero é divisivel por 9 se, o resultado da soma dos algarismos que compoe
esse numero, for divisivel por 9.
Demonstragao:

Utilizando a expressao (9) na forma polinémica e admitindo que 9 | N, entao
10"a, + 10" ta,_1 + -+ + 10%ay + 10a; + ap = 9¢, com q € Z

Fazendo uso do principio aditivo, somamos 9ay nos dois membros da igualdade e

teremos
10"a, + 10" ta,_1 + - - + 10%ay + 10a; + ag + 9ag = 9g + ay,
retirando os fatores comuns, obtemos
10(10" ay, + 10" 2a,—1 + -+ + 10az + a1 + ag) = 9(q + ao).

Como 9 1 10, entao para 9 | N, temos que (10" 'a, + 10" 2a,_1 + - - + 10as + a1 + ay)
deve ser divisivel por 9.

E como (10%a, + 10" a,_1 + --- + 10%ay + 10a; + ay = @pGy_1 - - - azaiag entao
estd provado que para o numero ser divisivel por 9, soma dos algarismos que compoe esse

numero deve dividir 9. |
Exemplo 3.18. Verifique se o niumero 297585 € divisivel por 9.

Solucao:
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Temos que a soma dos algarismos do ntimero 29754 é

2+9+7+5+8+5=236

36=9-4,
ou seja, 9 | 36 entao 297585 ¢é divisivel por 9.
Exemplo 3.19. Verifique se o nimero 18578 é divisivel por 9.
Solucao:

Temos que a soma dos algarismos do ntimero 18577 é

1+8+5+7+8=29

29 = 9.3 +2,

ou seja, 9129 entao 18578 nao é divisivel por 9.

3.9 Divisibilidade por 10

Um numero ¢ divisivel por 10 se, o algarismo das unidades é também divisivel por
10, isto é, se for 0.
Demonstragao:

Utilizando a expressao (9) na forma polindémica e admitindo que 10 | N, entao
10"a, + 10" a,_1 + - - - 4+ 10%ay + 10a; + ap = 10, com ¢ € Z
reescrevendo esse numero na forma,
10(10" *a, + 10" 2a,_1 + -+~ + 10ay + a1) + ag = 10g,
isolando o algarismo das unidades, encontramos

ap = 10g — 10(10" 'a,, + 10" 2a,_; + - - + 10ay + a;)
ap = 10[qg — (10" ta, + 10" 2a,_1 + - - + 10ay + a1 )]
chamando de ¢’ = [¢ — (10" 'a,, + 10" 2a,_1 + - - - + 10as + a1)] com ¢’ € Z, obtemos que

ag = 10¢’,ou seja, para um nimero ser divisivel por 10, o algarismo das unidades também

deve ser divisivel por 10. [ |
Exemplo 3.20. Verifique se o niumero 6483100 ¢ divisivel por 10.

Solugao:

Segundo o critério de divisibilidade, se o algarismo da unidade for divisivel por 10,
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entdo o numero ¢ divisivel por 10. Como 10 | 0, entao 10 | 6483100, ou seja, 6483100 é

divisivel por 10.
Exemplo 3.21. Verifique se o numero 259308 ¢é divisivel por 10.

Solucao:
Seguindo o critério de divisibilidade, observando o algarismo da unidade, percebe-

mos que 8 nao é divisivel por 10. Portanto 10 1 259308.

3.10 Divisibilidade por 11

Um ntmero ¢ divisivel por 11, se o nimero formado pelos algarismos excluindo o
algarismo das unidades e efetuando a subtracao desse novo nimero com o algarismo das
unidades que foi excluido anteriormente, for divisivel por 11.

Demonstragao:

Utilizando a expressao (9) na forma polindémica e admitindo que 11 | N, entao
10"a, + 10" ta,_; + - - + 10%ay + 10ay + ag = 11g, com ¢ € Z
Subtrai-se entao 11ay nos dois membros da igualdade e teremos
10"a, + 10" ta,_y + - - - + 10%ay + 10a; + ag — 11lag = 11q — 11ay
retirando os fatores comuns, obtemos
10(10™ 'a, 4+ 10" 2a,_1 + -+ - + 10az + a; — ag) = 11(q — ap).
Como 111 10, entao para 11 | a,a,_1. .. azajag, temos que
(10" ta, + 10" 2a,—1 + - -+ + 10az + a1 — ay)

deve ser divisivel por 11.

E como (10" a, + 10" 2a,_1 + -+ + 10as + a1 — ap) = pa,_1 - - - G201 — ag entio
esta provado que para o nimero ser divisivel por 11, se o nimero formado pelos algarismos
excluindo o algarismo das unidades e efetuando a subtracao desse novo niimero com o alga-
rismo das unidades que foi excluido anteriormente, for divisivel por 11. [ |

Se aplicarmos o critério acima em um nimero de muitos digitos e ainda sim, for
dificil de visualizar, podemos repetir o processo até chegarmos em um nimero menor o

qual se possa afirmar que é ou nao divisivel por 11.
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Exemplo 3.22. Verifique se o niumero 28523 é divisivel por 11.

Solucao:

Aplicando o critério de divisibilidade, temos entao
2852 — 3 = 2849,

ainda nao conseguimos definir a divisibilidade pelo resultado ainda ser grande, faremos
novamente a aplicagao do processo até que o resultado seja suficiente para definir se é ou
nao divisivel por 11,

284 — 9 = 275,

aplicando novamente,
27— 5=22 e 11]22.

Logo, 28523 é divisivel por 11.
Exemplo 3.23. Verifique se o nimero 625908 € divisivel por 11.

Solugao:

Aplicando o critério de divisibilidade, temos entao
62590 — 8 = 62582,

6258 — 2 = 6256,
625 — 6 = 619,
61 —9=>52¢11152.

Portanto, 625908 nao ¢é divisivel por 11.

Vale ressaltar que os critérios apresentados, demonstrados e exemplificados an-
teriormente, também podem ser combinados para formar o critério de divisibilidade de
numeros compostos, conforme visto no item 3.5, ou seja, se um nimero n é formado
pelos primos py,po,- -+, pa, 0 critério de divisibilidade desse ntimero n é a combinagao

simultanea dos critérios de pq,pa, -+, pn. A tabela a seguir exemplifica essa ampliagao.
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Tabela 01: Generalizacao dos Critérios para Numeros Compostos

NUMERO | FATORES PRIMOS FORMATO
15 365 N__N
© 15 3x5

21 3e7 N__N
© 21 3x7

22 2611 N__ N
© 22 2x11

33 3e 11 N__ N
33 3x11

35 567 N__N
© 35 5x7

55 5611 vN__N
© 55 5x11

N N

n P1, P2, ' Pn n P1 Y P % Py

Fonte: O Autor
Para ratificarmos essa generalizagao enunciaremos e demonstraremos o teorema,
base de sustentacao, uma vez que os demais se fazem presentes nele, assim como a condi¢ao
geral de multiplicidade, permite-nos justificar certos critérios de divisibilidade ja estuda-

dos, mas também permite enunciar outros.

Teorema 3.1. Se um numero for divisivel por vdrios outros primos entre si, dois a dois,

entao sera divisivel pelo produto deles.

Demonstragao.
Seja N um numero dado e a,b, ¢, - - - varios nimeros primos entre si, dois a dois.
N
— =q1 = N =a X q1
a
N
3 = (g2 = N =bx g2
N
—=@p=>N=cxXg
c
e assim por diante. Queremos mostrar que N = (a X b X ¢ X --+) X ¢, onde
q=q X qa X q3 X ---. Como N =a X ¢, implica que a X ¢ sera divisivel por b e, sendo

b primo com a, entao b dividira ¢y, logo,
@ =bxd,

ou ainda,

N=axbxq,onde ¢ =q X qo.

Como a x b x ¢’ é divisivel por ¢, e ¢ é primo com a e b, entao, N serd primo com



a x b, assim, ¢ dividir ¢/, logo, ¢’ = ¢ x ¢”, portanto,
N=axbxcxd",

ou ainda
" =q X qxqs
N={(axbxc)"

Seguindo o mesmo raciocinio adotado, teremos que

N=(axbxecx--)Xxq.

40
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4 CONGRUENCIA MODULAR

Neste Capitulo, apresentaremos uma das nocoes mais fecundas da aritmética,
introduzida por Gauss no seu livro Disquisitiones Arithmericae, de 1801. Trata-se da
realizacao de uma Aritmética envolvendo restos da divisao euclidiana por um nidmero
fixado, objeto de estudo dentro do campo da Teoria dos Numeros, sendo nomeado como
Aritmética dos Restos. Veremos também, a relacao de equivaléncia, sistema completo de

residuos e algumas propriedades de congruéncia modular abordando conceitos e definigoes.

4.1 Aritmética dos Restos

Seja m um numero natural. Diremos que dois ntimeros inteiros a e b sao con-
gruentes médulo m se os restos de sua divisao euclidiana por m sao iguais. Quando os
inteiros a e b sao congruentes modulo m, escreve-se: a = b mod m

Por exemplo, 21 = 13 mod 2, ja que os restos da divisao de 21 e de 13 por dois sao
iguais a 1.

Quando a relagao a = b mod m for falsa, diremos que a e b nao sao congruentes,
ou que sao incongruentes, modulo m. escrevemos, nesse caso, a Z b mod m.

Como o resto da divisao de um nimero inteiro qualquer por 1 é sempre nulo, temos
que a = b mod 1, quaisquer que sejam a,b € Z. Isso torna desinteressante a aritmética

dos restos médulo 1. Portanto, doravante, consideraremos sempre m > 1.
4.1.1 Relacao de Equivaléncia

Proposigao 4.1. Seja m € N. Para todos a,b,c € 7, tem-se que
(i) a = amodm (Reflexiva),
(ii) a = b mod m, entdo b = a mod m (Simétrica)

(111) a =bmodm e b= cmodm, entio a = c mod m (Transitiva).

Demonstracgao.
(i) Como m divide 0, entao m divide (a — a), ou seja, a = a mod m. |
(ii) Se a = b mod m, entdo a — b = gm, com ¢ € Z. Portanto, b —a = —(q)m = b =

a mod m. [ ]
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(iii) Se a = b mod m e b = c mod m, entao existem ¢ e ¢/, tais que

a—b=qgm

b—c=qm.

Somando membro a membro as duas equagoes, temos que
a—b+b—c=qgm+¢dm=

a—c=m(q+¢),

ou seja, a = ¢ mod m. |

Para verificar se dois niimeros sao congruentes modulo m, nao é necessario efetuar a
divisao euclidiana de ambos por m para depois comparar os seus restos. E suficiente

aplicar o seguinte resultado.

Proposicao 4.2. Suponha que a,b,m € Z, com m > 1. Tem-se que a = b mod m se, e

somente se, m | b — a.

Demonstragao.
Sejam

a=mq+7r, com0<r<m

b=mq +7r', com0<7r <m,

as divisoes euclidianas de a e b por m, respectivamente.
Logo, b—a=m(q¢ —q) + (r' = 7).

Portanto, a = b mod m se, e somente se, r —7r’, 0 que, em vista da igualdade acima,
é equivalente a dizer que m | b — a, ja que |r — r'|< m.

Note que todo ntmero inteiro é congruente médulo m ao seu resto pela divisao
euclidiana por m e, portanto, é congruente moédulo m a um dos nimeros 0,1,---,m — 1.
Além disso, dois desses niimeros distintos nao sao congruentes modulo m.

Portanto, para achar o resto da divisao de um nimero a por m, basta achar o

nimero natural r» dentre os nimeros 0,1, ---,m — 1 que seja congruente a a moédulo m W
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4.1.2 Sistema Completo de Residuos

Chamaremos de sistema completo de residuos moédulo m a todo conjunto de
nimeros inteiros cujos restos pela divisao por m sao os nimeros 0,1,---,m — 1 , sem
repeticoes e numa ordem qualquer.

Portanto, um sistema completo de residuos modulo m possui m elementos.

E claro que, se ai,---,d,; sao m numeros inteiros, dois a dois nao congruentes
modulo m, entao eles formam um sistema completo de residuos médulo m. De fato, os
restos da divisao dos a; por m sao dois a dois distintos, o que implica que sao os niimeros
0,1,---,m — 1 em alguma ordem.

Em particular, um conjunto formado por m inteiros consecutivos é um sistema
completo de residuos modulo m.

Seja R um sistema completo de residuos modulo m, entao a divisao euclidiana por
m pode ser generalizada como segue:

Para todo a € 7 existem inteiros ¢ e r univocamente determinados tais que
a=mq+r,comr e R.

Nessa situacao, dizemos tratar-se da divisao com resto em R.

A divisao euclidiana corresponde ao caso em que R = {0,1,---,m —1}. Se tomar-
mos R = {r € Z; ? <r< %}, o que ¢ um conjunto de m inteiros consecutivos, a
correspondente divisao serd chamada de divisao com menor resto.

O que torna 1til e poderosa a nocao de congruéncia é o fato de ser uma relacao de
equivaléncia compativel com as operagoes de adicao e multiplicacao nos inteiros, conforme

veremos na proposicao a seguir.
4.1.3 Algumas Propriedades de Congruéncia

Proposicao 4.3. Seja a,b,c,d € Z, com m > 1.
(i) a =bmodm e c=dmodm, entdo a+ c= b+ dmod m.
(i) a =bmodm e c =dmodm, entio ac = bd mod m.

Demonstragao

Suponhamos que a = b mod m e ¢ = d mod m. Logo, temos que m | b —a e

m|d—c.

(i) Basta observar que m | (b — a) + (d — ¢) e, portanto, m | (b+ d) — (a + ¢), o que

prova essa parte do resultado. [ |

(ii) Basta notar que bd—ac = d(b—a)+a(d—c) e concluir que m | bd—ac. [
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Corolario 4.1. Para todos n € N, a,b € Z, a = b mod m, entio tem-se que a" =

b"™ mod m.

Demonstragao

Temos que, da Proposicao 4.2,
a=bmodm<<& m|b—a=—(a—0>)
e temos também, da Proposicao 2.6 que
a—bla"—0b"
e por transitividade podemos afirmar que
a—bla"—=0"=—("—a").
Logo, Para todo n € N, se a = b mod m = a"™ = b" mod m. |

Proposicao 4.4. Sejam a,b,c,m € Z, com m > 1. Tem-se que a +c = b+ ¢ mod m &<

a=bmodm.

Demonstragao
Se temos que a = b mod m e pela proposicao 4.2 temos que ¢ = ¢ mod m, sendo
assim, pela proposi¢ao 4.3, item (i), temos que a + ¢ = b + ¢ mod m. Para a volta, se

a+ c=b+ ¢ modm temos entao que

m| (b+c)—(a+c),

(b+c¢)—(a+c)=b—a+c—c=b—a,

entdo m | b — a, consequentemente, a | b mod m.

A proposicao acima nos diz que, para as congruéncias, vale o cancelamento com
relacao a adicao. Entretanto, nao vale, em geral, o cancelamento para a multiplicacao,
vamos verificar, por exemplo, que 6:9—6-5 = 24 e 8 | 24, entao temos proposi¢ao que 6-9 =
6 - 5 mod 8, e, no entanto, 9 # 5 mod 8. |

Proposigao 4.5. Sejam a,b,c,m € Z, com m > 1. Temos que ac = bc mod m < a =
b mod

(c;m)

Demonstragao
Se

ac = bc mod n = n | be — ac =

n|(a—bc= (a—0bc=ng=
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a—0b)— = —
( )c, n c,nq’
s (cm) # 0, logo s | (= b) = "3 © oy S0 primos entre i, ent
ois (¢,n 0go —— | (a — b)——, como —— e sao primos entre si, entao
PORAGI 7 O () (e;n) O (e © () 0P ’
n n
—b) e, portanto, a = b mod .
) | (@ —b) e, portanto, a = b mo )

A volta da implicacao é anédloga. |
Corolario 4.2. Sejam a,b,c,m € Z, comm > 1 e (¢,m) = 1. Temos que ac =
bc mod m < a = b mod m.

Demonstracgao
Se
a=bmodn,
entdo n | (a — b), isto é,
(a —b) =ng=
(a—-b)c = ngc =
ac — be = ng,
com ¢ = ge. Logo n | (ac — be) e, portanto, ac = be mod n.
Para a volta da implicagao, por hipétese temos que, (¢,n) =1 e
ac = bc mod n,
isto é,
n | (ac—bc) = n| (a—b)c,
comon { centdon | (a—b) = a = b mod n. |

Daremos, a seguir, propriedades adicionais das congruéncias relacionadas com a

multiplicagao.

Proposicao 4.6. Sejam a,b € Z. Se m,n,mq,---,m, sao inteiros maiores do que I,

temos que

(i) sea=bmodm en |m, entao a = b mod n;

(i) a =bmodm;, Vi=1,---,r < a=bmod;[my,---,m,|;

(111) se a =bmodm, entao (a,m) = (b,m).

Demonstragao

(i) Se a = b mod m, entdo m | b —a. Como n | m, segue-se que n | b — a. Logo,

a = bmodn.
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(ii) Se a = b mod m;, i = 1,---,r, entdo m; | b — a, para todo i. Sendo b — a
um miltiplo de cada m;, segue-se que [my,--+,m,] | b — a, o que prova que a =
b mod [my,---,m,|. A reciproca decorre do item (i). |

(iii) Se a = b mod m, entdo m | b—a e, portanto, b = a+tm com ¢t € Z. Logo, pelo Lema
de Euclides (Unidade 5 do livro de Aritmética da Colegago PROFMAT 2016, p.75)

temos que (a,m) = (a+tm,m) = (b,m). [ |

Exemplo 4.1. Vamos achar o menor multiplo positivo Tu de 7 que deixa resto 1 quando
dividido por 2,3,4,5 e 6.

Solucao:
Portanto, queremos achar a menor solucao positiva u do seguinte sistema de con-
gruéncias:
7X =1 mod2, mod3, mod4, mod5 e modb.

Pela Proposigao 4.6(ii), temos que toda solugao simultanea das congruéncias acima

¢ solucao da congruéncia
7X =1mod|2,3,4,5,6],

e reciprocamente.

Portanto, devemos achar a solugao positiva minima u da congruéncia
7X =1 mod 60.
Por outro lado, resolver a congruéncia
7X =1 mod 60
¢é equivalente a resolver a equacao diofantina
7X —60Y = 1.

Pelo Algoritmo de Euclides, temos que

60=7-8+4
7T=4-143
4=3-1+1.

Portanto,
1=4-3-1=4—(7T—-4) =

2.4-7=260-7-8)—7=
7. (=17) — 60 - (=2).
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Decorre dai que xo = —17 e yg = —2 é uma solucao particular da equacao diofantina

7X —60Y = 1. Logo, a solugao geral é dada por
r=—17T+t60ey=—2—1t7, comt € Z.

Portanto, o menor valor positivo de © de modo que exista v para os quais u,v ¢é

uma solucao da equagao diofantina

7TX —-60Y =1

u=—17+1-60=43.

Segue-se, entao, que o nimero procurado ¢ 7 - 43 = 301.
No capitulo 3 deste trabalho discutimos critérios de divisibilidade. Revisaremos

aqui esses alguns desses critérios, agora, utilizando a nogao de congruéncia.
Exemplo 4.2. Critérios de divisibilidade por 2, 5 e 10.

Solugao:
Notando que 10 = 0 mod 2, 10 = 0 mod 5 e 10 = 0 mod 10, temos que

n;10" = 0 mod 2,

n;10° = 0 mod 5

e
n;10° = 0 mod 10; i > 1;
Portanto, dado um nimero n = n,n,_; - - - ng, na base 10, temos que
n = ng mod 2,
n = ng mod 5
e

n = ng mod 10,
o que nos diz que n é divisivel por 2, 5 e 10 se, e somente se, ng ¢ divisivel por 2, 5 e 10.
Exemplo 4.3. Critérios de divisibilidade por 3 e 9.

Solucao:

Como 10 =1 mod 3 e 10 = 1 mod 9, segue-se que

n;10° = n; mod 3

n;10° = n; mod 9.
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Isso mostra que, se n é representado na base 10 como
n=n,+nr—1)+ ..+ n,
entao

n=MN,+Ny_1+-+ngmod3

n=ny+n._1+---+mngmod9,

o que prova que n ¢é divisivel por 3 ou 9 se, e somente se, n, +n,_1 + - - - + ng é divisivel,

respectivamente, por 3 ou por 9.



49

9 CARTEADO DE DIVISIBILIDADE E DA CONGRUENCIA MODU-
LAR NA EDUCACAO BASICA E NO ENSINO SUPERIOR

Neste capitulo apresentaremos a importancia de levar o lidico para sala de aula
como estratégia inovadora e atraente para os alunos, além disso, teremos a elaboracao, as
regras e a aplicacao do jogo Carteado da Divisibilidade em seis turmas do ensino béasico

ao superior.

5.1 Elaboracao do Carteado

O jogo de mesa Carteado da Divisibilidade e Congruéncia foi elaborado para ser
aplicado em sala de aula do ensino béasico ao superior. O jogo foi construido tendo como
base a disciplina de Teoria dos Nuimeros com enfoque nos critérios de divisibilidade de
nimeros primos e compostos e na teoria das congruéncias, com destaque as propriedades
operatorias.

Essa atividade ¢ uma alternativa metodologica préatica para o ensino da Ma-
tematica, nos mais variados niveis de aprendizagem, além de possibilitar e fortalecer
habilidades diversas, como atengao, interagao, memoria, raciocinio légico, planejamento,
tomadas de decisao de modo a minimizar as dificuldades apresentadas nos conteidos men-
cionados acima.

O jogo é de facil compreensao, visto que utilizamos a mesma estrutura légica do
“jogo de cartas UNO”, ou seja, uma atividade que ja faz parte da rotina da grande maioria
dos estudantes, o que favorece a receptividade dos alunos e promove maior engajamento
na atividade.

Outro aspecto que vale destacar é que no referido jogo podemos promover variagoes
que dependem do niimero de participantes, dos critérios de divisibilidades envolvidos, das
propriedades operatérias de congruéncia e da quantidade de cartas envolvidas, ampliando
assim as possibilidades ludicas metodologicas do jogo.

O jogo tem por objetivo fornecer ao professor, seja da educagao béasica ou mesmo
do ensino superior, um produto educacional (jogo) de baixo custo de modo a promover
uma alternativa didatica metodolégica que possibilite uma melhoria da qualidade do en-
sino dos conteudos relacionados.

Conforme Lara (2011, p.17),
Os jogos, ultimamente, vém ganhando espaco dentro de nossas escolas

numa tentativa de trazer o lidico para dentro da sala de aula. A pre-
tensao da maioria dos professores com a sua utilizacao é a de tornar
as aulas mais agradaveis com o intuito de fazer com a aprendizagem
torne-se algo fascinante. Além disso, as atividades lidicas podem ser
consideradas como uma estratégia que estimula o raciocinio levando o
aluno a enfrentar situacoes conflitantes relacionadas com seu cotidiano.
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A autora apresenta e reforca a importancia do lidico em sala de aula, visto que os
alunos sao estimulados quando estao participando de jogos e brincadeiras.

Tendo em vista a proposta de um trabalho que relacione o ensino superior e o
ambiente de sala de aula da educagao basica, planejamos este material, em parceria com
o Laboratorio Pedagogico de Informatica e Matematica (LAPINMAT)EL a fim de envol-
ver a congruéncia modular, abordada na disciplina de Aritmética (PROFMAT) e divisao
euclidiana da educacao béasica, mais precisamente, os critérios de divisibilidade. Obtemos
como fruto dessas relagoes o que denominamos de “Carteado da divisibilidade e da con-
gruéncia modular”.

Assim, podemos atrelar uma metodologia de ensino diferenciada com alunos mo-
tivados e estimulados a aprender, compreender, discutir e interagir de um modo mais
dinamico e divertido. Segue abaixo as etapas desenvolvidas para efetuar o trabalho:

12 Etapa - Discutir acerca do assunto colocado em pauta proposto pela orientadora e
pelo coorientador em consonancia com o que se ensina a estudar em sala de aula, decidi-
mos entao abordar a divisibilidade e congruéncia modular com a finalidade de criar um
material concreto de baixo custo que pudesse ser utilizado em aulas por docentes e para
os discentes como forma de aprendizado diferenciado.

22 Etapa — Foi pensado em um jogo que fosse de ficil acesso e que a maioria tivesse
algum conhecimento prévio sobre o tipo de jogo, assim foi escolhido o carteado, pois se
avaliou que a estrutura é bastante popular, puderam ser feitas as modificacoes necessarias
para o conteudo que queriamos esclarecer.

32 Etapa — Confeccionou-se um protétipo do “Carteado da Divisibilidade”, usando papel
A4 (ver figura 1) com formato retangular em tamanho 8,5 cm por 4,85 ¢cm, onde as cartas
eram divididas em dois grupos: as cartas divisoras (ver figura 1) e as cartas dividendo

(ver figura 2), sendo todas as cartas do mesmo tamanho, mas de fécil diferenciagao.

10 LAPINMAT é um Laboratério Pedagégico de Informética e Matemdtica destinada a comunidade
académica e tem como objetivos: desenvolver pesquisas sobre informatica, produzir materiais e video
aulas para serem utilizadas em Matematica desde o fundamental ao superior, além de envolver as escolas
publicas no laboratério. O LAPINMAT é aberto ao publico em geral para desenvolvimento de seus
trabalhos e pesquisas.
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Figura 1: Protétipo das cartas Divisoras

Fonte: LAPINMAT

Figura 2: Protétipo das cartas Dividendo

Fonte: LAPINMAT

42 Etapa — Em outro momento, foi utilizado o programa CorelDraw 2020, para confec-
cionar as cartas na forma digital (ver figuras 3, 4 e 5) e foi nesse momento que houve
a inclusao das cartas em notagao de congruéncia modular e separando o jogo em niveis
conforme o ciclo de ensino, surgiu entao o nome do jogo “Carteado da Divisibilidade e

Congruéncia Modular”.



Figura 3: Cartas Divisoras
Y i

=)

Fonte: LAPINMAT

Figura 4: Cartas dividendo dos niveis 1, 2 e 3 respectivamente

2 6041)

Fonte: LAPINMAT

Figura 5: Cartas dividendo do nivel 4

= 7064 (mod 8) =(10)" (mod 10)

Fonte: LAPINMAT
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5.2 Regras do Jogo

e A partida pode ser disputada por até seis participantes ou grupos;

e Os jogadores ou grupos recebem as mesmas cartas, inclusive em quantidade, de
acordo com o nivel: Nivel 1 (12 cartas), Nivel 2 (15 cartas), Nivel 3 (20 cartas) e
Nivel 4 (25 cartas);

e O primeiro jogador retira uma carta dividendo e em seguida todos os jogadores
descartam os divisores que possuem condizente com o maior divisor para o dividendo

que esta na mesa;

e (Caso o jogador descarte uma carta que seja divisor, mas nao é o maior divisor em

maos, a carta retorna ao jogador;

e (Caso o jogador descarte uma carta que nao seja divisor da carta dividendo, a referida
carta retorna para as maos do jogador e o mesmo é obrigado a comprar uma nova

carta divisora;
e Nao é permitido descartar mais de uma carta por divisor numa mesma jogada,;
e A partida se desenvolve com os demais participantes se alternando nas jogadas;

e O jogador que descartar todas as suas cartas primeiro serd o vencedor podendo ter

mais de um vencedor por partida;

5.3 Aplicacao do Carteado

A partir do momento que o carteado estava pronto, o mesmo passou a fase de
testes, sendo aplicado em niveis e realidades diferentes. A primeira aplicagao se deu entre
os préprios alunos do LAPINMAT, em seguida foi aplicado com os alunos do Programa
Polos Olimpicos de Treinamento Intensivo (POTI) que funciona na prépria UFPA cam-
pus Braganca, ver anexo A figura 13 e 14. Num terceiro momento o carteado foi aplicado
aos alunos do PROFMAT, turma 2021, ver anexo A figura 15. Essas aplica¢oes foram
suficientes e motivadoras para submetermos o jogo até a X Bienal de Matematica, um
evento de ambito nacional que avalidvamos ser necessario para experimentarmos o jogo
em outra realidade.

Enquanto aguardavamos a Bienal, levamos e aplicamos o carteado da divisibilidade
em quatro turmas de escolas publicas: duas turmas de sétimo ano da Escola de Ensino
Fundamental A, no municipio de Garrafao do Norte-PA e duas turmas de terceiro ano de
ensino médio da Escola Estadual B, no municipio de Capitao Pogo-PA. Foram escolhidas
duas turmas de cada nivel para realizar a aplicagao do carteado, e de maneira intencional,

apenas uma turma de cada nivel teve contato com o estudo dos critérios de divisibilidade
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em sala de aula. Vale ressaltar também que nessa aplicacao utilizamos apenas os critérios
de divisibilidade descritos neste trabalho.

Em cada turma, foi feito a seguinte pergunta: Voceés ja jogaram ou jogam algum
tipo de jogo de cartas? Nas turmas de sétimo ano percebeu que cerca de 40% jogam ou
conhecem o jogo de cartas UNO. J4 nas turmas de terceiro ano a quantidade de alunos
que conhecem ou jogam cartas, tendo como principal o UNO, é de aproximadamente 70%.
Notamos que boa parte dos alunos jogam o UNO, nas recreacoes e nos intervalos de aula,
citado por alguns alunos.

Posteriormente apresentamos o Carteado de divisibilidade, mostramos a seme-
lhanca com o UNO, mas com suas regras proprias, tendo como particularidade o descarte
da carta divisora por todos os envolvidos ao mesmo tempo, gerando a possibilidade de
ter mais de um vencedor, utilizando os critérios de divisibilidade como solucao para o
descarte da carta divisora. Por se tratar de divisao, operacao em que apresentam difi-
culdades, observamos inicialmente um certo descontamento, nao com o jogo em si, mas
com a proposta de solucao, assunto este de dificil compreensao pela maioria dos alunos.
Lembrando que em cada nivel tinhamos turmas que estudaram os critérios e outras que
nao tiveram um contato direto com os critérios, ou seja, mais um desafio para os que
nao estudaram o assunto, ja para os que estudaram os critérios, colocaram em pratica a
teoria.

Mesmo se tratando de divisao, alguns alunos estavam ansiosos e entusiasmados em
participar do jogo carteado, por sua comparacao ao UNO e ver de fato o funcionamento
e aplicagao da divisibilidade (para os alunos que estudaram).

Para efeito de distin¢ao de cada turma, chamaremos as turmas de sétimo ano e
terceiro ano que tiveram contato com os critérios de divisibilidade, de F7A e M3A e as
que nao tiveram contato com a temaética, de F7B e M3B, respectivamente.

Um caso interessante, foi que apds o inicio do jogo, todas as turmas demoraram
nas primeiras jogadas, devido ao primeiro contato com o carteado, e também tinham dez
critérios de divisibilidade nas maos tendo que verificar dos niimeros mais altos para os
mais baixos, mas depois tiveram desenvolvimentos diferentes no decorrer do jogo.

Percebemos a necessidade e a importancia de ter o lidico ou ferramentas similares
como alternativas metodoldgicas para o ensino e aprendizagem de Matematica, conforme
defendido por (BORIN 2002, p. 8).

Mesmo sendo uma pratica ja aplicada em muitas escolas é surpreendente o poder
que o jogo tem na geracao de entusiasmo, motivacao e participacao dos alunos, até por-
que nao é comum um jogo que envolva os critérios de divisibilidade, mesmo sabendo da
enorme dificuldade que os alunos, no ambito geral, tem de realizar a operacao de divisao

de forma rapida e eficiente.
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5.4 Nivel 1 (sexto e sétimo ano do ensino fundamental)

Nas turmas de sétimo ano, cada jogador recebeu 12 cartas divisoras, as quais sao,
duas cartas do 2 e 3 e uma carta dos valores 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 e 11. Foi relatado primeira-
mente a participacao dos alunos que tiveram o contato com os critérios de divisibilidade.
Ap6s o inicio do jogo, os alunos da F7A, apresentaram demora no desenvolvimento dos
critérios de divisibilidade, pois estavam diante do jogo carteado pela primeira vez, além
de contar com o nervosismo apresentado por eles. Falando sobre o tempo (demora) da
jogada das cartas durante a partida, as cartas de divisibilidade do 11, 8 e 7, demoravam
cerca de 8 a 12 minutos, aproximadamente, para todos finalizarem seus devidos célculos,
com dificuldade maior na divisibilidade por 7, para as cartas de divisibilidade por 3, 4, 6
e 9 demoravam entre 2 a 6 minutos, aproximadamente, ja com as cartas 2, 5 e 10, todos
finalizavam em menos de 2 minutos.

Na observacao dos calculos durante a partida, percebemos contagem dos dedos,
calculo mental e algumas vezes tendo que recorrer ao papel e lapis para célculos mais
complexos de se resolver. No decorrer do jogo, os alunos se sentiam entusiasmado com
0 jogo, menos nervosos, e a medida que acertavam a jogada vibravam, principalmente
quando acertavam as cartas com critérios mais dificeis, ou seja, naquele momento os alu-
nos perceberam a importancia de aprender os critérios de divisibilidade ao aplicar na
pratica e por meio do lidico. O jogo na turma FTA teve uma duragao aproximada de
1 hora e 20 minutos. Como houve alguns erros de cartas que nao dividiam a carta divi-
dendo e também por jogarem cartas que dividiam, porém nao eram as cartas de divisores
maiores que estes tinham em suas maos. Ao final do jogo trés alunos foram vencedores,
ou seja, tivemos um desempenho satisfatorio.

Agora, descreveremos a andlise da turma F7B, que nao teve contato com os critérios
de divisibilidade, o que se observou, ao iniciar a partida, é a dificuldade dos alunos em
compreender a divisao, ainda mais consideracao que estes alunos passaram praticamente
dois anos sem estudos presenciais, devido a pandemia e sabemos que a operacao de divisao
em si, ¢ uma operacao em que os mesmos apresentam dificuldades. Dificuldade essa que
travou o jogo, eles tiveram que recorrer aos calculos utilizando-se de papel e lapis, mesmo
assim houve bastante interrupcoes e o autor realizou explicacoes sobre a divisao normal,
e quantas vezes a carta divisora daria na carta da mesa, dentre outras formas, para que
a partida tivesse continuidade.

Como eles tinham que encontrar o maior divisor que tinham em suas maos, tendo
que efetuar varios céalculos, por exemplo, as cartas 11, 10, 9 e 8 foram as cartas que a
maioria teve dificuldade em jogar, sendo que em algumas vezes essas cartas foram joga-
das sem efetuar o calculo, resultando em varios erros por nao ser a carta divisora, além
disso, houve a ocorréncia de descartes de divisores menores, infringindo a regra do jogo.

Desse grupo de alunos, uma aluna conseguiu descartar apenas trés vezes sendo as cartas
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divisoras 2, 3 e 5. Nas observacoes dos calculos, teve calculos por meio de bolinhas, por
palitos, por soma, na qual gerava duividas sobre a certeza de suas solugoes, apenas dois
alunos conseguiam resolver a divisao com pouca dificuldade.

Na turma F7B, o carteado de divisibilidade teve uma duracao aproximada de 2
horas e 30 minutos, levando em consideragao as vérias vezes que o jogo pausou para
explicacoes feitas pelo autor, o que resultou em apenas um vencedor com muita dificul-
dade. Na observacao durante a aplicagao do jogo, foi notério o desanimo por parte dos
alunos por nao conseguirem desenvolver os calculos com eficiéncia e com isso gerando a
demora em cada jogada, lembrando que em uma das jogadas, tivemos uma demora de
aproximadamente 25 minutos, e em outros casos a desisténcia da jogada, houve também
a impaciéncia, ou seja, alguns desses alunos estavam frustrados por sua incapacidade de
solucionar a operacao de divisao e algumas vezes davam risadas nos erros que aconteciam
para descontrair em certos momentos.

Apés o término da partida do carteado, o autor fez uma breve fala a respeito da
importancia de saber a operacao de divisao, além disso, o mesmo fez uma breve explicacao
dos critérios de divisibilidade do 2, 3 e 5, mostrando o quanto seria eficaz na solucao do
jogo se os alunos soubessem desses critérios, apds a explanagao do tema, percebeu-se o

entusiasmo em jogar novamente o carteado apos aprender os critérios de divisibilidade.

5.5 Nivel 3 (ensino médio)

Agora, relataremos a experiéncia dos alunos com o jogo carteado nas turmas de
terceiro ano M3A e M3B, respectivamente. Cada jogador neste nivel recebeu duas cartas
de cada divisor, totalizando 20 cartas.

Na turma M3A onde houve o estudo dos critérios de divisibilidade, apenas um dos
envolvidos nao conhecia o jogo UNO, ou seja, ao explicar sobre as regras do jogo e a sua
semelhanca com o jogo de cartas UNO, nao houve dificuldade no entendimento do jogo
carteado. No entanto, o inicio do jogo foi demorado, além de ser o primeiro contato, a
primeira carta dividendo a aparecer foi para o divisor 7, ou seja, obedecendo a regra, até
chegar ao 7, eles tiveram que testar os divisores maiores, mesmo assim os alunos solucio-
naram seus calculos em torno de 9 minutos.

Dessa turma, observamos que trés desses alunos aplicavam os critérios de forma
rapida, e com eficiéncia, durante a partida, a disputa entre eles comegava a aparecer, os
calculos aconteciam de forma mais tranquila, houve tempo recorde de 8 segundos para
definirem o divisor 10. Notou-se também a agilidade nas resolugoes dos divisores 2, 3,
5 e 9 com tempo aproximado de 30 segundos a 3 minutos, ja a divisibilidade do 4 e 8

demoraram em torno de 1 a 4 minutos, aproximadamente.
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Na turma M3A obtiveram apenas dois erros de cartas divisoras nao divisiveis,
também teve jogadas de cartas divisoras que eram divisiveis, porém nao obedecia a regra
de jogar a carta de maior valor, mesmo assim, ao fim do jogo, resultou em quatro vencedo-
res com duracao da partida em aproximadamente 1 hora e 15 minutos. Eles apresentaram
uma boa participagao e entusiasmo, se divertiam enquanto jogavam, houve disputas para
verificar quem conseguia ser mais rapido em encontrar a carta de acordo com o critério
de divisibilidade e regras do jogo, o ambiente ficou bem participativo gerando até torcida
dos demais alunos que observavam os jogadores.

Enfim, o grupo da turma M3A percebeu a importancia de aprender os critérios de
divisibilidade e de saber que um jogo de carteado semelhante ao UNO é interessante e
prazeroso para aplicacao do tema estudado.

Vamos, agora, descrever a observacao na turma M3B, que nao estudou tais critérios,
por se tratar de uma turma de terceiro ano, era esperado que a ampla maioria soubesse
o basico da operacao de divisao, mas nao foi o que constatamos. No inicio do jogo, a
primeira carta dividendo foi do divisor 11, onde obtiveram dificuldades em resolver por
calculos mentais, ou seja, mais uma vez o jogo travou mesmo estando os envolvidos em
outro nivel de estudos, entao eles recorreram aos calculos com papel e lapis para assim
tentar solucionar a divisao em si, alguns resolviam pela divisao normal, outros tentavam
pela soma do divisor, outros pela tentativa de multiplicacoes e assim os calculos estavam
fluindo, levando em torno de 18 minutos essa primeira jogada. Quatro alunos conseguiram
confirmar o divisor e um aluno permaneceu tentando calcular até que desistiu da jogada e
sugeriu sair da partida, por apresentar dificuldade na operacao de divisao, entao o autor
se propos a auxiliar nos calculos sugerindo algumas ideias de resolugoes em cada jogada,
desse modo, o aluno permaneceu na partida até o término.

O jogo continuou e por alguns momentos travava nas resolugoes, o que se percebia
era que nas cartas 10, 9, 8 e 7 por serem teoricamente altas, justificados por eles, traziam
certa dificuldade nos calculos, demorando em torno de 10 a 16 minutos para todos finali-
zarem os calculos de cada divisor.

Nesta turma, o autor adotou uma estratégia de explicar rapidamente alguns critérios
de divisibilidade depois que as duas cartas divisoras eram descartadas pelos alunos, o jogo
até entao estava cansativo e desinteressado, notou-se certo interesse tanto pelas jogadas
seguintes quanto para saber mais sobre a proxima explicacao. A medida que estavam
descartando as cartas, apareciam as novas cartas dividendo que nao possuem mais divi-
sores entre os participantes e o autor mencionava que as cartas divisoras ja sairam, entao
ocorria um fato interessante, ao serem questionados sobre o possivel divisor daquela carta
dividendo, a maioria percebia por meio do que aprenderam sobre os critérios de divisibi-
lidade do 2, 3, 5 e 10, durante a partida, e respondiam corretamente e com rapidez.

O grupo da turma M3B finalizou o jogo com dois participantes vencedores em

tempo aproximado de 2 horas e 10 minutos, o que se pode perceber ao jogar o carteado
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sem nogao dos critérios de divisibilidade, o ambiente se torna cansativo e desinteressante
por parte dos alunos, visto que eles tém que efetuar calculos de divisao por varias vezes e
a divisao em si ja é um empecilho na vida educacional da maioria dos alunos. Mas esta
turma esbogou animo e interesse, quando colocados diante de alguns critérios que de certa

forma ampliaram seus conhecimentos.

5.6 Analise dos Resultados

Apés a conclusao da aplicacao do Carteado da Divisibilidade nas quatro turmas

inicialmente propostas, podemos destacar os seguintes aspectos:

5.6.1 Duracgao da Partida

Quando dividimos as turmas entre aquelas que receberiam aulas prévias com a
abordagem dos critérios de divisibilidade e as que nao receberiam, nossa intencao era justa-
mente o de estabelecer esse comparativo temporal, pois acreditavamos que o conhecimento
prévio dos critérios tornavam as divisoes mais rapidas, possibilitando aos participantes
uma interagao maior, com velocidade de raciocinio e dinamismo, isso foi sem duvida o
fator determinante que as turmas que nao tiveram acesso prévio aos critérios levassem

quase o dobro do tempo para terminar a sua partida, conforme pode ser visto na tabela 02.

Tabela 02: Tempo de duragao da partida entre os niveis de ensino
TEMPO DA PARTIDA (MINUTOS)

NIiVEL DE ENSINO | TURMA SEM OS CRITERIOS | TURMA COM OS CRITERIOS

FUNDAMENTAL 150 80
MEDIO 130 75

Fonte: O Autor
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Grafico 01: Comparativo de tempo entre as partidas
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Na leitura do grafico percebemos que houve uma diferenca de apenas 5 minutos
entre as partidas dos niveis fundamental e médio para as turmas que receberam o co-
nhecimento prévio dos critérios de divisibilidade, mesmo sabendo que as quantidades de
cartas sao diferentes e que os valores das cartas dividendo do nivel médio sao de niimeros
maiores, essa proximidade refor¢a que o nivelamento do jogo foi muito bem estabelecido,

isto é, gerando as mesmas dificuldades equivalentes ao ciclo de ensino.

5.6.2 Numero de vencedores

Outro ponto que vale destacar é o nimero de vencedores que tivemos em cada par-
tida conforme Tabela 03, como relagao as turmas que tinham conhecimento dos critérios
de divisibilidade das que nao tinham, o nimero de ganhadores foi maior ou igual ao dobro,
nesta ordem, outro ponto importante é que a quantidade de vencedores entre os niveis é

aproximadamente o mesmo, diferenciando, é claro o nimero de vencedores.

Tabela 03: Comparativo entre o nimero de vencedores
TEMPO DA PARTIDA (MINUTOS)

NIVEL DE ENSINO | TURMA SEM OS CRITERIOS| TURMA COM OS CRITERIOS

FUNDAMENTAL 150 80
MEDIO 130 75

Fonte: O Autor

Para destacar melhor os dados do niimero de vencedores, foi construido um grafico

de colunas 02, pois assim podemos notar que o ntimero de ganhadores é bem superior

quando os alunos conhecem previamente os critérios de divisibilidade.
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Grafico 02: Comparativo entre o nimero de vencedores
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Observando o grafico, percebemos que o quanto é importante aprender os critérios
de divisibilidade, pois na pratica, nesse caso utilizando o carteado da divisibilidade, no-

tamos que as chances de acertar um determinado problema é bem maior.

5.6.3 Engajamento no Jogo

Nas observacoes, percebemos a fluidez, a dindmica, a motivagao quando os alunos
tem conhecimento prévio sobre o assunto, nesse caso os critérios de divisibilidade e fazem
a relacao com a problematica encontrada, colocando em pratica o conhecimento adquirido
em sala de aula. O carteado da divisibilidade, como estratégia lidica, conforme defende
Lara (2011), trouxe aos alunos, um ambiente agradédvel e atraente. Borim (2002, p.8) e
Smole (2007, p.9), citam em seus argumentos a importancia de se levar jogos para a sala
de aula, pois estimulam o raciocinio, nessa linha de pensamento, podemos frisar que a
mudanca do tradicional para o atraente, encontramos verdadeiros talentos.

Além disso, na BRASIL (2018, p. 276) é possivel destacar que recursos didéticos
como a utilizacao de jogos tem fundamental importancia no ensino a aprendizagem e
também é essencial para a compreensao e utilizacao das nogoes de matemadtica, com
énfase aos critérios de divisibilidade. Vale ressaltar que um jogo s6 faz sentido e traz
motivacao e animo quando compreendido pelo aluno, ou quando o aluno tem noc¢ao do
assunto em questao, é o que se observou na aplicagao do Carteado da divisibilidade nas
turmas que tinham conhecimento da tematica, ou seja, os mesmos sentiram motivagao

durante a partida.
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5.6.4 Concretizacao do Estudo

Outro ponto relevante a ser destacado é a fixacao do conteido estudado em sala
de aula quando aliado ao jogo, pois sabemos que a operacao de divisao e os critérios de
divisibilidade sao, dentre tantos outros assuntos, rejeitados pelos alunos, sendo assim, o
ambiente desanimado toma conta da sala de aula comprometendo o ensino e aprendiza-
gem, fato este que vem se protelando desde o fundamental I, isto é uma problematica de
ambito geral.

Algumas semanas apds a aplicacao do Carteado nas turmas do ensino basico das
escolas publicas, o autor deste trabalho langou perguntas orais aos alunos sobre o conteido
de critérios de divisibilidade, onde levantou-se questionamento aos mesmos se ainda recor-
davam sobre o processo de céalculo de cada niimero estudado, eles comegaram a responder
discretamente na linguagem deles da seguinte forma: um niimero para ser dividido por 2
tem que ser par, os niumeros terminados em 0 dividem por 10, o nimero para ser dividido
por 5 tem que terminar com 5 ou com 0, um nimero para dividir por 3 a soma de cada
valor (algarismo) deve dividir por 3 e o do 9 também segue o mesmo passo do 3, etc. ”A
dificuldade ficou em descrever os critérios, como sempre estavam no 7 e no 11”7, mas foram
respondidos por alguns alunos com auxilio do autor, lembrando que as respostas s6 foram
dadas pelas turmas que estudaram o assunto, exceto alguns alunos da turma M3B que
lembraram em parte os critérios do 2, 5 e 10 que foram mencionados pelo autor do traba-
lho durante a partida do jogo Carteado da Divisibilidade que eles participaram, ou seja,
podemos enfatizar que a utilizagao do lidico auxiliou no desenvolvimento e na fixacao dos

critérios, influenciando na conexao com o processo de aprendizagem matematica.
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6 Consideragoes Finais

A utilizagao do jogo Carteado da Divisibilidade em dois ciclos distintos de ensino,
fundamental IT e médio, evidenciou um grave problema que é a operacao de divisao nas
escolas Municipal Elza Maria Corréa Dantas e Estadual Osvaldo Cruz, pois encontramos
com muita frequéncia alunos que nao dominam essa operagao e consequentemente nao
utilizam os critérios de divisibilidade.

Além disso, percebeu-se outros aspectos no ensino fundamental II como o desesti-
mulo a operacao de divisao, uma vez que na aplicacao do cronograma de Matematica, o
que se nota é a minima atencao aos critérios de divisibilidade, pois este assunto é desin-
teressante e entediante para os alunos, pois quando abordado de forma tradicional torna
a aula cansativa, ocasionando a falta de atencao dos alunos.

Dessa forma, observamos que a melhor maneira de minimizarmos esse problema
¢ solucionar essas dificuldades ainda no ensino fundamental, especificamente no 6° e 7°
anos. No entanto, essa abordagem nao deve ser feita de forma mecanica, produzindo
apenas uma memorizacao rapida de topicos isolados, precisamos inserir aplicacoes que
possibilitem uma ampliacao do uso da divisibilidade, permitindo uma ligacao entre di-
visao euclidiana e critérios de divisibilidade, criando uma continuidade entre os aspectos
aritméticos e algébricos que favorecam a transposicao da linguagem verbal para a simbodlica
matematica.

A utilizacao dessas aplicagoes também configura a possibilidade de criagao ou de
reavaliagao de sequéncias diddticas no ensino fundamental, reforcando a ligagao entre as
unidades teméticas Nimeros e Algebra. Além disso, essas aplicacoes configuram uma
fonte de pesquisa para professores do ensino basico, e para alunos do ensino superior
que desejarem estabelecer uma relacao entre estes contelidos nestes ciclos de ensino. As
relacoes oferecidas nas aplicagoes propostas nesse estudo tem como limites a relacao entre
os aspectos aritméticos e algébricos, porém isso pode ser transposto em futuros trabalhos
sejam eles dentro desses campos ou com a inser¢ao da unidade Geometria.

Obtive uma experiéncia impar no periodo de estudos no Curso de Mestrado do
PROFMAT, em especial aos estudos de Aritmética pela metodologia aplicada e pela pro-
ximidade da relagao professor-aluno. Além disso, posso destacar também a importancia
ao envolver o lidico em sala de aula, no campo onde atuo como professor, onde perce-
bemos um ensino e aprendizagem pouco atrativo, nesse caso, o novo inicialmente pode
espantar, mas sair da rotina da teoria dada em sala de aula foi um desafio marcante, pois
nao é nada facil propor aos alunos a resolucao de divisao, nao ha como mensurar o quanto
foi significativo aprender e reaprender com intuito de ensinar os alunos, pois nao existe
palavras para descrever quando se ouve dos alunos, eu consegui aprender esse assunto
professor.

Minhas sinceras gratidoes a todos os envolvidos neste trabalho, pois fui eu quem
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mais aprendeu durante o processo e aplicacao do Carteado voltado para Critérios de Di-
visibilidade.

Os critérios de divisibilidade tem papel fundamental na operacao de divisao, na to-
mada de decisao, no desenvolvimento dos calculos. Dependendo dos problemas de divisao,
o aluno uma vez tendo conhecimento prévio dos critérios, pode concluir sua resposta de
forma dinamica ou construir uma ideia a partir de seus conhecimentos. A grande estratégia
ao ensinar os critérios de divisibilidade, é instrumentalizar, é levar a sua aplicabilidade
para fazer sentido e através disso garantir uma aprendizagem significativa.

E possivel ensinar os critérios de divisibilidade com aplicagao de jogos, percebi na
pratica como os alunos aprendem, desenvolvem e aplicam as informacoes adquiridas sobre
o assunto, Borin (2002, p.8) enfatiza a atividade de jogar como importante para o desen-
volvimento de habilidades de raciocinio. Podemos perceber ao analisar as informagoes,
tabelas e graficos no Capitulo 5 que confirmam que é possivel ensinar o aluno utilizando
jogos, assim como também é possivel fixar determinado contetiddo por meio de jogos.

O Carteado da Divisibilidade, como estratégia lidica, trouxe ao aluno melhor en-
tendimento, pois exige que o participante saiba dos critérios para se beneficiar durante
a partida, além disso, os alunos puderam fixar os critérios com mais facilidade do que
sua aplicacdo na teoria. Lara (2011, p.17) afirma que o lidico vem ganhando espago,
pois as aulas se tornam mais agradaveis, tornando esse ambiente prazeroso em um local
fascinante, ressalta também que o lidico ajuda o aluno a enfrentar as dificuldades do dia
a dia, isto é, qual o beneficio maior do que fazer com que o aluno que tem dificuldade de
aprendizagem e também as situacoes conflitantes extra escolar, fazé-lo ao menos sorrir,
imagina conseguir ensind-lo mesmo com as adversidades.

O ensino da Matematica é fundamental para o desenvolvimento do raciocinio do
aprendiz, desenvolvimento de capacidades complexas e formacao da cidadania. Por isso,
buscamos por meio desse estudo, compreender as ideias, os conceitos, as definigoes, as
aplicagoes e resolugoes ligadas a critérios de divisibilidade e congruéncia modular e as-
socia-las ao jogo carteado de modo a contribuir com processo de ensino e aprendizagem
da matematica no ensino basico.

E necessério que se compreenda também que a Matematica e seus contetidos es-
pecificos devem ser desenvolvidos com métodos e técnicas que contribuam de fato para
a aprendizagem do aluno, como o método relacionado aos principios de equivaléncia por
meio da formacao em grupos ou individual, que resolverao os problemas aplicados em
sala de aula, levando sempre em consideracao a heterogeneidade e subjetividade de cada
aprendiz. Desse modo as aulas se tornarao mais proveitosas e os alunos poderao se inte-
ressar mais pelo contetido proposto.

Além disso, o ensino dos contetidos matematicos pode se tornar bem mais eficiente
e eficaz durante o seu desenvolvimento se for exemplificado e associado as varias situagoes

vivenciadas pelo aluno em seu cotidiano.
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Portanto, a realizacao deste trabalho proporcionou a aquisicao de novas metodolo-
gias na minha formagao, que serao incorporadas na minha pratica de ensino, e que serao
geradoras de motivagao e entusiasmo por parte dos alunos no estudo da divisao e no
uso dos critérios de divisibilidade. Em suma, é um estudo que podera contribuir para
a melhoria no processo de ensino aprendizagem da Matematica, bem como nas praticas

cotidianas.
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A ANEXO

A seguir, temos as cartas dividendos organizadas em colunas de acordo com seu

maior divisor, de modo a facilitar a coordenagao do jogo.
Tabela 04: Cartas dividendo Nivel 1
Divisor

2 3 4 5 6 7 8 9 |10 | 1
38 | 36 | 32 | 35 | 42 | 35 | 48 | 36 | 50 | 44
62 | 57 | 56 | 65 | 66 | 63 | 72 | 63 | 170 | 77
86 | 78 | 84 | 85 | 78 | 91 | 96 | 81 | 190 | 121
6°e7°anos | 94 | 93 | 96 | 115|114 | 133 | 128 | 108 | 230 | 198
118|141 | 148 | 195 | 174 | 161 | 184 | 144 | 370 | 308
142 | 159 | 236 | 245 | 258 | 259 | 376 | 216 | 530 | 385
346 | 354 | 356 | 475 | 354 | 301 | 424 | 423 | 590 | 517

Nivel

Fonte: LAPINMAT
Tabela 05: Cartas dividendo Nivel 2

Divisor

Nivel

634 | 786 | 556 | 565 | 786 | 413 | 584 | 711 | 670 | 583
878 | 813 | 692 | 895 | 822 | 679 | 712 | 873 | 890 | 737
934 | 951 | 724 | 1135|1182 | 973 | 904 | 1017 | 970 | 913
1226 | 1089 | 908 | 1315 | 1434 | 1253 | 1384 | 1233 | 1030 | 1243
1514 | 1434 | 1532 | 1405 | 1662 | 2051 | 1544 | 1629 | 2390 | 1639
1642 | 1689 | 1676 | 1735 | 1878 | 2429 | 1784 | 2007 | 2710 | 1793
1874 | 1839 | 1948 | 1985 | 2082 | 3073 | 2696 | 2367 | 2830 | 2453

Fonte: LAPINMAT
Tabela 06: Cartas dividendo Nivel 3

Nivel Divisor

vel 2 3 4 5 6 7 8 | 9 | 10| 11
1066 | 2481 | 3428 | 3665 | 3138 | 5257 | 3592 | 3177 | 3470 | 2981
2046 | 3837 | 4948 | 4415 | 4542 | 6041 | 4744 | 4149 | 4190 | 3377
3778 | 4791 | 5708 | 5245 | 5982 | 7273 | 5224 | 5139 | 5630 | 4037
o [4534 | 5982 | 6772 | 6395 | 6702 | 8813 | 5616 | 6813 | 6170 | 5583
©dio 15378 [ 6711 | 7652 | 7295 | 8166 | 9247 | 7016 | 7281 | 7510 | 6787
6374 | 8571 9092 8095 9474 | 10367 | 8872 | 8271 | 8110 | 8459
7646 | 10398 | 10852 | 15815 | 10398 | 13531 | 12872 | 9927 | 9830 | 10307

Fonte: LAPINMAT
Tabela 07: Cartas dividendo Nivel 4

Divisor

8%e 9°
anos

Ensino

Nivel

Superior

Fonte: LAPINMAT
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A seguir, temos os registros por meio de fotos das aplicagoes dos Niveis I e III nas

escolas publicas.

Flgura 6: Alunos da turma F7A resolvendo por critérios

Fonte: O Autor

Figura 7: Alunos da turma F?A descartando as cartas
oo 000 '-3'0 B “ A
oo ©° ’

Fonte: O Autor

Figura 8: Alunos da turma F7B calculando

Fonte: O Autor



s alunos F7B rindo dos erros do _descarte

e

Fonte: O Autor

Figura 10: Alunos da turma M3A descartando as cartas
% » 1eao as ¢

Fonte: O Autor

Figura 11: Alunos da turma M3A se divertindo com o carteado
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\\‘ ‘ § . i

Fonte: O Autor

69



70

VS

Fonte: O Autor

A seguir, temos algumas imagens das aplicagoes no Programa POTI do nivel 1 e
2 e do PROFMAT do nivel 4.

Figura 14: Aplicacao do Carteado da Divisibilidade Nivel 1 na turma do POTI

Fonte: LAPINMAT
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Figura 15: Aplicacao do Carteado da Divisibilidade Nivel 2 na turma do POTI

Fonte: LAPINMAT
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