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Resumo

Esse trabalho apresenta um de estudo para a existência de trajetórias periódicas em bilhares
poligonais convexos. Nos quadriláteros estudados utilizaremos como recurso o desdobramento do
plano para simplificar as trajetórias. Em triângulos encontraremos trajetórias periódicas através
da solução do problema de Fagnano. Iremos estender tal resultado para polígonos convexos de n

lados.

Palavras chaves: Trajetórias; Trajetórias Periódicas; Bilhar Poligonal.



Abstract

This work presents a study for the existence of periodic trajectories in convex polygon(s) billiards.

In the studied quadrilaterals, we are going to the unfolding of the plane as a resource to simplify
the trajectories. In triangles we are going to periodic trajectories through the solution of the
Fagnano problem. We are going to extend this result to convex polygons of n sides.

keywords: Trajectories; Periodic Trajectories; Polygonal Billiards.
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Introdução

Esse é um trabalho de conclusão para o Mestrado Profissional em Matemática em Rede
Nacional - PROFMAT.

O trabalho trata de uma proposta de estudo para trajetórias periódicas em bilhares
poligonais. O bilhar é comumente estudado na Área dos Sistemas Dinâmicos, mas este estudo
dará ênfase e terá como requisitos a geometria Euclidiana Plana e a óptica geométrica.

O problema da existência de trajetórias periódicas em mesas de bilhar tem sido um
incentivo interessante para a pesquisa matemática desde 1755, quando Fagnano descobriu o fato
de que todo triângulo agudo admite tal trajetória.

Giovanni Francesco Fagnano dei Toschi nasceu em 31 de janeiro de 1715 em uma
das principais famílias de Sinigaglia. E, faleceu em 14 de maio de 1797 em Senigallia. A
cidade de Sinigaglia, agora conhecida como Senigallia, fica no centro da Itália e na época do
nascimento de Giulio fazia parte dos Estados Papais. Giovanni foi um clérigo e matemático
italiano, filho de Giulio Carlo Fagnano (1682-1766), também matemático, uma das principais
famílias de Sinigaglia. O pai de Giovanni ocupou um alto cargo em Sinigaglia. Ele foi nomeado
"gonfaloniere"em 1723, quando Giovanni tinha oito anos. "Gonfaloniere"significa literalmente
"porta-estandarte"e era um título de altos magistrados cívicos nas cidades-estados medievais
italianas, como Sinigaglia. Giovanni Fagnano foi ordenado sacerdote. Em 1752 ele se tornou um
cônego, e em 1755 foi nomeado arquidiácono. Fagnano continuou o trabalho de seu pai sobre
o triângulo e escreveu um tratado inédito sobre o tema. Ficou conhecido como problema de
Fagnano, o problema de inscrever um triângulo de perímetro mínimo dentro de um triângulo
agudo. Como mostrou Fagnano, a solução é o triângulo órtico, cujos vértices são os pontos onde
as alturas do triângulo original interceptam seus lados. Outra propriedade do triângulo órtico,
também provada por Fagnano, é que suas bissetrizes são as alturas do triângulo original. Fagnano
também resolveu parcialmente o problema de encontrar a mediana geométrica de quatro pontos
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no plano euclidiano.1 Fagnano mostrou, quando os quatro pontos formam os vértices de um
quadrilátero convexo, a mediana geométrica é o ponto onde as duas diagonais do quadrilátero se
cruzam[7].

O grande desenvolvimento e interesse experimentado pela Teoria de Bilhares se deve,
principalmente, aos seguintes fatores: são considerados, por muitos pesquisadores, como os
melhores exemplos para a análise do caos determinístico; muitos sistemas dinâmicos de origem
física que envolvem choques podem, de certa maneira, serem reduzidos ao estudo de bilhares;
estudos recentes na área de caos quântico envolvem estudos detalhados de bilhares clássicos
e, além disso, eles têm fornecido (desde o começo de seus estudos) um grande número de
problemas em teorias matemáticas (como geometria, probabilidade e teoria ergórdica) [10].

Um dos avanços mais importantes sobre o problema da existência de trajetórias periódicas
é devido a Masur que provou que todo polígono racional (ou seja, um polígono cujo ângulos
entre quaisquer dois seus lados são múltiplos racionais de π) tem trajetórias periódicas de bilhar
[4].

A Teoria dos Sistemas Dinâmicos surge a partir aos trabalhos de Henri Poincaré sobre
equações diferenciais, ao final do século 19. Dado que a maioria das equações diferenciais não
podem ser resolvidas por meio de fórmulas, Poincaré defendeu uma nova abordagem em que as
soluções devem ser objeto de uma análise qualitativa, utilizando as ferramentas geométricas e
probabilísticas disponíveis, a qual deve ser complementada com um estudo numérico da equação
diferencial.

No nosso estudo sobre o bilhar apresentaremos as trajetórias periódicas em polígonos
convexos como quadrados e retângulos; triângulos e polígonos convexos de n lados.

Esse trabalho se estrutura em cinco capítulos. No primeiro capítulo são introduzidos as
definições iniciais, conceitos teóricos básicos e principais ferramentas que serão necessários para
o desenvolvimento do trabalho. Nos quatro capítulos seguintes são apresentados as trajetórias
periódicas em domínios poligonais.

No segundo capítulo iremos mostrar a existência de trajetórias periódicas em bilhares
quadrangulares. Assim, é feito a análise de trajetórias periódicas com dois, três e quatro impactos.
Verificamos que mapear um número significativo de impactos é uma tarefa difícil, assim ao
invés de refletirmos a trajetória refletiremos o domínio da mesa de bilhar obtendo uma trajetória
em linha reta. Demonstraremos que tal ação pode ser realizada independente se a trajetória é
periódica ou não.

No terceiro capítulo mostraremos a existência de trajetórias periódicas em bilhares
retangulares e que o comportamento desta trajetória periódica é similar ao comportamento da
1 Este é o ponto que minimiza a soma de suas distâncias aos quatro pontos dados.
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trajetória periódicas em bilhares quadrangulares com algumas particularidades.

No quarto capítulo nos dedicaremos ao estudo da existência de trajetórias periódicas
em domínios triangulares. Encontraremos trajetórias periódicas em triângulos acutângulos e
retângulos. Em triângulos acutângulos sempre podemos encontrar trajetórias periódicas, como
a trajetória de Fagnano que provém da resolução do Problema de Fagnano o qual consiste em
inscrever em um triângulo acutângulo um outro triângulo com o menor perímetro possível. E em
triângulos obtusângulos os resultados estão em aberto para trajetórias periódicas.

O quinto capítulo será dedicado a apresentar uma extensão da trajetória de Fagnano para
bilhares em polígonos convexos de n lados.

No trabalho de pesquisa e investigação foi utilizado como recurso tecnológico e visual o
software de matemática dinâmica GeoGebra na plataforma online.



CAPÍTULO 1
Definições iniciais

Podemos pensar no bilhar para muitas situações físicas onde uma ou mais partículas se
movem livremente em uma região delimitada, sofrendo colisões em sua fronteira e/ou com as
outras partículas [10].

De uma maneira mais formal, o bilhar poligonal consiste no estudo de que como uma
massa pontual (bola de bilhar) deve se mover dentro de uma região poligonal (mesa de bilhar)
com vetor velocidade constante ao longo de uma linha reta (trajetória) até atingir a borda da
mesa [11].

O traço do movimento de uma bola de bilhar é chamada de trajetória de bilhar. Se a
trajetória chegar em um ponto das bordas da mesa (os lados do polígono), então a trajetória
continua seu movimento na mesa de bilhar com a mesma velocidade ao longo de uma nova
linha, satisfazendo a Lei óptica no ponto limite, ou seja, o ângulo de incidência e o ângulo de

reflexão são iguais. A trajetória muda a cada impacto e caso a bola retorne ao seu ponto inicial
com o mesmo vetor de velocidade dentro de um número finito de impactos, a trajetória é dita
periódica. Assim, devemos considerar colisões totalmente elásticas, que não perdem impulso
a cada impacto e permitem considerar trajetórias infinitas, como mostrado na figura 1. E se, a
trajetória impacta em um dos cantos da mesa (vértices do polígono), então a trajetória termina.

Figura 1 – Exemplo de Bilhar
Fonte: [11]
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Na educação básica estudamos os polígonos de maneira abreviada e muitos resultados
são obtidos e até mesmo justificados de maneira intuitiva. Mas, no nosso estudo a definição de
polígono requer um certo rigor, para que seja usada com resguardo e na sua totalidade. Assim,
vamos tomar a definição de polígono a seguir de [5].

Definição 1.1. Dada uma sequência de pontos de um plano (A1, A2, · · · An), com n ≥ 3, todos

distintos, onde três pontos distintos e consecutivos são não colineares, considerando conse-

cutivos An−1, An e A1, assim como, An , A1 e A2 chama-se polígono a reunião dos segmentos

A1 A2, A2 A3 · · · An−1An , An A1.

Figura 2 – Exemplos de polígonos

Nesse sentido, no nosso estudo utilizaremos a definição de polígonos convexos de [9].

Definição 1.2. Dizemos que uma região F do plano é convexa quando, para quaisquer dois

pontos x e y em F, o segmento de reta xy está inteiramente contido em F.

Figura 3 – Duas figuras planas convexas e duas não convexas
Fonte: [9]

Definição 1.3. Um polígono diz-se convexo quando a região por ele limitada é convexa.

Segue-se desta definição que toda diagonal de um polígono convexo está inteiramente
contida na região por ele limitada.

Podemos ainda ter uma segunda definição para polígonos convexos segundo [9].
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Definição 1.4. Toda reta r decompõe o plano em duas regiões que têm r como fronteira comum.

Chamaremos essas regiões as margens de r .

Definição 1.5. Uma reta r é dita reta de apoio do polígono P quando P tem pelo menos um

ponto em comum com r e situa-se inteiramente numa das margens de r .

Definição 1.6. Um polígono chama-se convexo quando a reta que contém qualquer dos seus

lados é uma reta de apoio.

As margens de uma reta são figuras planas convexas. Se os pontos X e Y estão em
margens opostas da reta r, o segmento de reta X Y corta r .

Figura 4 – r é a reta de apoio dos polígonos P1 e P2 mas não de P3 e P4
Fonte: [9]

Por exemplo, na figura 4 somente P4 é convexo.

No restante desse capítulo apresentaremos alguns resultados necessários para o restante
do trabalho.

Definição 1.7. Chamamos de ângulo externo a abertura entre o prolongamento de um lado do

polígono e o lado adjacente a ele.

Teorema 1.1. (Teorema do ângulo externo) - Em todo triângulo, a medida de um ângulo externo

é igual a soma das medidas dos dois ângulos internos não adjacentes a ele.

Demonstração. Seja ABC um triângulo qualquer. Se o ponto C está entre os pontos B e D então,
AĈ D é um ângulo externo do triângulo ABC .
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Figura 5 – Teorema do ângulo externo

Temos que a soma dos ângulos internos de qualquer triângulo é igual a 180◦.

Assim,

AB̂C +B ÂC + AĈ B = 180◦

AĈ B = 180◦− AB̂C −B ÂC (1.1)

Os ângulos DĈ A e AĈ B são suplementares. Portanto,

DĈ A+ AĈ B = 180◦ (1.2)

Pelas equações (1.1) e (1.2) podemos concluir que

DĈ A+180◦− AB̂C −B ÂC = 180◦

DĈ A = AB̂C +B ÂC

Definição 1.8. (Arco capaz) - Dados, numa circunferência, uma corda AB e um ponto P qualquer

sobre um dos arcos determinados pelos pontos A e B, temos que o ângulo AP̂B =α é constante.

Dizemos que esse arco, contendo o ponto P, é o arco capaz do ângulo α construído sobre o

segmento AB [3].
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Figura 6 – Arco capaz

Isto significa que um observador situado em qualquer ponto sobre esse arco AB , conforme
figura 6 vê o segmento AB sob o mesmo ângulo α.

Proposição 1.1. (Ângulo inscrito) - Se AB e AC são cordas de um círculo de centro O, então a

medida do ângulo inscrito B ÂC é igual a metade do ângulo central BÔC correspondente.

Demonstração. Para realizarmos a demonstração dessa Proposição vamos considerar 3 casos.

1. O está em um lado do ângulo.

Figura 7 – Ângulo inscrito - O está em um lado do ângulo

O ângulo B ÂC contém o centro O em um dos lados. O triângulo AOB é isósceles de base
AB , pois os segmentos AO = BO que são raios da circunferência.
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Assim, AB̂O = B ÂO =α.

Pelo Teorema 1.1, temos que

BÔC = 2α= 2B ÂC .

2. O é interno ao ângulo.

Figura 8 – Ângulo inscrito - O é interno ao ângulo

O ângulo B ÂC contém o centro O em seu interior. Os triângulo AOB e AOC são isósceles
de bases AB e AC , respectivamente. Pois, os segmentos AO = BO = CO são raios da
circunferência.

Logo,

B ÂO = AB̂O =α (1.3)

e,

AĈO =C ÂO =β (1.4)

Pelas equações (1.3) e (1.4) e pelo Teorema 1.1 temos que CÔ A′ = 2β e BÔ A′ = 2α.

Portanto,

BÔC =CÔ A′+BÔ A′ = 2α+2β= 2(α+β) = 2B ÂC
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3. O é externo ao ângulo.

Figura 9 – Ângulo inscrito - O é externo ao ângulo

O ângulo B ÂC não contém o centro O. Os triângulos AOB e AOC são isósceles de bases
AB e AC , respectivamente. Pois, os segmentos AO = BO =OC são raios da circunferência.

Logo,

AB̂O = B ÂO =α (1.5)

AĈO =C ÂO =β (1.6)

e,

B ÂC =α−β

Por (1.5), (1.6) e pelo Teorema 1.1 temos que CÔ A′ = 2β e BÔ A′ = 2α.

Portanto,

BÔC = BÔ A′−CÔ A′ = 2α−2β= 2(α−β) = 2B ÂC

Definição 1.9. Dizemos que um quadrilátero é inscritível se existir um círculo passando por

seus vértices.
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Proposição 1.2. Um quadrilátero pode ser inscrito em um círculo se e somente se possui um par

de ângulos opostos suplementares [1].

Demonstração. Vamos supor inicialmente que o quadrilátero possa ser inscrito em um círculo.
Observe que cada um de seus ângulos é um ângulo inscrito no círculo. Seja ABC D o quadrilátero.
Considere os ângulos Â e Ĉ . Eles subtendem exatamente os dois arcos determinados pelos pontos
B e D. Como estes dois arcos somam 360◦, então, de acordo com a Proposição 1.1, a soma dos
ângulos Â e Ĉ será 180◦. Portanto, eles são suplementares.

Figura 10 – Quadrilátero inscrito

Agora, vamos supor que um quadrilátero ABC D tem um par de ângulos opostos suple-
mentares.

Figura 11 – Quadrilátero com ângulos opostos suplementares

Assim, temos que

Â+ Ĉ = 180◦

Ĉ = 180◦− Â

Dados três pontos não colineares sempre irá existir uma circunferência passando por eles.
Seja esses três pontos A,B ,D.
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Vamos traçar um segmento BE de modo que o ponto E pertença à circunferência formada
pelos pontos A,B ,D. Assim, o quadrilátero ABED está inscrito na circunferência.

Portanto,

Â+ Ê = 180◦

Ê = 180◦− Â

Seja, EB̂C =β

Assim, Ê é ângulo externo do triângulo EBC , e pelo Teorema 1.1, temos que

Ê =β+ Ĉ

180◦− Â =β+ Ĉ

180◦− Â =β+180◦− Â

β= 0

Figura 12 – Quadrilátero inscritível

Se β= 0 os segmentos BE e BC são coincidentes, e o ponto C não está fora da circunfe-
rência, e sim sobre a circunferência.

Proposição 1.3. Se dois lados de um triângulo não são congruentes, então os ângulos opostos a

eles não são congruentes e o maior lado está oposto ao maior ângulo.

Demonstração. Conforme mostra a figura 13, suponha que BC > AC , logo, é possível tomar um
ponto D em BC tal que C D =C A. Como D ∈ BC , pode-se afirmar que D é interno ao ângulo
C ÂB ⇒C ÂB >C ÂD.
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Figura 13 – Triângulo

Por construção o triângulo C AD é isósceles de base AD. Então, C ÂD =C D̂ A. Sendo
assim, C ÂB >C D̂ A.

Por outro lado, tem-se que, C D̂ A é ângulo externo no triângulo ABD, então, C D̂ A >
AB̂D = AB̂C .

Mas, C ÂB >C D̂ A e C D̂ A > AB̂C , então, C ÂB > AB̂C .

Proposição 1.4. Se dois ângulos de um triângulo não são congruentes, então os lados opostos a

eles não são congruentes e o maior ângulo está oposto ao maior lado.

Demonstração. Seja ABC um triângulo qualquer conforme mostra a figura 14. Considere B ÂC >
AB̂C queremos mostrar que BC > AC .

Figura 14 – Triângulo

Temos três possibilidades:
BC < AC

BC = AC

BC > AC
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• Se BC < AC , então, pela Proposição 1.3, B ÂC < AB̂C , o que contraria a hipótese.

• Se BC = AC , então, o triângulo é isósceles, e B ÂC = AB̂C , o que contraria a hipótese.

Sendo assim, por exclusão, temos que BC > AC .

Proposição 1.5. (Desigualdade triangular) - Em todo triângulo, cada lado tem comprimento

menor que a soma dos comprimentos dos outros dois lados.

Demonstração. Seja ABC um triângulo qualquer tal que AB = c, AC = b e BC = a, conforme a
figura 15. Vamos mostrar que a < b + c.

Figura 15 – Desigualdade triangular

Considere um ponto D na semirreta
−−→
C A, tal que AD = AB . Então, temos que C A+ AD =

C A+ AB . Como o triângulo ABD é isósceles de base BD, temos que:

AD̂B = AB̂D (1.7)

Como o ponto A é interno ao ângulo C B̂D, temos que:

C B̂D > AB̂D (1.8)

Das igualdades 1.7 e 1.8 concluímos que C B̂D > AD̂B =C D̂B

Sendo assim, no triângujo BC D temos que BC <C D, pela Proposição 1.4. Logo,

a = BC <C D =C A+ AD =C A+ AB = b + c
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Portanto, a < b + c

Definição 1.10. Chamamos triângulo órtico ao triângulo cujos vértices são as interseções das

alturas com os lados de um triângulo dado.

Figura 16 – Triângulo órtico



CAPÍTULO 2
Trajetórias em Bilhares

Quadrangulares

Vamos analisar trajetórias em bilhares quadrangulares com dois impactos, três impactos
e quatro impactos.

2.1 Trajetória periódica de dois impactos

Vamos verificar a trajetória periódica de dois impactos em um domínio quadrangular.
Para isso, tomemos o ponto inicial como qualquer ponto que não esteja nos vértices desse
domínio.

Proposição 2.1. Fixado um lado do quadrado temos que para todo ponto A existe uma única

trajetória de período 2 passando por A.

Figura 17 – Trajetória periódica de 2 impactos em um domínio quadrangular

Demonstração. Se temos dois impactos, então o segmento que a partícula percorre na ida é o
mesmo segmento que ela percorre na volta. Pela definição de bilhar o ângulo de incidência é
igual ao ângulo de reflexão, temos que o ângulo no ponto de impacto B será igual a 90◦.



2.2. Trajetória periódica de três impactos 29

De maneira análoga, se o ângulo de partida no ponto A for de 90◦, então no próximo
ponto de impacto também teremos um ângulo de 90◦, o que nos dará uma trajetória de período
2.

Corolário 2.1. Existem infinitas trajetórias de período 2 no bilhar quadrangular.

Observação 2.1. Podemos estender também a Proposição 2.1 para um domínio retangular, que

será apresentada na Proposição 3.1.

2.2 Trajetória periódica de três impactos

Veremos que é impossível ter uma trajetória de três impactos distintos em um domínio
quadrangular. A prova será baseada em [2].

Proposição 2.2. Não existe trajetória periódica de três impactos em um domínio quadrangular.

Demonstração. Vamos supor por absurdo que a trajetória periódica de três impactos seja possível.
Seja C , o ponto inicial, θ é o ângulo da primeira linha da trajetória. Os ângulos subsequentes
estão representados na figura 18. Assim, como a soma dos ângulos internos de qualquer triângulo
é igual a 180◦ e, como o ângulo de incidência é igual ao ângulo de reflexão, então teremos a
configuração mostrada pela figura 18, assim:

Figura 18 – Trajetória de 3 impactos em um domínio quadrangular

Â = 180◦−2(90◦−θ) = 2θ

B̂ = 180◦−2θ

Ĉ = 180◦− Â− B̂

Assim, Ĉ = 0◦,
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Obtendo assim, um absurdo.

Portanto, nossa hipótese que a trajetória de três impactos em bilhar quadrangular era
possível é falsa.

2.3 Trajetória periódica de quatro impactos e o método do

desdobramento

Agora, vamos supor uma trajetória periódica de quatro impactos em um domínio qua-
drangular. Essa trajetória pode assumir a forma de um quadrado ou de um retângulo.

Proposição 2.3. Em um domínio quadrangular se o ângulo inicial for de
π

4
em qualquer ponto

teremos uma trajetória periódica de quatro impactos.

Demonstração. Vamos considerar o domínio quadrangular ABC D.

Figura 19 – Trajetória de 4 impactos em um domínio quadrangular

Sem perda de generalidade, seja o ponto E , o ponto inicial da trajetória sobre o lado AB ,
sendo o ângulo de partida igual a 45◦ e o ponto F , o ponto de impacto sobre o lado AD. Temos
que no triângulo AEF o ângulo AF̂ E será igual a 45◦, pois:

• O ângulo AÊF é de 45◦, pois é a condição inicial;

• O ângulo E ÂF é 90◦;

Logo, como a soma dos ângulos internos de um triângulo é a 180◦, então AF̂ E igual a
45◦.

Como o ângulo de incidência é igual ao ângulo de reflexão, o ângulo DF̂G será igual a
45◦. Como F está sobre o lado AD o ângulo EF̂G será de 90◦.
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E de maneira análoga, os ângulos FĜD,G ĤC , HÊ ′B são iguais a 45◦.

Agora, vamos mostrar que essa trajetória é periódica, ou seja, retorna ao ponto inicial,
E = E ′ com o mesmo ângulo.

Figura 20 – Trajetória de 4 impactos em um domínio quadrangular

Temos um domínio quadrangular ABC D e como α é igual a 45◦, sabemos que sua
tangente é igual a 1.

Assim, no triângulo AEF temos que:

t gα= AF

AE

Logo, AF = AE ;

Do mesmo modo, no triângulo DGF temos que:

t gα= DF

DG

e assim, DF = DG

De maneira análoga, no triângulo CG H temos:

t gα= C H

CG
:

e assim, C H =CG .
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E por fim, temos no triângulo BE ′H :

t gα= B H

BE ′

e assim, B H = BE ′.

Como,

AF +F D = AD

DG +GC = DC

C H +HB =C B

BE +E A = B A

E, AF = AE e F D = EB

Porém, BE ′ = B H = F D,

Temos que AE = AE ′

Outra abordagem que se pode fazer é através dos desdobramentos no plano para as
trajetórias em domínios quadrangulares. Para isso, vamos realizar composições de isometrias de
reflexão.

Na figura 21 temos o exemplo de uma trajetória não periódica sem auto interseção dos
segmentos que definem a trajetória de quatro impactos com ângulo inicial qualquer.

O ponto E será o ponto inicial. Os pontos F,G , H , I são pontos de impactos sobre o
domínio quadrangular ABC D, nos dando a trajetória de impacto EFG H I .
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Figura 21 – Trajetória de 4 impactos aberta em um domínio quadrangular

Agora, vamos refletir o quadrado ABC D em relação ao segmento AB . Assim, obtemos o
quadrado ABC1D1 sendo o nosso novo domínio quadrangular.

E, vamos refletir o segmento FG sobre o segmento AB , obtendo o segmento FG ′.

Assim, no triângulo FGG ′ G é equivalente a G ′, pois:

FG = FG ′, por construção;

O segmento AB é perpendicular ao segmento CC1.

E, o triângulo FGG ′ é isósceles e, BG = BG ′.

Figura 22 – Trajetória de 4 impactos aberta em um domínio quadrangular - 1ª composição

Agora, vamos continuar a trajetória a partir do ponto de impacto G ′. Assim, teremos o
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novo impacto no ponto K sobre o lado D1C1.

Figura 23 – Trajetória de 4 impactos aberta em um domínio quadrangular- 1ª Continuação da
trajetória

De maneira análoga ao procedimento anterior, vamos refletir o domínio quadrangular
ABC1D1 sobre o lado BC1, obtendo A1BC1D2, sendo o nosso novo domínio quadrangular.

Refletindo o segmento KG ′ sobre o segmento BC1, obtemos o segmento K ′G ′.

Assim, no triângulo G ′K K ′ o ponto K é equivalente a K ′, pois:

KG ′ =GK ′, por construção;

O segmento BC1 é perpendicular ao segmento D1D2.

E, o triângulo G ′K K ′ é isósceles e, KC1 = K ′C1.
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Figura 24 – Trajetória de 4 impactos aberta em um domínio quadrangular - 2ª composição

Agora, vamos continuar a trajetória a partir do ponto de impacto K ′. Assim, teremos o
novo impacto no ponto M sobre o lado A1D2.

Figura 25 – Trajetória de 4 impactos aberta em um domínio quadrangular - 2ª Continuação da
trajetória

Vamos refletir o domínio quadrangular A1BC1D2 sobre o lado C1D2. Assim, vamos obter
o quadrado A2B1C1D2 sendo o nosso novo domínio quadrangular.

Refletindo o segmento K ′M sobre o segmento C1D2, obtemos o segmento K ′M ′. Assim,
no triângulo K ′M M ′, M é equivalente a M ′, pois:

K ′M = K ′M ′
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O segmento A1 A2 é perpendicular ao segmento C1D2. E, o triângulo K ′M M ′ é isósceles
e,

MD2 = M ′D2

Figura 26 – Trajetória de 4 impactos aberta em um domínio quadrangular - 3ª composição

Portanto, temos que o ângulo de saída AÊF é igual ao ângulo de chegada K ′M̂ ′D2.

Mostrando que essa trajetória é única, dado que se a trajetória inicia com um ângulo
determinado só teremos uma trajetória que terá a mesma medida como ângulo final.

De forma similar, vamos realizar o desdobramento de uma trajetória não periódica com
interseção entre os segmentos que definem a trajetória em um domínio quadrangular. Na figura
27, temos o exemplo de uma trajetória não periódica com interseção de quatro impactos com
ângulo inicial qualquer.
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Ao realizarmos as isometrias de reflexão teremos que o ângulo inicial será igual ao
ângulo final. Mostrando que essa trajetória será única dependendo do ângulo inicial escolhido.

Figura 27 – Trajetória com interseção em um domínio quadrangular

Assim, podemos utilizar as reflexões no plano para descrever as trajetórias em linha reta.
E, esse método nos mostra que após quatro impactos o ângulo inicial será igual ao ângulo de
chegada independente se a trajetória é periódica ou não.

Como consequência do método do desdobramento, temos que a trajetória será periódica
se, e somente se, os pontos finais e iniciais forem equivalentes. Isso se dá quando temos um
ângulo de saída igual a

π

4
r ad e, será a única trajetória periódica em um domínio quadrangular.
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Figura 28 – Trajetória periódica de 4 impactos em um domínio quadrangular

Desse modo, a proposição 2.3 pode ser reescrita como,

Proposição 2.4. A trajetória será de 4 impactos se, e somente se, o ângulo inicial for de
π

4
.

A vantagem desse método do desdobramento é que ele pode ser usado para o estudo de
quaisquer trajetórias.

2.4 Trajetórias periódicas bilhares quadrangulares

Consideremos um quadrado unitário com os vértices A(0,1);B(1,1);C (1,0);D(0,0) com
a trajetória começando em AD e (0,α). A prova dos lemas é baseada em [2].

Lema 2.1. Se a trajetória é periódica terminando no ponto (x0, y0 ±α) equivalente a (0,α),

então x0 ∈ 2Z.



2.4. Trajetórias periódicas bilhares quadrangulares 39

Figura 29 – Desdobramento da trajetória no domínio quadrangular

Demonstração. Utilizando o método do desdobramento do plano, isso significa que para que o
ponto de massa viaje de (0,α) de AD para um ponto (x0, y0 ±α) equivalente a (0,α) a linha da
trajetória deve interceptar a reta determinada pelo segmento BC .

Então, vamos posicionar o quadrado com o segmento BC em x = 1. Estamos investigando
quando o quadrado é refletido horizontalmente, porque reflexões verticais não alteram o x0.

Quando o quadrado é refletido horizontalmente sobre o segmento onde x = 1. Assim, o
segmento AD sobre x = 2.

Em seguida, a reflexão sobre o segmento onde x = 2 posiciona o segmento BC sobre
x = 3.

Assim, o segmento equivalente a AD sempre será posicionado em uma linha par. Da
mesma forma, as sucessivas reflexões posicionarão o segmento equivalente a BC posicionado
em uma linha ímpar.

Portanto, se o ponto (x0, y0 ±α) é o ponto final da trajetória que é equivalente ao ponto
inicial (0,α), x0 não pode estar em uma linha ímpar, ou seja, x0 ∈ 2Z.

Lema 2.2. Se a trajetória do ponto de massa é periódica terminando em (x0, y0±α) equivalente

a (0,α), então y0 ∈ 2Z.
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Figura 30 – Domínio quadrangular - reflexão vertical

Demonstração. Se a trajetória do ponto de massa terminar em uma coordenada (x0, y0 ±α) e
esse ponto for equivalente a (0,α), então, é possível refletir a trajetória por linhas inteiras do
ponto (0,α) até o ponto (x0, y0±α). Vamos começar com y = 1, depois y = 2, e assim, por diante.
Assim, a distância entre duas reflexões sucessivas de (0,α) é 2α ou 2−2α. Pois, o ponto é sempre
uma distância α ou de 1−α da linha inteira mais próxima.

Se refletirmos uma vez, a distância entre as duas reflexões sucessivas de (0,α) será de
2−2α. Se refletirmos novamente, a distância entre (0,α) e o ponto refletido será de 2−2α+2α.

A medida que continuamos a refletir o ponto, continuamos alternando entre 2−2α+2α

e 2α.

Analisaremos a coordenada y de forma separada.
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Se (x0, y0 −α) for equivalente a (0,α), então y0 +α = r (2−2α)+ r 2α+α ou y0 −α =
r (2−2α)+ (r −1)2α+α, com r ∈N.

y0 −2α= r (2−2α)+ (r −1)2α+α−α⇒
y0 −2α= r (2−2α)+ (r −1)2α⇒
y0 −2α= 2r −2rα+2rα−2α⇒

y0 −2α= 2r −2α⇒
0 = 2r −2α+2α⇒

y0 = 2r

Portanto, y0 ∈ 2Z.

Da mesma forma, se (x0, y0 +α) é equivalente a (0,α), então

y0 +α= r (2−2α)+ r 2α+α⇒
y0 +α= 2r −2rα+ r 2α+α⇒

y0 +α= 2r +α⇒
y0 = 2r +α−α⇒

y0 = 2r

Portanto, y0 ∈ 2Z.

Proposição 2.5. Se (x0, y0 ±α) e (0,α) são equivalentes, então x0, y0 ∈ 2Z.

Demonstração. Segue dos Lemas 2.1 e 2.2.

Lema 2.3. Se a trajetória começa no segmento AD em (0,α) e termina em um ponto (x0, y0 −α)

com x0, y0 ∈ 2Z, então o ponto de massa termina em um canto antes da trajetória completar um

período.

Demonstração. O ponto inicial da trajetória é (0,α) e o ponto final é (x0, y0−α). Portanto, a linha
de trajetória é a linha através desses dois pontos. Isso significa que ponto médio da linha está na
trajetória. O ponto médio dessa linha é (

x0

2
,

y0

2
) e pela Proposição 2.5, temos que (

x0

2
,

y0

2
) ∈Z e,

logo esse ponto é um vértice. Portanto, o ponto de massa passa por um vértice antes do período
ser concluído.
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Corolário 2.2. O número de reflexões verticais necessárias para uma trajetória periódica

começando em (0,α) é sempre par, pois se for ímpar temos que o ponto final é da forma (y0 −α)

e a trajetória acaba em um vértice anterior.

Lema 2.4. Só existem trajetórias periódicas pares, isto é, se uma trajetória é periódica a

quantidade de impactos é par.

Demonstração. Pelo resultado da Proposição 2.5 sabemos que x0, y0 ∈ 2Z. Para que x0 ∈ 2Z

o número de reflexões horizontais do domínio o bilhar deve ser ímpar. E para que y0 ∈ 2Z o
número de reflexões verticais do domínio do bilhar deve ser par. Temos essa diferença porque o
ponto inicial está na linha inteira quando x = 0 e cai sobre linhas inteiras verticalmente.

Mas, temos que a soma de um número par e um número ímpar é ímpar. E o número
total de reflexões para mapear a trajetória é ímpar. No entanto, devemos considerar o ponto
inicial da trajetória. O primeiro impacto ocorre antes de refletirmos o domínio do bilhar. Então,
devemos adicionar o primeiro impacto a este número ímpar de impactos. Assim, o número total
de impactos é par.

Corolário 2.3. E, se o número de impactos, em uma trajetória é ímpar, a trajetória não pode ser

periódica.
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CAPÍTULO 3
Trajetórias em bilhares retangulares

3.1 Trajetória periódica de dois impactos

Proposição 3.1. Fixado um lado do retângulo temos que para todo ponto A existe uma única

trajetória de período 2 passando por A.

Figura 31 – Trajetória periódica de 2 impactos em um domínio retangular

Demonstração. A prova é análoga a da Proposição 2.1.

3.2 Trajetórias periódicas

As trajetórias em domínios retangulares desdobram no plano de forma similar as traje-
tórias dos domínios quadrangulares. Assim, os Lemas mostrados anteriormente em domínios
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quadrangulares tem provas semelhantes nos domínios retangulares.

Podemos analisar as trajetórias em polígonos retangulares fazendo a decomposição
separada da componente horizontal e vertical. Ao realizar as reflexões, a componente horizontal
só será afetada se as reflexões acontecerem nas laterais. Já a componente vertical será afetada se
as reflexões acontecerem na parte superior e inferior do retângulo.

Para o domínio de um bilhar retangular vamos considerar o retângulo ABC D posicionado
no plano de forma que o vértice A esteja em (0,b), B em (a,b), C em (a,0) e D em (0,0). E a
trajetória iniciando sobre o segmento AD e coordenada (0,α) com α ∈ (0, a) e terminando sua
trajetória no ponto final de coordenada (x0, y0+α). Desta maneira, para estudarmos esta trajetória
basta analisarmos a reta no plano reticulado determinada pelo método do desdobramento. A
equação da trajetória no retângulo será

y0

x0
x +α

Generalizaremos as provas dos Lemas 2.1, 2.2, 2.3, 2.4.

Lema 3.1. Se a trajetória é periódica terminando no ponto (x0, y0 ±α) equivalente a (0,α),

então x0 ∈ 2aZ.

Figura 32 – Domínio retangular - reflexão
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Demonstração. Para que a trajetória inicie em (0,α) e retorne qualquer ponto sobre o segmento
AD incluindo (0,α) ele deve sair do ponto inicial e impactar a reta determinada pelos pontos B e
C .

Com o desdobramento do plano, isso significa que a trajetória deve partir do ponto (0,α)

de AD para um ponto (x0, y0 ±α) equivalente a (0,α) interceptando o segmento BC .

Então, vamos posicionar o quadrado com o segmento BC em x = 1a.

Estamos investigando quando o retângulo é refletido horizontalmente, porque reflexões
verticais não alteram o x0.

Quando o retângulo é refletido horizontalmente sobre o segmento onde x = 1a. Assim, o
segmento AD sobre x = 2a.

Em seguida, a reflexão sobre o segmento onde x = 2a posiciona o segmento BC sobre
x = 3a.

Assim, o segmento equivalente a AD sempre será posicionado em uma linha par. Da
mesma forma, as sucessivas reflexões posicionarão o segmento equivalente a BC posicionado
em uma linha ímpar.

Portanto, o ponto (x0, y0 ±α) é o ponto final da trajetória que é equivalente ao ponto
inicial (0,α). E x0 não pode estar em uma linha ímpar. Então, x0 ∈ 2aZ.

Lema 3.2. Se a trajetória é periódica terminando em (x0, y0 ±α) equivalente a (0,α), então

y0 ∈ 2bZ.

Figura 33 – Domínio retangular - reflexão vertical



46 Capítulo 3. Trajetórias em bilhares retangulares

Demonstração. Se a trajetória do ponto de massa terminar em uma coordenada (x0, y0 ±α) e
esse ponto for equivalente a (0,α), então, é possível refletir a trajetória por linhas inteiras do
ponto (0,α) até o ponto (x0, y0 ±α). Vamos começar com y = 1b, depois y = 2b, e assim, por
diante. Assim, a distância entre duas reflexões sucessivas de (0,α) é 2α ou 2b−2α. Pois, o ponto
é sempre uma distância α ou de 1b −α da linha inteira mais próxima.

Se refletirmos uma vez, a distância entre as duas reflexões sucessivas de (0,α) será de
2b−2α. Se refletirmos novamente, a distância entre (0,α) e o ponto refletido será de 2b−2α+2α.

A medida que continuamos a refletir o ponto, continuamos alternando entre 2b−2α+2α

e 2α.

Assim, se refletirmos um número par de vezes, a nova coordenada y será r (2b −2α)+
r 2α+α, para algum r ∈N.

Se refletirmos um número ímpar de vezes, já estamos alternando a distância entre as
reflexões de 2b −2α+2α e 2α, iremos começar com 2b −2α e a nova coordenada de y será
r (2b −2α)+ (r −1)2α+α, para algum r ∈N.

Isso significa que se (x0, y0−α) for equivalente a (0,α), então y0+α= r (2b−2α)+r 2α+α
ou y0 −α= r (2b −2α)+ (r −1)2α+α, com r ∈N.

y0 −2α= r (2b −2α)+ (r −1)2α+α−α⇒
y0 −2α= r (2b −2α)+ (r −1)2α⇒
y0 −2α= 2r b −2rα+2rα−2α⇒

y0 −2α= 2r b −2α⇒
y0 = 2r b −2α+2α⇒

y0 = 2r b

Logo, y0 ∈ 2bZ.

Da mesma forma, se (x0, y0 +α) é equivalente a (0,α), então

y0 +α= r (2b −2α)+ r 2α+α⇒
y0 +α= 2r b −2rα+ r 2α+α⇒

y0 +α= 2r b +α⇒
y0 = 2r b +α−α⇒

y0 = 2r b
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Por consequência, y0 ∈ 2bZ. Se (x0, y0±α) for o ponto final da trajetória e for equivalente
a (0,α), então y0 ∈ 2bZ.

Para que (x0, y0 ±α) e (0,α) sejam equivalentes, devemos refletir o ponto por linhas
inteiras sucessivas com x0, y0 ∈ 2bZ.

Esse processo se encaixa no método de desdobrar as trajetórias refletindo no domínio do
bilhar. Mas, essa equivalência permite reflexões por quaisquer linhas inteiras, então devemos
mostrar que para (0,α) e (x0, y0) serem equivalentes x0 e y0 devem ser par.

Proposição 3.2. Se a trajetória é periódica terminando no ponto (x0, y0±α) equivalente a (0,α),

então x0 ∈ 2aZ e y0 ∈ 2bZ.

Como nos Lemas 3.1 e 3.2 as demonstrações dos Lemas 3.3 e 3.4 são análogas as feitas
nos Lemas 2.3 e 2.4.

Lema 3.3. Se a trajetória começa no segmento AD em (0,α) e termina em um ponto (x0, y0 −α)

com x0 ∈ 2aZ, y0 ∈ 2bZ, então o ponto de massa termina em um canto antes da trajetória

completar um período.

Lema 3.4. A trajetória não pode ser periódica se o número de impactos é ímpar.

Lema 3.5. Se a trajetória tem como ponto inicial (0,α) e ponto final (x0, y0+α), com esse último

equivalente a (0,α) tal que x0 = bm e y0 = an e
α

a
= p

q
, com p e q ∈Z e mdc(p, q) = 1, então a

trajetória irá impactar em um canto se e somente se q | m e p ∈ 2Z ou se
m

q
∈ 2Z.

Demonstração. A equação da reta que representa a trajetória é dada por

y = y0

x0
x +α (3.1)

Suponha que a trajetória impacte um canto quando x = sb, y = r a, para algum s,r ∈Z.
Então, o ponto x0 = bm e y0 = an satisfazem a equação da reta 3.1.



48 Capítulo 3. Trajetórias em bilhares retangulares

y = yo

x0
x +α ⇒

r a = y0

x0
sb +α ⇒

r a = an

bm
sb +α ⇒

r a = ans

m
+α ⇒

r = ns

m
+ α

a
⇒

r = ns

m
+ p

q
⇒

mr = ns + mp

q

Temos que m,n ∈ 2Z pelos Lemas 3.1 e 3.2 desde que r, s ∈Z e mr,ns ∈ 2Z.

Essa equação só será verdadeira se
mp

q
for um inteiro par. Isso ocorre se e somente se

q | m e p ∈ 2Z ou
m

q
∈ 2Z, desde que mdc(p, q) = 1.

Observação 3.1. Note que estas são as únicas trajetórias dentro do domínio retangular que

podem terminar nos vértices e uma condição necessária para que isso ocorra é que
α

a
seja

racional.
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CAPÍTULO 4
Trajetória de uma bola em um bilhar

triangular

O estudo de trajetórias periódicas em domínios triangulares pode ser dividido em triân-
gulos acutângulos e retângulos.

Vale lembrar que o método do desdobramento utilizado anteriormente em trajetórias
com domínios quadrangulares e retangulares não podem ser usados em domínios triangulares
quaisquer, pois não podemos associar os lados do triângulo de forma que as linhas mantenham a
mesma direção.

Em cada triângulo acutângulo há uma trajetória periódica de três impactos. Essa trajetória
é formada pelo triângulo órtico, conforme a Definição 1.10 solução do Problema de Fagnano,
como veremos adiante que essa trajetória é chamada de trajetória de Fagnano.

Em triângulos retângulos não podemos traçar uma trajetória de Fagnano, ela termina ao
impactar o vértice cujo ângulo é de 90◦. Mas, conseguimos determinar famílias de trajetórias
periódicas.

Já em triângulos obtusângulos os resultados estão em aberto para as trajetórias periódicas
e como não se encontra no escopo desse trabalho.

Vamos usar a solução do problema de Heron para encontrar a trajetória de Fagnano em
domínios triangulares.
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4.1 Problema de Fagnano e a existência de trajetória perió-

dica de três impactos em triângulos agudos

Problema de Fagnano: Dado um triângulo acutângulo inscrever nele um outro triângulo
de perímetro mínimo.

A solução do problema de Fagnano pode ser feita através da solução Problema de Heron.

Teorema 4.1. (Problema de Heron) - Dada uma reta r e dois pontos P e Q, não pertencentes a r

e do mesmo semiplano em relação à r , e sendo R um ponto de r , então temos que o comprimento

PR +QR é mínimo quando PR e QR fazem o mesmo ângulo com r . [6]

Demonstração. Se P ′ é o ponto simétrico de P em relação à reta r , afirma-se que o ponto R

desejado é o ponto de interseção de P ′Q com r, conforme figura 34.

Figura 34 – Problema de Heron

Vamos tomar R ′ um ponto qualquer de r , tal que R ′ ̸= R. Como P ′ é simétrico de P em
relação à r , nos garante que:

PR = P ′R (4.1)

e, também;

PR ′ = P ′R ′ (4.2)

Pelas igualdades (4.1), (4.2) e pela Proposição 1.5, temos que:

PR +RQ = P ′R +RQ = P ′Q < P ′R ′+R ′Q = PR ′+R ′Q
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Teorema 4.2. (Problema de Fagnano) - Seja ABC um triângulo agudo. Existe um único triângulo

DEF de perímetro mínimo inscrito (isto é, cujos vértices estão sobre cada um dos lados do

triângulo dado) no triângulo ABC .

Demonstração. Seja ABC um triângulo acutângulo qualquer. E sobre os lados AB ,BC e AC ,
temos os pontos D,E e F , respectivamente.

Figura 35 – Teorema de Fagnano - Triângulo acutângulo qualquer

Pelo Teorema 4.1 para que o comprimento seja mínimo entre os pontos D e E passando
por AC teremos que ter um ponto F ∈ AC tal que

AF̂ D =C F̂ E =β

Assim, DF +F E é mínimo.

De maneira análoga, temos que

C ÊF = BÊD =α e, F E +ED é mínimo.

E, AD̂F = BD̂E = θ e assim, F D +DE é mínimo.

Sabemos que soma das medidas dos ângulos internos de qualquer triângulo é igual a
180◦.

Â+ B̂ + Ĉ = 180◦

Por outro lado, temos que

Â+ B̂ +θ = 180◦ (4.3)

B̂ +α+θ = 180◦ (4.4)

Ĉ +β+α= 180◦ (4.5)
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Somando as equações (4.3), (4.4) e (4.5) temos que

Â+ B̂ + Ĉ +2α+2β+2θ = 540◦

180◦+2α+2β+2θ = 540◦

2α+2β+2θ = 360◦

α+β+θ = 180◦

Por consequência, Â =α, B̂ =β e Ĉ = θ.

Figura 36 – Teorema de Fagnano - Ângulos congruentes

Agora, vamos considerar os segmentos AE ,BF e C D.

Figura 37 – Teorema de Fagnano - Cevianas
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O quadrilátero ABEF ínscritível, pela Proposição 1.2, pois

B ÂF = F ÊC =α

ou

AB̂E = EF̂C =β

Seja AB̂F = x e F B̂E =β−x. Pela Definição 1.8 temos que:

F B̂E =β−x = F ÂE

AB̂F = x = AÊF

B ÂE =α−β+x = BF̂ E

O quadrilátero BC F D ínscritível, pela Proposição 1.2, pois

BĈ F = F ÂD = θ

ou

DB̂C = DF̂ A =β

Seja DB̂F = x = DĈ F . Pela Definição 1.8 temos que:

BĈ D = θ−x = BF̂ D

F B̂C =β−x = F D̂C

O quadrilátero AC ED ínscritível, pela Proposição 1.2, pois

AĈ E = ED̂B = θ

ou

C ÂD = DÊB =α
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Seja AĈ D = x = AÊD e C ÂE =β−x =C D̂E . Pela Definição 1.8 temos que:

AD̂C = AÊC

θ+β−x = x +α (4.6)

θ−x = x +α−β

e,

BF̂ E = θ−x

Assim, mostramos que AF ,BE e C D são bissetrizes, respectivamente de Â, B̂ e Ĉ .

As bissetrizes de um triângulo se encontram em um único ponto, que é chamado de
Incentro do triângulo.

Como AÊB e BÊC são suplementares, temos que α+x+α+x = 180◦. Assim, α+x = 90◦

e pela equação (4.6) BD̂C = BÊC = 90◦.

BD̂C e AD̂C também são suplementares. Assim, BD̂C = AD̂C = 90◦.

De modo semelhante, BF̂ A e C F̂ A são suplementares. E, BF̂ A =C F̂ A = 90◦.

Figura 38 – Teorema de Fagnano
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Logo, as bissetrizes AF ,BE e C D também são alturas do triângulo ABC , que é o triângulo
órtico, conforme definição 1.10.

Sendo assim, está demonstrado que num triângulo acutângulo, o triângulo órtico é o
triângulo inscrito que tem menor perímetro. Assim, a figura 39 nos mostra que o triângulo órtico
é uma trajetória periódica do bilhar.

Teorema 4.3. O triângulo formado conectando os pontos das alturas em um triângulo agudo é

uma trajetória de periódica de três impactos.

Figura 39 – Triângulo de Fagnano

Demonstração. A prova segue do Teorema 4.2.

4.2 Trajetórias periódicas em triângulos retângulos

Não conseguimos traçar trajetórias de Fagnano em triângulos retângulos. A trajetória
termina ao impactar o vértice cujo ângulo é

π

2
r ad . Mas, podemos traçar famílias de trajetórias

periódicas nesse domínio. Para isso vamos utilizar [8] como referência.
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Figura 40 – Família de trajetórias periódicas no triângulo retângulo

Como mostra a figura 40. A trajetória em preto incide no ângulo de
π

2
r ad e termina.

Pois, intercepta um dos vértices.

Já as trajetórias em vermelho, azul e verde nos mostram algumas trajetórias periódicas.
Assim, verificamos que essas trajetórias periódicas serão de seis impactos, retornando ao ponto
inicial.

Lema 4.1. Uma trajetória perpendicular à hipotenusa em um triângulo retângulo é periódica

contando que atinja os outros dois lados antes de retornar.

Demonstração. Vamos supor um triângulo ABC , retângulo em Ĉ e que a trajetória inicia da
hipotenusa perpendicular em um ponto P . Assim, reflete em BC no ponto Q e em AC em R.
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Figura 41 – Trajetória perpendicular

Assim, verificamos que CQ̂R = PQ̂B e QR̂C = AR̂S, pois o impacto satisfaz a lei de
reflexão.

Note que:

• Os triângulos QBP e ABC são semelhantes, pois, tem o ângulo B̂ em comum e os ângulos
P̂ e Ĉ de 90◦.

• Os triângulos QRC e ABC são semelhantes, pois, tem o ângulo Â em comum e o ângulo
Ĉ de 90◦.

• Os triângulos ARS e ABC são semelhantes, pois, tem o ângulo Â em comum e os ângulos
Ŝ e Ĉ de 90◦.

Então, RŜ A = 90◦ e a trajetória PQRSPQ é periódica.



CAPÍTULO 5
Trajetória de Fagnano em polígonos

convexos

Estamos interessados em compreender quais domínios poligonais admitem trajetórias
periódicas poligonais.

Seguindo o resultado da trajetória de Fagnano que é uma trajetória periódica para
domínios triangulares vamos mostrar que podemos traçar trajetórias com perímetros mínimos
em domínios poligonais.

Portanto, generalizaremos a trajetória de Fagnano em polígonos convexos e usaremos
como referência [4].

Definição 5.1. Um n-ciclo em A é uma linha poligonal fechada P1P2 · · ·Pn , onde Pi encontra-se

no segmento de linha aberta (Ai Ai+1) para todo i.

O comprimento é dado por:

λ(P1P2 · · ·Pn) =
n∑

i=1
|Pi Pi+1|

Lema 5.1. Qualquer n-ciclo P em um polígono convexo também é um polígono convexo.
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Figura 42 – Polígono Convexo

Demonstração. Para cada i ∈ {1,2, · · · ,n} a reta lPi Pi+1 intercepta a região poligonal fechada I (A).
A reta determinada por Pi Pi+1 divide o plano em dois semi-planos. Assim, segue da Definição
1.3 que um polígono diz-se convexo quando a região por ele limitada é uma figura plana convexa.
Logo, os segmentos formados por P1P2 · · ·Pn formaram um polígono convexo.

Definição 5.2. Um n-ciclo em A é chamado de pedal se houver um ponto P cujas projeções nos

lados de A são exatamente os pontos P1,P2, · · ·Pn .

Exemplo 5.1. O pedal de 3 ciclos corresponde ao ortocentro de um triângulo agudo é chamado

de triângulo órtico. Como podemos verificar na figura 16.

Definição 5.3. Uma trajetória de Fagnano é um n-ciclo P1P2 · · ·Pn em A satisfazendo a Lei de

reflexão óptica em cada Pi .

Ai P̂i Pi−1 = Ai+1P̂i Pi+1
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Figura 43 – Polígono - Satisfazendo a lei óptica

Assim, a trajetória de Fagnano é uma trajetória periódica de bilhar tocando sucessiva-
mente em ordem cada um dos lados da mesa exatamente uma vez antes de voltar ao seu ponto
inicial.

Teorema 5.1. Qualquer n-ciclo em A de comprimento mínimo é uma trajetória de Fagnano.

Demonstração. Suponha que para i ∈ {1,2, ...,n} os dois ângulos Pi−1P̂i Ai e Pi+1P̂i Ai+1 não
são congruentes, por exemplo:

Pi−1P̂i Ai < Pi+1P̂i Ai+1
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Figura 44 – Comprimento mínimo - Trajetória de Fagnano

Vamos refletir o ponto Pi+1 em relação ao segmento Ai Ai+1 no ponto P ′
i+1.

Então, teremos que o comprimento do segmento Pi−1Pi P ′
i+1 pode ser reduzido deslo-

cando Pi em direção a Ai até um ponto Pi .

Assim, iremos obter um novo n − ci cl o P1P2...Pi−1Pi Pi+1....Pn de comprimento estrita-
mente menor.

Conforme já provado no Teorema 4.1.

Definição 5.4. Um polígono A é denominado cíclico se todos os seus vértices estiverem em um

círculo denominado circuncentro de A.

Teorema 5.2. Seja A um polígono cíclico com circuncentro O e P1P2...Pn um polígono de

n-ciclo em A. Vamos denotar por θi os ângulos formados pelas linhas orientadas lO Ai e lPi−1Pi .

Então, o n-ciclo P1P2...Pn é uma trajetória de Fagnano em A somente se θi +θi+1 =π.

Demonstração. Pelo Teorema 1.1, temos:

θi+1 =O�Ai+1Pi +Pi+1P̂i Ai+1 (5.1)

π−θi = Pi−1P̂i Ai +Oi+1 Âi Pi (5.2)
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O polígono A é inscrito, assim os seus vértices pertencem à circunferência. O triângulo
Ai+1O Ai é isósceles, pois O Ai+1 e O Ai+1 são raios da circunferência. Assim, os ângulos da base
são congruentes.

O�Ai+1Pi =O Âi Pi

Subtraindo as equações (5.1) e (5.2) temos:

θi+1 −π+θi = Pi+1P̂i Ai+1 −Pi−1P̂i Ai

θi+1 +θi = Pi+1P̂i Ai+1 −Pi−1P̂i Ai +π

Assim, temos que na trajetória de Fagnano que o ângulo de incidência é igual ao ângulo
de reflexão.

Pi+1P̂i Ai+1 = Pi−1P̂i Ai

Portanto, θi+1 +θi =π
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Considerações Finais

Neste estudo, nosso objetivo foi mostrar a existência de trajetórias periódicas em polígo-
nos convexos.

Utilizamos a Geometria Euclidiana Plana de uma maneira diferente do que é abordado na
sala de aula. Uma das contribuições desse trabalho foi investigar e desenvolver os conteúdos de
forma a relacioná-los com a necessidade de compreender como poderíamos encontrar trajetórias
periódicas em polígonos convexos conforme a proposta. Todo o processo começou com a
pesquisa e o estudo relacionados a bilhares poligonais. No início, tínhamos o intuito de relacionar
somente com alguns quadriláteros e triângulos. Mas, como consequência optamos por relacionar
esse estudo com a trajetória de Fagnano nos triângulos acutângulos e estender essa compreensão
para domínios poligonais.

No sistema educacional temos a necessidade de reformular a prática pedagógica constan-
temente de forma que as nossas aulas não fiquem ultrapassadas, tragam significado e tornem mais
interessantes para os nossos alunos. Um dos aportes desse trabalho foi a utilização como forma de
construção das figuras, o GeoGebra. Uma ferramenta gratuita que permite explorar e confirmar
alguns resultados, auxiliando na propagação, desenvolvimento e aquisição de conteúdos.

Considerando o potencial de se trabalhar a Geometria Euclidiana Plana sob uma nova
perspectiva e passada a condição em que nos encontramos da pandemia de COVID-19, com o
retorno das aulas presenciais na rede pública de ensino é de desejo trabalhar com tal assunto,
almejando mostrar novas abordagens e desenvolvimento do tema. E assim, levar algo diferente
de forma a contribuir para melhorar a Educação Básica no nosso país.
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