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RESUMO

O ensino de fungoes na educacao basica pode ser considerado um desafio pedagogico, por
ser um conceito que depende de uma rede complexa de outros conceitos matemaéticos,
como variavel, plano cartesiano e taxa de variagao, bem como ser um tépico que integra
diferentes subareas da matemaética. Desde que o tépico de fungoes foi incluido na educacao
basica, em 1931, o ensino de fung¢oes permaneceu no curriculo brasileiro, sendo até hoje
considerado uma ideia central para o ensino de matemaética. Ainda assim, dificuldades no
processo de ensino aprendizagem de fungoes sao inimeras, abrangendo desde desentendi-
mento da notagao matematica a dificuldades de compreensao das diferentes representacoes
de funcoes. Dessa forma, este trabalho foi desenvolvido visando criar uma sequéncia di-
datica, utilizando a tecnologia de forma integrada, que possibilite ao aluno adquirir uma
compreensao ampla e profunda de fungoes, sendo capaz de modelar situagoes-problema,
interpretar funcoes em diferentes contextos, traduzir entre as diferentes representacoes
de funcgoes e materializar o conceito de fungoes como objeto matematico. Para isso, foi
realizada uma revisao bibliografica sobre o processo de ensino-aprendizagem de funcoes,
e desenvolvidos dois produtos educacionais: um guia de utilizacao dos recursos dispo-
nibilizados pela Desmos, incluindo sua calculadora gréafica e as Atividades para sala de
aula, e uma sequéncia didatica para o ensino de fungoes para alunos de ensino médio. A
sequéncia didatica proposta aqui se inicia apresentando situagoes problemas relacionadas
ao cotidiano dos estudantes de forma a promover um entendimento do conceito de va-
riaveis e relacdo funcional a partir das nocoes intuitivas ja presentes nos estudantes. E
proposto um foco maior nos aspectos qualitativos do pensamento funcional e uma énfase
ao uso simultaneo das diferentes representacoes de funcgoes: verbal, grafica, numérica e
algébrica. A seguir, os alunos sdo levados a explorar a influéncia dos parametros nas
funcgoes de diferentes familias de forma dinamica e autoguiada, com o uso das ferramentas
da plataforma Desmos. Os estudantes tém a oportunidade de desenvolver a capacidade
de planejar e executar translagoes, transformacoes e limitagdes de dominio e imagem em
funcoes em suas diversas representacoes.

Palavras-chave: Fungoes. Ensino de fungoes. Desmos. Sequéncia didatica.






ABSTRACT

The teaching of functions in secondary education can be considered a pedagogical chal-
lenge, as it is a concept that depends on a complex network of other mathematical con-
cepts such as variable, cartesian plane and rate of change, as well as being a topic that
integrates different subareas of mathematics. Since the topic of functions was included
in Brazilian secondary education in 1931, the teaching of functions has remained in the
curriculum and is still considered a central idea for the teaching of mathematics. Even so,
difficulties in the teaching-learning process of functions are numerous, ranging from lack
of understanding mathematical notation to difficulties in working with the different re-
presentations of functions. Thus, this work was developed to create a didactic sequence,
using technology in an integrated way, allowing students to acquire a broad and deep
understanding of functions, so that they are able to model real-life scenarios, interpret
functions in different contexts, translate between different representations of functions and
reify the concept of function as a mathematical object. Hence, a bibliographic review was
carried out on the teaching-learning process of functions, and two educational products
were developed: a guide for using Desmos resources, including its graphing calculator
and its classroom activities, and a didactic sequence for teaching functions to high school
students. The didactic sequence proposed here begins by presenting situations related to
the students’ daily lives in order to promote an understanding of the concept of variables
and functional relationships out of the intuitive notions students already have. Greater
focus is given to the qualitative aspects of functional thinking and to the simultaneous use
of different representations of functions: verbal, graphic, numerical, and algebraic. After
working on different scenarios, students are led to explore the influence of parameters on
the functions of different families in a dynamic and self-guided way, using the resources
available at Desmos. Students have the opportunity to develop the ability to plan and
execute transformations and domain and range restrictions in functions in their various
representations.

Keywords: Functions. Teaching of functions. Desmos. Didatic sequence.
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1 INTRODUCAO

O conceito de funcao é considerado um dos mais importantes na matematica es-
colar, em parte por ser um elo unificador de diferentes areas da matemaética, uma vez
que o ensino de fungoes pressupoe o conhecimento de conceitos de algebra, geometria,
aritmética e teoria dos conjuntos, por exemplo (PONTE, 1992; BRAGA, 2003; MICHELSEN,
2006; CARRAHER; SCHLIEMANN, 2016; ROLFES; ROTH; SCHNOTZ, 2018). O chamado pen-
samento funcional, termo que surgiu no comego do século XX com o matematico Felix
Klein (KRUGER, 2019; BRAGA, 2003), se refere a capacidade do aluno de compreender os
diferentes aspectos envolvidos no conceito de fungao e de lidar com as diferentes represen-
tagoes deste objeto matematico (LICHTT, ROTH, 2019). Esta habilidade é hoje considerada
chave no processo de ensino-aprendizagem da matemética escolar, embora nem sempre
utilizando esse termo. A nova Base Nacional Comum Curricular (BNCC!) inclui, j& nos
anos iniciais do ensino fundamental, ideias de equivaléncia, variacao, interdependéncia
e proporcionalidade, visando o desenvolvimento de pensamento funcional, embora cite
apenas um conceito mais amplo, de pensamento algébrico.

No ensino, promover o pensamento funcional é instigar os alunos a perceberem a
variacao de diferentes grandezas em contextos diversos e a relacao mitua de dependéncia
entre essas grandezas, de forma que consigam compreender o conceito de varidvel e se
acostumem a observar as mudangas nas variaveis em suas diferentes representagoes. As-
sim, o desenvolvimento do pensamento funcional perpassa diferentes aspectos do conceito
de funcao, principalmente aspectos de correspondéncia e covariacao, e a materializacao de
funcao como um objeto matematico. Tais aspectos podem ainda ser pensados do ponto
de vista qualitativo e do ponto de vista quantitativo, de forma que o pleno dominio do
conceito de fun¢ao seja um caminho cheio de obstéculos para os alunos do ensino basico.

Em sua revisao bibliogréfica sobre o ensino e aprendizagem do conceito de funcao,
Ardengui (2008) encontrou diversas dificuldades dos alunos levantadas por pesquisas ante-
riores, entre as quais podemos citar: reconhecer fungoes na auséncia de uma representacao
algébrica da lei de formagao, distinguir as nogoes de funcao e equacgao, dominar a sim-
bologia da representacao algébrica, diferenciar dominio e contradominio, traduzir entre
a representacao algébrica e a grafica, compreender fungdes nao continuas como fungoes,
trabalhar com conjuntos discretos, perceber quando a ideia de proporcao deve ou nao
ser utilizada na resolugao de problemas, interpretar fungoes apresentadas na linguagem

natural e construir graficos sem utilizar uma tabela de valores. Muitas dessas dificuldades

1A BNCC pode ser consultada em http://basenacionalcomum.mec.gov.br/
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enfrentadas pelos discentes pode ser relacionada também ao processo histoérico de desen-
volvimento de funcgoes, no qual se vé, por exemplo, que por muitos anos a definicao de
func¢ao era indissociavel de uma aplicagao a fisica ou de sua expressao analitica (YOUSCH-
KEVITCH, 1976; MEDVEDEV, 1991; PONTE, 1992). Tal paralelo justificaria uma linha de
ensino que hoje, assim como a época de Klein, prioriza o ensino de fungoes primeiro de
um ponto de vista informal e aplicado, gradualmente aumentando o grau de formalizagao
da definicao do conceito de fungao.

Essas dificuldades enfrentadas pelos alunos na materializacao do conceito de fun-
¢a0 nao sao novas, e as pesquisas em ensino de fungoes, embora sejam numerosas, nao
apontam um consenso ou uma solugdo para tais problemas (NEVES; RESENDE, 2016).
Ponte (1992) ja relatava que os alunos chegam ao Ensino Médio com muitas dificuldades
no pensamento abstrato, necessario para a aprendizagem de fungoes. Além da existéncia
de diversas representacoes, que por si so ja dificultam a materializacao de um conceito

tinico e completo de fungoes, segundo Watson e Harel (2013, p.166):

Pensar sobre fungdes como um processo dinamico de entrada e saida é
abstrato e esperadamente dificil, porque o aluno precisa lidar simultane-
amente com trés objetos, a entrada (por exemplo, tempo), a saida (por
exemplo, distdncia) e a regra de dependéncia (por exemplo, uma férmula)
que os conecta. O aluno precisa pensar na entrada e na saida em termos
gerais: para qualquer valor de entrada a regra de dependéncia determina
sua saida correspondente. (Traducao nossa, grifo dos autores)

Dessa forma, alguns alunos relatam que uma funcao tem “muitas partes” para ser
entendida como um objeto matematico tnico (THOMPSON, 1985). Ainda assim, para
compreender plenamente o conceito de fungao, é necessario que os alunos sejam capazes
de pensar em fungoes nao s6 como um processo, mas também como um objeto matemético
com o qual é possivel operar (SFARD, 2009). A matematica, segundo Sfard e Linchevsk
(1994), é uma estrutura multiniveis na qual o mesmo conceito matemaético ¢ visto de dife-
rentes perspectivas quando observado de diferentes niveis, de forma que o que é concebido
como processo em um nivel passa a ser manipulado como objeto em um nivel seguinte.
Assim, quando a fung@o passa a ser vista como um objeto, torna-se possivel associar a
ela caracteristicas como periodicidade ou monotonicidade, bem como torna-se possivel
utilizar a funcao como objeto de outros processos, como a diferenciagao e a integragao
(GUNSTER; WEIGAND, 2020). Assim, embora a concepcao de fungdo como um processo
anteceda a concepgao objeto, essa materializacao do conceito de funcao é fundamental
para o estudo de topicos como translagoes e transformacoes em fungoes e para o célculo
diferencial e integral. Nao obstante, esse salto da visao processo para a visao objeto é

dificil de ser atingido.
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Ambientes computacionais podem ser tteis para o ensino-aprendizagem de fun-
¢oes, uma vez que possibilitam a visualizacao das func¢oes simultaneamente em suas re-
presentacgoes algébrica, tabular e grafica, bem como permitem a manipulagao deste objeto
matemaéatico de forma a alterar todas as representacoes simultaneamente. Dessa forma,
ambientes computacionais teriam o potencial de auxiliar os alunos a passarem da concep-
¢ao processo para a concepgao objeto de fungao, uma vez que nestes ambientes, a fungao
¢ um objeto a ser manipulado.

A integracao de tecnologias & sala de aula propicia a analise de um niimero maior
de graficos pelo aluno, bem como uma anéalise mais precisa das caracteristicas dos graficos,
além de possibilitar uma énfase maior em aspectos globais e qualitativos do grafico, ao
invés da énfase comum em aspectos mais locais e quantitativos (LEINHARDT; ZASLAVSKY;
STEIN, 1990). Segundo Alves (2018), o uso de softwares educativos no ensino de fungoes
auxilia na compreensao da parte algébrica das fungoes, além de tornar o ambiente de
ensino mais dinamico, atrativo e visual, e garantir ao estudante o protagonismo no seu
processo de aprendizado. Tal protagonismo é possibilitado pela facilidade de criar conjec-
turas e explora-las inicialmente em ambientes computacionais de forma rapida, ampliando
a capacidade discente de experimentar com a matemaética, investigar padroes e genera-
lizar os resultados obtidos. Segundo Hegedus et al. (2017, p.31), “a tecnologia assume
grande parte dos calculos repetitivos (...) e deixa mais tempo para habilidades matemé-
ticas essenciais, como por exemplo interpretar, refletir, argumentar e modelar.”( Tradug¢do
nossa)

Agora, para a implementacao de um software no contexto das aulas de matemé-
tica, o ideal é que a tecnologia tenha implementacao pratica, de baixo custo e acessivel,
de forma que para interagir com as atividades o aluno nao precise de conhecimento espe-
cifico sobre o software utilizado (HOFFKAMP, 2009). Nesse contexto, o uso da ferramenta
digital Desmos nas aulas de matematica do Ensino Médio é exemplar pois demanda
dos alunos apenas experiéncia prévia em navegar na internet, sem a necessidade de se
familiarizar com o software antes de iniciar as atividades propostas. Desmos é uma
ferramenta digital gratuita que possui, entre outros produtos, uma calculadora gréfica
(https://www.desmos.com/calculator) e um ambiente para professores criarem ativi-
dades e atribuirem atividades para turmas de alunos (https://teacher.desmos.comn/),
ambos disponiveis em portugués. Ha um banco de graficos e atividades editaveis dispo-
nibilizadas na propria plataforma, e cursos e treinamentos para o profissional que deseja
aprender a usar a ferramenta na sala de aula. Uma das grandes vantagens do uso do
Desmos em sala de aula é que os comandos sao intuitivos e o aluno e professor conseguem

utilizar a ferramenta sem necessidade de um treinamento especifico, utilizando os mesmos
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comandos na versao online e no aplicativo. A calculadora grafica Desmos tem menos
funcionalidades que outros softwares utilizados no ensino de matematica, como o Geoge-
bra, por exemplo, em parte porque, segundo a empresa, eles priorizam “a confiabilidade e
a usabilidade, mesmo em detrimento da velocidade de desenvolvimento” (DESMOS, INC.,
2022). Ainda assim, a Desmos permite modificagoes para atender necessidades especificas
como alunos com deficiéncia visual, pode ser utilizado de forma individual, em pequenos
ou grandes grupos, em computadores, celulares e tablets, com a opc¢ao de instalacao de
aplicativo ou uso direto no navegador.

Atualmente, h& poucos trabalhos académicos publicados em portugués sobre a
Desmos e sua utilizagdo em sala de aula. Euzebio (2018) apresentou uma dissertagao com
uma proposta de ensino de geometria analitica para o Ensino Médio, mas utiliza apenas a
calculadora grafica, nao a ferramenta de atividades em sala de aula. No mesmo ano, Abreu
(2018) defendeu uma dissertacao em que analisa diferentes aplicativos para o ensino de
matematica disponiveis para celulares, encontrando no aplicativo Desmos potencialidades
que o distinguiam dos demais aplicativos investigados, e propoe uma série de atividades
para o ensino de funcoes de segundo grau no Ensino Médio utilizando o aplicativo Desmos.
Marinho (2015) e Bandeira (2015) exploraram o uso do Geogebra e da calculadora grafica
Desmos no ensino de fungoes afim e quadréatica, respectivamente, com alunos do ensino
fundamental e médio. Mais recentemente, Costa (2021) propos um livreto digital com
seis atividades para o ensino de funcao de primeiro grau utilizando a calculadora grafica
Desmos e a plataforma APP Inventor. No ensino superior, Scremin (2017) e Scremin
(2019) utilizaram atividades na calculadora grafica Desmos para o estudo de derivadas e
taxas de variacao. Sobre a plataforma de atividades em sala de aula disponibilizadas pela
ferramenta digital Desmos, Silva (2020) e Pelegrino (2020) propde uma atividade para um
grupo de professores de matemética para avaliar a percepc¢ao desses docentes quanto a
aplicabilidade da atividade em sala de aula para trabalhar respectivamente os contetidos
de sinal e de maximo de uma funcao.

Maciel e Cardoso (2014, p.1351) criticou a forma como o ensino de fungoes ¢ feito

no Brasil:

O atual processo de ensino-aprendizagem de fungao remete a associagoes
superficiais e limitadas do conceito. Para professores e alunos, é conso-
lidado, quase que de imediato, que o termo funcéo é indissocidvel de
seus tipos: fung¢ao afim, fungdo quadrética, fungdo exponencial, funcao
logaritmica, etc. Dessa forma, observa-se uma apropriacao utilitarista e
pratica da Matematica para aplicacao de operacoes e obtencao de resul-
tados. No entanto, o conceito é preterido e o ganho intelectual potencial
desse aprendizado e as possibilidades de extrapolar esses conhecimentos
no cotidiano sao cerceados.
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Os poucos trabalhos “publicados utilizando a ferramenta digital Desmos corrobo-
ram tal critica, uma vez que o ensino do conceito de funcao segmentado em classes de
funcoes ainda se mantém visivel mesmo nos trabalhos recentes.

O presente trabalho tem como objetivo geral propor dois produtos educacionais:
um guia de utilizacao da plataforma Atividades de Sala de Aula da Desmos e uma sequén-
cia didatica para o ensino de fungoes para alunos do Ensino Médio. Para tanto, os ob-
jetivos especificos foram os seguintes: Estudar teorias que tratam do ensino de funcoes;
Explorar o uso e as possibilidades da ferramenta digital Desmos; Identificar as possiveis
contribuicoes da ferramenta digital Desmos para o ensino de fungoes; Elaborar atividades
para o ensino de fungoes utilizando a ferramenta digital Desmos.

O guia das Atividades de Sala de Aula da Desmos inclui uma descrigao de como
utilizar a Calculadora Grafica e um passo a passo de como criar uma atividade na plata-
forma, além de descrever as possibilidades de uso dos diferentes recursos disponiveis. A
sequéncia didética se inicia com a introducao de fun¢des em contextos aplicados e gradu-
almente formaliza esse conceito, utilizando a calculadora grafica Desmos e suas Atividades
em sala de aula para possibilitar um processo de ensino-aprendizagem mais visual, ex-
perimental e critico. Este trabalho se diferencia por apresentar uma sequéncia didatica
para o ensino de fungoes, dissociando esse conceito aos tipos (familias) de fungoes, e por
propor o uso da ferramenta Atividades em sala de aula da Desmos de forma integrada as
aulas, sem utilizar a tecnologia para apenas uma atividade isolada.

O Capitulo 2 apresenta o desenvolvimento historico do conceito de funcoes e da
inclusao de fungoes no ensino basico no Brasil, finalizando com uma revisao bibliogréfica
do percurso discente para a aprendizagem de func¢oes, pontuando conceitos que os alunos
em geral tém dificuldade neste percurso. O Capitulo 3 é destinado a um guia para a
utilizacao da ferramenta digital Desmos, incluindo o uso das ferramentas para professores
e um passo a passo para a construcao de uma atividade na plataforma. No Capitulo 4
é proposta a sequéncia didatica fruto deste trabalho, explicitando os contetidos aborda-
dos, os objetivos didaticos e as atividades a serem desenvolvidas ao longo das 10 aulas

propostas. As consideracoes finais sao apresentadas no Capitulo 5.
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2 PRESSUPOSTOS TEORICOS PARA A ELABORACAO DA
SEQUENCIA DIDATICA

O presente capitulo visa descrever o desenvolvimento histérico do conceito de fun-
¢ao, como o conceito de funcao se inseriu na educagao bésica brasileira e o que a literatura
traz sobre o processo de aprendizagem de funcoes. O desenvolvimento do conceito his-
torico de funcao é abordado para mostrar a evolucao do conceito de funcao, inicialmente
enraizado em aplicagoes fisicas e sendo gradualmente formalizado para chegar a defini¢ao
atual de fungao. De forma semelhante, a sequéncia didatica apresentada no Capitulo 4,
parte também de aplicagoes de fungoes a situagoes do cotidiano do aluno e gradualmente
formaliza e generaliza o conceito de fungoes, apresentando exemplos que buscam explorar
diferentes aspectos da definicao de fun¢ao, de forma que o aluno consiga desvincular a
nogao de fungao de sua aplicacao fisica ou de sua representagao analitica ou grafica.

A descrigao do historico do conceito de fungoes no Ensino Médio brasileiro visa
ressaltar a importancia do topico como um elo unificador da matematica escolar e ao
mesmo tempo, trazer uma visao critica aos aspectos de fun¢ao que sao abordados na sala
de aula e o nivel de formalismo necessario no Ensino Médio.

A discussao sobre o processo de ensino-aprendizagem de fungao visa trazer a tona os
desafios que os estudantes podem enfrentar na compreensao do conceito de funcao, muitas
vezes nao percebidos de forma consciente pelo professor. Espera-se que a exposi¢ao dos
diferentes aspectos que o estudante deve compreender para que materialize o conceito
de funcao oriente a pratica docente, e que assim o professor aborde de forma explicita
dificuldades que os alunos podem apresentar neste percurso, facilitando a comunicacao

professor-aluno.

2.1 DESENVOLVIMENTO HISTORICO DO CONCEITO DE FUNCAO

A definicdo moderna é que uma func¢io f de um conjunto A em um conjunto
B é uma relagdo que a cada elemento x € A associa um unico elemento f(x) em B.
f(z) é chamado o valor de f no elemento z. O conjunto A é chamado de o dominio
da funcao f, e o conjunto B é chamado o contradominio. Esta definicao é atribuida
historicamente a Johann Dirichlet (1805-1859) e a Nikolai Lobachevsky (1792-1856), para
os quais o dominio e contradominio ainda era limitado aos ntimeros reais, e posteriormente
foi formalizada e ampliada pelo coletivo Bourbaki para abranger quaisquer conjuntos,

numéricos ou nao (KLEINER, 1989). Dessa forma, tal definigdo ¢ hoje conhecida como
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definicao de Dirichlet-Lobachevsky ou Dirichlet-Bourbaki.

Essa definicao de fungao data do século XIX e, embora algumas ideias que per-
meiam o conceito de fungao datem de épocas muito anteriores, ao longo da historia exis-
tiram varias defini¢oes de fun¢ao, que foram se tornando cada vez abrangentes. Enquanto
a defini¢do moderna de fungao foca na relagao entre dois conjuntos (numéricos ou nao),
historicamente as fun¢oes surgiram como uma ferramenta para modelar fend6menos natu-
rais e estudar a relagao entre a variagao de diferentes grandezas (estritamente numéricas).
Espera-se que a compreensao da evolugao do conceito de funcao da antiguidade até a
definicao moderna evidencie a importancia de abordar, durante o processo de ensino, os
diferentes aspectos inerentes ao conceito de funcao e sirva para guiar os alunos de uma
visao mais aplicada para um entendimento mais formal de fungoes.

Na antiguidade, eram estudados casos particulares de relagoes de dependéncia,
sem generalizacao das ideias e propriedades de fungoes, enquanto na idade média houve a
evolucao da generalizacao de nogoes de fungoes e de representagoes gréficas e aplicagoes
a mecanica (YOUSCHKEVITCH, 1976). Embora nao utilizassem féormulas analiticas para
representar as funcgoes, outras representagoes como descrigao verbal, tabelas e graficos
ja eram amplamente usadas, estudadas e desenvolvidas na Grécia Antiga e na Babilonia
(MEDVEDEV, 1991, p.30).

Al-Biruni (973-1048), matematico Persa, além de ter estudado diversas relagdes
de dependéncia entre grandezass utilizando tabelas e descrigoes verbais, parece ter sido
o primeiro matematico a estudar questoes de generalizacao entre as diferentes fungoes,
chegando a caracterizar seus dominios, determinar seus extremos e estudar interpolacoes
lineares e quadraticas (MEDVEDEV, 1991, p.31). Na Europa medieval, mateméaticos como
Orésme (1325-1382) tém os primeiros registros explicitos do uso do conceito de fungao
para o estudo das leis naturais do mundo fisico (MEDVEDEV, 1991, p.31).

O avango do estudo de fungoes, & época pensado como estudos quantitativos de
fendbmenos naturais utilizando a matematica como ferramenta, realizados principalmente
por Galileu (1564-1642) e Kepler (1571-1630), foi viabilizado pela introdugao da notagao
algébrica moderna por Viéte (1540-1603) e da geometria analitica por Descartes (1596-
1650) e Fermat (1601-1665) (PONTE, 1992), bem como pelo inicio do estudo de séries de
poténcia e do calculo diferencial e integral no século XVII (MEDVEDEV, 1991, p.34).

A introducao de simbolos para operacoes e relagoes, bem como o uso de letras do
alfabeto para representar grandezas e parametros, permitiu pela primeira vez escrever no
papel equagoes algébricas e expressoes contendo incégnitas utilizando simbolos matema-
ticos, ainda que de forma rudimentar (YOUSCHKEVITCH, 1976). Os estudos de ciéncias

naturais abandonaram a forma retoérica tipica da idade média, e trilharam um caminho
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para o desenvolvimento da nogao formal de fungdo (PONTE, 1992). E nessa época que
surgem leis fisicas expressas na forma de equagdes mostrando uma relagao de dependéncia
entre diferentes grandezas (MEDVEDEV, 1991, p.32). O método analitico de introdugao
de funcgoes utilizando féormulas e equagoes passou a dominar, devido & praticidade que
advém dessa representagao (YOUSCHKEVITCH, 1976).

Descartes e Fermat, ao aplicarem essa nova notacao a geometria, foram os primei-
ros matemaéticos a afirmarem que uma curva poderia ser representada por uma equagao
que indicava uma relagdo de dependéncia entre duas variaveis (YOUSCHKEVITCH, 1976).
Descartes, ademais, foi fundamental para o desenvolvimento da notagao algébrica de uma
funcao, ao tentar reduzir a solucao de equagoes algébricas a uma série de procedimentos
e algoritmos. Ele foi o primeiro a afirmar claramente que uma equacao em duas varia-
veis é uma forma de representar uma dependéncia entre grandezas variaveis de forma a
possibilitar o célculo do valor de uma quando dado o valor da outra (YOUSCHKEVITCH,
1976).

O termo fungao foi introduzido por Leibniz (1646-1716) em 1673, no mesmo mo-
mento em que o matematico introduziu os termos varidavel, constante, coordenadas e
parametro (PONTE, 1992). Newton (1643-1727) foi, historicamente, pega fundamental
para a representacao algébrica explicita da func¢ao ganhar destaque sobre sua representa-
¢ao geométrica e sobre sua representagao algébrica implicita, mais comuns anteriormente
(MEDVEDEV, 1991, p.36). Leibniz e Newton desenvolveram o célculo infinitesimal e, para
tanto, utilizavam fungoes, sempre com caracteristicas mecanicas ou geométricas associadas
(YOUSCHKEVITCH, 1976). Com o crescente estudo de relacionamentos entre grandezas, o
termo fungao foi cada vez mais sendo utilizado por mateméticos como Leibniz e Johann
Bernoulli (1667-1748) ao final do século XVII (PONTE, 1992), embora o termo “fung¢ao”
nao constituia ainda uma teoria matematica (BARALDO, 2009, p.13), e seu sentido a época
variava entre os matematicos, sendo o uso de Bernoulli, por exemplo, mais préximo da
definigao atual que o de Leibniz (MEDVEDEV, 1991, p.40).

A defini¢do de Bernoulli! foi a primeira definigdo formal de funcao (KLEINER,
1989). Mais tarde modificada por seu aluno Euler (1707-1793), esta definigdo vincula a
noc¢ao de funcao indiretamente a uma expressao analitica, e assim permaneceu durante
todo o século XVIII e parte do século XIX (YOUSCHKEVITCH, 1976). Tal limitacao
é compreensivel, uma vez que todas as fung¢oes conhecidas & época eram enraizadas em
aplicagoes fisicas e podiam ser representadas por séries de Taylor (MEDVEDEV, 1991, p.42).

A época, Bernoulli propos uma notagao utilizando @z para representar uma funcao, sendo

L“Aqui chamaremos de Funcao de uma varidvel uma grandeza composta de qualquer maneira por esta
variavel e por constantes” (Tradu¢do nossa) (RUTHING, 1984 apud KLEINER, 1989)
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a notagao atual f(z) introduzida por Euler em 1734 (YOUSCHKEVITCH, 1976).

Devido a uma grande controvérsia sobre o problema da corda vibrante? e quais
formatos iniciais poderiam ser aplicadas & corda, Euler, e por consequéncia, toda a co-
munidade matematica da época, se viram compelidos a revisar sua noc¢ao de funcgao, até
agora limitada a fungoes analiticas (no sentido atual)®. Assim, em 1755, Euler publicou
uma definicao de funcao mais ampla*, na qual inexiste a necessidade da relacao de depen-
déncia ser dada por uma expressao analitica (KLEINER, 1989). Tal no¢ao nao foi aceita de
imediato, mas ha registros de interpretagoes semelhantes por matematicos como Fourier
(1768-1830) e Condorcet (1743-1794) (MEDVEDEV, 1991, 48-49).

No inicio o século XVIII, os matematicos acreditavam que se duas expressoes ana-
liticas tinham o mesmo valor em um intervalo, entao elas eram iguais em todos os pontos.
Foi com a definigao mais ampla de Fuler que surgiu uma maior preocupacao com a descri-
¢ao do dominio e a imagem de uma funcao, e o estudo de fungoes foi separado do estudo
de curvas geométricas (KLEINER, 1989).

Em 1810, Lacroix (1765-1843) publica seu tratado Théorie des fonctions analyti-
ques, onde define funcoes de forma semelhante a Euler, embora sem cita-lo, identificando
que qualquer grandeza cujo valor depende de uma ou de varias outras grandezas é uma
fungao, independente se as operagoes para obté-la sdo conhecidas ou nado (YOUSCHKE-
VITCH, 1976). Como o tratado de Lacroix foi amplamente difundido e conhecido, ele
contribuiu fortemente para aceitacao dessa definicao de funcao. Assim, parece nao ha-
ver diavida de que Euler, Condorcet, Lacroix e Fourier tinham uma definicdo de fungao
equivalente ao que é considerada a definigao de Dirichlet-Lobachevsky (MEDVEDEV, 1991,
p.50). Nao obstante, historicamente, a separa¢ao da nog¢ao de funcao de sua representagao
algébrica é atribuida a Dirichlet e Lobachevsky, pois o trabalho de Dirichlet apresenta o
primeiro exemplo explicito de uma funcao® que nao era dada por meio de uma ou mais
expressoes analiticas, nao poderia ser representada como uma curva no plano, era des-
continua em todos os pontos de seu dominio e assim realmente ilustrava o significado

de “arbitrario”(KLEINER, 1989). Embora as defini¢oes de mateméticos anteriores a de

2Uma corda elastica com extremidades fixas é flexionada em uma posicdo inicial e entdo solta para
que vibre. O problema consiste em determinar a fungao que descreve o formato da corda a cada instante.

3Para D’Alembert (1717-1783), apenas fungdes representadas por expressdes analiticas poderiam ser
usadas como formato inicial para a corda. Para Euler, a funcao poderia ser dada por diferentes expressoes
analiticas em diferentes intervalos entre as extremidades, ou até por uma curva desenhada a mao livre,
sem necessariamente ser possivel representa-la por uma ou mais expressoes analiticas (KLEINER, 1989)

4“Se uma ou mais grandezas dependem de outra grandeza de forma que a variacio da tltima resulta
em uma variacao das grandezas iniciais, entao essas grandezas iniciais sao chamadas de fung¢oes desta
outra grandeza. Essa denominagao é de natureza ampla e abrange qualquer meio pelo qual uma grandeza
pode ser determinada por outra.” (Tradugdo nossa do inglés disponivel em Youschkevitch (1976))

5A chamada funcdo de Dirichlet, que atribui o valor 1 aos valores racionais de z e 0 aos valores
irracionais de x.
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Dirichlet trouxessem a ideia de correspondéncia arbitraria entre as variaveis, elas eram
aplicadas apenas a fungoes analiticas e continuas, e portanto, nao é possivel avaliar se
funcoes diferentes destas, como fungoes descontinuas em todos os pontos e outras que
foram sendo introduzidas apenas no século XIX, seriam consideradas fungoes para estes
matematicos (MEDVEDEV, 1991, p.50-55).

No século XIX o conceito de fungoes é novamente expandido e passa a incluir for-
malmente nimeros complexos e vetores tanto no dominio quanto como imagem, assim
como sao estudadas mais a fundo fungoes reais de varias varidveis reais (MEDVEDEV,
1991, p.63-64). Procedeu-se também a classificagdo de fungoes de acordo com diferentes
propriedades - continuidade, diferenciabilidade, integrabilidade, entre outras - que foram
sendo melhor definidas e estudadas (MEDVEDEV, 1991, p.65-66). Com o desenvolvimento
da teoria de conjuntos iniciada por Cantor (1845-1918) e Dedekind (1831-1916), a nogao
de funcao foi generalizada para uma correspondéncia entre quaisquer dois conjuntos, se-
jam eles numéricos ou nao (PONTE, 1992), tendo Dedekind inclusive exemplificado como
transformagao (seu termo para fungao) o ato de nomear objetos (MEDVEDEV, 1991, p.71).
Peano (1858-1932), em 1911, propds uma defini¢ao de fungao utilizando o termo conjunto,
na qual diminui o nimero de termos indefinidos e elimina a logica ciclica presente nas de-
finigoes de Cantor e Dedekind (MEDVEDEV, 1991, p.70).

Com o advento da logica matematica, mateméaticos como Frege (1848-1925), Schro-
der (1841-1902) e Russel (1872-1970) publicaram defini¢bes de fungao nas quais se preocu-
pavam mais claramente com quais conceitos fundamentais nao eram definidos. Para Frege,
tal conceito era a propria nogao de funcao, para Schroder, a nocao de relagao, ja Russel
parte da nogao de fungao proposicional (MEDVEDEV, 1991, 72-73). Com essas mudangas,
as fungoes passaram a deixar de ser indissocidveis de sua representacao geométrica, de
sua expressao analitica e de sua aplicacao fisica, passando a existir plenamente como um
objeto matemético. Nao obstante, o nivel de formalismo da definicao a ser utilizada no

ensino vai depender do nivel de ensino e o uso que sera dado ao conceito.

2.2 HISTORICO DO ENSINO DE FUNCOES NA EDUCACAO BASICA

O estudo de fungoes na disciplina de matematica na educagao basica no Brasil é
um legado do matemaético Felix Klein (1849-1925) e seu envolvimento na reforma curri-
cular na Prussia (pertencente ao império Alemao) no inicio do século XX. Klein, além de
um eximio matemaético, era também muito interessado no ensino de matematica, muito
respeitado na comunidade matemética internacional e tinha uma grande capacidade po-

litica (BRAGA, 2003). A reforma curricular proposta por Klein, conhecida como Meraner
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Lehrplan, tinha como lema “educacao para o pensamento funcional” e objetivava diminuir
o vao existente entre a educacao béasica e as universidades em relacao a educacao matema-
tica, principalmente devido & heterogeneidade do curriculo da educagao basica (KRUGER,
2019; BRAGA, 2003). Para isso, o conceito de fungao foi escolhido como a ideia central de
unificacao da matematica escolar, uma vez que o ensino de funcoes engloba a aritmética,
a geometria e a algebra (KRUGER, 2019) e possibilita o objetivo fim de preparar os alunos
para o estudo do célculo infinitesimal (BRAGA, 2003). Ainda hoje o conceito de fungao
é visto como uma ideia fundamental da matematica moderna, que coordena e une os
diferentes conceitos matematicos (MAKONYE, 2017).

Visando o desenvolvimento do pensamento funcional e a melhoria da aprendizagem
dos alunos, acreditava-se ser fundamental que os alunos aplicassem os conceitos matema-
ticos de forma fluida a fenomenos do seu proprio contexto em detrimento de contextos
artificiais, formando conexoes organicas com os conhecimentos prévios dos alunos. No
contexto da reforma Meraner, o desenvolvimento de pensamento funcional significava tor-
nar os alunos conscientes de grandezas variaveis em contextos ariméticos e geométricos,
e da relacao entre essas grandezas, de forma a acostumar os alunos com o conceito de
varidveis e com a representacao grafica desde cedo. Na concepcao de Klein, para tanto,
nao era necessaria a introducao da defini¢ao formal de fungao como uma correspondéncia
entre dois conjuntos inicialmente, mas sim uma visao geral de fungao como relagao de
dependéncia entre variaveis (KRUGER, 2019). Tal opcao reflete as visoes educacionais de
Klein, que incluiam a combinag¢ao de ramos aparentemente separados e a abordagem ini-
cialmente intuitiva da matematica, deixando a sistematizacao para momentos posteriores
(BRAGA, 2003).

Embora movimentos de modernizacao do ensino de matematica ja ocorressem em
1900 em paises como a Franca, a Inglaterra, a Italia e os Estados Unidos, foi gragas a ar-
ticulagao internacional encabecada por Klein que essa modernizacao ocorreu globalmente
(MIORIM, 1998). Em 1908 foi criada a Comissao Internacional de Instru¢do Matematica
(ICMI, conhecida & época por CIEM ou IMUK, das siglas em francés e aleméao, respectiva-
mente) e ainda no inicio do século XX essa comissao recebeu 310 relatorios sobre o ensino
de matematica nas escolas secundérias em diferentes paises. A época, no Brasil, o Colégio
Pedro II do Rio de Janeiro era considerado padrao para as outras escolas no pais, e seu di-
retor participou da reuniao do ICMI em 1912, incumbido de organizar um relatério sobre
o ensino secundario de matematica no Brasil (MIORIM, 1998). Entretanto, os catedraticos
de matematica do Colégio eram ortodoxos e avessos as concepcoes modernizadoras que
estavam ocorrendo internacionalmente, e tal relatério nunca foi desenvolvido. Assim, foi

somente mais de uma década mais tarde que Euclides Roxo (1890-1950), outro catedrético
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de matemaética que havia assumido a direcao do Colégio Pedro II, conseguiu articular a
reforma no ambito do ensino de matematica no Colégio, inspirada no movimento inter-
nacional encabecado por Klein. A partir de 1929 ocorre a unificagao das disciplinas de
aritmética, algebra e geometria em uma nova disciplina, matemaética, no Colégio Pedro
IT, e a publicacao dos volumes de Curso de Mateméatica Elementar de autoria de Euclides
Roxo (BRAGA, 2003). Para a elaboragao de seus livros, Euclides Roxo inspirava-se nas
ideias de Felix Klein e nos compéndios publicados nos Estados Unidos alguns anos antes
por Ernst Breslich (1874-1966) (SOARES; DASSIE; ROCHA, 2004).

Com a Revolugao Vargas em 1931, Francisco Campos assume o Ministério da Edu-
cacao e Saude, e institui uma reforma nacional completa do ensino secundério, acatando
as ideias de Euclides Roxo para a area de matemaética. A reforma no ensino de matema-
tica, inicialmente aplicada apenas no Colégio Pedro II, é imposta entao em todo territério
nacional, sem uma discussao ampla entre os professores. Pelas instrucoes pedagogicas da
reforma, a disciplina de matematica deveria ser ensinada de forma descompartimentali-
zada e aplicada em todos os anos do ensino secundario, embasada no conceito de funcao e
de pensamento funcional, introduzindo nogoes de calculo diferencial e integral ao fim do
ensino secundario (MIORIM, 1998, p.95). Essa reforma no ensino de matematica proposta
por Euclides Roxo e referendada por Francisco Campos sofreu intiimeras criticas e nao foi
bem recebida pela comunidade. Nos materiais didaticos disponiveis na época é possivel
perceber que o topico de fungao nao era amplamente trabalhado como o elo que unificava
a matemaética secundaria e muitos professores nao alteraram suas formas de ensino como
almejado por Euclides Roxo (BRAGA, 2003). Ainda assim, reflexos desta reforma ainda
permeiam o ensino de matematica no Brasil (SOARES; DASSIE; ROCHA, 2004), uma vez
que a matemaética ainda é ensinada como disciplina tnica e durante todo o ensino bésico,
bem como ainda ha um enfoque grande no ensino de fungoes.

Gustavo Capanema, novo ministro da Educacao e Satude, comeca em 1936 a elabo-
rar o Plano Nacional de Educagao (DASSIE, 2001), que culmina na publicagdo, em 1942,
da Reforma Capanema. Os 11 anos de vigéncia da Reforma Francisco Campos nao foram
o suficiente para uma alteracao mais profunda nos principios de educagao matematica no
Brasil. Em diversos outros paises, ha relatos de que a alteragao mais profunda comegou
a ocorrer apos varios anos da implementacao das mudancgas, uma vez que nos primeiros
anos o topico de fungoes era negligenciado no ensino (BRAGA, 2003), assim como visto no
Brasil. Ainda assim, a Reforma Capanema de certa forma referendou algumas mudancas
no ensino de matematica propostas pela Reforma Francisco Campos, como a manutencao
de uma disciplina unificada, mas em outras, simbolizou um regresso ao que existia antes

de 1929, como um tratamento mais tradicional e menos intuitivo da matematica. Em
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relacao ao assunto de funcoes, seu estudo deixa de ocorrer em todas as séries, passando
a aparecer de forma discreta e subentendida no curriculo proposto para o curso ginasial
(primeiro ciclo, de quatro anos) e de forma mais ampla e explicita apenas no segundo ciclo,
nos cursos cléssico e cientifico (BRAGA, 2003; SOARES; DASSIE; ROCHA, 2004). A Reforma
Capanema permaneceu em vigor por quase 20 anos, com apenas um reajustamento de
programas em 1951, até que chegou ao Brasil o movimento da “Matemética Moderna”
(DASSIE, 2001), apés mudangas no ensino de matematica em diversos paises do mundo,
inspirados pelas mudancas na sociedade promovidas pelo crescente desenvolvimento cien-
tifico e tecnologico (SOARES, 2001).

Apesar de ocorrerem discussoes visando remodelar o ensino de matematica no
Brasil durante a década de 1950, foi a fundagao do Grupo de Estudos do Ensino da
Matematica (GEEM) em Sao Paulo em 1961 que desencadeou o Movimento da Matemé-
tica Moderna no Brasil, devido a percepcao entre diversos professores da necessidade de
aprofundar os estudos sobre o movimento mundial (MIORIM, 1998, p.113). Nesse mesmo
ano foi publicada a primeira Lei de Diretrizes e Bases da Educac¢ao Nacional (LDB), que
descentralizava o curriculo, dando mais autonomia aos estados (SOARES, 2001). Foi nessa
época que comecou-se a dar um enfoque maior nas aplicagoes da matematica na sala de
aula. Os problemas e exercicios em sala de aula deixam de ser sem utilidade pratica e
passam a ser contextualizados, objetivando chegar mais préoximo a realidade do aluno
(SOARES, 2001).

O Movimento da Matematica Moderna era partidario de uma elevada precisao de
linguagem formal matemética, com uma tendéncia mais dedutiva que intuitiva, e se cen-
trava na teoria dos conjuntos, nas propriedades estruturais dos conjuntos, nas relagoes
e fungoes, e no “saber justificar” mais do que no “saber fazer” (MIORIM, 1998, 114). Os
matematicos envolvidos no Movimento visavam a democratizacao do ensino de matema-
tica, tornando-a mais palpéavel e de facil entendimento para os alunos, gracas a novos
materiais e métodos de ensino. Eles se inspiravam nos trabalhos matematicos do cole-
tivo Bourbaki, que visava reescrever toda a matematica usando o método axiomaético,
a partir do desenvolvimento e estudo da nocgao de estrutura, perpassando as estruturas
algébricas, de ordem e topologicas (SOARES, 2001). Grupos de pesquisa envolvidos no
Movimento da Matemética Moderna acreditavam na necessidade de incluir aspectos da
psicologia da aprendizagem como os trabalhados por Jean Piaget (1896-1980), Caleb Gat-
tegno (1911-1988) e Zoltan Pal Dienes (1916-2014), embora essa influéncia tenha ficado
restrita, pouco se difundindo na sala de aula (SOARES, 2001). Tais grupos de pesquisa
tentavam trazer o ensino de matematica mais para perto de uma concepgao constru-

tivista, que vé a matematica como uma constru¢ao humana, e o foco do processo de
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ensino-aprendizagem deve ser portanto, o aluno (FIORENTINI, 1995).

A teoria de conjuntos e, em segundo plano, o estudo das estruturas fundamentais
passam entao a ser o elo unificador da Matematica, papel que as fungoes assumiam na
Reforma Francisco Campos e que nao parecia existir na Reforma Capanema. O tépico de
funcoes permanece presente no ensino secundario, mas deixa de ser o protagonista para
ser apenas mais um tépico no curriculo. Embora fosse dito que o movimento nao estava
mudando a matemaética que era ensinada nas escolas, e sim o método de ensino, nessa
época foram inseridos no ensino secundario topicos antes restritos a universidade, como
espagos vetoriais, matrizes, algebra de Boole e conceitos de grupo, anel e corpo (SOARES;
DASSIE; ROCHA, 2004).

A implementacao dessa mudanga no ensino de matemaéatica nao foi realizado via
decreto ou reforma, e portanto ndao havia um curriculo unificado no pais. Ainda assim,
sua implementacao foi mais extensa do que as reformas anteriores, talvez por ter nascido
entre os proprios professores de matemaética, no ambito dos Congressos Nacionais de
Ensino da Matematica. O Movimento da Matematica Moderna, entretanto, nao foi capaz
de resolver os problemas no ensino da disciplina no Brasil, tendo de fato agravado a
situagao, ao focar muito na simbologia e na teoria de conjuntos. Muitas criticas a essas
reformas se intensificaram na segunda metade da década de 70, repreendendo o movimento
por ensinar abstragoes de forma muito prematura e focar em uma abordagem dedutiva e
isolada da realidade (SOARES, 2001; MIORIM, 1998, p.115).

Em plena ditadura militar, em 1971 é publicada a segunda Lei de Diretrizes e
Bases da Educacao, que potencializa a descentralizacao da tomada de decisao curricular
no Brasil, permitindo maior flexibiliza¢ao curricular nas unidades de ensino. Com a nova
LDB, nas décadas de 1970 e 1980 os estados e municipios comecam a publicar os Guias
Curriculares e as Propostas Curriculares, estabelecendo entao um curriculo a ser seguido
regionalmente, visando estruturar o ensino, que a época estava mal organizado (SOARES,
2001)% Com essa descentralizagao, o curriculo de matematica das escolas brasileiras fica
mais heterogéneo do que anteriormente. No Espirito Santo, por exemplo, a proposta
curricular publicada em 1974 demonstra uma énfase no formalismo e no rigor matematico
ao elencar os objetivos, contetidos e sugestoes para trabalhar os assuntos de func¢ao no
ensino de 22 grau (PINTO, 2017). Ja no estado de Sao Paulo, os Guias Curriculares
publicados em 1976 voltam a valorizar o ensino de fun¢oes na matemaética escolar, ainda

no ensino de 12 grau, ao destacar que a orientacao do ensino de matematica deve considerar

6Cabe salientar que até 1971 nao era obrigatério a todos os brasileiros cursar mais que 4 anos de
ensino formal. Com a LDB de 1971 o antigo ensino secundério, agora seccionado em ensino de 12 grau
(5% a 82 série) e ensino de 2° grau (3 anos), passa a ter um ciclo de escolarizagdo obrigatoria, até a 8%
série.
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aspectos que evidenciam a unidade da matemaética e

Dentre esses aspectos, gostariamos de evidenciar dois deles, que conside-
ramos de importancia fundamental: (...) e o importantissimo conceito
de relagdo e, mais especificamente, o conceito de funcao, que pode ser
abordado nao s6 no estudo das fungées numéricas, como também no es-
tudo das transformagdes geométricas. (SAO PAULO, 1976 apud PIRES,
2008)

Com a maior liberdade curricular da década de 1970 em diante, atualmente o
ensino de matematica nao pode ser caracterizado por apenas uma tendéncia didatico-
pedagogica. Tem-se, em grande parte, uma manutengao da concepgao tecnicista, princi-
palmente no Ensino Médio, mas também ha muitos exemplos de aplicagoes da tendéncia
empirico-ativista como a época da Reforma Francisco Campos, da tendéncia construti-
vista e da tendéncia socioetnoculturalista (FIORENTINI, 1995; MENEGHETTI; REDLING,
2012). Mesmo frente a maior variabilidade do curriculo e das concepgoes de ensino, desde
que as funcoes foram inseridas no curriculo do ensino secundario em 1931, este topico
permaneceu presente entre os assuntos abordados durante o Ensino Médio nas escolas

brasileiras.

2.3 ENSINO E APRENDIZAGEM DE FUNCOES

Alguns estudiosos consideram fung¢oes um dos mais dificeis conceitos de se dominar
e de se ensinar, entre os conteudos de matemética da escola béasica (DREYFUS, 1990;
ALTINDIS, 2021). Tal dificuldade é associada a diferentes motivos, que serao discutidos a
seguir.

Fungao ¢ um toépico da matemética cujo ensino em geral é associado ao ensino
de outros conceitos mateméaticos complexos e tem em si uma natureza integrativa (LEI-
NHARDT; ZASLAVSKY; STEIN, 1990). Dessa forma, uma compreensao plena do conceito
de funcao pressupoe uma compreensao plena do conceito de variavel, que por sua vez
pressupoe uma compreensao plena do conceito de ntmero, criando uma rede complexa de
ideias correlacionadas (DREYFUS, 1990). O ensino de fungoes ¢ também indissociavel do
ensino de suas representagoes (MAINALI, 2021), e assim o ensino de fungoes deve articular
de forma balanceada representagoes numéricas, gréficas e algébricas (PONTE, 1992). E um
verdadeiro desafio pedagogico fazer com que os alunos percebam que as diferentes faces do
conceito de fungao sdo representagoes de um mesmo conceito matemético (DOORMAN et
al.,, 2012). Para um aluno demonstrar entendimento da defini¢ao de fungao, ndo basta que
saiba citar a definicao de fungao, mas sim que consiga lidar com os diferentes aspectos de

que se trata a defini¢do, incluindo suas interpretagoes e aplicagoes (SIERPINSKA, 1992).
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Desde o inicio do século XX existe uma preocupacao na matematica escolar com
o desenvolvimento do pensamento funcional, iniciada por Klein, conforme exposto na
Secao 2.2 e ainda visivel na nova BNCC, onde é esperado que o aluno consiga reconhecer
padroes ja na pré-escola, fazer generalizacoes sobre padroes nos anos iniciais do ensino
fundamental, e comecem a trabalhar com fun¢oes de maneira formal e utilizando diferentes
representagoes nos anos finais do Ensino Fundamental (BRASIL, 2018). O pensamento
funcional nao tem uma defini¢ao tinica, tendo a interpretacao do termo mudado ao longo
do tltimo século. De forma ampla, o pensamento funcional pode ser entendido, de acordo

com Lichti e Roth (2019, p.174) como

a compreensao dos aspectos de correspondéncia, covariacdo e de fun-
¢ao como objeto, que aparece e pode ser observado nas habilidades dos
estudantes de usar, interpretar e mudar entres as diferentes formas de
representagao da relagao funcional de forma adequada. (Tradug¢do nossa)

Essa definicao traz duas dimensoes importantes: o aspecto da fungao que o aluno
é capaz de perceber, e as representagoes que ele domina.

Em relacao aos aspectos, a funcao pode ser percebida de trés formas distintas. A
primeira é como um processo de correspondéncia entre dois elementos, onde para cada
elemento do dominio, h& exatamente um elemento do contradominio. A segunda é do
ponto de vista da covariacao, que se refere a percepcao da variacao na variavel indepen-
dente e a variacao resultante na variavel dependente, descrevendo como a mudanca em
uma variavel afeta a mudanca na outra. A terceira forma é o aspecto objeto, que leva
em consideracao toda a fungao, e significa a compreensao de que a funcao é um objeto
ao qual podem ser aplicadas agoes, como a composicao de func¢oes. De acordo com Sfard
e Linchevsk (1994), os diferentes aspectos de fungao citados acima sao desenvolvidos de
forma sequencial, embora a materializacao da fun¢ao como um objeto matematico seja
dificil de alcancar.

A outra dimensao crucial na definicao de pensamento funcional é em relacao as
diferentes representacoes que o aluno deve ser capaz de usar, interpretar e traduzir. Aqui,
cabe lembrar que as representagoes sao parte inerente da matematica (MAINALIL, 2021), e
que os objetos matematicos nao tém existéncia fisica e portanto, nao sao tangiveis, exceto
por meio de suas representacoes, de forma que a aprendizagem matematica é sempre
mediada por representa¢oes (HEGEDUS et al.,, 2017). Assim, para materializar a nogao
de fun¢ao o aluno deve dominar plenamente as diferentes representacoes de fungoes e
sintetizar as diferentes caracteristicas reproduzidas em cada representacao, de forma a
criar uma imagem conceitual interna de funcdo. E a essa imagem interna que o aluno
recorre quando faz referéncia ao objeto matematico de fungao, que nao necessariamente

é fidedigna a defini¢do de fungao em si (DREYFUS, 1990).
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Dessa forma, é importante que o aluno compreenda os diferentes aspectos de fun-

¢ao, domine suas diferentes representacoes e tenha contato com fungoes diversificadas,

para que nao haja discrepancias entre a imagem conceitual interna do aluno e a defini¢ao

de funcao. Em relacao as diferentes necessidades para a sistematizacao da aprendizagem

do conceito de fungoes, Sierpinska (1992) divide esse processo de aprendizagem no que

ela chama de “atos de compreensao” habilidades que o aluno deve desenvolver para

compreender plenamente do que se trata a nogao de funcao. A falha de cada um desses

atos tem motivos e consequéncias diferentes. Em seu artigo, Sierpinska (1992) define 19

atos de compreensao, dos quais 15 serao discutidos aqui:

1.

10.

11.

12.

13.

14.

Identificar variacoes observadas no mundo real como problemas praticos para se

resolver;

Identificar regularidades nas relacoes entre as variagoes observadas como uma forma

de lidar com essas mudancas;
Identificar os sujeitos a variacao no estudo das variagoes;

Discriminar entre dois modos de pensamento: um em termos de grandezas conheci-

das e desconhecidas, o outro em termos de grandezas variaveis e constantes;
Discriminar entre variaveis dependentes e independentes;

Generalizar e sintetizar a no¢ao de nimero;

Discriminar entre o conceito de ntimero e aquele de grandeza;

Sintetizar os conceitos de lei fisica e de funcao; em particular, ter consciéncia do

possivel uso de fungoes na modelagem de relagoes entre grandezas;

Discriminar entre uma funcao e as ferramentas analiticas por vezes usadas para

descrever sua lei de formacao;

Discriminar entre defini¢coes matematicas e descri¢oes de objetos;
Sintetizar o conceito geral de fungao como um objeto;
Discriminar entre os conceitos de funcao e relagao;

Discriminar entre as nogoes de fungao e sequéncia;

Discriminar entre as diferentes formas de representar funcgoes e as func¢oes propria-

mente ditas;
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15. Sintetizar as diferentes formas de apresentar, representar e falar sobre funcoes.

Os primeiros dois atos de compreensao sao “Identificar variagdes observadas no
mundo real como problemas praticos para se resolver” e “Identificar regularidades nas
relacoes entre as variagoes observadas como uma forma de lidar com essas mudangas”. Tal
nocao se fundamenta na ideia de que, historicamente, foi assim que o conceito de func¢ao foi
desenvolvido, como exposto na Secao 2.1. Essa teoria era defendida ja na época de Klein,
ancorado na chamada lei fundamental biogenética, do naturalista alemao Ernst Haeckel
(1834-1919), em voga no inicio do século XX (BRAGA, 2003) e ainda é uma recomendagao
para o ensino de fungoes no contexto brasileiro (MENDES, 1994 apud ARDENGUI, 2008).
O uso histoérico de fungdes como uma ferramenta de descrigao e predigao através da
modelagem de fendbmenos naturais serve como motivacao para o estudo de func¢oes ainda
nos dias de hoje e assim, para o estudo de fungoes, é necessario que os alunos se interessem
em perceber e analisar as varia¢oes que ocorrem no mundo ao seu redor. Nesse contexto, é
ainda necessario que o ensino de fungoes, e de matemética num geral, seja humanizado de
forma que o aluno consiga compreender a importancia dos conceitos matematicos para a
sociedade durante o seu desenvolvimento e também como ele se insere na sociedade atual
(MACIEL; CARDOSO, 2014).

Do ponto de vista construtivista, uma abordagem que parta da aplicagao ao mundo
real possibilita uma construcao ativa do conceito de func¢ao, de forma que os alunos perce-
bam que o conceito é contextual, originando de atividades humanas e portanto, ¢ intuitivo,
subjetivo e dindmico (MAKONYE, 2017). Tal nocao intuitiva de relagbes funcionais, in-
cluindo nocoes de dependéncia, causalidade e variagao, é desenvolvida nas criangas ao
observar o mundo e os fendmenos fisicos com as quais elas convivem, e cria uma expecta-
tiva por padroes e regularidades nessas mudancgas observadas (LEINHARDT; ZASLAVSKY;
STEIN, 1990). Assim, tais nogoes e expectativas devem servir de ponto de partida para
ancorar o ensino formal de fungoes a algo que ja é internalizado pelos alunos. Uma vez
que os alunos ganhem experiéncia com vérios problemas aplicados, a aten¢ao pode passar
para as relacoes matematicas envolvidas, e caminhar no sentido de formalizar o conheci-
mento matematico de funcdes (DOORMAN et al., 2012). E com essa percepcao das relagdes,
apds a exposicao a varios exemplos, que os alunos conseguem perceber que apesar das
diferengas superficiais, existe uma estrutura matematica subjacente, que é interconectada
pela ideia de fungao (MAKONYE, 2017).

Entretanto, ao se depararem com as situacoes cotidianas em que existem relagoes
funcionais, muitas vezes os estudantes percebem que existe uma variagao nas quantidades,
mas focam apenas no processo de mudanga e na variagao em si, sem tomar consciéncia

do objeto que esta sujeito a variacao. Dessa forma, nao analisam a situacao em termos
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das variaveis envolvidas, tendo dificuldade de interpretar a situagao e reconhecer, por
exemplo, as grandezas envolvidas e o dominio e a imagem de uma fungao. Isso pode ser
considerado um obstéculo epistemologico, segundo Sierpinska (1992) e data ja da época
de Aristoteles (384 a.C.-322 a.C.), quando se estudavam mudangas sem preocupagoes
com as varidveis que estavam sofrendo mudanca e nem com formas de mensurar essas
mudancas. E necessério entdo que os estudantes foquem no sujeito submetido a variagao
€ Nao na variagao como um processo em si, como exposto no proximo ato de compreensao,
“Identificar os sujeitos a variacao no estudo das variacoes”. Para isso, os estudantes
devem reconhecer as diferentes grandezas fisicas que podem ser medidas em determinadas
situacoes, e comecarem a consolidar a nogao de variavel.

Até iniciarem os estudos de funcao, os estudantes sao acostumados a lidar com
uma “algebra de valor fixo” (SFARD; LINCHEVSK, 1994), na qual as letras utilizadas nas
expressoes algébricas simbolizam um valor desconhecido, porém constante. Para os alu-

nos, valores conhecidos sao representaveis por nimeros, enquanto os desconhecidos sao

[N

substituidos por uma letra, apenas enquanto permanecem desconhecidos. A algebra

[N

vista como um processo para descobrir esse valor, e tem seu fim quando este valor
descoberto. Tal visao da algebra é dificil de ser quebrada, entre outros motivos, pela di-
ficuldade dos alunos em aceitar que expressoes envolvendo variaveis sejam uma resposta
e nao uma etapa de um processo ainda nao finalizado ou, conforme expresso por Biggs
e Collis (1982), pela “inabilidade de lidar com a falta de desfecho”, uma vez que com a
mentalidade de algebra de valor fixo os alunos criam uma necessidade de encontrar um
valor para a incognita.

Dai surge a importancia do quarto ato, “Discriminar entre dois modos de pensa-
mento: um em termos de grandezas conhecidas e desconhecidas, o outro em termos de
grandezas variaveis e constantes”. Para o estudo de fungoes, é necessario que os alunos
mudem de concepcao de uma algebra de valor fixo para uma algebra funcional, passando
a distinguir entre valores constantes e variaveis. Tal distingao comecou a ser feita ja
no século XVII, quando os livros de analise pontuavam as diferencas entre variaveis e
constantes e evidenciavam a distingao dessa concepcao para a de grandezas conhecidas e
desconhecidas, tidas como tipicas da algebra (STERPINSKA, 1992). Os simbolos e objetos
usados sao 0s mesmos, e o que o aluno vai interpretar ao vé-los depende do que ele esta
preparado para perceber, e de onde o aluno deposita o seu foco (SFARD; LINCHEVSK,
1994). Assim, é necessario auxiliar os alunos nessa transi¢ao, para que eles percebam
que o foco do pensamento funcional nao é em “encontrar o valor do x”, como era feito
anteriormente no estudo de equagoes.

Outra fonte de dificuldade para os aluno é que os papéis das duas variaveis en-
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volvidas na relagao funcional nao sao simétricas na definicao de funcao, e dai vem a
importancia do ato de compreensao seguinte, “Discriminar entre varidveis dependentes e
independentes” (STERPINSKA, 1992). A distingao entre a variavel independente e a variavel
dependente é fundamental para a compreensao do conjunto dominio e conjunto imagem
de uma funcao, bem como para a compreensao plena do conceito de funcao, uma vez
que é necessario entender que a imagem ¢é sempre unicamente determinada pelo elemento
do dominio, e nao ao contrario. A falta de capacidade de perceber essa distin¢ao é um
problema antigo no Ensino Médio brasileiro (SCHWARZ, 1995 apud ARDENGUI, 2008), e
faz com que alguns alunos tenham dificuldade de diferenciar a univaléncia do conceito de
fungao com a univaléncia do conceito de fungao injetora (MENDES, 1994 apud ARDENGUI,
2008).

Embora historicamente a formalizacao da nocao de varidvel independente e de-
pendente tenha sido uma etapa crucial no desenvolvimento moderno do conceito de fun-
¢ao (KLEINER, 1989), sobre os livros didaticos utilizados no Ensino Médio, Pelho (2003)

afirma:

Alguns livros definem este conceito da seguinte maneira: dados dois
conjuntos nao vazios A e B, uma funcdo de A em B é uma relagdo que a
cada elemento de A, faz corresponder um tnico elemento de B. Outros,
definem por meio de dois conjuntos, o dominio, o contradominio e uma
regra que associa a cada elemento do dominio um tnico elemento do
contradominio. (PELHO, 2003, p.11)

Essa defini¢ao “conjuntista” de fungoes, atribuida a Peano, é muito utilizada desde
o Movimento da Matematica Moderna, porém tira a noc¢ao histérica de funcao como
relacao de dependéncia. Essa definicao, de caréter estatico, acaba criando um obstaculo
epistemologico para a aprendizagem da noc¢ao de variaveis e do relacionamento entre elas,
que acabam sendo vistas como simétricas pelos alunos. Alguns autores questionam a
necessidade da utilizagao de uma defini¢ao tao formal ao nivel de Ensino Médio, quando
nao sao trabalhados exemplos de fungoes que justificaram historicamente tal formalizacao
da definigdo (SIERPINSKA, 1992).

Agora, uma compreensao plena do conceito de variavel pressupde uma compreen-
sao plena do conceito de nimero (DREYFUS, 1990), e assim, para compreender plenamente
fungoes, o aluno precisa “generalizar e sintetizar a no¢ao de nimero”, como estabelecido
no sexto ato de compreensao. Um grande obstaculo a esse ato é que muitas vezes os
alunos tém uma concepc¢ao heterogénea de nimeros, tratando de forma privilegiada, por
exemplo, os nimeros naturais e com representacao decimal finita, e evitando o uso de
fragoes e ntimero irracionais. Ainda assim, é importante também que os alunos consigam

“discriminar entre o conceito de nimero e aquele de grandeza”’ (sétimo ato de compre-
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ensdo), sendo capazes de perceber que as variaveis, quando contextualizadas, além de
terem seu valor numérico, estao associadas a grandezas fisicas. Dessa forma, embora
uma variavel representando um ntmero é intercambidvel com outra em expressoes como
{(z,y)|ly = 223 + 1} e {(y,x)|r = 2y + 1}, que representam o mesmo conjunto, quando
tais varidveis representam grandezas, especialmente em leis fisicas como s = sg + vt, elas
nao podem ser permutadas. Dai segue a importancia do oitavo ato de compreensao, que
estabelece a importancia do aluno “sintetizar os conceitos de lei fisica e de fungao; em
particular, ter consciéncia do possivel uso de fun¢oes na modelagem de relagoes entre
grandezas”. Assim, o aluno deve perceber que, embora as nocoes de lei na fisica e fun-
¢ao na matematica sejam relacionadas e que historicamente o conceito de fungao surgiu
da necessidade de representar relacoes entre variaveis no mundo fisico, os conceitos sao
inerentemente diferentes.

Ainda que veja as semelhancas entre as leis fisicas e suas modelagens usando fun-
¢oes matemaéticas, é necessario que o aluno consiga, como descrito no ato de compreen-
sao 9, “discriminar entre uma func¢ao e as ferramentas analiticas por vezes usadas para
descrever sua lei de formagao”. A associacdo, embora errdnea, entre uma fungao e sua
representacao analitica, é natural e também ocorreu a varios mateméticos durante o de-
senvolvimento e na utilizagdo do conceito moderno de fun¢ao (PONTE, 1992; CARACA,
1951, p.131). A nivel de Ensino Médio, ndo héa grandes problemas nessa equiparagao de
uma funcao a sua lei de formacao, especialmente considerando que, historicamente, as
primeiras defini¢goes de fungao nao faziam tal distingao, que foi surgir apenas quando do
estudo de situagoes particulares que estao muito além do escopo de um aluno de Ensino
Médio. As fungoes utilizadas no Ensino Médio em geral sao continuas em todo seu domi-
nio, nao diferenciaveis em um ntmero finito de pontos, representaveis por uma curva no
plano cartesiano e dadas por uma expressao analitica tinica, e portanto, tais funcoes sao
tidas como o modelo padrao de fungao para os alunos. Assim, quando a defini¢ao formal
para funcgoes é ensinada aos alunos, é a esse padrao de fungoes “bem comportadas” que os
alunos esperam que a defini¢ao faga referéncia. Dessa forma, é interessante que os alunos
sejam expostos a exemplos de fungdes que nao tém uma expressao analitica simples ou
que possam ser representadas por mais de uma formula’, para que consigam “discriminar
entre definigoes matemaéticas e descrigdes de objetos” (décimo ato de compreensao) e as-
sim consigam captar a esséncia da definicao formal de fungoes, percebendo que um objeto
matemaético é determinado pela sua defini¢ao e nao pelas nossas experiéncias particulares

com algumas instancias deste objeto (SIERPINSKA, 1992).

7"Como por exemplo, uma mesma funcdo representada por uma férmula recursiva e uma explicita,
fungoes definidas por mais de uma sentenga ou situacdes modeladas por fungdao chao ou funcao teto.
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O préximo ato de compreensao é “Sintetizar o conceito geral de funcao como um
objeto”, que envolve os diferentes aspectos da funcao que o aluno é capaz de perceber,
expostos no inicio dessa Se¢ao. Uma revisao extensa do desenvolvimento da concepgao
objeto, o processo de transicao entre os aspectos de correspondéncia, covariacao e objeto
e a dualidade processo-objeto inerente ao conceito de funcao podem ser encontradas em
Sfard (2009), Sfard e Linchevsk (1994), Thompson (1994) e Lichti e Roth (2019). Resta
dizer que os diferentes aspectos de funcao sao interrelacionados e nao sao mutuamente
exclusivos, de forma que o processo de ensino-aprendizagem de fungoes deve perpassar trés
aspectos e fomentar o entendimento de cada um. Enquanto os aspectos de correspondéncia
e covariacao sao em geral amplamente trabalhados na sala de aula, o aluno pode ser
auxiliado a obter uma visao objeto de fung¢oes por meio de atividades que foquem em uma
visao global de fungdes, em familias de fung¢oes e na comparagao de fungoes (DOORMAN
et al., 2012).

Embora a definicao moderna de funcao coloque as fungdes como um caso especial
de relagao, é importante o aluno perceber que essencialmente, sao objetos matematicos
utilizados em contextos distintos e com finalidades diferentes, como elencado no ato de
compreensao 12: Discriminar entre os conceitos de funcao e relagao. Operacoes normal-
mente aplicadas a relagdes, como a uniao, intersecao ou complemento, ou propriedades
como a transitiva, a simétrica e a reflexiva sao mais raramente estudadas em funcoes,
enquanto operagoes como a composi¢ao sao mais comumente aplicadas a fungoes (GRIZE,
1968 apud SIERPINSKA, 1992).

O ensino de fungoes ¢é indissociavel do estudo das diferentes representacoes de
fungoes, incluindo as representagoes verbais, algébricas, numéricas e graficas. Segundo

Mainali (2021, p.12):

Esses quatro modos de representagao sao os mais comum e amplamente
utilizados no campo de ensino e aprendizagem de matemaética. A repre-
sentacao gréafica inclui figuras, diagramas, planos coordenados e outras
representacoes figurais. A representacdo numeérica se refere a mostrar
os dados ou conceitos matematicos de forma organizada, possivelmente
na forma de uma lista ordenada ou de uma tabela. A representacao
algébrica indica o uso de simbolos, férmulas, etc. A representacao ver-
bal inclui as linguas faladas e escritas. (...) apenas uma representagao
pode nao ser suficiente para apresentar um conceito matematico, em vez
disso, mais de uma representacao pode ser necessaria ao mesmo tempo.
(Tradugao nossa)

Assim, é importante nao s6 que os alunos consigam reconhecer e utilizar cada uma
dessas representagoes, mas que também consigam transitar entre as diferentes represen-
tagoes, percebendo as limitagoes de cada uma, ao mesmo tempo em que as enxerga como

diferentes faces do mesmo objeto matematico. Nesse contexto, é importante a reflexao
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Figura 1: Analise vertical de uma tabela de duas colunas.

sobre as utilidades e dificuldades associadas as diferentes representagoes usuais de funcao.

Um das formas mais antigas de representar fungoes é a tabular (STERPINSKA, 1992).
As tabelas promovem uma visao mais local das propriedades das func¢oes ao serem comu-
mente utilizadas para obter informacgoes como o valor da funcao em um ponto, e sao a
representagao mais eficiente para pensar quantitativamente sobre fun¢oes (ROLFES; ROTH;
SCHNOTZ, 2018). A andlise vertical de uma tabela com duas colunas é um processo intui-
tivo para os alunos, mas pode levar a uma visao recursiva de fungoes, pois, como ilustrado
na Figura 1, esse tipo de anélise leva os alunos a focarem no incremento nas duas variaveis.
Embora priorize o entendimento da nocao de covariagao dentro da definicao de fungao
(LICHTT; ROTH, 2018), esse tipo de andlise pode levar o aluno a pensar na fun¢do como
uma sequeéncia.

O ensino de fungoes e de sequéncias, no Ensino Médio brasileiro, é geralmente
realizado de forma desvinculada, sendo o ensino das progressoes aritméticas e geométricas
comumente reduzido a técnicas de calculo e uso de formulas (MENNA BARRETO, 2007). As
semelhancas e distingoes entre sequéncias e fungoes de dominio discreto nao sao discutidas,
e cabe ao aluno fazer essa reflexao. O ato de compreensao 13, “Discriminar entre as
nocoes de fungao e sequéncia” pode ser favorecido pela mudanca de uma visao recursiva de
fungao (andlise vertical) para uma visao explicita da relagao funcional (anélise horizontal),
por meio de estratégias docentes adequadas (WARREN, 2005), como a adi¢do de uma
terceira coluna a tabela de valores (FRIEL; MARKWORTH, 2009), na qual os alunos podem
registrar como obtiveram a varidvel dependente, de forma a evidenciar a relacao entre as
varidveis. Essa analise horizontal da tabela, ilustrada na Figura 2, evidencia uma visao de
correspondéncia entre as variaveis e auxilia no pensamento funcional e, potencialmente, na
generalizagdo de uma lei de formac@o para a fungao representada (MARKWORTH, 2010),
pois salienta a relagdo entre as duas grandezas envolvidas (WILKIE; CLARKE, 2016). A
introducao gradual de variaveis na tabela de forma a generalizar a relagao representada

auxilia o aluno em se habituar a escrever expressoes algébricas (MENNA BARRETO, 2007).
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Figura 2: Analise horizontal de uma tabela de trés colunas.

O grafico de uma fungao é uma representacao visual que possibilita uma interpreta-
¢ao imediata da linearidade ou nao da fungao, de seu crescimento ou decrescimento, assim
como de pontos de maximo, minimo e de inflexdo (DUVAL, 2017). Nessa representagao,
cada ponto contém ao mesmo tempo a informacao do dominio, da imagem e da lei de
formacao. Essa “densidade” de informacao em um tnico ponto pode ser de dificil assimi-
lacao para os alunos, mas é essa mesma densidade que torna a representagao grafica tao
util para a andlise do comportamento geral da fungao (MENNA BARRETO, 2007) e para
o desenvolvimento de pensamento funcional (ROLFES; ROTH; SCHNOTZ, 2021). O apelo
visual da representacgao grafica a torna ideal para estudar conceitos relacionados a varia-
¢ao, como crescimento e decrescimento ou extremos locais e globais, bem como conceitos
relacionados a taxa de variagao, como linearidade, suavidade, continuidade e desconti-
nuidade, e portanto, o estudo dos graficos deve ter um lugar privilegiado no curriculo de
matematica escolar (PONTE, 1992), priorizando a abordagem de interpretagao global de
propriedades figurais (DUVAL, 2011) em detrimento da anélise pontual, quando o aluno
utiliza o grafico da mesma forma que usaria uma tabela para encontrar as coordenadas
de um ponto (LEINHARDT; ZASLAVSKY; STEIN, 1990).

Na matematica escolar, a elaboragao do grafico de uma funcao geralmente esta
vinculada & elaboracao de uma tabela de valores para entao plotar cada ponto no grafico
(SANTOS FILHO, 2003 apud ARDENGUI, 2008), de forma que os alunos nao desenvolvem
habilidades de interpretacao qualitativa dos graficos, saindo do Ensino Médio sem saber
reconhecer intervalos positivos e negativos, por exemplo (SANTOS; TOLENTINO-NETO,
2015). Ainda assim, o dominio da interpreta¢do do grafico ¢ fundamental ndo apenas
no contexto das aulas de matemaética, mas também em outras atividades da vida em
sociedade (MENNA BARRETO, 2007).

Uma dificuldade comum dos alunos ao lidarem com a representacao gréfica é per-
ceber o grafico como uma representacao visual direta da situacao, de forma que graficos

envolvendo distancia e tempo, por exemplo, sao interpretados como um movimento sobre
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o plano cartesiano, ou o grafico da altura de um ciclista em uma montanha ao longo
do tempo é interpretado como uma imagem da montanha (HOFFKAMP, 2009; SELDEN;
SELDEN, 1992).

Como o estudo de funcoes passa necessariamente pelo estudo das diferentes re-
presentacoes de fungoes, é necessario que o aluno consiga, como estabelecido no décimo
quarto ato de compreensao, “Discriminar entre as diferentes formas de representar funcoes
e as funcoes propriamente ditas”, o que também é crucial na teoria de registros de repre-
sentagao semiotica de Duval (2016), que estabelece a necessidade de haver a distingao
entre o objeto representado e a representacao desde objeto, ao mesmo tempo em que re-
conhece que os objetos mateméaticos sao acessiveis apenas através de suas representacoes.
Assim, os alunos devem perceber que as diferencas entre as representacoes ocorrem em
um nivel superficial, mas existe uma estrutura matemaética subjacente que une os dife-
rentes contextos, aplicagoes e representagoes: o conceito de fun¢ao (MAKONYE, 2017). O
aluno deve perceber entao que, embora se fale de fungdes de forma estatica (como uma
relagao) e de forma dinamica (por meio de covariagoes), utilizando as representagoes ver-
bais, graficas, numéricas e algébricas, e em contextos puros ou aplicados, o conceito de
funcao define um objeto matematico tinico, com diversas faces. Tal habilidade culmina no
ultimo ato de compreensao aqui discutido, “Sintetizar as diferentes formas de apresentar,

representar e falar sobre fungoes”.
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3 DESMOS

A Desmos é uma empresa, fundada por Eli Luberoff e sediada nos Estados Unidos,
que oferece ferramentas digitais para o ensino de matematica. Em maio de 2022, a empresa
se dividiu em duas, Desmos Studio e Desmos Classroom, apds a venda do segmento de
Atividades em sala de aula para a empresa Amplify. Todos os produtos disponiveis sao
gratuitos, acessiveis de qualquer navegador de internet sem necessidade de instalacao
em um dispositivo e s@ao também multi-idioma, estando disponiveis em portugués. Os
produtos disponiveis em seu site!, atualmente, incluem a plataforma de Atividades de
sala de aula e uma gama de calculadoras, dentre as quais esta uma calculadora grafica.

A Calculadora grafica foi o primeiro produto criado pela empresa e permite que
o usuério insira diferentes entradas como fungoes, desigualdades, pontos, tabelas e equa-
¢oes na forma cartesiana e polar, e obtenha a representagao grafica da expressao em uma
interface colorida e de forma imediata. Dessa forma é possivel manipular diretamente
os objetos matematicos inseridos na calculadora grafica. E possivel também restringir
o dominio e a imagem das fungoes plotadas, inserir parametros e criar animagoes. A
interface da calculadora gréafica é simples e intuitiva, além de dispor de uma “visita gui-
ada” no menu ajuda, que ensina como usar ferramentas basicas da plataforma: controles
deslizantes; tabelas; restrigoes; e regressoes. O uso e a funcionalidade dessa ferramenta
matematica serao explorados na Segao 3.1.

Jé& o produto Atividades de sala de aula consiste em uma plataforma online voltada
para professores, com diferentes atividades criadas pela propria equipe da Desmos ou por
usuarios do site. Nessa plataforma, os professores podem explorar atividades disponiveis
ou criar suas proprias atividades, e também criar turmas para aplicar as atividades para
seus alunos e acompanhar o seu desenvolvimento. Essa ferramenta sera explorada em

detalhes na Segao 3.2.

3.1 CALCULADORA GRAFICA

A calculadora grafica da Desmos pode ser acessada pelo enderego
https://www.desmos.com/calculator.

Para utiliza-la nao é necessario criar um usuario, mas caso vocé queira salvar seu

grafico, voceé tera de fazer login com uma conta da propria Desmos ou pode entrar com

"https://www.desmos.com
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uma conta Google ou Apple. A tela inicial da calculadora, representada na Figura 3,
possui a lista de expressoes a esquerda, a area de visualizagao do gréafico ao centro e
opgoes de configuracao a direita. No topo, é possivel ver, da esquerda para a direita: o
menu de selecao de graficos ja salvos, o nome do grafico atual, o logotipo da Desmos, a
opgao de entrada (ou o nome de usudrio, caso ja esteja logado), o icone de compartilhar
o grafico atual, o menu de ajuda e o menu seletor de idioma. No canto inferior esquerdo

h& um icone de teclado virtual, que abre o teclado representado na Figura 4.

= Grafico sem titulo desmos Entre | ou | Cadastese. 2 @ ®
et « o T T i I 6 T T T T £
. .|

4 1 1 | | = 1

£ ¥y a’ ab 7 8 9 = funcdes
( ) < > 4 5 6 x — —

al ; < > 1l 2 3 = <a

Figura 4: Teclado virtual da Calculadora Gréfica da Desmos.

Nas op¢oes de configuracao do grafico, ha opgoes de aumentar ou diminuir o zoom,
e um icone de ferramenta que abre mais opcoes, representadas na Figura 5. As primeiras
opgoes sao as de acessibilidade (aumento do tamanho da tela, contraste reverso e modo
Braille). Em seguida, é possivel personalizar se o plano cartesiano aparece quadriculado ou
em branco, com setas nos eixos ou sem, com nimeros Nos eixos ou sem, e se o quadriculado
tem uma grade menos densa (sem grade secundaria). Ha entao opgoes de personalizagao
dos eixos horizontal e vertical, com a opcao de inserir uma legenda nos eixos, definir o

intervalo que aparece na tela, bem como definir o passo (tamanho da grade priméria).
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Por fim, é possivel bloquear a area de visualizacao para que nao seja possivel modificar o

zoom e escolher se os angulos sao medidos em radianos ou em graus.

Tela F

T

Contraste reverso
Modo Braille

v Numeros do eixo
v/ Grade secundaria

v Eixo X ‘ adic. uma legenda ‘

' ' 10
—-10 <x <10 Passo:
v EixoY ‘ adic. uma legenda ‘

—6.52 <y <6.52 Passo:

Bloquear area de visualizacao

Radianos Graus

Figura 5: Opgoes de configuragao da janela de visualizacao do grafico na Calculadora
Gréafica Desmos.

O menu de ajuda, simbolizado pelo icone de interrogacao e representado na Fi-
gura 6, possui os links de “visita guiada”, links para outros recursos que ensinam o usuario
a utilizar a calculadora e um atalho para enviar email & equipe de suporte. A “visita
guiada” e a lista de atalhos do teclado estao disponivel em portugués, enquanto os outros
recursos estao ainda apenas em inglés. Um manual completo em portugués de como uti-
lizar a Calculadora Grafica, com uma traducao do Guia de Usuério, esta disponivel no
e-book de Antunes e Cambrainha (2020)%. Entre a publicacdo deste e-book e a redacao

desta dissertagao, pouco mudou no uso do software. As principais mudangas sao:

Disponibilidade da Calculadora em Portugués (brasileiro). As imagens no ebook

’Disponivel em: anpmat.org.br/wp-content/uploads/2020/07/e-book_Desmos_final.pdf



50

| Entre | ou ' Cadastre-se 2 9 @

Visita guiada

() €

Controles Tabelas Restricbes Regressoes
deslizantes

Recursos

# Introducéo

E® Tutoriais em video

Guia do usuéario Desmos
®, Central de ajuda

Atalhos do teclado

Fale conosco

B4 Envie um e-mail para nossa equipe de suporte

Figura 6: Opcoes de ajuda na Calculadora Grafica Desmos.

de Antunes e Cambrainha (2020) estdo com os nomes em inglés seguidos de suas
tradugoes, porém hoje a calculadora esta disponivel integralmente em portugués,

exceto por recursos como o guia do usuario.

Personalizacao de cores e tragcado. Atualmente é possivel nao apenas mudar a cor
da representagao grafica de cada expressdo, como também o tipo do trago (linha

cheia, tracejada ou pontilhada), sua opacidade e sua espessura.

Personalizagao de pontos. Ao inserir um ponto como um par ordenado (z,y) na lista
de expressoes, é possivel personalizar sua cor, espessura e opacidade, bem como o
formato (e, o e X), a legenda do ponto e sua posigao e a opgao de arrastar ou nao o
ponto. Se um ponto estiver com a opc¢ao de arrastar ativada, ao arrastar o ponto no

grafico suas coordenadas automaticamente serao atualizadas na lista de expressoes.

Ampliacao da lista de expressoes reconhecidas. Além das citadas em Antunes e

Cambrainha (2020), atualmente é possivel incluir expressoes utilizando listas e re-
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gressoes.

e Expressoes utilizando listas - Para fazer uma lista de ntimeros, insira valores
separados por virgula, dentro de colchetes: [1,1,2,3,5,8]. Se vocé der um nome
a essa lista, vocé pode declarar a lista em qualquer lugar que vocé usaria um
namero, por exemplo, declarando a lista a = [1,2, 3] e escrevendo a expressao
y = a - cos(x), a calculadora ira plotar trés fungoes cosseno, y = lcos(x),
y = 2cos(z) e y = 3cos(x), com a mesma linha de expressao. As colunas de
uma tabela sao reconhecidas como listas para o software, e é possivel usar listas

como argumento para fungoes estatisticas como média e desvio padrao.

e Regressoes - Uma vez definidas duas listas de ntimeros, por exemplo z; e ¥,
vocé pode calcular uma regressao® (linear ou nao linear?.) digitando uma
expressao com as duas listas e pelo menos um parametro livre, utilizando o
simbolo ~, como por exemplo, y; ~ mz; + b, que resultard na reta de melhor
ajuste aos dados, ou y; ~ axb que resultara em uma regressiao nao linear nos
parametros a e b. Mais informagcoes sobre como fazer regressoes estao na “visita

guiada” de regressoes.

Personalizacao de tabelas. O menu de personalizacao de tabelas mudou e agora é
semelhante ao menu de personalizagao de pontos descrito acima, com a opcao de
inserir uma linha unindo os pontos ao invés da opgao de legenda, disponivel para os

pontos.

Insercao de pastas, notas e imagens No canto superior esquerdo da lista de expres-
soes, ha um icone de + que permite a insercao de novos itens a lista de expressoes.
Além das expressoes e tabelas ja discutidas, é possivel inserir uma nota (para tex-
tos explicativos, onde o que é digitado é reconhecido como texto e nao equagao),
uma pasta (onde vocé pode inserir as expressoes, de forma a organizar sua lista de
expressoes) e uma imagem (da qual vocé poderé ajustar a posigdo, o tamanho e a

opacidade).

3Para mais informacoes sobre regressoes, consulte o capitulo 16 do livco MORETTIN, Pedro A.;
BUSSAB, Wilton de O. Estatistica basica. Sao Paulo: Editora Saraiva, 2017.

4Para as regressoes nao lineares, a calculadora utiliza métodos numéricos que podem resultar em uma
solugao subdtima ou com convergéncia lenta. Leia sobre essas limitagoes, em inglés, no link
https://help.desmos.com/hc/en-us/articles/360042428612-Nonlinear-Regressions
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3.2 ATIVIDADES DE SALA DE AULA

As Atividades de sala de aula da Desmos tem dois locais de acesso, sendo um
para o docente selecionar, criar e aplicar a atividade e o outro para os alunos acessarem.
Para o docente, o link de acesso é https://teacher.desmos.com/, ja para os alunos, é
https://student.desmos.com/. Para criar, editar ou aplicar uma atividade, é necessario
que o docente crie um usuario, indicando email, nome, sobrenome e uma senha, ou crie
um usuario diretamente fazendo login com sua conta Google. Para o aluno, é possivel
participar de uma atividade proposta pelo docente sem criar um usuario, dependendo da
forma de atribuicao da atividade pelo professor.

Apobs o login, a pagina inicial da plataforma de atividades de sala de aula se asseme-
lha ao representado na Figura 7. Daqui, vocé pode navegar entre atividades j& existentes,
clicando em “Mais popular” ou acessando as cole¢coes em destaque. No menu a esquerda,
h& também links para acessar “suas coisas™ Histoérico de painel de controle, onde vocé
pode ver as ultimas atividades que vocé atribuiu a uma turma; Turmas, onde vocé pode
criar e gerenciar turmas de alunos, para atribuir atividades; Atividades personalizadas,
onde vocé pode acessar as atividades que vocé criou ou atividades que vocé copiou da pla-
taforma e editou; e Colegoes, onde vocé pode acessar as colegoes em destaque da Desmos
ou as suas colegoes individuais, que atuam como uma pasta para organizar as diferentes
atividades da plataforma conforme seu interesse. Na barra superior, ha a opcao de buscar
atividades na plataforma, entretanto, apenas atividades que passaram pela curadoria da
equipe da Desmos ou atividades que vocé mesmo criou ou salvou aparecem nos resultados
da busca. Ainda assim, uma atividade criada por um colega pode ser acessada por meio
do link de compartilhamento da atividade®, e uma vez salva em uma de suas colecoes, ela
também aparece no resultado das buscas.

Apo6s selecionar uma atividade na ferramenta de busca ou entrar em uma atividade
por meio de um link compartilhado, é possivel ter uma visao geral da atividade, conforme
a Figura 8. Na parte superior da tela, é possivel ver o titulo e detalhes da atividade, como
autor, tempo previsto, dispositivos compativeis, tipo de atividade e descri¢ao, bem como
um link para o “Guia do Professor”, onde é possivel exportar um arquivo com miniatura
das telas das atividades, orientacoes ao professor, exemplos de resposta e dicas de como se
organizar para aplicar a atividade com uma turma. O icone de +, disponivel apenas apos
o login, permite adicionar a atividade a uma cole¢ao. Abaixo da descri¢ao da atividade, &

direita, h4 um botao verde para atribuir esta atividade a uma turma ou criar um coédigo

5A Desmos incentiva o compartilhamento de atividades entre a comunidade por meio das redes sociais,
especialmente em seu grupo do Facebook, https://wuw.facebook.com/groups/DesmosEducators.
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Figura 7: Pagina inicial das atividades de sala de aula da Desmos, apos feito o login.

de sessao tnico (com o qual os alunos conseguem participar sem fazer login), e é possivel
ver uma lista de sessoes ativas dessa atividade, caso tenha atribuido ela anteriormente.
Ao final, h4 um botao azul para visualizar a prévia do aluno, de forma a navegar pelas
diferentes paginas da atividade visualizando dicas para professores, exemplos de resposta

e ajuda ao aluno, e ha também miniaturas de cada péagina da atividade.
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Figura 8: Visao geral de uma atividade de sala de aula da Desmos.

Para atribuir uma atividade tinica para um grupo de alunos, vocé pode clicar na
seta a direita de “Atribuir” e criar um “Codigo de sessao tnico”, definir se é necessério
aprovacao do professor para o acesso do aluno e definir o tempo de validade do codigo,
conforme ilustrado na Figura 9. Apoés criar o codigo de sessao tinico, a sessao aparecera

na lista de sessoes da atividade, mostrando o cédigo da sessao, o ntumero de alunos, a
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data de atribuicao da atividade, a op¢ao de abrir o painel do controle e abrir um menu,
no icone de reticéncias, onde é possivel abrir uma pagina com o link de acesso para os
alunos (que vocé pode copiar e enviar aos alunos ou abrir em sua tela e projetar num

quadro branco para os alunos, por exemplo) e a opgao de arquivar a turma.

Sessoes da atividade

Atribua esta atividade a uma das suas turmas ou crie um codigo de Sessao (Nico. _ gmeinoUIl 35 suas turmas

Cadigo de sessdo Unico

Paginas — Préviz do aluno

Cadigo de convite para sessao Unica

Para atribuir esta atividade a uma sessao Unica, crie um cadigo
de convite para cada grupo gue realizara esta atividade
Recomendamos atribuir atividades para suas turmas sempre que
possivel.

Saiba mais sobre cédigos de convite e seguranca.

ConfiguragGes de seguranca de sessdo

E obrigatério o acesso dos alunos e a aprovagéo do
professor.

Este cddigo ficara ativo por...

®) 48 horas 2 semanas 1ano

Cancelar Criar codigo de convite

Sessoes da atividade

0 16 de mai. de 2022

Nov
entrar até 1§

KB5BNV

Ver painel de controle H

= Link do aluno

Paginas - X Arquivar

Figura 9: Como atribuir uma atividade a um grupo de alunos utilizando o coédigo de
sessao unico.

Caso queira atribuir varias atividades a um mesmo grupo de alunos ou que os alunos
consigam retornar posteriormente a atividade, ao invés de criar um cédigo de sessao tinico,
vocé deve atribuir a atividade a uma turma, clicando no botao verde “Atribuir”, e seguindo
0s passos a seguir, ilustrados na Figura 10. Caso ainda nao tenha turmas adicionadas
a plataforma, aparecera a opc¢ao de adicionar uma turma, selecionando esta opgao vocé

podera adicionar uma turma direto do Google sala de aula®, ou dar um nome a turma.

5Um ambiente virtual de aprendizagem da empresa Google, que permite aos professores criarem salas
de aula virtuais com as quais podem compartilhar materiais como documentos, questionarios e arquivos
de midia, bem como permite ao professor atribuir notas e se comunicar com alunos e responséveis.



95

Uma vez criada a turma, vocé serd direcionado ao menu de gerenciar as turmas. Volte a
atividade que deseja atribuir a turma, clique novamente em atribuir e selecione a turma
desejada. Apods atribuir a atividade a turma, a sessao aparecerd na lista de sessoes da
atividade, mostrando o nome da turma, o ntimero de alunos na atividade e na turma, a
data de atribuicao da atividade, a opc¢ao de abrir o painel do controle e abrir um menu, no
icone de reticéncias, onde é possivel abrir uma pagina com o link de acesso para projetar
para os alunos e a opgao remover a atribuicao. Quando os alunos estao em uma turma,
voceé pode atribuir diversas atividades, acompanhar quais atividades cada aluno ja realizou
e compartilhar o acesso as informacgoes da turma com outro professor cadastrando o email

do docente.

3.2.1 Painel de Controle

Para acompanhar o desenvolvimento da atividade pelos alunos, independente de ter
gerado um co6digo de acesso tnico ou atribuido a atividade a uma turma, vocé deve clicar
em “Ver painel de controle” na pagina da atividade (Figura 9) ou no nome da atividade
na pagina da turma. O painel de controle permite acompanhar os alunos enquanto fazem
a atividade, bem como posteriormente. No canto superior direito hé quatro abas com
diferentes visoes para o professor.

A aba “Resumo”, ilustrada na Figura 11, permite ao docente ter uma visao geral de
como a turma esta desenvolvendo a atividade. Aqui vocé vera uma linha para cada aluno
na sessao, uma coluna para cada pagina da atividade, e simbolos que resumem o que o
estudante fez em cada pagina. Se vocé clicar em uma das células da tabela, vocé vera a
tela do estudante no estado atual, conforme ilustrado na Figura 12. Vocé pode projetar
a tela desse aluno e modifici-la junto com a turma, sem contudo modificar o trabalho do
estudante e o que aparece para ele na propria tela.

A Figura 13 mostra os diferentes simbolos que podem aparecer na tela de resumo
do painel de controle. O trago representa que nesta pagina nao ha nenhuma atividade para
o aluno realizar. O ok indica que o aluno fez todas as atividades da pagina corretamente,
enquanto o xis indica que algo na pagina esté incorreto. O icone de aviso indica que
algo no trabalho do aluno nao estd apenas incorreto como talvez denote que o aluno
nao entendeu o comando da atividade, necessitando de seu auxilio. O ponto indica que
essa pagina requer interpretacao humana, nao sendo possivel resumir o trabalho do aluno
com os outros simbolos. Ha também os icones triangulares no canto superior direito da
célula, que aparecem quando vocé da um feedback para o aluno. O triangulo aparecera

inicialmente em verde e passara a cinza quando o aluno visualizar o feedback.
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Figura 10: Como atribuir uma atividade a uma turma de alunos.

Na aba “Professor”, é possivel ter uma visao geral das respostas dos alunos para
cada pagina, conforme ilustrado na Figura 14. A visao dessa aba vai depender dos com-
ponentes configurados em cada pagina, mas em geral é possivel ver a resposta de cada
estudante ou as respostas sobrepostas de toda a turma. Se a pagina foi configurada para
ter correcao automatica, aparece uma opg¢ao de mostrar a correcao dos trabalhos dos alu-

nos. Nessa aba, ao visualizar as respostas dos alunos, é possivel enviar feedback individual
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Figura 11: Aba de Resumo do Painel de Controle.
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Figura 12: Visao da resposta de um aluno a partir do Resumo no Painel de Controle.

para eles. Para isso, basta selecionar a resposta do(s) estudante(s) e escrever na caixa
de texto que aparece no canto inferior esquerdo da tela, como ilustrado na Figura 15.
Ao selecionar as respostas aqui também é possivel salvar o dlbum de prints, enviando a
selecao para a aba “Prints”, explicada a seguir.

A primeira aba a esquerda, “Prints”, ilustrada na Figura 16, é onde vocé consegue
ver, organizar e projetar capturas de tela feitas de resolugoes de alunos. Para que uma
captura de tela apareca nessa aba, é preciso seleciona-la primeiro em uma das outras abas,
clicando no icone de camera (disponivel quando vocé visualiza a resposta de um aluno a
partir da aba Resumo, como ilustrada na Figura 12, onde h& um icone de camera no topo

superior direito do desenho e da caixa de texto) ou na caixa de marcagao (disponivel nas
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Figura 13: Simbolos no Resumo do Painel de Controle.
Traduzido do original disponivel em
help.desmos.com/hc/en-us/articles/4406992400269-Using-the-Teacher-Dashboard.
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Figura 14: Aba de Professor do Painel de Controle.

respostas dos alunos na aba Professor, conforme ilustrado na Figura 14, onde ha caixas
de marcagao no canto superior esquerdo da resposta de cada aluno).

Vocé pode organizar as capturas de tela em albuns de até quatro capturas, e pode
dar um titulo a este 4lbum. Nessa mesma aba, vocé pode clicar no icone “Apresentar
album” para entrar em uma visao de tela inteira deste album e projetar a selecao de
capturas de tela para seus alunos. E também possivel adicionar fotos oriundas de um
dispositivo mével a essa aba de capturas de tela. Para isso, no fim da coluna da esquerda,
hé a opgao de enviar um link para abrir o painel de controle para seu e-mail. Vocé deve
entao abrir o painel de controle em um dispositivo com camera e acesso a internet, e entao
carregar as imagens desejadas para o site.

A 1ultima aba, “Aluno”, mostra uma prévia da tela do aluno, semelhante a que é

visivel antes de entrar na atividade. Vocé pode usar essa aba para projetar a pagina para
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Figura 16: Aba de Prints do Painel de Controle.

os alunos e explicar a pagina antes dos alunos trabalharem nela ou para que a turma
trabalhe de forma conjunta nessa pagina.

No canto superior esquerdo do painel de controle ha ainda trés opgoes de controle
para utilizar durante a aplicacao da atividade para os alunos. A primeira opgao é o
modo de anonimato. Quando ele esta ativado, como na Figura 15, o nome dos alunos é
substituido por nomes de matemaéticos famosos, tanto no seu painel de controle quanto
na visao individual de cada aluno. Ative essa opcao quando vocé quiser projetar sua tela
sem compartilhar informagoes dos alunos, por exemplo.

A segunda opcao é a de Ritmo. Quando vocé ativa a opcao de ritmo, vocé escolhe
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a quais paginas os alunos terdo acesso. E uma forma de organizar o percurso dos alunos
pela atividade, possibilitando que a turma toda foque numa mesma pagina para um
debate, ou para garantir que nenhum aluno va para uma determinada pagina antes de
vocé ter certeza que eles entenderam os conceitos necessarios. Para controlar a restri¢ao
de paginas, primeiro clique no icone de ritmo, em seguida, selecione uma péagina, clicando
na miniatura da pagina, conforme ilustrado na Figura 17. Vocé pode restringir seus
alunos a uma pagina ou a um grupo de paginas. Quando tiver selecionado as péginas,
clique no botao laranja escrito “Restringir”. Qualquer aluno que estiver fora do intervalo
de restri¢ao, neste momento vai ser levado a primeira pagina da restri¢ao, e agora todos
os alunos conseguem navegar apenas entre as paginas que vocé delimitou. A qualquer
momento, vocé pode desligar a op¢ao de ritmo, clicando no botao “Parar”, ou editar o
intervalo de restricao, clicando em “Editar” ou incluindo uma pégina clicando no icone de

+.
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Figura 17: Utilizagcao da opc¢ao de Ritmo no Painel de Controle.

O 1ltimo icone de controle é o de Pausa. Quando este icone é ativado, aparece uma
mensagem de pausa na tela dos alunos e todas as opgoes de interagao com a atividade
sao suspensas para eles. Use esta opcao quando quiser chamar a atengao da turma para
alguma discussao ou aviso.

Existe outra op¢ao de personalizar a aplicacao da atividade: ocultar uma tela. Caso
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voceé esteja com menos tempo do que planejava ou queira adequar a atividade a realidade
da turma, vocé pode preferir que os alunos nao trabalhem em uma tela especifica. Para
isso, clique nos trés pontos no canto superior direito da miniatura da pagina que deseja
ocultar e selecione a opgao “Ocultar pagina”, conforme a Figura 18. A pagina oculta
fica entao com uma miniatura menor e opaca, as paginas seguintes recebem uma nova

numeragao e aparece um icone de tornar a pagina visivel novamente.

8 Movime..
Explique

9 Queme..

Ana diz
que

somar e
subtrair

Figura 18: Como ocultar uma pagina dos alunos diretamente no Painel de Controle.

3.2.2 Criando e Editando atividades

Para personalizar ainda mais a experiéncia de seus alunos, vocé pode editar al-
gumas das atividades disponiveis na plataforma. Para criar uma copia editavel de uma
atividade disponivel na plataforma, va até a pagina da atividade (conforme Figura 8),
clique no icone com trés pontos no canto superior direito e selecione “Copiar e editar”. O
construtor de atividades sera aberto automaticamente, com um arquivo cépia da atividade
para vocé editar. Nem todas as atividades disponiveis na plataforma estao disponiveis
para copia. Quando nao for possivel criar uma coépia, nao sera possivel clicar na opc¢ao
“Copiar e editar” no menu.

Caso queria, vocé também pode criar uma atividade do zero. Para isso, entre
na pagina de Atividades de sala de aula, no menu & esquerda clique em “Atividades
personalizadas”, e entao selecione “Nova atividade” no canto superior direito. Ira surgir
uma pagina para vocé inserir o nome da atividade, a opg¢ao de selecionar as configuragoes
de compartilhamento e uma descricao da atividade. As opgoes de compartilhamento sao
Link ou Privado. Selecione Link caso queira que a atividade seja visivel por outros colegas
com quem vocé compartilhar o link e selecione Privado caso queira que a atividade seja
visivel apenas para seu usuério. Independente da escolha, a atividade nao aparecera nas

buscas na plataforma. Apoés inserir as informagoes, clique em “Criar nova atividade” e o
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construtor de atividades abrird automaticamente.

A visao geral do construtor de atividades esta representada na Figura 19. Na
barra superior héd uma seta para voltar para a pagina da atividade, o nome da atividade,
um icone para modificar os detalhes da atividade, um botao de prévia e um botao de
publicar. Ao modificar os detalhes da atividade, além das op¢oes de modificar o nome,
descrigao e configuracao de compartilhamento da atividade, vocé também pode colocar
uma imagem para aparecer na capa da atividade, escolher se os angulos na atividade
serao medidos em graus ou radianos (por padrao eles sdao medidos em radianos), e ativar
a op¢ao de aparecer uma calculadora nas paginas dos alunos (funcionalidade BETA, pode
ser alterada ou removida). O botao de prévia mostra como a pagina aparecera para os
alunos. O botao de publicar salva a atividade de forma que é possivel atribui-la a uma
turma com as modificagoes feitas. Se vocé sair da edicao sem publicar as alteragoes,
a atividade sera salva como um rascunho, mantendo suas edigoes porém sem que elas

estejam aparecendo na péagina da atividade.
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professor Adicione um titulo ou instrugdes para os alunos.
= 3
Nota Entrada de texto
o
5 = \VARNER x O
Equagéo Muitipla escolha d 4 pocoscog .
= : te :
= = ' ' H \
“:e"x:csége Lista ordenada o o Tt
A% v ° : RS
Grafico Desenho D ,,,,,,,,
A =]
Midia Tabela
= Escolha um item a esquerda para adicionar na pagina.
Botao de agéo

Figura 19: Visao geral do construtor de atividades.

Logo abaixo ha uma barra com miniaturas das paginas ja criadas e um icone de +
para criar uma nova pagina. A esquerda ha um botao de Dicas do professor, onde vocé
pode adicionar dicas para professores que irao aplicar a atividade, exemplos de resposta
e ajuda ao aluno para cada pagina da atividade. As dicas para professores e os exemplos
de resposta s6 sao visiveis para o professor, tanto ao visualizar a atividade quanto ao
aplica-la com uma turma. Junto a este botao, ha um icone com o simbolo “< / >” para
editar a camada de computagao (computation layer), e um icone com trés pontos que

abre as opgoes de duplicar e de excluir a pagina atual.
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Uma barra vertical na esquerda permite que vocé insira itens na pagina da ativi-
dade, e a péagina da atividade aparece em toda a regiao a direita desta barra. Os itens

disponiveis para inser¢ao sao:

Nota. Insere um texto ou equagao que apareceréd para o aluno. Nao é um item interativo,

mas é o item basico para inserir informagoes e instrucoes nas atividades.

Entrada de texto. Um item para coletar respostas dos alunos na forma de texto. Vocé
pode optar por tornar as entradas de texto dos alunos visiveis aos colegas ou nao.
Caso opte por deixé-las visiveis, apds o aluno compartilhar sua resposta com os

colegas, aparecerao as respostas de trés outros colegas na tela.

Equacao. Um item para coletar respostas dos alunos na forma de equacao. E possivel
escolher se um aluno precisa explicar sua resposta, situagao na qual apos ele enviar

2 . 13 3
a resposta aparecera uma caixa de entrada de texto com o comando “Explique seu
raciocinio”. Também é possivel escolher se as respostas dos alunos serao visiveis aos

colegas ou nao.

Miiltipla escolha. Um item em geral associado a uma pergunta (utilizando o item nota)
em que o aluno escolherd uma dentre as opgoes de escolha. Assim como na equagao,
é possivel escolher se um aluno precisa explicar sua resposta e se as respostas dos
alunos serao visiveis aos colegas ou nao. Ha opcao de tornar a ordem das alternativas
aleatoria, e de mudar o formato dos botoes de escolha. Nas alternativas é possivel

colocar textos, equagoes ou gréficos.

Caixas de selegao. Um item em geral associado a uma pergunta (utilizando o item
nota) em que o aluno podera escolher mais de uma dentre as opgoes de escolha.
Exceto pela capacidade de escolher mais de uma alternativa, as outras opgoes de

personalizacao sao equivalentes as do item miiltipla escolha.

Lista ordenada. Um item no qual o aluno deveré alterar a ordem entre as alternativas,
em geral associado a uma pergunta (utilizando o item nota). E opcional colocar
uma legenda indicando de onde a onde ordenar, por exemplo, se vocé preencher com
“Ordenar de menor até maior”, aparecerao as legendas “menor” e “maior” na tela
para o aluno. Ha opcao de aleatorizar a ordem em que aparecerem as alternativas e
a opcao de usar a ordem atual como gabarito para os alunos. Neste caso, a ordem
das alternativas serd automaticamente aleatorizada e o gabarito sera usado para

indicar se o aluno acertou ou errou no Resumo do painel de controle.
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Grafico. Elemento basico das atividades em sala de aula, este item cria um grafico na
péagina do aluno. Os graficos podem ser usados para mostrar alguma informacao,
mas também podem ter elementos interativos como um ponto movel (arrastavel) ou
uma fun¢ao manipulével. Ainda assim, o aluno nao teré acesso a lista de expressoes
como na Calculadora Grafica, e portanto, nao poderé inserir expressoes no grafico.
Dependendo do nivel de conhecimento da calculadora grafica Desmos, é possivel

usar o item grafico para criar pequenos applets interativos.

Desenho. Insere na pagina do aluno uma ferramenta com a qual o aluno pode desenhar
sobre um fundo pré-determinado. O fundo pode ser um gréafico, uma imagem ou
um fundo branco. O aluno pode desenhar usando um traco livre, inserir segmentos
de retas, inserir textos e equagoes e tem acesso também a uma borracha e opcoes

de alterar a cor e a espessura do trago.

Midia. Permite adicionar imagens e videos a pagina do aluno. Ao inserir um arquivo de
midia é possivel inserir junto uma descri¢ao da imagem ou uma transcri¢ao do video

para manter a atividade acessivel para alunos com deficiéncia visual.

Tabela. Insere uma tabela na péagina do aluno. A tabela pode conter informacoes na
forma de texto ou de equacao. Ela pode mostrar informagoes, com todas as células

completas, ou pode ter algumas células em branco para que o aluno complete.

Botao de agao. Permitem que vocé controle outros componentes na pagina usando a Ca-

mada de Computagcao (Computation Layer), conforme descrito na Subsecao 3.2.2.1.

Calculadora grafica. Um item que ocupa a tela inteira, e portanto nao pode ser usado
com os demais itens. Este item insere uma tela com a calculadora grafica da Desmos,
de forma que o aluno possa fazer tudo que faria na calculadora grafica fora da
Atividade em Sala de Aula. Ainda assim, é possivel inserir expressoes iniciais, como
notas ou equagoes, na janela de expressoes (conforme Secao 3.1) de forma a deixar
instrucoes para o aluno. E possivel também colocar expressoes em uma pasta oculta

para os alunos, de forma que eles nao tenham acesso ao que foi digitado.

Marbleslides. Um item que ocupa a tela inteira, e portanto nao pode ser usado com os
demais itens. Para que este item aparega no construtor de atividades é necessario
primeiro ativar a opcao em https://teacher.desmos.com/labs?. O Marbleslides
é um jogo criado pela Desmos no qual o objetivo é que o aluno consiga fazer uma
série de esferas passar por cima de todas as estrelas na tela. Para isso, o aluno

devera editar as expressoes na lista de expressoes da calculadora gréafica de forma a
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direcionar as esferas com as representacoes graficas das expressoes e entao clicar no
botao “Lancar” para lancar as esferas. Neste item, o professor deve pré-programar a
posicao de lancamento das esferas e das estrelas, e opcionalmente, deixar expressoes
ja digitadas para que os alunos editem. E possivel também colocar expressdes em
uma pasta oculta para os alunos, de forma que eles nao tenham acesso ao que foi
digitado. Esse item foi utilizado amplamente na atividade “Escorrega de Fungoes”,

utilizada na Aula 7 da sequéncia didatica, descrita na Subsecao 4.4.5.

Ordenacao de fichas. Um item que ocupa a tela inteira, e portanto nao pode ser usado
com os demais itens. Este item consiste em uma atividade em que o aluno devera
agrupar as fichas criadas pelo professor, utilizando alguma caracteristica em comum
entre as fichas. O professor deve criar as fichas, que podem conter equacao ou texto,
uma imagem ou um grafico. E opcional ao professor criar um gabarito para que
apareca de forma automatica no Resumo no painel de controle se o aluno agrupou

as fichas corretamente ou nao.

Polygraph. Um item que ocupa a tela inteira, e portanto nao pode ser usado com os
demais itens. O Polygraph é um jogo entre colegas no qual o objetivo é que através
de perguntas do tipo “sim ou nao” e raciocinio logico, se descubra a funcao escolhida
pelo parceiro sorteado a cada rodada. E uma adaptacdo online e matematica do
jogo Cara a Cara, lancado no Brasil em 1986 pela empresa Estrela. Para criar
o jogo o professor deve construir 16 gréaficos tnicos, digitando equacoes na lista
de expressoes de uma tela semelhante a calculadora grafica que ira aparecer no
construtor de atividades. Na borda inferior da pagina aparece a opc¢ao para os
alunos jogarem ou nao uma partida teste explicando o funcionamento do jogo antes
de fazerem uma partida com os graficos criados pelo docente. E possivel também
editar ou apagar as perguntas que estao em uma barra a esquerda do construtor de
atividades, onde antes ficavam os itens. As perguntas estao em inglés por padrao, e
aparecem para os alunos responderem entre duas partidas, de forma a refletir sobre

a estratégia no jogo.

Geometria. Para que este item apareca no construtor de atividades é necessario primeiro
ativar a opgao em https://teacher.desmos.com/labs?. Este item cria o produto
de geometria da Desmos dentro da atividade. Essa é uma funcionalidade BETA e

pode ser alterada ou removida sem aviso prévio.

Uma facilidade do construtor de atividades é poder copiar a pagina de uma ativi-

dade para outra, bastando para isso entrar na prévia do aluno e clicar no icone de copia
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(dois retangulos) a direita do texto “Prévia da pagina do aluno”, e entao colar no constru-
tor de atividades. Vocé pode copiar paginas de diversas atividades, utilizando a prévia do
aluno disponivel na pagina da atividade. Copiar paginas de atividades prontas e modifica-
las é uma boa forma de aprender a mexer no construtor de atividades e descobrir novas
funcionalidades da plataforma, em especial a utilizagao da Camada de Computacao.
Embora seja possivel compartilhar uma atividade com outros colegas, inclusive
dando permissao para que possam edita-las (clicando em “Gerenciar editores” no menu
de trés pontos na péagina da atividade, fora do construtor de atividades), a edigao da

atividade s6 pode ser feita por uma pessoa de cada vez.

3.2.2.1 Camada de Computagao (Computation Layer)

A camada de computacao, chamada de Computation Layer ou CL pela Desmos, é
uma programacao que permite que diferentes componentes de uma atividade “conversem”
uns com os outros. Utilizando a camada de computagao vocé ird conseguir conectar
diferentes representagoes, customizar o contetdo da atividade e dar feedback dindmico e
interpretativo para seus alunos. E possivel adicionar uma camada de computacéo em uma
pagina ou em um item adicionado & pagina, clicando no icone “< / >" correspondente
a péagina (ao lado do botao Dicas do professor) ou ao item desejado (no canto superior
direito do item, a esquerda do menu de trés pontos). Quando uma péagina ou item estiver
com uma camada de computagao o icone “< / >” correspondente passard a ser envolto
em um circulo verde.

O codigo da camada de computagao é baseado em “sinks” e “sources” e diferem
um pouco das linguagens de programagao mais comuns por nao ter uma estrutura de
comandos que sao lidos em sequéncia e sim uma estrutura de férmulas de igualdade,
semelhante ao que se escreve em uma planilha eletronica. Os sinks permitem vocé injetar
informagao em um item, enquanto os sources permitem que vocé leia a informagao de um
componente. Exemplos simples do que é possivel ser feito com a camada de computacao

das atividades estao listados abaixo:

e Colocar um texto inicial padrao em um item de Entrada de texto para guiar a

7

resposta do aluno, como por exemplo “Eu acredito que...” ou “Eu escolhi essa opc¢ao

porque ...".

e Usar o valor numérico digitado pelo aluno em um item de Equagao para definir um

pardmetro em uma expressao programada em um item de Grafico.

e Criar um texto dindmico em um item de Nota que usa a expressao digitada por um
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aluno em um item de Equacao e retorna o valor numérico da expressao.
e Fazer o grafico se mover em uma direcao apés o aluno pressionar um botao de acgao.

e Programar uma correcao automatica para aparecer no Resumo do painel de controle

do professor, bem como configurar o icone de aviso.

Os sinks e sources disponiveis diferem dependendo do tipo de componente, e um
guia completo de como programar a camada de computacao foge do escopo deste trabalho.
Toda a documentacao de como utilizar a camada de computacao pode ser encontrada
em inglés em https://teacher.desmos.com/computation-layer/documentation. Ha
também um férum disponibilizado pela Desmos para tirar dividas e compartilhar formas

inovadoras de usar a camada de computacao no link https://cl.desmos.com/.

3.3 EXEMPLO DE CONSTRUCAO DE UMA ATIVIDADE

Aqui, vamos construir” algumas paginas da atividade “Transformacao de Funcoes”,
utilizada na Aula 6 da Sequéncia Didatica (Subsec¢@o 4.4.4) para ilustrar como usar os
diferentes itens e ferramentas descritos na Subsegao 3.2.2.

O Apéndice A contém uma lista das funcionalidades abordadas nas diferentes sub-
se¢Oes abaixo, de forma a guiar o leitor que procura alguma informagao especifica. A

estrutura resumida de cada uma das paginas abordadas aqui é:

Pagina 1, Subsecao 3.3.1. Um item de Grafico com ponto modvel interativo e um item

de Nota com instrugoes ao aluno.

Pagina 4, Subsecao 3.3.2. Um item de Nota com a instrugao para o aluno, um item
de Miiltipla escolha que atua como um alternador, ora aparecendo um componente

Grafico, ora aparecendo outro.

Pagina 5, Subsecao 3.3.3. Um item de Nota com um feedback interativo utilizando
a posicao de um ponto moével do componente Grafico, e duas perguntas utilizando

componentes Miltipla escolha, com corre¢ao automatica.

Pagina 6, Subsegao 3.3.4. Um item de Calculadora grafica (Tela cheia) com pastas

ocultas para o aluno e correcao automatica do gréfico feito pelo aluno.

"Para melhor aproveitamento dessas instrucdes, ¢ ideal que vocé abra o construtor de atividades e
tente fazer as paginas enquanto acompanha este texto. Vocé pode conferir o resultado final no link
https://teacher.desmos.com/activitybuilder/custom/6165e6313becafiall3a2bffb?.
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Pagina 9, Subsecao 3.3.5. Um item de Nota com uma pergunta aberta a ser respon-
dida em um item de Entrada de texto, e um item de Desenho para os alunos esbo-

garem suas ideias.

Pagina 11, Subsegao 3.3.6. Um item de Ordenagao de fichas (Tela cheia) com gabarito

para correcao automatica.

Pagina 18, Subsecao 3.3.7. Um item de Tabela com células pré-prenchidas e células

para os alunos preencherem.

Pagina 19, Subsecao 3.3.8. Uma pégina copiada de uma atividade ja existente na pla-

taforma e traduzida para o portugués.

Pagina 20, Subsecao 3.3.9. Um item de Desenho com um grafico de plano de fundo,

um item de Nota e um item de Equacao.

Pagina 23, Subsecao 3.3.10. Um item de Marbleslides com fung¢oes pré-definidas para

o aluno manipular.

3.3.1 PAagina 1 - Itens utilizados: Grafico e Nota

Primeiro, coloque um titulo na péagina, digitando “Funcoes de Primeiro Grau” na
linha onde esté escrito “Adicione um titulo ou instrucoes para os alunos.”. Em seguida,
insira um item de nota, clicando sobre a op¢ao no menu lateral esquerdo. Digite o texto

abaixo na caixa de texto que aparecera na tela.

No grafico a esquerda, podemos ver 5 linhas retas, que representam o
grafico de 4 fungoes de primeiro grau e uma funcao constante.

E possivel mexer os pontos pretos para fazer a reta preta ficar sobre cada
uma das outras retas, uma de cada vez. Tente fazer isso!

Dessa forma, podemos pensar que todas as fungoes de primeiro grau sao
transformacoes de uma fungao "base", que apenas muda de posicdo e
diregao.

Agora, insira um item de gréfico, clicando na opcao correspondente no menu lateral
esquerdo. Para editar o grafico, clique sobre o item que apareceu ao lado da caixa de texto,
consistindo de um plano cartesiano com os dizeres “Editar grafico” escritos no centro.
Ao clicar no grafico, surgird uma janela semelhante & calculadora grafica, com o titulo
“Editar esse grafico”. Vocé pode importar um grafico colando a URL de um grafico salvo

na calculadora gréfica na lista de expressoes. Aqui vamos criar dois pontos méveis, uma

linha que passa por esses dois pontos, e cinco linhas pontilhadas.



69

Para criar um ponto movel, digite (pi,, p1,) na lista de expressoes e clique enter. O
programa automaticamente criard dois parametros, pi, e piy, ambos com valores iniciais
de 1 e controlados por meio de um “controle deslizante”. Caso prefira, vocé pode digitar
piz = 1 em uma linha de expressao e p;, = 1 em outra linha. Por padrao o ponto ja
esta configurado para ser arrastavel, e esta na cor vermelha. Para alterar a cor do ponto
para preto, clique e segure sobre o circulo vermelho a esquerda na linha de expressoes.
Quando aparecer o menu de personalizagao do ponto, solte o botao e clique sobre a cor
preta. Para criar o segundo ponto moével, siga os mesmos passos, digitando (pa,, pa,) na
lista de expressoes, e deixe este ponto também na cor preta. Para que os dois pontos nao
fiquem no mesmo local, mude os valores iniciais de pa, € ps, para zero, digitando o valor
0 na linha de expressao do parametro ou arrastando o circulo azul na reta associada ao
parametro.

Para criar a reta que passa por estes dois pontos, basta digitar uma equacao de reta
utilizando os pardametros dos pontos, (x — p1s) (P2y — P1y) = (Y — P1y) (P2 — P12), Obtida
manipulando y — yo = m(z — x¢), com m = % para nao ter fragoes, mais dificeis de
digitar que a expressao acima. A seguir, clique sobre o icone de personalizagao da linha
e selecione a cor preta.

Por fim, crie outras quatro fungoes, digitando suas expressoes na lista de expressao.
Aqui, foram usadas as fungées y = =2, y =32 — 3, y = 1.5 — 0.5z e y = —3z — 5. Edite
cada uma delas para que tenham cores distintas entre si e diferentes da linha preta movel,
e personalize o tipo de traco para tracejado, no mesmo menu de personalizacao das cores.

Vocé deve estar com 11 linhas de expressao e um grafico semelhante ao exposto na
Figura 20. Opcionalmente, vocé pode organizar suas expressoes em pastas. Ao finalizar
a edicao do grafico, clique no botao “Concluido” no canto superior direito.

Vocé pode abrir a camada de computacao do componente Grafico clicando no icone
“< / >” do componente, e digitar trace:false, para que quando o aluno clicar sobre uma
das funcoes no gréfico, nao apareca as coordenadas dos pontos. Em seguida, pular uma
linha e digitar readOnly: true, para que esse componente nao seja computado para o
controle de corre¢ao da atividade no painel do professor. Sem este comando, aparecerd um
ponto no painel do professor, indicando a necessidade de verificagao manual pelo professor.
Com este comando, aparecera um hifen, indicando que nao ha nada para conferir naquela
péagina. Por fim, clique em “Concluido” e o icone da camada de computacao do componente
serd envolto por um circulo verde.

Outra opgao é inserir “Dicas do professor”, clicando neste botao a esquerda, acima
da lista de itens para adicionar na pagina. Aqui vocé pode digitar uma dica para profes-

sores e um texto de ajuda aos alunos, mas nao indicamos um exemplo de resposta para
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o

Figura 20: Grafico utilizado na pagina 1 da atividade Transformacao de Fungoes.

essa pagina em especifico. Ao finalizar a edicao do texto, clique em “Concluido” e o botao
“Dicas do professor” se tornaré verde.

Sua pagina deve estar semelhante a ilustrada na Figura 21. Vocé pode clicar no
botao “Prévia” no canto superior direito para testar como a pagina aparecera para o aluno.

E importante ressaltar que o plano cartesiano aparecerd para os alunos com o
mesmo enquadramento que for deixado na pagina no construtor de atividades. Confira o
enquadramento das fungoes que vocé digitou utilizando a prévia do aluno, e ajuste para
garantir que os alunos verao todos os gréaficos necessarios para completar a atividade.

Para adicionar a proxima pagina, clique no icone de + na linha azul do topo da
pagina. As péginas 2 e 3 da atividade podem ser construidas de forma analoga a péagina
1, e portanto suas construgoes serao omitidas aqui. Lembre-se que vocé pode copiar uma
péagina completa clicando no icone de copiar (dois retangulos) na prévia do aluno e colando

no construtor de atividades.

3.3.2 Pagina 4 - Itens utilizados: Grafico, Nota e Miltipla escolha.

A estrutura dessa pagina consiste em um item de nota com a instrugao para o
aluno, um item de multipla escolha que atua como um alternador, ora aparecendo um
componente grafico, ora aparecendo outro.

Primeiro, adicione o titulo “Familia de Fung¢oes” a pagina, e em seguida, um item
de Nota, e adicione o texto abaixo na caixa de texto. E possivel formatar o texto para

colocar negrito clicando no botao B no canto inferior esquerdo da caixa de texto.

Note que nao é possivel mover uma parabola para sobrepor uma senoide,
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Figura 21: Péagina 1 da atividade Transformacao de Fungoes.

nem ¢é possivel mover uma senoide para sobrepor uma parabola: elas sao
de familias diferentes.

Vocé consegue reconhecer uma familia de funcgoes pelo grafico ao se
atentar para o formato e as caracteristicas do grafico, nao importa
a posicao, direcao, orientagao ou o tamanho dele.

A seguir, adicione um item de Miltipla escolha e arraste-o para o lado direito do
item de nota, clicando sobre o icone de =, segurando e arrastando o componente. Insira
duas opcoes no item de Multipla escolha, “Exemplo 17 e “Exemplo 2”. Nao selecione a

= 44 : : 7
opgao “Pedir ao aluno para explicar sua resposta’.

Insira um item de Grafico, arraste-o para baixo do item de multipla escolha e

escreva as expressoes abaixo na lista de expressoes do grafico:

1. (a,b)
2.a=0
3.6=0
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As expressoes 1 e 4 sao os pontos moveis, enquanto as expressoes 2, 3, 5 e 6 sao 0s
parametros desses pontos. A expressao 7 d4 uma reta que passa pelos pontos moéveis, e a
expressao 8 ¢ uma funcao de 2° grau. Personalize cada expressao de forma que os pontos
e a reta sejam pretos e a fungao de segundo grau seja vermelha e com linha tracejada.

Insira um segundo item de Gréfico, arraste para baixo do primeiro item de gréfico

e insira as expressoes abaixo na lista de expressoes.

1. (a,b)
2.a=0
3.b=0
4. (a+c,b+d)
5. c=1
6. d=1

9. y=sinx

As expressoes 1 a 6 tem o mesmo papel do primeiro grafico. A expressao 7 é uma
funcao de segundo grau que passa pelos pontos moéveis, a expressao 8 esta incluida apenas
para a expressao 7 ficar menos carregada, e a expressao 9 é uma funcao senoidal. Note
que, embora a calculadora gréfica esteja em portugués, é necessario escreve sin(z) ao
invés de sen(z) para que ela entenda como uma fungao trigonométrica. Personalize cada
expressao de forma que os pontos e a funcao de segundo grau sejam pretos e a funcao
senoidal seja vermelha e tracejada.

Agora, vamos incluir uma camada de computacgao para fazer um grafico aparecer de
cada vez, dependendo da opgao selecionada no componente de Multipla escolha, uma vez
que sem a camada de computagao, ambos aparecem simultaneamente. Para isso, primeiro,
nomeie o componente de Miltipla escolha, clicando na opc¢ao “Nomear este componente”
no canto superior esquerdo do item, e digitando “escolha4”. Os nomes dos componentes sao
utilizados para conseguir utilizar um source deste componente na camada de computacao
de outro componente. Estes nomes nao podem conter espagos nem repetir em diferentes
paginas da atividade, por isso a autora tem o hébito de nomear os componentes com o

nimero da pagina, tornando assim o nome dos componentes inicos.
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Em seguida, entre na camada de computagao do primeiro componente Gréfico e
digite:
trace:false
readOnly: true
hidden: not(escolha4d.isSelected(1)).

Esse ultimo comando esconde o componente Grafico quando a op¢ao 1 do com-
ponente Miltipla escolha nao esté selecionado. A estrutura do comando é primeiro o

comando em si,
hidden:,
que manda esconder o componente, seguido da condicao,
not (escolhad.isSelected (1)),

que do fim para o comego utiliza isSelected(1) para definir que dependera da
sele¢ao da primeira escolha do componente escolhad nao estar selecionada, utilizando o
modificador not ().

Analogamente, no segundo componente Grafico, abra a camada de computacao e
digite:
trace:false
readOnly: true
hidden: not(escolha4.isSelected(2)).

Para que uma das opgoes esteja sempre escolhida, e portanto um dos componen-
tes graficos esteja sempre aparecendo, va nas opg¢oes do componente Multipla escolha,
clicando no icone de trés pontos no canto superior direito do componente, e selecione
“Sempre selecionar uma opgao”.

Por fim, adicione as “Dicas do professor” e teste a pagina utilizando a prévia do

aluno.

3.3.3 PAagina 5 - Itens utilizados: Grafico, Nota e Miltipla escolha.

Nessa pagina, vamos usar um grafico interativo vinculado a um feedback instan-
tdneo no componente de nota, e duas perguntas de multipla escolha. Primeiro, insira o
titulo da pagina, “Translacao de Fungoes”. Em seguida, insira um item de Grafico com as

seguintes expressoes:

1. (a,b)
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4. y=sin(x —a)+0b
5. y =sin(z) + 2
6. y = sin(x)

As expressoes 1 a 3 criam o ponto movel e a expressao 4 cria uma fungao senoidal
que passa pelo ponto mével. A expressao 5 é a fungao alvo que os alunos devem sobrepor
ao arrastar a fungao senoidal movel. A expressao 6 é a posicao inicial da funcao senoidal
moével, para que os alunos tenham a visao do antes e depois. Configure o ponto e a fungao
senoidal mével para a cor preta. Configure a expressao 5 para a cor azul e linha pontilhada
e a expressao 6 para a cor preta e linha pontilhada, mas com opacidade de 0.4 no lugar
de 0.9.

Como os alunos vao arrastar o ponto e usar os valores dos parametros a e b (coor-
denadas do ponto moével) para quantificar o movimento, ¢ interessante limitar a gama de
valores que a e b podem assumir. Para isso, clique em um dos limites dos parametros a e
b e coloque 0.1 na opcao “Step:”. Isso fard com que os valores de a e b sejam limitados a
miultiplos de 0,1.

Para usar os valores de a e b no feedback no item de nota, vamos usar a camada
de computacao e extrair esses valores do componente grafico. Para isso, nomeie esse
componente, por exemplo “Graficob”.

Agora, insira um item de Nota e coloque o texto abaixo na caixa de texto:

Arraste a funcao senoidal preta ao lado para que ela sobreponha a funcao
azul.
Para fazer isso vocé precisa mexer o grafico em que diregao?

Agora, abra a camada de computacao do item Nota. Para criar uma variavel a
com o valor do pardametro a no componente Graficod, digite a = Grafico5.number("a").
Analogamente, digite b = Grafico5.number ("b"). Agora, vamos criar uma variével cha-

mada feedback que aparecerd na Nota quando o aluno arrastar o grafico. Para isso, digite:

feedback =
when b=0 and a=0 ""
otherwise "Vocé moveu a funcgdo ‘${b}¢ unidades na vertical

e ‘${a}‘ unidades na horizontal."
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A variavel feedback ¢ assim criada usando um condicional, de forma que, quando
a e b forem ambos zero, ou seja, antes do aluno arrastar o gréafico, nao aparecera nada (nao
h& nada entre as aspas apos esta condigao), e caso contrario, aparecera o texto escrito
apos a palavra “otherwise”, onde os valores de a e b sao puxados instantaneamente do
componente Graficob.

Para que o feedback aparega para os alunos, é necessario inclui-lo na caixa de texto
do componente Nota. Para isso, escolha o lugar do texto em que deseja inserir o feedback,
aqui serd feito entre os dois paragrafos, e coloque seu cursor neste ponto do texto. Em
seguida, clique no icone {#} no canto inferior direito da Nota e clique em “feedback”. A
palavra feedback envolta em uma caixa verde aparecera na caixa de texto, como ilustrado
na Figura 22. Entre na prévia do aluno e verifique se ao arrastar a funcao pelo plano

cartesiano o feedback interativo esté funcionando.

€ Transformacéo de Fungdes & Publicar | w

4 Famlilia ... 5 Transla

Q Dicas do > eee
professor Translagao de Fungdes
= i Grafico5 = </> eee  Nomeareste componente = @ oo
Nota Entrada de texto’ 10
Arraste a fung&o senoidal preta ao lado para que ela

f = sobreponha a fungéo azul.

Equagéo Miltipla escolha
— W B T sl LT TTTTTT feedback

= =
Caixas de Lista ordenada Para fazer isso vocé precisa mexer o grafico em que diregao?
selegio - 77N —~

\ s N Ve \
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Figura 22: Rascunho da pagina 5 da atividade Transformacao de Fungoes.

Agora, insira um item de Miltipla escolha e adicione as opgoes “Vertical” e “Ho-
rizontal”. Insira um item de Nota com a pergunta “Essa direcao corresponde a qual eixo
do plano cartesiano?” e um item de Miltipla escolha com as opc¢oes “Eixo 2”7 e “Eixo 3.
Para inserir x e y formatado como equacao, use o icone de raiz quadrada envolto em um
circulo verde do lado direito da opc¢ao, conforme ilustrado na Figura 23.

Por fim, opcionalmente podemos configurar a pagina para que seja corrigida au-
tomaticamente, aparecendo um ok ou um xis no Resumo no painel do professor. Nesta
pagina ha 3 respostas dos alunos para serem consideradas. Para a correcao dos itens
de Multipla escolha, basta selecionar a opgao correta no proprio componente. A opgao

selecionada ficard com o circulo a sua esquerda preenchido de azul, conforme mostra a



76

Nomear este componente <> eeoe

Eixo x
Insira a equagao

@ Eixo| Vi

Pedir ao aluno para explicar sua resposta

Figura 23: Botao de inserir uma equac¢ao na op¢ao de um componente Miltipla escolha.

Figura 23 ao lado esquerdo da segunda opg¢ao. Selecione entao as opgoes “Vertical” e “Fixo
y” nos dois itens de Multipla escolha.

Na prévia do aluno, vocé pode testar a correcao. Para isso, clique no icone com
um ok e um xis no centro da parte superior da prévia do aluno, e a correcao aparecera
na lateral de cada item, conforme ilustra a Figura 24. Nessa imagem, o primeiro item
é marcado como incorreto (xis envolto em laranja) e o segundo item é marcado como
correto (ok envolto em azul). No canto superior esquerdo, apds o simbolo de copiar a
pagina, aparece o simbolo que iria para o painel de controle do professor, no caso um xis,

pois pelo menos uma das respostas esta incorreta.

Wl Exibir correcao
Translagal a€ Tungoes

Arraste a fungéo senoidal preta ao lado para que ela
sobreponha a fungéo azul.

Para fazer isso vocé precisa mexer o grafico em que

diregé@o?

Essa diregdo corresponde a qual eixo do plano
cartesiano?

Eixo x

(® Eixo y

Figura 24: Prévia do aluno da pagina 5 evidenciando a corregao dos itens de Miltipla
escolha.

Para que a Desmos consiga corrigir a pagina toda de forma automética, ainda é
preciso configurar a corre¢ao do componente grafico, caso contrario, mesmo com as duas
multiplas escolhas respondidas corretamente, ainda aparecera um ponto e nao um ok
no painel de controle do professor. Para isso, precisaremos configurar um parametro na

lista de expressoes do gréfico e usar a camada de computacao. Na lista de expressoes do
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componente Gréfico, insira as expressoes abaixo.
7. I ={abs(a —0) < 0.2:1,0}
8. I, ={abs(b—2) <0.2:1,0}
9. 1=1-1,

Aqui optou-se por usar uma distancia de 0,2 para que o aluno nao tenha que alinhar
os graficos perfeitamente para ter a tarefa considerada correta, considerando que definimos
a resolucao da grade em 0,1. Assim, com as expressoes acima, sao criados trés parametros,
I, Iy e I. O parametro I; tem o valor 1 se o ponto moével nao se deslocou na horizontal e
portanto |a| < 0,2, e tem o valor 0 se a tiver moédulo maior que 0,2, indicando que o ponto
movel estd distante da posicao pretendida na horizontal. A notacao é primeiro a condicao,
abs (a — 0) < 0.2, dois pontos, o valor caso a condigao seja verdadeira, virgula, o valor se a
condicao for falsa. O parametro I, tem o valor 1 se o ponto movel se deslocou 2 unidades
na vertical, para cima, e portanto |b — 2| < 0,2, e tem o valor 0 se b — 2 tiver médulo
maior que 0,2, indicando que o ponto moével esta distante da posicao pretendida na direcao
vertical. O parametro I terd valor 1 se I; e I, forem ambos iguais a 1, e tera valor 0 caso
contrario. Dessa forma, I teré valor 1 se o aluno deslocou o grafico na vertical, 2 unidades
para cima, sem deslocar o grafico na horizontal, com a tolerancia de 0,1 unidades. Agora,
na camada de computacao, deve-se digitar correct: this.number("I") = 1, utilizando
o sink de corre¢ao caso o valor de I no componente grafico seja igual a 1. A estrutura do
comando é primeiro o sink de correcao, dois pontos, o componente do qual se deve puxar
a informagao (no caso, this para o proprio componente em que esta sendo adicionada a
camada de computagao), ponto, a variavel que deve ser lida, igual, e o valor que devera
ser considerado correto.

Com esta configuracao, caso o aluno responda corretamente aos dois itens de Mil-
tipla escolha e arraste o ponto corretamente do (0,0) para o (0,2), aproximadamente, no
painel de controle aparecera um ok para o professor, e na prévia do aluno vocé podera
conferir, além dos oks para os itens miltipla escolha, um ok a esquerda do componente
grafico e um ok na barra superior, a direita do icone de copiar a pagina.

Por fim, adicione “Dicas do Professor”, incluindo dessa vez, além das dicas para os

professores e uma ajuda aos alunos, também um exemplo de resposta.

3.3.4 PAagina 6 - Item utilizado: Calculadora grafica.

Nessa pagina ha uma calculadora grafica em tela cheia com uma camada de com-

putagao para corre¢ao automética. Comece adicionando o titulo “Movimento na Vertical”
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na pagina e incluindo o item Calculadora grafica, selecionando-o abaixo do titulo “Tela
cheia” no menu lateral esquerdo.

Aqui, vamos organizar as expressoes na calculadora grafica usando pastas, para
poder ocultar algumas expressoes da visao dos alunos. Vamos também inserir instrugoes
para os alunos, utilizando a insercao de notas na lista de expressao. Dessa forma, na lista

de expressoes da calculadora, insira:

1. Nota: Ao movimentar a funcao, vocé fez ela se mover na vertical, 2 unidades para

cima. Esse movimento ocorreu no eixo ¥, onde estao representados os valores de

f(z).

2. Nota: Tente criar uma nova fungao, g(z), fazendo alguma operagao envolvendo o

niumero 2 na func¢ao f(z) de forma que o grafico suba essas duas unidades.

3. Pasta: Fundo

4. f(z) =sin (%)

7. Nota: Dica: Nao altere o lado esquerdo da equacao nem remova a variavel .
Apenas teste incluir o niimero 2 na expressao acima em posicoes diferentes e com

operacoes diferentes.
8. Pasta: Corregao
9. X =[-5,...5
10. (X, f(X)+2)
11. (X, g (X))

12. T = {total (Jg (X) — f(X)—2[) =0:1,0}

Para criar as notas das linhas 1, 2 e 7 e as pastas das linhas 3 e 9, clique no icone de
-+ no canto superior esquerdo do componente gréafico e “note” ou “folder” respectivamente.
Note que nao é possivel escrever uma parte da nota formatada como equagao, tudo o que
é digitado em uma nota aparece como texto.

As expressoes 4 e 5 estao indentadas para representar que estao dentro da pasta

da expressao 3, e as linhas 9 a 12 estao indentadas para representar que estao dentro da
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pasta da expressao 8. Para arrastar uma linha para dentro de uma pasta, clique na faixa
cinza na lateral esquerda da linha e arraste em direcao a pasta até que surja uma barra
vertical na lateral esquerda da linha, continuando a linha que sai da seta da pasta. As
pastas das expressoes 3 e 9 devem ter a opgao “Hide this folder from students” marcada,
para ocultar essas pastas da visao do aluno. Dessa forma, na visao do aluno aparecerao
apenas as notas das linhas 1, 2 e 7, e a expressao da linha 6, mas numeradas em sequéncia,
como se nao existissem as pastas ocultas.

Configure a expressao 4 para a cor preta, com opacidade 0.4 e linha tracejada, a
expressao 5 para a cor azul e linha tracejada, e a expressao 6 para a cor preta. Note que a
ordem em que as expressoes sao digitadas cria camadas no grafico, de forma que a dltima
expressao a ser digitada aparece sobrepondo expressoes anteriores, caso tenham pontos
em comum. Para terminar a configuracao do grafico, clique no icone de personalizagao
da lista de pontos das expressoes 10 e 11, sem manter pressionado, de forma a ocultar a
representacao grafica dessas listas.

Aqui a estratégia de correcao do grafico dos alunos é diferente da utilizada na
pagina anterior. A expressao na linha 9 cria uma lista de valores, enquanto as expressoes
nas linhas 10 e 11 criam uma série pontos pertencentes a f(x)+2 e g(x) respectivamente.
A expressao na linha 12 define um parametro I que assume o valor 1 se a diferenca entre
os valores de g(z) e f(z) + 2 nos pontos da lista X for igual a zero, situagdo na qual o
grafico de g(x) esta alinhado com a fungao alvo, f(x) + 2, e caso contréario, I assume o
valor 0.

Para finalizar, digite correct: this.number("I")=1 na camada de computacao,
para que a tarefa seja corrigida como correta caso I = 1. Como em uma calculadora
grafica o aluno pode editar as linhas de expressao, inclusive incluindo uma linha que
conflite com os parametros e listas que vocé usou para correcao, a esquerda da linha de
comando na camada de computacao aparecera um icone verde de aviso informando que as
dependéncias podem nao ser computadas corretamente, conforme ilustrado na Figura 25.
Caso o aluno nao insira nenhuma expressao que conflite com a corregao, a corre¢ao seré

feita, normalmente.

This data comes from a full-screen graph - dependencies may not be computed
correctly.

A correct: this.number("I")=1

Figura 25: Aviso na camada de computacao informando que correcoes em calculadoras
graficas de tela inteira podem nao funcionar.

Nao esquega de conferir o enquadramento e adicionar as dicas para professores,
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exemplo de resposta e ajuda ao aluno.

A pagina 7 tem uma estrutura semelhante a pagina anterior, mas com mais fungoes
para os alunos alinharem. Assim, para a corregao, sao criados diferentes parametros para
cada grafico que o aluno deve alinhar, e um parametro dado pelo produto destes é utilizado
na camada de computagao. Vocé pode conferir a estrutura da pégina copiando ela da

prévia do aluno disponivel em
teacher.desmos.com/activitybuilder/custom/6165e6313becaflal3a2bffb?

para o construtor de atividades, conforme sera explorado na Subsecao 3.3.8, e analisando
as equagoes no componente Calculadora grafica e na camada de computacgao.
A pégina 8 da atividade pode ser construida de forma analoga as paginas 7 e 6, e

portanto sua construcao sera omitida aqui.

3.3.5 Pagina 9 - Itens utilizados: Desenho, Nota e Entrada de texto.

Nessa pagina ha uma pergunta para os alunos responderem com um texto, e um
plano cartesiano no qual eles podem desenhar para complementar sua resposta escrita.
Para contrui-la, comece inserindo o titulo “ITranslacao de Fungoes” no local adequado e
inserindo um item de Desenho.

No componente de Desenho, no canto superior esquerdo, clique no botao de “Plano
de fundo” e selecione “Grafico editdvel”. Em seguida clique em “Editar grafico”, insira a
expressao f (z) = x? {—2 < z <2} e configure-a para a cor preta. Na prévia do aluno
vocé pode experimentar a ferramenta de desenho, que permitird ao aluno desenhar sobre
esse grafico.

Em seguida, adicione um item de Nota e insira o seguinte texto na caixa de texto:

As duas expressoes abaixo nao representam o mesmo grafico.

fx)+2

flo+2)

Explique com suas palavras a diferenca que faz somar 2 a funcao nas duas
expressoes. Desenhe sobre o grafico ou volte a tela anterior e experimente
novamente, se preferir.

Na caixa de texto do componente Nota, para inserir as expressoes f (z) + 2 e
f (x +2) formatadas como equagoes, clique no icone de raiz quadrada no canto inferior
esquerdo do componente.

Insira entao um item de Entrada de texto e deixe marcada a opcao “Exibir aos
alunos as respostas dos colegas”. Essa opcgao fard com que, ao submeter sua resposta, o

aluno verd o texto escrito por trés outros colegas, de forma a verificar se seu raciocinio
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estd em consonancia com o dos colegas, e também ter acesso a outras formas de expressar

a diferenca nas duas transformagoes de translagao.

3.3.6 Pagina 11 - Item utilizado: Ordenacao de fichas.

Essa pagina contém um item de tela inteira, Ordenagao de fichas, para que os alunos
agrupem as fichas conforme o movimento de translagao. Comece inserindo o comando
“Agrupe as cartas de acordo com o movimento da fungao” na linha de titulo da pagina,
uma vez que com o componente de Ordenacao de fichas, nao é possivel inserir um item
de Nota para dar o comando.

A seguir, clique sobre o botao de Ordenacgao de fichas no menu lateral esquerdo,
apos o titulo “Tela cheia”. A tela do editor de atividades ficara semelhante & representada
na Figura 26. No menu lateral esquerdo, vocé pode clicar sobre os botoes “Equagao ou
texto”, “Imagem” ou “Grafico” para adicionar uma nova ficha. Aqui, vamos adicionar
10 fichas do tipo “Equagao ou texto”. Clique no botao para inserir a ficha e em seguida,
adicione o texto ou equagao (clicando no icone de raiz quadrada no canto inferior esquerdo

da ficha) conforme a lista abaixo:

€ Transformacéo de Fungdes ¢ Publicar ‘ v

4 Familia ... 5 Transla... nd.... 9 Transla...
#s dua
expres:

g
e

Q Dicas do b eee o . . -
professor Adicione um titulo ou instrugbes para os alunos.
Tipos de fichas Nomear este componente = &> eee
EQUAQA:au TEXTO
I
IMAGEM
T <.
GRAFICO : :
: i
@) :
......... N
Gabarito H i Q
' LTI A
X eeemaeanal ~ 1
ADICIONAR GABARITO ° e ema !

Para criar sua ordenag&o de fichas, adicione as fichas

A acauarda

Figura 26: Pagina do construtor de atividades com o item de Ordenacao de fichas adici-
onado.

e Movimento para a direita

e Movimento para a esquerda

e Movimento para cima



82

Movimento para baixo

o f(x)+ 14

h(z)—10

fz—8)

g (x + 25)

g(1+x)

e 3+ h(x)

Em seguida, clique em “Adicionar gabarito” no fim do menu lateral esquerdo, e
agrupe as fichas, clicando e arrastando-as para que fiquem acopladas conforme mostra
a Figura 27. Isso possibilita a correcao automatica do agrupamento feito pelos alunos e

aparicao do ok ou do xis no Resumo do painel do professor.

O Redefinir gabarito Agrupe fichas um gabarito. Usaremos isto pa 0 os alunos no painel de controle. Cancelar Concluido

Movimento para a
direita h(x)-10

Movimento para a o Movi t |
esquerda . G ovimento para cima Movimento para baixo

a a

£lx)+14

g(x+25)

3+ h(x)

a

g(1+x)

a

Figura 27: Pagina do construtor de atividades mostrando a opc¢ao de editar o gabarito do
item de Ordenacao de fichas.

As paginas 12 a 17 podem ser construidas de forma anédloga a paginas ja apresen-

tadas anteriormente e portanto terao sua construcao omitida aqui.

3.3.7 Pagina 18 - Item utilizado: Tabela.

Essa pagina tem uma tabela para os alunos preencherem de forma a resumir o que

aprenderam sobre as transformagoes de fungoes. Comece inserindo o texto “Resumindo o



83

que aprendemos” no espago do titulo, e em seguida, insira um item de Tabela, clicando
no icone correspondente no menu lateral esquerdo. Insira entao os titulos das colunas,
“Tranformagao” e “Efeito”. Por padrao, as colunas estao configuradas para o que for
inserido ser lido como equagao e nao como texto, como na coluna efeito queremos inserir
um texto, clique no icone de triangulo no canto direito da célula do titulo “Efeito” e
selecione a opc¢ao “Formatar como texto”. Na célula abaixo do titulo “Transformacao”,

insira as seguintes expressoes, apertando enter para descer para a proxima célula:

o f@)+2

fx+2)

flr—2)

[ [
N
~~ —~
—~ =
5/ ~—
|
[\

Na célula abaixo do titulo “Efeito”; insira o texto “Fung¢ao sobe duas unidades na
vertical”. Por padrao, no menu de configuracao do componente, disponivel no icone de
trés pontos no canto superior direito do componente Tabela, estao selecionadas a opc¢ao
de cabecalho no topo e de travar as células preenchidas para que o aluno nao consiga

alteré-las. Mantenha essa selecao.

3.3.8 Pagina 19 - Itens utilizados: Grafico, Nota e Entrada de Texto.

Essa pagina foi copiada da colecao de “Starter Screens” da Desmos, de uma ativi-
dade denominada “Screens for Checking Understanding”, e traduzida para o portugués. A
péagina original esta representada na Figura 28. Vocé pode acessa-la entrando na péagina

da atividade® e em seguida na prévia do aluno. Para copiar a pagina, clique no icone de

8Disponivel em
https://teacher.desmos.com/activitybuilder/custom/5e715b594cc2c55709£4948a7
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copia (dois retangulos) ao lado do texto “Prévia da pagina do aluno” no canto superior
direito, volte na sua atividade e cole utilizando o atalho do teclado “ctrl + v”. Nas
dicas para professores dessa pagina, ha instrugoes de customizagao opcional da péagina,
indicando que vocé pode editar o componente Grafico para alterar o titulo dos eixos (para
cada titulo ha duas expressoes, uma em cinza e uma em preto, e ambas devem ser modi-
ficadas), e lembrando que vocé pode escolher compartilhar a entrada de texto dos alunos

com os colegas ou nao.

PREVIA DA PAGINA DO ALUNO & 1de4 = Proximo »

Where are you at today?

Interesting Drag the point to the location that represents how you
felt about the math today.

If you'd like, elaborate on your response.

Confusing Makes Sense

Dicas para professores

Optional customizations:
« Edit the graph and change any of the labels. (Note: each label actually has two labels — one black and one grey. Be sure to change them both.)
« Decide whether you'd like to check the box that says "Show students their classmates' responses.”

Figura 28: Prévia do aluno de uma pégina da atividade “Screens for Checking Unders-
tanding”, disponibilizada pela Desmos em seu site.

Apos colar a pagina na sua atividade, modifique o titulo para “Onde vocé esta

agora?”’ e troque o texto do componente Nota para o texto em portugués abaixo:

Arraste o ponto para o local que representa como vocé se sentiu sobre a
aula de hoje.
Se quiser, explique sua escolha ou deixe um recado.

Em seguida, clique em “Editar grafico’. As expressoes nesse componente incluem
um ponto mével para o aluno arrastar, oito pontos ocultos de forma a aparecer apenas
o rétulo do ponto, e duas retas para simularem os eixos coordenados. Vocé deve editar
o rotulo dos oito pontos, nas expressoes 4 a 11. Altere o rotulo das expressoes 4 e 5
para “Faz sentido”, das expressoes 6 e 7 para “Ficou confuso”, das expressoes 8 e 9 para
“Interessante” e das expressoes 10 e 11 para “Desinteressante”.

Aqui, optou-se por nao selecionar a opgao de compartilhar as respostas da Entrada

de texto com os colegas.
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3.3.9 PAgina 20 - Itens utilizados: Nota, Equagao e Desenho.

Nessa pagina temos um componente de Desenho mostrando um plano cartesiano
com uma fungao f(x) e uma transformagao dela, e um componente Equacao, no qual os
alunos devem tentar escrever a expressao correspondente a funcgao transformada. Para
construi-la, comece inserindo o titulo “Desafio 1”7 na pagina e inserindo um item Nota com

o seguinte texto:
Sendo f (x) a fungao representada em preto, qual é a expressao da fungao
pontilhada em vermelho?
Em seguida, insira um item de Equacao abaixo do componente de Nota. No
componente Equacao, marque as opc¢oes “Pedir ao aluno para explicar sua resposta” e
“Exibir respostas dos colegas aos alunos”. Insira um item de Desenho, e para o plano

de fundo, selecione a opcao “Grafico editavel”. Entrando na edicao do grafico, digite as

seguintes expressoes com as respectivas configuracoes:

1. f(x):{—3§x§—1:x+3, —1<x§1:2,1<x§3:\/5—x2}

> Configurar para a cor preta.

2 ga)=—flw—2) -1

> Configurar para a cor vermelha, linha tracejada.

A expressao 1 representa uma funcao definida por mais de uma sentenca, listando
o intervalo ao qual se aplica cada expressao algébrica, e em seguida a expressao algébrica
que vale naquela intervalo, separados por dois pontos (:). As diferentes sentencas sao

separadas por uma virgula. Assim, a expressao 1 acima é equivalente a expressao

T+ 3, se —3<r<—1
fx) =4 2, se —1<zr<1
NG , sel<zxr<3
As paginas 21 e 22 podem ser construidas de forma analoga a péagina 20 e portanto,

suas construcoes serao omitidas aqui.

3.3.10 PAgina 23 - Item utilizado: Marbleslides.

Essa pagina usa o item Marbleslides, que cria um jogo para os alunos tentarem

capturar as estrelas com as esferas que sao lancadas. Como exposto na Secao 3.2.2, é
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preciso primeiro ativar a opg¢ao de inserir esse item. Apods ativar, clique sobre o item
Marbleslides no menu lateral esquerdo, abaixo do titulo “Tela cheia”.
Em seguida, adicione o titulo “Desafio 4”7 & pagina e digite as seguinte expressoes,

com as respectivas configuracoes, na lista de expressoes da calculadora grafica que aparece:

1. Pasta: Escondido

> Configurar para ocultar a pasta dos alunos.

2. f(r)=20"{-1<2<5}

> Configurar para ocultar a representagao grafica dessa fungao.

3. Nota: Modifique a fungao abaixo para que as bolinhas passem por todas as estrelas,

e clique em lancar.

4. y=f(x)

> Configurar para a cor preto.

Os alunos verdo apenas a nota e a fun¢ao y = f(x), que eles podem modificar para
conseguir capturar as estrelas.

Acima da calculadora grafica, em uma barra verde, hd um espago para inserir o
ponto de onde serao lancadas as esferas e um espago para inserir os pontos onde estarao
as estrelas. Insira o ponto (8.5,9) para a posigao das esferas e os pontos (8,5), (7,4),
(3,3.5), (0,3), separados por virgula, para a posi¢ao das estrelas.

Ajuste o enquadramento para que a funcao, as estrelas e a esfera aparecam na tela
do aluno, e clique em prévia do aluno para testar.

Agora que a atividade esté construida, é necessario publica-la para poder atribuir
a turmas. Para isso, clique em “Publicar” no canto superior direito do construtor de
atividades. Vocé sera direcionado para a péagina da atividade, de onde pode visualizar a

prévia das péginas e recomendar a atividade para suas turmas.
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4 PROPOSTA DE SEQUENCIA DIDATICA

A sequéncia didatica apresentada neste capitulo é voltada para a unidade curri-
cular de matematica no Ensino Médio, e versa sobre o topico de fungoes reais de uma
variavel real, denominadas comumente apenas como fungoes no ambito do Ensino Médio.
Recomenda-se ao docente que, caso aplique a sequéncia por completo, o faga ao longo de
10 aulas. O uso das atividades de forma isolada também é possivel, sendo para tanto,
importante observar o detalhamento feito no Apéndice B. Buscou-se, nessa sequéncia
didética, abordar o topico de funcoes de forma mais integrada desde a sua apresentacao
aos alunos, de forma a nao segmenté-la no estudo individual de diferentes familias de
fungoes (fungdo de primeiro grau, fungao de segundo grau, fungdo exponencial, fungao
trigonomeétrica, etc), como é usualmente feito nos curriculos escolares do Ensino Médio.
Para tanto, o topico de fungoes é introduzido por meio de diversas situacoes problema
que mostram contextos familiares ao aluno, a fim de dar sentido ao que se aprende e pos-
sibilitar uma visao unificada do tépico de fungoes, abarcando as diversas representacoes
e caracteristicas de fungoes.

O wuso de tecnologia é um pilar fundamental desta sequéncia didatica, visando
incentivar os alunos a aprenderem também a usar ferramentas de software e diferentes
registros de representagoes matemaéticas para compreender de forma dinamica e visual
os topicos aqui abordados. A utilizacao de uma calculadora gréafica induz os alunos ao
desenvolvimento de pensamento funcional, descrito na Secao 2.3, ao mesmo tempo em que
incita um espirito de investigacao. Algumas atividades sao abordadas em forma de jogos
e desafios em que a matematica é peca indissociavel, de forma que os alunos precisem
mobilizar sua criatividade junto ao raciocinio logico abstrato para encontrar uma solucao
para os problemas propostos. Destaca-se também que muitas das atividades propostas
nao tem apenas uma solucao ou resposta correta, de forma a auxiliar na caracterizacao

da matemética como um processo de buscas e questionamentos, sujeita a acertos e erros.

4.1 OBJETIVOS

E esperado que, ao fim desta sequéncia didatica, o aluno demonstre uma compreen-
sao ampla e profunda de fung¢oes, sendo capaz de modelar situagoes-problema, interpretar
funcoes em diferentes contextos, traduzir entre as diferentes representacoes de fungoes e
materializar o conceito de fun¢oes como objeto matematico.

Para tanto, o aluno precisara:
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Reconhecer e diferenciar varidveis e parametros do modelo envolvidos em situagoes

problemas.

Estabelecer as variaveis que descrevem um modelo matemético e obter as relagoes

entre elas.

Reconhecer, resolver e elaborar problemas que envolvem relacoes funcionais entre

duas variaveis.

Compreender o significado de taxa média de variagao, utilizando-o para caracterizar

o crescimento, decrescimento e linearidade de gréficos.

Reconhecer familias de fungoes e suas propriedades, considerando suas diversas re-

presentacoes matemaéticas, e interpreté-las de acordo com o modelo.

Planejar e executar transformacgoes e limitagoes de dominio e imagem em funcgoes

em suas representacoes grafica e algébrica.

4.2 CONTEUDOS

Relagoes funcionais entre duas grandezas;
Dominio e imagem de fungoes reais de uma variavel real;
Representagao verbal, numérica, algébrica e grafica de fungoes;

Graficos: interseccao com os eixos, analise de crescimento, linearidade, intervalos

de crescimento e decrescimento e taxa média de variacao;

Familias de fungoes;

Transformagoes de translacao, reflexao, expansao e contracao de fungoes.

4.3 ESTRATEGIA DE ENSINO

A sequéncia didatica estéa estruturada visando que os alunos sejam agentes ativos e

proativos no processo de ensino-aprendizagem, por meio de indicagoes do que é esperado

dos alunos a cada aula em relagao a constituicao e a mobilizacao necessaria de conhecimen-

tos, habilidades e atitudes. Além dos aspectos cognitivos, os estudantes deverao manter

uma predisposicao para a realizagao de ac¢oes em grupos, trabalhando na comunicagao

matematica entre pares, através da justificativa de seus resultados e da interpretacao dos

resultados dos colegas.

O professor, mais do que o detentor do conhecimento, deve agir como um guia dos

alunos, estruturando as discussoes em sala de aula ao incentivar que os alunos investi-
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guem, expliquem e justifiquem as solucoes apresentadas para os problemas para toda a
turma usando argumentacao consistente e linguagem adequada, sempre estimulando-os a
explorar diferentes registros de representacoes e fazendo-os reconhecer as representacoes
mais convenientes para cada situacao.

Os recursos didaticos necessarios para a aplicacao desta sequéncia didatica sao:
sala de aula com quadro branco, caneta e apagador; sala de aula com um computador
com acesso a internet para cada aluno; atividade da Aula 2 impressa, uma copia para

cada dupla de alunos; atividade da Aula 4 impressa, uma copia para cada dupla ou trio

de alunos.

4.4 DESENVOLVIMENTO

A sequéncia didética sera descrita a seguir no formato separado por aulas, tota-
lizando 10 horas aulas de atividades. Neste Capitulo, as atividades sao apresentadas de
forma sequencial, assim, na primeira aula o conceito de funcao é inicialmente exposto
de maneira informal e nas aulas seguintes é feito um maior detalhamento de algumas
caracteristicas de funcoes e apresentados mais exemplos de fung¢oes. Embora nao seja
necessaria a aplicacao dessas atividades de forma sequencial, sao necessarias adequacoes
do conteudo e da duragao para aplicar as atividades de forma isolada. As cinco primeiras
aulas focam no desenvolvimento do conceito de fungao, enquanto as aulas seguintes focam
no uso da calculadora grafica Desmos e nas transformacgoes de fungoes, e assim formam
dois conjuntos de aula independentes. As aulas 6 e 7 introduzem conceitos e habilida-
des de uso da calculadora grafica Desmos necessérios para a execucao da atividade final
apresentada nas aulas 8 a 10, e portanto, indica-se a aplicagao desse conjunto de aulas de
forma completa ou uma adaptagao das aulas finais. Maiores detalhes sobre as adaptacoes
necessarias para aplicar as atividades de forma isolada sao apresentadas no Apéndice B.

Os conceitos introduzidos em cada aula estao destacados ao longo do texto e sua

definicao é dada no fim de cada subsecao.

4.4.1 Aula 1

Na Aula 1 sera iniciada a discussao sobre funcoes com os alunos, usando como

motivacao uma situacao problema:

Apoés um dia de aula no IFSC, um aluno sai de bicicleta do campus e
pedala em direcao a Praia Brava, acompanhando sua rota com o GPS
do celular, sem desviar do percurso. A cada momento, o aluno consegue
ver no celular a hora, a distancia percorrida, a distancia dele até o IFSC
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e a distancia restante no percurso.

Com base nessa situacao simples, os alunos devem ser instigados a definir quais
grandezas estao envolvidas e quais dados numéricos sao necessarios para conseguir rela-
cionar a distancia do ciclista até o IFSC e a distancia restante no percurso. Para isso, é
necessario discutir com os alunos o que é um dado - fixo - e 0 que é uma varidvel. Com
ajuda do professor, os alunos devem perceber a necessidade de saber apenas a distancia
do campus do IFSC até a praia, nao necessitando de outros dados como a velocidade do
ciclista ou a rota definida.

Uma vez definida a distancia total com os alunos (Sugestao: algo em torno de 10
a 15 km, que corresponde a distancia real), discutir que existem diferentes grandezas que

podem ser estudadas na situagao, por exemplo:

— Tempo desde a partida.

Distancia percorrida.
— Distéancia do ciclista ao IFSC.

— Distancia restante no percurso.

Entre as varidveis levantadas pelos alunos, discutir quais varidveis se relacionam,
quais variaveis o ciclista consegue controlar de alguma forma e quais varidveis dependem
de outras. Selecionar duplas de variaveis e definir varidveis dependentes e independentes.

Em seguida, selecionar as variaveis “Distancia do ciclista ao IFSC” e “Distancia
restante no percurso” para avaliar mais a fundo. Faca os alunos perceberem que a distancia
do ciclista ao IFSC é uma variavel independente e a distancia restante no percurso é uma
variavel dependente, uma vez que pode ser calculada utilizando a distancia total (fixa)
e a distancia do ciclista ao IFSC (variavel independente). Com base na distancia total
entre o IFSC e a praia, crie com os alunos uma tabela de valores que relacione as duas
variaveis. Um exemplo de tabela pode ser visto na Tabela 1, onde a distancia total entre o
IFSC e a praia foi definida em 10 km!. Ao fazer a tabela, os alunos devem perceber como
utilizar uma distancia para encontrar a outra, sabendo que a soma delas esta definida
pela distancia entre o IFSC e a praia.

De posse da tabela com alguns valores, relembre os alunos do plano cartesiano, in-
cluindo quais variaveis sdo usualmente representadas em qual eixo (variavel independente

no eixo Ox e variavel dependente no eixo Oy), como representar um par ordenado como

10 uso de tabelas com trés colunas parece auxiliar os alunos a desenvolverem pensamento funcional e
evitar visualizar os padrdes de forma apenas recursiva (MARKWORTH, 2010)
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Tabela 1: Relagao entre variaveis distancia do ciclista ao IFSC (z) e distancia restante
no percurso (y) na situagao problema do ciclista.

x | Calculo | y
0[10-0 |10
1110-1 9
2 110 -2 8
5 110-5 | 5
7110-7 |3
10[10—-101| 0

um ponto no plano cartesiano e qual a utilidade da representacao grafica de uma rela-
¢ao ou fungao. Em seguida, represente os pontos da tabela construida com os alunos no
plano cartesiano, de forma semelhante ao que esta representado na Figura 29, utilizando

a calculadora grafica Desmos.
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Figura 29: Representacao grafica dos pontos da Tabela 1

Apos os alunos construirem a tabela e entenderem o grafico representado no plano
cartesiano, discuta com os alunos se eles conseguem escrever a lei de formagao. Para tanto,
os alunos devem perceber que a soma das varidveis é constante e igual a distancia total
do percurso, x +y = 10 onde z representa distancia do ciclista até o IFSC e y representa
a distancia do ciclista & praia. Assim, podemos reescrever isolando a variavel dependente
y para obtermos a lei de formagao y = 10 — x. De posse da lei de formagao associada
a situacao problema, verifique com os alunos se os niimeros utilizados até agora, todos
inteiros, sao os tnicos que podem ser utilizados e introduza o conceito de dominio de uma
funcao. Aproveite a discussao para distinguir fung¢oes que tenham o dominio composto

exclusivamente por numeros inteiros (dominio discreto) e fungdes que tenham o dominio
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mais amplo, composto por ntimeros reais (dominio continuo)?. Faca os alunos darem
exemplos de situagoes em que os dominios sejam discreto, continuos ou em um caso
que nao se enquadre em nenhuma das duas definicoes. Relacione o dominio continuo,
composto por um intervalo de nimeros reais, a ideia de conectar os pontos com uma linha
continua para simbolizar a existéncia da fun¢ao em todos os pontos do intervalo, de forma
que o grafico da funcao fique semelhante ao da Figura 30. Para isso, é interessante incluir

na tabela nimeros bem variados, incluindo fragoes e nimeros irracionais.
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Figura 30: Representagao grafica da lei de formacao y = 10 — z e dos pontos da Tabela 1
associados a situacao problema.

Ainda durante a discussao sobre o dominio da funcao, discuta com os alunos se o
dominio dessa func¢ao, no contexto da situagao problema apresentada, é limitado ou nao.
Faca-os perceberem que como a distancia total do IFSC & praia é fixa e finita, valores
maiores que essa distancia nao farao sentido para a variavel "Distancia do ciclista até
o IFSC", bem como nao farao sentido valores negativos. Com base nisso, relembre o

conceito de intervalo e escreva o dominio da fun¢ao com os alunos:

{reR|0<z<10}.

Para limitar o dominio do grafico da Desmos, inclua uma restri¢ao na féormula, de
forma que o grafico fique igual ao da Figura 31. E interessante discutir com os alunos
também como a situacao poderia ser reformulada para alterar o dominio da funcao, como
mudando a distancia total do IFSC a praia ou contar a distancia em quarteirdes para

deixar o dominio discretos.

2Neste momento, o docente pode relacionar funcoes com dominio discreto a sequéncias ou progressoes,
caso os alunos ja tenham estudado progressoes aritméticas e geométricas.
3E interessante modificar sutilmente a situacdo problema trabalhada de forma que os alunos tenham
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Dando continuidade, trabalhe o conceito de imagem da funcao®*, fazendo os alunos
perceberem que nessa situagao problema, a imagem é composta pelo mesmo intervalo que
o dominio, mas com valores para a variavel y. Incentive os alunos a tentarem escrever a
imagem da fung¢ao como um intervalo, assim como foi feito com o dominio. Um equivoco
comum entre os alunos é tentar escrever a imagem “acompanhando o caminho decrescente
da funcao”, que comeca no 10 e vai até o 0. Caso isso ocorra, explique o que significa o
simbolo “<” e faga a distin¢ao entre a ordenacgao dos valores da variavel e o decrescimento
da funcdo. E interessante mostrar que trocar a restricdo do dominio pela restricdo da
imagem na calculadora Desmos tem o mesmo resultado, e que trocar a ordem da imagem
para 10 < y < 0 nao, pois estas desigualdades nao representam o mesmo conjunto. O

conjunto imagem fica escrito entao como

{y e RI0 <y < 10}.

EY

Figura 31: Representacao grafica da fungao associada a situacao problema.

Para finalizar a aula, resuma os conceitos explorados e introduza a definicao de

fungao, bem como a notagao utilizada para a fungao, f ou f(z), seu dominio, D(f), e sua

oportunidade de refletir, explorar e questionar o que ocorreria se algum dado do problema fosse alterado
ou se alguma condigao fosse acrescida ou retirada

4Aqui o conceito de contradominio nio sera explorado com os alunos, por opcao da autora. Deixa-se
a critério do professor introduzir o conceito de contradominio nessa introdugao inicial de fun¢oes ou mais
tarde, ao trabalhar funcoes sobrejetivas e funcoes inversas, quando a distingao entre o contra-dominio e
0 conjunto imagem se tornam imprescindiveis
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imagem, Im(f), e escreva:

flz) = 10—=x ou f:[0,10] — [0, 10]
D(f) = {zeR|0<z<10} r — f(z)=10—z.
Im(f) = {yeR|0<y<10}

A seguir, estimule os alunos a pensarem em outras situagoes cotidianas que relaci-

onam diferentes variaveis na forma de uma funcao.

4.4.1.1 Conceitos introduzidos na Aula 1

Variavel. Simbolo que representa um niimero arbitrario ou uma grandeza cujo valor pode

variar.

Funcgao. Se uma variavel y depende de uma varidvel x de forma que cada valor de x

determina exatamente um valor de y, entao y é dito uma funcao de x e escreve-se

y = [f(z).
Variavel Independente. Argumento ou valor de entrada de uma fungao.

Variavel Dependente. Valor de saida de uma funcao, determinado unicamente pela

funcao e o valor correspondente da variavel independente.

Dominio de uma Fungao. Conjunto de todos os valores que a varidvel independente

pode assumir.

Intervalo real. Um conjunto que contém todos os niimero reais que estejam entre quais-

quer dois elementos desse conjunto.

Conjunto Imagem de uma Fungao. Conjunto de todos os valores que a variavel de-

pendente assume quando a variavel independente varia sobre o dominio da funcgao.

Conjunto Continuo. Um conjunto onde dados dois elementos quaisquer a ele perten-
centes, ha pelo menos uma infinidade de elementos intermediarios entre eles. Como

exemplo, o conjunto dos nimeros reais ¢ continuo, assim como todo intervalo real.

Conjunto Discreto. Um conjunto onde dados dois elementos quaisquer a ele pertencen-
tes, h4 um namero finito de elementos intermediarios entre eles. Como exemplo, o

conjunto dos nimeros inteiros é discreto, assim como todo subconjunto dos inteiros.

Conjunto Limitado. Um subconjunto dos ntimeros reais é dito limitado quando existem

ntmeros reais a e b tal que todos os nimeros deste conjunto estao entre a e b.
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4.4.2 Aulas 2 e 3

Na Aula 2, os alunos trabalhardo em uma atividade® com quatro situacoes pro-
blema tentando seguir o mesmo raciocinio usado na resolugao da situagao problema da
Aula 1, com a diferenca que as variaveis a serem relacionadas sao dadas. Na Aula 3, sera
feita a correcao da atividade proposta, e em seguida os alunos farao uma atividade na
Desmos para treinar o vocabulario matemético adquirido nas tltimas aulas.

Em cada situacao problema apresentada, os alunos devem comecar entendendo
quais informagoes eles precisam para poder modelar o problema, analisando o que se
mantém fixo em cada uma das situagoes. Uma vez definidos os dados necessarios, os
alunos devem avaliar como as duas variaveis (z e y) se relacionam, como calcula-las,
se o grafico é constituido por uma linha (dominio continuo) ou uma série de pontos
(dominio discreto), se o dominio é um conjunto limitado ou ilimitado e, caso se sintam
aptos, escrever a lei de formacao da funcao que relaciona as duas variaveis. Dependendo
do tempo transcorrido desde a tltima aula, é bom reescrever a resolucao da situacao
problema do ciclista vista na Aula 1 no quadro para que os alunos tenham uma referéncia
para a resolucao das novas situagoes apresentadas.

Sugere-se que os alunos trabalhem em duplas para poderem discutir suas ideias.
O professor deve permanecer a disposicao e circulando pela sala, ouvindo as discussoes
e argumentos, e interferindo apenas quando necessario: caso uma dupla esteja estagnada

ou caso a discussao esteja levando a equivocos ou falsas concepcoes.

Situacgoes problema para os alunos trabalharem:

1. Uma vela é acesa e a cada intervalo de tempo, queima uma mesma quantidade de

cera.

— x: Tempo transcorrido, em horas

— y: Altura da vela, em centimetros

2. Um grupo de amigos pede uma pizza grande e divide o valor da pizza igualmente

entre eles.

— x: Numero de amigos presentes

— y: Preco que cada um deveréd pagar, em reais

5As atividades das Aulas 2 a 5 foram elaboradas com base em material da University of Nottingham
e University of California in Berkeley disponivel em
https://www.map.mathshell.org/lessons.php?unit=9260&collection=8
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3. Uma pessoa compra um carro novo e vé o preco de revenda do seu carro diminuir

10% a cada ano apos a compra.

— x: Tempo desde a compra do carro, em anos

— y: Preco de revenda do carro, em reais

4. Uma operadora de telefonia mével cobra um valor fixo em seu “plano controle” e um

valor adicional por cada pacote de dados moéveis contratado a parte.

— z: Quantidade de dados médveis utilizados, em gigabytes

— y: Preco total pago pelo consumidor, em reais

Para a correcao da atividade, recomenda-se que seja dado o protagonismo aos
alunos. Encoraje-os a compartilhar suas resolugoes e motivacoes, incitando argumentacao
e discussao entre os alunos quando eles discordarem em algum ponto, evitando revelar
a resposta correta. Como cada grupo tera definido valores diferentes para a resolucao
da questao, é importante focar em aspectos qualitativos dos graficos, mais do que nos
aspectos quantitativos. Ao corrigir, introduza novos conceitos relacionados a fungoes
e faca os alunos refletirem se os graficos ou trechos deles sao crescentes ou decrescentes,
lineares ou nao lineares, se os graficos interceptam os eixos Ox e Oy, entre outros aspectos.

Abaixo estao alguns comentarios sobre cada uma das situagoes propostas.

1. Situacao da Vela

Aqui é necessario estabelecer apenas uma altura inicial para a vela, digamos
15 cm, e uma velocidade de queima dessa vela, por exemplo 3 cm a cada hora.
Com esses dados fixados, é possivel montar uma tabela e um grafico para a fungao,
ilustrados na Figura 32. Independente dos valores fixados, o grafico devera mostrar
um decrescimento linear ao longo de todo dominio, que é um intervalo real limitado.
O grafico é linear porque a velocidade de queima da vela é constante, conforme diz o
enunciado, isso pode ser verificado com os alunos calculando uma tazxa de variacao da
altura em relacao ao tempo, que é constante ao longo de todo o processo de queima®.

E interessante introduzir o conceito de taxa de variagao para que, no futuro, caso os

SPara trabalhar a taxa de variaciio média com os alunos, explique aos alunos que uma taxa é uma
razao, ou seja, compara duas grandezas na forma de uma divisdo. Como queremos calcular uma taxa
de variag@o, precisamos calcular quanto cada uma das varidveis variou entre dois pontos do grafico.
Para calcular a taxa média de variagao, entao, divide-se a variagao sofrida pela variavel dependente pela
variacao sofrida pela varidvel independente. Nesse momento, trabalhe com os alunos que como a taxa de
variagao é constante nessa situagao, a inclinagao da fungao entre dois pontos distintos do gréfico é sempre
a mesma, e portanto o grafico é uma reta
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Figura 32: Representagao grafica da fungao associada a situagao problema da altura da
vela com o passar do tempo.

alunos aprendam célculo diferencial, o conceito de derivada seja internalizado com
mais facilidade. O grafico que representa essa situacao é decrescente, pois a altura
da vela sempre diminuira com a queima, e necessariamente intercepta os dois eixos,
pois a vela possui uma altura inicial e a queima termina quando a altura da vela se
torna nula. O dominio é constituido de um intervalo real e nao de um conjunto de
niimeros inteiros, pois o processo de queima é continuo, e é possivel calcular a altura
da vela em qualquer momento, nao apenas a cada hora, como usualmente feito para
completar a tabela. Na representacao grafica da funcao, isso é representado por

uma linha continua unindo os pontos calculados para a tabela.

Nessa situagao problema, muitas vezes os alunos conseguem entender a rela-
¢ao entre as varidveis e chegar sozinhos a lei de formacao, dada por uma funcao de
primeiro grau (linear) da forma f(x) = a — bz, onde a ¢ a altura inicial determi-
nada para a vela e b é a velocidade fixada para a queima da vela. Para os valores

estabelecidos aqui, temos entao que:
f(z) = 15—3x ou f:[0,5] — [0,15]

D(f) = {zeR0<x<5} r — f(x)=15-3x.
Im(f) = {yeR[0<y<15}

2. Situacao da Pizza

Aqui é necessério estabelecer o preco de uma pizza, digamos R$ 60,00. Ne-
nhuma outra informacao é necesséria, e os alunos devem perceber isso. Com esse

dado fixado, é possivel montar uma tabela e um grafico para a funcao, ilustrados
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na Figura 33. Independente dos valores fixados, o grafico devera mostrar um de-
crescimento nao-linear ao longo de todo dominio, que ¢ um conjunto de niimeros
inteiros. O grafico nao é linear porque a cada “nova”’ pessoa que entra para dividir a
pizza, a diminuigao (variagao) do valor que cada pessoa paga ¢é diferente, e essa nao
linearidade pode ser verificada calculando a taxa de variacao do preco em relagao
ao nimero de pessoas em dois intervalos diferentes no grafico ou na tabela’. E rele-
vante, nesse momento, trabalhar com os alunos a importéancia de colocar os eixos em
escala, de forma a nao linearizar fungoes nao lineares. O grafico é decrescente pois
quanto mais pessoas para dividir a pizza, menos cada uma paga, e necessariamente
nao pode interceptar nenhum dos dois eixos, pois nao faz sentido calcular o preco
para cada pessoa se existem zero pessoas, e mesmo que muitas pessoas dividam a
pizza, o valor que cada uma pagara devera ser positivo. O dominio é constituido de
um subconjunto dos niimeros inteiros, pois nao faz sentido, no contexto, calcular o
valor a ser pago, por exemplo, por um numero fracionario de pessoas. Na represen-
tagao grafica da fun¢ao, um dominio discreto implica que o grafico sera constituido
de uma série de pontos, e ndo de uma linha continua. E importante mostrar aos
alunos que a linha que une os pontos existe, porém nao ¢ uma linha reta como nas
situacoes anteriores, e que essa linha nao é representada por nao fazer sentido no
contexto. Ressalte que o motivo da linha nao existir ¢ que o dominio é composto
apenas por nimeros inteiros, pois alguns alunos podem fazer uma falsa associagao
com a nao-linearidade por ser o primeiro exemplo de dominio discreto bem como
de fungao nao linear. Alguns alunos podem tentar também unir os pontos com seg-
mentos de reta, como em um gréafico de linhas, e caso haja essa divida, é importante

indicar a diferenca de um grafico de linhas e do grafico de uma fungao.

Nessa situagao problema, muitas vezes os alunos conseguem entender a relagao
entre as variaveis e chegar sozinhos a lei de formagao, dada por uma fungao racional
da forma f(z) = %, com o numerador a igual ao prego da pizza e o denominador
sendo a propria variavel x, de forma que o valor por pessoa pode ser calculado usando
uma simples divisdo. E interessante mostrar aos alunos que, embora o dominio se
constitua apenas de nimeros inteiros, a imagem pode conter ntimeros racionais, uma

vez que é o resultado de um quociente. Para os valores estabelecidos aqui, temos

"Aqui, é interessante mostrar aos alunos que a taxa de variacio, calculada novamente como uma razao

entre a variacao sofrida pelas duas variaveis envolvidas na relagao funcional, varia dependendo dos pontos
que sao escolhidos para o seu calculo. Mostre que a taxa de variagao é maior quando sao usados valores
menores de z e é menor quando sao usados valores maiores de x, de forma que a inclinagao do gréfico
comeca maior e termina mais proxima & horizontal.
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Figura 33: Representacao grafica da fun¢ao associada a situagao problema do prego da
pizza a ser dividido entre um grupo de amigos. A linha vermelha mais clara é representada
aqui para mostrar o formato da funcao caso o dominio fosse continuo, embora para a
situacao dada, com dominio discreto, o grafico consista apenas dos pontos representados
em verde.

entao que:®

flz) = @ ou f:Zf — QnJo0,60]

D(f) = {zeZlxz>1} r o~ flz)=2.
Im(f) = {yeQ0<y<60}

3. Situagao do Carro

Aqui é necessario estabelecer o prego inicial (prego de compra) do carro, diga-
mos R$ 40.000,00. Nenhuma outra informagao é necesséria, ja que a desvalorizagao
anual esté fixada em 10%, e os alunos devem perceber isso. Com esse dado fixado,
¢ possivel montar uma tabela e um grafico para a funcao, ilustrados na Figura 34.
Independente dos valores fixados, o grafico devera mostrar um decrescimento nao-
linear ao longo de todo dominio, que é um intervalo real limitado inferiormente. O
grafico é decrescente, pois a cada ano o valor de revenda do carro é menor que no
ano anterior. O dominio é constituido de um intervalo real limitado inferiormente,
pois é possivel calcular o preco de revenda do carro em qualquer momento apos sua
compra, e essa desvalorizagao ocorre gradualmente ao longo do tempo (o preco do
carro nao diminui subitamente no aniversario de compra do carro, por exemplo). Na

representacao grafica da funcao, isso é representado por uma linha continua unindo

80 conjunto denominado aqui e nos préximos exemplos por Conjunto Imagem ¢ de fato um Contra-
dominio da funcao, uma vez que nem todos os elementos desse conjunto sao imagem de um elemento do
Dominio.
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Figura 34: Representacao gréafica da fungao associada a situacao problema do preco de
revenda de um carro em funcao do tempo apds a compra.

os pontos calculados para tabela.

O grafico nao ¢ linear porque a cada ano, ao calcular os 10% de depreciacao
do valor de revenda, essa diminuicao no valor é menor, pois o valor do carro ja
diminuiu no ano anterior. Um erro comum dos alunos ¢ tentarem diminuir uma
parcela constante, de forma que em 10 anos o valor de revenda do carro seria nulo.
E importante discutir com os alunos a diferenca entre diminuir uma parcela cons-
tante e diminuir 10% ao ano. Nessa situagao problema, em geral os alunos nao
conseguem chegar sozinhos a lei de formacgao. Mostrar o passo a passo do calculo da
porcentagem utilizando uma regra de trés e evidenciando o fator 0,9 que aparece em
comum no calculo de cada ano em geral auxilia os alunos a perceber a relacao entre
as variaveis. E interessante mostrar aos alunos que o fator de 0,9 surge da subtracao
100% — 10%. Agrupando os fatores 0,9 em comum, chega-se a lei de formagao, dada
por uma fungao exponencial da forma f(z) = a - (0,9)", onde a representa o prego
inicial (prego de compra) do carro. E interessante também mostrar aos alunos que
com o passar de muitos anos o valor do carro se aproximaria de R$ 0,00, mas que
sempre seria um valor positivo. E interessante novamente pontuar a importancia de

colocar os eixos em escalas. Para os valores estabelecidos aqui, temos entao que:

f(z) = 40000 - (0,9) ou f:Rt — [0,40000]
D(f) = {z€eRjz>0} x — f(x) =40000- (0,9)"
Im(f) = {y€R|0<y < 40000}

4. Situagao de telefonia movel
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Figura 35: Representacao gréafica da funcao associada a situagao problema do preco de
total pago pelo consumidor em func¢ao dos pacotes de dados contratados.

Aqui é necessario estabelecer o preco do plano controle, digamos R$ 50,00, o
tamanho do pacote de dados incluido no plano controle, digamos 10 GB, e o valor
do pacote adicional de dados, digamos R$ 10,00 por cada novo gigabyte. Nessa
situagao, é interessante fazer os alunos perceberem que, embora o dominio seja
continuo, composto por todos os nimeros nao negativos, o preco total pago pelo
consumidor d& saltos, uma vez que o pacote contratado nao depende do consumo.
Dessa forma, com os nimeros exemplificados aqui, para um consumo até 10 GB
o valor pago sera o valor constante de R$50,00, e entdao, para cada novo pacote
contratado, o prego total ficaré constante também, de forma que o grafico da fungao
se assemelharda a uma escada, como ilustrado na Figura 35. A representacao do
grafico na Desmos nao evidencia o valor da funcao corretamente nos pontos de
descontinuidade, sendo necessario relembrar aos alunos a notagao correta (e e o) para
delimitar os trechos da funcao, como ilustrado na Figura 36. Tal edi¢cao pode ser feita
na propria calculadora Desmos, utilizando a inser¢ao de pontos nos extremos dos
intervalos e editando a formatacao dos pontos. Para auxiliar os alunos a perceberem
a natureza descontinua do grafico desta situagao problema é tutil fazer uma tabela
de valores e incluir o célculo de varios pares ordenados. Este também é um bom
momento para refor¢ar como delimitar o dominio de uma fungao na Desmos, uma
vez que serd necessario delimitar intervalos do dominio para poder criar o grafico

com os alunos utilizando varias sentencas, conforme ilustrado aqui.

Os alunos, em geral, ficam curiosos em como é possivel escrever a lei de for-

macao de uma fungao dessa natureza. Embora tal representacao algébrica exista,
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Figura 36: Representacao gréafica da fungao associada a situacao problema do preco de
total pago pelo consumidor em funcao dos pacotes de dados contratados, corrigindo os
extremos dos intervalos com a insergao de pontos.

ela sai do escopo do esperado para um aluno de Ensino Médio. Caso haja a curio-
sidade, os alunos podem ser encorajados a pesquisar sobre a existéncia de fungoes
definidas por mais de uma sentenca e das funcoes chao e teto, que podem auxiliar

na escrita da lei de formagao.

Em geral os alunos nao chegam ao grafico exposto aqui de forma independente,
mas ¢ esperado que os alunos cheguem a graficos que mostrem um crescimento,
preferencialmente linear. Algumas das caracteristicas dependerao da interpretacao
dada pelo aluno e de escolhas individuais na hora dos calculos. Dessa forma, respos-
tas que difiram do exemplo trazido aqui nao necessariamente estarao erradas, sao
apenas frutos de interpretagoes e modelagens diferentes. Ainda assim, é interessante
mostrar essa solugao aos alunos para que eles tenham contato com um grafico com

descontinuidades.

Para a interpretagao dada aqui e o grafico representado na Figura 36, temos

que:
50, se 0 <2 <10 o
60, se 10 <z <11 e =000 50, se 0 <z <10
flz) =< 70, sell <z <12 : <<

D(f) ={z €R|z >0}
Im(f) ={y € R|y >50}

60, sel0<x <11
r = f(r) =< 70, sell <x <12
80, sel2 <ax <13
90, sel3<ax <14

80, sel2<x <13 , ou
90, sel3<ax <14

Apos corrigir e discutir os graficos com os alunos, o restante da aula 3 seré dedicado
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Figura 37: Atividade na Desmos para a Aula 3, um jogo no estilo Cara a Cara usando
graficos de fungoes.

a um jogo para solidificar os termos aprendidos nas aulas 1 a 3. O jogo esta disponivel
online”, conforme mostra a Figura 37.

O jogo, denominado “Cara a Cara - Fungoes”, deve ser jogado em duplas utilizando
um computador ou tablet (a interface nao é adequada para o uso em celulares). Embora
parte do sistema esteja em inglés, nao é necessario o dominio desta lingua para realizar
a atividade. Como a atividade depende de o sistema encontrar uma dupla para cada
aluno, é necessario que seja realizada de forma sincrona com os alunos. O professor deve
fazer login no site e criar uma sessao da atividade, seja criando uma turma e atribuindo
a atividade a ela, seja criando um co6digo de sessao tunico. O site cria entao um codigo
a ser compartilhado com os alunos para que eles entrem na sessao. Mais detalhes sobre
como atribuir uma atividade a uma turma estao na Secao 3.2.

Uma vez que os alunos entrem na sessao, o site fard uma explicacao de como
funciona o jogo, que é basicamente uma adaptagao online e matematica do jogo Cara a
Cara, lancado no Brasil em 1986 pela empresa Estrela. O objetivo do jogo é que através
de perguntas do tipo “sim ou nao” e raciocinio logico, se descubra a fun¢ao escolhida pelo
parceiro sorteado a cada rodada.

Embora o proprio site explique como jogar, é interessante que o professor esteja

familiarizado com a forma de jogar para poder ajudar alunos com eventuais dificulda-

9Disponivel em https://teacher.desmos.com/polygraph/custom/6116f80665578728c34b37047.
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des. O site agruparé os alunos em dupla, sendo que a cada rodada um aluno escolhera
uma funcao e o outro tentara adivinhar qual foi a fungao escolhida, dentre as 16 op¢oes
disponiveis. Para isso, o aluno que esta tentando adivinhar devera fazer perguntas cuja
resposta seja apenas “sim” ou “nao” para o colega usando o chat do programa, tentando
maximizar o nimero de gréaficos que ele podera eliminar com base na resposta do colega.
O aluno que escolheu a fungao deveré entao clicar em “yes” ou “no” para responder a per-
gunta do colega. Apoés receber a resposta, o aluno que esta tentando descobrir a funcao
deve escolher quais graficos eliminar com base na resposta do colega e, encerrando essa
escolha, fazer uma nova pergunta. A rodada acaba quando o aluno que esta tentando
adivinhar o grafico consegue eliminar 15 das 16 opgoes disponiveis, chegando entao a um
grafico. Caso este seja o grafico certo, considera-se uma vitéria para a dupla, caso seja o
grafico errado, a dupla perdeu. Apoés encerrar a rodada, o programa alocaré esses alunos
com outros alunos da turma, de forma a revezar as duplas.

O professor deve encorajar os alunos a utilizar os termos trabalhados durante
as aulas para fazer suas perguntas, podendo monitorar em seu painel do professor as
perguntas feitas pelos alunos e interceder caso os alunos nao estejam usando os termos
corretos ou caso estejam errando as escolhas dos gréaficos durante o jogo. Apds os alunos
tentarem algumas rodadas, ¢ interessante discutir com a turma que tipo de perguntas
podem ser feitas para eliminar a maior quantidade de gréaficos, otimizando o processo de

adivinhacao.

4.4.2.1 Conceitos introduzidos nas Aulas 2 e 3

Taxa (Média) de Variagao. A taxa média de variagdo ¢ a razao entre a variavel de-

pendente e a variavel independente, calculada por

A
Taxa média de variacao = 2y
Az
_ flz2) = f(z)
To — X1 ’

onde x1 e xy sdo valores da variavel independente e f(x1) e f(xs) sdo os valores

correspondentes da variavel dependente y = f(x).

Grafico crescente. Se x; e x5 sao pontos do dominio de uma fungao crescente, entao
tem-se que se x7 < Ty, entdo f(x1) < f(zz). Visualmente, o grafico ¢ crescente
quando o valor de y aumenta a medida que percorremos o grafico da esquerda para

a direita.
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Grafico decrescente. Se x; e x5 sao pontos do dominio de uma funcao decrescente,
entdo tem-se que se x; < T, entdo f(xy) > f(xq). Visualmente, o grafico ¢ decres-
cente quando o valor de y diminui a medida que percorremos o grafico da esquerda

para a direita.

Grafico linear. Grafico no qual a taxa de variagao é constante ao longo de todo o do-
minio.

Grafico nao linear Grafico no qual a taxa de variacao nao é constante ao longo do

dominio.

Intervalo real limitado inferiormente. Intervalo da forma x > a ou x > a, onde a é

um numero real.

4.4.3 Aulas 4 e 5

Na Aula 4, retomamos as atividades das aulas anteriores, trabalhando com 10
novas situacoes problema. Confrontados com 10 novas situacoes problema, 10 opgoes de
grafico (dos quais trés estao em branco para que os alunos preencham) e 10 opgoes de lei
de formagao (das quais duas estdo em branco para que os alunos preencham). Os alunos
devem conectar cada situacao problema a um grafico, explorando preferencialmente suas
caracteristicas qualitativas, e, caso consigam, ligar cada par situacao-grafico a uma lei
de formacao. Ha, propositadamente, trés graficos em branco e duas leis de formagao em

branco.
Situagoes problema para os alunos trabalharem:

A) Um técnico em TI cobra um prego fixo para ir até sua casa, e mais um valor por

hora trabalhada.

— x: Tempo transcorrido, em horas.

— y: Preco cobrado pelo técnico.

B) Um site de e-books permite que vocé baixe dois livros de graga, e cobra um prego

fixo por cada livro adicional.

— 2: Numero de livros baixados.

— y: Preco a ser pago.

C) Uma lan house cobra um valor fixo por cada minuto de navegagao.
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— 2: Tempo de uso da internet.

— 1. Preco a ser pago.
Um bule com cha quente esta esfriando em cima de uma mesa.

— x: Tempo transcorrido.

— y: Temperatura do cha.

Dobrando um papel ao meio varias vezes, a espessura do papel varia com o nimero

de dobras.

— x: Numero de dobras.

— y: Espessura do papel.

Uma crianca estd em uma roda gigante que gira em torno do seu eixo por varias

voltas.

— z: Tempo transcorrido.

— y: Posi¢ao da crianga em relacao ao solo.
Durante uma sessao de treino, um carro esta dando voltas em uma pista de corrida.

— x: Velocidade média do carro.

— y: Tempo para completar uma volta.
Uma pessoa sopra para encher um balao, que infla sem estourar.

— 2: Volume de ar soprado.

— y: Diametro do balao.
Um jogador chuta uma bola de futebol para o alto.

— x: Tempo transcorrido.

— y: Altura da bola em relagao ao solo.
Um filme é projetado em uma tela.

— x: Distancia do projetor a tela.

— 4 Area da imagem projetada.
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Na Aula 5, o professor corrige e comenta essa atividade com as 10 fungoes, intro-
duzindo o conceito de familia de fungoes e a importancia desse conceito para os alunos
encontrarem a lei de formagao na atividade da Aula 4, independente dos nimeros que eles

escolheram para modelar a situacao-problema.

Gabarito da atividade e comentarios:

A: Técnico em TI

Gréafico G2 Lei de Formagao L1

¥

y = 60z + 40

Nessa situacao, ¢ interessante observar que:

e O grafico é crescente, pois quanto mais tempo o técnico trabalhar, mais ele ira

cobrar.

e O grafico é linear, pois o valor cobrado por hora trabalhada (taxa de variacao)

é constante .

e O grafico intercepta o eixo Oy em um valor positivo, pois o técnico cobra um

preco fixo mesmo que trabalhe zero horas.

e O dominio pode ser considerado um intervalo real limitado inferiormente,
obtendo-se uma reta crescente, ou pode se obter uma funcao “escada’ caso
considere-se que a fracao de hora serda cobrada como hora inteira. Para o

gabarito, optou-se por representar o grafico como uma reta crescente.

e Como o grafico ¢ linear e crescente, a lei de formacao corresponde a uma fungao

de primeiro grau com ambos parametros positivos.

B: Site de e-books

Nessa situacao, € interessante observar que:

e O dominio é discreto, e portanto, o grafico nao deve ser uma linha continua,

mas sim uma série de pontos. Dessa forma, ¢ necessario desenhar o grafico.
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Grafico G8 Lei de Formagao L9
5
/0, sex <2
. Y= 52-10, sea>2

O gréfico é crescente (a partir de dois livros), pois quanto mais livros sao

baixados, maior é o valor cobrado.

e O crescimento é linear, pois o valor cobrado por livro adicional (a partir de

dois livros) baixado é constante e corresponde a taxa de varia¢ao da fungao.

O grafico intercepta o eixo Oy em (0, 0) e intercepta o eizo Or em x =0, z = 1

e x = 2, pois para esses 3 valores de x o preco a ser pago ¢ nulo.

A lei de formagao deve ser definida por mais de uma sentenga, sendo uma
funcao constante para 0 < x < 2 e uma funcao de primeiro grau crescente
para x > 2. Dessa forma, a lei de formagao nao é nenhuma das leis L1 a L8

fornecidas.

C: Lan house

Grafico G5 Lei de Formacao 14

Nessa situagao, é interessante observar que:

e O grafico é crescente, pois quanto maior o tempo de uso da internet, maior o

valor a ser pago.

e O gréfico é linear, pois o valor cobrado por minuto de navegacao é constante,
conforme o enunciado, e dessa forma, a taxa de variagao é constante ao longo

de todo o gréfico.

e O grafico intercepta os eixos Oz e Oy no ponto (0,0), pois caso o tempo de

uso da internet seja nulo, o valor a ser pago é zero.
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e O dominio pode ser considerado um intervalo real limitado inferiormente,

obtendo-se uma reta crescente, ou pode ser um dominio discreto, considerando
apenas minutos inteiros. Para o gabarito, optou-se por considerar o dominio

real.

e A lei de formacao corresponde entao a uma funcao de primeiro grau com coe-

ficiente linear nulo e coeficiente angular positivo, y = ax.

D: Bule com cha

Gréfico G6 Lei de Formacao L8

¥y

y=25+70-(0,3)

Nessa situagao, ¢ interessante observar que:

e O gréfico é decrescente, pois a temperatura do cha diminui a medida que o

tempo passa e o ché esfria.

O grafico nao é linear, pois o decaimento da temperatura nao é constante ao
longo do tempo. Os alunos, caso nao tenham estudado termodindmica nas
aulas de fisica, em geral tém dificuldade de perceber isso. Para auxiliar os alu-
nos a entenderem a modelagem da situagao problema, discuta primeiramente o
que causa a transferéncia de calor e depois explique que a taxa de variacao da
temperatura em relacao ao tempo depende da diferenca de temperatura entre
o ché e o ambiente. Como a diferenca entre as temperaturas diminui com o
passar do tempo, a taxa de variagao também diminui. Dessa forma, a funcao

nao é uma linha reta, e sim uma curva decrescente com concavidade para cima.

O grafico intercepta o eixo Oy em um valor positivo, pois a temperatura inicial

do ché é positiva.

O grafico nao intercepta o eixo Ox, pois mesmo com o passar de muito tempo a
temperatura nao ficard negativa, uma vez que isso significaria que o ché estaria
congelado. Fisicamente isto ocorre por conta da diminuicao da temperatura

do cha ser limitada pela temperatura ambiente.
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e O dominio é um intervalo real limitado inferiormente, uma vez que o processo

de resfriamento é continuo.

e A lei de formagao dessa situagao é de dificil percepgao para alunos que nao
conhecam a lei do resfriamento de Newton das aulas de fisica. Vale fazer um
paralelo com a situacao problema do preco do carro vista na Aula 2 para

justificar que essa lei serd uma func¢ao exponencial decrescente.

E: Papel dobrado

Grafico G9 Lei de Formagao L6
5
. Y= 1000

Nessa situacao, € interessante observar que:

O grafico é crescente, pois a espessura do papel aumenta com cada dobra.

O grafico nao é linear, pois a cada dobra feita no papel a espessura é dupli-
cada, de forma que o incremento na espessura do papel nao é constante, e sim

crescente. Dessa forma, a taxa de variacao é crescente ao longo do grafico.

e O grafico intercepta o eixo Oy em um valor positivo, pois a espessura inicial
do papel é positiva.

e O dominio é discreto e constituido de ntimeros inteiros, pois nao é possivel ter

um numero fracionario de dobras.

e A lei de formacao para essa situagao é uma funcao exponencial crescente. Usu-
almente os alunos nao conseguem escrevé-la facilmente de forma nao recursiva
(como uma fungao exponencial), mas sao capazes de descrevé-la de forma recur-
siva como “a cada dobra do papel a espessura é multiplicada por 2”. Cabe aqui

ressaltar que multiplicagoes sucessivas podem ser escritas como uma poténcia.

F: Roda gigante

Nessa situagao, ¢ interessante observar que:
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Grafico G10 Lei de Formacao L10

¥

/ \V/ \ y = 40 + 30cos()

e O grafico alterna entre crescente e decrescente, pois a posicao da crianca é

ciclica quando se passa mais de uma volta na roda gigante. Assim, o grafico

dessa func¢ao nao corresponde a nenhum dos graficos dados.

O grafico nao ¢ linear, pois a posi¢ao da crianca, dada por uma fungao trigono-
métrica, tem sua taxa de variagao variando dependendo da posi¢ao da crianca.
Quando os alunos desenham o gréafico, é comum que fagam retas crescentes
e decrescentes. Embora a representacao acurada do grafico de uma funcgao
trigonométrica esteja fora do escopo desta sequéncia didatica, é interessante
desenhar uma circunferéncia e mostrar que, enquanto a velocidade angular da
roda gigante ¢ constante, a variacao da posi¢ao nao ¢ linear, uma vez que
uma rotagao de angulos equivalentes em posigoes distintas da circunferéncia

resultam em variagoes diferentes da posicao da crianga.

O grafico intercepta o eixo Oy em um valor positivo, pois a posi¢ao inicial da

crianga deve ser positiva.

O dominio é um intervalo real limitado inferiormente, pois a posig¢ao da crianca

varia continuamente ao longo do tempo.

A lei de formagao para essa situagdo ¢ uma fungdo trigonométrica (seno ou
cosseno). Usualmente os alunos ndo conseguem escrevé-la nem reconhecé-la, e
portanto, a lei de formacao foi deixada em branco. Para os alunos que queiram
aprofundar seus conhecimentos, vale uma leitura sobre movimento oscilatorio

e fungoes trigonométricas.

G: Carro de corrida

Nessa situagao, ¢ interessante observar que:

e O grafico é decrescente, pois, fixada a distancia a ser percorrida, quanto maior

a velocidade, menor o tempo necessario para completar o percurso.
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Grafico G1 Lei de Formagao L5

¥

e O grafico nao é linear, pois cada incremento na velocidade do carro corresponde
a uma diminuicao diferente do tempo necessario para concluir o percurso, ou

seja, ha diferentes taxas de variacao.

e O grafico nao intercepta nenhum dos eixos, pois ambas as variaveis nao podem

ter valor nulo, uma vez que tais valores nao apresentam sentido fisico.

e O dominio é um intervalo real limitado inferiormente, pois o tempo para com-
pletar o percurso pode ser computado para qualquer valor real de velocidade
média.

e A lei de formagao para essa situagao é uma func¢ao racional que pode ser obtida

A
da propria definicao de velocidade média: v = Kj — At = il
v
H: Balao inflando
Grafico G4 Lei de Formagao L7

¥

Nessa situagao, ¢ interessante observar que:

e O gréafico é crescente, pois o didmetro do balao aumenta a medida que o volume

de ar aumenta.

e O grafico nao é linear, pois cada incremento sucessivo no volume de ar cor-
responde a um aumento cada vez menor no diametro do balao, ou seja, ha

diferentes taxas de variagao.
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e O grafico intercepta os eixos Ox e Oy no ponto (0,0), pois o didmetro do

balao é nulo quando nao ha volume de ar. Pode-se pensar também que o
diametro é indefinido quando o volume é nulo, pois as paredes do balao estariam

colapsadas.

O dominio é um intervalo real limitado inferiormente, pois é possivel calcular
o diametro para qualquer valor real de volume de ar, assumindo que o balao

infle sem estourar, como no enunciado.

A lei de formagao para essa situacao é uma funcao radical que pode ser obtida
pensando no balao como uma esfera. O volume é entao é proporcional ao cubo
do raio da esfera, e isolando-se o raio e substituindo-o pelo didmetro, obtém-se

uma func¢ao radical.

I: Bola de futebol

Gréfico G3 Lei de Formacao L2

¥

y = 30z — Hz?

Nessa situagao, ¢ interessante observar que:

O gréfico tem um intervalo crescente e um intervalo decrescente, uma vez que
a bola inicialmente sobe, aumentando sua altura, e depois passa a cair devido

a gravidade, o que diminui a altura da bola.

O grafico nao é linear, pois a velocidade da bola inicialmente diminui, e depois
aumenta, de forma que o espaco percorrido pela bola nao é constante para

diferentes intervalos de tempo.

O grafico intercepta o eixo Oz duas vezes: uma no langamento e uma no seu
retorno ao solo. Aqui, optou-se por desconsiderar que a bola poderia continuar

subindo e descendo apods colidir com o solo.

O dominio é um intervalo real limitado inferiormente, pois a altura da bola

pode ser calculada para todos os valores de tempo transcorrido.

A lei de formagao para essa situagao é uma func¢ao de sequndo grau, de dificil

percepc¢ao para alunos que nao conhegam a equagao do movimento retilineo
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uniformemente variado, s = so + vot + %, das aulas de fisica. Ainda assim, é
possivel mostrar que, dentre as opcoes, esta lei de formacao tem as duas raizes
necessarias na situagao problema, pois a bola sai do solo e depois regressa ao
solo novamente. Lembre-se que o foco desta atividade é os alunos se familiari-
zarem com diferentes formatos de grafico e leis de formacao, e nao estudarem

um tipo de funcao a fundo.

J: Filme na tela

Grafico G7 Lei de Formagao L3

Nessa situagao, ¢ interessante observar que:

2

e O grafico é crescente, pois quanto maior a distancia do projetor, maior é a

imagem formada.

e O grafico ndo é linear, pois cada dimensao da imagem projetada (comprimento
e largura) aumenta proporcionalmente a distancia do projetor a tela, de forma
que cada incremento na distancia do projetor a tela resulta em um aumento

proporcional ao quadrado deste incremento na area da imagem formada.

e O gréafico intercepta os eixos Oz e Oy no ponto (0,0), pois a imagem possuiria
area nula se o projetor estivesse encostado na tela (caso a fonte de luz fosse

pontual).

e O dominio é um intervalo real limitado inferiormente, pois a distancia do pro-

jetor a tela pode ser ajustada para qualquer valor real positivo.

e A lei de formacao para essa situacao é uma funcao polinomial de segundo grau
pois a area da imagem ¢é proporcional ao quadrado da distancia do projetor a

tela.

Sugere-se que ap6s os alunos terem contato com as 15 situagoes exploradas nas
Aulas 1 a 5, o professor encoraje-os a, como uma atividade, elaborar e formalizar na
escrita uma situacao cotidiana nova, com enunciado e uma exploracao da relagao entre as

variaveis escolhidas, seguindo o que foi discutido nas aulas anteriores.
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4.4.3.1 Conceitos introduzidos nas Aulas 4 e 5

Familia de fungoes. Conjunto de fungoes obtidas ao se variar um parametro na equagao

de uma funcao.

Intersecgao com o eixo Oy. Ponto do grafico de uma func¢ao no qual o valor de = é

nulo, ou seja, o ponto (0, f(0)).

Intersecgao com o eixo Ozx. Ponto ou pontos do grafico de uma funcao onde o valor da
fungao é nulo, ou seja, os pontos da forma (z,0) que pertencem ao grafico. Também

chamados de zeros da funcdao ou raizes da funcao.

Fungao polinomial. Funcao da forma f(z) = a,2" + ap_12" ' + - -+ + aoz® + a1 + ag,
onde n é um ntmero natural dito o grau do polinémio e os nimeros ag, ay, as, . . ., G,

sao numeros reais denominados coeficientes do polinémio.

Funcgao de primeiro grau. Funcio polinomial da forma f(x) = ax + b, onde a e b séo
nimeros reais e a # 0. a ¢é dito o coeficiente angular e b o coeficiente linear da

fungao.

Fungao de segundo grau. Fungao polinomial da forma f(z) = az? + bz + ¢, onde a, b

e ¢ sao nameros reais e a # 0.

Funcao racional. Fun¢ao dada pela razao entre dois polinémios, da forma f(x) =

onde P e () sao polinomios.

Funcao radical. Fungao envolvendo uma poténcia racional de um polindémio, da forma
n ) o < L
f(z) = (P(z))™, onde P é um polinémio, n e m sdo nimeros inteiros com m # 0 e

n/m é fragao irredutivel.

Funcgao exponencial. Fungao da forma f(z) = b* em que b é uma constante real positiva

denominada base da funcao exponencial.

Funcgao trigonométrica. Fungao que envolve uma das razoes trigonométricas, da forma

f(z) =sen(z), f(z) = cos(z) e f(x) = tg(z), por exemplo.

Intervalo de crescimento de uma funcao. Subconjunto do dominio da fungao no qual
para quaisquer x; e s pertencentes a este intervalo tem se que f(z1) < f(z2) sempre

que r1 < Ta.
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Intervalo de decrescimento de uma fungao. Subconjunto do dominio da fungao no
qual para quaisquer z; e x5 pertencentes a este intervalo tem se que f(z1) > f(x9)

sempre que 1 < Ts.

4.4.4 Aula 6

Na Aula 6 os alunos trabalharao com um material online disponivel na plataforma
Desmos que aborda o tema de transformacao de fungoes e aprofunda o conceito de familia
de funcoes, introduzido na aula anterior. A atividade é pensada para ser auto guiada.
Idealmente o aluno deve ser capaz de explora-la sozinho, com o professor atuando mais
como suporte do que como instrutor.

A atividade esta disponivel online'® e para utiliza-la com a sua turma, o professor
deve acessar a plataforma, fazer login e criar um codigo de sessao para compartilhar com
seus alunos. A atividade possui 23 paginas de tarefas variadas para os alunos, conforme
mostra a Figura 38. O professor pode optar por introduzir um “ritmo”, como denominado
pela propria plataforma, fazendo com que os alunos tenham acesso a apenas algumas
paginas de cada vez, e assim o professor controla que os alunos s6 consigam avangar caso
j& tenham entendido as paginas em que trabalharam e pode criar momentos de discussao
das tarefas com toda a turma.

Resumidamente, as primeiras 4 paginas da atividade sao para os estudantes perce-
berem de forma visual que é possivel transformar fung¢oes no plano cartesiano. As paginas
5 a 11 trabalham o conceito de translagdo vertical e horizontal de func¢oes, vinculando as
alteragoes algébricas a seus efeitos no grafico. As paginas 12 a 17 trabalham as transforma-
coes de expansao, compressao e reflexao de fung¢oes na horizontal e na vertical, vinculando
as alteracoes algébricas a seus efeitos no grafico. A pagina 18 serve como revisao e resumo
do que foi visto na atividade e a pagina 19 serve como retorno para o professor sobre como
os alunos perceberam sua aprendizagem e seu interesse pela atividade. As paginas 20 a
23 sintetizam o que foi visto na aula, com tarefas que envolvem todas as transformacoes
trabalhadas. E esperado que ao fim dessa atividade, os alunos consigam distinguir en-
tre as variaveis e os pardmetros de uma funcdo, bem como sejam capazes de reconhecer,
planejar e executar transformacgoes em fungoes em suas representacoes algébrica e grafica.

Um dos propositos dessa atividade é que os alunos adquiram a proficiéncia neces-
séria no uso da calculadora grafica Desmos, necessaria para prosseguir com as atividades
desta sequéncia didatica. Para tanto, é importante que o professor tenha tal proficiéncia

também, para que possa auxiliar os alunos, caso surja alguma necessidade. O Apéndice C

Onttps://teacher.desmos.com/activitybuilder/custom/6165e6313becaflal3a2bffb?
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Transformac6es em Funcoes

A

PROFMAT

P

(&) D

Por Jéssica Franca

(V) Tablet (V) Notebook

O Guia do professor +

Atividade criada para a Sequéncia Didatica para ensino de fungdes, parte da dissertagio de mestrado de Jéssica de Aguiar Franga para o
programa de Mestrado Profissional PROFMAT - UFSC/SBM

Sessdes da atividade

Paginas

1 Fungdes de Primeiro Grau

\ ]

Mo grafico a
esquernds,
podemos ver §
finhas retas,
que
representam o
graficode §

6 Movimento ha Vertical

11 Agrupe as cartas de aco...

o

16 Reflexio de funcdes

Explique a
/ diferenca que
VAl faz o simbalo

U‘
21 Desafio 2
Sendo flx)a

fungdo s L

Crie uma conta ou inicie sesséo para atribuir esta atividade as suas turmas.

2 Funcdes de Segundo Grau
W | /| Nogréfico a
¢ esquerda,
podemaos ver §
pardbolas, que
representam o
R grafico de 5
fungdes de

7 Movendo gr: "Iﬁoos
-~/

| fungéio

Estique s
fungéo senoidsl
i, pretaao lado

17 Agrupe as cartas de ac...

=

22 Desafio 3

Sendo fix)a

3 Fungbes Sencidais

Mo grafico a

o AR E fungx:!es.
AN o iais

E possivel

18 Resumindo o que apren...

~23 Decafiod |

4 Familia de Fungdes
Note que néoé

possivel maver

uma parabala

pars sabrepor

uma senoide,

nem & possivel

maover uma

9 Translacdo de Funcdes

Asduas
expressdes

Mg abaixa ndo

14 Expansao I‘:;un‘mressé...

h

1

19 Onde vocé esta agora?

Amaste o ponto
para o local que

representa

Prévia do aluno

5 Translacdo de Funcdes
Arrasie a
fungho senaidsl

—~ preta ao lado

10 Quem esta certa?
Ana diz que

somar e

subtrair um

nimera & uma

fungéio faz o

grafico subir ou

descer.

15 Expanséo ! compressa...

20 Desafio 1

Sendo f(x)a
fungéio

Figura 38: Atividade na Desmos para a Aula 6, constituida de 23 péginas de tarefas
variadas para os alunos aprenderem sobre transformacoes e revisarem algumas familias

de fungoes.
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inclui uma captura de tela das paginas dessa atividade, com descriminacao do que é

esperado do aluno, orientagoes para o professor e exemplos de resposta para cada pagina.

4.4.4.1 Conceitos introduzidos na Aula 6

Transformacgao de uma fungao. Efeito geométrico sobre o grafico de y = f(x) ao se

realizar operagoes basicas sobre a funcao f ou a sua variavel independente x.

Translagao. Efeito geométrico sobre o gréfico de y = f(z) obtido ao se somar (ou sub-

trair) uma constante a fungao f ou a sua variavel independente z.

Expansao e contragao. Efeito geométrico sobre o gréfico de y = f(x) obtido ao se mul-
tiplicar (ou dividir) a func¢ao f ou a sua variavel independente x por uma constante

real positiva.

Reflexao. Efeito geométrico sobre o grafico de y = f(x) obtido ao se multiplicar a fungao

f ou a sua variavel independente x pela constante —1.

Parametro. Numeros reais (constantes) que aparecem somando, subtraindo, multipli-
cando ou dividindo fungoes e que, quando sao variados, geram uma familia de fun-

coes.

4.4.5 Aula 7

Nessa aula os alunos jogarao “Escorrega de Fungoes”, um jogo no qual o objetivo
é acertar todas as estrelas presentes na tela com as bolas que sao langadas. Para isso, os
alunos terao de transformar as funcgoes na tela, bem como limitar o dominio e a imagem
da funcao, para criar os caminhos e obstaculos para a bola, de forma que ela passe pelas
estrelas. O jogo, na forma de atividade da Desmos'! est4 disponivel online'?.

Assim como na atividade da Aula 6, para utiliza-la com a sua turma, o professor
deve acessar a plataforma, fazer login e criar um codigo de sessao para compartilhar
com seus alunos. A atividade, ilustrada na Figura 39, possui 26 paginas de tarefas e foi
desenvolvida para ser auto guiada. As primeiras telas introduzem ao aluno como limitar
o dominio e a imagem de um grafico na calculadora grafica Desmos, e gradualmente a

complexidade das tarefas aumenta. A pégina 15 serve como resumo de algumas familias

10O jogo foi criado utilizando o item Marbleslides do construtor de atividades da Desmos, explicado
na Subse¢do 3.2.2
2https://teacher.desmos.com/activitybuilder/custom/6173138a0586c8591c9ad9f77?
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de fungoes, com um exemplo de lei de formacao e do formato geral do grafico de cada
uma delas.

E importante que o professor avalie o progresso dos alunos constantemente, para
ver se eles estao conseguindo transformar as fungoes e limitar o dominio e imagem da
funcao adequadamente. Os alunos, as vezes, tém dificuldade principalmente na limitacao
do dominio e da imagem, particularmente ao trabalhar com valores negativos, pois erram
o sentido da inequacao. As tarefas propostas na atividade nao tém uma resposta correta,
assim os alunos podem cumprir cada objetivo de formas diferentes, sendo interessante

compartilhar entre os estudantes solucoes diferentes para o mesmo exercicio ou desafio.

4.4.5.1 Conceitos introduzidos na Aula 7

Dominio natural de uma funcao. Em casos em que a funcao é definida algebrica-
mente sem indicacao de dominio, considera-se como dominio natural de uma funcao
o conjunto de todos os niimeros reais para os quais a lei algébrica retorna um va-
lor real. Em uma calculadora grafica, quando nao especificado o dominio de uma

funcao, o software representara a fungao em todo seu dominio natural.

Limitagao do dominio de uma funcao. Em uma calculadora grafica, é a operacao
de restringir o dominio natural de uma funcao de forma a representar a funcao
apenas em um intervalo real limitado, por meio de uma inequagao em sua variavel

independente.

Limitacao da imagem de uma fungao. Em uma calculadora gréfica, é a operagao de
restringir a imagem de uma funcao representada em todo seu dominio natural de
forma a representar a fungao apenas em um intervalo real limitado por meio de uma

inequacao em sua variavel dependente.

4.4.6 Aulas 8,9 e 10

Nas Aulas 8 e 9, os alunos irao elaborar um desenho usando a calculadora grafica
Desmos. Na Aula 10, os alunos irao compartilhar os desenhos com os colegas. Para poder
salvar o desenho e posteriormente compartilhar com os colegas, é necessario que os alunos
se cadastrem em www.desmos.com e facam login. Uma vez logados, dentro do ambiente
da calculadora grafica, aparece a opgao “Salvar”.

Em geral os alunos conseguem elaborar desenhos extremamente elaborados e com



121

e ESGDFTBQB. de FLI n;ﬁes (0 Guia do professor

Par Jéssica Franga

PROFMAT

{ L\'

o mdye @ Tablat '@ Natebook

Atividade criada para a Sequéncia Didatica para ensina de funges, parte da dissertagio de mestrado de Jéssica de Aguiar Franga para o
programa de Mestrado Profissional PROFMAT - UFSC/SBM

Sessbes da atividade

Atribua esta atividade a uma das suas turmas ou crie um codigo de sessfio Onico,

Paginas Prévia do aluno
|.Esocmaga de Fungbes | | 4 Escarrega 1 ™ 5 Mais uma diéal
A /\\_;/ e
& Flscx:lmga 2 . Ilir.mn a"(’i IIEsmmagad |I Escomega 6
L]
_/\L A4 N A
11 Esu:clr;talxai=I 12 Esn!xm'egaa 13 E'lI Tega 9 15 Muito bem!
Agora,lenle  Equagio
resolver oS bagica: y=x
'-\; :\:' '\: (I':f"'im @
16 Delsiio 1 | 17 Desafib 2 18 Desafia 3 20 Desafio 5
N | N 2 =
&1 Desafio & 2 Desafia 7 | 23 III}as.E'ﬁCIB 25 I}Es.taicl“lﬂl
A2 N N .
26 Cueda lvre!
N

Figura 39: Atividade na Desmos para a Aula 7, constituida de 26 paginas de pratica
sobre familia de fungoes e transformagoes.



122

Figura 40: Desenhos realizados por alunos de Ensino Médio do Instituto Federal de Santa
Catarina, onde a autora leciona.

detalhes minuciosos, conforme ilustrados na Figura 40'3, que mostra desenhos feitos por
alunos do Ensino Médio como parte de uma atividade avaliativa. Para isso, é importante
que os alunos se sintam livres para fazer o desenho tao elaborado quanto conseguirem, e,
caso essa atividade seja avaliada de forma a resultar em uma nota, é interessante que os
requisitos para uma nota maxima sejam alcancaveis para todos os alunos no espacgo de
duas horas aula.

Para o desenvolvimento do projeto “Desenhando na Desmos”, é preciso que o pro-
fessor dé requisitos minimos para os desenhos e ajude os alunos quando estes nao conse-
guirem manipular as fung¢oes com o que eles aprenderam nas aulas anteriores. Requisitos

sugeridos para o professor solicitar aos alunos incluem:
— Nuimero minimo de func¢oes no desenho;
— Namero minimo de fungoes de diferentes familias no desenho;

— Harmonizagao das cores das funcoes;

13Disponiveis em:
https://www.desmos.com/calculator/oyllsphsf9?
https://www.desmos.com/calculator/cnuibrlOdy?
https://www.desmos.com/calculator/earod5ejqy?
https://www.desmos.com/calculator/vx9virefgv?
https://www.desmos.com/calculator/3oacqzi960?
https://www.desmos.com/calculator/2ajefcfnmd?
https://www.desmos.com/calculator/86¢cjtnve737
https://www.desmos.com/calculator/vrmva3xabc?
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— Originalidade da cria¢do (note que ha muitos links de desenhos feitos na Desmos

disponiveis na internet, inclusive na propria homepage do site.);

— Utilizacao de outras estruturas mateméticas como pontos, circulos ou tabelas;

As dificuldades mais comuns dos alunos sao com a notacao matemética e com o
uso do teclado do software. E comum que os alunos tenham dificuldade com a restricio
de dominio e imagem (principalmente quando realizam a restrigao antes de transformar
o grafico ou quando confundem o uso de < e >) e com o uso de sobrescrito nas fungdes
exponenciais, por exemplo.

A conclusao desta sequéncia didatica culmina com a apresentacao dos desenhos
pelos alunos, momento no qual os alunos podem explorar o que os colegas fizeram e como
eles fizeram, comparar diferentes estratégias utilizadas para criar uma forma especifica e

socializar as escolhas artisticas feitas por cada um. E um momento rico e leve.

4.5 AVALIACAO

Ao longo da sequéncia didatica foram sugeridas duas avaliagoes, (1) a elaboragao
e exploracao de uma situacao problema cotidiana semelhante as expostas nas Aulas 1 a
5 e (2) a confeccao de um desenho utilizando a calculadora grafica Desmos. Ambas as
avaliagoes sugeridas sao abertas e podem ser pensadas tanto como avaliagoes formativas
quanto avaliagoes somativas. Respeitando o ideal do trabalho em grupo e construgao
coletiva do conhecimento, uma estratégia de avaliagao que pode ser explorada nessas
atividades é a correcao por pares, nas quais os alunos tém acesso ao material produzido
pelos colegas para avaliar se a explicagao esta escrita de forma que o raciocinio do autor
pode ser acompanhado e se os requisitos solicitados foram alcangados.

Em consonancia com os objetivos desta sequéncia didatica, ao avaliar a primeira

atividade proposta é importante perceber se o aluno consegue:

— Elaborar uma situacao problema em que exista de fato uma relagao funcional entre

as grandezas;

— Interpretar sua situagao problema e representar a exploracao da situacao utilizando

diferentes representagoes de fungoes;

— Reconhecer se a relacao entre as variaveis é linear ou nao, utilizando para isso o

conceito de taxa de variacao.
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Apobs os alunos apresentarem suas situagoes, é interessante que o professor divida
alguns exemplos estimulantes com os colegas, as vezes apresentando um grafico, as ve-
zes uma equagao, as vezes uma tabela e pedindo para os alunos chegarem a uma outra
representacao da funcgao, inclusive elaborando uma situacao que possa ser representada
por aquela funcao. Tal exercicio ajuda a fomentar nos alunos a capacidade de transitar
entre as diferentes representagoes e de perceber semelhancas entre diferentes situacoes
que possam ser modeladas por func¢oes da mesma familia.

J& ao avaliar a segunda atividade proposta é importante perceber se o aluno con-

segue:

— Conceber, ao longo do desenvolvimento da atividade, que tipo de funcao ele usara
para criar um trago especifico no desenho, reconhecendo as caracteristicas do grafico

de cada familia de funcao;

— Planejar e executar translacoes, transformacgoes e limitacoes de dominio e imagem

nas fungoes utilizadas no desenho para delinear cada traco do desenho;

— Reconhecer os diferentes parametros das fungoes utilizadas no desenho e a influéncia

na mudanga de cada um na representagao grafica.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, foram produzidos dois produtos educacionais para os professores
de matemética de Ensino Médio: um guia de utilizacao das Atividades em Sala de Aula
da plataforma Desmos e uma sequéncia didatica para o ensino de funcoes, utilizando a
tecnologia de forma integrada as aulas.

A Desmos, embora seja uma ferramenta com diversas potencialidades para a utili-
zagao em sala de aula, ainda carece de guias de utilizacao e féruns de ajuda disponibiliza-
dos em portugués. Nesse sentido, trouxemos aqui um guia detalhado de como utilizar as
Atividades em Sala de Aula da plataforma Desmos e um guia de como montar uma ati-
vidade passo a passo na plataforma. Tais atividades podem ser elaboradas inclusive para
servir como um livro texto interativo, se programadas de forma adequada, como varios
exemplos disponibilizados pela curadoria do site. Dessa forma, podem ser utilizadas para
personalizar o processo de ensino-aprendizagem, possibilitando que cada aluno explore o
contetido em seu proprio ritmo, com feedback interativo a cada péagina.

O ensino de fungoes, embora seja central no curriculo de matematica no Ensino
Meédio brasileiro, ainda apresenta diversos obstéculos, dentre os quais podemos citar di-
ficuldades prévias dos alunos em conceitos necessarios para o entendimento de funcoes,
a segregacao do estudo de fungoes em seus diferentes tipos e a dificuldade de assimilar
fungoes como um objeto e nao apenas um processo. Em vista desses obstaculos, aqui
apresentamos uma sequéncia didatica, criada a partir da experiéncia da autora em sala de
aula, que aborda o tépico de funcoes de forma alicercada na literatura disponivel sobre o
ensino de algebra, e mais especificamente, de fun¢oes. Para fundamentar a proposta, foi
incluido um capitulo para discorrer sobre o historico de fung¢oes como objeto matematico
e como objeto de estudo no ensino béasico brasileiro, bem como sobre as pesquisas em
educacao matemaéatica disponiveis no que diz respeito ao ensino de funcgoes.

Dessa forma, as fungoes sao apresentadas inicialmente com menor rigor, de forma
aplicada a contextos familiares aos alunos e utilizando a tecnologia de forma integrada
para prover a representacao grafica das funcoes. A partir desta abordagem, a definicao
e diferentes caracteristicas de func¢oes sao trabalhadas, visando que o aluno ao mesmo
tempo consiga criar uma imagem mental abrangente e exata da definicao de funcao, e
compreender a fungao como um objeto matematico tinico, composto de seu dominio, con-
tradominio e regra de correspondéncia. Para tanto, a sequéncia didéatica culmina em uma
atividade ludica que requer do aluno a manipulagao algébrica de fungoes (e opcionalmente

de outras expressoes como inequagoes) ciente do impacto destas manipulagoes na repre-
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sentacao grafica. Essa abordagem, pensada para a introducao do conceito de fungao para
alunos do Ensino Médio, pode ser utilizada também em turmas recém ingressas no nivel
superior, de forma a promover o desenvolvimento de habilidades necesséarias para o estudo
do célculo diferencial e integral.

Como sugestao de trabalho futuro, podemos aplicar a proposta de sequéncia dida-
tica em turmas reais e avaliar o impacto desta abordagem na compreensao do conceito
de fungao. Além do resultado na aprendizagem, também pode ser ponderado o impacto
dessa abordagem na motivacao e no interesse dos alunos, uma vez que tais fatores sao
cruciais para o engajamento e aproveitamento discente. O guia de utilizacao das Ativi-
dades em Sala de Aula da Desmos produzido aqui pode ser editado para publicacao na
forma de um livro ou ebook, para facilitar o acesso a essa informagao pelos professores de

matematica que atuam nas salas de aula de Ensino Médio no pafs.
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Indice de funcionalidades das Atividades de Sala de Aula da Desmos
abordadas na Secao 3.3.

Funcionalidades gerais

—Como inserir um titulo na pagina? - Subsegao 3.3.1.
—Como inserir novos componentes na pagina? - Subsecao 3.3.1.

—Como inserir dicas para os professores, exemplos de resposta e ajuda ao aluno? -
Subsecao 3.3.1.

—Como inserir novas paginas na atividade? - Subsecao 3.3.1.
—Como mudar a ordem ou posicao de um componente na pagina? - Subsecao 3.3.2.
—Como copiar uma pagina de uma atividade ja existente? - Subsecao 3.3.8.

—Como publicar uma atividade? - Subse¢ao 3.3.10.
Componente Nota

—Como inserir texto em um item de Nota? - Subsegao 3.3.1.
—Como formatar o texto de um item Nota? - Subsecao 3.3.2.

—Como formatar o texto de um item de Nota para o formato de equacao? - Subse-
¢ao 3.3.5.

Componentes Grafico e Calculadora grafica

—Como editar o item Grafico? - Subsecao 3.3.1.

—Como criar um ponto moével e uma fungao passando por um ponto moével? -
Subsecao 3.3.1.

—Como personalizar a aparéncia das expressoes plotadas? - Subsecao 3.3.1.

—Como limitar os valores assumidos por um parametro definido por um controle
deslizante? - Subsecao 3.3.2.

—Como criar um parametro para possibilitar a corre¢ao automatica do grafico usando
a camada de computagao? - Subsegao 3.3.3.

—Como inserir uma nota na Calculadora grafica? - Subsegao 3.3.4.
—~Como inserir uma pasta na Calculadora grafica? - Subsegao 3.3.4.

—Como colocar uma expressao dentro de uma pasta na Calculadora grafica? - Sub-
secao 3.3.4.

—Como ocultar uma pasta da visao dos alunos na Calculadora grafica? - Subse-
cao 3.3.4.

Componente Miiltipla escolha

—Como formatar o texto de uma opg¢ao do item de Miltipla escolha para o formato
de equacgao? - Subsecao 3.3.3.

—Como configurar um item de Multipla escolha para ter correcao automatica? -
Subsecao 3.3.3.



136

Componente Desenho - Subsegao 3.3.5.

Componente Ordenagao de fichas

—Como configurar o componente Ordenacao de fichas? - Subsecao 3.3.6.

—Como definir um gabarito no componente Ordenacao de fichas? - Subsecao 3.3.6.

Componente Tabela - Subsecao 3.3.7.

Componentes Entrada de texto e Equacgao

—Como configurar um item de Entrada de texto ou Equacao para que a resposta de
um aluno seja compartilhada com os demais alunos da turma? - Subsecao 3.3.5.

—Como configurar um componente Equacao? - Subsecao 3.3.9.
Componente Marbleslides

—Como funciona o componente Marbleslides? - Subse¢ao 3.3.10.

—Como inserir as estrelas e a esfera em um componente Marbleslides? - Subse-
¢ao 3.3.10.

Camada de computagao

—Como abrir a camada de computacao de um componente? - Subsegao 3.3.1.

—Como desligar a funcionalidade de mostrar as coordenadas dos pontos ao clicar em
algum lugar do Grafico? - Subsecao 3.3.1.

—Como ignorar um item para o critério de correcao da pagina? - Subsecao 3.3.1.

—Como nomear um componente para utilizad-lo na camada de computacao? - Sub-
secao 3.3.2.

—Como referenciar um componente diferente na camada de computacao? - Subse-
cao 3.3.2.

—Como utilizar a camada de computacao para esconder um componente? - Subse-
cao 3.3.2.

—Como extrair o valor de um parametro de um componente Grafico? - Subse-
¢ao 3.3.3.

—Como criar uma variavel na camada de computacao? - Subsecao 3.3.3.

—Como usar um condicional em uma variavel na camada de computacao? - Subse-

¢ao 3.3.3.

—Como inserir uma variavel definida na camada de computacao no texto de um
componente de Nota? - Subsegao 3.3.3.

—Como utilizar um parametro de um componente Grafico para considerar o item
correto ou errado - Subsecoes 3.3.3 e 3.3.4.
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Resumo das atividades da sequéncia didatica e sugestoes de adaptagao para
aplicacao de forma isolada.

Aula 1 - Aula expositiva e dialogada.

Contetdos abordados: Variavel, variavel independente, varidvel dependente;
Fungao; Dominio e imagem de fungoes; Conjuntos continuos, discretos, limita-
dos e intervalos reais.

Pré-requisitos: Nogoes de algebra do ensino fundamental.

Adaptacoes e Sugestoes: Sem adaptagdes necessarias.

Aulas 2 e 3 - Resolucao de situacgoes problemas e atividade online “Cara a cara de fun-
¢oes”.

Contetdos abordados: Fungao; Dominio e imagem de fungoes; Taxa de varia-
¢ao; Grafico crescente e decrescente; Grafico linear e nao linear.

Pré-requisitos: Nogoes de fungao, relacoes de dependéncia, dominio e imagem
de fungoes, plano cartesiano e graficos no plano cartesiano.

Adaptacoes e Sugestoes: Para aplicar de forma isolada:

—As situagoes problema - é recomendado resolver uma das situagoes pro-
postas junto com a turma para que eles saibam o que é esperado da ati-
vidade antes de deixa-los explorarem a atividade em pequenos grupos.
Recomenda-se a resolugao da “Situacao do Carro” com os alunos, e que
eles trabalhem de forma independente nas demais.

—Cara a cada de fungoes - os alunos precisam saber vocabulario para des-
crever o grafico de uma funcao, em especial: crescimento e decrescimento,
grafico linear ou nao linear, dominio continuo e discreto. Nao é necessario
conhecimento prévio sobre a utilizacao do software Desmos para os alunos
realizarem a atividade, mas é importante que o docente esteja familiarizado
com a ferramenta, conforme descrito na Secao 3.2.

Aulas 4 e 5 - Resolucao de situagoes problemas.

Contetdos abordados: Func¢ao; Dominio e imagem de fungoes; Familia de fun-
¢oes — Funcoes polinomiais, racionais, radicais, exponenciais e trigonométricas;
Representagao grafica de fungoes; Taxa de variagao; Gréfico crescente e decres-
cente; Grafico linear e nao linear.

Pré-requisitos: Nocoes de funcao, dominio e imagem de funcgoes, taxa de varia-
¢ao, crescimento e decrescimento de fungoes e representacao grafica de fungoes.

Adaptacoes e Sugestoes:

—Para aplicar de forma isolada, é recomendado resolver uma das situagoes
propostas com a turma para que eles saibam o que é esperado da ati-
vidade antes de deixa-los explorarem a atividade em pequenos grupos.
Recomenda-se a resolucao da Situacao J - “Um filme é projetado em uma
tela” com os alunos, e que eles trabalhem de forma independente nas de-
mais.
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—Essa atividade pode ser feita fora do horario de aula, caso os alunos tenham
resolvido as atividades propostas nas Aulas 1 a 3, e apenas a correcao ser
feita em sala com os alunos, caso o docente nao disponha do tempo para
implementar toda a sequéncia didatica em aula. Para auxiliar os alunos
a resolverem sem a supervisao docente, recomenda-se deixar a atividade
com as seguintes perguntas orientadoras:

1.0 grafico deve ser crescente ou decrescente?

2.0 dominio é discreto ou continuo?

3.Como é a taxa de variaco da funcao? E constante? Est4 aumentando?
4.0 que acontece quando a varidvel & assume o valor 07

5.Juntando essas informacgoes, como deve ser o grafico da fungao?

6.Que tipo de fungao vocé espera que se relacione com o gréafico obtido?

Aula 6 - Atividade online “Transformacao de fungoes”.

Conteidos abordados: Representacao grafica de fungoes; Familia de fungoes;
Transformacao de funcgoes: translacao, reflexao, expansao e contragao.

Pré-requisitos: Nocoes de fungao, dominio e imagem de fungoes, representa-
¢ao algébrica e grafica de funcgoes, variaveis, variavel independente, variavel
dependente.

Adaptacoes e Sugestoes: Para aplicar de forma isolada a atividade “Transfor-
macao de fungoes” é necessario que os aluno estejam familiarizados com os
conceitos de variavel independente e dependente e com a notacao algébrica de
relagoes funcionais, bem como com a representacao grafica de fungoes. Nao é
necessario conhecimento prévio sobre a utilizacao do software Desmos para os
alunos realizarem a atividade, mas ¢ importante que o docente esteja familia-
rizado com a ferramenta, conforme descrito na Segao 3.2.

Aula 7 - Atividade online “Escorrega de fungoes”.

Contetdos abordados: Representacao grafica de fungoes; Familia de funcoes;
Transformacao de fungoes: translacao, reflexao, expansao e contracao; Dominio
e imagem de uma funcao.

Pré-requisitos: Nogoes de fungao, dominio e imagem de fungoes, representagao
algébrica e grafica de fungoes, variaveis, variavel independente, variavel depen-
dente, transformacao de funcgoes: translacao, reflexao, expansao e contragao.

Adaptacoes e Sugestoes:

—Recomenda-se aplicar essa atividade apds a aplicacao da atividade “Trans-
formagao de fungoes”.

—Essa atividade pode ser feita fora do horario de aula, ap6s os alunos te-
rem realizado a atividade “Transformacao de fungoes”, caso o docente nao
disponha do tempo para implementar toda a sequéncia didatica em aula.
Nessa situacao, é crucial que o docente acompanhe o desenvolvimento da
atividade no Painel do Professor na plataforma Desmos e intervenha com
a turma caso haja desafios que os alunos nao consigam resolver.
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—Para aplicar de forma isolada a atividade “Escorrega de funcgoes” é ne-
cessario que os alunos estejam familiarizados com os conceitos de variavel
independente e dependente, com a notacao algébrica de relagoes funcionais,
bem como com a representacao grafica de fungoes e as transformacoes de
translacao, reflexao, expansao e contracao de fungoes. Nao é necessario
conhecimento prévio sobre a utilizacao do software Desmos para os alunos
realizarem a atividade, mas é importante que o docente esteja familiarizado
com a ferramenta, conforme descrito na Segao 3.2.

Aulas 8 a 10 - Construgao de um desenho na calculadora gréfica.

Contetdos abordados: Representacao grafica de funcoes; Familia de fungoes;
Transformagao de fungoes: translacao, reflexao, expansao e contragao; Dominio
e imagem de uma funcao.

Pré-requisitos: Nocoes de func¢ao, dominio e imagem de funcoes, representacao
algébrica e grafica de fungoes, varidvel, variavel independente, varidvel depen-
dente, transformacao de fungoes: translacgao, reflexao, expansao e contragao.

Adaptacoes e Sugestoes: Para aplicar de forma isolada, é necessario que os
alunos estejam familiarizados com a notacao algébrica de relagoes funcionais,
com a representacao grafica de funcoes e as transformagoes de translagao, re-
flexdo, expansao e contracdo de funcoes. E recomendado mas nao necesséario
que os alunos tenham conhecimento prévio sobre a utilizacao do software Des-
mos. Caso os alunos nao tenham utilizado a calculadora grafica Desmos an-
teriormente, sera necessario mais tempo para se acostumarem com a notacao
necessaria para utilizagao do software. Recomenda-se também, neste caso, que
os alunos facam a “Visita Guiada” disponivel na calculadora grafica Desmos e
que tenham acesso a uma lista do formato geral de algumas familias de fungoes,
como a disponivel na pagina 15 da atividade “Escorrega de fung¢oes” para servir
de base para o inicio do desenho.
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Abaixo estao capturas de tela da atividade de Transformacao de Funcgoes utilizada
na Aula 6 (Subsegdo 4.4.4)!, com indicacao do que é esperado do aluno em cada pagina,
orientacoes ao professor, e exemplos de resposta, quando apropriado.

Pagina 1

HH 1de23
Fungées de Primeiro Grau

/ No grafico a esquerda, podemos ver 5 linhas retas, que
/ representam o grafico de 5 fungdes de primeiro grau.

/ - R

E possivel mexer os pontos pretos para fazer a reta
/ preta ficar sobre cada uma das outras retas, uma de
f cada vez. Tente fazer isso!

/ Dessa forma, podemos pensar que todas as fungoes
Y de primeiro grau sédo transformagées de uma fungéo
"base", que apenas muda de posigéo e diregéo.

O que é esperado do aluno?

Proximo »

Nessa péagina os alunos devem arrastar os pontos pretos do grafico, usando o mouse,
de forma que a reta preta sobreponha cada uma das retas coloridas, uma de cada vez. E

uma pagina apenas de exploracao.

Orientagoes ao Professor

Veja se os alunos entenderam o comando e se conseguem arrastar os pontos corre-

tamente.

IDisponivel em

https://teacher.desmos.com/activitybuilder/custom/6165e6313becafiall3a2bffb?.
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Pagina 2

H < 2de23 Préximo »
Fungées de Segundo Grau

/ No grafico a esquerda, podemos ver 5 parabolas, que
representam o grafico de 5 fungdes de segundo grau.
/

-
~

E possivel mexer os pontos pretos para fazer a

parabola preta ficar sobre cada uma das outras

\ parabolas, uma de cada vez. Tente fazer isso!
/

\

Dessa forma, podemos pensar que todas as fungées
de segundo grau séo transformagdes de uma Unica

fungao "base", que apenas muda de posigéo e
\ - -
0 = v s orientagéo.

!

O que é esperado do aluno?

Nessa pagina os alunos devem arrastar os pontos pretos do grafico, usando o mouse,

de forma que a parabola preta sobreponha cada uma das paréabolas coloridas, uma de cada
vez. B uma pagina apenas de exploragao.

Orientagoes ao Professor

Veja se os alunos entenderam o comando e se conseguem arrastar os pontos corre-
tamente.

Pagina 3
PREVIA DA PAGINA DO A e € 3de23 Proximo »
Fungées Senoidais

No grafico a esquerda, podemos ver 4 fungées
senoidais.

E possivel mexer os pontos pretos para fazer a
senoide preta ficar sobre cada uma das outras
7\ S~ I T senoides, uma de cada vez. Tente fazer isso!

/ \
/ \ AR

/ \ Dessa forma, podemos pensar que todas as senoides
-1 S< /\( N—7" "~~C no plano s&o apenas transformagdes de uma Unica
/ senoide, que muda de posic¢éo e tamanho.
\ - N \ | /" q posic:
/\

O que é esperado do aluno?

Nessa pagina os alunos devem arrastar os pontos pretos do grafico, usando o mouse,

de forma que a senoide preta sobreponha cada uma das senoides coloridas, uma de cada
vez. E uma péagina apenas de exploracao.

Orientagoes ao Professor
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Caso o professor opte por fazer a atividade ritmada, nesta pagina é um bom mo-
mento para comegar a trabalhar o vocabulario das transformacoes com os alunos. Discuta
com eles as mudancas que os graficos sofrem quando cada ponto é arrastado em dire¢oes
diferentes, fazendo-os perceber a diferenca entre as transformacoes de translacao e de
expansao e compressao, e a diferenca de transformacoes que ocorrem na horizontal e na
vertical. Comece com uma linguagem informal e aos poucos introduza o vocabulario

matematico.

Pagina 4

PREVIA DA PAGINA DO ALUNO HH < 4de23 Proximo »

Familia de Fungdes
Note que néo ¢ possivel mover uma parabola para m Exemplo 2
sobrepor uma senoide, nem & possivel mover uma
senoide para sobrepor uma parabola: elas sdo de I
familias diferentes. |
!
Vocé consegue reconhecer uma familia de fungdes I’
pelo gréfico ao se atentar para o formato e as \\ I
caracteristicas do grafico, ndo importa a posigao, 1 \ 5 /
diregéo, orientagéo ou o tamanho dele. \ /

O que é esperado do aluno?

Aqui os alunos devem manipular os pontos pretos até perceberem que é impossivel
sobrepor os dois graficos de familias diferentes de funcoes. E interessante que os alunos
entendam porqué é impossivel sobrepor esses gréficos.

Orientacoes ao Professor

Esta pagina prové um momento interessante para discutir o que significa a igual-
dade de duas fungoes, e a necessidade de terem o mesmo dominio, imagem e lei de for-
macao, bem como da igualdade da fun¢ao em todos os pontos.
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Pagina 5
PREVIA DA PAGINA DO ALUNO et < 5de 23 Préximo »
Translagédo de Fungdes

10 Arraste a fungéo senoidal preta ao lado para que ela
sobreponha a fungédo azul.

Para fazer isso vocé precisa mexer o grafico em que

diregéo?
< //,\\ /,\\\ /,\\\
AN N 4 Vertical Horizontal
N
N7 Nl AR
-1\/ 5 B > Essa c_!lreg;éo corresponde a qual eixo do plano
cartesiano?
Eixo x
5 l Eixo y

O que é esperado do aluno?

Aqui o aluno deve arrastar o ponto preto que esté inicialmente no (0, 0) até o ponto
(0, 2), ou seja, arrastar o ponto duas unidades na vertical, sem mové-lo na horizontal. Em
seguida, deve responder a duas perguntas caracterizando este movimento, diferenciando
entre movimento na horizontal e na vertical, e movimento ao longo do eixo Ox e do eixo

Oy.

Orientacoes ao Professor

Auxilie os alunos que tem dificuldade em distinguir horizontal e vertical e relembre-
0s que por convencao utiliza-se o eixo Ox na horizontal, para representar os valores da
varidvel independente, e o eixo Oy na vertical, para representar os valores da variavel
dependente.

Exemplo de resposta

PREVIA DA PAGINA DO ALUNO B HH ¢ 5de23  Proximo )

Translagéo de Fungdes
10 Arraste a fungéo senoidal preta ao lado para que ela
sobreponha a fungéo azul.

Vocé moveu a fungdo 2 unidades na vertical e 0
unidades na horizontal.

Para fazer isso vocé precisa mexer o grafico em que

\/\//\/\ drecao?

Essa diregéo corresponde a qual eixo do plano
cartesiano?

Eixo x

(® Eixo y
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P
Pagina 6
PRE DA P LU flm] =5 < 6de 23 Préximo »
Movimento na Vertical
i L # K F
1 | | 6 | | | | .
Ao movimentar a fung&o, voceé fez ela se - +
mover na vertical, 2 unidades para cima
Esse movimento ocorreu no eixo y, onde _
est&o representados os valores de f(x).
4 |
A
Tente criar uma nova fungao, g(x), S PEN S s ~
fazendo alguma operagédo envolvendo o // \ / \\ /7 N // \ // \
numero 2 na fung&o f(x) de forma que o y \ / \ 2 / \\ ¥ \ v N\
grafico suba essas duas unidades \\ // \\ // \ 7 \ / \\ //
o~ ~ AN YA Nes

(2]
&
)

I
=
Z

{

U a\/ ¥ v <\/z 10
Dica: N&o altere o lado esquerdo da

equagao nem remova a variavel x. Apenas

teste incluir o nimero 2 na expressao | | 2
acima em posicdes diferentes e com

operagdes diferentes.

E a

O que é esperado do aluno?

Aqui o aluno deve explorar o efeito de diferentes operacoes na fungao representada
no grafico. Para isso, deve modificar a expressao g(¢) = f(x) para incluir a constante
2. As instrugbes na tela o orientam a nao modificar o lado esquerdo, g(x), nem remover
a variavel &, que sdo erros comuns entre os alunos que ainda nao compreenderam o con-
ceito de funcao e o objetivo da atividade. Tentativas esperadas incluem expressoes como
g(x) = f(x)+2,g9(x) = f(x—2) oug(x) = 2 f(x). Quando alguma transformacao
de f(x) for digitada, seu grafico aparecerd como uma linha preta no plano cartesiano.
Caso a linha preta sobreponha perfeitamente o grafico azul tracejado, o estudante sabera
que fez a transformagao esperada.

Orientagoes ao Professor

Dependendo da familiaridade dos alunos com a nota¢ao matematica, alguns alunos
podem nao entender as instrucoes nessa tela. Caso perceba uma dificuldade para realizar
as agoes esperadas, vale a pena interferir para descrever que o objetivo aqui é criar uma
nova funcio g(x) que é uma transformacio da f(x). E interessante mostrar aos alunos
que, caso eles modifiquem muito a funcao e nao saibam comecar do zero, existe a opc¢ao
de voltar na seta acima da barra lateral de fungoes, e que clicando no icone de ferramenta,
é possivel clicar em “Reset” para voltar a tela ao seu estado original.
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Exemplo de resposta

PREVIA DA PAG DO ALUNO B HH ¢ 6de23 Proximo )
Movimento na Vertical

+ - & « | £

Ao movimentar a fungao, vocé fez ela se
mover na vertical, 2 unidades para cima,
Esse movimento ocorreu no eixo y, onde
estdo representados os valores de f(x).

L I | 4 | I | !
A
Tente criar uma nova fungéo, g(x), |
fazendo alguma operagédo envolvendo o
numero 2 na fung&o f(x) de forma que o
gréfico suba essas duas unidades. \

3
g(x) =/ (x)+2 0 ) 5. 4 EN 0 3 4 N /8 10

Dica: N&o altere o lado esquerdo da
equagao nem remova a variavel x. Apenas
teste incluir o nimero 2 na expressao
acima em posicdes diferentes e com
operagoes diferentes.

4
5
a
P
Pagina 7
PREVIA DA PAGINA DO ALUN o = < 7de23 Proximo »
Movendo graficos
I I I I 8 I I I I I
ek & | F
Agora, tente descobrir como mover o +
grafico preto f(x) para cobrir cada um dos { ! 1 6
graficos tracejados. O gréafico vermelho ja : -
foi feito como exemplo. /
/ A
TN 7
Vermelho f "<
SRS
g(x) =1 (,\)+2 /\
Azul /'
. /
5 // Ne 7
@ ‘7("') :f(-\‘) -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
Laranja '
2 //
-
W (x)=s() RN g
Verde 4
B ) =70k)

O que é esperado do aluno?

Aqui os alunos devem transformar a fun¢ao f(a) com trés translagdes verticais
e uma translagao horizontal, uma de cada vez. O grafico em preto representa a fungao
f(x) e o grafico em vermelho mostra uma transformagao feita como exemplo do que é
esperado para as outras quatro nessa pagina. Partindo do movimento causado pela soma
em f(x) na tela anterior, os alunos precisarao: i) repetir uma operagao de soma em f(x);
ii) perceber que a subtracao em f(x) causard o movimento na vertical, para baixo; iii)
perceber que para movimentar na horizontal serda necessario somar ou subtrair em x e
nao em f(x).

Orientagoes ao Professor

Encoraje os alunos a arriscarem e interpretarem o grafico plotado pelo programa
para saber se acertaram ou nao, e dai chegarem a conclustes. Alguns alunos tém difi-
culdade de dar o salto da translagao vertical para a translacao horizontal. Incentive-os a
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tentarem nao s6 operacoes diferentes da soma e da subtracao ja utilizadas, mas também
a inserirem a operacao em @, ou “dentro do parénteses”.

Exemplo de resposta

PREVIA DA PAGINA DO ALUNO 1B HH € 7de23  Préximo »

Movendo graficos

+ ' e« | [T ° v
B +
Azul
6 T -
O o) =r()+4 / ﬁ
Laranja i i /\ 1
W 1) =sW)-1 | ~ / |
‘ Verde ' ' | ' '
@ v(x) =f(x)-3 II [ /\/
0 8 6 4 2 —l 0 / 2 4 6 8
Roxo // \\_ //
O ) =r(-5) I /
il‘ /4NN
’S 4
Pagina 8
PREVIA DA PAGINA DO ALUNO B HH ¢ 8de23  Proximo )

Movendo graficos n°2
+ 8« ‘ £

Agora, tente descobrir como mover o T T T 8 T T T T S
gréfico preto f(x) para cobrir cada um dos /]
graficos tracejados. O grafico vermelho ja | I
foi feito como exemplo. ! !

»

Vermelho / /

o) =7 (x-3) -2 ]

s

Azul

a(x) =f(x)

2]
\

Laranja o . % ) ENARD 3 3 5 3
N i) =f(x) ‘ / \/
i Verde | \\s///: -
<)/ :

O que é esperado do aluno?

Aqui os alunos devem transformar a funcdo f(x) com translagoes verticais e ho-
rizontais ao mesmo tempo. O grafico em preto representa a fun¢ao f(x) e o grafico em
vermelho mostra uma transformacao feita como exemplo do que é esperado para as outras
quatro nessa pagina. Os alunos deverao combinar as translagoes na vertical e na hori-
zontal aprendidas na pégina anterior, ora somando e subtraindo em f(x), ora somando
e subtraindo em «.

Orientagoes ao Professor
Encoraje os alunos a arriscarem tentativas e interpretarem o grafico plotado pelo
programa para saber se acertaram ou nao, e dai chegarem a conclusoes. Auxilie-os a
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encontrar um ponto de fécil identificacao e seu correspondente em cada curva e assim
planejarem a translagao necesséaria ao invés de ir na tentativa e erro.

Exemplo de resposta

PREVIA DA PAGINA DO ALUNO 1B HH ¢ 8de23 Proximo )

Movendo graficos n°2

+ - 8 « s ll
- +
Azul /
@ a(x) =f(x—2)+4 &
Laranja
D =61 U/
/
/
Verde 5 //
/
W v(x)=s(x+3)-3 v
/
/
Roxo 8 K - -2 0 4
\ /
1 \\//
@ r(x) =7f(x+4)+3
- 2
a
Pagina 9
PREVIA DA PAGINA DO ALUNO Pt < 9de23 Préximo )
Translagéo de Fungdes
u - T s o °v Asﬁuas expressdes abaixo ndo representam o mesmo
grafico.
10
f(x)+2
f(x+2)

Explique com suas palavras a diferenga que faz somar
2 a fungéo nas duas expressdes. Desenhe sobre o
gréafico ou volte a tela anterior e experimente
novamente, se preferir.

O que é esperado do aluno?

Aqui o aluno deve sintetizar e explicar com suas palavras a diferenca entre transla-
¢Oes verticais e translacoes horizontais. Caso auxilie no pensar, os alunos podem desenhar
sobre o grafico a esquerda para mostrar o resultado dos dois tipos de transformagao.

Orientagoes ao Professor
A ideia dessa péagina é que os alunos consigam internalizar a diferenca entre a
translacao vertical e horizontal. Caso eles tenham dificuldade de perceber e explicar a

diferenca do resultado da translacao f(x 4 2) e f(x) + 2, pega para eles retornarem
péagina 8 e testarem suas hipoteses.

o,



153

Exemplo de resposta

Quando somamos o 2 a f(x), temos f(x) + 2 e o movimento da fungao é na
vertical, para cima.

Quando somamos o 2 a &, temos f(x + 2) e o movimento é na horizontal, para a
esquerda.

Pagina 1

PAG D U flm] 5 < 10 de 23 Proximo »

Quem esta certa?

Ana diz que somar e subtrair um nimero a uma fungéo Ana
faz o grafico subir ou descer.

Bia
Bia diz que somar e subtrair um nimero a uma fungéo
faz o gréfico ir para a direita ou para a esquerda. (® Ambas

Quem esta certa? Nenhuma

Explique seu raciocinio.

O que é esperado do aluno?

Aqui o aluno deve aplicar o conhecimento organizado na pagina 9, percebendo que
a operacao utilizada na translacao vertical e na horizontal é a mesma, variando a posi¢ao
dela na expressao algébrica, ou seja, se a operagao é aplicada a x ou a f(x).

Orientagoes ao Professor
Caso os alunos tenham dificuldade nesta atividade, oriente que retornem as paginas
7, 8 e 9 e reavaliem as translacoes realizadas.

Exemplo de resposta
Ambas estao corretas, o movimento vai ser na horizontal ou na vertical dependendo
de onde colocamos o valor que esta somando ou subtraindo.
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P
Pagina 11
PREVIA DA PAGINA DO ALUNO HH € 1de23  Proximo >

Agrupe as cartas de acordo com o movimento da fungéo

Movimento para a
esquerda

g(1+x)

3+ h(x)

Movimento para cima Movimento para

baixo

sG=8)

Movimento para a
direita

h(x)—10

O que é esperado do aluno?

Aqui o aluno deve novamente diferenciar entre translacoes verticais e horizontais,
agrupando as transformacoes entre ‘Movimento para cima’, ‘Movimento para baixo’, ‘Mo-
vimento para a esquerda’ e ‘Movimento para a direita’.

Orientagoes ao Professor

Como algumas cartas a serem agrupadas tém a operagao posicionada antes do x
e do f(x), alguns alunos podem ter dificuldade nessa generalizagdo. Encoraje os alunos
a discutirem e justificarem os agrupamentos feitos, especialmente caso nem todos da
turma tenham agrupado da mesma forma. Faca os alunos que tém respostas diferentes
argumentarem até que percebam qual agrupamento ¢ mais adequado.

Exemplo de resposta

PREVIA DA PAGINA DO ALUNO 1B HH & 11de23 Proéximo

Agrupe as cartas de acordo com o movimento da fungdo

Movimento para cima Movimento para a

esquerda
3+h(x)

g(x+25)

f(x)+14

PS

g(1+2x)

PS

K Movimento para a
Movimento para baixo direita

h(x)—10 F(x—8)

PN
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P
Pagina 12
PREVIA DA PAGINA DO ALUNO HH € 12de23  Proximo »

Expansao de Fungdes

10 Estique a fungéo senoidal preta ao lado para que ela
sobreponha a fungédo azul e a vermelha, uma de cada
vez.

Vocé conseguiria fazer o mesmo efeito apenas
movendo o gréfico na vertical ou horinzontal, sem
alongar ou comprimir a fungéo?

N\ ~ ,
//\\ //‘ M\ M I )
L\ R II‘\ I\ ;o\ Sim
v

r—<dJ \ I \
7/\ /\ Explique seu raciocinio.

O que é esperado do aluno?

A ideia dessa pagina é que o aluno perceba que aqui o grafico nao esta se "mo-
vendo" (transladando) e sim se "esticando"ou "contraindo". Matematicamente, ao invés
de sofrer uma translagao, o grafico esta sofrendo uma expansao, ou na vertical (azul) ou
na horizontal (vermelho).

Orientagoes ao Professor

O aluno s6 deve avangar se conseguir distinguir uma translagao de uma expansao.
Caso note que algum aluno esta com dificuldade, vocé pode gerar uma discussao na turma,
para que os colegas tentem convencer uns aos outros sobre as diferencas e similaridades
entre as duas transformacoes.

Exemplo de resposta

PREVIA DA PAGINA DO ALUNO 18 HH { 12de23  Proximo )

Expanséo de Fungdes

10 Estique a fungéo senoidal preta ao lado para que ela
sobreponha a fungédo azul e a vermelha, uma de cada
vez.

Vocé conseguiria fazer o mesmo efeito apenas
movendo o gréfico na vertical ou horinzontal, sem
alongar ou comprimir a fungéo?

/N N, A "\
\ M
[N LN N sim “
/'7\ [ 1)

> \
N Z 17~
5 / vy A A /’ 3 Explique seu raciocinio.
(o (S ST \\_/I’ h
\ \ 1y \ / \\ / \ II Quando o grafico sofre uma translag&o, todos os pontos se
\v/ \\_/ \\/ \/ \/ movem na mesma dire¢cdo (e mesmo sentido). No grafico em

azul, alguns pontos se moveram para cima e outros para baixo.
No grafico em vermelho, alguns pontos se moveram para
-5 direita e outros para a esquerda.

-




Pagina 13

E DA PAC N e

Expansao na Vertical

< 13de 23 Proximo »

ar & K« 8 £
Ao esticar a fungao na vertical, vocé triplicou +
os valores da imagem de cada ponto da 6
fungao -
a
Tente criar uma nova fungao, g(x), fazendo
alguma operagéo envolvendo na fungéo f(x) 4
de forma que seu grafico sobreponha o
grafico pontilhado. s A 75 ~
/ \
A AN TR\ !\ AR
o~ | A 2 \ /N /|
O ()=sx) L T - AR —
! \ / \ \ / \ / \
v\ 2N \ 7N N\
R E 1
\./,7!Z U \ / U U “\\
| \ ! \ / \ \ / \
7 \ / / \ ! \ / \
7 \ / 2 \ /I I\ h
\ \ / (R \\ /
N\, \ \/ \ </
-4
a

O que é esperado do aluno?

Aqui os alunos devem explorar, na tentativa e erro, qual operacao fara a trans-
formacao de expansao. Assim como na pagina 6, os alunos devem tentar inserir uma
operagao na fungao f(x), sem alterar o lado esquerdo da equagdo, nem apagar a varia-
vel z. Tentativas esperadas incluem expressdes como g(z) = f(2z), g(x) = f(3)
ou g(x) = 2 - f(x). Quando alguma transformagao de f(x) for digitada, seu grafico
aparecera como uma linha preta no plano cartesiano. Caso a linha preta sobreponha per-
feitamente o grafico azul tracejado, o estudante saberé que fez a transformacao esperada.

Orientagoes ao Professor

Dependendo da familiaridade dos alunos com a notacao matemética, e a com-
preensao das péaginas anteriores desta atividade, alguns alunos podem nao entender as
instrugoes nessa tela. Caso perceba uma dificuldade para realizar as agoes esperadas, vale
a pena pedir aos alunos que retornem a pagina 6 e comparem o que é necessario fazer
aqui com o que foi feito 1a.
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Exemplo de resposta

DA PAG DO ALUNO & HH & 13de23  Proximo )

p

Expansao na Vertical

8

+ L # K F
Ao esticar a fungdo na vertical, vocé triplicou +

os valores da imagem de cada ponto da 6
fungao. -
A

Tente criar uma nova fungéo, g(x), fazendo
| | | 4

alguma operag&o envolvendo a fungao f(x)
de forma que seu gréafico sobreponha o
gréfico pontilhado

o) = 37(2)

Dica: N&o altere o lado esquerdo da
equagao nem remova a variavel x.

Pagina 14

PRE DA P D L (=] HH € 14de23  Proximo »
Expansé&o e compressao de graficos
o P « & F
| | | 8 I l | +
Agora, tente descobrir como mudar o grafico I +
preto f(x) para cobrir cada um dos gréaficos !
tracejados. [ -
E | | | | 6 | I
! A
Azul ll "
n '
D = A(x 4 t
D )=/ !
|
Verde :
5 | | I 20
I
NVIRIOESIE) ‘ if.
I"\ I
8 6 4 2 N\ 2 4 6 8 10
R '
A '
v
1 y-2 1
I v
i Vi
| \ [I
I 4
-

O que é esperado do aluno?
Aqui os alunos devem transformar a fun¢do f(x) com uma expansao vertical e

uma contragao vertical, uma de cada vez. O grafico em preto representa a fungao f(x).
Partindo do movimento causado pela multiplicagdo em f(x) na tela anterior, os alunos
precisardo: i) repetir uma operagao de multiplicagdo em f(x); ii) perceber que a divisao
em f(x) (ou a multiplicagdo por um numero entre 0 e 1) causara o efeito inverso, de

compressao.

Orientagoes ao Professor
Encoraje os alunos a arriscarem e interpretarem o grafico plotado pelo programa

para saber se acertaram ou nao, e dai chegarem a conclusoes.




158

Exemplo de resposta

DO ALUNO B HH { 14de23  Proximo »

Expanséo e compressao de graficos

+ « & F
[ | | I | | | s | | ] | =
Agora, tente descobrir como mudar o grafico +
preto f(x) para cobrir cada um dos graficos
tracejados. -
4
A
Azul
D ) = 1) 2
Verde | | Q
:/‘ 10 8 6 4 E 0 2 4 6 8 10,
V- f(;’)
-2
5
a
P
Pagina 1
PRE A D L (=] HH € 15de23 Proximo »
Expans&o e compresséo de graficos n°2
ek & F
3 |
Agora, tente descobrir como mudar o grafico +
preto f(x) para cobrir cada um dos graficos
tracejados. -
I | 2 | |
/ a
Laranja /
/
/
! 7

Roxo Ll
- ~o N\ A

(2]
£
Il
=
X
~

r(x) =7(x)

- IS
~
~
N
N
N\
&
\’Z
/
/
/
L/
/
L S
= 4
L/ -
’/O
\
\
\
S\
N
~N
N
N
"
N
-

Vermelho

=
I
=
S
o

O que é esperado do aluno?
Partindo do movimento causado pela multiplicagao e divisdo de f(x) na tela an-

terior, os alunos precisarao: i) perceber que multiplicar a fun¢ao f(x) por um ntmero
negativo causara uma reflexdo da fungao em torno do eixo «; ii) perceber que a multipli-
cacao e divisao de x causaré o efeito de dilatagao ou compressao na horizontal, nao na

vertical.

Orientacoes ao Professor
Encoraje os alunos a arriscarem tentativas e interpretarem o gréafico plotado pelo

programa para saber se acertaram ou nao, e dai chegarem a conclusoes. Auxilie-os a
encontrar um ponto de fécil identificacao e seu correspondente em cada curva e assim
perceberem a necessidade de uma reflexdo e de uma expansao ou compressao horizontal.
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Exemplo de resposta

EVIA DA PAG DO ALUNO & HH & 15de23  Proximo )

p

Expanséo e compressao de graficos n°2

+ L # K F
Agora, tente descobrir como mudar o grafico +
preto f(x) para cobrir cada um dos graficos
tracejados. -

2 a
Laranja
W i) =-1() T
Roxo \ \
. P 25— 0 \ 2 4
Y ) :f(g) \
Vermelho
-2
W v(x)=r(3x)
-

Pagina 16
PREVIA DA PAGINA DO ALUNO HH &  16de23  Proximo )

Reflexao de fungdes

{ V4 e T v | o~ o Explique a diferenga que faz o simbolo de — nas duas
— expressdes abaixo. Desenhe sobre o gréfico, se
10 preferir.
/(%)
s f(=x)
10 5 0 5 10
o~
5
-10

O que é esperado do aluno?

Aqui o aluno deve sintetizar e explicar com suas palavras a diferenca entre refle-
xoes em torno do eixo Ox e em torno do eixoOy. Caso auxilie no pensar, os alunos
podem desenhar sobre o grafico a esquerda para mostrar o resultado dos dois tipos de
transformacao.

Orientacoes ao Professor

A ideia dessa pagina é que os alunos consigam internalizar a diferenca entre a
reflexao vertical e horizontal. Caso eles tenham dificuldade de perceber e explicar a
diferenca do resultado da reflexdo f(—x) e —f(x), pega para eles retornarem a péagina
15 e testarem suas hipoteses.

Exemplo de resposta
Quando multiplicamos @ por —1, temos f(—x) e o movimento da funcdo ¢ de
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reflexao é na horizontal, em torno do eixo Oy.

Quando multiplicamos f(x) por —1, temos — f(x) e o movimento da fungao é de
reflexao é na vertical, em torno do eixo Ox.

Pagina 17

PREVIA DA PAG

DO ALUNO 8 HH { 17de23  Proximo )

Agrupe as cartas de acordo com a transformagao da fungéo

Translagdo na
vertical

Expansao ou
compressao
horizontal

f(x+3)

4+ glx)
Reflexdo em torno
do eixo y

h(x)-3

h(x) /(%)

x ) Translacdo na
4 horizontal

Expans&o ou

- . Reflexao em torno
compresséo vertical

do eixo x

O que é esperado do aluno?
Aqui o aluno deve diferenciar entre as diferentes transformacgoes, agrupando as
cartas entre ‘Translacao na vertical’, ‘Translacao na horizontal’, ‘Expansao ou compressao

vertical’, ‘Expansao ou compressao horizontal’, ‘Reflexao em torno do eixo @’ e ‘Reflexao
em torno do eixo y’.

Orientagoes ao Professor
Encoraje os alunos a discutirem e justificarem os agrupamentos feitos, especial-
mente caso nem todos da turma tenham agrupado da mesma forma. Faca os alunos

que tém respostas diferentes argumentarem até que percebam qual agrupamento ¢ mais
adequado.
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Exemplo de resposta

PREVIA DA PAGINA DO ALUNO B HH { 17de23  Proximo )

Agrupe as cartas de acordo com a transformagao da fungéo

- - Expanséo ou
Translagéo na vertical compress&o vertical Reflexao em tormo do

eixo x

h(x)-3 /,(“‘.)

4+ g(x) FA

37 (x)

a

Reflexao em torno do
Translagéo na Expansaoou eixo y
horizontal compressao horizontal

f(x+3) a( \,) f(=x)

PN
a

L
Pagina 18
PREVIA DA PAGINA DO ALUNO HH < 18de 23 Préximo »

Resumindo o que aprendemos

Transformagéo Efeito

f(x)+2 Fungzo sobe duas unidades na vertical
f(x+2)

flx=2)

O que é esperado do aluno?

Aqui os alunos devem resumir a relagao entre a representacao algébrica da trans-
formacao e seu impacto no gréafico da fungao. Para isso, devem escrever de forma resumida
o efeito de cada transformacao listada na coluna da esquerda.

Orientagoes ao Professor

Encoraje os alunos a completarem a tabela para terem como material de referéncia
para os exercicios. Estimule os alunos a escreverem usando uma linguagem coloquial que
sirva para eles entenderem posteriormente, mas também a usarem termos corretos para
se acostumarem com o linguajar matemaético.
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Exemplo de resposta

PREVIA DA PAGINA DO ALUNO B HH & 18de23  Proximo )

Resumindo o que aprendemos

Transformacgao Efeito

f(x)+2 Fungao sobe duas unidades na vertical

) Fung&o anda duas unidades para a
f(" T 2) esquerda

. Fung&o anda duas unidades para a
S(==2) direita

f(x)-2 Fungéo desce duas unidades na
oY vertical

27 (x) Fungéo estica na vertical, dobrando
- de tamanho

7(2x) Func@o contrai na horizontal, ficando
- com metade do tamanho

Fungao estica na horizontal, dobrando
de tamanho

S(x) Fungao contrai na vertical, ficando
2 com metade do tamanho

7/.(0 Fungzo reflete na vertical, girando em
torno do eixo x

Fungao reflete na horizontal, girando
f(=)
em torno do eixo y

L
Pagina 19
PREVIA DA PAGINA DO ALUNO HH < 19 de 23 Préximo »

Onde vocé esta agora?

Interessante Arraste o ponto para o local que representa como vocé
se sentiu sobre a aula de hoje.

Se quiser, explique sua escolha ou deixe um recado.

Ficou confuso Faz sentido

Desinteressante

O que é esperado do aluno?
Aqui os alunos tem uma oportunidade de dar um retorno sobre a aula para o

professor, indicando no plano cartesiano onde eles estao em termos de sua aprendizagem
e seu interesse na atividade.




Pagina 2

fn
s}

PR DO ALUNO FH { 20de23

Desafio 1

f«'Tflo Co

10

Sendo f(\) a fungéo representada em preto, qual a
expresséo da fungéo pontilhada em vermelho?

O que é esperado do aluno?

Préoximo »
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Nesta e nas proximas paginas, o aluno deve reconhecer quais transformagoes foram
realizadas na func¢ao f(x), representada em preto, para obtermos a nova fun¢ao represen-
tada em vermelho. Aqui o software nao da o indicativo visual para os alunos saberem se
estao certos, mas o aluno deve explicar seu raciocinio apés preencher a expressao algébrica

para a nova funcao.

Orientagoes ao Professor

Esta e as proximas péginas servem como uma avaliagao do nivel de entendimento
dos alunos. Como aqui nao ha o retorno visual do grafico e ha mais de uma transformagao
aplicada simultaneamente, os alunos podem se confundir. Recomende que eles avaliem
uma transformacao de cada vez, e se necessario, podem desenhar sobre o grafico para

organizar seu pensamento.

Exemplo de resposta

PREVIA DA P DO ALUNO O HH <  20de23

Desafio 1

s e T &

Sendo f(‘c) a fungéo representada em preto, qual a
expresséo da fungédo pontilhada em vermelho?

(x) =—f(x=2)+1

0

# Editar minha resposta

Explique seu raciocinio.

A fungéo refletiu em torno do eixo x, depois andou duas
unidades para a direita e uma unidade para baixo. Para
acompanhar, eu observei o deslocamento do ponto (-3,0)

# Editar minha resposta -10 -5 0 5 10

Proximo »
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PO
Pagina 21
PREVIA DA PAGINA DO ALUNO O HH < 21de23 Proximo

Desafio 2

Sendo f(x) a fungéo representada em preto, qual a ! - T N 2 °v
expresséo da fungdo pontilhada em vermelho?

10
5
-10 5 0 5 10
-5
-10
Exemplo de resposta
PREVIA DA PAGINA DO ALUNO & HH €  20de23  Proximo >
Desafio 1
Sendo f(x) a fungéo representada em preto, qual a . S T v o~ °v s X
expressao da fungéo pontilhada em vermelho? =
4
g(¥) =~/ (x—2)+1
# Editar minha resposta
5

Explique seu raciocinio.

A fungao refletiu em torno do eixo x, depois andou duas

unidades para a direita e uma unidade para baixo. Para
acompanhar, eu observei o deslocamento do ponto (-3,0).
AR

# Editar minha resposta -10 -5 \19 5 10
N\

As respostas de mais trés alunos apareceriam aqui.
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Pagina 22

PREVIA DA PAGINA DO ALUNO B HH & 22de23  Proximo )

Desafio 3

Sendo f(x) a fungéo representada em preto, qual a ! 7 T Ve °v
10

expresséo da fungéo pontilhada em vermelho?
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Exemplo de resposta
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Desafio 3
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Explique seu raciocinio.
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Na vertical, a fungéo dobrou de tamanho e desceu uma ,/ 2 \\
unidade, ent&o ficamos com 2f(x) — 1. 7 /_ l 2 \ ll
Na horizontal, o gréfico triplicou de tamanho, entdo devemos Ld \‘
0 5 10

dividir xpor 3.

#' Editar minha resposta

As respostas de mais trés alunos apareceriam aqui.
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Modifique a fungéo abaixo para que as
bolinhas passem por todas as estrelas, e
clique em langar.
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O que é esperado do aluno?
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Desafio 4
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Aqui o aluno deve realizar transformagoes na func¢ao f(x) dada até que, ao clicar
em lancar, as bolinhas langadas passem por todas as estrelas que estao no plano cartesiano.

Orientagoes ao Professor

E importante falar aos alunos que nao ha apenas uma resposta certa, e que por-
tanto, eles devem usar a criatividade e os conhecimentos adquiridos na aula para trans-

formar o grafico da funcao até que consiga coletar todas as estrelas do plano.

Exemplo de resposta
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Modifique a fung&o abaixo para que as
bolinhas passem por todas as estrelas, e
clique em langar.

Q -s(e8)es

e
ETs

Desafio 4

< 23de23

12

Q.




		2022-08-26T07:52:04-0300


		2022-08-26T08:57:34-0300




