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RESUMO

Este trabalho trata de uma proposta pedagdgica alternativa para o ensino de matrizes e
de suas operacdes. Tradicionalmente, os livros didéaticos abordam as operagdes entre matrizes
baseando-se apenas no ponto de vista algébrico, de uma maneira abstrata e com
contextualizacdes artificiais. A abordagem proposta aqui é conduzida através do estudo das
transformagdes geométricas no plano. Assim, € possivel dar uma interpretacdo geométrica
para cada matriz. Uma das vantagens dessa escolha é poder se utilizar de softwares de
Geometria Dinamica, que tornam o processo de ensino-aprendizagem mais instigante,
permitindo que o aluno tenha uma posi¢ao menos passiva no decorrer desse processo. Com
isso espera-se que ele deixe de ser um mero expectador de regras e conceitos € passe a ser
responsavel pela producdo do seu conhecimento, contribuindo assim para a desmistifica¢do da
aprendizagem da Matematica.

Palavras-chave: Matrizes, Transformacdes Geométricas, GeoGebra.



ABSTRACT

This work is a pedagogical alternative for teaching arrays and their operations.
Traditionally, textbooks dealing transactions between matrices based solely on algebraic point
of view, in an abstract way and contextualization artificial. The approach proposed here is
conducted through the study of geometric transformations in the plane. Thus, it is possible to
provide a geometric interpretation for each matrix. One advantage of this choice is to use the
power of Dynamic Geometry software, that make the process of teaching and learning more
exciting, allowing the student to have a less passive during this process. Thus it is expected
that it ceases to be a mere spectator of rules and concepts and become responsible for its
knowledge production, thereby helping to demystify the learning of mathematics.

Keywords: Matrices, Geometric Transformations, GeoGebra.
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INTRODUCAO

Muito se diz acerca da importincia da educacdo no desenvolvimento de uma nagdo,
assim como as deficiéncias do sistema educacional brasileiro. Um reflexo dessas deficiéncias

¢ a dificuldade no aprendizado da Matemadtica, verificadas em avaliagdes estaduais ou
nacionais como Enem, Saeb, Saerj, entre outras.

De um modo geral, o ensino da Matemdtica nas escolas, se faz de maneira
compartimentalizada, onde os professores do ensino fundamental € médio desenvolvem com
os seus alunos os conteudos de cunho algébrico e os algoritmos das operagdes matematicas,
de um modo repetitivo, descontextualizado, sem conexdo com outras areas da propria
matemadtica, quicd com a vivéncia social desse aluno, para depois se sobrar tempo, mostrar
que esses algoritmos tém aplicagdes que podem ser relacionadas a essas vivéncias.

O objetivo dessa dissertacdo é abordar o ensino das matrizes e de suas operagdes,
através de um viés geométrico, contemplando o plano cartesiano, os seus pontos, vetores € as
transformacdes geométricas cldssicas no plano, como homotetias, translagdes, reflexoes,
rotacdes, projecoes e cisalhamentos, além de composi¢des dessas transformacoes.

A metodologia desta pesquisa serd norteada pelo uso de uma ferramenta digital, o
software de Geometria Dinamica Geogebra, visando estimular os alunos a entender as
propriedades algébricas dessas transformacdes. Espera-se também que essa proposta motive
professores do ensino basico e estudantes de licenciatura em Matemadtica a pesquisar novas
alternativas de ensino.

Seguindo o curso natural da Histéria da Matemadtica, em 1858, trabalhando com
sistemas lineares em duas varidveis e transformagdes geométricas no plano, Arthur Cayley,
matematico britanico, definiu o conceito de matriz e suas operagdes. Como um sistema linear

69 £

em duas varidveis “x” e “y” é caracterizado por quatro coeficientes dependentes “a”, “b”, “c”
2 13 % 9

e “d”, e dois coeficientes independentes “ x” e “y’ 7, ele denotou esse sistema da seguinte
maneira:

X =ax + by I a bl, -
i escrevia (x,y') = A(x,y)
y =cx+ay c a

Cayley observou que algebra de matrizes por ele definida era tal que o produto de dois
elementos depende da ordem dos fatores, ou seja, o produto ndo é comutativo. Cayley
publicou suas descobertas no livro “Memoir on the theory of matrices”. Esse sistema linear
pode ser interpretado geometricamente através de uma transformacgdo linear do plano que
transforma um vetor (x, y) num vetor (x’, y’).

O que se percebe nos dias de hoje é que essa ponte existente entre a Geometria e a
Algebra das Matrizes é omitida dos alunos ao estudar esse tema, assim como informacdes
como esta sobre a Historia da Matematica, que poderiam ampliar o interesse do aluno em
saber como todos esses conhecimentos matematicos foram construidos com o passar do
tempo. A grande maioria dos livros didaticos de Ensino Médio se importa apenas em definir
matriz como sendo uma tabela composta de nimeros, € suas operacdes sdo simplesmente
informadas, sem qualquer ligacdo com o contexto geométrico que deu origem a teoria das
matrizes.



A dissertacdo € organizada como segue: no Capitulo 1 analisam-se os documentos
oficiais e as reflexdes de pesquisadores da drea de Educacdo e de Educacao Matematica, que
fundamentem a proposta da presente pesquisa.

O Capitulo 2 introduz de maneira formal os conceitos de vetores, de transformacgdes
geométricas no plano, até a composi¢cao dessas transformacdes, mostrando também a relacdo
desses objetos com as matrizes e sua algebra de operacdes.

No Capitulo 3 detalha-se o desenvolvimento da pesquisa em sala de aula, durante
quatro semanas, tempo destinado a apresentacdo do tema do modo tradicional. As
consideragdes finais sobre o trabalho sdo feitas apds esse capitulo.



1. ARELACAO DA METODOLOGIA APLICADA COM OS SABERES
PEDAGOGICOS

O estudo do tema abordado na presente dissertacdo se justifica com base no baixo
rendimento dos alunos dos ensinos fundamental e médio durante o processo de aprendizagem
da Matemadtica, como ¢ verificado em diversas avalia¢cdes nacionais como, a Prova Brasil.

Segundo Oliveira e Rezende (2012), esses resultados sdo reflexos da baixa qualidade
de ensino oferecido nas Escolas Publicas do Brasil.

Quando se coloca em foco a disciplina de Matemadtica, percebe-se que muitas das
habilidades algébricas e geométricas que deveriam ser adquiridas pelos alunos do ensino
basico ndo sdo sequer contempladas.

Para mencionar outro desafio também relevante, a educagcdo matemdtica e
cientifica proporcionada aos nossos alunos que concluem o ensino médio é muito
deficiente. Para ficar em um exemplo, hd um largo conjunto de competéncias
associadas a resolucdo de problemas algébricos e geométricos, cujo desenvolvimento
sequer chega a ser observado. (OLIVEIRA, REZENDE, 2012)

O fracasso desse resultado pode ser atribuido ao ensino de Matemadtica, que no inicio
de século XX foi majoritariamente pautado em processos de repeticao, algoritmos decorados
sem a compreensdo dos porqués da execucao de cada passo, e nem mesmo dos objetivos da
execucdo desses processos.

Esse modelo de ensino, descompromissado em conectar os conteidos mateméticos
com a vivéncia social do aluno e que coloca esse Ultimo como mero coadjuvante do processo
de aprendizagem, se enquadra na concep¢do “bancéria” de educagdo, descrita por Paulo
Freire:

O educador aparece como seu indiscutivel agente, como o seu real sujeito,
cuja tarefa indeclindvel é “encher os educandos dos contelidos de sua narragdo”.
Contetidos que sdo retalhos da realidade desconectados da totalidade em que se
engendram e que em cuja visdo ganhariam significacdo”. (FREIRE, 1970)

Todas essas concepcdes equivocadas acerca do ensino da Matemdtica acabam
rotulando-a como uma disciplina detestdvel e de dificil entendimento. Reclamagdes por parte
dos alunos sdo constantes: de onde surgiu e para que isso professor? Em que isso me ser4 util
algum dia?

A maioria dos curriculos escolares de Matemdtica se apresentam mais ricos
do que aqueles do comego do século. Apesar de tudo isso ainda hoje se ouve as
mesmas queixas: que os estudantes ndo gostam e ndo aprendem Matemdtica
suficientemente bem; que os professores ndo sabem Matemdtica e ndo sabem ensind-
la; que os curriculos escolares sdo superficiais, repetitivos e fragmentados... Todas
essas queixas demonstram que os alunos saem mal preparados da escola, ndo
sabendo fazer uso da Matemdtica trabalhada ao longo de muitos anos de
escolaridade. Como jd dissemos muitas vezes, adultos podem se mostrar incapazes de
tomar decisoes na vida. Essas pessoas nem sempre pensam matematicamente e
tampouco percebem que, se o fizessem, poderiam tomar melhores decisoes.
(ONUCHIC, 2008)

Esses dados sobre o ensino de Matemdtica e sobre as avaliacdes nacionais tornam
legitima a pesquisa por métodos alternativos de ensino de todos os contetdos da area de
Matematica presentes na matriz curricular do Ensino Médio.



1.1. O estudo de Matrizes e Transformacoes Geométricas. Um paralelo com os PCN.

O tema escolhido na presente pesquisa é o ensino das Matrizes e de suas operagdes,
normalmente estudados pelos alunos do segundo ano do Ensino Médio. A abordagem
escolhida para o desenvolvimento deste tema serd feita relacionando-o aos conceitos de
vetores e transformagdes geométricas no plano.

Neste item, pretende-se explorar os escritos dos Pardmetros Curriculares Nacionais
(PCN), e encontrar informagdes que corroborem com essa abordagem geométrica no ensino
da 4lgebra matricial.

Os PCN foram construidos a fim de facilitar o trabalho da educagdo escolar,
auxiliando as institui¢des de ensino na elaboracdo de seu Projeto Politico Pedagégico.

Atualmente os PCN estdo divididos em trés grandes grupos, o que contempla
o primeiro segmento do Ensino Fundamental, do 1° ao 5° ano, outro que corresponde ao
segundo segmento do Ensino Fundamental, do 6° ao 9° ano, e por fim, o grupo dedicado ao
Ensino Médio. Cada grupo tem seis volumes que apresentam as dreas do conhecimento,
como: Lingua Portuguesa, Matematica, Ciéncias Naturais, Histéria, Geografia, Arte,
Educacdo Fisica e os “Temas Transversais”, discriminados em: Etica, Satde, Educacgao
Sexual, Meio Ambiente, Trabalho e Consumo e Pluralidade Cultural.

Assim os PCN sao usados como referéncias para o trabalho dos professores em todas
as disciplinas e dreas do Ensino Fundamental e Ensino Médio, tendo como objetivo garantir
que todo estudante, independente da série cursada, possa usufruir dos conhecimentos basicos
necessdarios para o exercicio da cidadania.

Quando se analisam os escritos sobre matrizes nos PCN, é possivel perceber a
preocupacio para com o uso da notacdo tabular, necessdria no trato de planilhas eletronicas e
de calculadoras.

As planilhas eletronicas sdo programas de computador que servem para
manipular tabelas cujas células podem ser relacionadas por expressoes
matemdticas. Para operar com uma planilha, em um nivel bdsico, € preciso
conhecimento matemdtico similar aquele necessdrio ao uso de calculadora, mas
com maiores exigéncias quanto a notagdo de trabalho, ji que as operacdes € as
funcdes sdo definidas sobre as células de uma tabela em que se faz uso de notacdo
para matrizes. (BRASIL, 2000. P.87)

Em geral, € assim que o conceito de matriz € introduzido nos livros didaticos, isto &,
como uma tabela de dados. Saber realizar leitura e interpretagdo de graficos e tabelas é uma
competéncia exigida pelo MEC em sua matriz curricular do Exame Nacional do Ensino
Médio (Brasil, 2009. p6): “interpretar informacdes de natureza cientifica e social obtidas da
leitura de graficos e tabelas, realizando previsdo de tendéncia, extrapolacdo, interpolacdo e
interpretacao.”

Quando se fala das operacoes entre duas matrizes, o que se observa € uma desconexao
com essa contextualizacdo das tabelas de dados, principalmente no caso da multiplicacao de
matrizes. Nao ha nenhuma relacdo entre a maneira como sao definidos a soma e o produto de
matrizes. Enquanto a soma é bastante natural, o produto parece um tanto “for¢cado”. Bem
artificiais também sdo algumas tentativas de contextualizar o produto de matrizes usando
tabelas, presentes em alguns livros didaticos como relata Stormowski (2008, p.13).



Para a multiplicacdo de matrizes é apresentado um exemplo de notas de um
bimestre com pesos diferentes para cada nota, e a média do aluno é obtida como a
multiplicacdo de matrizes de notas e pesos. Gostariamos de salientar que, além de
ndo ser natural, essa abordagem complica desnecessariamente, um problema simples
hd muito tempo conhecido e resolvido de outra maneira pelos alunos. Abordagens
desse tipo, quando, os alunos jd possuem solugdo mais simples costumam sofrer
rejeicdo em sala de aula.

Nenhuma outra referéncia ao tema matrizes € encontrada nos PCN do
ensino Médio, nem da ligacdo com o conceito de transformagdes geométricas no plano. O
mais préoximo que se pode encontrar nessa direcdo ¢ uma sugestdo de relacionar tais
transformagdes com a dlgebra dos ndmeros complexos( Brasil, 2002, p.94)

Diferente do conteido de matrizes, a parte que confere a geometria e as
transformagoes geométricas estd descrita com muita énfase em todos os volumes do PCN. Os
blocos “Espaco e Forma” dos PCN do Ensino Fundamental apontam para a compreensao, a
descricdo e a representacdo das formas geométricas presentes no cotidiano dos alunos. Além
disso, eles tratam também das transformagdes geométricas no plano e ressaltam a importancia
delas na construcao de outros conceitos geométricos, tais como congruéncia e semelhanca:

“Construindo figuras a partir da reflexdo, por translagdo, por rotagdo de
outra figura, os alunos vdo percebendo que as medidas dos lados e dos dngulos, da
figura dada e da figura transformada sdo as mesmas. As atividades de
transformagdo sdo fundamentais para que o aluno desenvolva habilidades de
percepgdo espacial e podem favorecer a construgdo da nogdo de congruéncia de
figuras planas (isometrias). De forma andloga, o trabalho de ampliacdo e redugdo
de figuras permite a construcdo da nog¢do de semelhanca de figuras planas
(Homotetia). (BRASIL, 1998, p.86)”.

Novamente vemos uma fala muito clara sobre as transformacgdes geométricas no plano

em outra edi¢do
‘As atividades que envolvem transformagdes geométricas devem ser privilegiadas
nestes ciclos, porque permitem o desenvolvimento de conceitos geométricos de uma
forma significativa, além de obter um cardter mais “dindmico para este estudo.

(BRASIL, 2000, p. 124)”.

Apesar dessa énfase ao estudo das transformagdes geométricas recomendada pelos
PCN, ela ndo € verificada na pratica, sendo pouco abordada nos livros didéticos:

Analisando a colecdo Novo Praticando a Matemdtica (ANDRINI;VASCONCELOS,
2006) que se destina aos quatro iultimos anos do Ensino Fundamental, verificamos
que a tinica mengdo ds transformagées geométricas ocorre no iltimo volume, quando
€ utilizado um tinico exemplo de ampliacdo para introduzir o conceito de semelhanga.
Hd também trés exercicios para aplicacdo de ampliagcoes e reducoes de figuras. ...
.Outras transformagées como rotagdo, translacdo e reflexdo, ndo sdo abordadas pela
colegdo. (Stormorski 2008, p.12).

A abordagem adotada nesta pesquisa, pretende explorar o conceito de matriz e de suas
operacoes, através das transformagdes geométricas no plano. Além de abordar um tema
puramente algébrico e abstrato a partir de um viés geométrico, que € mais intuitivo para o
aluno, essa escolha resgata um conteido que deveria ter sido amplamente trabalhado no
ensino fundamental e que muito provavelmente, ndo teve a devida atengao.

Stormoswki (2008) trabalha paralelamente com essa ideia, porém seu foco vai além
do que € abordado nesta dissertacdo, destinando parte do estudo para aplicar os conceitos
matriciais a problemas envolvendo fractais. Além disso, o publico alvo de sua pesquisa era
uma turma especial de um colégio de aplicacdio da UFRGS, em um curso extracurricular.



Essa filosofia de se fazer o uso da ligacdo Algebra-Geometria, tem sido pesquisada
sistematicamente nos ultimos anos. No caso de Numeros Complexos, Mathias (2008) os
descreve como operadores geométricos, e as operacdes fundamentais entre esses nimeros sao
vistas como composicao desses operadores.

Como se pode ver, cresce nos ultimos anos o nimero de trabalhos de pesquisa na area
de Educacdo Matemadtica que sugerem, sempre que possivel, o uso de ferramentas
geométricas no ensino de topicos abstratos e puramente algébricos.

1.2 A Histéria da Matematica no processo de ensino e aprendizagem

Cada conteddo matemdtico abordado nas escolas pode trazer a tona uma série de
questionamentos do ponto de vista histérico: quem foram as primeiras pessoas que
pesquisaram acerca desse conteido? Em que época isso se deu? Qual o interesse essas
pessoas tinham ao se empenhar no estudo desse conteido? H&4 portanto, uma riqueza de
informacdes que devem ser abordadas, por um cardter de informacao cultural, socioldgica e
antropolégica. Além disso, essas informagdes tendem a tornar a aula mais interessante e
dinamica, permitindo que haja uma interdisciplinaridade entre a Matematica e a Historia,
despertando um maior interesse e favorecendo o aprendizado de ambas as disciplinas. Esse
ponto de vista € defendido pelo PCN, que sugere que o professor explore acontecimentos da
Histéria da Matemadtica em suas aulas:

Ao revelar a Matemdtica como uma criagdo humana, ao mostrar necessidades e
preocupagées de diferentes culturas, em diferentes momentos historicos, ao
estabelecer comparagdes entre os conceitos e processos matemdticos do passado e
do presente, o professor cria condigdes para que o aluno desenvolva atitudes e
valores mais favordveis diante desse conhecimento. (Brasil, 1998, p.42).

Ao se incluir a Histéria da Matemética como parte importante da prética pedagdgica, o
aluno também perceberd que os avancos tecnolégicos de hoje, se devem a uma heranca
matemadtica de geracdes passadas. Portanto, esse tema ndo pode ser simplesmente utilizado
para dar nomes e datas, deve ser explorado como um recurso didético.

Entretanto, essa abordagem ndo deve ser entendida simplesmente que o professor
deva situar no tempo e no espago cada item do programa de Matemdtica ou contar
sempre em suas aulas trechos da Historia da Matemdtica, mas que a encare como
um recurso diddtico com muitas possibilidades para desenvolver diversos conceitos,
sem reduzi-la a fatos, datas e nomes a serem memorizados. .( Brasil, 1998, p.43).

Em muitas situagdes, o recurso a Histéria da Matemadtica pode esclarecer ideias
matemadticas que estdo sendo construidas pelo aluno, especialmente para dar respostas a
alguns “porqués” e, desse modo, contribuir para a constituicdo de um olhar mais critico sobre
os objetos de conhecimento.

Os documentos oficiais sugerem entdo que a utilizacdo da Histéria da Matematica €
uma possibilidade de aprimorar e estimular a aprendizagem da Matematica, fazendo uma
breve reflexdo acerca de “como chegamos até aqui”, ou seja, como a Matematica foi
desenvolvida até chegar aos dias de hoje, e como ela se faz presente no cotidiano, embora
despercebida pela grande maioria.



1.2.1 Alguns fatos historicos sobre transformacées geométricas e algebra matricial.

A Histéria da Matematica € repleta de momentos de interacdo entre a Algebra e a
Geometria, de modo que uma € responsavel pelo desenvolvimento e aprimoramento da outra.

A Geometria Euclidiana Classica se desenvolveu a partir de problemas estudados por
civilizagdes antigas, nos quais havia a necessidade de realizar cdlculos envolvendo medi¢des
de segmentos, angulos, etc. Outras dreas da Matemdtica, como a Algebra, também se
aprimoraram com auxilio da Geometria. Por exemplo, os babilonios ji conheciam uma
“receita” para determinar as raizes de equacOes completas do 2° grau. Essas equacdes eram
contextualizadas em problemas envolvendo célculos de drea e de comprimento de lados de
quadrados (PITOMBEIRA, 2004). Porém, o ensino das equagdes do 2° grau em nossas
escolas tem um enfoque puramente algébrico e abstrato.

Analisando a Histéria da Matemadtica, pode-se observar que os conceitos de matriz e
de suas operacdes, como adicao e multiplicagdo (temas a serem explorados nessa dissertacao),
foram introduzidos por Arthur Cayley, em 1858 aproximadamente, ao estudar as
transformagdes lineares no espaco euclidiano n-dimensional. Cayley percebeu que a dlgebra
matricial era diferente da tradicional dos nimeros reais, pois o produto de duas matrizes ndo
era comutativo. Segundo Eves (1992, p.548) a ideia de uma édlgebra ndo-comutativa ainda nao
era considerada razodvel no século XIX:

“Parecia inconcebivel, no inicio do século XIX, que pudesse haver uma
dlgebra diferente da dlgebra comum da aritmética. Tentar, por exemplo, a
construgdo, de uma dlgebra consistente na qual ndo se verificasse a lei comutativa
da multiplicagdo ndo s6 provavelmente ndo ocorria a ninguém na época, como
também, se ocorresse, certamente seria descartada por parecer uma ideia ridicula;
afinal de contas, como seria possivel uma dlgebra légica na qual a x b fosse
diferente de b x a?”.

O estudo das matrizes permitiu ampliar os horizontes da Matemadtica da época, como
também foi ttil para outras dreas que surgiriam alguns anos depois, como a Computacao.

Apesar dessa interessante andlise historica, ainda se ouve muito pouco ou quase nada
sobre ela nas escolas, e 0 mais impressionante € como se ignora a “linha do tempo”, ou seja, a
ordem cronoldgica com que os conceitos matematicos evoluiram. Em certos casos como o do
Cdlculo Diferencial e Integral, que € estudado em cursos de nivel superior como Matematica,
Fisica e Engenharia, hd uma justificativa plausivel para se inverter a 16gica cronoldgica da
aprendizagem. Com efeito, a maioria dos autores de livros didaticos sobre o assunto coloca a
no¢ao de derivadas (que surgiu com Newton e Leibniz, no século XVII) como um pré-
requisito para o estudo das integrais (cujo conceito surgiu essencialmente com do Método da
Exaustao, de Eudoxo, no século IV A.C.) Isso porém, se justifica diante do fato de que sem as
derivadas, ou mais precisamente, sem o Teorema Fundamental do Calculo, o trato com as
Integrais fica extremamente trabalhoso e inviavel.

Uma inversao semelhante ndo se justifica quando os assuntos escolhidos sdo matrizes,
vetores e transformagdes lineares, pois 0s conceitos geométricos presentes nesses dois tltimos
ja foram trabalhados (em boa parte) pelos alunos nos cursos de Fisica ou até mesmo de
Matemética em séries anteriores

Nessa proposta acredita-se que o ensino das matrizes sendo feito seguindo essa linha
cronoldgica, deixa o ensino mais palpdvel, mais intuitivo e mais interessante para os alunos.



1.3 A utilizacdo de novas tecnologias no ensino de Matematica

As novas tecnologias, como computadores portateis, tablets, projetores, software, etc,
estdo cada vez mais acessiveis aos professores. No anseio de melhorar o processo de ensino-
aprendizagem, os governos estdo investindo muito nessa vertente.

Um exemplo € o da Rede Estadual do Rio de Janeiro que ja distribuiu notebooks para
professores e reestruturou as redes elétricas das escolas para atender os Laboratdrios de
Informética. O apoio pedagdgico estd sendo incrementado com software, jogos, sites e videos
destinados a melhorar a qualidade da aprendizagem com ao auxilio destes recursos. E um
caminho sem volta, onde o publico alvo estd cada vez mais informatizado. A escola deve
entdo se adaptar e fazer uso da mesma linguagem, para se atualizar, tornando-se mais proxima
do universo desses novos alunos.

Segundo D’Ambrosio a escola deve se atualizar e se estruturar, para atender a
demanda dessa nova geragao:

“Estamos entrando na era do que se costuma chamar a “sociedade do
conhecimento”. A escola ndo se justifica pela apresentacdo de conhecimento
obsoleto e ultrapassado e muitas vezes morto, sobretudo, ao se falar em ciéncias e
tecnologia. Serd essencial para a escola estimular a aquisicdo, a organizagdo, a
geragdo e a difusdo do conhecimento vivo, integrado nos valores e expectativas da
sociedade. Isso serd impossivel de se atingir sem a ampla utilizacdo de tecnologia
na educagdo. Informdtica e comunica¢des dominardo a tecnologia educativa do
futuro. (D’AMBROSIO, 1996, p. 80)”..

Além da necessidade de se evoluir junto com o aluno, essas novas tecnologias
transformam o processo de ensino-aprendizagem, facilitando-o por varios motivos diferentes.

“Os ambientes virtuais de aprendizagem permitem a interatividade entre o
aprendiz e o objeto de seu interesse e representam uma motivagdo despertando no
aluno a vontade de interagir e de organizar seu conhecimento, ampliando o seu
saber e a sua visdo de mundo. (AGUIAR, 2011).”

Podemos pensar que temos em maos uma ferramenta passivel de:

- transformar um contetdido abstrato em um conteido mais concreto, pois o aluno terd
liberdade para manipular o objeto de estudo, verificando os resultados e obtendo suas proprias
conclusoes;

- analisar as propriedades geométricas de uma figura seja ela no plano ou no espacgo,

- visualizar com mais clareza figuras que possuem interpretacio mais complexa
quando estudadas apenas usando ferramentas rudimentares como a lousa, principalmente
quando se tratam de figuras em trés dimensdes;

- atrair o aluno para ao aprendizado com softwares que possuem um cardter lidico e
de diversdo, como determinados jogos de computador.

Existem hoje muitas pesquisas sobre a influéncia dos jogos digitais na aprendizagem. O
estudo de Mayo (2005) compara as teorias de aprendizagem com caracteristicas dos jogos.



- aprendizagem experimental (vocé faz vocé aprende): participa¢do ativa com
decisoes que tem consequéncias. Tipico de jogos imersivos;

- aprendizagem baseada no questionamento e feedback (o que acontece quando eu
faco isto?): exploracdo em jogos;

- autenticidade (quanto mais a situagdo de aprendizagem for realista, mais
facilmente os aprendizes transferem a informagdo para a vida real): mundos
virtuais;

- eficdcia propria (se vocé acredita que vocé pode fazer vocé aumenta suas chances
de sucesso): recompensas e niveis nos games,

- cooperagdo (aprendizagem em time) — estudos mostram que a aprendizagem
cooperativa apresenta resultados 50% superiores sobre a aprendizagem individual
ou competitiva: jogos massivamente multiusudrio — MMOGs. (MAYO, 2005).

Em se tratando de softwares de Matematica, temos hoje vérias opcdes. Os softwares
de Geometria Dinadmica mais conhecidos sdo: Cabri- Géométre, Cinderella, Régua e
Compasso e Geogebra. Nas atividades propostas na presente pesquisa, foi utilizado o
Geogebra, por ser um software de licenga livre e que possui uma interface simples e intuitiva.

Todas essas vantagens discutidas nesse item, reforcam cada vez mais o uso das
ferramentas digitais no processo de ensino e aprendizagem. A escolha de se trabalhar com
transformagdes geométricas no ensino de matrizes € vantajosa pois permite o uso dessas
novas tecnologias.
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2. A MATEMATICA DAS TRANSFORMA COES GEOMETRICAS

Neste capitulo, descreveremos de maneira formal os conceitos e os resultados basicos
de Geometria Analitica e Algebra Linear, que servirdo de suporte para o desenvolvimento das
atividades a serem realizadas com os alunos no Capitulo 3. Faremos uma abordagem formal
do conceito de transformagdes lineares no plano. Discutiremos alguns exemplos classicos
dessas transformagdes e como relaciond-las com as matrizes.

Descreveremos na primeira se¢do as operagdes com vetores em [R? e, na segunda
secdo, as transformacdes lineares no plano, alguns exemplos cléssicos, e a relacdo entre essas
transformagdes e as matrizes, inclusive abordando as questdes operacionais de ambas.

Todas as definicdes, teoremas e suas respectivas demonstragdes tiveram como
referéncia as notas do curso de Geometria Analitica do PROFMAT, desenvolvidas por
Delgado, Frensel e Crissaff (2012).

2.1-Vetores e operacoes

A base da Geometria Analitica € o conceito de vetor. Segundo Venturi (1949), em seu
livro “Algebra Vetorial e Geometria Analitica”, o surgimento do conceito de vetor se deve ao
engenheiro holandés Simon Stevin, que em 1586 enunciou o problema de composi¢do de
forcas, uma regra para encontrar a soma de duas forcas aplicadas em um mesmo ponto, que €
o que conhecemos hoje como regra do paralelogramo. Em 1797, Gaspar Wessel, um
matemadtico dinamarqués, deu aos vetores a forma de “linhas dirigidas”, porém a
sistematizacdo da teoria vetorial ocorreu apenas no século XIX com William Hamilton,
Hermann Grassmann e com Josiah Gibbs.

Sobre a etimologia da palavra vetor pode-se dizer que ela vem do verbo latim vehere:
transportar, levar. Vetor é o participio passado de vehere (Venturi, 1949), ou seja, vetor
significa transportado, levado. A representacdo mais usual dos vetores € feita por uma letra
minudscula do nosso alfabeto, com uma seta acima da letra.

2.1.1- Vetor

Considere uma reta r pertencente a um plano z, determinada por dois pontos A € B
desse plano. A por¢do da reta limitada por esses dois pontos é chamado de segmento de reta

AB . Ao segmento Epodemos associar um sentido, de A (origem) para B (extremidade)

ou de B (origem) para A (extremidade). O segmento AB munido de um dos dois sentidos
possiveis serd chamado de segmento orientado.

Dois segmentos orientados t€ém a mesma dire¢do quando estdo na mesma reta suporte,

ou entdo quando estdo em retas paralelas. Dois segmentos orientados ABe CD que possuem
mesmo moédulo (comprimento), direcdo e sentido sdo chamados de equipolentes. Dado um

segmento orientado AB no plano 7, o vetor associado a esse segmento € a colecdo de todos

segmentos orientados de 7 que tétm mesmo mddulo, dire¢do e sentido que AB . Por abuso,
muitas vezes os segmentos orientados dessa cole¢ao também serdo chamados de vetores.
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Suponha que, no plano 7, foi escolhido um sistema de coordenadas cartesianas xy.

Um vetor é definido pelos pontos de suas extremidades e o sentido que o segmento
determinado por esses pontos terd. Por exemplo, considere o vetor associado ao segmento que
tem origem no ponto A de coordenadas (1,2) e termina no ponto B de coordenadas (3,5).
Esse vetor é o mesmo referente ao segmento que comeg¢a no ponto (0,0) e termina no ponto
(2,3). Dizemos que as coordenadas de ambos os vetores sdao (2,3). Mais geralmente, as

coordenadas do vetor que comega no ponto A=(x,,y,)e termina no ponto B=(x,,y,) sdo

(x, —x,,y,—Y,). Note que, as coordenadas do vetor associado a AB determinam o
representante desse vetor, cuja origem é o ponto (0, 0) e a extremidade é o ponto
('xb _xa’yb _ya) .

2.1.2- Vetores Opostos

Quando invertemos o sentido de um vetor, obtemos outro, chamado de vetor oposto. Assim,
dados dois pontos A e B quaisquer do plano, temos que os vetores AB e BA sio opostos.

Em termos de coordenadas se AB = (x,y),entao BA = (—x,—y). Denota-se também
BA=-AB .

2.1.3- Multiplicaciao de um vetor por um escalar

Para definir multiplicagdo por um escalar precisaremos definir vetor nulo, que
€ o vetor que tem origem e extremidade no mesmo ponto.

Dado um k€ IR, e um vetor v em IR’, entdo o produto de k por v é o vetor

do IR’, denotado por k - v, que € definido da seguinte forma:

(1) Se k>0, k-v é o vetor que tem mesma dire¢do e mesmo sentido que v
, cujo comprimento € igual a k vezes o comprimento de v.Se k>10
vetor k-v terd o comprimento k vezes maior em relagdo ao vetor ;,
ocorrendo o que se chama de uma dilatacio em relagdo a V. Se
O<k<1, entdo o vetor k-v terd comprimento menor em relacdo ao
vetor v (de magnitude k), ocorrendo o que se chama de uma
contracdo em relacdo a V.

Exemplo para k =3¢ k =1/2:

——— U(dado)

cl

Figura 1
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(ii) Para k < 0, temos —k >0, logo faz sentido falar do vetor (—k)-v. O vetor
k-v serd o vetor oposto ao vetor (—k)-v. Se k for um nimero negativo, o
tamanho de k-v poderd aumentar ou diminuir, (dependendo se ‘ k ‘>1 ou

0<‘ k ‘ <1), porém seu sentido serd contrario ao de v .

Exemplo para k =-2:

| » u (dado)
-« } - 2u
Figura 2
(iii)  Se k =0, entdo k-;zO.
As observagdes a seguir sao imediatas:
(a) k-v=0 = k=0ou v=0.
(b) =1 v = —\:,onde —; ¢ o vetor oposto a V.
cm-(n-vy=n-(m-v)=(m-n).v
d (m+n)y-v=m-v+n-v

2.1.4- Adicao de Vetores

Dado dois vetores no plano u e v, a soma u+v, é obtida como segue: fixamos um
ponto A qualquer do plano e colocamos a origem do vetor u neste ponto. A extremidade do

vetor u ficard entdo sobre um ponto B . Sobre o ponto B , colocamos a orlgem do vetor v e,

assim, a extremidade deste vetor ficard sobre um ponto C . O vetor soma u+v € o vetor cuja
origem é o ponto A e a extremidade € o ponto C . Note que:

u+v=(B - A (C —B)=(C - A).
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Figura 3

—_

Também podemos identificar o vetor soma u+v através da diagonal do

paralelogramo de lados formados pelos vetores u e v. Esta representacdo chama-se Lei do
Paralelogramo.

()
i

Figura 4

Geometricamente, a soma de n vetores € feita de modo que a extremidade de cada
vetor coincida com a origem do vetor seguinte, tendo como resultado geométrico o vetor que
tem a origem do primeiro vetor do 51stema e extremidade do ultimo vetor Na figura acima

podemos perceber que o vetor W corresponde ao vetor soma de U+ v. Veja outros
exemplos:
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Dados a)li+w=7?

u+w w

byV+w="?

Figura 5. Fonte: (Ventura 1949, p. )
Propriedades da soma de vetores:

(1) Comutativa:
U+v=v+u,
(B-A)+(C-B)=(D-A)+(C-D)
(C-A)=(C-4A)
(>i1) Associativa
W+vV)+w=u+v+w)
(B-A)+(C-B)+(D-CD)=(B-A)+(C-B)+(D-C)=(D-A)
(iii)  Elemento neutro
u+0=u
(iv)  Elemento oposto
u+(-u)=0
(v) Distributiva

- - - -
m-(v+w)=m-v+m-w

2.1.5- Subtracao de vetores

A subtragcdo de um vetor u por outro v € denotada por u—v. Ela é definida como

— -

sendo a soma de u com o opsto de v, isto é, u—v=u+(—v). Geometricamente, podemos

representar a diferenca de dois vetores pela lei do paralelogramo, porém os vetores t€ém que
ter a mesma origem. A subtracdo de vetores ndao € comutativa.
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Figura 6

O vetor u —v foi representado pela cor verde (z).

2.2- Transformacoes geométricas no plano

Uma transformacdo no plano IR*é uma fungio T : IR*> — IR* que a cada ponto P €
7, associa um segundo ponto T(P) de IR, chamado a imagem de P .

Em certas situagdes, interpretaremos um par (x,y) de IR> como um ponto do plano
ou como o vetor que tem como origem o ponto de coordenadas (0,0) (origem do plano
cartesiano) e a extremidade no ponto (x, y) .

Definicdo: Uma transformacdo no plano T: IR®> — IR? serd dita linear se ela atende 2s
seguintes propriedades:

1) T(; +;) = T(;)+ T(\:) para quaisquer vetores u,v €IR
2) T a-ul=a Tl , para todo u,€IR?etodo e IR.

Como consequéncia imediata dessa defini¢do, temos que toda transformagao linear no
plano deixa fixo o vetor nulo. Com efeito:

TO)=TO+0)=T©O)+T©O) = T(0)=0.

O resultado a seguir descreve a lei de formagdo geral de uma transformacao linear no
plano:



16

Proposicio: Uma transformagio no plano T :IR® — IR’é linear se, e somente se,
existem numeros reais a, b, ¢ e d tais que:

T(x,y)=(ax+by,cx+dy), paratodo (x,y)e IR".

Demonstragdo:

—

Consideremos os vetores candnicos e, =(1,0) e Z =(0,1) de IR* e T(g;) =(a,c) e
T(e_;) =(b,d).Se T é linear, entio:

T(x,y)= T(xg; + yZ) = xT(eT) + yT(Z) =x(a,c)+ y(b,d) = (ax+by,cx+dy),
para todo, (x,y) € IR”.

Reciprocamente, se existem ndmeros reais a b, ¢ e d de modo que

—

T(x,y)=(ax+by,cx+dy), para todo (x,y) € IR’ entdo sejam u=(x,,y,), v=(X,,y,) €
IR* e e IR . Entio:

T+v)=T((x,y)+(x,y,)) =T (x; + x5, 5, +5,)
= (a~(x1,x2)+b~(y1 + yz),c~(x1,x2)+d~(y1 + yz))
= ((axl +by1)+ (axz +by, )’ (Cx1 +dy1)+ (sz +dy, ))
= (ax1 +by,,cx, +by1)+ (ax2 +by,,cx, + dyz)
=T(ii)+T(@).

Temos também que:
T(a-u)=T(x-(x;,y,)=T(ox,,ay,) = (a-(ox;)+b-(ay,),c-(ox,) +d - (ay,))
= (a'-(ax1 +byl),(,¥-(cxl +dy1): 0!'(ax1 +by,,cx, +dyl)= a-Tu)
Logo T ¢ linear.
c.q.d.

Seja T :IR*> - IR* uma transformacdo linear, cuja lei de formagio &
T(x,y)=(ax+by,cx+dy). Podemos associar a transformacdo 7 uma matriz 2x2 (MT)ZX2

M_ab
" \e d)

cujas entradas sdo os coeficientes a, b, ¢ e d. A matriz M, serd chamada a matriz da

dada por:

transformagdo T . Note que a primeira coluna corresponde ao vetor T'(e;)=(a,c) e a

segunda coluna, ao vetor T(Z) =(b,d).

AN — - 4
Podemos concluir entdo que: T(u):MTu, para todo vetor u, onde o vetor u estd
sendo visto como uma matriz coluna.
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A transformagdo que a cada vetor v associa o vetor nulo 0 € linear, e é dita a
Transformagdo Linear Nula. A matriz dessa transformacao € a matriz nula:

M- 0 0
"o o)
A transformacdo identidade I : IR* > IR*,I(x, y)=(x, y)também € linear. A matriz
dessa transformagdo € a matriz identidade:
M. = 1 0
"o 1)

Em seguida, veremos alguns exemplos mais interessantes de transformagdes lineares.

2.2.1-Projecao Ortogonal sobre uma reta que passa pela origem

Fixemos uma reta r passando pela origem. Para cada ponto P do plano associamos o
ponto P° € r, de modo que o segmento PP’ seja perpendicular a r. A transformacdo

T :IR* — IR”, dada por T(P)= P é chamada a projecdo ortogonal sobre a retar .

A reta r faz um angulo @ no sentido anti-horario com o eixo OX . Temos entdo que,
(cos a, sena’) corresponde a um vetor paralelo a r . Esta reta possui equagdo cartesiana

(—sena)x+ (cosx)y =0.

Seja P=(x,,Y,) um ponto qualquer do plano. A equagdo reta r’, que passa pela origem e é
perpendicular a r é:

(cosa)x+ (senx)y =0.

r

N
/

Figura 7

Se PP=T(P)=(x",y),temos que (x',y") ¢ asolugdo do sistema:
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(—sena)x+(cosa)y'=0
(cos@)x'+(senar)y'= (cos)x, + (sena)y,.

Resolvendo o sistema temos que:
P’=((cos’ a)x, +(cosa.sena)y,,(cosd.sen)x, + (sen’a) Vo)-
Portanto, a lei de formacao da projecdo ortogonal sobre a reta r €:
T(x,y) = (cos’ &)x + (cos at.sen )y, (cos a.sen ) x + (sen’ ) y) .

Segue da Proposi¢do anterior que esta transformacao € linear.

Fazendo a projecdo ortogonal relativamente ao eixo OX , teremos & =0 Portanto, a
projecdo ortogonal sobre o eixo OX fica:

T(x,y)=(x,0),Y(x,y)e IR?, pois dado P = (x,,y,)

P=(cos’ 0) x, +(cos0.sen0)y,,(cos0 .sen0)x, + (sen*0)y,).

P=(x,,0).
4] |
|
|
|
|
3 o
|
|
|
|
2] |
|
|
|
|
g |
|
|
|
o | P
1 0 1 T: Ta Ta
|
|
.1_ ;
Figura 8
. 5 7T V3 V4 V4 V4 , 7T
P=((cos 2)x0 + (cos 5 .sen 2)y0,(cos 5 .sen 2)x0 + (sen 2)y0) De modo
andlogo,

fazendo a projecdo de um ponto P em relacdo ao eixo OY, teremos & =7x/2 Portanto:

P =(0,y,)

LOgO’ T(x’ )7) = (O’ y)’ V(.x, y) € IR2



Figura 9

Na forma matricial, as projecdes em relac@o ao eixo OX e ao eixo OY sdo expressas

T

2.2.2-Reflexao em relacao a uma reta r qualquer

19

A reflex@o em relacdo a uma reta r que passa pela origem € uma transformacgao linear
que associa a cada ponto P do plano ao ponto P de modo que a reta r seja mediatriz do
segmento PP’ . Podemos perceber que o ponto P° da Transformagao de Projecdo em Relacao
a uma reta é o ponto médio do segmento PP, em que P ¢ a reflexdo do ponto P em

relacdoa r.
Seja P=(x,y) e r:—senox+cosay =0. Pelo item anterior temos que:

P”+P=2P",onde P=(x",y)e P"=(x"",y”). Logo,

P :(X”,y”):2()5’,)”)_()5,)’),

R (x,y)= (2cos” @)x + (2cosa.senc)y — x,(2cos dl.send)x + (2se'r1205)y0 -y)

R (x,y)=((2 cos’ a—1)x+ (2cosa.sen)y, (2cosd.send)x + (2sen’ o —1)y)

Isso resulta em:

R (x,y)=(cos(2a)x + sen(2c)y,sen(2a)x —cos(2¢x)y)
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Temos alguns casos particulares, como por exemplo a Reflexdo em relacdo ao eixo OX e
oY .

Fazendo a Reflexdo de um ponto P em relacdo ao eixo OX, temos =0 e c=0.
Portanto:

R, (x,y)=(cos0)x + (sen0)y, (sen0)x — (cos 0)y) + 2.0(-sen0, cos 0)

Rr ()C, )’) = (X,—)’)

———————
o

a
"
©
o

o
o
—
N | D

-

Figura 11

De modo andlogo, a Reflexdo de um ponto P em relagcdo ao eixo OY , é obtida com
a=rn/2 e c=0. Portanto:

R (x,y) =((cos2a)x + (sen2a)y,(sen2a)x —(cos2c)y) + 2c(—senct,cos &)

V4 V4 V4 V4 V4 V4
R (x,y)= ((COSZ(EJ)X + (sen2(5j) v, (senZ(Ej)x — (COSZ(EJ) y)+ 2.0(—sen[5j, CO{EJ)

R (x,y)=((cosm)x + (senx)y, (sen)x —(cOST)y) + 2.0(—ser{§} co{%))
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Rr(x»)’)=(—x,)’)

Figura 12

As transformagdes geométricas de Projecdo em relagdo ao eixos (OX ouOY), e as
Reflexdes em relacdo aos eixos e a qualquer reta que passe pela origem, sdo exemplos de
Transformacdes Lineares.

2.2.3-Homotetia

A Homotetia € definida como sendo uma dilatagdao ou contragcdo de vetores, dada por:
T:IR* > IR*,ac IR
Vv —Qav

Essa transformacdo ¢ chamada de Homotetia de razdao &, onde para & = 1, temos a
transformacdo identidade. A Homotetia de razdo & = -1 corresponde a uma transformacgao
chamada de reflexdo em relacdo a origem, que leva o vetor v a seu simétrico —v . Podemos

perceber também que, para |ai <1, teremos uma contragdo. Para |a1 >1, teremos uma dilatacdo

do vetor v, ou seja, a imagem desta transformacao corresponde a um vetor de mesma direcao
e sentido de v, mas com moédulo maior, sendo v um vetor nao nulo.
Essa transformacao € escrita em coordenadas por T (x, y) = (ax, ay), ou matricialmente por:

il
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2.2.4-Rotacao

Dado um angulo positivo &, ou seja, um angulo & medido no sentido anti-horario,
definimos a rotacdo de & em torno da origem como:
T:IR* - IR?
(x,y) > (x-cosax—y-senc,y -cosa + x- sen)
Ou matricialmente:
cos

—sena \( x

Xcosa — ysenot

seno cosa . y xsenox+ ycosx

Consideraremos alguns casos particulares como ¢ =x/2, =7 e a=37/2.
Rotacdo de 7 /2:
Neste caso, senz/2 =1¢e cos 7#/2 =0, entdo podemos escrever essa transformag¢do como:

T:IR* — IR?
(x,)’) — (—)’»x)

Ou matricialmente:

0 -1
1 0

22
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Rotagdo de 7 :

Neste caso, sen =0 ecosw = -1, entdo podemos escrever essa transformacao como:
T:IR*> = IR*, (x,y) = (—y,~x).

Ou matricialmente:

-1 0)(x -X

T I
. 4] S P /
3 ; i
4
.2»s\
e 2 : => w=180H
| £
- 7 ; 5 5 4 3 2 - 0 12 3 4
i ! )
3 o
f’f : i B T L e S T
Pl flj "*;' §
4 B ! 2 F 4 &
A o A
Figura 15
Rotacdo de 37w /2:
Neste caso, sen37/2=—1¢€ cos3x/2 =0, entdo podemos escrever essa transformagao
como:

T:IR*> — IR?
(-x, )’) - (ya_x)
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Ou matricialmente:

5

Figura 16
2.2.5. Cisalhamento

A transformacdo geométrica que chamamos de cisalhamento corresponde a um efeito
de deslizamento. Pode ser em relag@o ao eixo X ou ao eixo y

O cisalhamento na dire¢do do eixo X, ao ser aplicado a todos os pontos de um retangulo
com base no eixo X, tem um efeito semelhante ao de deslizarmos um baralho de cartas em
uma mesa, transformando esse retangulo em um paralelogramo.

O cisalhamento em relagdo ao eixo Ox, € chamado cisalhamento horizontal, e em
relacdo ao eixo Oy, cisalhamento vertical.

Cisalhamento horizontal: E dado pela transformacdo linear:

T:IR*> — IR?
(x,y) > (x+ay,y)

b LA

Ou matricialmente por:
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No exemplo acima, consideramos & =1

Cisalhamento vertical: E dado pela transformagcio linear:

Ou matricialmente por:

T:IR*> — IR?
(x,y) > (x,y+ax)

)y

c
2|0
1 poll h
olA

1 0 al
1

No exemplo acima, consideramos & =1

T
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Figura 18
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2.2.6-Translacao

Fixando um ponto P, do plano, a translacdo de um ponto P qualquer, por OP,

correspondente ao deslocamento do ponto P aplicado OP,  resultando no ponto P°, tal que,

PP'=0OP,.

(5]
N

e

1

Figura 19
Sendo P, =(x,,y,) € P=(x,y)temosque T(P)=P =(x,y)=(x,+x,y,+y).

Podemos perceber que a transformacdo de translagdo pode ser descrita através de um

vetor v ,tal que 7., (P)= P, onde v = PP'. Podemos escrever entdo, que:

T.,(p)=P+v.Se \::(a,b),entﬁo T.(x,y)=(x+a,y+b), Paratodo (x,y) eIR*.

Note que, apesar da translacdo ser uma transformacdo geométrica simples, ela nao é
- -
linear, para v # 0, pois transforma o vetor nulo em outro diferente de zero.

2.3- Composicoes de transformacoes

Podemos somar vetores do plano IR*, multiplicar esses vetores por nimeros reais.
Além disso, as transformacdes lineares no plano sao fungdes, portanto faz sentido efetuar as
seguintes operacdes envolvendo essas transformagdes:

- Soma de duas Transformagdes Lineares;
- Produto de um escalar por uma Transformacao;

- Composicao de duas Transformacdes Lineares.

Veremos que ainda serd linear a transformacgdo obtida da composicdo de duas outras
transformacdes lineares, € que a matriz associada a essa transformacdo € o produto das
matrizes associadas a essas duas transformagdes lineares.
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Dado um vetor v e duas transformacbes T, e T7,, tal que:

Y N

_((Aa+Bc)x+(Ab+Bd)y
B ((Ca +Dc)x+(Ch+ Dd)y)

A Bj(ax+byj _ (A(ax+by)+ Blex+ dy)]

C D)\cx+dy) \Clax+by)+D(cx+dy)
¢ ale 2l

2.3.1- A Nao-Comutatividade do Produto de Matrizes

Fazendo a composi¢do de duas transformacgdes, verificaremos que, em alguns casos, a
multiplicacdo de duas matrizes satisfaz a propriedade Comutativa, em outros nao. Sendo
assim, concluiremos concluir que a multiplicacdo de matrizes ndo é Comutativa, pois para ser,
teria que satisfazer a comutatividade em todas as situacdes. Vamos mostrar agora a
composi¢ao de duas transformacdes que sdo Comutativas.

Dado um vetor v qualquer, aplica-se a ele uma transformacio de Reflexdo em relagio
a 0Y . Com o vetor resultante aplica-se outra transformacao de Reflexdo agora em relacdo ao
eixo OX .

Se com o mesmo vetor v aplicarmos primeiro a Reflexdo em relagdo ao eixo OX e
depois aplicarmos a Reflexdo em OY sobre o vetor transformado, teremos o mesmo
resultado, ou seja, ele estard no mesmo lugar no plano quando se inverteu a ordem das

- (2
Reflexdes. Veja geometricamente essa aplicagdo feita com o vetor v = (2j .
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Aplicada a Reflexdo em relacdo ao eixo Oy.
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Figura 21

Criou-se o vetor V' = , resultado dessa transformacdo. Agora, a esse vetor, vamos
2

aplicar a Reflex@o em relagdo a OX .
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Obtemos entdo o vetor V''= 5 resultante dessas duas transformagdes.

Vamos agora trocar a ordem das transformagdes, aplicar a Reflexdao em relagdao a OX
e depois entdo em OY .
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Figura 23
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Figura 24

Concluiremos que, nesse caso nao importa a ordem de aplicacdo das reflexdes, que o
resultado serd o mesmo, valendo a Comutatividade. Para ver isso, chamaremos a Reflexdo em

relacdo a OX de T, e a Reflexdo emrelagdo a OY de T,. Temos algebricamente que:



o )
-

o SHE

ou .

O O (6 o T

aenoy (5 6 )

Agora, aplicaremos duas transformacdes ao vetor v, e inverter a ordem para verificar
a comutatividade. Comecamos com uma Rotacdo de 90° em relagdo a origem e depois uma
Reflexdo em relagdo a OY .
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Figura 25

Agora a segunda transformacao, a Reflexao.

Figura 26

A reflex@o em relagdo a OY fez o vetor voltar para o primeiro quadrante e
ficar sobre o vetor original, ou seja, v’=v.

Agora vamos inverter a ordem. Primeiramente faremos a Reflexao e depois a
Rotacao.
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Podemos perceber que essas transformacgdes, se aplicadas em ordem diferentes, os
resultados serdo diferentes.

No primeiro caso o vetor v’ resultante das duas operagdes tinha como coordenadas

- (2 . (=2
v"=[2 , € seguindo a ordem contrdria encontramos como vetor resultante V'= ,

-2

mostrando entdo que nao hd comutatividade para essas transformacoes.

Se T, € areflexdo em relagdo a OY e T,, arotagdo de 90° em relagdo a origem, temos:



Invertendo a ordem, ou seja, aplicando 7, primeiro, e depois, T, temos

L)
7, - (r,p)

B
ol QG )

Podemos perceber que os vetores estdao em quadrantes diferentes.

34
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3. Aplicando uma metodologia alternativa para o ensino de matrizes em
sala de aula

Esse item apresentard como decorreu em sala de aula a abordagem do estudo de
matrizes e da dlgebra matricial através de conceitos de Geometria Analitica, como vetores e
transformagdes geométricas no plano.

O objetivo geral das atividades a serem descritas a seguir € motivar a aprendizagem da
algebra matricial através da visualizacdo geométrica das operagdes envolvendo essas
transformagdes no plano. Também serd discutido como a ferramenta computacional de
Geometria Dinamica serviu de suporte para essas atividades. Esse trabalho teve como objetivo
introduzir o tema matriz e suas operacdes, através de conceitos geométricos como, vetor,
operacdes com vetores, transformacgdes geométricas e a composi¢do de duas transformagdes.
Além disso, mostrar que essas operacdes geométricas possuem uma correspondéncia direta
com as operagdes de matrizes (soma, subtracao, multiplicagdo por um escalar e multiplicagao
de duas matrizes), ndo mostradas nos livros didédticos que atualmente sdo encontrados nas
escolas. Essas transformagdes foram estudadas com o auxilio de um software de Geometria
Dinamica chamado Geogebra. Esse programa possui interface simples e intuitiva e a sua
instalacdo ndo requer conhecimentos especificos de informatica. Seu download pode ser feito
no site: http://www.geogebra.im-uff.mat.br/

Durante o planejamento das atividades, teve-se a preocupacdo de que a apresentacdo
dessa metodologia alternativa fosse vidvel em relacdo ao tempo gasto para se apresentar o
conteddo, de modo que ele fosse equivalente ao utilizado pelo modo tradicional.

As atividades foram desenvolvidas em uma turma do 2° ano do Ensino Médio de uma
escola particular em Miguel Pereira, durante o més de Marco e Abril de 2013, que ¢é
conveniada a uma rede de escolas muito tradicional do Rio de Janeiro. A escolha dessa
instituicao para realizar a pesquisa de campo se deu pois: era a tnica turma do 2° ano em que
o autor estava atuando no momento. Essa turma era composta por quinze alunos de
aproximadamente quinze anos, sem nenhum repetente. Atualmente, diversas escolas publicas
possuem laboratdrios de informética, portanto, o autor acredita que as atividades poderiam ser

aplicadas nesses outros ambientes de ensino.

O tema “Matriz” foi abordado de maneira que pudesse agregar o aprendizado do
software Geogebra, abrindo caminho para que o aluno possa usi-lo posteriormente no
aprendizado de outros contetidos da matematica.

Durante as atividades, buscou-se também comentar alguns fatos de Histéria da
Matematica para trazer um pouco mais de conhecimento geral para o aluno e fazer com que as
aulas fiquem mais interessantes,

O planejamento das aulas teve como referéncia o elaborado pela escola, que
contempla o estudo das matrizes desde a defini¢do até a multiplicacdo destas, em quatro
semanas. Semanalmente, hd duas aulas de uma hora e dez minutos, que foram distribuidos da
seguinte maneira:

3.1- Primeira semana

Nesta primeira semana, foi explicado aos alunos sobre o objetivo das futuras aulas.
Para isso foi solicitado ao aluno para que ele nao tivesse contato com a apostila, para que ela
ndo influenciasse nos resultados esperados da pesquisa.
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Ainda na sala de aula foi preciso relembrar o conceito de vetor, visto no ano anterior
no curso de Fisica.

Logo apds esses primeiros comentdrios os alunos se dirigiram a sala de informatica,
onde puderam manusear pela primeira vez o Geogebra, que fora previamente instalado em
todas as dez maquinas, ali tiveram as primeiras explicacdes de como utilizar o software, sendo
dada evidentemente, uma €nfase sobre os comandos principais para o proposto nessa aula
como: criar ponto, criar um vetor por dois pontos € por um ponto € um outro vetor ja
existente, apagar, configurar escala dos eixo, etc.

Paralelo a realizacdo da tarefa no computador, os alunos fizeram o registro em seus
cadernos, utilizando a notacdo apresentada pelo programa. O slide a seguir foi apresentado
nesse momento.

Podemos também inserir um vetor diretamente, porém todos os vetores inseridos
terdo como pontode partida a origem. Basta escrever uma letra mintscula para
representar o vetore as suas coordenadas. Exemplo u=(3.4) .

€2 GeoGebra S 0 e
Arquivo Ectar Exidir Disposicles Opcbes Femamentas Janela Ajuda

N Al 2 » e &N ascllll o2 Apagar Objeto

“L. v = |1 '. N J ‘/'«.4 '\\_. “4 _.-. - 5| Seleclone o objelo para apagio

Janela de Algebra YD) [Janela de Visualzagdo D

Objetos Lives

-6
0= (%)
,¢:( ":
;u:(:‘]
=|g§;

Objetos Dependentes 4

Figura 28

Ap6s a criagdo dos vetores, os alunos fizeram algumas operacdes de soma e subtracao
de vetores, sempre olhando os resultados obtidos na “Janela da Algebra” para que pudessem
perceber que o programa representa os vetores por uma matriz coluna 2x1.

Essa aula teve como objetivo fazer com que o aluno identificasse como a operacao de
soma e subtracdo de matrizes do mesmo tipo (2x1) se comporta em nivel de coordenadas,
visto que as operagdes com vetores vistas no curso de Fisica do 1° ano do Ensino Médio nao
costumam envolver coordenadas cartesianas. O foco normalmente é a Regra do
Paralelogramo. Assim, a ideia era que o aluno percebesse que o resultado encontrado, no caso
da soma, também seria uma matriz 2x1, dada da seguinte maneira:

y t y+t

X Z X+z
+
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Apds a exibicdo dos slides de adi¢do e subtragdo de vetores, pode-se fazer uma
correspondéncia com a soma e subtracdo de matrizes. Como o resultado da soma de dois
vetores ¢ um vetor de mesmo ‘“formato” (2x1), obtido somando as coordenadas
correspondentes, podemos entdo generalizar essa ideia de uma maneira natural para a soma de
duas matrizes de ordem arbitrdria: soma-se duas matrizes apenas quando elas t€m a mesma
ordem, e o resultado € a matriz obtida somando as entradas correspondentes.

3.2- Segunda semana

Apds um primeiro momento em que os alunos jd visualizaram a soma e a subtragdo de
vetores e que eles puderam perceber que o vetor resultante correspondia a soma das
coordenadas x e y de cada vetor, agora tentaremos induzir nos alunos como deve ser definida
a multiplicacdo de uma matriz por um escalar. Para isso, utilizaremos o conceito de uma

transformac¢do geométrica chamada Homotetia (confira item 3.2.3).

Homotetias

Em sala de aula, com o auxilio do Geogebra foram feitos varios exemplos para que os
alunos pudessem comparar as coordenadas do vetor inicial e do vetor transformado, para que
verificasse a generalizacdo dessa transformacdo. Abaixo estd o slide que foi mostrado.

€ GesGebra (21O e
Arquwo Edtar Exbir Disposighes Opgdes Femamentas Janela Auda
Ny 7 KRN "'\Z,‘ (agc| wez ||| | Homoteta dados centroe Razio )]
| k Le / o ) 19| .EABC—* L2 ) setecione o ojeto, sepos o ceno ,ento, arazlo da homotesa o
Janela de Aigebra Janela de Visualizagio o)
= Objetos Lires
2 A=(,1) F
98=(61) | s,
2 c=01,1)
2 0=(1,6)
3 E=(8,6) .
9 F=(10,8)
= Objetos Dependentes
Qus= ( : ) ‘ . o
oes(3)
B
o+=(2)
5
(0 s
= ( 25 )
=2
ow=(3) s
sw=(24)
. C A u 8 v
°
v ° T 3 s s ° 7 . ° w E " " " 0 v
B

Enlrada u' = Homotetialu, 3, A] Lc)

Figura 29

Uma opc¢ao feita pelo autor foi trabalhar com o conceito de transformagdo geométrica
apenas do ponto de vista intuitivo: o interesse € entender como as transformacdes agem nos
vetores do plano, sem se ater a formalismos, tais como definir linearidade, ou até mesmo,
dizer que essas transformacdes se tratam de fungdes de IR> em IR’. A justificativa para essa
escolha foi feita com base no objetivo geral, que € fazer com que o aluno compreenda as
defini¢des e propriedades da dlgebra matricial, e ndo propriedades sobre funcdes. Assim,
dados uma transformacdo geométrica T e um vetor v do plano, escolheu-se a notacdo nao
convencional a seguir, para se referir ao vetor 7'(v):
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—CH— L

Onde k é arazido da Homotetia. No primeiro exemplo k£ = 3, no segundo k =0,5 e no
terceiro k =-2.

Primeiramente foi verificada a representacdo apresentada pelo programa ao aplicar
uma transformacao, no caso, a Homotetia, em um vetor que tivesse uma coordenada nula,
para, em um segundo momento, verificar em uma coordenada ndo nula, tentando assim
generalizar essa operacao.

Podemos ver abaixo parte de uma representagao feita por um aluno.

Figura 30

Multiplicagdo por um escalar

Para verificacdo da operacao de multiplicacdo de um escalar e uma matriz utilizamos a
Homotetia, com o auxilio do Geogebra, mostramos geometricamente que, ao ampliar ou
reduzir um vetor, precisamos de uma constante k responsavel pela expansdo ou contrag¢io do
vetor, onde a coordenada do vetor resultante dessa transformacao corresponde a constante k
multiplicada pela coordenadas iniciais. Sendo assim, generalizando a nossa percepgao,
podemos concluir que, para multiplicar um escalar por uma matriz qualquer, basta fazer a
opera¢do de multiplicagcdo desse escalar por todas as suas entradas.

Para motivar a definicdo de multiplicagdo de duas matrizes, utilizamos as
transformacoes de Reflexao, Projecao Ortogonal e Cisalhamento.

Reflexao

A principio foi explicado o conceito de Reflexdo. Mostrou-se a transformacao
Reflexdo em relacdo a OX e foi solicitado entdo que fizessem a transformagdo em OY .
Nesse momento, foi apresentado a turma a ideia de Cayley, de representar transformacoes

X X'
geométricas da forma T — ( J = ( 'J onde x=ax+by e y’=cx+dy (ou
y y
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equivalentemente, sistemas lineares em duas varidveis x e y), através de uma matriz 2X2:
a b

c

.Essa informac¢do abre caminho para descobrirmos qual a matriz de transformacio em

cada caso.
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Figura 31

Depois dos alunos calcularem as reflexdes de vetores em relacdo aos eixos
coordenados, passou-se ao caso da reflexdo em relagdo a reta y = x, para que ficasse claro

que uma transformacao de reflexao poderia ser realizada em relacao a qualquer reta do plano.



40

Verifique agora a reflexéo dos vetores ue v em relagé@oa retay = x.

Vocé sera capaz de escrever como ficara a transformagao de vetor w e
desenha-lo namalha quadriculada?

€ GeoGebra Y . O . W Y b ) (01O i)
Arquivo Ecitar Exibir mpewlu owbn Ferramentas Janela m
Mdomlhhﬂoamm
,' Selecione primeiro 0 objeto e, depols, a reta de reflexdo (ol
molaeolmua md-oovuum;to [Qcie)]
= Objetos Livres
9 B=22 A

@C=(53)
P E~(2,11)
9 H=(1,-1)

= Objetos Dependentes
@ A=(0,0) 4,
@ D=(1,1)

@ F=(1,1)
@ G=(0,-001)
D axey=0 N

258
1022013 oy

Figura 32
Ap6s as trés reflexdes foram feitas as generaliza¢des correspondentes.
Reflexeo
X
, \ \
b G | Tea X - X )
T:(28) (5] (R

Y=ox+by —baz1 b0

-Y= C""'dY—PC:O, d:-’\//

I
<
/

T= (5 = (3)63= (1)
Y=ax + by — =0, b:1

X=Cx +dy — c=1, d:o/
7/
v )
Figura 33
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Projecdo Ortogonal

Nesse momento houve uma breve explicacdo sobre o que € uma projecdao ortogonal
sobre uma reta.

Nas atividades propostas, tratamos apenas das projecdes sobre os eixos OX e OY,
por simplicidade.

Em sala de aula foi apresentado o slide abaixo.

PROJECAO ORTOGONAL

Veja o gué acontece com as coordenadas dos vetorss v & w, que
correspondem a projecao ortogonal do vetor u em relacio a OX e a OY

L3 s
respectivamente.
€2 GeoGebra Lot O S
Arquivo Ectar Exidir Disposicdes Opgles Feramentas Janela Auda
A P * [y e ) .2 Mover Janela de Visualizagdo
L%v o Jlv J /',- Pl (A2 (O9% /:-, -} ABC: ;—: Arraste a janela de Wsualizag30 ou UM etxo (St » Arrastar) S

Janela de Algedra (&)%) |Janela de Visualizagio )& x
Objetos Livres
2 8=(6,2)
Objetos Dependentes
2 A=(0,0)

4

scpooesegsome

sehrooosasnse

Figura 34

Apo6s a projecdo, foi solicitado aos alunos para que eles verificassem as coordenadas dos
vetores v € w apds projecdo ortogonal aos eixos, que fizessem um registro de dados tentando
entender como opera essa transformacdo, e que descobrissem quais entradas possuem as
matrizes associadas a cada uma dessas projecdes.

3.3- Terceira semana
Rotacdo
A rotacdo de um angulo¢, em torno de um ponto, teve a origem como eixo de

rotacdo.
Em sala de aula foi mostrado uma rotacio de 90° de um retangulo em relagdo a origem.
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Para facilitar a visualizacdo da operacdo, os alunos tiveram que construir as outras rotacoes
referentes a 180° e 270°.

ROTACAO

A rotacao faz com que objeto gire em torno de um ponto, no sentido
horario ou anti-horario. ldentifique os vetores do poligono 1 e do
poligono 2 em cada caso.
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2002
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0= 90°
—.— s

IN00
J
IE-0)
IC=2y

v 1
Q020 - D |
R=(*
1
I3 é
2 C
28,%3 } — .
Iv-2 ¢
?5,°2
I } o\ salt
‘(")
Ja-2
29,2 ;
I poit =6 7 . s “ B 2 Y 0 1, 2 ) . s 0 7 0 D )
J poi2=6

)
o
>

Figura 35

Pode-se perceber os resultados e generalizar.

* Rotag¢des no sentido anti-horario de:
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Cisalhamento

Nesta transformacao definimos através do slide abaixo.

CISALHAMENTO

A transformacao geométrica que chamamos de cisalhamento corresponde
a um efeito de deslizamento, pode ser em relagao ao eixo x ou ao eixoy

A transformacao de cisalhamento na diregao x tem um efeito semelhante
ao de deslizarmos um baralho de cartas em uma mesa, transformando
um retangulo, por exemplo, num paralelogramo.

Vamos ver como fica essa transformacao com o auxilio do Geogebra.

Figura 36

CISALHAMENTO EM RELACAO AO EIXO X

€2 Geoebra [ESSIer=x=)
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2E-0,0 s,
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Qv-22
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9 poi2=6
E 2 K 5, 2 .

Figura 37
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Figura 38: Aluno determinando vértices do paralelogramo

obtido ap6s a transformacdo de cisalhamento.

Multiplicacdo de matrizes (2x2) x (2x1)= (2x1)

Para verificar a operagdo de multiplicacdo de matrizes, utilizamos as transformagdes
de Reflexdo, Projecdo Ortogonal, Rotacdo e Cisalhamento, onde fizemos uma dessas
operacdes e observamos qual eram as novas coordenadas do vetor ou do poligono
transformado, descobrindo quais eram valores das entradas a, b, ¢ e d, responsdveis pela
transformacdo, e logo apds aplicando esses coeficientes em outro vetor. Fizemos essas
observagdes em todas as transformacdes acima, utilizando o tempo de quatro aulas de 70
minutos cada uma, separada em duas semanas distintas, onde foi dividido em Homotetia,
Reflexdes e Projecdoes em uma semana e Rotacao, Cisalhamento em outra.

3.4- Quarta semana
Composicdo de transformacoes e Multiplicacdo de Matrizes

A maior dificuldade dos alunos na aprendizagem da dlgebra matricial costuma ser
quando se introduz a multiplicacdo de duas matrizes, pois esta operacdo ndo € tdo intuitiva
como a soma. Abaixo, destacamos um trecho contendo a orientacdo metodoldgica sugerida
pela escola aonde a pesquisa foi desenvolvida:

OBJETIVO ABORDAGEM
Neste médulo 0s alunos devem aprender como se Este é um mdédulo em que ndo podemos deixar de fixar com os alunos "o como
multiplicam matrizes se faz” da operacdo, por iss0 Muitos exercicios $30 necessrios. Entdo, com calma
devemos mostrar 203 dlunos 0 Mmodo de se realizar 3 operaclo de matrizes

Prioridades:

explicar COmo $¢ Processa 3 0peracdo

exphca Quando pademos e Quando ndo podemos

redlizar e3ta operacdo

Figura 39

A sugestio dessa escola ao professor, no que tange o ensino de produto de matrizes, é
que se facam inimeros exercicios com os alunos. Exercicios de repeticio que ndo ensinam,
mas doutrina o aluno a executar um algoritmo em cada situacdo apresentada, um indicio da
“educacdo bancéria”, descrita no Capitulo 1.
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Na quarta semana, foi solicitado aos alunos para que fizessem duas transformacdes
seguidas e, depois, fizessem em ordem contréria, para verificar se o resultado seria 0 mesmo.
Mostrou-se o slide a seguir propondo essa atividade:

Agora que ja conhecemos os coeficiente a, b, ¢ e d de cada
transformacao geométrica estudada , vamos aplicar duas

Com a foiha quadricuiada, identifique os eixos cartesianos e construa o
vetor v, partindo da origem, de coordenadas , - |

>

1°) Faca a Reflexao do vetorv em relacao ao eixo Ox.-
2°) Faca a Rotacao de 90° desse vetor resultado, v’
3° identifique as coo  dlo vetor v,

Agora mude a ordem das transformacodes, faga primeiro a rotacao e depois
a reflexao.

Figura 40
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Figura 41: Aluno realizando aplicando em um retangulo

a composta de uma reflexdo por uma rotagdo.

Foi utilizado também o slide abaixo para perceber como seria o processo de compor

duas transformacdes, para que os alunos percebessem qual seria a matriz dada por essa
composta.
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Vamos agora tentar juntar duas operactes em uma, ou seja, vamos fazer a
composigao das duas operagdes, como nas fungdes. Vamos usara
reflexao e depois a rotagao.

1 0 0 1 3 -2
(o} _— =
0 -1 -1 0 2 -3
(a b e f 3 -2
o —_— =
c d g h 2 -3
(4 B) (3) (-2
S —
(4 B) (x) -y —y=Ax + By

Figura 42

Essa abordagem também permitiu chamar a atencdo do aluno para uma importante
caracteristica da operagdo de multiplicacdo: o produto de matrizes em geral, ndo é comutativo.

Para mostrar tal fato, foram usadas duas transformacdes geométrica. Aplicando
sucessivamente as transformagdes, ora teriamos o mesmo resultado e ora ndo teriamos.

A comutatividade foi verificada ao fazer uma Reflexdo em relacdo ao eixo OX e uma
Reflexdo em relacdo a OY . E para mostrar a ndo comutatividade fizemos uma Rotacdo em
relacdo a origem de 90°, no sentido anti-hordrio, e depois uma Reflexdao em relagdo a OY .

Ap6s a visualizacdo da ndo comutatividade, através das transformagdes de Rotacdo e
Reflexdo em relacdo ao eixo OY aplicadas em um vetor, foram feitas as verificacdes
algébricas, através da composi¢do dessas duas transformacdes. Primeiro a composi¢do da
Rotacdo com a Reflexdo e depois, da Reflexdo com a Rotacdo, para que eles percebessem que
a matrizes dessas duas compostas eram diferentes, concluindo entdo que a importa com que
ordem se faz o produto de matrizes.



47

4. CONSIDERA COES FINAIS

Esse trabalho teve como objetivo, propor uma metodologia alternativa para o ensino
de matrizes e suas operagdes, explorando elementos da Geometria Analitica como os vetores
e as transformacdes lineares no plano. Paralelamente, utilizou-se uma ferramenta
computacional, o software Geogebra, visando tornar menos passiva a aprendizagem desses
conceitos por parte do aluno.

Foi escolhido esse programa por ser gratuito e de ficil utilizacdo, além de ser ripido
de ser instalado em qualquer sala de informatica.

Essa metodologia também tornou possivel resgatar o tema das Transformacdes
Geométricas, que deveria ser amplamente trabalhado no Ensino Fundamental, conforme
constam nas orientacdes dos PCN.

Hé uma grande necessidade nos dias de hoje de se fazer uma aula mais dindmica, com
o uso da informatica, que é uma ferramenta amplamente difundida entre os jovens. Pode-se
perceber, nas aulas dessas quatro semanas da pesquisa, que os alunos demonstraram bastante
interesse pelo tema e se mostraram muito participativos.

Ao introduzir o tema ‘“Determinantes”, as aulas retornaram ao ‘“estilo tradicional”,
com o uso da lousa e do giz. Os alunos, entdo, indagaram se nao seria utilizada, em algum
momento, a mesma dindmica de aula no laboratério de informatica. Esse comportamento
pode ser considerado um ponto positivo para a aplicacio da metodologia sugerida nessa
pesquisa.

Nao foi possivel verificar se a qualidade do aprendizado foi superior, comparado com
aquele advindo a metodologia tradicional, pois o autor s6 atuou em uma Unica turma de 2° ano
nos meses da pesquisa.

Uma dificuldade que ja era esperada de se ocorrer, foi que, com as atividades
realizadas sobre o tema das transformagdes geométricas, pouco se pode explorar sobre outras
defini¢des e propriedades matriciais, como transpostas de matrizes, matrizes simétricas e
antissimétricas.

Apesar de ter-se conectado a dlgebra das matrizes a outra drea da matematica, no caso
a Geometria, a contextualizacdo desses elementos no decorrer das aulas precisa ser pensada.
Em trabalhos futuros, pretende-se enriquecer mais o ensino das transformagdes lineares com
exemplos de simetrias existentes no cotidiano. O ensino dos determinantes também poderia
ser trabalhado com o auxilio do GeoGebra. Por exemplo, as matrizes de ordem 2 com
determinante nulo serdo exatamente aquelas que transformam poligonos do plano em um
ponto ou em um segmentos de reta.
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