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RESUMO

CAMARGQO, Jorge Matheus Fernandes de. O USO DOS RECURSOS DIGITAIS E DOS PRO-
BLEMAS DE OTIMIZACAO COMO UMA ABORDAGEM INTERDISCIPLINAR NO EN-
SINO MEDIO. 148 f. Dissertacio — Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional
— PROFMAT, Universidade Tecnoldgica Federal do Parana. Cornélio Procopio, 2022.

Um dos conceitos matematicos mais importantes e indispensdveis que tem um papel central ndo
s para matemadtica como para toda ciéncia € o conceito de funcdo. As funcdes sdo presentes
na descricao e estudo de grande parte dos fendmenos naturais quando o objetivo € avaliar quan-
titativamente os mesmos. Diante desta realidade, o conceito deve ocupar um lugar de destaque
no Ensino Médio, porém, a grande maioria dos estudantes apresenta uma certa dificuldade na
compreensdao deste conceito, e isso € um grande desafio para os professores de matematica
do Ensino Médio. Diante disso, surge a necessidade de buscar novas metodologias de ensino,
por intermédio dos recursos digitais e a interdisciplinaridade, ja que as metodologias tradicio-
nais de ensino nao conseguem mais manter os alunos motivados e concentrados o tempo todo.
Neste trabalho, propomos uma abordagem integrada, entre funcdes e problemas de otimizagdo,
que combina a interdisciplinaridade com a metodologia ativa. Os resultados mostram que a
abordagem interdisciplinar proposta pode ajudar significativamente os alunos do Ensino Médio
a entenderem a importancia do conceito de func¢des, deixando de ser algo abstrato e sem re-
levancia.

Palavras-chave: Funcoes. Interdisciplinaridade. Problemas de Otimizagdo. Situagdes-Problema.
Recursos Digitais. Ensino Médio



ABSTRACT

CAMARGQO, Jorge Matheus Fernandes de. THE USE OF DIGITAL RESOURCES AND OP-
TIMIZATION PROBLEMS AS AN INTERDISCIPLINARY APPROACH IN HIGH SCHOOL.
148 f. Dissertagdo — Mestrado Profissional em Matemética em Rede Nacional — PROFMAT,
Universidade Tecnoldgica Federal do Parana. Cornélio Procopio, 2022.

One of the most important and indispensable mathematical concepts that plays a central role,
not only for mathematics, but for all science as well, is the concept of function. Functions are
present in the description and study of most natural phenomena when the objective is to evaluate
them quantitatively. Faced with this reality, this concept should occupy a place of prominence
in High School, but, the vast majority of students have some difficulty in understanding the
concept, and, this is a a great challenge for high school mathematics teachers. Due to that,
the necessity of seeking new teaching methods arises, through approaches that combine digital
resources with interdisciplinarity, since traditional teaching methods can’t keep students moti-
vated and focused all of the time. In this work, we propose an integrated approach, between
functions and optimization problems, which combines interdisciplinarity with active learning.
The results show that the proposed interdisciplinary approach can significantly help high school
students to understand the importance of the concept of functions, being no longer something
abstract and irrelevant.

Keywords: Functions. Interdisciplinary. Optimization Problems. Problem Situations. Digital
Resources. High School
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1 INTRODUCAO

A matematica, por definicdo, € a ci€ncia das quantidades e das formas, possui uma
linguagem proépria e que durante varios séculos vem fazendo parte da histéria da humanidade,
estando em tudo ao nosso redor, em cada detalhe do dia a dia e em diversas situagdes. No
entanto, no decorrer de todo este tempo, estudar e aprender matemdtica tem sido um grande
desafio; tanto pelas mais diversas dreas que ela abrange quanto pela complexidade das mesmas,
criando assim, diversos obstaculos quanto a sua aprendizagem.

De acordo com os Parametros Curriculares Nacionais de Matematica (BRASIL, 1997),
a matemadtica € “componente importante na constru¢ao da cidadania, na medida em que a so-
ciedade se utiliza, cada vez mais, de conhecimentos cientificos e recursos tecnoldgicos, dos
quais os cidaddos devem se apropriar’. Logo, podemos ver o quanto a matemética € importante

para a formag¢do de uma pessoa e ainda, segundo as Diretrizes Curriculares da Rede Publica de
Educacio Bésica do Estado do Parana de Matematica,

A aprendizagem da Matemadtica consiste em criar estratégias que possibilitam ao aluno
atribuir sentido e construir significado as ideias matemdticas de modo a tornar-se ca-
paz de estabelecer relagdes, justificar, analisar, discutir e criar. Desse modo, supera o
ensino baseado apenas em desenvolver habilidades, como calcular e resolver proble-
mas ou fixar conceitos pela memorizagdo ou listas de exercicios. (PARANA, 2008)

Existem muitos conceitos da matemética que dispensam uma formulagao tedrica com-
plexa para que o estudante o compreenda. Porém, foi a partir do estudo de muitas pessoas
e em muitas épocas que diversos conceitos mais complexos da matematica se desenvolveram
(ZUFFI; PACCA, 2002), sendo que os estudantes possuem um repertério de explicacdes para
fendmenos e conceitos que sao diferentes daqueles que se ensina na escola (SCHROEDER,

2007). Um desses conceitos mais complexos € o de funcoes.

Segundo as orientagdes curriculares para o ensino médio de 2006:

O estudo das fun¢des permite ao aluno adquirir a linguagem algébrica como a lin-
guagem das ciéncias, necessdria para expressar a relagdo entre grandezas e mode-
lar situagdes problema, construindo modelos descritivos de fendmenos e permitindo
varias conexdes dentro e fora da prépria matematica (BRASIL, 2006).
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E, de acordo com (ZUFFI; PACCA, 2002):

Embora se possa ter uma concepgao espontinea de variagdo e de associacao entre duas
grandezas, a caracterizacdo das propriedades especificas das relagdes que sdo também
funcdes matematicas s6 foi possivel num processo histérico longo e delicado, que
culminou com as defini¢cdes de Dirichlet e Bourbaki para fun¢des. Essas possibilita-
ram um alto nivel de abstrag¢ao desse conceito, ampliando-o para conjuntos de objetos
matematicos antes pouco imaginaveis.

E fato que funcio é um dos conceitos matematicos fundamentais e indispensaveis que
tem um papel central ndo s6 para matematica como para toda ciéncia. Ela estd presente na
descricao e estudo de grande parte dos fendmenos naturais quando o objetivo € avaliar quan-
titativamente os mesmos. O conceito de funcdo ndo se limita apenas as aplicagdes simples e
triviais, como por exemplo, a temperatura de uma camada de metal, o potencial elétrico em um
dado ponto, a variacdo de preco de um produto ao longo do tempo, a distancia percorrida em
relac@o ao tempo, mas também as aplicagdes abstratas que ndo sao tao triviais.

Diante desta realidade, o conceito de fung¢dao deve ocupar um lugar de destaque no
ensino médio uma vez que ele reflete de forma muito clara a dicotomia entre o pratico e o

tedrico (ZUFFI; PACCA, 2002). Porém, a grande maioria dos estudantes apresenta uma certa
dificuldade no estudo do conceito de funcdo. Segundo (BRITO; ALMEIDA, 2005):

Uma dificuldade, comumente enfrentada por professores de matematica, consiste em
tornar compreensiveis conceitos que foram sendo construidos ao longo de muitos anos
e cuja sistematizag@o atual os distancia da linguagem empregada pela maioria das
pessoas em seu cotidiano.

Por exemplo, no caso do conceito de funcao (assim como a matemética em geral), os
estudantes demonstram um grande desinteresse alegando a dificuldade e a complexidade do
conceito, além de considerarem que a mesma nao possui aplicagdes praticas no cotidiano, cons-
truindo assim uma barreira que os afastam do conhecimento profundo do conceito de funcao (e

9999

também da matemadtica™’) e um sentimento de frustracdo.

Deve-se levar em consideracdo, que em muitas dessas dificuldades no entendimento
e desenvolvimento de conceitos mateméticos estdo relacionados as questdes muitas vezes ele-
mentares, que se tornam obstaculos para o acompanhamento dos conteidos propostos por parte
dos estudantes, ndo obtendo assim bons resultados. Portanto, o grande desinteresse que atual-
mente os estudantes apresentam € devido a esse distanciamento entre conteido e a experiéncia,
e segundo os Parametros Curriculares Nacionais para o ensino médio (BRASIL, 2000) ”A
integracao dos diferentes conhecimentos pode criar as condi¢des necessdrias para uma aprendi-

zagem motivadora”.
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Conforme (PACHECO; ANDREIS, 2018), “essas dificuldades podem ser oriundas
de questdes metodoldgicas inadequadas, professores mal qualificados, de uma infraestrutura
escolar insuficiente e/ou relacionadas a alunos que apresentam bloqueios decorrentes de ex-
periéncias negativas”, e ainda, tais impressoes sao originadas do primeiro contato do aluno com
a matéria nas séries iniciais, além da falta de incentivo em estudar por parte dos pais ou res-
ponsaveis e a propria falta de disciplina para estudar. E, diante deste cendrio, atrair a atencao e
interesse dos alunos pelas aulas de matemaética tem sido desafiador.

Pensando em todas essas situagdes, a matemaética do ensino médio deve proporcionar
ao aluno, uma visao de mundo contextualizada e de total aplicabilidade e que o beneficie em sua

vida cotidiana, despertando assim, seu interesse pela disciplina. E ainda, segundo os Parametros
Curriculares Nacionais:

Os objetivos do ensino médio em cada drea do conhecimento devem envolver, de
forma combinada, o desenvolvimento de conhecimentos préticos, contextualizados,
que respondam as necessidades da vida contemporinea, e o desenvolvimento de co-
nhecimentos mais amplos e abstratos, que correspondam a uma cultura geral e a uma
visdo de mundo (BRASIL, 2000).

Diante dessa nova realidade, surge a necessidade de buscar novas metodologias de
ensino e que o torne mais significativo, aproximando-se do estudante e de seu dia a dia, a fim
de leva-lo a questionar, analisar, compreender e justificar determinadas solucdes e contribuindo
assim para a sua formacgao como aluno e cidadao.

Dentro dessas novas metodologias, observa-se a resolu¢do de problemas, que vem a
fim de dinamizar as aulas e como uma poderosa ferramenta de aprendizagem, ndo tendo uma
unica forma de se chegar aos resultados pretendidos, mas sim, de maneira instigante a buscar

diferentes estratégias e caminhos para a solu¢do dos problemas propostos. De acordo com
(LUPINACCI; BOTIN, 2004):

A resolucdo de problemas é um método eficaz para desenvolver o raciocinio e motivar
os alunos para o estudo da Matematica. O processo de ensino e aprendizagem pode ser
desenvolvido através de desafios, problemas interessantes que possam ser explorados
e ndo apenas resolvidos.

Logo, como foi abordado por (LUPINACCI; BOTIN, 2004), o processo de ensino e
aprendizagem deve estar atrelado a situagdes que estimulem os alunos a pensar e querer resol-
ver, isto €, que sejam interessantes € nao o simples resolver, desenvolvendo no estudante um
pensamento critico e de maneira criativa e reflexiva. Assim, surge a proposta de trazer os pro-
blemas de otimizagdo para resolver determinados problemas no ensino médio. E notério que,

a mesma € abordada de forma mais avangada no ensino superior € em determinados cursos de
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ciéncias exatas, dentro das disciplinas de Calculo Diferencial e Integral, e posteriormente em
disciplinas da 4rea de Pesquisa Operacional para os alunos de Matemdtica Aplicada ou Enge-
nharias. Através de situagdes-problemas envolvendo este tema, é possivel trabalhar os mais
diversos conceitos tais como o de funcdes lineares e ndo lineares, inequagdo de 1° grau ou de
graus superiores, matrizes e sistemas lineares; além de toda abordagem envolvendo leitura e

interpretacdo de graficos.

O termo otimizagdo, em geral, refere-se ao estudo de problemas nos quais se busca
minimizar ou maximizar uma certa funcao, chamada de funcdo objetivo, sujeito a um conjunto
de restrigdes que limitam a escolha dos valores das varidveis de decisao do problema. Muitos
problemas reais e praticos do nosso cotidiano podem ser reformulados e modelados de maneira
muito conveniente como problemas de otimizacao. Esses problemas possuem uma vasta drea de
aplicacdo, como engenharia, economia, planejamento, transporte, tomada de decisdo, logistica,
mineracao de dados, informadtica entre outras. Por exemplo, quando alguém sai de casa para

algum destino, sempre busca minimizar a distancia, o tempo e/ou o custo.

Assim, o conceito de funcdo pode ser abordado dentro do contexto de interdisciplinari-
dade uma vez que o uso das aplica¢des permite um trabalho interdisciplinar, consequentemente

motivando os alunos nas disciplinas de matematica.

o

A interdisciplinaridade entrou no cendrio educacional do Brasil a partir da Lei n
5.692/71 e depois ganhou mais destaque com a nova Lei de Diretrizes e Bases da Educacdo
Brasileira n° 9.394/96 e com os Parametros Curriculares Nacionais — Os PCNs. A aplicagcao
de matemadtica em outras areas de conhecimento é geralmente feita através de modelagem ma-
tematica, que € nada mais que representar uma situacao por tabelas, graficos, funcdes, formulas,

figuras e outros termos matematicos.

Para (SOUSA, 2010):

A interdisciplinaridade como abordagem para pesquisa e ensino busca a interacdo
entre uma, duas ou mais disciplinas ou dreas do conhecimento humano, num processo
que abrange desde uma simples comunicagdo de ideias até a integracao de finalidades,
objetivos, conceitos e conteudos.

Por exemplo, a fungdo exponencial € uma das funcdes mais importantes que aparece
muito frequentemente nas aplicagdes da matematica. Muitos problemas reais, como os proble-
mas de crescimento/decrescimento populacional ou fendmenos naturais, os problemas finan-
ceiros do juro composto, os problemas de resfriamento na fisica, os problemas de decaimento
radioativo na quimica entre outros, podem ser modelados e simulados através de fun¢des expo-

nenciais.
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Por outro lado, os sistemas e metodologias tradicionais de ensino e aprendizagem nao
conseguem mais manter os alunos motivados e concentrados o tempo todo, e isso € ainda de-
safio maior em aulas de matematica que exigem uma maior participa¢do dos alunos nas dis-
cussoes. Por isso, o professor, dentro de um sistema diferenciado, precisa se renovar, se re-
modelar constantemente e adotar metodologias em que os alunos se envolvam mais ativamente
com o aprendizado, fazendo com que as aulas sejam mais produtivas. Isso pode ser feito através
de combinagdes de conceitos, técnicas, ferramentas, como por exemplo, o uso da metodologia

ativa.

Neste novo sistema, o professor precisa estar disposto a se renovar e acompanhar sem-
pre as novas tecnologias e buscar métodos inovadores de ensino que melhor se adaptam a re-
alidade dos seus alunos. O uso dos recursos digitais vem ganhando forca nos ultimos anos,
principalmente com o inicio da pandemia de COVID19. Um destes recursos digitais € o Ge-
oGebra que é um software de livre acesso para Android, Windows, Mac, iOS, Chromebook e
Linux. O GeoGebra pode ser utilizado por professores de matematica para explorar a dlgebra e

a geometria, assim deixando as aulas mais motivadoras e atraentes.

Desse modo, esta dissertagdo tem como objetivo realizar um estudo pensando em de-
senvolver diversos problemas que envolvam a otimizacao e que se apoiam também nos recursos
digitais (metodologia ativa) como ferramenta de solucdo, e que de maneira contextualizada pode

chamar a atencdo dos alunos de maneira dinamica.

Ao longo deste trabalho, propomos uma abordagem interdisciplinar que apresenta os
problemas simples de otimizacdo. Em seguida, resolvemos os problemas apresentados através
de férmulas basicas, desigualdades, derivada de fun¢des elementares (e outros conteidos estdo
na grade do ensino médio), além dos recursos digitais que sdo a realidade atual desses estudan-

tes, para auxiliar no ensino desses conteudos.

Deve-se levar em conta que trazer tais problemas, pode aprimorar seu processo de
aprendizagem em matematica e confirmar a sua aplicabilidade, pois a interdisciplinaridade se-
gundo os Parametros Curriculares Nacionais, vem para somar € manter o didlogo entre os co-
nhecimentos de forma a complementa-los, questiona-los ou até mesmo negéa-los:

A partir do problema gerador do projeto, que pode ser um experimento, um plano de
acdo para intervir na realidade ou uma atividade, sao identificados os conceitos de
cada disciplina que podem contribuir para descrevé-lo, explica-lo e prever solucdes.
Dessa forma, o projeto € interdisciplinar na sua concep¢io, execugdo e avaliagdo, € 0s
conceitos utilizados podem ser formalizados, sistematizados e registrados no ambito
das disciplinas que contribuem para o seu desenvolvimento (BRASIL, 2000).

Acredita-se que os resultados deste projeto podem servir como uma referéncia ini-
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cial para os professores de matematica e outras dreas do ensino médio, consequentemente,

permitindo-os trabalhar com a interdisciplinaridade combinada com a metodologia ativa.

1.1 OBJETIVO

O presente trabalho propde uma abordagem integrada entre fungdes e situacdes-problemas

em que envolvem problemas de otimiza¢do nas aulas de matematica do ensino médio.

1.1.1 OBJETIVOS GERAIS

O objetivo geral deste projeto de pesquisa € propor uma abordagem interdisciplinar
de fungdes e problemas de otimizagdo, que combina a interdisciplinaridade com a metodologia
ativa, de tal forma que proporcione aos professores de matemética do ensino médio uma meto-
dologia que lhes sirva de um material didatico na constru¢ao de uma sequéncia didética inova-
dora no desenvolvimento do conceito de fun¢do de modo a despertar o interesse dos estudantes
em aprender matemadtica, deixando as aulas de matematica mais interessantes e motivadoras, e,

fazendo com que os estudantes se sintam protagonistas no processo de aprendizagem.

1.1.2 OBIJETIVOS ESPECIFICOS

Alguns dos objetivos especificos pretendidos com a proposta desta pesquisa sao:

* Propor e desenvolver uma metodologia para o estudo de fungdes.

* Realizar um estudo com foco em uma abordagem interdisciplinar que emprega os pro-
blemas de otimizacdo para abordar o conceito de fungdo, evitando que os estudantes

construam tal conceito de maneira fragmentada.

* Analisar a importincia da modelagem matemadtica na solucao dos problemas cotidianos

dos estudantes.

* Realizar um estudo com foco nos métodos algébricos (teoria) compreensiveis e abordaveis
aos estudantes do ensino médio para resolver os problemas reais modelados como pro-

blemas de otimizacao.

* Fazer uso de metodologia ativa (recursos digitais) que serve de auxilio para o desenvolvi-

mento de uma boa situagcdo de aprendizagem em aulas de matemadtica.
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* Aplicar e analisar a abordagem proposta nas turmas de matematica do Colégio Estadual

Carolina Lupion EFMN, localizado na Rua Jorge Barros, 1095, Centro, Carl6polis — PR.

1.2 JUSTIFICATIVA

O conceito de fungdo é um conceito indispensavel quando o objetivo € avaliar quan-
titativamente muitos fendmenos naturais. No ensino médio, por sua vez, o conceito de fungao
€ tratado e alguns tipos de funcdes elementares sao apresentadas e estudadas superficialmente
ao longo deste periodo, porém falta uma abordagem diferenciada que integre a abstracdo e a
aplicacdo deste conceito em um mesmo grau de relevancia pois com isso nada se perde no

processo de ensino.

Segundo as orientagdes curriculares para o ensino médio de 2006:

O estudo das fungdes permite ao aluno adquirir a linguagem algébrica como a lin-
guagem das ciéncias, necessdria para expressar a relagdo entre grandezas e mode-
lar situagdes problema, construindo modelos descritivos de fendmenos e permitindo
vdrias conexdes dentro e fora da prépria matematica (BRASIL, 2006).

Uma grande dificuldade que os professores de matematica enfrentam quando o assunto
¢ funcdo € que este conceito ndo € um conceito que se limita apenas as aplicagdes simples
e triviais e muitas vezes o aluno precisa conhecer outros conceitos de matemdtica ou até de
outras disciplinas como pré-requisitos, tratando assim, também, a interdisciplinaridade entre
matematica e outras dreas como por exemplo fisica e quimica. Sem esta interdisciplinaridade
havera fragmentagdo e deficiéncia do conhecimento de modo que o aluno ndo serd capaz de
construir um conhecimento compartimentado e esta interdisciplinaridade faz com que o aluno

saiba que ndo existe ciéncia isolada.

Segundo os Parametros Curriculares Nacionais:

A interdisciplinaridade deve ser compreendida a partir de uma abordagem relacional,
em que se propde que, por meio da pratica escolar, sejam estabelecidas interconexdes
e passagens entre os conhecimentos através de relagdes de complementaridade, con-
vergéncia ou divergéncia (BRASIL, 2000).

O desenvolvimento deste trabalho € aprender de maneira diferente e dindmica o con-
ceito de funcdo, pois se ouve muitos alunos a falar ”’quando que vou utilizar isso em minha
vida” ou “’para que estudar determinado conteido”, e através destes questionamentos, preten-

demos fazer uma abordagem de maneira sistematica de tais contetidos com o auxilio de uma
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metodologia que combina a interdisciplinaridade com a metodologia ativa, o uso dos recursos

digitais neste caso.

Ao longo dos ultimos anos, foram realizados vérios estudos que abordam o conceito
de fun¢do, porém poucos desses trabalhos combinam a interdisciplinaridade com a metodologia
ativa que serd o ponto forte desta pesquisa. Pois, além de tentarmos mostrar para os estudantes a
importancia da matematica, em particular, o conceito de funcao, a metodologia a ser utilizada ao
longo deste trabalho tem como foco despertar o interesse do aluno nos contetdos chaves do en-
sino médio de matematica, dando-os uma aplicabilidade real através da modelagem matemaética

dos problemas cotidianos por meio de problemas de otimizacao.

As razdes que levam para o desenvolvimento deste trabalho é o aprofundamento no
estudo de alguns contetidos do ensino médio de forma ousada e utilizando uma metodologia
diversificada uma vez que se observa que atualmente o ensino de matematica € realizado de
maneira ultrapassada, sem nenhuma conexao com a realidade dos estudantes. Vale destacar
pontos como o desenvolvimento das capacidades de comunicar e resolver problemas e tais

tornam-se ferramentas que, no cotidiano do aluno fard toda a diferenca.

1.3 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Para o desenvolvimento deste trabalho, serd tomado como referencial tedrico a contribui¢ao
de autores, que analisam e propdem uma metodologia diversificada no ensino da matematica
através da otimizacao, em especial, alunos do ensino médio, que justificam o melhor entendi-
mento dos conteudos de matematica do ensino médio pelos estudantes, intermediados através

da modelagem e aplicacdo dos conceitos de otimizagao.

Neves (2019) acredita na possibilidade de estabelecer uma ponte entre o processo de
ensino escolar com situagdes proxima da realidade do aluno, através da aplicagc@o da otimizagdo
em problemas de transporte, exigindo do mesmo a otimizagao como objetivo e permitindo assim
o desenvolvimento de competéncias a fim de solucionar problemas matematicos relevantes ao
ensino médio. Destaca ainda, que através do método grafico ha a aproximacao do aluno com a

utilizacdo das equacdes e inequacdes lineares.

Neto (2014) parte do seguinte questionamento: Como o uso da programagao linear po-
derd auxiliar o ensino da geometria analitica no ensino médio? Para tanto, apresenta o histérico
do ensino da geometria no Brasil e suas consequéncias, a pesquisa operacional e a otimizacao

trabalhada com duas ou trés variaveis de forma contextualizada.

O trabalho de (ALMEIDA, 2013) visa auxiliar o professor na introdu¢ao da otimizacao
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no ensino médio, abordando a mesma por programacao linear e resolu¢do de problemas a fim de
que o aluno se familiarize com o conceito. Almeida usa a modelagem matematica no contexto
de producdo de garrafas para iniciar os conceitos de otimizacdo. J4 Rocha (2019) descreve
a resolucdo de problemas como um método de ensino que coloca o aluno diante de questio-
namentos que possibilitem o exercicio e desenvolvimento da autonomia na vida cotidiana, no
entanto, destaca alguns métodos algébricos na resolucdo de problemas de otimizacdo também,
através da determinacao do valor "6timo” que as desigualdades entre as médias proporcionam

e a andlise de funcoes.

Melo (2012), por sua vez, apresenta os conceitos de problemas de otimizagao explo-
rando suas aplicacdes e como ferramenta para a resolucdo de problemas. Destaca algumas
atividades em sequéncias de aulas ressaltando que o assunto abordado no ensino médio é bem
oportuno e apropriado aos alunos do ensino médio, devido ao apresentar uma matemética mais

contextualizada e mais aplicada.

1.4 RESULTADOS ESPERADOS

Esperamos que este trabalho e a metodologia proposta para aulas de matematica do
ensino médio, além de servir na constru¢do de uma sequéncia didatica inovadora, despertem
maior interesse dos estudantes no estudo de matematica de uma forma mais natural, dando-lhes
sentido e vontade em aprendé-la. Esperamos também que a interdisciplinaridade através da
modelagem matematica dos problemas cotidianos por meio de problemas de otimizacao torne

as aulas de matematica mais interessantes e motivadoras.

Também, esperamos que o recurso digital (GeoGebra) a ser utilizado ao longo desta
dissertacdo seja uma excelente ferramenta de metodologia ativa de aprendizagem para envolver
mais os estudantes nas aulas de matematica, tornando as aulas mais efetivas, e consequente-
mente, gerar uma formacao integral, pois a geracao atual exige um sistema de ensino mais mo-
derno e que o modelo atual, a metodologia tradicional de ensino, baseado na leitura de textos,
na resolugdo de problemas tedricos através de aplicac@o de teoria e nas avaliacdes tradicionais
por meio de provas ndo capta mais a atencdo dos estudantes atuais, uma vez que parece que no

modelo tradicional de ensino falta um desenvolvimento de conhecimento interdisciplinar.

Esta dissertagdo estd organizada em seis capitulos: no Capitulo 1 fez-se uma introdugao
geral a dissertacdo, os objetivos (gerais e especificos) e as justificativas foram apresentados. No
Capitulo 2 serd apresentada uma breve revisao do conceito de funcdo e das principais func¢des

reais de uma varidvel, entre outros. No Capitulo 3 serdo apresentados o conceito da derivada,
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os principais resultados relacionados a derivada de uma funcao e situagdes-problemas por meio
de uma abordagem interdisciplinar que envolve a otimizacdo. Na sequéncia, no Capitulo 4,
¢ apresentada, de forma resumida, a interface e os principais recursos do software GeoGebra
como um recurso digital como um apoio ao processo de aprendizagem. No Capitulo 5, sdao
apresentados a metodologia utilizada e os experimentos realizados para atender os propdsitos
deste trabalho. As atividades realizadas em 06 (seis) encontros de 02 (duas) horas e meia cada
um com os alunos da faixa etdria de 15 a 18 do ensino médio do Colégio Estadual Carolina
Lupion EFMN, localizado em Carl6polis, Parand, sdo relatados. E, o tltimo capitulo apresenta

as consideragdes finais.
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2 FUNCOES

2.1 INTRODUCAO

O conceito de fungdo é um dos mais importantes temas da matemadtica. Surgindo de
forma intuitiva e no decorrer do tempo com a ideia de correspondéncia, foi sendo aprimorada até
chegar no que conhecemos hoje. Faz parte do nosso cotidiano em inimeras situacdes, dando
suporte a resolucdo de diversos problemas. Nascendo com o processo de contagem, que por
consequéncia € muito antiga, a ideia de funcdo estd intimamente ligada a fazer associagdes en-
tre objetos e animais, criando assim uma relagdo biunivoca, que expressa o conceito de fungao
atualmente. Como mencionado, a ideia € antiga, porém o conceito formal € recente e foi ga-

nhando forma com o surgimento do Célculo e da definicdo de conjuntos.

De acordo com Ponte (1990):

A origem da nocdo de func¢do confunde-se com os primérdios do Calculo Infinitesimal.
Ela surgia de forma um tanto confusa nos “fluentes” e “fluxdes” de Newton (1642-
1727). Este autor também usou o termo “relatas quantitas” para designar varidvel
dependente e “genita” para designar uma quantidade obtida a partir de outras por
intermédio das quatro operagdes matematicas fundamentais.

Assim, percebe-se que a defini¢do de funcao, ainda que de modo primitivo, comeca a
ganhar o formato que temos hoje com os escritos de Newton (1642 — 1727) e também Leib-
niz (1646 — 1716) que foi o pioneiro em utilizar os termos “funcdo”, “constante”, “variavel”
e “parametro”. Vale ressaltar, que varios matemaéticos contribuiram para o desenvolvimento e
resultados que hoje sao apresentados, e que tais conhecimentos nao foram surgindo por acaso,
mas como ferramentas indispensaveis para os estudos dos fendmenos naturais, modelagem ma-
temadtica e andlise de dados. Contudo, a formaliza¢do do conceito de fun¢do foi dada com a

incrementacgdo da linguagem dos conjuntos e que segundo Ponte (1990):

Finalmente, com o desenvolvimento da teoria dos conjuntos, iniciada por Cantor
(1845-1918), a nogdo de fungdo acabaria por ser estendida ja no século XX de forma
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a incluir tudo o que fosse a incluir correspondéncias arbitrarias entre quaisquer con-
juntos, numéricos ou nio.

Sao diversas as situacdes em que o conceito de fungdo estd presente no cotidiano e nas
diversas areas do conhecimento. Por exemplo, os juros pagos sobre um determinado investi-
mento dependem do tempo que o dinheiro permanece investido; o saldrio de uma pessoa pode
depender do nimero de horas trabalhadas; a drea de um circulo depende do seu raio; a distancia
percorrida por um mével pode depender do tempo decorrido, a partir de um ponto inicial entre

outros exemplos. Assim, torna-se indispensdvel aprender funcgdes.

De acordo com os Pardmetros Curriculares Nacionais (BRASIL, 1999):

Além das conexdes internas a propria Matematica, o conceito de fun¢do desempenha
também papel importante para descrever e estudar através da leitura, interpretacio
e construgdo de gréaficos, o comportamento de certos fendmenos tanto do cotidiano,
como de outras areas do conhecimento, como a Fisica, Geografia ou Economia. Cabe,
portanto, ao ensino de Matemadtica garantir que o aluno adquira certa flexibilidade
para lidar com o conceito de fun¢do em situagdes diversas e, nesse sentido, através de
uma variedade de situacdes problema de Matematica e de outras dreas, o aluno pode
ser incentivado a buscar a solucio, ajustando seus conhecimentos sobre func¢des para
construir um modelo para interpretacio e investigacdo em Matematica.

Neste contexto, é fundamental que o estudante do ensino médio saiba a relevancia do
estudo de fungdes e compreenda o conceito que permeia quase todas as areas da matematica
e de outras ciéncias, para que assim, possa interpretar informacdes, ler e construir grificos de
diversas situacoes do cotidiano a fim de que possa ter uma visao integradora a sua volta e ndo
ver o estudo de funcdes como algo isolado, sem qualquer relacdo com a realidade, cheio de

abstracdes que acaba por fim considerando inntil.

E importante notar que mesmo diante da importincia do estudo de fungdes no ensino
médio, existem varios fatores que impedem o processo de ensino aprendizagem deste tema,
fazendo com que se torne algo desestimulante por parte dos estudantes e atrapalhem seu rendi-
mento. Tais fatores, muitas vezes, sao a forma com que o contetido é abordado e sem nenhuma
conexao com a realidade, e esta falta de sentido nos conteudos torna-os ainda mais dificeis do
que realmente sdao, sem falar na falta de dinamismo e métodos eficazes em prender a atengao

dos alunos em querer aprender e compreender o assunto dado.

Como foi comentado anteriormente, umas das grandes dificuldades que os professores
de matemdtica enfrentam quando o assunto € fungdo € que este conceito ndo € um conceito
que se limita apenas as aplicacdes simples e triviais e muitas vezes o aluno precisa conhecer

outros conceitos de matematica ou até de outras disciplinas como pré-requisitos, tratando assim,
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também, a interdisciplinaridade entre matemaética e outras dreas como por exemplo fisica e
quimica. Sem esta interdisciplinaridade haverd fragmentacao e deficiéncia do conhecimento
de modo que o aluno ndo serd capaz de construir um conhecimento compartimentado e esta

interdisciplinaridade faz com que o aluno saiba que ndo existe ci€éncia isolada.

2.2 FUNCOES: DEFINICOES E EXEMPLOS

Nesta se¢do abordaremos algumas nogdes bésicas sobre funcdes. Neste primeiro mo-
mento, vamos retomar alguns conceitos e propriedades elementares atrelados ao conceito de

funcao.

2.2.1 CONJUNTOS

O conceito de fungdo esta relacionado com a ideia de conjuntos, alids todos os con-
ceitos matematicos podem ser expressos através da linguagem dos conjuntos. Um conjunto €
formado por objetos que chamamos de elementos. Dado um conjunto A e um objeto a podemos
dizer se ele pertence ao conjunto A, denotado por a € A, ou que a ndo pertence ao conjunto
A, denotado por a ¢ A. Nota-se entdo que os elementos apresentam certas propriedades ou
condicdes que facam com que pertencam ou nio a um determinado conjunto como, por exem-

plo, o conjunto A formado pelos nimeros naturais impares menores do que 10.

Vale ressaltar que através da linguagem dos conjuntos, fica muito mais facil represen-
tar diversas operacdes matematicas que ganham vantagem pelo rapido e exato manuseio, além
das simplicidades em aplicar as propriedades e condi¢des dadas. Podemos representar um con-
junto através da enumeracao, das propriedades que formam o conjunto ou em diagramas. Entre
varios conjuntos podemos definir uma série de operagcdes como unido, intersec¢do, diferenca e

complementar.

A partir da relac@o de inclusdo, chegamos a igualdade de conjuntos. Dizemos que A e
B sdo conjuntos iguais, quando todos os elementos de A sdo também elementos de B, ou seja,
A C B e todos os elementos de B sdo elementos de A, satisfazendo que B C A,logoA=B. E, a
partir do conceito de par ordenado definimos o produto cartesiano entre dois conjuntos: dados
dois conjuntos ndo vazios A e B, chamamos de relacdo de A em B o subconjunto P do produto
cartesiano A x B, ou seja, P = {(x,y) : x € Aey € B} é um conjunto de pares ordenados do

tipo (x,y),comx€Aey € B.
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2.2.2 DEFINICAO DE FUNCAO

Sejam A e B conjuntos nio vazios, temos que uma funcdo f de A em B, denotada por
f 1A — B, definida como uma regra que associa a cada elemento x € A a um tnico elemento
y = f(x) € B. O conjunto A é chamado de dominio de f e denotado por Dom(f) e B de
contradominio de f. A imagem de f, denotada por Im(f), é o conjunto dado pelos elementos
y € B, tais que y = f(x) para algum x € A. Nota-se que fun¢io é um caso particular de uma
relacdo entre dois conjuntos. E interessante destacar que uma funcdo pode ser analogamente
comparada como uma maquina, pois para cada valor de x que estiver no dominio da funcao f,
que entrar na maquina, ser denominado input, a maquina através de certa regra ou lei produzira

um output f(x).

x flz)
(input) (Regra) (output)

Figura 2.1: Fun¢ao como uma maquina (préprio autor).

Existem em nosso cotidiano inimeras situagdes que nos remetem a pensar em funcoes,
quer seja exemplos numéricos ou apenas 16gicos e que podem ser trabalhados em sala de aula,
a fim de possibilitar a melhor compreensao dos estudantes na defini¢do de funcdo. A seguir
apresentamos alguns exemplos simples de funcdes que podem ser compreendidas facilmente

por estudantes de ensino médio.

Exemplo 2.1 Sejam A o conjunto de tridngulos do plano cartesiano e B o conjunto das cir-
cunferéncias desse mesmo plano. A regra que associa a cada tridngulo com a circunferéncia

inscrita ao mesmo define uma funcdo f : A — B.

Exemplo 2.2 Considere S o conjunto de todos os estados da regido sul e C o conjunto das
cidades dessa regido. Em cada estado hd somente uma capital, logo é possivel estabelecer uma

relacdo f tal que f : S — C, uma fungdo que associa a cada estado s € S a sua capital f(x) € C.

Exemplo 2.3 Suponha A o conjunto que representa o tempo decorrido de um movimento rea-
lizado por um movel que partindo de um dado ponto, percorre com velocidade constante uma
trajetoria dada e B o conjunto que representa a distancia percorrida pelo movel. Sabendo

que a cada instante o movel terd percorrido uma tinica distdancia, é possivel estabelecer uma
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regra que associa a cada instante do movimento uma distancia percorrida como uma fungdo

f:A—B.

Exemplo 2.4 Seja N o conjunto dos niimeros naturais. A regra que associa a cada niimero

natural n € N ao seu sucessor n+ 1, é uma funcdo f: N — N, sendo f(n) =n+ 1.

Temos vérias formas para representar uma fungdo f : A — B, sdo elas: diagrama de
flechas (setas), tabela, grafico e expressao algébrica, sendo as ultimas duas as formas mais
utilizadas. O diagrama de flechas é uma forma muito simples de representar uma funcio. Pela
definicdao de uma fungao, permite-se que um ou mais elementos de B ndo recebam setas ou que
um ou mais elementos de B recebam mais de uma seta. Temos entdo, uma condi¢@o para que
uma relacdo f de A em B seja uma funcdo. De fato, um diagrama de flechas de um conjunto A
para um outro conjunto B representa uma func¢ido quando de cada elemento no conjunto A saia

uma unica flecha em dire¢do a um unico elemento no segundo conjunto, o conjunto B.

A Figura 2.2 ilustra uma fun¢ao uma vez que todo elemento no conjunto A tem uma
unica imagem no conjunto B. Neste exemplo, os elementos 1,2 € A tém a mesma imagem,
a € B, e oelemento 3 € A tem ¢ € B como imagem. Podemos escrever entdao que f(1) = f(2) =a

e f(3) = c. Os elementos b,d € B ndo sdo imagens de nenhum elemento de A.

A

Figura 2.2: Diagrama de uma funcio f : A — B (proprio autor).

O diagrama da relacdo representada pela Figura 2.3 ndo representa uma fungdo pois
nao ha nenhuma seta partindo do elemento 2 € A, uma vez que € necessario que todo elemento
x € A sirva como ponto de partida para um elemento de B. Na Figura 2.4, por sua vez, temos
outra situacdo que nao representa uma funcao: do elemento 1 € A parte mais de uma seta, pois

€ necessario que cada elemento do conjunto A possua uma Unica imagem em B.
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Figura 2.3: Diagrama de uma relacao de A para B (préprio autor).

Figura 2.4: Diagrama de uma relacao de A para B (proprio autor).

Resumidamente, através da representacdo por diagramas € possivel verificar se a relacao
entre dois conjuntos, A e B, por exemplo € uma funcao, verificando se nao ha duas ou mais fle-

chas que partem do mesmo elemento do dominio ou se ndo sobram elementos do dominio.

Exemplo 2.5 Dados os conjuntos A = {—1,0,1,2} e B={—1,1,7} e a relagdo entre A ¢ B
dada através de f(x) =2x*> — 1, comx €A ey € B.

Primeiramente, a relacdo é dada por meio de uma expressao (férmula) matematica,
y= 2x% — 1. Notamos que asimagensde —1, 0, 1 e 2 sdo dadas por 1, —1, 1 e 7, respectivamente,
uma vez que f(—1)=2(=1)>=1=1, f(0) =2(0)2—1=—1, f(1)=2(1)> -1 =1e f(2) =
2(2)2 —1 =17. Assim, o diagrama da relagdo é representado na Figura 2.5. Observamos que o

diagrama representa uma funcao.
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Figura 2.5: Diagrama da relacdo do Exemplo 2.5 (proprio autor).

Definicao 2.6 Sejam A e B conjuntos ndo vazios e um elemento c € A, a fung¢do f : A — B tal

que f(x) = ¢ para todo x € A é denominada fungdo constante (Figura 2.6).

A B

Figura 2.6: Exemplo do diagrama de uma funcao constante f : A — B (préprio autor).

Definicao 2.7 Dado um conjunto ndo vazio A, a fung¢do f : A — A para todo x € A, denotada

por ld, é chamada de funcdo identidade (Figura 2.7).

Figura 2.7: Exemplo do diagrama de uma funcao identidade f : A — A (préprio autor).
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Cabe destacar que nem sempre a quantidade de elementos do dominio de uma fung¢ao
¢ igual com a quantidade de elementos do contradominio. E hd casos, em que a imagem ndo
¢ igual ao contradominio, isso se justifica pelo fato de que mais elementos do dominio estejam
associados a uma mesma imagem. Assim, surgem novos conceitos sobre fun¢des, como a ideia

de func¢do injetora, funcdo sobrejetora e fungdo bijetora.

Definicao 2.8 Sejam A e B conjuntos ndo vazios. Uma fungdo [ : A — B é dita injetora se,
para todo y € B, existir no mdximo um x € A tal que f(x) =y, isto é, se x e y sdo tais que x =y
logo temos que f(x) = f(y). Equivalentemente, uma func¢do f : A — B se diz injetora quando

elementos diferentes no conjunto A tenham imagens diferentes no conjunto B, ou seja, se x # y,

entdo f(x) 7 f(y)-

Definicao 2.9 Sejam A e B conjuntos ndo vazios. Dizemos que uma funcdo é sobrejetora se
f A — B se sua imagem de f for todo o conjunto B, ou seja, o conjunto imagem é o proprio
contradominio. Também defini-se que se para todo y € B, existir pelo menos um x € A tal que

y = f(x) existe uma sobrejecao.

Definicao 2.10 Sejam A e B conjuntos ndo vazios. Uma fungdo f : A — B é dita bijetora se for

simultaneamente injetora e sobrejetora.

Vale ressaltar que na funcdo bijetora todos os elementos diferentes do dominio t€ém
imagens diferentes além do conjunto imagem ser todo o contradominio da funcdo. A bijecdo,
em outras palavras, estabelece uma correspondéncia biunivoca entre A e B e a partir disso, dize-
mos que dois conjuntos A e B t€m o mesmo numero cardinal (nimero de elementos) quando se
pode definir uma correspondéncia biunivoca f : A — B, o que implica dizer que sdo equivalentes
numericamente. Sobre a quantidade de elementos de um conjunto A, podemos definir o cardinal
de conjunto, sendo representado por n(A), |A|, card(A) ou #A. Se A e B sdo equipotentes, entdo
#A = #B. O conjunto vazio entdo pode ser expresso através do seu cardinal, #J = 0, ja que ndo
possui nenhum elemento. Se por exemplo A = {11,15,19,23,27,31}, podemos afirmar que o
conjunto A é um conjunto finito e que o cardinal de A € 6, simbolicamente representado como
#A = 6. Dois conjuntos quando t€m o mesmo nimero de elementos sdo chamados de equipo-
tentes. Parece estranho, mas os conjuntos N e 2N (o conjunto de todos os nimeros naturais
pares) sdo equipotentes, pois a fungdo f : N — 2N dada por f(n) = 2n satisfaz as condi¢des de
uma fung¢@o bijetora. Ora, se A = {1,2} e B={2,3,5}, é evidente que ndo pode existir uma
correspondéncia biunivoca f : A — B, pois A e B ndo tem o mesmo nimero cardinal. Agora,

A=1{1,2,3,4} e B={2,4,6,8}, podemos definir uma lei que relaciona ambos os conjuntos
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formando uma correspondéncia biunivoca definida por f : A — B e sendo f(x) = 2x. Logo,
temos f(1) =2, f(2) =4, f(3) =6¢e f(4) =8.

Além das apresentadas até o momento, ha outras classificacdes de conjuntos e definicdes
de funcdes. Podemos tratar dos conjuntos através da ideia de cardinalidade. Assim, podemos
falar de conjuntos finitos e infinitos. Conjuntos finitos sdo aquele que possuem um nimero
finito de elementos, por exemplo, o conjunto de todos os professores de matematica de uma es-
cola é um conjunto finito. Um conjunto infinito é aquele que ndo € finito, ou seja, que possui um
nimero infinito de elementos. Podemos citar como exemplo, o conjunto dos niimeros naturais

que possui infinitos elementos.

2.2.3 GRAFICO DE UMA FUNCAO

Outra maneira de representar uma funcao € através de graficos. A leitura e interpretacao
de gréficos € essencial para intimeras situagdes do mundo em que vivemos, € na maioria das ve-
zes € possivel construir graficos sabendo a lei de formacao (funcdo) que o representa ou por
dados dispostos em tabelas. Assim, a sua compreensao ¢ muito importante para o desenvolvi-

mento cognitivo do estudante do ensino médio nas mais variadas dreas do conhecimento.

O grafico de uma funcao ilustra cada elemento do dominio de uma fun¢do associ-
ado a um elemento do contradominio, criando pares ordenados que pertencem ao produto car-
tesiano dos conjuntos dados. Cabe destacar que a vantagem de se representar uma fungdo
usando graficos € perceber o seu comportamento e suas caracteristicas tais como seus pontos de
maximos € minimos, crescimentos e decrescimentos, raizes e com isso através de certas analises

prever determinadas situacdes.

Ja vimos a defini¢do do produto de cartesiano A x B entre os conjuntos A e B . Dada
uma fungdo f : A — B, o grafico de f € um subconjunto do produto cartesiano A X B, definido
por

G={(x,y) EAxXB;y=f(x)}.

Para A = B =R, o produto A X B € na verdade o plano cartesiano de coordenadas xOy,
no qual os eixos Ox chamado de eixo das abscissas e o eixo Oy, chamado de eixo das ordena-
das, e além disso, cada ponto do plano em questdo apresenta um par ordenado, representado
por (x,y). Vale lembrar que dependendo da natureza da fung¢do, o gréfico pode ser uma curva
continua no plano ou um conjunto de varios pontos do plano. A Figura 2.8 representa a fungao
f:R — R, dada por f(x) = x> —2x> — x+ 2, cujo grifico é uma curva continua. Pelo gréfico

da Figura 2.8 observa-se que f(0,5) = 1,125, ou seja, a imagem de x = 0,5 é 1,125, equiva-
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lentemente, o ponto x = 0,5 tem a altura y = 1,125. Na linguagem de diagrama de flechas, do
elemente x = 0,5 no primeiro conjunto, R, saird uma unica flecha em direcdo ao elemento y =

1,125 no segundo conjunto, R. Observa-se que £(0,5) = (0,5)> —2(0,5)%> —(0,5) +2 =1, 125.

AY

1125} = f(x)

Figura 2.8: Grifico da funciio f(x) = x> — 2x*> — x +2 (préprio autor).

Note que dentro do intervalo dado, a curva representa uma funcao pois para todo ele-
mento no dominio, R, temos um tnico elemento correspondente no contradominio, R. Vale
destacar que, uma curva continua ou um conjunto de pontos discretos, de um plano num sistema
cartesiano de coordenadas pode ser interpretado como uma func¢do. Para tanto, graficamente,
podemos verificar através de um teste chamado de teste da reta vertical. O teste diz que um
grafico representa uma funcdo quando nenhuma reta vertical intercepte o grafico em mais que
um ponto. Agora, se alguma reta vertical intercepta o grafico em mais de uma ponto, entdo a
curva ndo representa uma fun¢do, pois um mesmo elemento do dominio estd associado a mais

que um elemento do seu contradominio, causando uma ambiguidade.
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< (a, c)

(a,b)

Y =

Figura 2.9: Grafico de uma relacdo que nao representa uma funcio (proprio autor).

Observamos que o gréfico da Figura 2.9 ndo representa uma fungdo pois existe pelo
menos uma reta vertical que intercepta o grafico em mais que um ponto. A reta vertical x = a

intercepta a curva em trés pontos (a,b), (a,c) e (a,d).

Com relagdo a paridade das funcdes, podemos classificd-las como funcao par e fungdo

impar.

Definicao 2.11 Sejam A e B subconjuntos ndo vazios de R. A funcdo f : A — B se diz par
quando f(x) = f(—x) para todo elemento x € Dom(f). Por outro lado, a fungdo f : A — B se
diz impar quando f(x) = — f(—x) para todo elemento x € Dom(f).

Pela definicdo, em uma fungdo par os elementos simétricos possuem a mesma imagem,
ou seja, o grafico de uma fungao par € simétrico em relacao ao eixo dos y. Analogamente, uma
funcao € impar quando o seu grafico é simétirco em relagdo a origem. A Figura 2.10 ilustra os

graficos de duas fungdes, uma par (esquerda) e outra impar (direita).

AY AY

J(=x) Jx) \ f(xl

/—x x\ - x \:

f(=x)

y =

Figura 2.10: Exemplo de grafico de uma funcio par e uma fun¢ao impar (préprio autor).
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E importante destacar que uma funcdo pode ser par, impar, nem par nem impar € ou
tanto par quanto impar. Além disso, podemos ver que qualquer funcdo pode ser reescrita como
soma de duas funcdes, uma par e outra impar. Um exemplo simples de uma funcdo par € a

funcio f(x) = x> e de uma fungio fmpar f(x) = x°.

Existe outros resultados interessantes que envolvem o conceito de funcao, dentre elas,
observamos a ideia de funcdo crescente e funcdo decrescente, tais fundamentos tratam-se da
monotonicidade de uma fun¢do. Podemos imaginar uma fun¢do crescente, como uma fungdo
cujo gréfico estd sempre crescendo ao longo do eixo dos x, e uma funcdo decrescente quando
o grafico estd sempre decrescendo ao longo do eixo dos x. Matematicamente falando, uma
fungdo f se diz crescente em um intervalo I C Dom(f) se f(x1) < f(x2) sempre que x| < X3
para quaisquer x1,x, € I. Por outro lado, f se diz decrescente em um intervalo I C Dom(f)
se f(x1) > f(xz) sempre que x; < x, para quaisquer xj,x € I. A Figura 2.11 apresenta duas
fungdes, uma crescente e outra decrescente. Uma fun¢ao pode ser crescente em algumas partes

do seu dominio e decrescente em outras partes.

AY AY

y=fx) y = f(x)

Crescente Decrescente

Y =
Y =

Figura 2.11: Funcdes crescente e decrescente (proprio autor).

As fungdes crescentes e decrescentes sdo bastante interessantes pois sdo fungdes inje-
toras uma vez que elementos diferentes t€m imagens diferentes. Vimos que por defini¢do, uma
funcgdo € bijetora quando ela for injetora e sobrejetora a0 mesmo tempo. Quando uma fungdo
f A — B é bijetora, para ela existe uma outra funcdo, de B para A, que desfaz o que f faz. Esta
funcdo é chamada de fungdo inversa de f, denotada por f~!: B — A. Portanto, se y = f(x),
logox= f~! (y). Também, é interessante ressaltar que as fun¢des crescentes e decrescentes sdo

exemplos de fungdes inversiveis.
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Figura 2.12: Os graficos de uma funcao e da sua inversa (préprio autor).

Uma funcio que tem inversa é chamada de inversivel. E claro que se f tem inversa,
entio, Dom(f) = Im(f~ 1), Im(f) = Dom(f~1), e além disso, ji que de y = f(x) temos x =
f~1(y), podemos concluir que para obter o grifico de f~! basta refletir o grafico de f em torno
da reta y = x (Figura 2.12). Matematicamente, para obter a inversa de uma fungéo y = f(x),
primeiramente, tentamos isolar x. Se ndo conseguirmos isolar x de maneira unica, a fun¢do nao
tem inversa, caso contrdrio, hd inversa e para encontrar a inversa basta trocar x por y € y por

x. Por exemplo, se y = x?, jd que x = &,/ a inversa de f(x) = x>

ndo existe uma vez que nao
foi possivel isolar x de maneira tnica. Ora, se y = x> 4 1, podemos concluir que x = /y — 1.
Como é possivel isolar x de maneira tinica, concluimos que a inversa de f(x) = x>+ 1 existe e é
dada por f~!(x) = v/x— 1, apenas trocando x por y e y por x na tltima equacdo. Neste mesmo

exemplo, podemos ver que f(1) =2e f~!(2) = 1, uma desfazendo outra.

2.2.4 FUNCOES ELEMENTARES REAIS

Uma funcdo f: A — B é chamada de fun¢do real quando o seu contradominio esta
contido no conjunto de todos os nimeros reais, ou seja, quando B C R. Na sequéncia, consi-
deramos fungdes do tipo f : R — R. Nesta se¢do faremos uma simples revisiao dessas fungdes

elementares reais.

2.2.4.1 FUNCAO AFIM E LINEAR

Muitos problemas reais, além dos problemas simples do nosso cotidiano, podem ser

modelados de forma bastante conveniente por meio de fungdes reais. Estas fungdes, nem sempre
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sdo complexas.

Exemplo 2.12 Em abril de 2020, a COPEL (Companhia Paranaense de Energia) cobrou das
unidades consumidoras da cidade de Londrina uma taxa fixa de 7,89 reais como a taxa da
iluminagdo publica, além de 0,793862 reais para cada KWh de energia elétrica consumida
(Figura 2.13). Observamos que, sendo x a energia consumida (em KWh), o valor pago pelas
unidades é dado por uma fungdo do tipo f(x) =0,793862x+7,89. Concluimos entdo que para
a unidade consumidora da Figura 2.13 onde o consumo de energia foi de 145 KWh, o valor

pago pelo consumo é dado por f(145) =0,793862(145) +7,89 = 123,00 reais.

BE COPEL Z2mtstion: wores cnmm coomorn 5] Wiwcopslcom

"_ CNPJ: 04, 368.898/0001-06- |E 90.233.073-99 - IM 423.992-4 Y 0800 51 00 116

Més de referéncia Unidade Consumidora

[ Abril/2020 ] [ 10584
Vencimento VALOR A PAGAR

[ 05/05/2020 ] [ R$ 123,00

FAT-01-20209055741375-30

CPF Diiaiietanes

Responsabilidade da Manutencéo de llumina Pablica: Municipio 08004004343

DENUNCIE FURTO DE FIOS! LIGUE 181.

Reside/Residencial

N° Medidor: MD 0390340831 - TRIFASICO

Leitura Anterior Leitura Atual Medido Constante de  Total Faturado Consumo Data de Emissdo Préxima Leitura
Multiplicagdo Médio Didrio Prevista
13/03/2020 14/04/2020 32 dias
347 492 145 kWh 1 145 kWh 4,53 KWh 15/04/2020 14/05/2020

Historico de Consumo e Pagamento Valores Faturados

Mas kWh Dt.Pgto. Valor

03/2020 128 31/03/2020 112 86 NOTA FISCAL/CONTA DE ENERGIA ELETRICA N° 130.650.419 - SERIE B

02/2020 133 08/03/2020 115,52 Emitida em 15/04/2020

01/2020 100 31/01/2020 86,82 Produto Valor Valor  Base Aliq.

1212019 100 08012020 56.38 Descrigdo Un. Consumo Unitario Total Calc. ICMS
ENERGIA ELETRICA CONSUMO KWh 145 0,793862 11511 11511 28.00%

1172019 100 04122019 50,27

1012019 100 04/11/2019 58,10

Dai2019 o GONT ILUMIN PUBLICA MUNICIPIO 7.89

08/2019 0

Figura 2.13: Valor pago pelas unidades consumidoras de Londrina - COPEL (autor préprio).

Defini¢ao 2.13 Uma fungdo f : R — R chama-se afim quando existem a,b € R tais que f(x) =
ax+ b para todo x real e a # 0.

Temos que a € taxa de variagdo da funcdo, assim se a > 0 a funcdo € crescente e se
a < 0 a fungdo € decrescente. O coeficiente b € chamado de coeficiente linear, determina o
ponto onde a reta corta o eixo y. A partir disso, observamos casos particulares de fun¢des afim
como a fun¢ao identidade, f(x) = x, funcao constante, f(x) = b e a fun¢ao linear, f(x) = ax.
Graficamente, a func¢do identidade € a reta y = x, a funcdo constante é uma reta horizontal e a
fungdo linear f(x) = ax é uma reta que passa pela origem e que tem a inclinagdo igual a a.

O valor pago para um taxista ou o valor da fatura de uma conta da luz, o volume d’dgua em
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uma caixa com um certo vazamento todos seguem modelo de uma funcdo afim. O valor pago
para cinco quilos de banana em um supermercado, o valor pago para abastecer um carro em
um posto de combustivel, a distancia percorrida por um motorista que dirige a uma velocidade
constante ao longo de tempo seguem o modelo de uma func¢do linear. Ainda sobre a fun¢do
linear, € notdrio citar que a funcao linear € tida como o modelo matematico para os problemas de
proporcionalidade. Segundo Lima (2013) “a grandeza y € diretamente proporcional a grandeza
x quando existe um ndmero a (chamado de constante de proporcionalidade) tal que y = ax para
todo valor de x”. Ainda, a proporcionalidade nos remete, na pratica, a situagdes de maneira
explicita como por exemplo, se um quilo de maga custa a reais entdo x quilos custam f(x) = ax

reais.

Exemplo 2.14 O preco a pagar por uma corrida de tdxi é dado por uma funcdo afim f : x —
ax+b, onde x é a distdncia percorrida (usualmente medida em quilometros), o valor inicial b

é a chamada bandeirada e o coeficiente a é o preco de cada quilometro rodado. (LIMA, 2013)

Proposicao 2.15 O grdfico de uma fungdo afim é uma reta.

Seja a fung¢do afim f : R — R dada por f(x) = ax+ b. Considere trés pontos dados:
A = (x1,ax1 +b), B= (x2,axy +Db) e C = (x3,ax3 +b), supondo x| < x3 < x3. Sejam d(A,B) a
distancia entre os pontos A e B, d(B,C) a distancia entre os pontos B e C e d(A,C) a distdancia

entre os pontos A e C, temos

d(A.C) = y/(x3—x1)> +a2(xs —x1)?
= (wm-x)Vi+a
= (s-—xm+xn—x)V1+a
= (-—x)V1+a+ (xn—x)V1+a?
= \/(xg—xz)z—l-az(xg—xz)z-l-\/(xz—x1)2+a2(xz—x1)2
= d(B,C)+d(A,B),

assim os pontos A, B e C pertencem a mesma reta e, concluimos que o grdfico de uma fun¢do

afim é uma reta.

Sdo muitas as aplicagdes da fun¢do afim no cotidiano e nas mais diversas areas do
conhecimento. Na Fisica, temos algumas defini¢des importantes que utilizam a funcdo afim,

em especial, a fun¢do linear.

Exemplo 2.16 O Principio Fundamental da Dindmica (Segunda Lei de Newton) diz que a re-

sultante das forcas que agem em um corpo é proporcional ao produto da massa pela acelera¢do
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por ele adquirida. Assim, a expressdo matemdtica que representa esse conceito é F = ma.

Ja que o grifico de uma funcdo afim f: R — R, dada por f(x) = ax+ b, é uma
reta podemos concluir que as fungdes afins sdo injetoras. Seja yg € R qualquer elemento no
contradominio de f. Simplesmente, podemos ver que a imagem de xy = y‘%b € yp, ou seja,
f(x0) = yo, concluindo também que as fung¢des afins sdo sobrejetoras, consequentemente, sao
bijetoras. As funcdes afins, por serem bijetoras, t€m inversa e a inversa também ¢ afim, dada
por f~1(x) = éx — g. E interessante notarmos que se a fungio afim for crescente, a sua inversa
também serd, e se for decrescente, a sua inversa também serd decrescente, uma vez que a e %
tém o mesmo sinal. Esse fato é verdadeiro para qualquer funcdo, ou seja, a inversa de uma
funcdo crescente € uma fungdo crescente e a inversa de uma func¢ao decrescente € uma fungao

decrescente.

Sejam (x1, f(x1)) e (x1, f(x1)) dois pontos distintos quaisquer que pertencem ao grafico
da fungdo afim y = ax+ b, ou seja, f(x1) = ax; +b e f(x2) = axy + b. Podemos ver entdo que

~ fO2) = flx)

B X2 — X1

Assim, podemos concluir que tendo dois pontos distintos quaisquer do grifico de uma
func¢ao afim podemos obter os coeficientes da funcao, os valores de a e b. Além disso, na Figura
2.14 observamos que a razdo que representa o valor de a € na verdade a tangente do menor o
angulo o que a curva da fun¢do afim faz com o eixo dos x, uma vez que no tridngulo retangulo

AABC, essa razao € a divisao do cateto oposto por cateto adjacente.

Vale ressaltar ainda que essa razdo é também chamada de taxa de variagdo de f no
intervalo [x,x;]. E claro que a func@o afim f(x) = ax+ b é crescente quando a sua taxa de
variagdo € positiva, a > 0, e é decrescente quando a sua taxa de variacdo € negativa, ou seja,

a<0.
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X
>

Figura 2.14: Coeficiente angular da funcéo afim f(x) = ax+ b (préprio autor).

2.2.5 FUNCAO QUADRATICA

Definiciio 2.17 Uma funcdo quadrdtica é uma fungdo f: R — R tal que f(x) = ax> +bx +c,
para todo x € R, onde a,b e ¢ sdo niimeros reais e a # 0. O discriminante A da fungcdo f é o

discriminante trinomio de segundo grau ax* + bx + c, isto é, A = b* — 4ac.

E simples verificarmos que tendo trés pontos distintos (x1,y1), (x2,y2) e (x3,y3) ndo-
colineares no plano cartesiano, com xj #* x» # x3, existe uma unica fun¢do quadrética (po-
linbmio de grau 2) que passa por estes trés pontos ao mesmo tempo (LIMA, 2013). Este
polindmio é chamado de polindmio interpolador. Existem vérios métodos que encontrarm o
polindmio interpolador, como, por exemplo, método de sistema linear, método de Lagrange,

método de Newton, método de Newton-Gregory, entre outros.

De acordo com Lima (2013) problemas que utilizam equacdes do segundo grau estao
entre os mais antigos da Matematica, ha escritos que datam quase quatro mil anos envolvendo
descobrir dois nimeros conhecendo sua soma s e seu produto p. Assim, os nimeros procurados

sdo as raizes da equacdo do segundo grau x?

—sx+ p = 0. Ao analisar o problema em termos
geométricos, é evidente que se trata em determinar os lados de um retangulo conhecendo o
semi-perimetro s e a drea p. Assim, se um dos nimeros € x, o outro € s—x e seu produto é

p = x(s —x) = sx—x?. Logo, x> — sx+ p = 0.

A respeito da fungio quadratica f(x) = ax® 4 bx + c é possivel representa-la através de
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sua forma candnica. Note que a fungdo quadritica tem a forma f(x) = ax® + bx + ¢, assim

f(x) = ax*+bx+c

_ (x +bx_’_c>

- a(x2+b3x+ a2 4ba2 C)
2

= () -5 i *al

SGE !

A expressao
b\2 b*—4ac
flx) = [<x+2a> 42 ]’
¢ conhecida como a forma canédnica da fungdo quadrética. Simplificando temos, f(x) = a(x —
— —A
h)2 +k, sendo h,k € R tais que h = 2 ek= 1 Ainda, o valor b* — 4ac, denotado por A, é
a a
chamado de discriminante.
A partir da forma candnica podemos encontrar as raizes de uma funcdo quadratica

f(x) = ax* 4 bx + c onde a # 0. De fato, f(x) = 0 se e somente se

b b* —4dac
e T Taa
consequentemente
== Vb% —4ac
T 2a
< o b <
se A> 0. Se A= 0, a equagdo tem duas raizes iguais a x = 2 Ora, se A < 0, a equacdo nao

s b
tem raizes reais. Simplesmente, podemos ver que a soma das raizes ¢ dada por ——, enquanto
a

, c . . ‘1 C g p )
o produto é dado por —. E interessante observar que a média aritmética das raizes € dada por
a

b . - b . .
—2g ou seja, as raizes sdo equidistantes da reta x = 54 Além disso, podemos concluir que
a a
a fungdo assume os mesmos valores nos pontos que sdo equidistantes da reta x = —%, ou seja,
b

o grafico de uma fun¢do quadratica € simétrico em relacdo a reta x = 54"
a

Explorando ainda mais a forma candnica, notamos que se a > 0, o menor valor de uma
fungdo quadrética € atingido no ponto x = 5 que é chamado de ponto minimo. O valor
a

b, 4ac—b*
minimo da fungdo neste ponto é simplesmente dado por f(—-) = L, logo Im(f) =
a

4a
4ac — b? b -
[4—, +c0). Por outro lado, se @ < 0, no ponto x = —5a chamado de ponto maximo, a
a
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dac — b?

4a I

funcdo toma o seu maior valor, assim Im(f) = (—eo,

) ) N ) 1 ~
A partir dessa discussao, considerando a = — onde p € R se a > 0, temos entio
p

b? —4ac 1< +b)2
_ = —Xx _—
Y 4a 4p ’

que se for definirmos (xg,yo) = (—2%, —%), entao

1 2
—yo=—(x—xp)".
Y=o 4p( 0)
. . . . 1
Se a < 0, seguindo o mesmo procedimento, porém considerando a = ——, temos y —
1
yo = ——(x—x0)?. Assim, podemos concluir que o grifico de qualquer fungio quadratica é uma

parabola cujo eixo focal € paralelo ao eixo dos y. Se a > 0, a pardbola é concava para cima, e

se a < 0, a concavidade ¢ para baixo (Figura 2.15).

AY AY
a<(0

]
G
Y =
\
o>
—
Y =

Figura 2.15: Funcio quadratica como parabola (péprio autor).

Da Figura 2.15 observamos que se a > 0, a funcado quadrética € decrescente no intervalo
(—oo, —%] e crescente no intervalo [—%, +o0). Por outro lado, se a < 0, a fun¢do quadriética é

crescente no intervalo (—oo, —2%] e decrescente no intervalo [—%, +o0).

O gréfico de uma funcao quadratica € uma parabola.

Exemplo 2.18 Seja a funcdo quadrdtica f(x) = x> —4x+3. O grdfico da funcdo é uma
pardbola com concavidade para cima, pois a > 0, sendo a = 1. Tem seu ponto de minimo em
(2,—1) e raizes x; = 1 e xo = 3, podendo ser obtidas por soma e produto jd que ax* + sx+ p,
sendo s =143 e p=1-3. Ainda, temos que ¢ = 3, onde a pardbola intersepta o eixo y (Figura

2.16).
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Figura 2.16: O grifico da fun¢io quadratica f(x) = x> — 4x + 3 (préprio autor).

Vale destacar que as funcoes afins, lineares e quadréticas pertencem a classe de funcoes
polinomiais. Na verdade, as funcdes afins e lineares sdo func¢des polinomiais de grau 1, en-

quanto as quadraticas sao funcdes polinomiais de grau 2.

Definicao 2.19 Uma funcdo polinomial de grau n é uma funcdo f: R — R tal que f(x) =
apx" + ap_1 X"V 4.+ apx® +ax+ao, paratodox € R, onde a; (i=0,1,2,...,n)sdo niimeros

reais e a, # 0.

20 —2x

40— 2x

>

Figura 2.17: Construcio de uma caixa sem tampa (proprio autor).

Além das fungdes afins, lineares e quadréticas, uma outra fung¢do elementar que fre-
quentemente surge nas aplicagdes € no nosso cotidiano é a fungdo cubica. Na verdade, uma
func¢do cubica é uma fun¢do polinomial de grau 3. Por exemplo, vamos supor que queremos
construir uma caixa sem tampa com o maior volume, a partir de um pedacgo de papeldao de 40

por 20 centimetros. Fazendo cortes quadrados de x X x nos quatro cantos e dobrar os lados sera
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construida a caixa. Na Figura 2.17, observa-se que o volume da caixa resultante ¢ dado por

V(x) = (40—2x)(20—2x)x,
= 4x® —120x> + 800x,

que uma fun¢do polinomial de grau 3, ou seja, uma funcdo cubica.

Encerramos aqui a nossa discussao sobre o conceito de fungdo, acreditamos que foi
suficiente para o desenvolvimento da metodologia a ser apresentada ao longo deste trabalho.

Para maiores detalhes, o leitor interessado pode buscar mais informagdes em Lima (2013).
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3 NOCOES DE DERIVADAS E PROBLEMAS DE OTIMIZACAO

3.1 A HISTORIA DA DERIVADA

A derivada, a ideia principal do cdlculo diferencial e integral, o coracao da matematica
moderna, € a primeira parte da andlise matematica que estd intimamente relacionada ao pro-
blema da taxa de variagdo (instantanea) de uma fungdo. O conceito da derivada tem origem
geométrica e vem do problema de encontrar a reta tangente em um ponto de uma curva. O
conceito s6 foi estabelecido no inicio do século XVII, ou seja, antes que o matemaético francés
Pierre de Fermat determinasse os extremos de algumas fungdes especiais. Fermat descobriu
que as retas tangentes, nos pontos onde a curva assume seus maximos ou minimos sao tangen-
tes horizontais. Ao tentar resolver este problema, Fermat descobriu algumas ideias preliminares

do conceito da derivada.

Figura 3.1: Pierre de Fermat (1607-1665).

A primeira vista, parecia ndo haver relacio entre o problema de encontrar a drea sob um
curva e o problema de determinar a reta tangente a curva em um ponto, mas a primeira pessoa
que descobriu que esses dois conceitos, aparentemente distantes um do outro, e que na verdade
tém uma relacdo relativamente préxima, foi Isaac Barrow, professor de Isaac Newton. O con-
ceito de derivada em sua forma atual foi desenvolvido independentemente por Newton em 1666

e por Gottfried Leibniz alguns anos depois. Esses dois, novamente e de forma independente,
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apresentaram a segunda parte da analise matemadtica, ou seja, cdlculo integral. Newton estudou
a derivada, do ponto de vista cinematico e fisico (fisica tedrica), e a utilizou para encontrar a
velocidade instantanea. Mas Leibniz, do ponto de vista geométrico, usou a derivada para obter
o coeficiente do angulo da reta tangente a uma curva. Cada um usou simbolos separados para
representar a derivada. Os estudos de Newton e Leibniz foram baseados nos importantes traba-
lhos feitos por mateméticos que os precederam, incluindo Pierre de Fermat, Isaac Barrow, René
Descartes, Christian Huygens, Blaise Pascal e John Wallis. Muitos simbolos desenvolvidos por

Leibniz ainda s3o usados até hoje.

Newton

Figura 3.2: Isaac Newton (1643-1727) e Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716).

O desenvolvimento do cédlculo diferencial e integral em tempos posteriores deve muito
a Augustin Louis Cauchy, Bernhard Riemann e aos irmaos Bernoulli, Jacob e Johann. Guil-
laume de L"Hopital, um matemaético francés, publicou o primeiro livro sobre anélise matematica
em 1696 chamado de ”Analyze des Infiniment Petits pour 1’Intelligence des Lignes Courbes”,
que era na verdade um resumo das licdes ministradas por Johann Bernoulli para ele. O livro
contém a conhecida Regra de L'Hopital que usa a derivada para remover as indeterminagdes

matematicas que surgem no calculo do limite, que na verdade pertence a Johann Bernoulli.

Sharafuddin Toosi, um matematico e astronomo persa da Idade do Ouro Islamica, foi o
primeiro a descobrir a derivada de polindmios de terceiro grau. Em seu livro "Treatise on equa-
tions”, desenvolveu conceitos como a derivada e 0s mdximos e minimos de uma funcdo. Mas,
o avanco do célculo diferencial e integral se deve muito a Isaac Newton e Gottfried Leibniz.
O principal trabalho deles foi o Teorema Fundamental do Calculo (TFC) que estabelece uma
relacdo entre os conceitos de derivada e integral. Talvez possamos dizer que o o teorema mais
lindo e mais aplicado do calculo diferencial e integral € o TFC que é nada mais que um método
super poderoso de resolver as integrais definidas sem precisar usar a definicdo de uma integral

definida como o limite de uma soma de Riemann. Desde o século XVII muitos matematicos
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tém estudado e desenvolvido o conceito de derivada. No século XIX, outros matematicos, in-
cluindo Augustin Louis Cauchy, Bernhardt Riemann e Karl Weierstrass, concluiram pesquisas
neste campo. No mesmo periodo, a derivada foi estendida para o espago euclidiano e o plano

complexo.

3.2 RETA TANGENTE: A INTERPRETACAO GEOMETRICA DA DERIVADA

Sejam y = f(x) uma curva qualquer e P(a, f(a)) um ponto que pertence a curva. Nao
ha uma definicdo padrdo para reta tangente, mas podemos dizer que uma reta ¢ é tangente a
curva y = f(x) no ponto P quando a curva e a reta ttm a mesma dire¢do nesse ponto. Na Figura
3.3, aretat é tangente a curva y = f(x) em ponto P, enquanto as demais retas que passam nos

pontos P e Q ndo sdo tangentes. Essas retas sdo chamadas de retas secantes.

YA

=Y

Figura 3.3: Reta tangente ¢ e retas secantes a curva y = f(x) no ponto P(a, f(a)).

Na Figura 3.3, observa-se que, a medida em que, ao longo da curva de y = f(x), o
ponto Q se aproxima do ponto P, a sequéncia das retas secantes se aproxima da reta tangente ¢.
Essa € a ideia central de encontrar a inclinag¢@o da reta tangente ¢ a curva y = f(x) no ponto P.
Seja Q(x, f(x)) um ponto qualquer da curva y = f(x) tal que P # Q. Sabe-se que a inclinagdo
da reta (secante) que passa pelos pontos P e Q € dada por mpgp = i—)yc, onde Ax e a variacao de x,
dada por x — a (Figura 3.4), enquanto Ay € a varia¢do correspondente de y, dada por f(x) — f(a).

Deste modo,

mPQ =

f0) — f(@)

X—a
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Figura 3.4: A inclinac@o da reta secante que passa pelos pontos P(a, f(a)) e Q(x, f(x)).

O quociente = ﬁ—i € chamado de taxa média de variacdo de y em relacdo a x no intervalo
[a,x], ou a variac@o da reta secante PQ. Diminuindo cada vez mais o intervalo [a,x], ou seja,
fazendo com que o ponto Q se aproxime cada vez mais do ponto P, e encontrar essa média de
variacdo de y em relacdo a x teremos a taxa instantanea de variacdo de y em relagdo a x em
X = a, interpretada como a inclina¢do da reta tangente a curva y = f(x) no ponto P(a, f(a)),

denotada por m;,. Simbolicamente escrevemos:
m; = lim mpg,
O—P

ou, equivalentemente,

im0 =@
xX—a X—dad

na qual o lado direito dessa expressdo ¢ a defini¢cdo da derivada da fung¢éo f(x) no ponto x = a,
denotada por f’(a). Portanto, geometricamente, a derivada de uma fungdo f(x) no ponto x = a,

f'(a), é ainclinag@o da reta tangente a curva y = f(x) no ponto P(a, f(a)).

Exemplo 3.1 (uma atividade para sala de aula) Encontre a inclinacdo da reta tangente a curva
f(x) = —x> 4+ 10x no ponto P(2,16).

Como m; = limg_,pmpgp, geramos a sequéncia das inclina¢des das retas secantes que
se aproximam da reta tangente. Para isso, usamos os pontos que se aproximam de P, tanto pela

esquerda do ponto Q (Tabela 3.1) quanto pela direita desse ponto (Tabela 3.2).

Da ultima coluna das Tabelas 3.1 e 3.2 observa-se que tanto pela direita quanto pela

. A . , . ,
esquerda os valores do quociente mpg = A—)yc tendem a ficar cada vez mais proximos do nimero
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Tabela 3.1: As inclinacées das retas secantes quando Q se aproxima de P pela esquerda.

X f(x) fla) | f(x)—f(a) |x—a mpg = 2—){
0 0 16 -16 -2 8

0,5 4,75 16 -11,25 -1,5 7,5
0,8 7,36 16 -8,64 -1,2 7,2

1 9 16 -7 -1 7

1,5 12,75 16 -3,25 -0,5 6,5

1,8 14,76 16 1,24 -0,2 6,2

1,9 15,39 16 —0,61 -0,1 6,1
1,99 15,9399 16 —0,0601 -0,01 6,01
1,999 | 15,993999 16 —0,006001 -0,001 | 6,001
1,9999 | 15,99939999 | 16 —0,00060001 | -0,0001 | 6,0001

Tabela 3.2: As inclinacoes das retas secantes quando Q se aproxima de P pela direita.

x f(x) fla) | f(x)—f(a) |x—a mPQ:%
5 25 16 9 3 3

4 24 16 8 2 4

3 21 16 5 1 5

2,5 18,75 16 2,75 0,5 5,5

2,3 17,71 16 1,71 0,3 5,7
2,2 17,16 16 1,16 0,2 5,8

2,1 16,59 16 0,59 0,1 5,9
2,01 16,0599 16 0,0599 0,01 5,99
2,001 16,005999 16 0,005999 0,001 | 5,999
2,0001 | 16,00059999 | 16 0,00059999 | 0,0001 | 5,9999

6 a medida que x tende ao nimero 2 (por qualquer lado de 2), mas x # 2. Simbolicamente
escrevemos lim,_,» % = 6. Assim, concluimos que a inclina¢do da reta tangente € igual
a 6. Vale ressaltar que em situacdes em que a ultima coluna dessas tabelas nao representam
0 mesmo comportamento, ou seja, quando os valores nao se aproximam de um mesmo valor,

dizemos que a derivada f’(a) ndo existe, consequentemente, ndo ha reta tangente a curva no
ponto P(a, f(a)).
Agora, tendo a inclinagio, a reta tangente a curva f(x) = —x* + 10x no ponto P(2, 16)
¢ dada por (Figura 3.5):
y—16=06(x—2),
ou ainda,

y=06x+4.
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30
@X flx) = —> + 10x

20 1

10 1

Y =

Figura 3.5: A reta y = 6x +4 é tangente a cruva f(x) = —x> + 10x no ponto P (préprio autor).

3.3 VELOCIDADE INSTANTANEA: A INTERPRETACAO FiSICA DA DERIVADA

Como citamos anteriormente, Newton estudou o conceito derivada, do ponto de vista
cinemadtico e fisico (fisica tedrica). O estudo de movimento ¢ um dos temas importantes do
calculo diferencial e integral onde o objetivo € descrever o movimento de um objeto. Um
objeto em movimento tem velocidade escalar, direcao e sentido. Estes trés juntos, constituem o
que se denomina a velocidade do objeto. O caso mais simples de um movimento € o retilineo,
ou seja, o movimento ao longo de uma reta (unidimensional). Alguns exemplos deste tipo de
movimento sdo a queda livre de um objeto de uma altura, jogar uma bola para cima e de forma

vertical e 0 movimento de um carro em uma rodovia reta (Figura 3.6).

\ A

Figura 3.6: O movimento retilineo de um carro (préprio autor).

Para pode estudar o movimento retilineo do objeto consideramos a reta orientada com
a origem em 0. Sendo assim, a posicao do objeto, s, em um instante ¢ € o ponto em que o objeto
se encontra nesta reta, ou seja, s = f(¢), uma fun¢do em ¢. Se no instante 7; o objeto estiver na
posicao s e no instante #, na posi¢ao s, 0 deslocamento total do objeto € dado por As = sy — 7.

Quando o deslocamento ocorre no sentido positivo, entdo As > 0, caso contrério, As < 0. Neste
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caso, a velocidade média do objeto é dada por

As  sp—s]
V. = — =
"N -1

onde At =, —t1 € o tempo decorrido da posicdo s1 até a posi¢ao s».

As = 57 — 5]

Figura 3.7: O deslocamento de um carro no intervalo de tempo [¢;,7;] (proprio autor).

Por exemplo, se as 00hOOmin um carro sai da cidade A em direcdo a cidade B distantes
de 400 km, e chega ao seu destino as 05h00Omin da manha, a velocidade média desse carro é
de vy, = % = @ = 80km/h. E claro que ao longo do percurso, nem sempre a velocidade era
de 80km/h. Em alguns momentos o carro teve uma velocidade maior que 80 km/h e em outros
uma velocidade menor que 80km/h. Em outras palavras, a velocidade média ndo € o valor exato
da velocidade do carro em cada instante . A velocidade de um objeto em cada momento ¢ é
chamada de velocidade instantanea, v. Essa velocidade, ao longo do percurso, pode ser maior
ou menor que a velocidade média. Para obter a velocidade instantanea basta trabalhar com
intervalos muito pequenos e calcular a velocidade média nesses intervalos. Ou seja, quando

At diminui o bastante suficiente, a velocidade média se aproxima cada vez mais da velocidade

instantanea. Podemos entiao escrever

I As
V= l1im —
Ar—0 At’

que o lado direito € a derivada da fun¢ao de deslocamento.

Se ao longo do percurso, o carro sempre tiver a velocidade constante igual a 80km /h,
e se inicialmente e no instante ¢ = 0 estiver na posicao 0, a funcdo de deslocamento € dada por
s = f(t) =80¢ (t > 0). Porém, se no instante r = 0 estiver em outra posicao, digamos so, neste
caso a fun¢do de deslocamento é dada por s = f(¢) = 80z + 59 (t > 0). Nestas duas situacdes, a
velocidade média e instantanea coincidem. Agora, suponha que temos a func¢do que representa

a posicéo de um carro, s = f(t), e queremos encontrar a velocidade em um dado instante ¢ > 0.

Exemplo 3.2 (uma atividade para sala de aula) A posi¢cdo de um carro é dada pors= f(t) =

13 4+ 2t. Encontre a velocidade do carro no instante t = 2.
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Antes de tentarmos obter a velocidade instantdnea no instante t = 2, vamos encontrar a veloci-

dade média no intervalo de tempo [2,5]. A velocidade média, neste intervalo, é dada por:

s (Bra)-@e)
( |

V,y — — —
" A h—1 5—

Agora, para obter a velocidade instantinea no instante ¢ = 2, basta encontrar a veloci-
dade média em um intervalo suficientemente pequeno que contenha 2. A Tabela 3.3 mostra que

a velocidade instantinea do carro no instante t = 2 é de 14km/h.

Tabela 3.3: A velocidade instantinea do carro no instante r = 2.

intervalo h (tamanho do intervalo) % = Sé:fl‘
2, 5] 3 B=q
2, 4] 2 8 =30
2, 3] 1 2 =21
2, 2,5] 0,5 80 = 17,25
2,2,1] |01 LioL _yy 61
2,2,01] |0,01 0.550001 — 14,0601
2,2,001] | 0,001 Q07000001 — 14,006001
0,001400060001
[2, 2,0001] | 0,0001 00001 14,00060001
Observamos que o quociente % ¢ dado por w logo,
R =)
h—0 h ’

¢ a forma alternativa da derivada para obter a velocidade instantanea no instante t = 2. Em geral,
podemos substituir por t = a quando o objetivo € encontrar a velocidade instantanea no instante
t = a.. Vale destacar que conhecendo a derivada de fun¢des, teremos uma forma mais simples e
mais prética para obter a velocidade instantanea (e a inclinacdo da reta tangente e outras taxas

de varia¢des) em vez que gerar uma tabela de valores com muitas casas decimais.

3.4 DERIVADA DE UMA FUNCAO

Nas secOes anteriores, vimos que que a inclinagdo da reta tangente em um ponto
P(a,f(a)) da curva y = f(x) e a velocidade instantdnea de um objeto no instante t = a cuja
posicdo é dada por s = f(¢), ambas como derivada de uma fung@o, sdo dadas por:

f(x) — fa)

a

my = lim
x—a X

bl
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i flath) = f(a)
h—0 h

)

respectivamente. Na verdade, essas expressoes representam a derivada da func@o f no ponto a,
e simplesmente sdo denotadas por f’(a), e 1é-se a derivada de f em a. Se em vez de um ponto
especifico a, considerarmos um ponto qualquer x, temos a seguinte expressao para encontrar a

derivada da func¢do f:

/ L fleth) = f(x)
fx) = lim h ‘

Podemos ver que f'(a) é um valor que pode representar a velocidade de um objeto,
a inclinagdo da reta tangente ou qualquer outra taxa de varagdo instantinea, enquanto f’(x) é
uma fungdo em x que é conhecida como a derivada de f(x). Portanto, para obter a inclina¢do
da reta tangente ou a velocidade instantinea, f’(a), basta encontrar a derivada de f(x), f'(x), e
nela substituir x por a, ou seja, f'(a) = f'(x) |x=q. Vale ressaltar que uma fun¢do f é chamada
de derivédvel ou diferencidvel em a, se f'(a) existir. Dependendo da natureza da funcéo, ela
pode ser ou ndo derivdvel em um ponto a. E, se f’(a) ndo existir, no ponto (a, f(a)) ndo ha
nenhuma reta tangente a curva y = f(x). Por exemplo, se houver um buraco ou uma quinta no

ponto (a, f(a)), a derivada neste ponto ndo existe.

3.4.1 DERIVADA DE FUNCOES ELEMENTARES E REGRAS BASICAS DA DERIVADA

No Capitulo 2, conhecemos o conceito de funcao, além das funcdes elementares, como,
por exemplo, afins, lineares, constantes, quadréticas (e cubicas), as quais fazem parte do nosso
cotidiano e que frequentemente surgem em indmeras situacoes do nosso dia a dia. Nesta se¢ao,

apresentamos a derivada das funcdes elementares e algumas regras basicas da derivada.
¢ Funcao Constante:

Uma fungdo constante é dada por f(x) = ¢, onde ¢ € R € uma constante real. Grafica-
mente, uma fungdo constante ¢ uma reta horizontal (sem inclinacdo) que passa pelo ponto ¢ no
eixo dos y. Ja que a curva ndo tem inclinagc@o, podemos esperar que derivada dela seja zero, ou
seja, f'(x) =0.
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Por defini¢do, a derivada de f(x) é dada por:
flxth) = f(x)
h

f(x) = lim

pois tanto pelos valores maiores quanto pelos valores menores que zero, as sequéncias geradas
JOth)—f(x) s o /() —

por ————== s6 terdo elemento zero, logo f'(x) = 0. Consequentemente, em qualquer ponto

da curva de f(x), a reta tangente tem a inclinac@o igual a zero, ou seja, é horizontal e coincide

com a curva de y = f(x).
e Funcao Afim e Linear:

Uma fung@o afim é dada por f(x) = ax+ b, onde a,b € R sdo constantes reais e que
a # 0. Graficamente, o grafico uma fungdo afim € uma reta com a inclinagdo a, portanto,
podemos esperar que f’(x) = a. A derivada de f(x) é dada por:
h) —

h—0 h

concluindo, da mesma forma, que a derivada da fung@o afim f(x) = ax+ b é dada por f/(x) = a.

Como um caso particular, a derivada da fungdo f(x) = ax é também dada por f'(x) = a.
e Funcao Quadratica:

Uma fungio quadritica é dada por f(x) = ax? +bx+c, onde a,b,c € R sio constantes

reais e que a # 0. O grafico uma fungao quadratica € uma parabola, com concavidade para cima
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se a > 0 e concavidade para baixo se a < 0. A derivada de f(x) é dada por:

fO+h)—f(x)

y .
fla) = lim h
~ im (a(x+h)*+b(x+h)+c) — (ax* + bx+c)
h—0 h
~ b 2axh + ah® + bh
h—0 h

= lim 2ax+ah-+b
h—0

mas, na expressao 2ax+ ah+ b, o termo 2ax + b € independente de &, logo na sequéncia gerada
para valores de & que se aproximam de zero, sempre aparece como parte fixa e a outra parte, ah,

se aproxima de zero. Consequentemente, limy,_,o 2ax + ah + b = 2ax + b, portanto,

fat+h) — )
h

/ — 1
f(x) lim
= %in(l) 2ax+ah+b
H
= 2ax-+b,

concluindo ainda que f’(x) = 2ax+b. Jd que f'(x) = 0 no ponto x = —%, neste ponto a reta

tangente € horizontal.
¢ Funcao Cibica:

Uma fungdo cibica é dada por f(x) = ax’ +bx*+cx+d, onde a,b, c,d € R sdo cons-

tantes reais e que a # 0. A derivada de f(x) é dada por:

fx+h) - f(x)

/ )
fx) = lim h
. (a(x+h)?+b(x+h)*+c(x+h)+d) — (ax® + bx* + cx+d)
h—0 h
" tim 3ax2h + 3axh? + ah’ + 2bxh + bh* + ch
h—0 h

= }lir% 3ax? + 3axh + ah* +2bx +bh + ¢
%

= lim 3ax® + 2bx+ c + h(3ax+ah+b)
H

onde o termo 3ax? + 2bx + ¢ é independe de A, logo na sequéncia gerada para valores de
que se aproximam de zero, sempre aparece como parte fixa e a outra parte, h(3ax+ah+ D), se
aproxima de zero uma vez que por /4 se aproximar de zero. Sendo assim, f’(x) = 3ax* 4+ 2bx+c.
Dependendo do valor de A = (2b)? —4(3a)(c), podemos ter ou nio retas tangentes horizontais

acurvadey = f(x).
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e Funcao Polinomial de Grau n:

Em geral, podemos simplesmente mostrar que se f(x) = ax", a derivada é dada por
f'(x) = anx"~!, e além disso, a derivada da soma de duas (ou mais) funcdes é soma das
derivadas. Assim, concluimos que a derivada de uma fun¢@o polinomial de grau n, f(x) =
X" +a, 1 X"V .. Fapx® +arx +ap, é dada por f'(x) = na,x" '+ (n— Da,_ x> +...+

2arx+aj.
e Derivada da Soma de Duas Funcoes:

Sejam f e g duas fung¢des reais quaisquer e h(x) = f(x) + g(x), a soma destas duas

funcgdes. Por definic¢do, a derivada de & € dada por:

h(x+h) — h(x)

o = gy "

i PG g ) — (F() +8)

T 0 P

i VR —F@) 4 (st ) —g()

B h—0 h

i T ) | gl h) — ()
h—0 h

— lim f<x+h)_f(x)—|—lim glx+h)—g(x)
h—0 h h—0 h

= f(0)+gx)

ou seja, a derivada da soma de duas fungdes € a soma das derivadas dessas duas funcoes.
¢ Derivada da Diferenca de duas Funcoes:

Sejam f e g duas funcgdes quaisquer e h(x) = f(x) — g(x), a diferenca destas duas

fungdes. Por defini¢do, a derivada de h(x) é dada por:
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h(x+h) —h(x)

e = i

— lim (f(x+h)—glx+h)—(f(x)—gx))
h—0 h

i R~ () — (8l )~ g()

50 W

_ i TR ) gt h) —g(x)

0 h a

= lim fx+h) = fx) _ lim gx+h)—g(x)
h—0 h m

= [0 -¢W),

concluindo entdo que a derivada da diferenca de duas funcdes € a diferenca das derivadas dessas

duas fungdes.

e Derivada do Produto de duas Funcoes:

Sejam f e g duas fung¢des reais quaisquer e i(x) = f(x) - g(x), o produto destas duas

fungdes. Por definicdo, a derivada de /1 é dada por:

H (x)

isto é, (f(x) ~g(x))

h(x+h) —h(x)

lim

h—0 h

L (flh) g ) — () -5(x)

h—0 h

o SR g+ ) = () g(2) + glxth) - £ () — glx+h) - f(2)
h—0 h

L8O (Flxh) = £(0) + £ () (8(x+h) — 5()

h—0 h

) tim TEEIIZIO ey tim

g(x) - f'(x) + f(x) - &' ()

gx+h) —gx)
h

!

= 8(x) - f'(x) + f(x) - &' (x).

e Derivada da Divisao de Duas Funcoes:

Sejam f e g duas fungdes reais quaisquer e h(x) = -, a divisao destas duas fungdes.

Tem-se f(x) = h(x) - g(x) e logo

f1(x) = g(x) -1 (x) + h(x) - &'(x),
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ou ainda,

g(x) -1 (x) = f'(x) = h(x) - g (x).

Mas, de h(x) = J%, temos entao que

equivalentemente,

Dividindo a expressdo anterior por g(x) tem-se
(f(X)>’ _ ) )-8

g(x)

- glx) gx)? 7

isto é

(f(X)>’ _8)-f1(x) — f(x)-&'(x)
8(x) 8(x)?

E importante salientar que todas as situacdes-problemas abordadas neste trabalho e na
sala de aula podem ser modeladas por meio de fun¢des polinomiais ou racionais, portanto, as

funcgdes e as regras basicas apresentadas nesta se¢do sdo suficientes.
3.5 PROBLEMAS DE OTIMIZACAO: APLICACOES

N3ao hd uma receita padrao para um ensino eficaz, mas o processo de ensino e aprendi-
zagem deve estar atrelado a situacdes que estimulem os alunos a pensar e querer resolver, isto
€, que sejam interessantes e nao somente resolver, desenvolvendo no estudante um pensamento
critico e de maneira criativa e reflexiva, ja que as metodologias tradicionais de ensino e aprendi-
zagem nao conseguem mais manter os alunos motivados e concentrados o tempo todo, € isso €
ainda desafio maior em aulas de matemadtica que exigem uma participa¢do maior dos alunos nas
discussdes. Por isso, o professor, dentro de um sistema diferenciado, precisa se renovar, se re-
modelar constantemente e adotar metodologias em que os alunos se envolvam mais ativamente
com o aprendizado, fazendo com que as aulas sejam mais produtivas. Deste modo, o conceito
de funcdo pode ser abordado dentro do contexto de interdisciplinaridade uma vez que o uso
das aplicacdes permite um trabalho interdisciplinar, consequentemente motivando os alunos na
disciplina de matematica.

A interdisciplinaridade entrou no cendrio educacional do Brasil a partir da Lei n°
5.692/71 e depois ganhou mais destaque com a nova Lei de Diretrizes e Bases da Educagao
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Brasileira n° 9.394/96 e com os Parametros Curriculares Nacionais — Os PCNs. A aplicacao
de matemdtica em outras areas de conhecimento € geralmente feita através de modelagem ma-
temadtica, que é nada mais que representar uma situagao por tabelas, graficos, funcdes, férmulas,
figuras e outros termos matematicos. Para (SOUSA, 2010):

A interdisciplinaridade como abordagem para pesquisa € ensino busca a interacdo
entre uma, duas ou mais disciplinas ou dreas do conhecimento humano, num processo
que abrange desde uma simples comunicagao de ideias até a integracdo de finalidades,
objetivos, conceitos e conteudos.

Vivemos dias corridos e de constantes mudancas, que em geral, englobam todos as
areas de nossa vida, sejam sociais ou tecnoldgicas; buscamos resolver diversas situacoes do
cotidiano de modo réapido e prético e nos adaptar a novos desafios sempre procurando o maximo
de beneficios ou desempenho e em menor tempo, primando sempre pela qualidade de vida.

Assim, de modo geral, € possivel associar tais ideias ao conceito matematico de otimizacao.

E possivel pensar em criar diversas situacdes-problemas que envolvem otimizacio para
resolver determinados problemas no ensino médio, estudando os mais diversos conceitos tais
como o de fung¢des, e que se apoiam também nos recursos digitais (metodologia ativa) como
ferramenta de solugdo, e que de maneira contextualizada pode chamar a aten¢cdo dos alunos
de maneira dindmica. Tais situagdes, devem ser abordados no ensino médio, para despertar no
aluno, sua criticidade e o modo a pensar matematicamente. Segundo os Parametros Curricula-
res Nacionais do Ensino Médio, os objetivos do Ensino Médio em cada drea do conhecimento
devem envolver, de forma combinada, o desenvolvimento de conhecimentos préticos, contex-
tualizados, que respondam as necessidades da vida contemporanea, € o desenvolvimento de
conhecimentos mais amplos e abstratos, que correspondam a uma cultura geral e a uma visao
de mundo (BRASIL, 1997). Dentro desse contexto, surgem inimeras situagoes que podem ser
trabalhadas dentro de sala de aula que nos apresentem a otimizagdo como recurso para possibili-
tar alcancgar novos horizontes e assim obter bons resultados quanto ao processo de aprendizagem
matematica, possibilitando assim, aplicar a linguagem matematica de modo real e contextuali-

zado desmitificando a abstracdo matematica como indutil e sem vida.

O termo otimizacdo, em geral, refere-se ao estudo de problemas nos quais se busca
minimizar ou maximizar uma certa funcao, chamada de funcao objetivo, sujeito a um conjunto
de restrigdes que limitam a escolha dos valores das varidveis de decisdao do problema. Muitos
problemas reais e praticos do nosso cotidiano podem ser reformulados e modelados de maneira
muito conveniente como problemas de otimizacdo. Propondo tais situacdes-problemas, por

meio de uma abordagem interdisciplinar, pode aprimorar seu processo de aprendizagem, pois
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segundo os Parametros Curriculares Nacionais, vem para somar € manter o didlogo entre os

conhecimentos de forma a complementé-los, questiona-los ou até mesmo negé-los.

Vale destacar, que no Ensino Médio, trabalha-se com a ideia de pontos méiximos e
minimos em fung¢des quadréticas, porém muitas vezes, € vista de maneira robotizada e sequer
justificada através de exemplos praticos. Assim, cabe ao estudante, a memorizacdo de resul-
tados relacionados a leitura de graficos de modo isolado e férmulas prontas. Existem diversos
problemas de otimizacao interessantes para serem trabalhados no contexto do ensino médio, di-
namizando as aulas e despertando interessante por parte dos discentes sobre o assunto estudado

e as ferramentas abordadas.

Vale ressaltar que muitos destes problemas utilizam-se da derivada ou conceitos mais
avancados de matemética e uma saida pertinente, neste caso, serd analisar o problema de modo
geométrico ou o uso de ferramentas computacionais, dentre os quais podemos citar as cal-
culadoras, software como o GeoGebra, tabelas eletronicas a fim de alcancarmos os objetivos
propostos e a solucdo do problema em questdo. A seguir, apresentamos algumas situagdes-

problemas.

Situacao-Problema 1 — Caixa com o Maior Volume: A partir de uma chapa de aluminio de
40 por 20 centimetros, a mae da Fernanda, quer construir uma caixa sem tampa € com o maior
volume para guardar os brinquedos da Fernanda. Encontre as dimensdes da caixa com o maior

volume (Figura 3.8).

40— 2% —

Figura 3.8: Construcao de uma caixa sem tampa (préprio autor).

Situacao-Problema 2 — Caixa com o0 Menor Custo: A partir de uma chapa de aluminio que-
remos construir uma caixa, com base quadrada, de 1 m3 com 0 menor custo possivel. Encontre
as dimensdes da caixa. A Figura 3.9 ilustra trés das infinitas possibilidades de caixas com 1 m>

de volume (sem se preocupar neste momento se a base € quadrada ou nao).
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Figura 3.9: Caixas com 1 7> de volume (préprio autor).

Situacao—Problema 3 — Silo com 0 Menor Custo: Uma empresa de montagem de estruturas
de armazenagem de produtos agricolas recebeu o pedido de montagem de um silo cilindrico
para um criador de gado de 8.000 m> (Figura 3.10). A empresa, para aumentar o seu lucro,
precisa minimizar o custo do metal utilizado para produzir o silo. Quais dimensdes do silo que

tem o menor custo de produgao?

2nr

Figura 3.10: Silo com o menor custo de producio (préprio autor).

Situacao-Problema 4 — Area de Lazer: Um fazendeiro tem 400 metros de um tipo de tela
alambrado e pretende separar uma regido retangular da sua fazenda para construir uma area de

lazer. Quais devem ser as dimensdes da maior drea que ele pode separar da sua fazenda?

Esse problema pode ser reformulado de outra forma: encontrar dois niimeros positivos

cuja soma € 200 e cujo produto € o maximo possivel.



59

Situacao-Problema 5 — Area de Descanso para os Caminhoneiros: Uma concessiondria
que cuida de uma das rodovias brasileiras quer construir ao lado da rodovia uma area retangular
de parada e descanso para os caminhoneiros. A drea precisa ter 11.250 m? para poder atender o
fluxo, e além disso, os trés lados precisam ser cercados por tela alambrado (Figura 3.11). Quais

devem ser as dimensdes da drea para que o custo com tela seja 0 menor possivel?

Figura 3.11: Area de parada e descanso para os caminhoneiros (proprio autor).

Situacao—Problema 6 — Problema de Palitos: Com 24 palitos de fésforo queremos criar uma

regido retangular com a maior area. Quais dimensdes da regidao?

Situacao-Problema 7 — Problema de Aluguel: Um hotel tem 250 apartamentos que po-
dem ser reservados. Se x unidades deste hotel forem reservados, o lucro mensal é dado por
P(x) = —8x% +3.200x — 80.000, 0 < x < 250. Se vocé fosse o administrador deste hotel, quan-

tos apartamentos deixaria para reservas para ter o maior lucro mensal?

Situacao—Problema 8 — Problema de Producao: O custo semanal de produ¢do de x unidades
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de um doce caseiro feito por uma senhora é dado por C(x) = —0,09x” 4 350x 4- 500, 0 < x <
100. Qual custo da producao de 301° doce? Qual taxa de varia¢do de custo na hora de produzir
0 300° doce?

3.5.1 MINIMOS E MAXIMOS

Nas se¢Oes anteriores vimos que as interpretacdes da derivada. Vimos, por exem-
plo, que a derivada de uma fung¢do y = f(x) em um ponto xy (que pertence a curva desta
funcéo) representa a inclinagdo da reta tangente ¢ a curva de y = f(x) no ponto (xg, f(xp)). Essa
informagdo nos ajuda na hora de esbogar o grafico de y = f(x). Por exemplo, para encontrar os
pontos onde as retas tangentes sao horizontais basta encontrar os pontos que zeram a derivada,
pois uma reta horizontal tem a inclinacdo igual a zero. Além disso, outra informagdo interes-
sante é que a partir da derivada podemos encontrar os intervalos em que a curva de y = f(x)

estd acima ou abaixo das retas tangentes.

Em todos os problemas de otimizacdo, o objetivo é maximizar ou minimizar uma
fun¢do, chamada de funcdo objetivo. Em outras palavras, precisamos encontrar 0os pontos em
que a funcao atinge o seu maximo ou minimo, chamados de pontos maximos ou minimos (extre-
mos, em geral). Os valores que a func¢do toma nestes pontos sao chamados de valores maximos

ou minimos. Temos as seguintes definicoes:

Definicao 3.3 Sejam D C R um conjunto e f : D — R uma funcdo real. Um ponto xo € D se

diz um ponto mdximo local para f se f(xo) > f(x) para todo x € D.

Definicao 3.4 Sejam D C R um conjunto e f : D — R uma funcdo real. Um ponto xo € D se

diz um ponto minimo local para f se f(xg) < f(x) para todo x € D.

Definicao 3.5 Sejam D C R um conjunto e f : D — R uma funcdo real. Um ponto xo € D se
diz um ponto mdximo global para f se f(xo) > f(x) para todo x € D.

Definicao 3.6 Sejam D C R um conjunto e f : D — R uma fungdo real. Um ponto xo € D se
diz um ponto minimo global para f se f(xo) < f(x) para todo x € D.

Na funcdo da Figura 3.12, os pontos A e C sdo pontos de maximos, sendo que A € o

méximo global enquanto C € local. Da mesma forma, os pontos B e E sdo pontos minimos,
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B local e E global. Observamos que um extremo global é sempre um extremo local, porém a

reciproca nao € verdadeira.

=

Figura 3.12: Os minimos e maximos locais e globais (préprio autor).

Dependendo do intervalo escolhido, uma funcao pode ter pontos extremos ou ndo. Por
exemplo, se f(x) = x> +2, ja que x> +2 > 2 para todo x € R e f(0) = 2, podemos concluir
que xp = 0 é o minimo global de f e f(0) =2 é o valor minimo de f em R. Por outro lado, se

f(x) = x> +2, afuncio f ndo tem nem minimo e nem maximo em R (Figura 3.13).

Jl\*

A V

y =x%2

” X /P
/

Figura 3.13: Os grificos de f(x) = x> e f(x) = x° (préprio autor).

Y=

Y

Geometricamente, uma fungdo f(x) se diz continua em um intervalo I, quando o
grafico de f ndo tem buracos e ndo se quebra em nenhum ponto deste intervalo. Assim, o
grafico pode ser desenhado sem levantar o lapis do caderno. As funcdes da Figura 3.13 ambas

sdo continuas em R, enquanto as fun¢des da Figura 3.14 sdo ambas descontinuas.
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Y=<

Ve
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Figura 3.14: Os graficos de duas funcdes descontinuas (proprio autor).

As fungdes continuas sdo extremamente importantes. Podemos ver que se a fungao
f tiver derivada em algum ponto xo, neste ponto ela € continua. Consequentemente, se f €
descontinua em xy, entdo neste ponto ndo ha derivada, ou seja, f'(x() ndo existe, e portanto nao
existe reta tangente a curva de f. Além disso, se f ¢ uma funcdo continua em um intervalo
fechado [a, b], entdo f assume pelo menos um valor maximo global e um valor minimo global,
ou seja, f tem pelo menos um ponto maximo global e um ponto minimo global. Este resultado

€ conhecido como o Teorema do Valor Extremo (STEWART, 2013).

AY

f(x)

NS

o

Figura 3.15: A demonstracao geométrica do Teorema de Fermat (préprio autor).

Na Figura 3.15 podemos observar que nos pontos extremos A,B,C e E, as retas tan-
gentes a curva de f sdo todas horizontais, ou seja, sdo retas sem inclinagdo. Consequentemente,

a derivada de f nestes pontos zera. Assim, temos o conhecido Teorema de Fermat que diz:

Teorema 3.7 (Teorema de Fermat) Se uma fungcdo f tiver um mdximo ou minimo (local ou

global) em um ponto x e se f'(xy) existir, entd@o f'(xp) = 0.



63

Para uma demonstracao deste teorema, o leitor interessado, pode consultar (STEWART,
2013). Se f’(xo) = 0, nem necessariamente significa que xp € um ponto minimo ou maximo. Por
exemplo, vimos que a funcdo f(x) = x> 42 ndo possui pontos minimos maximos e minimos,
enquanto f’(0) = 0. Além disso, vale destacar que a existéncia da derivada no ponto x( € essen-

cial. A Figura 3.16 representa o grifico da funcdo f dada por:

X se x>0,
flx) =

—x se x<0.

Esta fungdo é chamada de fun¢ao médulo, e, é denotada por f(x) = |x|. O ponto

xo = 0 é um minimo global para f(x) = |x

, mas, neste ponto, a fun¢do nao tem derivada, ou
seja, f7(0) ndo existe uma vez que neste ponto o grafico representa uma quina. Podemos ver que
para todos os valores maiores que zero, a reta tangente a curva de f existe e tem a inclinagao
igual a 1, e, para os valores menores que zero, também ha reta tangente e todas essas retas tem
a inclinacdo igual a —1. E muito simples, através da defini¢io da derivada, mostrar que f’ (0)
ndo existe, mas neste trabalho, por estar voltado para o ensino médio, ndo pretendemos entrar
muito em detalhes. Alguém pode dizer que o eixo das abscissas € tangente a curva de f(x) = |x|
na origem, porém isso ndo é verdade, uma vez que a reta y = 0 (o eixo dos x) e a curva de f(x)
nao tém a mesma dire¢do na origem (quem tiver interesse pode consultar Stewart (2013) para

uma discussdo mais detalhada).

AY

V=

Figura 3.16: O grafico de f(x) = |x| (préprio autor).

H4, entdo, duas situagdes interessantes para um ponto xy, sio elas f’(xo) =0 e f/(xo)
ndo existir. Combinando essa discussdo com o Teorema de Fermat, podemos concluir que para
encontrar os pontos extremos de uma fungdo f, precisamos analisar os pontos do dominio de
f em que a derivada ndo existe ou que a derivada existe e € igual a zero. Esses pontos sdao

chamados de pontos criticos. Assim, podemos reformular o Teorema de Fermat e dizer que se
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uma fungdo f tiver maximo ou minimo (local ou global) em um ponto xy € Dom(f), entdao o

ponto xg € um ponto critico de f.

Vimos que o Teorema do Valor Extremo garante que uma fun¢do continua f em um
intervalo fechado [a,b] possui pontos maximos e minimos (globais). O Teorema de Fermat, por
sua vez, diz que se f tiver maximo ou minimo em um ponto xo € Dom(f), entdo o ponto xg é
um ponto critico de f. Portanto, para encontrar os pontos maximos € minimos globais de uma
fun¢do continua f em um intervalo fechado [a,b] basta analisar as extremidades do intervalo e
o0s pontos criticos de f em (a,b). Desta forma, os pontos que oferecem o maior valor de f sdo
0s pontos maximos globais e os pontos que oferecem o menor valor de f s@o os pontos minimos
globais. Tal fato nos d4 um procedimento para encontrar os pontos minimos € maximos de uma

func¢do continua em um intervalo fechado.

d C b

Figura 3.17: O Teste da Primeira Derivada (préprio autor).

Em certas situagdes nao temos um intervalo fechado, ou simplesmente, ndo temos um
intervalo. Nestas situacdes precisamos de um mecanismo um pouco diferente para determinar
os pontos minimos ou maximos de uma funcdo. A funcdo da Figura 3.17 é decrescente no
intervalo [a,c) e crescente no intervalo (c,b]. Podemos ver que no primeiro intervalo, todas as
retas tangentes a curva y = f(x), t€m inclinagdes nagativas e no segundo intervalo inclinagdes
positivas. Ja que a inclina¢do de uma reta tangente a uma curva y = f(x) em um ponto xg é
na verdade f’(xg), podemos concluir que se f'(x) < 0 em todos os pontos x de um intervalo,
neste intervalo a fung@o é decrescente. Por outro lado, se f/(x) > 0 em todos os pontos x de um
intervalo, entdo neste intervalo a fungdo € crescente. A partir desta discussdo temos o seguinte

teorema.

Teorema 3.8 (Teste da Primeira Derivada) Seja f uma funcdo continua que tem exatamente

um tinico ponto critico xo em um intervalo (a,b):
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Se f'(x) <0 para todo x € (a,c) e f'(x) > 0 para todo x € (c,b), a fun¢do f tem um minimo no

ponto xo;

Se f'(x) > 0 para todo x € (a,c) e f'(x) < 0 para todo x € (c,b), a fungdo f tem um mdximo

no ponto xgo,

Se f'(x) tem o mesmo sinal em ambos intervalos (a,c) e ¢,b), ou seja, f' ndo troca de sinal, o

ponto xy ndo é nem minimo e nem mdximo de f.

A seguir, utilizando os procedimentos propostos, resolvemos algumas situacdes-problemas

propostas anteriormente.

Exemplo 3.9 ( Situacao—Problema 1 — Caixa com o Maior Volume) A partir de uma chapa
de aluminio de 40 por 20 centimetros, a mde da Fernanda, quer construir uma caixa sem tampa
e com o maior volume para guardar os brinquedos da Fernanda. Encontre as dimensoes da

caixa com o maior volume.

Na Figura 3.8 podemos ver que caso sejam feitos cortes x X x nos quatro cantos da

chapa, o volume da caixa (sem tampa) € dado por:

V(x) = (40—2x)(20—2x)x, 0<x<10,
= 4x° —120x*+800x,, 0<x<10.

A fun¢@o volume, V (x), é uma funcgdo polinomial, e portanto continua (Figura 3.18).
Além disso, o intervalo 0 < x < 10 € fechado. Logo, precisamos analisar as extremidades e os

pontos criticos de V em (0, 10). Podemos ver que a derivada de V é dada por:

P (x) = 12x* — 240x + 800.

Dai, V/(x) = 0 se, e somente se, x = 10"‘\1/_05 oux=10+ 1—%. Porém, x = 10+ \l/—% ndo

pertence ao intervalo [0, 10], logo, a fun¢éo V tem um udnico ponto critico x = 10 — % ~ 4,23

no intervalo (0,10) uma vez que a derivada sempre existe. Assim, precisamos analisar os trés

10

pontos 0,10 e 10 — Ve

Calculando os valores que V toma nestes pontos temos:

10
P(0)=0, P(10)=0, P(10——~=)=1.539,60,

V3

e podemos concluir que para ter uma caixa com o maior volume basta fazer cortes 4,23 x 4,23

nos quatro cantos. Com este corte, o volume (maximo) € dado por 1.539,60. Na Figura 3.18
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podemos ver que o grafico de V atinge o seu topo no ponto x ~ 4,23 e neste ponto, a altura

méxima (volume maximo) é aproximadamente igual a 1.539 m?>.
2000
1500 |
1000 1

500 -

Figura 3.18: O grafico de V (x) = 4x> — 120x? +800x, 0 < x < 10 (préprio autor).

Com x = 4,23, a caixa com as dimensodes 6timas tem 31,54m, 11,54m e 4,23m como

comprimento, largura e altura, respectivamente, conforme a Figura 3.19.

71154 37 54

Figura 3.19: A caixa com as dimensoes 6timas da situacao—problame a 1 (proprio autor).

Exemplo 3.10 ( Situacao—Problema 2 — Caixa com o0 Menor Custo) A partir de uma chapa
de aluminio queremos construir uma caixa, com base quadrada, de 1 m3 com o menor custo

possivel. Encontre as dimensdes da caixa.

As trés caixas apresentadas na Figura 3.9 tém 1 m? de volume. Além destas trés, temos
infinitas outras escolhas. O objetivo € usar o menor material possivel para construir a caixa, ou
seja, queremos minimizar a soma das areas da base, tampa e laterais. Ja que queremos que a
base seja quadrada, considerando as dimensdes da caixa x,x e y, a funcdo que representa a area
total € dada por:

A=2"+ 4xy.

Por outro lado, V =1, ou seja, xzy =1,dai y = é Assim, podemos reescrever a
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fun¢do A apenas em termo de x:
) 1
Alx) = 2x"+4x—, x>0
X

4
= 2X2—|—;, x> 0.

Como o intervalo (0, 4o0) ndo é fechado, ndo podemos usar o procedimento anterior,
uma vez que as extremidades ndo fazem parte. Nesta situacdo, encontramos apenas 0S pon-
tos criticos, ou seja, os pontos onde a derivada ndo existe e os pontos onde a derivada zera.
Derivando a fungdo A temos: A

A(x) :4x—;.

Podemos ver que A’(0) ndo existe, mas como 0 ¢ Dom(A), logo, este ponto é descar-
tado. Por outro lado, A’(x) = 0 se, e somente se, x = 1. Assim, concluimos que o tinico ponto
critico € x = 1. Precisamos mostrar que x = 1 minimiza mesmo A. Usando o Teste da Primeira
Derivada podemos ver que a derivada, A, para valores menores que 1 é negativa e para os va-
lores maiores que 1 é positiva (por exemplo, A’(0,5) = —14 <0 e A’(2) =7 > 0). Portanto, a
func¢do A, para valores menores que 1 é decrescente e para os valores maiores que 1 € crescente,
indicando a existéncia de um fundo (minimo) no ponto x = 1. Na Figura 3.20 podemos ver
também que o grafico de A atinge o seu menor valor no ponto x = 1, e neste ponto, a altura

minima, que representa o material total utilizada, é igual a 6 m? .

40
30 1

20 1

101

Figura 3.20: O grafico de A(x) = 2x” + %, x > 0 (préprio autor).

Assim, concluimos que as dimensdes da caixa 6tima sdo iguais a 1 (Figura 3.21).
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Figura 3.21: A caixa com as dimensées 6timas da situacao—problema 2 (proprio autor).

Exemplo 3.11 ( Situacao—Problema 3 — Silo com o0 Menor Custo) Uma empresa de monta-
gem de estruturas de armazenagem de produtos agricolas recebeu o pedido de montagem de
um silo cilindrico para um criador de gado de 8.000 m>. A empresa, para aumentar o seu lucro,
precisa minimizar o custo do metal utilizado para produzir o silo. Quais dimensées do silo que

tem o menor custo de produgdo?

As situagdes-problemas 2 e 3 t€m o mesmo objetivo, e da forma analoga, podemos
resolver a situacdo-problema 3. Podemos construir infinitos silos cilindricos com o volume
igual 8.000 m? bjetivo & i ja, b
gual o. m~, mas o objetivo € construir um com O menor custo, ou seja, basta novamente,
minimizar o material utilizado. Em outras palavras, precisamos minimizar a area total do silo

(base, tampa e lateral). Na Figura 3.10, € claro que a érea total é dada por:
A=21r*+2nrh

onde r é o raio da base e / a altura do silo. Mas, jd que o volume do silo é 8.000 m>, ou seja,

nr*h = 8.000, temos entdo que h = 8;[020. A partir desta informacao,
8.000
A(r) = 2mrt+ 2nr——-, r>0,
r
16.000
= 2@+ , r>0,
r

uma fun¢do apenas em r. Novamente, precisamos encontrar os pontos criticos de A(r) e analisa-

los. Derivando A em r, temos entio:

16.000

A'(r) =4nr— —5—.

r

A derivada para r = 0 ndo existe, porém 0 ¢ Dom(A), logo, este ponto é descartado.

3/4000 ~
7[ ~~

Podemos ver que A’(r) = 0 se, e somente se, r = 10,8385. Logo, o tinico ponto critico

de A é r ~ 10,8385. Usando o Teste da Primeira Derivada podemos ver que a derivada, A’,
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para valores menores que 10,8385 € negativa e para os valores maiores que 10,8385 € positiva
(por exemplo, A’(10) &~ —34,34 <0 e A’(11) ~ 5,99 > 0). Portanto, a fun¢do A, para valores
menores que 10,8385 € decrescente e para os valores maiores que 10,8385 € crescente. Logo,
r = 10,8385 minimiza A(r). Na Figura 3.22 podemos ver também que o grafico de A atinge o
seu minimo valor no ponto r = 10, 8385, e neste ponto, o material total utilizado para construir
o silo é igual a 2214,32 m?.

15000
10000

5000 {

(10.8385, 2214.3200000000002)

20 0 20 40 60 80 100

Figura 3.22: O grifico de A(r) = 2712 + 16'#, r > 0 (proprio autor).

Ja que r ~ 10,8385, a altura do silo com o menor custo de construcdo € igual h ~
21,6771 (Figura 3.23).

|
|
|
121,6771
|
|
|

|
10,8385

Figura 3.23: O silo com o0 menor custo de construcio da situacio—problema 3 (préprio autor).

Exemplo 3.12 ( Situacao-Problema 4 — Area de Lazer) Um fazendeiro tem 400 metros de

um tipo de tela alambrado e pretende separar uma regido retangular da sua fazenda para



70

construir uma drea de lazer. Quais dimensées da maior drea que ele pode separar da sua

fazenda.

A drea de uma regido retangular com comprimento igual a x e largura igual a y € dada
por A = xy. Mas, ja que o fazendeiro tem 400 metros de tela alambrado, 2x 42y = 400, ou ainda,
x+y = 200. Portanto, o objetivo é encontrar dois nimeros positivos cuja soma € 200 e cujo
produto é o méximo possivel. De x +y = 200 temos y = 200 — x, e assim, A(x) = x(200 — x).

Deste modo, queremos maximizar a seguinte funcao:

A(x) = —x?>4200x, 0 < x < 200.

A derivada de A, é dada por:
A(x) = —2x+200,

que sempre existe, e além disso, € igual a zero se, e somente se, x = 100. Portanto, o tinico ponto
critico € x = 100. Analisando a derivada para valores maiores € menores que 100, podemos
concluir que x = 100 minimiza A, pois A’(50) = 100 > 0 e A’(150) = —100 < 0, e pelo Teste

da Primeira Derivada, a fun¢ao A faz um topo (maximo) no ponto x = 100 (Figura 3.24)

(100, 10000)
10000
50001 A
0 50 100 150 200

Figura 3.24: O grifico de A(x) = —x*> +200x, 0 < x < 200 (préprio autor).

Dai, y =200 — 100 = 100. Logo, a maior regido retangular que o fazendo pode separar
da sua fazenda com 400 metros de tela alambrada € uma regido quadrada de 100 x 100. Sendo

assim, a drea da regido é igual a 10.000 m? (Figura 3.25).
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100

100

Figura 3.25: A area de lazer da situacio—problema 4 (proprio autor).

Exemplo 3.13 ( Situacao—Problema 5 — Area de Descanso para os Caminhoneiros) Uma con-
cessiondria que cuida de uma das rodovias brasileiras quer construir ao lado da rodovia uma
drea retangular de parada e descanso para os caminhoneiros. A drea precisa ter 11.250 m?
para poder atender o fluxo, e além disso, os trés lados precisam ser cercados por tela alam-

brado. Quais dimensdes da drea para que o custo com tela seja o menor possivel?

As situagdes-problemas 4 e 5 também tém o mesmo objetivo, e de forma andloga,
podemos resolver a situacao-problema 5. Na Figura 3.26 podemos ver que a xy = 11.250 e a
tela alambrada utilizada para cercar a regido de descanso tem comprimento igual x 4+ 2y uma

vez que o lado voltado para rodovia ndo precisa ser cercado.

X

Figura 3.26: A area de descanso da situacdo—problema 5 (proprio autor).

De xy = 11.250 temos entdo que y = “'xﬂ. Sendo assim, o comprimento de tela
necessaria é dado por:
11.250
P(x) = x+2
X
22.500
= x4+ , x>0,
X

que é uma fungéo em x. Derivando esta fungdo temos P'(x) = 1 — 22}'(#. A derivada, P’ ndo
existe se x = 0, mas o ponto x = 0 ndo pertence ao dominio de P, logo, € descartado. Agora,
P'(x) = 0 se, e somente se, x = 150. Acreditamos que x = 150 minimiza a fun¢do P(x). Para
verificar este fato usamos o Teste da Primeira Derivada. Podemos ver que para os valores

menores que 150 a derivada, P’ é negativa e para os valores maiores que 150 ela é positiva. Por
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exemplo, P'(100) = —1,25 < 0 e P'(200) = 0,44 > 0, indicando que a fungéo P é decrescente
para x = 150 e crescente logo depois deste ponto. Assim, a fun¢do faz um fundo (minimo) no
ponto x = 150. A Figura 3.27 ilustra essa situacdo. Observamos que no ponto x = 150, a funcao
tem a menor altura, ou seja, o comprimento da tela utilizada, 150 metros, € o menor possivel.

Desta forma, y = 75 metros.

1500 |
1000 |
500 -
(150, 300)
0 100 200 300 400 500

Figura 3.27: O grafico de A(x) = x+ @, x > 0 (préprio autor).

Exemplo 3.14 ( Situacao—Problema 7 — Problema de Aluguel) Um hotel tem 250 aparta-
mentos que podem ser sendo reservados. Se x unidades deste hotel forem reservados, o lucro
mensal é dado por P(x) = —8x% +3.200x — 80.000, 0 < x < 250. Se vocé fosse o administrador

deste hotel, quantos apartamentos deixaria para reservas para ter se o maior lucro mensal?

A fungdo lucro mensal, P(x), é uma fun¢do polinomial, consequentemente, é continua
(Figura 3.28). Além disso, o intervalo 0 < x < 250 € fechado. Logo, precisamos analisar as
extremidades e os pontos criticos de P no intervalo (0,250). Podemos ver que a derivada de P
¢ dada por:
P'(x) = —16x+3200.

Logo, P/ (x) = 0 se, e somente se, x = 200. Este ponto é o tinico ponto critico de P uma
vez que P’'(x) sempre existe jd que é também polinomial. Sendo assim, precisamos analisar os

trés pontos 0,250 e 200. Calculando os valores que a fung@o assume nestes pontos temos:
P(0) = —80.000,  P(250) =220.000, P(200) = 240.000,

podendo entdo concluir que o administrador precisa reservar 200 apartamentos para ter o maior
lucro que sera de 240.000 reais. Na Figura 3.28 podemos ver também que o gréfico de P atinge
o seu valor mdximo no ponto x = 200, e neste ponto, a altura maxima, ou seja, o lucro maximo,
€ igual a 240.000.
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Figura 3.28: O grifico de P(x) = —8x? +3.200x — 80.000, 0 < x < 250 (préprio autor).

Neste capitulo, foi apresentado o conceito da derivada como a inclinag¢do da reta tan-
gente, a velocidade de um objeto ou a taxa de variacdo instantanea. Na sequéncia, foram apre-
sentadas a definicdo formal da derivada, o cdlculo das derivadas de fungdes elementares e as
propriedades basicas da derivada. Como aplica¢des da derivada, mostramos como a partir do
conceito da derivada, podemos encontrar os pontos minimos € maximos (extremos) de uma

funcdo, os pontos em que a funcao tem fundos e topos, respectivamente.

Neste contexto, alguns problemas de otimizacdo foram apresentados e tratados como
de grande aplicabilidade em diversas situacdes cotidianas, em que o principal objetivo é encon-
trar o ponto extremo de uma funcdo, como uma ferramenta de grande valia para o professor
no ensino de matemaética, procurando situa¢des-problemas comuns do cotidiano para descrever
e apontar modelos matematicos. Diversas situacdes-problemas foram anunciadas e resolvi-
das, tanto geometricamente quanto através do conceito da derivada. Parte dessas situacoes-
problemas foi abordada como experimentos praticos e didaticos interdisciplinares (de baixo
custo) em sala de aula. Os resultados, as andlises e as discussdes dos resultados serdo apresen-

tados no Capitulo 5.
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4 UMA INTRODUCAO AO GEOGEBRA

O software GeoGebra é um programa gratuito que combina os conceitos de geometria
e dlgebra, de modo dinamico, permitindo uma boa visualizacdo e exploracdo entre os elementos
matematicos de forma didatica e interativa pelos estudantes. Foi criado por Markus Hohenwar-
ter em 2001, como sua tese de doutorado, nos Estados Unidos, e desde entdo tem sido uma
importante ferramenta de auxilio dos professores em sala de aula, que atualmente tem versdes

em diversos idiomas, dentre eles o portugués.

2

E interessante notar o nome “GeoGebra” é uma aglutinacdo das palavras geometria
e algebra, pois para toda forma algébrica existe uma correspondéncia grafica visivel, reme-
tendo a ideia inicial de matematica dinamica. Também, por ser um software gratuito e de facil
acesso, ‘o GeoGebra vem ao encontro de novas estratégias de ensino e de conteidos de geo-
metria, algebra, cdlculo e estatistica, permitindo aos professores e alunos a possibilidade de
explorar, conjecturar, investigar tais conteddos na constru¢do do conhecimento matematico”
(BORBA et al., 2016)

E possivel baixar o software GeoGebra nos mais diversos dispositivos, correspondendo
aos sistemas operacionais, quer seja Windows ou Linux, computadores ou dispositivos méveis.
Para baixar o programa basta acessar o site: https://www.geogebra.org/download ou ainda, fazer
uso da versado online, que apresenta as mesmas funcionalidades e praticidades. Neste trabalho,

fizemos o uso do modo online.

Vale ressaltar, da importancia do uso de tecnologias e das facilidades que podem pro-
porcionar, ampliando os horizontes e deixando as aulas mais atrativas € como consequéncia

ganhando a atenc¢do do estudante.

Segundo Borba et al. (2016),

A aplicacdo deste software como uma ferramenta auxiliar representa uma metodolo-
gia importante para o ensino aprendizagem de matematica, pois os alunos mostraram
uma melhor compreensdo e interpretagdo diante do conceito matematico estudado.
(BORBA et al., 2016)
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Ainda, segundo Neto et al. (2020), o GeoGebra proporciona de forma dindmica a
visualizacdo de expressoes algébricas, fazendo com que o aluno consiga associar os concei-
tos algébricos com os geométricos com mais facilidade, e reforcando que “o GeoGebra ndo é

focado na resolu¢do das expressoes algébricas, mais sim em sua representacdo grafica” (NETO
et al., 2020)

Abordaremos nesse capitulo, um pouco das funcionalidades do GeoGebra na sua versao
online, dando énfase principalmente nos recursos para maior compreensao dos problemas de
otimizagdo que serdo tratados no préximo capitulo dessa dissertacdo. E possivel acessar a
versao online usando qualquer navegador através do link: https://www.geogebra.org/ e clicando

na fungdo iniciar calculadora:

< C @ geogebraomg 2« 0@ =
= GeGebra  Q  Pesguisar recursos em Sala de Aula B ENTRARNO SISTEMA
A Inico

Ee Feed de Noticias

GeoGebra - Aplicativos
B waerias Matematicos

e diversos aplicativos matematicos
geometria, 3D e muito mais!

MATERIAIS DIDATICOS

Poderosos aplicativos de matemética Pronto para testes Mais aplicativos timos.

Figura 4.1: O primeiro contato com o ambiente do GeoGebra (proéprio autor).

Ao realizar os primeiros procedimentos, temos a interface inicial, com diversos recur-

sos prontos a serem explorados.

C @ geogebraorg/calculator = w » 0O . H

GeoGebra cCalculadora ([ N Gréfica ~ < ENTRAR

+ : 30 ]

>

5
-50 -0 30 -20 -0 0 10 20 30 40 50 60 70 80

-10 e\
123 f(x) ABC #&» v X
x v T e 7 8 9 x -
S A - R | 4 5 6 * -
< > < > 1 2 3 = &
ans ( ) 0 < > =

Figura 4.2: Ambiente do GeoGebra (préprio autor).
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E interessante observar que no canto superior esquerdo existem algumas funcdes in-
teressantes que sdo: dlgebra, ferramentas e tabela. Na primeira op¢ao, € possivel inserir uma

expressao, um texto, uma imagem ou ainda obter ajuda.

= GeoGebra Calculadora

+

/x Expressao

@ 9 Texto

Inserir um item

Imagem

s
(?) Ajuda

Figura 4.3: Ambiente do GeoGebra (proprio autor).

Como exemplo, inserimos a fun¢do f(x) = 2x+ 1 e ao inserir o item “expressdo”, no

campo entrada, obtemos o grafico da funcao, como ilustra a figura abaixo:

GeoGebra Calculadora | A/ Gréfica ~
O fl) =2x+1 : S .

Algebra =+ E

o -

-

_—
w

Figura 4.4: Grafico de f(x) = 2x+ 1 no GeoGebra (proprio autor).

Na op¢ao “texto”, podemos inserir uma palavra, expressao ou comentarios pertinentes

para melhor compreensdo das ideias expressas no grafico.



Algebra

GeoGebra Calculadora

@)
@

f(x) = 2x+1

PROFMAT

Tl

A/ Crafica ~

PROFMAT

Figura 4.5: Insercao de um texto no ambiente do GeoGebra (préprio autor).

Ja quando optamos por inserir uma imagem, abre-se uma janela para a escolha do ar-

quivo que comumente estd salvo no dispositivo. Inserimos como exemplo, o logo do PROFMAT

junto ao grafico da func¢do e ao texto digitado.

Algesra

GeonGebra Calculadora

O fx) =2x+1 I
@ PROFMAT

@ fal

+

@

P/ Crafica ~

AAA
AAA&
PROFMAT

PROFMAT

Figura 4.6: Insercio de uma imagem no ambiente do GeoGebra (proprio autor).

Cabe salientar que em todas essas opcoes, existe ainda um menu para formatar cada

um desses itens. Como exemplo, temos que ao clicar em cima da funcdo, podemos deixd-la

conforme o que queremos apresentar, abrindo um novo campo com novas alternativas, como

mostramos na Figura 4.7.

Podemos mudar também o formato do gréfico da fun¢do, usando linha continua, trace-

jada, pontilhada e mudar a sua espessura para maior ou menor. (Figura 4.8).



= GeopGebra Calculadora | /A Gréfica ~

B

Algebrs

O fx) = 2x+1 HI o !
+

E da.. (]

-1 0 1 2 3 4

Figura 4.7: Configuracoes de uma funcio no ambiente do GeoGebra (proéprio autor).

= (CGeeGebra Calculadora | A/ Grafica ~
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’
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’
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-— 7/
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Tabela ,

’
s
’
2 r
’
JABRRENISSIPO
’
; —

1;»’ y

# _._ 7

’

’
7
’
pra
05 0 0.5 1 15 2

Figura 4.8: Configuracoes de uma curva no ambiente do GeoGebra (proprio autor).
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O préximo item deste menu € adicionar o rétulo da funcgdo, isto €, o nome da fungao,
que optamos neste caso, em chamar de FUNCAO AFIM; e ao clicar em exibir rétulo, o nome
aparece em destaque junto a fungdo, préximo ao eixo horizontal e ao clicar em exibir valor,

da-se €énfase a funcao em questao (Figura 4.9).

= GeoGebra Calculadora A Grafica ~

© ) =2x+1 : [
+ :
@&
Farramantss N
in
Tabela L
& — A B
: Rotulo: FUNCAO AFIM
Exibir Rétulo N
/ Exibir Valor \/
-2 i 9 1 2 3 4 5
FUNCAO AFIM = 2x + 1
= 2

Figura 4.9: Insercio de um rétulo no ambiente do GeoGebra (préprio autor).

Temos ainda, as mais diversas funcionalidades do software GeoGebra em “Ferramen-
tas”, das quais elencamos aqui algumas delas para fins didaticos e que contribuirdo para a me-
lhor realizagdo das atividades por parte dos estudantes, ao manipular o aplicativo para otimizar
as funcdes dos problemas a serem trabalhados. Dentre as diversas fun¢des do campo “Ferra-
mentas” temos, por exemplo, ferramentas bdsicas, editar, midia, medi¢des, pontos, construcoes,
retas, poligonos, circulos, conicas, transformar e outras fungdes. Iremos destacar trés dessas

funcionalidades. Em ferramentas basicas, temos:

Nesta secdo, temos esses recursos interessantes a serem comentados. O primeiro € o
item “ponto”, onde marcamos no plano cartesiano quaisquer pontos bastando clicar no local que
for necessario, para gerar um ponto. Os outros dois itens que merecem destaque na lista sdo as
“raizes” e “otimizacdo”. As raizes, sdo os pontos em que a fun¢do zera e a otimizagdo, quando

selecionado, permite-nos a visualizagao de pontos de maximos e minimos (Figura 4.11).

Também ha a op¢ao de configuragdo geral, localizado na parte superior direita da tela
inicial do GeoGebra Calculadora. Ao clicar hé diversas opg¢des, tais como: exibir eixos, exibir

malha, ajustar a malha, limpar todos os rastros, ampliar para enquadrar e configuragdes (Figura
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Ferramentas Basicas

e

A =2
Algebra R [ ] i«—
Mover Ponto Controle

Deslizante

&
Ferramentas > N Y

Intersecdo de Otimizagao Raizes
pr— Dois Objetos
(1]
Tabela %‘
Reta de
Regressdo

Figura 4.10: O campo “Ferramentas Basicas”” no ambiente do GeoGebra (proprio autor).

GeoGebra Calculadora (| A/ Gréfica -

@ A=(L9Y -
6
]
Aigedra @  Fungio(x) = 2,2 —2x
5
& Q@ B=@29
Rsi(Fungio) . A B
aiz(Fungio H 4
m ©
s — C=(0,0)
3
© -p=q0
E = Extremo(Fun¢io) H 2
©
— (0.5, -0.5)
1
+ E
C D
15 1 05 0 05 1 15 2 25 3
Ponto de Minimo

Figura 4.11: As ferramentas basicas “ponto”, “raizes” e “otimizacio” no ambiente do GeoGebra
(proéprio autor).
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4.12).
= GeoGebra Calculadora | W Créfica ~ < E ENTRAR
: : B
g i 6 [ Exibir Eixos v
o Exibir Malha v
& 5 C: Ajustar a Malha v
T (&  Limpar todos os rastros
in 4 Ampliar para enquadrar
& Configuragdes
3
2
1
3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 L
P &
[}
12 r
i

Figura 4.12: A posicao e opc¢oes da configuracio geral no ambiente do GeoGebra (proprio autor).

Ao selecionar o item “Exibir Malha” temos alguns tipos de malhas, além da malha

quadriculada, como a malha isométrica e polar (Figura 4.13).

Exibir Malha A
Sem Malha
Malha Principal
Malhas Principais e Secundarias
Polar

|lsomeétrica

Figura 4.13: Insercao de malhas nos graficos no ambiente do GeoGebra (préprio autor).

Nas configuracdes, temos a possibilidade de formatar os eixos coordenados (descre-
vendo o rétulo, cor, estilo) bem como organizar as dimensdes dos eixos, escolher o plano de

fundo da malha, as direcdes dos eixos, a exibi¢cao dos numeros (Figura 4.14).

Além dos recursos mostrados, o GeoGebra dispde de teclado préprio, podendo o
usudrio optar por usi-lo ou o teclado do computador ou dispositivo mével. Tal teclado do

GeoGebra concentra alguns recursos de facil acesso. (Figura 4.15).

E ao clicar no item destacado abaixo (Figura 4.16), abre-se uma lista de funcoes,

operacoes e comandos que € possivel utilizar como ferramentas de apoio ao que se deseja obter
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EixoX Eixo¥Y Malha

Negrito

Negrito

Figura 4.14: Formatacao dos eixos coordenados no ambiente do GeoGebra (préprio autor).
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Figura 4.15: Existéncia de um teclado virtual no ambiente do GeoGebra (proprio autor).
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utilizando o programa. Além de simbolos matemadticos, o teclado conta com o alfabeto grego,

comumente usado em expressoes para formular diversas situacoes.

Exibir Ajuda Online Fechar

Fung¢des Matematicas
Todos os Comandos
Geometria
Algebra
Texto
Légica
Fungoes e Calculo
Conicas
Listas
Vetores e Matrizes
Transformagdes
Diagramas
Estatisticas
Probabilidade

FEEEEEEEEERER

Planilha
# Pranramacin v
123 f(x) ABC #&
q w =) r t y u i o} p
a s d f g h i k I A
A z X C v b n m ¢ &
oy . ' < > P

Figura 4.16: Proprio Autor

Existe uma vasta gama de fungdes que podem ser exploradas de forma online no site
do software GeoGebra. Tomando como base as caracteristicas e os principais aspectos da Cal-
culadora, sdo oferecidas e estdo a disposi¢ao outros formatos do programa, que permitem outros
desenvolvimentos e formas de trabalho, como por exemplo, objetos de estudos na terceira di-
mensao, graficos em 3D, animacdes e quebra-cabecas relacionados a teoremas matemdticos e

desafios légicos.

Dos tipos de calculadoras disponiveis, usamos a calculadora grafica, pois a énfase

dessa pesquisa consiste em trabalhar com a anélise de funcdes.

Ap6s a manipulagdo dos dados matematicos e a exploracao dos recursos do software,
€ possivel salvar os trabalhos realizados, bem como compartilhd-los ou imprimi-los de modo
que o resultado final das expressodes algébricas juntamente com suas respectivas representacoes

gréificas e demais dados adicionais podem ser utilizados como recursos em outras situacoes.

Dentre as diversas funcdes do software, € possivel notar a sua importincia € 0 mo-
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Figura 4.17: Préprio Autor
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Figura 4.18: Préprio Autor
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Figura 4.19: Proéprio Autor

tivo pelo qual tem ganhado espaco nas salas de aulas nos dltimos anos, pois € um excelente
recurso didatico capaz de despertar no estudante interesse pelo novo e assim a busca de novos

horizontes, além de dinamizar conceitos e contextos com a sua aplicacao.
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5 APLICACAO DOS PROBLEMAS DE OTIMIZACAO COMO UMA
ABORDAGEM INTERDISCIPLINAR

5.1 INTRODUCAO

Este capitulo descreve o passo a passo das atividades realizadas com os estudantes
do 3° ano, Formacdo de docentes, do Colégio Estadual Carolina Lupion EFMN, em que fo-
ram trabalhados os conceitos de funcdo através de materiais confeccionados para a sua melhor

visualizac@o e com aplicacdo direta aos problemas de otimizagao.

Como ja citado anteriormente, a motivagdo de trazer os problemas praticos de otimizagao
se deve ao fato de proporcionar ao estudante um aprendizado mais s6lido com relagdo ao tema
de funcdes, que muitas vezes € abordado de modo abstrato e sem qualquer relacao aparente com

a realidade do aluno.

Ap6s o recrutamento dos discentes, foi observado e respeitado todos os parametros do
comité de Etica da UTFPR, em que foi entregue aos participantes os Termos de Consentimento
Livre e Esclarecido (TCLE) e o Termo de Assentimento Livre e Esclarecido (TALE). Vale
observar também, que a aplicacdo das atividades foram realizadas em contraturno dos alunos,

no colégio, no periodo da manha, seguindo o cronograma descrito pelo TCLE.

Ainda a aplicacdo, foi dividida em seis encontros presenciais, sendo que nesse processo
foram realizadas duas avalia¢des diagndsticas, que se encontram no anexo deste trabalho, sendo
uma no primeiro encontro e outra no ultimo encontro, contendo questdes de multipla escolha e
discursivas sobre o tema, para analisar e entender a opinido dos alunos sobre o objeto de estudo

em questao.

O objetivo dos questiondrios € observar a melhora no aprendizado dos estudantes e
se eles ficaram estimulados a querer saber mais; e se, a pesquisa impactou os alunos e sua

compreensao sobre o conceito de fungdo e sua aplicabilidade.

Descreveremos as atividades realizadas pelos estudantes em cada um dos encontros e
em paralelo, os resultados obtidos que valem a pena dar atengdo em cada momento, a fim de

elucidar cada etapa da atividade.
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5.2 PRIMEIRO ENCONTRO — QUESTIONARIO INICIAL (20/04/2022)

O primeiro encontro com os estudantes ocorreu no dia 20 de abril de 2022, nas de-
pendéncias do colégio, em uma das salas de aulas tedricas as 7h30 da manha. Neste encontro

tivemos que a participacao de 27 estudantes.

Ap6s acolhimento de todos em sala, foi comentado o propdsito inicial desse projeto;
e abordeil a importancia de se fazer uma graduagdo e seguir para programas de mestrado e
doutorado, j4 que todos os presentes eram alunos do 3° ano, tudo de modo répido, incentivando-
0s a estarem presentes nos proximos encontros, pois estavam receosos pelo fato de ser uma

atividade de matemdtica e ndo conseguirem realizar as propostas.

Figura 5.1: Avaliacao Diagnéstica - Primeiro Encontro

Assim, ap0s a fala inicial, foi entregue o questiondrio inicial (Anexo I) para que pudes-
sem responder de modo individual e andnimo, deixando-os sempre a vontade, caso nao soubes-
sem responder alguma questdo. Vale ressaltar, que optamos por chamar este primeiro momento
de questiondrio e nao de avaliacdo (diagnodstica), pois poderia impactar negativamente os estu-
dantes de modo a pensarem que seriam avaliados, enquanto que o objetivo central € observar

sua familiariedade com o tema e seus pareceres a respeito da drea em estudo.
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Figura 5.2: Realizaciao da Avaliacao Diagnéstica

Ap6s alguns instantes, como modo de deixd-los ainda mais tranquilos e respondessem
com atencao, para melhor anélise dos dados, cada um ganhou um chocolate (bombom) a fim de

quebrar aquele “ar” de prova ou “tensdo” por se tratar de matemadtica.

A medida que foram terminando o questiondrio, foram sendo dispensados, observando
que a maioria utilizou o tempo maximo de 2h30, devido a tentativa de resolver as situagoes

problemas apresentadas no anexo.

5.3  SEGUNDO ENCONTRO (25/04/2022)

O segundo encontro consiste em analisar os conhecimentos prévios dos estudantes
sobre fungdes, observando o que lembram sobre o assunto e qual a importincia que dao ao
tema, e através desses parametros desenvolver o conceito de fun¢do e a classificacdo de cada
funcdo, retomando a ideia de conjuntos, sejam eles numéricos ou ndo, definindo assim dominio

e imagem.
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|
1.3 Tipos de Fungao

Funcgao Afim h

VOCE SABE COMO E
COBRADO

O VALOR DE
ENERGIA ELETRICA
EM SUA CASA?

Figura 5.3: Slide da aula sobre fun¢oes. Préprio autor

A aula deve ser ministrada, em sala tedrica, de modo a despertar o interesse nos estu-
dantes e a medida que as defini¢des vao sendo retomadas, em especial de func¢do afim, linear,

quadratica e ctbica, trazer um rol de perguntas sobre fungdes.

Trabalhar exemplos praticos sobre fung¢des, tais como exemplo de fun¢do afim, onde
pode-se trabalhar com a conta de luz de nossas casas, e para melhor visualiza¢ao dos estudantes,
dar um modelo de taldo para cada estudante observar como ¢ feito o cdlculo do valor a ser
cobrado, e por meio de algumas perguntas instiga-los a pensar no assunto e leva-los a perceber

da importancia das fun¢des no nosso cotidiano.



91

5.3.1 A COPEL E A FUNCAO AFIM

]
1.3 Tipos de Fungao

Fungéo Afim

CoptDato .. oy www.copel.com
COPEL i 04 388 578 G001 O 00 33507580 M 41304 R 0800 51 00 116
Més de referéncia Unidade Consumidora

Margo/2022
Vencimento VALOR A PAGAR
10/04/2022 ] [ R$ 232,43

FAT-01.20222747319861-18

IORGE MATHEUS FERNANDES DE CAMARGO

da dellumina Piblica: Municipio 35661291

DENUNCIE FURTO DE FIOS! LIGUE 181.
o et I ——

ResideResidencial | —
 Leitura Anterior | Leitura Atual

ZW‘JMDZZ R e
5037 | ﬂ% 6.96 KWh 202 1900472022
Histanco de Consumo e Pagamento Valores Faturados

Constantede |TolFalmdo| Consumo | Datade Emissio | Proxima Leitura
Multiplicagio Prevista

Médio Didrio

1

més KWh  DEPglo. Valor

o022 214 03032022 224,76

0112022 188 070202022 160,65 Emitida em 220032022

122021 142 10012022 15331 Produto Valor Valor  Base Aliq.

12021 143 07122021 +wsaa | Descrigio un, Lonsumo  Untisi  Total - Cile. ICME
ENERGIA ELETRICA CONSUMO cm 223 0831121 18534 18534 29,00%

102021 143 oanzot 161,00 ENERGIA CONS BZSCASSEZ HID i 47.09 4705 25.00%

082021 140 111102021 142,68

Figura 5.4: Exemplo de conta de energia elétrica

a) Qual foi o consumo neste més?

b) Qual € o valor pago por kWh consumido?

c¢) Ha algum valor adicional, além do valor de kWh consumido?

d) Escreva uma func¢do, que representa o valor da fatura de energia elétrica.
e) Qual serd o valor a ser pago, se o consumo for de 156 kWh?

E, se for 265 kWh?

f) Consulte o consumo na fatura dada e verifique se o valor a pagar esta correto.

5.3.2 O PROBLEMA DAS LARANIJAS

ApO6s construir a ideia de fung@o afim, observar a fun¢do linear, que também esta a
nossa volta, como no exemplo da pesagem de frutas e legumes de uma quitanda, em que o

principio que gera o preco a ser pago, é o da fun¢do linear.
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Figura 5.5: Problemas das laranjas

a) Quanto custa 1 kg de laranja?
b) Quanto pagard uma pessoa por 4 kg de laranja? E se pegar 4 kg e meio?

c¢) Escreva uma fun¢do que representa o preco a pagar em fun¢do da quantidade adqui-

5.3.3 FUNCAO QUADRATICA

Retomar conceitos da funcdo quadratica, através de um exemplo do Exame Nacional

do Ensino Médio (ENEM).

(ENEM / 2021) Uma empresa de chocolates consultou o gerente de producao e verifi-

cou que existem cinco tipos diferentes de barras de chocolate que podem ser produzidas, com

os seguintes precos no mercado:

Barra I: R$ 2,00;
Barra II: R$ 3,50;
Barra III: RS 4,00;
Barra IV: R$ 7,00;

Barra V: R$ 8.,00.
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Analisando as tendéncias do mercado, que incluem a quantidade vendida e a procura
pelos consumidores, o gerente de vendas da empresa verificou que o lucro L com a venda de

barras de chocolate € expresso pela funcao
L(x) = —x? + 14x—45,
em que x representa o preco da barra de chocolate.

A empresa decide investir na fabricacdo da barra de chocolate cujo preco praticado no

mercado renderd o maior lucro
Nessas condi¢des, a empresa devera investir na producao da barra
a)l
b) II
c) IlI
d) v

e)V

5.3.4 FUNCAO CUBICA

Concluindo a aula com alguns principios da funcao cubica, onde € interessante chamar
a atencdo do estudante para participar da proxima aula, na qual serd aplicado na préatica os

calculos para a construcdo de uma caixa com maior volume através de uma chapa retangular.

A I 3
|
| | /
| |

X X

_E _________ " _/

|e—— 40 ————| —40— 22—

Figura 5.6: Construcio da caixa de maior volume

(EXEMPLO DE FUNCAO CUBICA)Temos uma chapa de aluminio de 40 por 20
metros € que queremos construir uma caixa sem tampa superior que ela tenha o maior volume.

Encontre as dimensdes dessa caixa.
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5.4 TERCEIRO ENCONTRO (26/04/2022)

O terceiro encontro com os estudantes € marcado no laboratério de informatica, no
qual o objetivo principal € a construc¢do de caixas sem tampa de maior volume a partir de chapas

retangulares.

Iniciando a aula, através de um problema envolvendo o tema, imaginando que traba-
lhamos em uma empresa, e todos os presentes sdo engenheiros responsdveis na fabricagcdo de
uma caixa que apresentasse maior volume, sabendo que terdo que recortar os cantos da chapa

para poder moldar a caixa, tendo como material disponivel para constru¢do uma chapa.

Entdo, segue que a proposta baseia-se em duas etapas: a primeira consiste em dividir
os estudantes em grupos e deixd-los pensar na construcao da caixa, conversando entre eles e
sem a interferéncia do professor responsavel, e por fim a segunda etapa consiste em executar a

construgdo das caixas.

A caixa modelo de maior volume segue representada na figura a seguir.

Figura 5.7: Caixa com maior volume

Em seguida, os participantes apresentam algumas informag¢des do projeto executado
por eles.
1. Quais sdo as dimensdes da chapa para a criagdo da caixa?
2. Qual é a medida dos lados dos quadrados recortados dos cantos da chapa?

3. Qual é a medida dos lados da caixa criada pelo grupo?
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4. Qual é o volume da caixa?
5. A caixa criada pelo grupo apresenta maior volume?

6. Removendo quadrados de lado x dos quatro cantos da chapa e dobrando as abas resultan-

tes, escreva uma func¢do para representar o volume da caixa.

Com todas as etapas realizadas, o professor orienta e apresenta a caixa de maior
volume, explicando como obté-la e os cdlculos envolvidos, e estando no laboratério de in-
formatica, apresentar aos estudantes o GeoGebra online, ensinando-os algumas funcionalidades

para observar os pontos de méaximo da fun¢do encontrada por eles através dos recortes da caixa.

Na segunda etapa, por sua vez, é dada uma nova chapa aos alunos e agora, usando
os conhecimentos aplicados na constru¢cdo da primeira caixa, levando em consideragcdo a ex-
periéncia da tentativa anterior, construir a nova caixa com maior volume, usando o software

GeoGebra para obter os dados com mais facilidade.

=

Figura 5.8: Caixa com maior volume

Novamente, € interessante anotar os dados obtidos pelos alunos para serem trabalhados

alguns conceitos importantes e verificar se obtiveram €xito nos resultados.

1. Quais sdo as dimensdes da chapa para a criagdo da caixa?
2. Qual é a medida dos lados dos quadrados recortados dos cantos da chapa?
3. Qual é a medida dos lados da caixa criada pelo grupo?

4. Qual é o volume da caixa?
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5. A caixa criada pelo grupo apresenta maior volume?

6. Removendo quadrados de lado x dos quatro cantos da chapa e dobrando as abas resultan-

tes. Escreva uma fung¢ao para representar o volume da caixa.

5.5 QUARTO ENCONTRO (02/05/2022)

5.5.1 MAIOR AREA COM PALITOS

No quarto encontro, deve-se trabalhar o seguinte problema: Suponha que temos 24
palitos de fésforo e queremos criar um retangulo com a maior area sem quebrar os palitos. Qual

a darea desse retangulo?

Com a exposicao do problema, € dado aos grupos 24 palitos de fésforos e alguns qua-
dradinhos coloridos representando unidades de area, assim eles devem discutir qual o retangulo

de maior drea que podem formar, e para verificar a rea preenchem com os quadrados coloridos.

A ideia inicial € que os estudantes cheguem no seguinte resultado:

Figura 5.9: Problema envolvendo palitos

Com os possiveis retangulos formados, devem responder os questionamentos:

1. Qual é a medida dos lados do retangulo encontrado pelo grupo?
2. Qual € a 4rea do retangulo construido?

3. O retangulo criado com 24 palitos de fosforo apresenta drea méaxima?
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Até o momento, podem surgir diversos questionamentos € com o auxilio do professor,
resolver o problema de modo a usar o0 GeoGebra através da construcao de retangulo com palitos
observando a ideia de perimetro e drea, modelando-os e plotando no software a fim de achar o

ponto de maximo da funcgao.

5.5.2 VOLUME DO SILO

Aqui o problema consiste na constru¢do de um silo com maior volume e com 0 menor
custo, que por consequéncia possui drea minima, com a seguinte situacdo: Uma empresa de
montagem de estruturas de armazenagem de graos recebeu o pedido de montagem de um silo
cilindrico para o armazenamento de certo produto. A empresa, para aumentar o seu lucro,
precisa minimizar o custo do metal utilizado para produzir o silo. Quais dimensdes do silo que

tem o menor custo de produgdo?

Para a realizacdo da atividade, faremos a analogia em construir um silo de papel cartdo,
imaginando ser 1 kg de feijao a quantidade maxima, e de modo comparativo, considerando 1
kg que equivale 1000 m> e assim o silo deveria ter tal capacidade de armazenamento. Quais as
dimensdes do silo para minimizar os custos com material, ou seja, qual € a menor area utilizada

para a constru¢do do silo?

Como citado no Capitulo 3, podemos construir infinitos silos cilindricos com o mesmo

volume, mas o objetivo € minimizar a area total do silo (base, tampa e lateral).

Tendo a area,

A =271 +2nrh,

onde r é o raio da base e / a altura do silo. Mas, ji que o volume do silo é 1.000 m>, ou seja,

nr*h = 1.000, temos entdo que h = %. Assim,

1.000
wr?’
2.000

= 27+ ,
r

A(r) = 2nrt+2mr

uma fungdo apenas em r.

Logo, precisamos encontrar os pontos criticos de A(r) e analisd-los. Ao escrever a

funcao encontrada no GeoGebra, obtemos:
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2000 :
Alr) = 2r P+ ; : ™ 1200
1000
£00
500
Extremo

(5419260703127, 553.5810445932085)

200
A 0 5 10 15

Figura 5.10: O grifico de A(r) = 277> + @, r > 0 (préprio autor).

Observamos que o grafico de A atinge o seu menor valor no ponto » = 5,4192, e neste

ponto, o material total utilizado para construir o silo é igual a 553,58 m?.

J4 que r =~ 5,4192, a altura do silo com o menor custo de construgdo € igual h ~
10, 8387.
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Figura 5.11: Silo envolvendo feijao

5.6 QUINTO ENCONTRO (03/05/2022)

Para o desenvolvimento desta aula, temos a seguinte situagdo problema:

O Departamento de Estradas de Rodagem de uma regido, dispde de 600 metros de
tela (alambrado) e projeta construir uma 4rea retangular de descanso para caminhdes e veiculos

pequenos com a maior drea. Qual é a medida dos lados e a drea desse ponto de parada?

Cada estudante deve imaginar como utilizar os recursos dados a eles: um pedaco de
barbante, representando a tela (alambrado) e os alfinetes, a fim de construir, no isopor um

retangulo com maior area, sabendo que um dos lados € o acesso a estrada.

Figura 5.12: Problema da area de descanso
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5.7 SEXTO ENCONTRO — QUESTIONARIO FINAL (09/05/2022)

No ultimo encontro, entregamos aos alunos o questiondrio final, a fim de observar os

resultados das atividades realizadas e se houve um aprendizado efetivo.

5.8 ANALISE DOS RESULTADOS
5.8.1 PRIMEIRO ENCONTRO - QUESTIONARIO INICIAL (ANEXO I)

Iremos analisar alguns resultados obtidos, de modo geral, conforme o questionario

respondido pelos 27 estudantes:
Questao 1: Vocé gosta de matematica?
Questao 2: Voceé considera as aulas de matematica agradaveis?

Questao 3: Voceé considera as aulas tradicionais de matematica motivadoras?

20 put
18 - y

16 - 14
14
12 1 =sim
10 4

Alunos

nao

>

o N A O ™
I

Questio 1 Questio 2 Questio 3

Figura 5.13: Proprio autor

E notério observar que parte significativa dos estudantes ndo consideram as aulas tradi-
cionais de matemdtica motivadoras, mesmo que o questiondrio foi aplicado de forma andnima,
acreditamos que alguns alunos tentaram suavizar os resultados ao dizer que “gostavam’das
aulas tradicionais e de modo geral de matemdtica e considerar as aulas agradaveis. Dai, per-
cebemos que o ensino de matematica tradicional, ndo motiva os estudantes e cria uma barreira

afastando os estudantes da drea das exatas, além de criar aquele sentimento de frustacio ao se
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lembrar da matematica e assuntos relacionados a ela.

Alunos

Questdo 4: O que te levou a participar destas atividades?

14

12

10

o

o

£-4

[~

-

14
I I 2

Gosto pela Buscado Novos Gosto pelo Outros
matematica conhecimento desafios uso de
tecnologias

Figura 5.14: Questao 4. Proprio autor

Aos estudantes que assinalaram a op¢ao “outros”, justificaram que a participacao deles

no projeto era para “ajudar o professor”. Através dos resultados da pesquisa, € interesssante

observar que o estudante estd disposto a aprender matemadtica, pois busca pelo conhecimento e

novos desafios, porém € evidente que a metodologia tradicional tem criado uma barreira entre a

matematica e a sua aprendizagem, pela forma com que os conteidos sdo transmitidos.

Questdo 5: Vocé tem interesse por assuntos relacionados a matematica? Se sim, quais?
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&

Sim Nao Em branco Depende

Figura 5.15: Questao 5. Proprio autor

Dentre os assuntos relacionados a matematica, que os estudantes destacaram estdo:

area e volume, matemdtica financeira, fracdes, equagdes, regra de trés, porcentagem, estatistica,

e com relacdo a resposta “depende” esta relacionada ao fato do estudante alegar que dependendo

do assunto da aula, causa-lhe interesse por matematica.

Questao 6: Vocé acha que os conteddos de matemética aprendidos em sala de aula

fazem parte do seu cotidiano?

20

15

10

Alunos

— 3

_am—
i a F

Sempre As vezes Quase nada Nunca

Figura 5.16: Questao 6. Proprio autor

E interessante observar que a maioria dos estudantes respondeu que “as vezes ou

”quase nada”do que é aprendido em sala de aula, com relacdo a matematica, tem aplicagcdo

prética, mostrando que o ensino sem contexto e sem aplicabilidade nos traz uma matemaética
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vazia e sem sentido, dai o papel das metodologias ativas para elucidar a importancia dos temas

estudados e na formacao do aluno.
Questao 7: Vocé considera importante o estudo da geometria?
Questao 8: Sobre o conceito de fun¢do, voceé considera util?

Questao 9: Sobre o conceito de funcdo, vocé ja teve algum problema do seu dia a dia

modelado por uma funcao?

Questao 11: Vocé acha que deve haver mudangas na forma do ensino de matematica e

como os conteudos sao apresentados hoje em sala de aula?

=
=
pers >
P P P 7

Questao 7 Questao 8 Questao 9 Questao 11

25

20

15

Alunos

10

=sim = nao

Figura 5.17: Préprio autor

Ainda quando perguntamos o motivo do aluno considerar ser importante ou ndo o

estudo da geometria e de fungdes, encontramos algumas respostas:
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"7. Vocé considera importante o estudo da geometria?

(M) Sim ( ) Nao
Por qué?
NYozo. STt mpouoth AL Jmmon, Lomomhe, Syea,ale

8. Sobre o conceito de fungdo, vocé considera atil?

D Sim ( ) Ndo
Por Eué?
3 £ T | d .

Figura 5.18: Préprio autor

Temos aqueles que consideraram ser importante para passar em vestibulares:

7. Vocé considera importante o estudo da geometria?

(<) Sim ( ) Nio

Por qué?
09 QD bAoh, v\lmr\mih me mene Sidong

8. Sobre o conceito de fungdo, vocé considera 1til?
(><) Sim ( )Néo

Por qué?
0

/‘h)\%\“ ; l‘.’QJf) 208 boalorets, (O 02 dadouter

Figura 5.19: Proprio autor

Alguns dizem nao enxergar no dia a dia, a utilizagcdo da ideia de funcdo e da geometria

fora do ambiente escolar:
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7. Vocé considera importante o estudo da geometria?

(><) Sim ( )Néo

Porque"

Loty vaunxae{faﬁﬁ = s neri@arni e ol zeae
CraQancoen £ \sL AR MZ‘@ML

[

8. Sobre o conceito de fungdo, vocé considera util?

( )Sim (x) Néo

Por qué?

OPL Qus i D e ey M0 o dlin  evmio

O‘anlrd:% ideu wn areda .

Figura 5.20: Préprio autor

7. Vocé considera importante o estudo da geometria?
(X)) Sim ( ) Nio

o) uMm J.."'no.o ‘&\IOO -OLJM.,@ . . - ‘

8. Sobre o conceito de fungdo, vocé considera util?
() Sim () Ndo
Por qué?

Figura 5.21: Préprio autor

7. Vocé considera importante o estudo da geometria?

() Sim ( ) Nio

Por qué?

8. Sobre o conceito de funcgio, vocé considera Gtil?
&) Sim ( ) Nio

Por qué?

Figura 5.22: Proprio autor

105
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A funcdo ser simplesmente para encontrar o valor de

7. Vocé considera importante ¢ estudo da geometria?
( )Sim () Néo

Por qué?
< 0

/)&ﬂ ﬁ/U}/rr) jw@’)/‘maﬂ&} LUTF /MA:/)’}E

8. Sobre o conceito de fungdo, vocé considera util?

(3¢) Sim ( ) Néo

Figura 5.23: Proprio autor

Questdo 10: Quais os recursos seus professores de matematica normalmente usam em

sala de aula?

20 -
15 4
= Livro
2 Celular
c o4
33: 10 = Quadro

= Computador

Questdo 10

Figura 5.24: Questao 10. Proprio autor

Vale destacar que o uso do computador, ndo significa que o professor estd utilizando
em sua aula uma metodologia ativa, pois o professor pode estar usando o computador como
forma de apresentar os conteddos da aula, para ndo ter que passa-los no quadro, por exemplo,
ndo configurando assim, como uma metodologia baseada em recursos digitais e que venha

despertar o interesse dos estudantes.

Questao 12: Vocé acredita que se o professor mostrar as aplicacdes de matemaética no

seu dia a dia te faria gostar mais de matematica e ser mais motivado em aprender os conteudos
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de matematica?

Questdo 15: Vocé acha que poderia aprender mais utilizando novas metodologias no

ensino da matematica?

30 26
A
25 22
20
g = sim
515 nao
g
10
° ’ Pt
0
Questdo 12 Questdo 15

Figura 5.25: Grafico das questoes 12 e 15. Proprio autor

Este resultado, mostra a importancia de se aplicar novas metodologias, pois os estu-
dantes estdo abertos a encarar o novo, de novo diferenciada tais como interdisciplinaridade,
recursos digitais, metodologias ativas. Sabemos que nem sempre € possivel preparar aulas com
esse enfoque, por diversos motivos, porém a tentativa de se trabalhar dessa forma, pode melho-

rar o aprendizado e gosto pela matemaética.

Questao 13: Vocé considera interessante o uso de uma nova metodologia para o ensino

da matematica?

Questao 14: Voce acha que serd mais facil o entendimento sobre fungdo utilizando o

auxilio das tecnologias?
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Questdo 13 Questido 14

= sim nao =indiferente

Figura 5.26: Grafico das questoes 13 e 14. Préprio autor

Questdo 16: Voce ja ouviu falar sobre o software GeoGebra?

.!I

3
|

sim

25

Alunos
- -
o (4]

Figura 5.27: Grafico da questao 16. Proprio autor

Questdo 17: Seja a fungdo f(x) = Sx+ 6. Qual é o tipo da funcao apresentada?
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= Questido 17

Figura 5.28: Grafico da questiao 17. Proprio autor

Questdo 18: Seja f(x) = 2x—4. Qual é o valor de f(0)?

8
6
A
6
[71]
o
24
| ey by
2.!'

2 0 Néo sei

= Questdo 18

Figura 5.29: Graifico da questao 18. Proprio autor

Observamos aqui que mesmo que grande parte dos estudantes saibam identificar o tipo
de funcdo da situagdo problema proposta, neste caso afim, ndo conseguem ter a no¢cao de como
resolver o problema, pois quando apresentamos uma fun¢do afim para encontrar uma imagem
para determinado valor ndo conseguem responder e logo, encontrar a solu¢do do problema.
Mostrando assim, a falha no sistema e que de certa forma nao os estimulou a aprender o basico

sobre funcdes, e dessa forma interpreta-las.

Questao 19: Suponha que a Companhia Paranaense de Energia (COPEL) cobra de cada

unidade consumidora uma taxa fixa de iluminagdo publica no valor de R$9,11 além de R$0, 84
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para cada kWh de energia consumida. Vocé consegue enxergar uma relacdo entre o valor pago

e o consumo da energia elétrica?

Questdo 21: No problema da questdo anterior, vocé consegue enxergar uma aplicacdo

de matematica no seu dia a dia?

Questao 23: A partir do exemplo anterior, consegue imaginar uma situagao real de

forma similar ao problema anterior?

Questao 24: O pai do Jodo tem 140 metros de tela (alambrado) e no sitio dele quer
construir um curral com a maior drea. Vocé€ consegue enxergar uma aplicacdo de matematica,

principalmente do conceito de fun¢ao nesse problema?
Questao 25: Vocé tem ideia de como resolver o problema da questao 24?

Questdo 26: A mae da Fernanda, tem uma chapa de madeira retangular 100 cm por
80 cm. A partir dessa chapa quer construir a maior caixa sem tampa, para poder guardar os

brinquedo da Fernanda. Vocé consegue enxergar uma situagao-problema?
Questdo 27: Voce tem ideia de como resolver o problema anterior?

Questdo 28: O avd do Julio € um produtor de soja. Ele acredita que no primerio dia
do més setembro cada saco de soja custara R$200,00. Ao longo de setembro, o preco de saco
de soja cai a uma taxa de R$2,00 por dia. No primeiro dia de setembro, 0 av6 do Julio tem 100
sacos disponiveis no campo € estima que a plantagdo aumenta a uma taxa de 3 sacos por dia ao
longo do més. O avd do Julio quer saber da data que tem que realizar a colheira para ter a maior

receita. Voc€ consegue enxergar uma situacdo-problema?
Questao 29: Voce tem ideia de como resolver o problema anterior?

Cabe notar que apesar de alguns estudantes, marcarem a op¢do de como resolver as

situacdes de modelagens propostas, ndo apresentaram justificativas de como soluciona-los.
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Figura 5.30: Graficos das questoes especificas. Préprio autor

Questao 30: SituacOes-problemas apresentadas nas questoes 22, 24, 26 e 28 sdo cha-
mados de problemas de otimizag@o, onde maximizamos ou minimizamos uma grandeza. Vocé
acredita que os problemas apresentados sdo interessantes e que podem despertar o seu interesse

em aulas de matematica vendo as aplicagdes reais de matematica no nosso cotidiano?

16 -

12 -
8 i
= 8 p
=2
<L

4
A
4 -
0 . ' . - .
Sim Provavelmente nao

Provavelmente
sim nao

Figura 5.31: Grafico da questao 30. Proprio autor
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5.9 SEGUNDO ENCONTRO

Analisando as respostas dos estudantes, foi planejado o segundo encontro para abordar
e revisar temas que foram elencados pontos de dificuldades dos alunos envolvendo a ideia de
fungdes e geometria. Com o intuito de dar o embasamento necessario para o estudo de fungoes,
relembrando os conceitos, através de slides intuitivos a fim de construir o conhecimento dos

estudantes a partir do que eles lembram e conhecem.
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Figura 5.32: Slides utilizados no segundo encontro. Pr

Comegamos com conjuntos, reforcando que a ideia que pode ser abrangente e repre-
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senta objetos em comum, valores numéricos semelhantes, dados diversos que apresentam certas

caracteristicas que os fazem pertencer a0 mesmo grupo.

Quanto as fungdes, relembramos o que seriam as fungdes, as suas classificacdes e
em especial, afim e linear, elucidando os exemplos da conta de luz de nossas casas, em que
o principio de cobranga estd na fungdo afim e que numa quitanda o valor a ser pago pela pe-
sagem de certos alimentos estd diretamente ligado ao valor do quilograma, criando assim a

correspondéncia por fungao linear.

Figura 5.33: Alunos analisando a conta de energia elétrica. Préprio autor

Para deixar a aula mais dindmica e que os estudantes se sentissem a vontade de estar

na pesquisa, cada um ganhou bombons e comiam enquanto resolviam as atividades propostas.

Nas atividades, apresentaram dificuldades em operagcdes com virgula (nimeros de-
cimais) e principalmente na divisdo, ndo lembravam do algoritmo de resolucio e perceberam
dificuldades em partes elementares. Assim, aproveitamos a oportunidade e fizemos uma revisao

sobre o assunto para que pudessem dar andamento nas questdes propostas da aula.

E, para concluir a aula, foi apresentado a fun¢do quadrética numa questao do Exame

Naciona do Ensino Médio (ENEM), retomando a ideia de poténcias e operagdes.

Por fim, apresentamos de modo ligeiro a fungdo cibica através de um protétipo para a
constru¢do de uma caixa, e que no encontro seguindo, todos seriam desafiados a construirem,

em grupo, uma caixa de maior volume, tendo uma chapa somente e que como engenheiros
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de producao deveriam obter a melhor solu¢do para o problema, instigando-os a participar do

préximo encontro.

5.9.1 TERCEIRO ENCONTRO

Comgamos o terceiro encontro, dividindo a classe em grupos, onde cada grupo seria
uma equipe de engenheiros de determinada empresa, que tem como principal produtos embala-
gens e que precisaria construir uma caixa com certo tamanho de chapa, e que esta caixa deveria

apresentar um maor volume.

Figura 5.34: Discussao de como construir a caixa. Préprio autor

Ap6s pensarem e discutirem em grupos, sem a interferéncia do docente responsavel, os
grupos entitulados de engenheiros de producdo comecaram a construir usando o senso comum

€ sem quaisquer recursos matematicos e digitais.
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Figura 5.35: Construciao da caixa. Proprio autor

Com apenas régua, tesoura e fita crepe, os estudantes montaram suas caixas cortando

os cantos da caixa, de modo a dobra-la e formar uma caixa sem tampa.

Figura 5.36: Montando a caixa. Proprio autor

Alguns dos resultados, foram obtidos como mostra a imagem a seguir:
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Figura 5.37: Proprio autor

No segundo momento da aula, os alunos puderam notar onde erraram na constru¢ao
das suas caixas, onde algumas ficaram mais altas que outras, e que deveriam ter cortado os

cantos com quadrados menores ou maiores.

Na sequéncia, cada grupo apresentou suas medidas e qual o volume das caixas cons-
truidas por eles. Apds as apresentagdes, foi revelado a solugdo que obtem o volume 6timo,
ou seja, a solucdo Otima, construida a expressdo matematica em fun¢do dos cantos recortados
e apOs a apresentagdo do grafico das mesmas no software GeoGebra, em que os estudantes

puderam apreciar os resultados obtidos e como analisar o grafico.

Ainda, foi entregue aos mesmos grupos, uma nova chapa em que tiveram que construir
uma caixa de maior volume com o material que tinham, dessa vez, usando os recursos corre-
tos, medindo a chapa, obtendo a fung¢do que descreveria a melhor solucdo e a plotagem dos

resultados para a obtencao do ponto de méximo para a solucdo do problema.
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Figura 5.38: Alunos observando os resultados no GeoGebra. Préprio autor

Ao se familizarem com o programa, alguns até colocaram plano de fundo e configuram

o grafico com linhas tracejadas, conforme queriam para melhorar a aparéncia dos resultados.
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Figura 5.39: Plano de fundo no GeoGebra. Préprio autor

Assim, cada grupo chegou na solug@o 6tima, e usando os recursos matematicos e digi-

tais necessarios.

Figura 5.40: Caixas de maior volume. Préprio autor

E interessante destacar que dessa aula surgiram questionamentos importantes e que nio
poderiam deixar de serem comentados, como por exemplo, os estudantes, grande maioria, nao
lembravam o que era o volume e nem perimetro; nao lembravam o conceito e nem como calcular
o volume de uma caixa como a que foi construida, dai fomos conversando e chegando ao acordo.
Mesma situacgdo ocorreu com o perimetro, e assim, ao descobrirem usaram da informacgado para

calcular o volume das suas respectivas caixas, a medida que ia construindo.
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5.9.2 QUARTO ENCONTRO

No quarto encontro, tinhamos um grupo entrosado e animado para resolver as situacoes
propostas, e ja com pensamento mais alinhado e aberto a discutir os resultados matematicos,

advindos dos encontro anterior.

Figura 5.41: Proprio autor

Alguns pontos nos chamou a aten¢do na realizacdo da atividade da construcdo de
retangulos com palitos de fosforos, dentre eles esta no fato de que ao perceberem que a maior
area era de um quadrado, surge o questionamento: o quadrado € um retangulo? Ficam espanta-
dos ao descobrirem que o quadrado € um caso especial de retangulos, e que todo quadrado € um
retangulo mas nem todo retangulo € um quadrado, foi o dpice da aula. Foi muito interessante
a reacdo dos estudantes e o envolvimento com tais questdes de geometria, além de lembrarem

conceitos de perimetro, drea de tais figuras.
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Figura 5.42: Préprio autor

b w—

I

Figura 5.43: Préprio autor

J4 com atividade do silo, notamos que os estudantes, ndo estavam muito familiarizados
em trabalhar com o nimero 7, deixando os resultados em funcdo do mesmo, valendo o mesmo

raciocicio em relembrar os célculos de drea e volume das figuras planas e também do cilindro
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para a constru¢do do silo.

Figura 5.44: Silo envolvendo feijao

5.9.3 QUINTO ENCONTRO

Nesse encontro, observamos o entrosamento dos tentar resolver, de primeiro momento,
sem terem nenhuma dica do professor, porém com o embasamento dos resultados anteriores,
comecaram a esbogar resultados e tentar chegar ao valor 6timo. Podemos destacar aqui, o
que mais chamou a aten¢do € a familiaridade que os estudantes chegaram em trabalhar com o

GeoGebra e analisar os resultados para obter a melhor solucao.
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Figura 5.45: Proprio autor

Cabe destacar, o trabalho em conjunto realizado pelos estudantes, pois tiveram a opor-
tunidade de aprender com o outro e discutir resultados e chegar a um consenso e desenvolver as

habilidades de comunicio e interacdo com os colegas.

59.4 SEXTO ENCONTRO
Questao 1: Qual seria sua avaliacdo final sobre o uso dos recursos digitais e dos pro-
blemas de otimizagdo como ferramentas para o ensino do conceito de fun¢ao?

Questdo 6: O que vocé achou sobre o uso do software GeoGebra como metodologia

ativa?
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Questdo 1 Questdo 6

Figura 5.46: Proprio autor
Questdo 2: Vocé aprendeu mais utilizando este novo modo de ensinar?
Questao 3: Vocé ficou convencido que o conceito de funcao é importante?

3. Viocé ficou convencido que o conceito de fungdo & importante?
(k) Sim ( ) Nio

i Nues¥e Vs 1 .

o Dol e Uncneudioa v AOStorc

3. Vocé ficou convencido que o conceito de fungdo ¢ importante?

<ISim ( )Nido

Por qué?

Figura 5.47: Proprio autor

Questao 4: Sobre o conceito de funcdo, vocé acredita que muitos problemas do seu dia

a dia podem ser modelados por uma fungio?
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Figura 5.48: Préprio autor

Questdo 5: Vocé acha que os conteudos de matematica aprendidos em sala de aula

fazem parte do seu cotidiano?

14 - 13
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12
- 9
10 A
g8
£ = Questao 5
q 6 -
4 s
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0
0 . 4 ‘ -
Sempre Asvezes Quase nada Nunca

Figura 5.49: Proprio autor

Questdo 8: Voce considera interessante o uso de uma nova metodologia para o ensino

da matematica?

Questdao 9: Voce acha que serd mais facil o entendimento sobre fun¢do utilizando o

auxilio das tecnologias?

Questao 13: Voce ficou satisfeito com os resultados alcangados pelo projeto?
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Figura 5.50: Préprio autor

Questao 7: Ainda sobre o uso do GeoGebra, vocé acha que o software deixa as aulas

de matematica mais motivadoras?

Questao 10: Vocé acha que poderia aprender mais utilizando novas metodologias no

ensino da matematica?

Alunos

25

20

15

Figura 5.51:

23
) 22 _JA
y
] = Sim
Nao
J ) i
’ U
[ 4
Questdo 7 Questido 10

Proprio autor



127

10. Vocé acha que poderia aprender mais utilizando novas metodologias no ensino da

matematica?

(><) Sim ( )Nio

10. Vocé acha que poderia aprender mais utilizando novas metodologias no ensino da
matematica?

(%) Sim ' ( ) Nao

Figura 5.52: Proprio autor

Questao 11: Depois desta pesquisa, como estd seu interesse em buscar novos conheci-

mentos?

25 -
20 -

15 -
= Questao 11

Alunos

10 -

1 0

Aumentou Diminuiu Continua o
mesmo

Figura 5.53: Proprio autor

Questao 12: Caracterize o grau de complexidade da atividade desenvolvida ao longo

do projeto
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Figura 5.54: Préprio autor

Questdao 14: O que mais te chamou a atencdo durante a participagdo das aulas e

realizacdo das atividades?

14 -
12 -

10 -

Alunos

-

Problemas Uso do GeoGebra  Interdisciplinandade  Abordagem dos Qutros
propostos envolvida conceitos

Figura 5.55: Proprio autor

Questao 15: Como voce avalia o projeto que foi desenvolvido?
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Figura 5.56: Préprio autor

Questao 16: O que achou dos trabalhos realizados em equipe?

14 - >

= Questao 16

Alunos

P

Gostei Gostei N&o gostei Achei
muito péssimo

Figura 5.57: Proprio autor

Questao 17: Quais foram as dificuldades nesse trabalho?

Questao 18: O que significou para voce essa atividade?
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17. Quais foram as dificuldades nesse trabalho"
Le. orumeie amememIt, Moe m';J}/de/‘L oomee omlmlp
}’Lw.cé*’f _LEMS mf_wﬁmm resedin.
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17. Quais foram as dificuldades nesse trabalho? _
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cland

Figura 5.58: Proprio autor

Questao 19: Suponha que a Companhia Paranaense de Energia (COPEL) cobra de cada
unidade consumidora uma taxa fixa de iluminag@o publica no valor de R$9,40 além de R$0, 80
para cada kWh de energia consumida. Vocé consegue enxergar uma relacdo entre o valor pago

e o consumo da energia elétrica?

Questao 21: Neste mesmo exemplo, consegue enxergar uma aplicagdo de matematica

(conceito de funcdo) no seu dia a dia?

Questao 23: A partir do exemplo anterior, consegue imaginar uma situacao real de

forma similar ao problema anterior.

Questao 24: O pai do Jodo tem 100 metros de tela (alambrado) e no sitio dele quer
construir um curral com a maior drea. Vocé€ consegue enxergar uma aplicagdo de matematica,

principalmente do conceito de fun¢do nesse problema?
Questao 25: Voce tem ideia de como resolver o problema anterior?

Questdo 26: A mae da Fernanda, tem uma chapa de madeira retangular 40 cm por
25 cm. A partir dessa chapa quer construir a maior caixa sem tampa, para poder guardar os

brinquedos da Fernanda. Vocé consegue enxergar uma situacdao-problema?
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Questdo 27: Vocé tem ideia de como resolver o problema anterior?

Questdo 28: O Departamento de Estradas de Rodagem de uma regido, dispde de 140
metros de tela (alambrado) e projeta construir uma area retangular de descanso para caminhdes
e veiculos pequenos com a maior drea. Qual é a medida dos lados e a 4rea desse ponto de

parada?

Questao 29: Vocé tem ideia de como resolver o problema anterior?

25 7 23
22 22 22
20 20
20 - 19 19
15
o157
[=]
=
33: uSim
10 A Néo
6
51 M3 3
-1 B 2 Nl [ 2
. = o BN O I - (7
S S 2 2 A >
(+]

Figura 5.59: Proprio autor

Questao 30: Situagdes-problemas apresentadas nas questdes 22, 24, 26 e 28 sao cha-
mados de problemas de otimizag@o, onde maximizamos ou minimizamos uma grandeza. Vocé
acredita que os problemas aprsentados sao interessantes e que podem despertar o seu interesse

em aulas de matematica vendo as aplicagdes reais de matemédtica no nosso cotidiano?
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Figura 5.60: Préprio autor
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6 CONCLUSOES E CONSIDERACOES FINAIS

Um dos grandes desafios da educacdo atualmente € buscar novas metodologias me-
diante as aulas tradicionais que muitas vezes permeiam as salas de aulas das escolas, fazendo
entdo com que a tecnologia seja encarada como algo ruim e que veio para dispersar os estudan-

tes.

Contudo, a utilizagdo dessas novas abordagens, chamadas de metodologias ativas e os
recursos digitais vem ganhando espaco nas salas de aulas, mudando a visdo dos alunos e até
mesmo dos professores, que passam a enxergar a matematica de outra maneira, modelando o

cotidiano do estudante e revelando a sua importancia para a vida e formag¢ao como cidadao.

Assim, em meio as dificuldades observadas pelos estudantes na drea de matematica,
este trabalho pode contemplar de modo diferente, uma nova abordagem no estudo de fungdes
relacionando-as com problemas de otimizacao e modelagem matematica, mostrando na pratica
situacdoes em que o uso de funcdes e os recursos digitais estdo interligados e facilitam nosso
cotidiano, fazendo uso do software GeoGebra e materiais manipuldveis, que objetivam uma
aprendizagem significativa e a0 mesmo tempo acessivel a todos os estudantes e professores que

desejam trabalhar com tais recursos.

Cabe notar, que € um tema importantissimo na area de matematica e que apresenta
inimeras situagdes que sao descritas por meio de fungdes e que o pensamento matemético se
faz presente no dia a dia do aluno, mesmo que de forma implicita, e que, quando tratado na
escola, € um dos temas mais rejeitados e incompreendidos, como mostrou a pesquisa, pois
grande parte dos entrevistados ndo faziam ideia de como usar a fung¢do no cotidiano e de sua

real aplicacao.

Para tanto, algumas encontros foram realizados para o desenvolvimento do projeto e
também avali¢des diagndsticas, uma no inicio e outra no término dos trabalhos, para poder
analisar a eficdcia das aulas experimentais realizadas, bem como o olhar de cada um, sobre
a ideia apresentada. Podemos entdo, considerar que na segunda avaliacdo (Anexo II) houve

uma melhora significativa nos resultados, além de que foi visivel o progresso no entendimento
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dos estudantes com relagdo aos conceitos trabalhados que outrora, ndo sabiam identificar ou
achavam “impossiveis” de aprender, além da participacdo e envolvimento dos estudantes com
o grupo, trabalhando de modo colaborativo, e observando a matematica, sendo agora, um pro-
tagonista dos trabalhos realizados e ndo somente um expectador e um sujeito passivo obtendo

resultados sem entender o real motivo das solugdes.

Portanto, podemos concluir que unir os recursos digitais, em especial, o software
GeoGebra com problemas de modelagem matematica envolvendo otimizacdo de funcdes em
situacOes préaticas, desperta o interesse dos estudantes bem como melhora seu desempenho e
participacdo nas aulas, compreendo os conceitos e fazendo a diferenca, além de ser algo inova-

dor, que deixa as aulas mais divertidas e prazerosas.

Assim, as atividades propostas nesse trabalho podem ser desenvolvidas por outros do-
centes que almejam trabalhar o conceito de fun¢do de modo a atrair a atencao de seus alunos e
obter bons resultados, fazendo a diferengca num ambiente onde infelizmente, apesar do mundo
tecnoldgico que nos rodeia, ainda boa parte das aulas sdo realizadas sao somente de forma

tradicional, sem estimular os estudantes a enfrentar o novo e descobrir novos caminhos.
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Ministério da Educagdo
UNIVERSIDADE TECNOLOGICA FEDERAL DO PARANA
UTFPR - CAMPUS CORNELIO PROCOPIO
P RO F MAT'CP UNIVERSIDADE TECNOLOGICA FEDERAL DO PARANA

O Uso dos Recursos Digitais e dos Problemas de Otimiza¢cao como uma

Abordagem Interdisciplinar no Ensino Médio

Professor Dr. Alireza Mohebi Ashtiani — UTFPR (Orientador)

Professor Jorge Matheus Fernandes de Camargo

1.Vocé gosta de matemética, em geral?
() Sim

() Nao

2.Vocé considera as aulas de matematica agradaveis?
() Sim

() Nao

3.Vocé considera as aulas tradicionais de matematica motivadoras?
() Sim

() Nao

4.0 que te levou a participar neste projeto de pesquisa?
() Gosto pela matematica
() Busca do conhecimento
() Novos desafios
() Gosto pelo uso das tecnologias

() Outros. Quais?

5.Vocé tem interesse por assuntos relacionados a matematica? Se sim, quais?
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6.Vocé acha que os contetidos de matematica aprendidos em sala de aula fazem parte do

seu cotidiano?
() Sempre

) As vezes
() Quase nada

() Nunca

7.Vocé considera importante o estudo da geometria?
() Sim
() Nao

Por qué?

8.Sobre o conceito de fungdo, vocé considera util?
() Sim
() Nao
9.Sobre o conceito de fungdo, voce ja teve algum problema do seu dia a dia modelado por
uma fun¢ao?
() Sim

() Nao

10.Quais os recursos seus professores de matematica normalmente usam em sala de aula?
() Livro didatico
() Celular
() Quadro
() Computador
11.Vocé acha que deve haver mudancas na forma do ensino de matematica e como os
conteudos sdo apresentados hoje em sala de aula?
() Sim
() Nao

Se sim, quais mudangas vocé consideraria importante?
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12.Voceé acredita que se o professor mostrar as aplicagdes de matemética no seu dia a dia
te faria gostar mais de matemdtica e ser mais motivado em aprender os contetidos de

matematica?
() Sim

() Nao

13.Voce considera interessante o uso de uma nova metodologia para o ensino da matematica?
() Sim
() Nao
() Indiferente

14.Vocé acha que serd mais fécil o entendimento sobre fun¢do utilizando o auxilio das tec-
nologias?
() Sim
() Nao
() Indiferente

15.Vocé acha que poderia aprender mais utilizando novas metodologias no ensino da ma-
tematica?
() Sim

() Nao

16.Vocé j4 ouviu falar sobre o software GeoGebra?
() Sim

() Nao

17.Seja a fungdo f(x) = S5x+ 6. Qual € o tipo da fungdo apresentada?
() Afim
() Quadratica
() Exponencial
() Logaritmica

() Nao sei
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18.Seja f(x) = 2x—4. Qual é o valor de f(0)?
()4
()2
00
(-2
()-4
() Nao sei.
19.Suponha que a Companhia Paranaense de Energia (COPEL) cobra de cada unidade con-
sumidora uma taxa fixa de iluminacéo publica no valor de R$ 9,11 além de R$ 0,84 para

cada kWh de energia consumida. Vocé consegue enxergar uma relagdo entre o valor pago

e o consumo da energia elétrica?
() Sim
() Nao
20.No exemplo anterior, se uma casa for consumir 109 kWh, quantos reais deve pagar para
a energia consumida?
() R$ 992,99
()R$ 91,56
() R$ 100,67
() Nao sei
21.Neste mesmo exemplo, consegue enxergar uma aplicacdo de matematica (conceito de
func¢do) no seu dia a dia?
() Sim
() Nao
22.Suponha que temos 14 palitos de fosforo de 1,0 cm cada. Queremos criar um retdngulo
com a maior drea sem quebrar os palitos. Qual drea desse retangulo?
07
()14
()12
()20

() Nio sei.
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23.A partir do exemplo anterior, consegue imaginar uma situacao real de forma similar ao

problema anterior.
() Sim
() Nao
Se sim, descreva a situacao-problema
24.0 pai do Jodo tem 140 metros de tela (alambrado) e no sitio dele quer construir um curral

com a maior drea. Voc€ consegue enxergar uma aplicacdo de matematica, principalmente

do conceito de funcdo nesse problema?
() Sim
() Nao

25.Vocé tem ideia de como resolver o problema anterior?
() Sim
() Nao

Se sim, como

26.A mae da Fernanda, tem uma chapa de madeira retangular 100 cm por 80 cm. A partir
dessa chapa quer construir a maior caixa sem tampa, para poder guardar os brinquedo da
Fernanda. Vocé consegue enxergar uma situagao-problema?

() Sim

() Niao

27.Voceé tem ideia de como resolver o problema anterior?
() Sim
() Niao

Se sim, como

28.0 avd do Jilio é um produtor de soja. Ele acredita que no primerio dia do més setembro
cada saco de soja custara R$ 200,00. Ao longo de setembro, o preco de saco de soja cai a
uma taxa de R$ 2,00 por dia. No primeiro dia de setembro, o av6 do Julio tem 100 sacos
disponiveis no campo e estima que a plantacdo aumenta a uma taxa de 3 sacos por dia ao
longo do més. O avd do Julio quer saber da data que tem que realizar a colheira para ter

a maior receita. Voc€ consegue enxergar uma situagao-problema?

() Sim
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() Nio

29.Vocé tem ideia de como resolver o problema anterior?
() Sim
() Nao
Se sim, como
30.Situacoes-problemas apresentadas nas questoes 22, 24, 26 e 28 sdo chamados de proble-
mas de otimizagdo, onde maximizamos ou minimizamos uma grandeza. Vocé acredita

que os problemas apresentados sdo interessantes e que podem despertar o seu interesse

em aulas de matematica vendo as aplica¢des reais de mateméatica no nosso cotidiano?
() Provavelmente sim

() sim

() Provavelmente nao

() Nao
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UNIVERSIDADE TECNOLOGICA FEDERAL DO PARANA
UTFPR - CAMPUS CORNELIO PROCOPIO
P Ro F MAT-CP UNIVERSIDADE TECNOLOGICA FEDERAL DO PARANA

O Uso dos Recursos Digitais e dos Problemas de Otimizacao como uma

Abordagem Interdisciplinar no Ensino Médio

Professor Dr. Alireza Mohebi Ashtiani — UTFPR (Orientador)

Professor Jorge Matheus Fernandes de Camargo

1.Qual seria sua avaliacdo final sobre o uso dos recursos digitais e dos problemas de

otimizacao como ferramentas para o ensino do conceito de funcao?
() Excelente
() Bom

() Ruim

2.Vocé aprendeu mais utilizando este novo modo de ensinar?
() Sim
() Nao

() Indiferente

3.Voceé ficou convencido que o conceito de fungdo € importante?
() Sim
() Nao
4.Sobre o conceito de funcdo, vocé acredita que muitos problemas do seu dia a dia podem
ser modelados por uma fun¢ao?
() Sim

() Nao
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5.Vocé acha que os contetidos de matematica aprendidos em sala de aula fazem parte do

seu cotidiano?
() Sempre

) As vezes
() Quase nada

() Nunca

6.0 que voce achou sobre o uso do software GeoGebra como metodologia ativa?
() Excelente
() Bom
() Ruim
7.Ainda sobre o uso do GeoGebra, vocé acha que o software deixa as aulas de matematica
mais motivadoras?
() Sim
() Nao

Por qué?

8.Vocé considera interessante o uso de uma nova metodologia para o ensino da matematica?
() Sim
() Nao
() Indiferente

9.Vocé acha que serd mais facil o entendimento sobre funcao utilizando o auxilio das tec-
nologias?
() Sim
() Nao
() Indiferente

10.Vocé acha que poderia aprender mais utilizando novas metodologias no ensino da ma-

tematica?
() Sim

() Nao
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11.Depois desta pesquisa, como estd seu interesse em buscar novos conhecimentos?
() Aumentou
() Diminuiu
() Continua o mesmo
12.Caracterize o grau de complexidade da atividade desenvolvida ao longo do projeto
() Muito facil
() Facil
() Média
() Dificil
() Muito dificil
13.Voce ficou satisfeito com os resultados alcancados pelo projeto?
() Sim
() Nao
() Indiferente
14.0 que mais te chamou a aten¢@o durante a participacao das aulas e realizacdo das ativida-
des?
(') Problemas propostos
() Uso do GeoGebra
() A interdisciplinaridade envolvida
() A abordagem dos conceitos

() Outros:

15.Como voce avalia o projeto que foi desenvolvido?
() Excelente
() Bom
() Regular

() Ruim
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16.0 que achou dos trabalhos realizados em equipe?
() Gostei muito
() Gostei
() Nao gostei

() Achei péssimo
17.Quais foram as dificuldades nesse trabalho?
18.0 que significou para vocé essa atividade?

19.Suponha que a Companhia Paranaense de Energia (COPEL) cobra de cada unidade con-
sumidora uma taxa fixa de iluminacéo publica no valor de R$ 9,40 além de R$ 0,80 para
cada kWh de energia consumida. Vocé consegue enxergar uma relagao entre o valor pago

e o consumo da energia elétrica?
() Sim
() Nao
20.No exemplo anterior, se uma casa for consumir 109 kWh, quantos reais deve pagar para
a energia consumida?
()R$ 992,99
()R$ 91,56
() R$ 96,60
() Nao sei
21.Neste mesmo exemplo, consegue enxergar uma aplicacdo de matematica (conceito de
funcdo) no seu dia a dia?
() Sim
() Nao

22.Suponha que temos 20 palitos de fésforo. Queremos criar um retangulo com a maior area

sem quebrar os palitos. Qual area desse retangulo?
07

()16

()20

()25
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() Nao sei.
23.A partir do exemplo anterior, consegue imaginar uma situacao real de forma similar ao
problema anterior.
() Sim
() Nao
Se sim, descreva a situacdo-problema
24.0 pai do Jodo tem 100 metros de tela (alambrado) e no sitio dele quer construir um curral

com a maior drea. Vocé consegue enxergar uma aplicacao de matemadtica, principalmente

do conceito de funcao nesse problema?
() Sim

() Nio

25.Voceé tem ideia de como resolver o problema anterior?
() Sim
() Nao
Se sim, como
26.A mae da Fernanda, tem uma chapa de madeira retangular 40 cm por 25 cm. A partir

dessa chapa quer construir a maior caixa sem tampa, para poder guardar os brinquedos

da Fernanda. Vocé consegue enxergar uma situacao-problema?
() Sim

() Nao

27.Vocé tem ideia de como resolver o problema anterior?
() Sim
() Nao
Se sim, como
28.0 Departamento de Estradas de Rodagem de uma regido, dispde de 140 metros de tela
(alambrado) e projeta construir uma drea retangular de descanso para caminhdes e veiculos

pequenos com a maior drea. Qual € a medida dos lados e a drea desse ponto de parada?

Vocé consegue enxergar uma situagao-problema?
() Sim
() Nao
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29.Vocé tem ideia de como resolver o problema anterior?
() Sim
() Nao
Se sim, como
30.Situagdes-problemas apresentadas nas questoes 22, 24, 26 e 28 sao chamados de proble-
mas de otimizacdo, onde maximizamos ou minimizamos uma grandeza. Vocé acredita

que os problemas apresentados sao interessantes e que podem despertar o seu interesse

em aulas de matematica vendo as aplica¢des reais de mateméatica no nosso cotidiano?
() Provavelmente sim

() sim

() Provavelmente nao

() Nao




