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RESUMO

Este trabalho investiga oportunidades para o emprego da Histéria da Matematica no Ensino Médio,
sob as balizas da Base Nacional Curricular Comum do Ensino Médio. Reflete sobre a importancia
desse recurso didatico, verifica o entusiasmo de pesquisadores do tema e coteja as objegdes de
professores em sala de aula. Propoe, em seguida, associagdes de passagens, autores e obras de
relevo da Histéria da Matematica a duas habilidades de cada uma das cinco competéncias
especificas ditadas pelo novo marco legal, para os trés anos dessa etapa de ensino. As associagoes
feitas, baseadas na literatura especializada e em fontes historicas, sao apresentadas na forma de
relatos, dirigidos aos docentes, com énfase no desenvolvimento de nog¢oes exploradas em sala de
aula. Para cada associa¢io, propdem-se também tarefas de Matematica dirigidas a alunos do Ensino
Médio. Conclui-se que a eventual resisténcia a adogao da Histéria da Matematica em sala de aula
pode e deve ser contornada e que o programa dessa etapa escolar oferece muitas e ricas

oportunidades para tanto.

Palavras-chave: Histéria da Matematica. Educacio Matematica. Base Nacional Curricular

Comum. Ensino Médjio.



ABSTRACT

This study addresses opportunities for high school teachers to use History of Mathematics under
the guidelines of Brazil's Common Core (Base Nacional Curricular Comum). We reflect on the
importance of History of Mathematics in the practice of teaching, verify the enthusiasm among
researchers and examine objections among the teachers. We then associate landmarks in the
History of Mathematics to ten skills, two for each of five specific competences that the Common
Core establishes. The associations are based on specialized literature and primary sources and are
presented as historical recounts aimed at high school teachers, emphasizing mathematical concepts
that should be explored in the classroom. For each association, we also propose mathematical tasks
aimed at high school students. We conclude that the eventual resistance to the adoption of the
History of Mathematics in secondary education can and should be overcome and that the national

curriculum offers many rich opportunities for that.

Keywords: History of Mathematics. Mathematics Education. Base Nacional Curricular Comum.

Secondary Education.
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1 INTRODUCAO

1.1 MOTIVAGAO E OBJETIVOS

A literatura d4 amplo respaldo a adogao da Histéria da Matematica como recurso didatico.
Em sala de aula, contudo, nao se verifica o mesmo prestigio: as mengdes historicas tém frequente
papel acessoério, sendo pouca exploradas na investigagao e fixag¢ao de conceitos matematicos. Duas
razoes reiteradamente apontadas para a resisténcia dos professores siao a falta de preparo e de

acesso a material didatico apropriado.

A resolucdo que institui a Base Nacional Curricular Comum do Ensino Médio (BNCC-
EM), de dezembro de 2018, determina sua completa implantacio em 2022 (BRASIL, 2018a). A
edicao 2021 do Programa Nacional do Livro e Material Didatico deve marcar o realinhamento
definitivo de curriculos e propostas pedagdgicas (BRASIL, 2019a). Assim, parece-nos oportuno
discutir e pesquisar meios de enriquecer o repertério dos docentes segundo as novas guias dessa

etapa de ensino.

Este trabalho tem por objetivo geral investigar oportunidades para o emprego da Historia
da Matematica em sala de aula, dentro dos marcos da BNCC-EM. Propde-se que a abordagem
histérica tenha o condao de motivar os alunos e, a0 mesmo tempo, conferir um significado mais

profundo aos tépicos do Ensino Médio.

Sao muitos os usos didaticos da Historia da Matematica, como veremos. Pode-se reduzi-la
a curiosidades e anedotas, como faziam e ainda fazem muitos livros didaticos, mas também é
possivel toma-la como estratégia para esclarecer e aprofundar conceitos matematicos. Foi este

segundo caminho que procuramos trilhar. Sao nossos objetivos especificos:

a) refletir sobre a importancia da Hist6ria da Matematica, examinando razoes para sua
adog¢do em sala de aula e as obje¢Oes de professores;

b) relacionar passagens da Histéria da Matematica a dez habilidades ditadas pela
BNCC-EM;

¢) produzir relatos historicos dos episodios relevantes para cada relacao encontrada,
dirigidos a professores de Matematica do Ensino Médio;

d) propor tarefas de Matematica embasadas em cada relato histérico produzido,

dirigidas aos estudantes.
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1.2 METODO, JUSTIFICATIVAS E DESENVOLVIMENTO

Este ¢ um estudo exploratério calcado em levantamento bibliografico e documental. De
acordo com Gil (2008), a pesquisa exploratoria tem por “principal finalidade desenvolver,
esclarecer e modificar conceitos e ideias, tendo em vista a formulagdo de problemas mais precisos
ou hipoteses pesquisaveis para estudos posteriores” e é desenvolvida com o “objetivo de

proporcionar visao geral, de tipo aproximativo, acerca de determinado fato”.

As ideias que buscaremos “desenvolver, esclarecer e modificar” ligam-se a seguinte
problematizagao: existe um descompasso entre a importancia dada a Hist6ria da Matematica dentro
e fora da sala de aula; as novas balizas do Ensino Médio, embora nio incentivem expressamente a
adocdo do recurso didatico, podem servir para diminuir o fosso, em beneficio de professores e
alunos; para tanto, é preciso buscar correspondéncias entre elementos da Historia da Matematica

e o programa curricular, tal qual expresso na BNCC-EM.

Tais considera¢oes nos levam a seguinte questio norteadora: quais elementos da Historia
da Matematica podem servir ao desenvolvimento das habilidades ditadas no marco legal do Ensino
Médio? Que episédios? Que autores? Que tratados? Em busca de respostas, organizamos a
pesquisa em torno de trés agoes, que correspondem a trés momentos distintos e encadeados: refletir
sobre a Historia da Matemdtica e seus usos; a partir das reflexdes, produzir relatos histéricos

associados a habilidades ditadas pela BNCC-EM; e a partir dos relatos, propor tarefas matematicas.

O trabalho esta organizado em cinco capitulos. Este primeiro tem carater introdutério. O
segundo ¢ dedicado a reflexoes sobre a Historia da Matematica. O terceiro capitulo redne os relatos
histéricos e as tarefas. No quarto, sintetizamos e discutimos nossos esfor¢os. No quinto, fazemos

as consideracdes finais.
1.2.1 Sobre as reflexdes

No segundo capitulo deste trabalho, buscamos uma “visio geral” da importancia da
Histéria da Matematica e dos desafios para sua adog¢ao como recurso didatico. A nogao de “visao
geral” (Gil, 2008), prépria dos estudos exploratérios, é cara a nossa pesquisa. Para que esse
momento de reflexdo pudesse embasar, em seguida, a producao de relatos e tarefas matematicas,
julgamos necessario nos aproximar de muitos topicos que, isoladamente, constituem amplos
campos de estudo. Podemos apontar trés principais areas de investiga¢ao que, segundo Miguel e
Miorim (2019), se destacam na abordagem das “multiplas relacdes” entre a Histéria, a Matematica
e a Educacio: a Historia na Educacio Matematica, a Histéria da Educacio Matematica e a Historia

da Matematica propriamente dita.
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Como passo inicial, optamos por examinar alguns dos principais marcos da histéria escrita
da Matematica e as inclinagdes de alguns de seus pioneiros, em particular o francés Jean Etienne
Montucla (1725-1799) e o alemao Moritz Cantor (1829-1920). Interessa-nos conhecer suas
motiva¢Oes para a pesquisa histérica quando a Histéria da Matematica ndo apenas nao tinha o

status que tem hoje, mas mal existia como area de especializagao.

Essa exploragao inicial nos conduziu a reflexdes sobre os usos da Historia da Matematica
no ensino. Aqui também nos valemos da perspectiva historica para entender as expectativas criadas
em torno da Histéria da Matematica como recurso pedagogico, desde fins do século XIX. Eram
altas as expectativas — ¢ ainda s3o. E nem sempre se cumprem em sala de aula. A esse respeito,
colhemos indicios na literatura que tocam a percepcao de professores, a producao de material

didatico e a orientacao dos documentos oficiais da educagio.

Ao final do capitulo, cotejamos razoes a favor e contra o uso da Histéria da Matematica
em sala de aula, tomando por principais referéncias dois artigos: “Using History in Mathematics
Education”, em que Fauvel (1991) aponta 15 “boas razdes” para que professores adotem a Historia
da Matemitica como recurso didatico; e “No, I don't use history of mathematics in my class.
Why?”, em que Siu (20006), admitindo fazer o papel de “advogado do diabo”, relaciona 16

conhecidas objecOes feitas por docentes.

Para a escolha dos marcos historicos tratados nesse segundo capitulo, guiamo-nos por
citagbes encontradas em obras de referéncia e pela literatura cientifica a seu respeito. Para a escolha
das contribuicées de Fauvel (1991) e Siu (2006), reconhecemos o esforco, a nosso ver bem
sucedido, em reunir e sintetizar argumentos dispersos que fundamentam os incentivos e as
resisténcias ao uso didatico da Histéria da Matematica. A atencdo a esses dois polos orienta as

escolhas feitas na produgao dos relatos e de tarefas.
1.2.2 Sobre os relatos

No terceiro capitulo, estabelecemos dez associagoes entre habilidades ditadas pela BNCC-
EM e marcos da Hist6ria da Matematica. Selecionamos duas habilidades de cada uma das cinco
competéncias especificas que constam da base curricular, com o que buscamos verificar que as
oportunidades para a Historia da Matematica nao se prendem a este ou aquele topico. Era nossa
pretensao inicial investigar todas as 43 habilidades, mas isso claramente se mostrou impraticavel

dentro do prazo assumido.

Para fazer as associagoes, partimos das sentencas que definem cada habilidade, com atenc¢ao

aos termos usados e as nog¢oes que implicam. Para a escolha das passagens historicas que melhor
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se ajustam ao texto da BNCC-EM, levamos inicialmente em conta os seguintes critérios: relevancia
histérica, disponibilidade de fontes originais e adequagdo a etapa de ensino. Quanto a relevancia
historica, consideramos o destaque dado em obras de referéncia. Quanto a disponibilidade de
documentos originais, demos preferéncia as fontes que se podem acessar gratuitamente via internet.
Quanto a adequagao a etapa de ensino, focamos os temas que tocam propriedades matematicas de

uso corrente em sala de aula.

Em uma segunda etapa, confrontamos nossas escolhas iniciais com as reflexées feitas no
segundo capitulo. Buscamos entdo selecionar as passagens historicas que nao apenas se ajustam ao
texto da BNCC-EM mas que também correspondam a incentivos dados para o uso da Histéria da
Matematica, segundo Fauvel (1991), em particular seu potencial para motivar o aluno e para langar

luz sobre conceitos e processos matematicos.

Nossa abordagem tem natureza qualitativa. Segundo Minayo (2002), a pesquisa qualitativa
trabalha com “o universo de significados, motivagoes, aspiragoes, crengas, valores e atitudes, o que
corresponde a um espago mais profundo das relagoes, dos processos e dos fenomenos que nao
podem ser reduzidos a operacionalizacio de varidveis”. E o caso, precisamente, das associaces

que faremos, tanto para o feitio dos relatos como para a sugestao de tarefas.

A pesquisa bibliografica que embasa a constru¢iao dos relatos foi feita em trés passos. O
primeiro consistiu na consulta a obras de referéncia. Valemo-nos principalmente dos seguintes
livros de historia geral: “The History of Mathematics: a reader” (FAUVEL e GRAY, 1987); “A
concise History of Mathematics” (STRUIK, 1987); “A History of Mathematics” (BOYER e
MERZBACH, 2011); e “Historia da Matematica” (ROQUE, 2012).

Muito especialmente, valemo-nos também de “A History of Mathematics: from
Mesopotamia to modernity” (HODGKIN, 2005), que foi o primeiro livro a nos chamar a aten¢ao
para a importancia e a riqueza da Historia da Matematica. Ali se acha o esfor¢o deliberado em
valorizar o campo do debate e da duvida na pesquisa histérica, recusando a “paisagem morta das

certezas”, esforco que pretendemos ser também o nosso.

Ainda neste primeiro passo da pesquisa bibliografica, consultamos obras centradas na
evolugao de expressoes e notagoes, em particular “A history of mathematical notations” (CAJORI,
1993) e o site “Farliest known uses of some of the words of Mathematics” (MILLER, 2020).
Finalmente, buscamos também livros de divulgacdo cientifica, pela evidente aten¢do que dispensam

a questao da motivagao — no caso, a do leitor.
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A segunda etapa do levantamento bibliografico consistiu na busca por fontes originais.
Demos esse passo seguindo entendimento de Jahnke ef 2/ (2002), para quem o estudo de fontes
originais é o meio mais ambicioso de integrar a Histéria da Matematica ao ensino e também um
dos mais gratificantes. Os autores identificam trés “efeitos especiais” promovidos pela leitura de
antigos tratados: a substitui¢do do usual pelo diferente, permitindo que a Matematica seja vista
como uma atividade intelectual, ndo um conjunto de técnicas; a reorienta¢ao de nossa percepgao
da Matematica, fazendo o familiar parecer estranho (“wnfamiliar’); e o entendimento cultural,
mostrando que o desenvolvimento da Matematica se da dentro de um determinado contexto

tecnoldgico e cientifico de uma determinada época, no curso da histoéria das ideias e das sociedades.

Ao longo da confeccido dos textos, buscamos deliberadamente transmitir dois efeitos que a
leitura de textos histéricos promove, segundo Jahnke ez a/. (2002): a substituicio do usual pelo
diferente e a reorientagao de nossa percepgao da Matematica. De acordo com Furinghetti (2020),
esses dois efeitos se ligam a um dos dois principais objetivos para a adogao do recurso didatico:

“histéria para o tratamento de conceitos e processos matematicos”.

Além disso, acrescentamos, alguns tratados sao também 6timas leituras. A esse respeito,
Hodgkin (2005) observa que textos histéricos sio ao mesmo tempo “estranhos e (com algum
trabalho) familiares”. O autor pondera que “nossa historia” gosta de focar as descobertas, sendo
comum que se deem destaque a elas, deixando em segundo plano o documento que as divulga.
“Ainda assim o aluno pode aprender muito simplesmente considerando a natureza incomum do

documento e fazendo algumas perguntas”, escreve.

No terceiro e tltimo passo do levantamento bibliografico, pesquisamos artigos cientificos
e produgoes académicas centrados nas passagens histéricas selecionadas, de modo a aprofundar o
tema e sondar seu impacto sobre o pensamento matematico. Para tanto, foram usadas inicialmente
as seguintes plataformas de buscas: Google Scholar, a Biblioteca Digital Brasileira de Teses e
Dissertagoes, o Catalogo de Teses e Dissertacoes e o banco de dissertagdes do PROFMAT. Em
um segundo momento, rastreamos as citagoes de interesse encontradas nos trabalhos buscados por

meio das plataformas citadas.

Feito o levantamento bibliografico, entregamo-nos a produgao dos relatos histéricos. Esse
talvez tenha sido o momento de maior hesitagio no delineamento da pesquisa. Cogitamos
inicialmente propor sequéncias didaticas ao professor ou textos sucintos dirigidos aos alunos — e
chegamos a esbogar alguns. Mas, ao cabo das reflexdes feitas, consideramos que a adogio da
Histéria da Matematica em sala de aula passa, antes da oferta de roteiros acabados, pela formagao

da convic¢ao do professor. Antes de motivar o aluno, a Histéria da Matematica tem de motivar o
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docente. E fundamental que ele se aposse do contetddo histérico para se convencer de que o uso
da Historia da Matematica favorece seu trabalho em sala. O professor que se convenca disso, por
meio do material apropriado, nao tera dificuldade em preparar aulas e atividades conforme suas

proprias inclinagoes, objetivos e contexto escolar.

Por isso definimos como objetivo especifico a produgao de relatos historicos dirigidos ao
professor do Ensino Médio. A escolha nos da a possibilidade de explorar os temas segundo a

profundidade que julgamos conveniente, em interlocucao direta com o docente.

Tomamos o termo “relato” a partir da tipologia de géneros textuais de Rose (2012). O autor
os classifica, na esfera do ensino, conforme quatro propésitos: engajar, informar, propor e avaliar.
Os relatos historicos sdo tipos fronteiricos, ligados as fungdes de informar e engajar. Podem ser
explicativos (bistorical accounts), quando estabelecem relagdes causais, ou nao (historical recounts).
Podem ser biograficos e autobiograficos. Em comum, desenvolvem-se segundo fases marcadas no
tempo a partir de uma etapa inicial de “orientacao”. Os relatos aqui reunidos tém tracos do tipo

explicativo e biografico e serao tratados por “relatos historicos” ou apenas “relatos”.

Assim, os relatos produzidos nao se confundem com os géneros textuais proptriamente
académicos, como ensaios, resenhas, artigos ou resumos. Foram escritos com o objetivo de engajar
o professor e embasar suas decisdes durante o que Venezuela (2021) chama de momento 1 da
atividade docente, que inclui o exame de contetdos tedricos, exemplos e atividades para posterior
aplica¢ao em sala de aula (0o que chama de momento 2). O autor sugere que “o aumento da

dedicagiao do professor no momento 1 aumentara a eficiéncia no momento 2”.

Na escrita dos relatos, tomamos a liberdade de buscar um tom narrativo o mais amigavel
possivel, tanto quanto o rigor cientifico autotiza. E um tom condizente com a dupla funcio de
engajar e informar. Certamente ndao ¢ uma tarefa simples, mas achamos o esfor¢o necessario nao
apenas para prender a aten¢ao do leitor-professor, mas para permitir que as informagdes colhidas

sejam eventualmente levadas a sala de aula sem o embaraco do jargao.

Pelo mesmo motivo, nos dispensamos de demonstrar formalmente teoremas que ja devem
ser do conhecimento do docente. Via de regra, os conceitos sao apresentados e discutidos de forma
retérica. Pontualmente, certas dedugdes sio apresentadas em termos simbolicos com o unico
objeto de iluminar um dado passo da pesquisa matematica. Nesses casos, procuramos nos valer de

nogoes elementares trabalhadas no Ensino Basico e de notagao familiar a professores e alunos.
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1.2.3 Sobre as tarefas

Ao final de cada relato, apresentamos tarefas dirigidas ao aluno do Ensino Médio,
relacionadas a habilidade da BNCC-EM em questdo. Sao inspiradas em elementos historicos, mas,

essencialmente, sio tarefas matematicas.

Tomamos tarefa como o “elemento organizador da atividade de quem aprende”, segundo
Ponte (2014). “A atividade [...] diz respeito essencialmente ao aluno e refere-se aquilo que ele faz
num dado contexto. Pelo seu lado, a tarefa representa apenas o objetivo de cada uma das agdes em
que a atividade se desdobra e ¢ exterior ao aluno”, escreve. Assim, as tarefas aqui propostas nao se
confundem com atividades didaticas, tanto quanto os relatos histéricos nao se confundem com

planos de aula ou sequéncias didaticas.

Aproveitamos a tipologia de Ponte (2014) para diversificar a oferta de tarefas. Para o autor,
elas se distinguem conforme a estrutura e o desafio. Quanto a estrutura, podem ser abertas ou
fechadas, segundo o grau de indeterminagao da questio. Quanto ao desafio, este pode ser elevado
ou reduzido, de acordo com a dificuldade percebida. Tarefas fechadas de desafio reduzido sao
chamadas exercicios. Tarefas fechadas de desafio elevado sao problemas. Tarefas abertas de desafio

reduzido sao exploragoes. E tarefas abertas de desafio elevado sao investigagdes.

No ambito das investigagoes e exploracGes, demos especial atencao a algumas
possibilidades que a Histéria da Matematica nos abre: comparar técnicas antigas e modernas, a
partir da nog¢ao de reorientacao de Jahnke e a/. (2002); explorar os caminhos da prova matematica;
e estabelecer contato com a linguagem e a notagao de obras a0 mesmo tempo “estranhas e (com

algum trabalho) familiares”, como diz Hodgkin (2005).

Tomados em seu conjunto, relatos e tarefas guardam caracteristicas de produtos
educacionais, “ferramentas elaboradas pelos préprios profissionais em formagao que comportam
conhecimentos organizados objetivando viabilizar a pratica pedagogica” (Freire, Rocha e Guerrini,
2017). Poderiamos classifica-los como material textual dirigido a formagao continuada de docentes.
Mas cabe aqui notar que sua confec¢dao, em aten¢ao aos objetivos propostos, nao apenas reflete o
percurso exploratorio como também, e principalmente, materializa nossa investigacao do potencial

da Historia da Matematica aplicada a BNCC-EM, como veremos a seguir.
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2 REFLEXOES SOBRE A HISTORIA DA MATEMATICA E SEUS USOS

Percorreremos aqui alguns dos marcos da histéria escrita da Matematica e de sua adogao
em sala de aula. Trataremos do respaldo das pesquisas, dos documentos oficiais da educagao e dos
reflexos sobre a producao de material didatico, com aten¢ao ao contexto brasileiro. Ao final,

confrontaremos argumentos a favor e contra o uso da Histéria da Matematica no ensino.

Para datas e grafia de nomes, recorremos a excelente série de biografias editada por
Edmund Robertson e John O'Connor, da University of St Andrews, na Escdcia, disponivel on-line
(<https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/>). Para o aportuguesamento de nomes e locais,
seguimos a enciclopédia colaborativa on-line Wikipedia. A nao ser que estejam devidamente

creditadas, todas as tradugbes para o portugués sao nossas e aparecem indicadas entre aspas.
2.1 EUDEMO: HISTORIAS PERDIDAS E ACHADAS

A Histoéria da Matematica tem sido escrita e reescrita desde a Antiguidade.

Acredita-se que Eudemo de Rodes (c. 350-290 a.C.), pupilo de Aristételes (384-322 a.C.),
tenha legado uma Histéria da Aritmética, outra da Geometria e mais uma da Astronomia, que
citcularam por muitos séculos, antes de desaparecer, lamentavelmente (O’CONNOR e

ROBERTSON, 1999). Restaram as citagdes de autores que puderam se servir de sua obra, como

Simplicio (c. 490-560 d.C.).

Mesmo onde nao ha mengao explicita, supoe-se que se devam a Eudemo certas ideias
difundidas na Antiguidade. F o caso de uma importante passagem do comentario de Proclo (411-
485 d.C.) sobre “Os Elementos”, de Euclides (c. 325-265 a.C.). No trecho, narram-se os feitos de
diversos matematicos, comeg¢ando por Tales de Mileto (c. 624-547 a.C.), que teria levado a Grécia
a Geometria, inventada pelos egipcios. Acredita-se que o texto tenha por base os achados de

Eudemo (MORROW, 1970; ARTMANN, 1999), embora seu nome nao seja citado.

Até onde se sabe, a obra de Eudemo é um ponto fora da curva, “uma exce¢ao” (ZHMUD,

2002), pois nao se conhece nada tdo ambicioso no mundo antigo e ele nao deixou seguidores.

E certo que muitos autores contaram, a seu modo, histérias da Matematica — nem sempre
em tratados matematicos. F o caso do engenheiro militar romano Vitravio (c. 85-20 a.C.), com
seus “Dez Livros de Arquitetura”. Ali se acha a mais antiga mengao de que se tem registro do
famoso caso da coroa do rei Hierdo II e a solu¢ao que Arquimedes de Siracusa (287-212 a.C.) teria

encontrado, durante o banho (VITRUVIUS, 1914).


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/
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E certo também que cada tratado matematico informa a ciéncia de seu tempo e, muito
frequentemente, de tempos passados. F o caso da importante “Colecio Matematica”, de Papo de
Alexandria (c. 290-350 d.C.). A obra assenta os principais achados da geometria grega e ¢ fonte de
referéncia — as vezes a unica — de muitos tratados que se perderam no curso da historia
(HULTSCH, 1876). Segundo Boyer e Merzbach (2011), metade das obras citadas no sétimo livro
da “Cole¢ao” desapareceram, incluindo escritos de Euclides, Apolonio de Perga (c. 262-190 a.C.)

e Eratéstenes de Cirene (276-194 a.C.).
Mas uma histéria geral da Matematica ainda levaria séculos para ser contada.

2.2 MONTUCLA: UMA “BOA HISTORIA”

Em 1713, em carta enderecada ao matematico suico Nicolaus Bernoulli I (1687-1759), o
francés Pierre Rémond de Montmort (1678-1719) escreveu que seria “desejavel” que alguém se
desse ao trabalho de contar “como e em que ordem” se deram as descobertas matematicas

(GOULDING, 2006).

O francés pondera que as histérias da Pintura, Musica e Medicina ja haviam sido contadas
e que “uma boa histéria” da Matematica, especialmente da Geometria, seria ainda mais interessante
e util. Se bem-feita, poderia ser considerada a prépria historia do intelecto humano. Aparentemente,

Montmort tomou para si mesmo a tarefa, mas morreu sem conclui-la.

Algumas décadas mais tarde, o também francés Jean Etienne Montucla (1725-1799)
concretizou o ambicioso projeto com o lancamento dos dois volumes da “Histoire des
Mathématiques” (MONTUCLA, 1758), mais tarde reeditados e ampliados para quatro volumes.
Eis a traducio completa do titulo: “HISTORIA das MATEMATICAS: Na qual notamos seus
progressos desde sua origem até os dias atuais; onde expomos o quadro e o desenvolvimento das

principais descobertas, os debates que elas trouxeram a luz e as principais caracteristicas da vida

dos matematicos mais famosos” (SANTOS, A. A. 2016).

Para Vogel (2008), a obra ¢ a “primeira histéria classica da Matematica”. Para Hodgkin
(2005), Montucla ¢ o primeiro historiador de fato da Matematica (“first true historian”). Para Dauben
e Scriba (2002), trata-se da primeira histéria “abrangente” da Matematica. Para Nobre (2002), o
livro é “0 mais famoso e considerado pioneiro por ter introduzido uma forma de escrita da historia
que passou a servir de modelo para os que vieram posteriormente”. Para Struik (1987), é “o mais
antigo livro-texto sobre Historia da Matematica (além de Proclo), que é mais do que um catilogo”

— e ainda uma boa leitura, acrescenta.
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Notamos ai o cuidado de nao tomar a obra de Montucla simplesmente como o primeiro
livro de Histéria da Matematica. De fato, nao é. Poucos anos antes, por exemplo, o alemao Johann
Christoph Heilbronner (1706-1747) havia langado, em latim, um livro da “histéria universal da
matematica, da criacio do mundo ao século XVI” (HEILBRONNER, 1742). Trata-se de um
catatau de quase 1 000 paginas que, por reproduzir muitos erros histéricos, acabou caindo em

descrédito (NOBRE, 2002).

Montucla ndo se furta a indicar essa e outras fontes de seu trabalho, algumas antigas (Proclo,
Plutarco e Dibgenes Laércio, entre outros), outras recentes (Bernardino Baldi, Gerard Vossius e
John Wallis, entre outros). E nao poupa as criticas — trata por “caos” a obra de Heilbronner, por

exemplo (MONTUCLA, 1799). De qualquer forma, ¢ certo que as obras que precederam a

[SY

“Histoire des Mathématiques” nao tém o mesmo folego, abrangéncia e clareza quanto

especificidade do género nascente.

Vale a pena conhecer os propositos de Montucla, porque sua obra deu moldes iniciais a
historiografia da Matematica. O prefacio é revelador. Comeca dizendo que a historia das ideias
sempre foi um ramo negligenciado pelos historiadores. E sem esse ramo, a historia é como “um
tronco mutilado de uma de suas partes mais nobres, uma estatua privada de um de seus olhos”,
escreve, citando Francis Bacon. Para Montucla, as bibliotecas ja estio atulhadas de “narrativas
prolixas de cercos, batalhas, revolugoes”. “Quantas vidas de pretensos herdis foram retratadas

apenas pelo rastro de sangue que deixaram em seu caminho?”, provoca.

Dizendo-se inspirar no projeto inconcluso de Montmort, ¢ afirmando estar convencido de

ue as eventuais notas do colega se perderam, Montucla se propde a buscar a “origem” da
tuai tas d leg d , Montucl b “origem” d
Matematica e acompanhar seu desenvolvimento ao longo do tempo, mostrando o “espirito de
todas as descobertas que sucessivamente a enriqueceram”. Afirma ter recuado tanto quanto a
“escuridao dos tempos” lhe permitiu e seguido os passos dos “povos antigos, iluminando-me, tanto
quanto pude, da chama da critica”. Montucla reconhece as incertezas que cercam a Historia da
Matematica e aceita que o “desenvolvimento desconhecido” da ciéncia seja “as vezes” substituido

pelo “desenvolvimento ficticio e provavelmente muito préximo do verdadeiro”.

Um trago importante na obra de Montucla ¢ a ideia de que Historia da Matematica tem um
sentido de progresso, das civilizacGes antigas aos dias atuais. Para ele, de todas as ciéncias, a
Matematica ¢ aquela que deu os “passos mais seguros na busca da verdade”. Essa marcha pode
desacelerar ao longo do tempo, sem fazer “progressos sensiveis”, mas nunca ¢ interrompida,

acredita. Embora ainda muito difundida, essa nogao é hoje seriamente contestada.
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2.3 CANTOR: O OLHAR ACADEMICO

“Histoire des Mathématiques” foi um sucesso editorial. Deu “gléria e fama™ a Montucla
(NOBRE, 2002) e por muito tempo p6s sombra a outras publicagdes do género. Até o lancamento,
em 1880, do primeiro dos quatro volumes do monumental “Vorlesungen iiber Geschichte der
Mathematik” (“Prelecdes sobre Historia da Matematica”), do alemao Moritz Cantor (1829-1920) —
que nao tem qualquer parentesco com o russo Georg Cantor (1845-1918), seu contemporaneo, pai

da teoria dos conjuntos.

Cantor informa no prefacio que sua obra nasceu das aulas que ministrava em Heidelberg
(CANTOR, 1880). Segundo diz, o material foi se acumulando, de semestre em semestre, e de
repente as duas horas semanais do curso ja nao bastavam. Assim surgiu a ideia do livro. La se iam
25 anos desde que comegara a publicar artigos sobre a Histéria da Matematica. As seguidas
descobertas, afirma, haviam estabelecido novas bases para a pesquisa, das quais os antigos
historiadores nao podiam fazer ideia. E o caso de Montucla, cujo trabalho Cantor considera “ainda

insuperavel”, embora “muitas vezes falho”.

Ha uma grande distancia entre Montucla e Cantor. O alemio foi um académico por
exceléncia. Frequentou as melhores universidades alemas, foi aluno de matematicos célebres, como
Carl Friedrich Gauss (1777-1855), Lejeune Dirichlet (1805-1859) e Jakob Steiner (1796-1863), e
aos 24 anos tornou-se professor da Universidade de Heidelberg (O'CONNOR ¢ ROBERTSON,
2002), de onde nao saiu mais. Ali, se especializou em Historia da Matematica, sob influéncia de
Arthur Arneth (1802-1858), seu antigo professor, autor de uma “Historia da Matematica pura e sua
relagio com a histéria do espirito humano”. Assim é que a obra de Cantor deriva de sua atuagao

cotidiana como professor e pesquisador da Historia da Matematica.

Ja Montucla nunca se ligou a qualquer universidade. Formado em Direito pela faculdade
de Toulouse, exerceu atividades diversas para ganhar o sustento. Enquanto escrevia sua “Histoire”,
por exemplo, trabalhava para a Gazette de France (CREPEL e COSTE, 2005). Mais tarde,
assumiria postos na administragao publica, como o de secretario da Intendéncia de uma provincia
francesa, inspetor de edificagdes e jardins reais e censor régio (VOGEL, 2008). Além da Histéria
da Matematica, escreveu sobre variola, traduziu um relato de viagens a América e cuidou da
reedicdo de um livto de matematica recreativa. Sua obra é fruto do genuino interesse pela
Matematica, ¢ certo, mas também de faro editorial — dele e do livreiro Antoine Jombert, que
incentivou a empreitada e que talvez seja uma das pessoas que Montucla diz ter lhe pedido uma

“historia geral da Matematica”, quando seu plano original era limitar-se a matematica pura

(MONTUCLA, 1758).
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Tao distintas trajetorias ilustram o fato de que, no curso de pouco mais de um século, a
Historia da Matematica comegara a se firmar como ramo de pesquisa cientifica. Enquanto o francés
propunha uma obra “facil e agradavel”, poupando o leitor de incertezas e discussoes dificeis, o
alemao tinha a clara consciéncia de que seu trabalho devia justamente langar luz sobre as “duvidas”

e as “lacunas” —alvos, enfim, de futuras investigacoes.

De fato, datam da segunda metade do século XIX os primeiros peridédicos devotados a
Histéria da Matematica, como o italiano Bullettino di Bibliografia e di Storia delle Scienze
Matematiche e Fisiche, de 1868; o alemao Abhandlungen zur Geschichte der Mathematik, de 1877,
iniciativa de Cantor; e o sueco Bibliotheca Mathematica, de 1884 (FURINGHETTI, 2020).

2.4 CAJORI E LORIA: HISTORIAS PARA A SALA DE AULA

O quarto e ultimo volume das “Vorlesungen” de Cantor saiu em 1908. Quase um
octogenario, o alemao contou com um time de nove colaboradores para conclui-lo. Alguns deles

se tornariam grandes autoridades em Historia da Matematica, em particular o suico naturalizado

americano Florian Cajori (1859-1930) e o italiano Gino Loria (1862-1954).

Com Cajori e Loria, encontramos exemplos de como o entusiasmo com a pesquisa historica

desembocou no ensino, na virada do século XIX ao XX.

Em “A History of Mathematics”, Cajori destaca o “valor do conhecimento histérico para
o professor de Matematica” e seu papel na motivacao do estudante: “O interesse que os alunos
tem por seus estudos pode ser bastante aumentado se a solugao de problemas e a l6gica fria das
demonstra¢des geométricas forem intercaladas a observacdes e anedotas histéricas” (CAJORI,
1894). Seguem-se dicas para o professor “maravilhar” e “surpreender” os alunos, como estas:
depois de ensinar a bissec¢ao do angulo, relate as infrutiferas tentativas de resolver o problema
aparentemente simples da trissec¢do do angulo; depois que a classe “esgotar suas energias”
estudando o teorema do triangulo retangulo, conte “alguma coisa” sobre sua histéria, como o

sacrificio de Pitdgoras as Musas, em jabilo pela descoberta do famoso teorema.

Loria trata da importancia da Historia da Matematica no primeiro encontro nacional da
Mathesis, a associagao italiana dos professores de Matematica. Seu foco é a formagao do professor.
Ele aponta a distancia entre a escola e a universidade e defende que a Hist6ria da Matematica sirva
de “elo de ligacao”. A expressao aparece no titulo de seu artigo de 1899, decalcado da conferéncia:
“La storia della matematica come anello di congiunzione fra l'insegnamento secondario e

l'insegnamento universitatio”. O italiano opina que a histéria permite relacionar a Matematica a
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outras disciplinas e d4 ao professor a flexibilidade necessaria para abordar — e, por extensio, ensinar

— Matematica (FURINGHETTI, 2000).

Um interessante retrato dos debates pioneiros sobre o papel da Histéria da Matematica na
educagio ¢ o artigo “The use of history in mathematics teaching” (HEPPEL, 1893). Seu autor,
George Heppel, foi um dos fundadores, em 1871, da Association for the Improvement of
Geometrical Teaching, embriao da Mathematical Association, a associa¢ao britanica de professores

de Matematica.

Heppel comega o texto observando, satisfeito, a crescente importancia que os livros-textos
passaram a dar ao assunto. Faz trés restricdes: a Historia da Matematica nao deve ser tratada a
parte, mas subordinada ao ensino da Matematica; s6 se deve abordar, historicamente, aquilo que

de fato auxilia o aprendizado do aluno; e nao cai na proval

Observadas essas balizas, Heppel considera que o conhecimento histérico torna a
Matematica “mais facil, mais clara e mais interessante”. Seguem-se sugestoes para sala de aula,
como explorar o antigo método da falsa posi¢ao para determina¢ao de uma incognita e apresentar
a prova do indiano Bhaskara II para a proposi¢ao 47 do Livro I dos “Elementos” de Euclides (que
conhecemos como Teorema de Pitdgoras). Para arrematar, uma declaragdo de amor a disciplina:
“Cada vez mais se reconhece que a Matematica ¢ cheia de vida e interesse, que apela a imaginagao

tanto quanto ao intelecto, que tem sua poesia propria e peculiar” (HEPPEL, 1893).
2.5  FAUVEL: AS “BOAS RAZOES” DA HISTORIA

Desde o final do século XIX, a nogao de que a Historia da Matematica nao apenas importa,
mas ¢ também um valioso recurso didatico ganhou sélido respaldo cientifico. Hoje ¢ praticamente

um lugar-comum reconhecé-lo, embora as concepgdes e praticas variem bastante.

Um marco da atencao sistematica que a dimensao pedagdgica da Historia da Matematica
passou a receber foi a criagao em, 1976, do International Study Group on the relations between
the History and Pedagogy of Mathematics (HPM), afiliado a importante Comissao Internacional
de Instrucao Matematica (ICMI), criada em 1908.

As diretrizes originais do HPM mantém-se atuais: promover a consciéncia da relevancia da
Historia da Matematica para o ensino da Matematica; promover a coopera¢ao internacional e o
intercambio de informagdes; promover a investigagao interdisciplinar; produzir material relevante

para professores; e facilitar o acesso a fontes historicas.
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Em 2000, a ICMI publicou um vasto estudo com o objetivo de divulgar “diversos aspectos
da relacio entre Historia e Matematica”, reconhecendo que os esfor¢os do grupo criado em 1976
“encorajaram e refletiram um ambiente de maior interesse internacional pelo valor da Historia da
Matematica para educadores, professores e alunos” (FAUVEL e VAN MAANEN, 2002). A
publicagdo, baseada nas experiéncias de professores ao redor do mundo, Brasil inclusive, assenta

que a Historia da Matematica “faz diferenga” e que o recurso é “benéfico”.

O escocés John Fauvel (1947-2001), um dos editores do estudo, é o autor de um dos mais
conhecidos livros-textos da area, “The History of Mathematics: a reader”, em parceria com o inglés
Jetemy Gray (FAUVEL e GRAY, 1987). Pouco depois do lancamento do “Reader”, Fauvel
compilou em artigo quinze “boas razdes” para o uso da Histéria da Matematica em sala de aula

(FAUVEL, 1991), que reproduzimos em tradugao livre:

a) ajuda a aumentar a motiva¢ao para a aprendizagem;

b) d4 a Matematica uma face humana;

c) o desenvolvimento histérico ajuda a organizar os topicos do curriculo;

d) mostrar aos alunos como os conceitos se desenvolveram facilita sua compreensio;
e) muda a percep¢ao que os alunos tém da Matematica;

f) comparar o antigo e o moderno da valor as técnicas modernas;

@) ajuda a desenvolver uma abordagem multicultural;

h) abre oportunidades para investigagoes;

1) obstaculos do passado ajudam a explicar o que os alunos de hoje acham dificil;

j) osalunos encontram conforto ao perceber que nao sao os unicos com dificuldades;
k) incentiva os alunos mais rapidos a estudarem mais a fundo;

) ajuda a explicar o papel da Matematica na sociedade;

m) torna a Matematica menos assustadora;

n) ajuda a sustentar o seu proprio interesse e a empolgacao com a Matematica;

0) oferece oportunidade de trabalhos interdisciplinares.

Fauvel anota que outros artigos e trabalhos ao redor do mundo ja haviam chegado a listas
como essa. Ressalva, contudo, que os porqués do ensino da Hist6ria da Matematica ndo bastam. F
preciso discutir como leva-la a sala de aula — questao a que voltaremos adiante. Ao final do artigo,
otimista, prevé nos anos seguintes o “florescimento” de um ambiente educacional mais rico, tanto

na Europa como no resto do mundo.
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2.6 O CENARIO BRASILEIRO

A literatura sobre a Hist6éria da Matematica e seus usos em sala de aula é de fato florescente,
como imaginou Fauvel, e o Brasil ndo é exce¢ao. No século XXI, surgiram por aqui diversas
publicagdes especializadas, como a Revista Brasileira de Historia da Matematica (RBHM), lancgada
em 2001; a Revista Historia da Matematica para Professores (RHMP) e o Boletim Cearense de
Educacao e Histéria da Matematica (BOCEHM), ambos lancados em 2014; a Revista de Historia
da Educagao Matematica (HISTEMAT), de 2015; e a Revista Brasileira de Hist6ria, Educagio e
Matematica (HIPATTA), de 2016.

No banco de dissertacbes do PROFMAT, a busca por “historia” retorna 81 titulos. Uma
rapida consulta ao Catilogo de Teses e Dissertagdes traz 609 resultados para “Historia da

Matematica”, 438 das quais catalogadas em areas do ensino (dados de abril de 2021).

Hi também uma crescente oferta de livros-textos e obras académicas sobre o tema em
portugués. Em grande parte, sdo tradugdes de autores estrangeiros, mas ha também as iniciativas
nacionais, entre as quais a “Historia da Matematica”, de Tatiana Roque, “primeiro livro de historia
geral da Matematica propriamente brasileiro e resultado de pesquisa original”

Gert Schubring (ROQUE, 2012).

segundo prefacia

3

Também na producao de livros didaticos e paradidaticos se verifica uma maior atencao a
Historia da Matematica. Segundo Vianna (1998), um “pressuposto facilmente comprovavel através
da simples observacao ¢ que nos tltimos anos tem ganho incremento o uso de trechos com Histéria
da Matematica em todos os livros didaticos publicados no Brasil” e “tem havido uma série de

publica¢des de livros chamados ‘paradidaticos’ nos quais os elementos historicos sao abundantes”.

Apbs analisar cinco cole¢des didaticas do Ensino Médio e entrevistar seus autores, Gomes
(2008) reconhece uma preocupacio com a contextualizagao e o emprego da Historia da Matematica
como elemento auxiliar. Mas ressalva: “As praticas mobilizadoras de histérias da Matematica nos
livros didaticos ainda estio longe de fazé-las participar de forma organica, esclarecedora,

significativa e problematizadora da educagao matematica escolar”.

Da anilise de seis cole¢bes de Ensino Médio aprovadas na edi¢io 2015 do Programa
Nacional de Livro Didatico, Pereira (2016) identifica “certo interesse” no uso da Histéria da
Matematica, seja por exigéncia do programa, seja por vontade do autor. Mas aponta que, de 294
mengdes a Historia da Matematica analisadas, apenas 38 (cerca de 13%) tém a fun¢ao de “estratégia

didatica”, “que entendemos, em consonancia com a literatura, como a fun¢ao mais interessante,
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visto que esta desempenha o papel de proporcionar ao aluno o desenvolvimento de algum

raciocinio matematico, levando-o a compreensio do conteudo ou conceito matematico”.
2.7 OS DOCUMENTOS OFICIAIS: “LIGEIRAS ALUSOES”

Até certo ponto, o espaco dado a Histéria da Matematica nos livros didaticos refletiu o

endosso dos documentos oficiais da educacio.

Ja em 1931, no ambito da reforma do ensino secundario (correspondente aos atuais
Fundamental II e Médio) promovida no primeiro governo de Getulio Vargas (1930-1945), uma
portaria ministerial recomendava o seguinte: “[...] com o intuito de aumentar o interesse do aluno,
o curso sera incidentalmente entremeado de ligeiras alusdes a problemas classicos e curiosos e aos
fatos da Hist6ria da Matematica bem como a biogratfia dos grandes vultos desta ciéncia”, segundo
contam Miguel e Miorim (2019), com base no levantamento “O Ensino Secundario no Brasil e sua

legislagdo atual”, do inspetor federal Joaquim de Campos Bicudo.

Observamos que a instrucao reduz a Histéria da Matematica a notas “ligeiras” sobre o
¢ g
passado da disciplina e de seus “grandes vultos”. Esse primeiro uso apareceu cedo nos livros

didaticos, antes de qualquer normativa, e ainda hoje aparece, a despeito de conhecidas ressalvas.

Tomemos um exemplo do final do século XX, o “Curso Elementar de Mathematica —
Arithmetica”, dos irmaos Aardo e Lucano Reis. A obra apresenta, em notas de rodapé, dados
histéricos e informagdes biograficas sobre uma série de matematicos e pensadores. Ficamos
sabendo que a palavra calculo vem do latim ca/eulus (pedrinha) e que Pitagoras viveu na Grécia “500
e tantos anos antes da era cristda, exercendo, por seus trabalhos, por suas ideias e por seus
numerosos discipulos, a mais decisiva influéncia sobre a coordenagio e o desenvolvimento da

Matematica” (REIS e REIS, 1892).

Em texto introdutério da segunda edi¢ao da obra, Eugénio de Barros Raja Gabaglia (1862-
1919) chama atengdo para os dados histéricos espalhados pelos irmaos Reis, que considera
“aperfeicoamentos”. Mas, entre elogios aos autores, faz diversos reparos a “enganos e injusticas
que estao em desacordo com a imparcialidade, que ¢ talvez a principal virtude do historiador”.
Gabaglia, ele proprio, marcaria a Historia da Matematica no pafs como autor do primeiro livro do

género, em 1899, sobre o recém-descoberto e hoje muito famoso papiro egipcio de Rhind.
2.8 DA CONSTITUICAO A BNCC: AVANCOS E RECUOS

Os marcos atuais da educacio no Brasil acolhem a Historia da Matematica de maneira

bastante irregular.
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Abrindo caminho para uma ampla reforma do ensino, a Constituicao Federal de 1988
5
determinou que compete a Unido legislar sobre “diretrizes e bases da educa¢ao nacional” e decidiu
que fossem “fixados conteudos minimos para o Ensino Fundamental, de maneira a assegurar
formacao basica comum e respeito aos valores culturais e artisticos, nacionais e regionais”.
b

(BRASIL, 1988, artigos 22 e 210).

Oito anos depois, relatada pelo socidlogo e entio senador Darcy Ribeiro (PDT-RJ),
promulgou-se nova Lei de Diretrizes e Bases (LDB) da Educacio Nacional, de nimero 9.394/96.
O texto determinou que a Unido se incumbiria de “estabelecer, em colaboragao com os Estados,
o Distrito Federal e os Municipios, competéncias e diretrizes para a educagao infantil, o ensino
fundamental e o ensino médio, que nortearao os curriculos e seus contetdos minimos, de modo a
assegurar formacao basica comum”. Estabeleceu também que os curriculos “devem ter base
nacional comum, a ser complementada, em cada sistema de ensino e em cada estabelecimento
escolar, por uma parte diversificada, exigida pelas caracteristicas regionais e locais da sociedade, da

cultura, da economia e dos educandos” (BRASIL, 1996, artigos 9 e 20).

Essa base comum, contudo, sé seria definida mais de vinte anos depois. No intervalo, os
programas de ensino pautaram-se pelos Parametros Curriculares Nacionais (PCN). Vejamos como

a Histéria da Matematica ¢ tratada nestes marcos legais.

Os PCN do Ensino Médio, de 1999, encorajam expressamente a perspectiva histérica da
Matematica. Entre 18 habilidades a serem desenvolvidas, acha-se: “Relacionar etapas da histéria da
Matematica com a evolu¢ao da humanidade” (BRASIL, 1999). Argumenta-se ali que “a histéria das
Ciéncias e da Matematica [...] tem uma relevancia para o aprendizado que transcende a relagio

social, pois ilustra também o desenvolvimento e a evolugao dos conceitos a serem aprendidos”.

O documento conhecido como PCN+, que detalha orientagdes educacionais
complementares aos PCN, também reconhece a perspectiva histérica no ensino da Matematica.
Espera-se que o aluno, no ambito das competéncias relacionadas a “investigacao e compreensio”,
alcance o seguinte objetivo: “compreender a constru¢ao do conhecimento matematico como um
processo histérico, em estreita relagdo com as condigdes sociais, politicas e economicas de uma
determinada época, de modo a permitir a aquisi¢ao de uma visao critica da ciéncia em constante

constru¢ao, sem dogmatismos ou certezas definitivas” (BRASIL, 2002a).

Instituida em 2018, finalmente, a Base Nacional Curricular Comum do Ensino Médio
reorganiza competéncias e habilidades a serem desenvolvidas na area de Matematica e suas

Tecnologias a titulo de “formacao geral basica”. Podia-se esperar que a Histéria da Matematica
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tivesse aqui seu endosso explicito, a0 menos tanto quanto os parametros curriculares. Mas nao.
Nenhuma das cinco competéncias ou 43 habilidades prescritas na BNCC-EM faz mengao a

Historia da Matematica.

Na terceira versio do documento, ainda se lia um vago incentivo, ao final da apresentagao

das competéncias:

Essa percepgao da unidade da Matematica, além da diversidade de suas praticas,
serve também para mostrar que o desenvolvimento da disciplina é fruto da
experiéncia humana ao longo da histéria. Assim, ela ndo é um edificio perfeito
que surgiu pronto da mente de poucos seres privilegiados, a fim de ser estudada
para puro deleite intelectuall...].

Um dos desafios para a aprendizagem da Matematica no Ensino Médio ¢
exatamente proporcionar aos estudantes a visao de que ela ndo é um conjunto de
regras e técnicas, mas faz parte de nossa cultura e de nossa histéria (BRASIL,
2018¢).

Mas até essa passagem foi suprimida da versao final (BRASIL, 2018b). Nota-se que, neste
sentido, o texto se distancia da BNCC do Ensino Fundamental, que diz com todas as letras que “¢é
importante incluir a Histéria da Matematica como recurso que pode despertar interesse e
representar um contexto significativo para aprender e ensinar Matematica” e que “esses recursos e
materiais precisam estar integrados a situagdes que propiciem a reflexdo, contribuindo para a

sistematizacao e a formalizacao dos conceitos matematicos”.

Esse silencio da BNCC-EM, observa Pinto (2018), estende-se a outros campos emergentes
da Matematica, como a etnomatematica. “Um rapido olhar para as pesquisas em educagiao
matematica nos permite afirmar que essas abordagens tedrico-metodoldgicas constituem
referéncias para uma pratica docente que respeita a diversidade e a pluralidade da escola publica

brasileira”, escreve o autor, que analisou trés versoes do texto.

Acrescentamos, embora nio seja o escopo deste trabalho, que a perspectiva historica
tampouco achou espago entre as habilidades da area de Matematica relacionadas aos chamados
Itinerarios Formativos. Para além da “formacao geral basica”, de que cuida a BNCC, esses
itinerarios sao pensados como “situacées e atividades educativas que os estudantes podem escolher
conforme seu interesse, para aprofundar e ampliar aprendizagens em uma ou mais Areas de
Conhecimento e/ou na Formaciao Técnica e Profissional”, segundo portatia que estabelece

referenciais para sua elaboragao (BRASIL, 2019b).

E de se perguntar que impacto esse siléncio da BNCC-EM tera sobre a futura producio de

material didatico.
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2.9 AS RESISTENCIAS EM SALA DE AULA

Partimos do pressuposto de que ha um descompasso entre o respaldo da literatura a adogao
da Hist6ria da Matematica no ensino de Matematica e a pratica em sala de aula. Sao diversos os

indicios da literatura que corroboram a hipétese. Vejamos alguns deles em detalhe.

Britto e Bayer (2007) investigaram o uso da Histéria da Matematica por professores de
escolas publicas e privadas de 35 municipios que integram a 2* Coordenadoria Regional de Ensino
do Rio Grande de Sul. Verificou-se entao que os docentes consideram o recurso importante, “mas
nao tém o habito de utiliza-lo em suas abordagens”. Entre as justificativas, citam-se o despreparo

dos proprios docentes e a falta de material.

Viana e Silva (2007) inqueriram os professores de Matematica do Ensino Fundamental
(séries finais) e Médio da rede municipal e estadual de Ouro Preto, em Minas Gerais. A maioria,
75% deles, afirma buscar elementos da Historia da Matematica para ser utilizados em sala de aula.
Mas ha aqueles que, embora considerem o uso da Historia da Matematica importante, dizem nao

saber como utiliza-lo, alegando pouco conhecimento do assunto.

Menezes (2014) entrevistou dez professores de Fisica e Matematica, todos da rede publica,
e constatou que eles “valorizam a histéria no processo ensino-aprendizagem, mas consideram que
as circunstancias que envolvem o contexto do seu trabalho contribuem para niao efetivarem a
inser¢ao desta tendéncia em sua pratica”. Como justificativa geral, os professores “alegam que nao
tiveram esta experiéncia em sua formagao profissional, ndo recebem orientacio nem no ponto de
vista da formagao continuada, nem nas orientagdes do livro didatico para o professor, mesmo que

este recurso insira a histéria em suas paginas”.

Santos (2017) levantou o ponto de vista de professores de Ensino Médio que atuam nas
escolas publicas do municipio de Itajuba, Minas Gerais. Entre as dificuldades para a inclusao da
Histéria da Matematica nas aulas, aponta-se a falta de: tempo, material, preparo do préprio
professor, interesse dos alunos e obrigatoriedade do tema em documentos oficiais. Cerca de 15%

deles ndo conhecem material especifico de Histéria da Matematica.

Carvalho e Cavalari (2019) sondaram 26 licenciandos em Matematica e verificaram que a
maioria deles recorreria 2 Historia da Matematica em sala de aula. Contudo, instados a indicar as
referéncias que usariam para tal fim, limitaram-se a citar livros-textos de historia e a internet,
possivel indicio da baixa disponibilidade de materiais especificamente voltados para a Educagao

Basica. “A presente investigacao evidencia a necessidade da produgao e divulgacao de materiais de
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Hist6ria da Matematica voltados para a sala de aula, que apresentem, por exemplo, atividades

relacionadas a HM que auxiliem na constru¢ao do conhecimento matematico”, concluem.

Assumindo o papel de “advogado do diabo”, Siu (2006) compilou 16 razées por que o
professor hesita ou simplesmente desiste de explorar em sala a Histéria da Matematica, que

achamos por bem reproduzir e, na sequéncia, confrontar:

a) “Eu nao tenho tempo para isso na aula!”

b) “Isso nao é Matematical”

¢) “Como se faz uma questao sobre isso na provar”

d) “Isso nao melhora a nota do aluno!”

e) “Os alunos niao gostam!”

f) “Os alunos consideram isso como histéria e eles odeiam histérial”

2) “Os alunos acham isso tio tedioso quanto a propria Matematical”

h) “Os alunos nao tém conhecimento suficiente para aprecia-la!”

1) “Progresso em Matematica ¢ tornar os problemas dificeis uma rotina, entdo por
que olhar para tras?”

j) “Falta material sobre isso!”

k) “Falta treinamento para o professor!”

) “Nio sou historiador. Como posso ter certeza da acuracia do conteudor

m) “O que realmente aconteceu pode ser bem tortuoso. Contar como tudo se deu
pode confundir, em vez de esclarecer”

n) “A leitura de textos originais ¢ uma tarefa muito dificil. Sera que realmente ajuda?”

0) “Isso nao é capaz de incentivar o chauvinismo e o nacionalismo?”

p) “Existe alguma evidéncia empirica de que os alunos aprendem melhor quando se

faz uso da Historia da Matematica na sala de aula?”
2.10 POTENCIAL E RISCOS

Procuramos até aqui estabelecer que ha robusto aval académico para a adogao da Historia
da Matematica como recurso didatico para o ensino de Matematica. No entanto, como vimos, nao
se encontra 0 mesmo entusiasmo na pratica dos docentes. A seguir, trataremos das obje¢oes
apontadas por Siu (2006), cotejadas aos incentivos listados por Fauvel (1991), chamando atengao
para certos riscos e expectativas ingénuas que podem ajudar a explicar o descompasso entre a

pesquisa cientifica e a agao cotidiana do professor em sala de aula.
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2.10.1 “Eu nio tenho tempo para isso!”

Esta é uma objecdao importante, especialmente quando o programa é mais rigidamente
amarrado a apostilas e livros didaticos. No entanto, como vimos, também os materiais didaticos

estao abrindo mais espago a Hist6ria da Matematica, o que pode esvaziar o argumento.

Lembramos, de qualquer forma, que o tempo investido na Histéria da Matematica pode
recompensar professor e aluno, se aceitarmos, como defende Fauvel (1991), que “mostrar aos
alunos como os conceitos se desenvolveram facilita sua compreensao”; “ajuda a aumentar a

motivacdo para a aprendizagem”; e, principalmente, “ajuda a organizar os topicos do curriculo”.
2.10.2 “Isso ndo é Matematica!”

A suspeita de que Historia da Matematica niao seja Matematica parece refletir a inclusio
tardia e irregular da disciplina nos programas de formacao de professores. Foi s6 nos anos 2000
que se recomendou que “conteudos da Ciéncia da Educac¢io, da Historia e Filosofia das Ciéncias
e da Matematica” sejam parte comum de todos os cursos de licenciatura na area, conforme as

Diretrizes Curriculares Nacionais para os Cursos de Matematica, Bacharelado e Licenciatura

(BRASIL, 2002b).

Carmo e Queiroz (2020), em analise de elementos curriculares de cursos presenciais de
licenciatura em Matematica no Ceara, verificaram que a disciplina Histéria da Matematica é
heterogénea e que seu uso didatico “ainda ¢ muito timido”, havendo “necessidade de atualizagao
frequente do curriculo”. Rosa e Santos (2020), tratando dos cursos das instituicbes publicas de
Goias, constataram que a disciplina, na maioria das vezes, é alocada “nos primeiros periodos, sem

exigéncia de pré-requisitos, com conteidos muito amplos e carga horaria insuficiente”.
g > g

Com ou sem recomendagdo formal, é preciso deixar claro que a Histéria da Matematica
tem sido sistematicamente considerada parte da Matematica. No indice da Mathematics Subject
Classification, esfor¢o para listar todas as areas e subareas da Matematica feito pelos editores da
Mathematical Reviews e Zentralblatt MATH, atualizado de dez em dez anos, “Historia e biografia”

¢ logo o segundo de 98 itens — o primeiro ¢é “T'épicos gerais”.

Para muitos, a Histéria da Matematica nao s6 ¢ parte da Matematica, como uma parte
importante. Heiede (1992), em “Why teach history of mathematics”, é enfatico: “Se vocé ensina
Matematica, voceé também precisa ensinar a Histéria da Matematica”. E provoca: “Nao lhe

ensinaram logaritmo se vocé nao ouviu falar de (John) Napier”.
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2.10.3 “Como se faz uma questao sobre isso na prova?”

Uma razao interessante para o uso da Histéria da Matematica, apontada por Fauvel (1991),
¢ a de que o recurso “torna a Matematica menos assustadora”. De fato, sob perspectiva historica,
tudo o que a Matematica pode ter de assustador para o aluno foi, em algum momento da historia,

um desafio a ser vencido.

Como aponta Fauvel (1991), “os alunos encontram conforto ao perceber que nio sao os
Unicos com dificuldades”. E reconfortante saber, por exemplo, que os numeros negativos,
irracionais e complexos ja pareceram “falsos”, “ficticios”, “absurdos”, “impronunciaveis”,
“impossiveis” ou “sem significado” aos matematicos — pois é assim que parecem a muitos alunos

quando apresentados a eles.

Dito isso, seria um contrassenso, nos parece, fazer com que seja a Historia da Matematica
um novo tormento para o aluno. Aqui endossamos as antigas balizas de Heppel (1893): a Histéria

da Matematica deve se subordinar ao ensino da Matematica ¢ nao ha por que cobra-la em prova.
2.10.4 “Os alunos nao gostam!”

Esse é um argumento, a primeira vista, impossivel de rebater. Seria imprudente, até leviano,
desacreditar o professor que intui que o aluno nao gosta de Histéria da Matematica. No entanto,
sao também muitos os relatos de professores satisfeitos com o uso da Histéria da Matematica em

sala de aula — como este que escreve. Quem tem razao?

Notamos de saida que esse tipo de objecao se choca frontalmente com as intengdes de
pioneiros da Histéria da Matematica e que Fauvel (1991) relaciona como razao primeira do recurso
didatico: “ajuda a aumentar a motivagdo para a aprendizagem”. De fato, sio muitos os autores que

destacam o potencial motivador da Histéria da Matematica, como vimos.

E possivel que a frustragaio de muitos professores em sala de aula derive de expectativas
exageradas em relagdo ao recurso didatico. Nao se pode esperar que uma referéncia historica baste
para motivar uma sala de aula. “Os mais ingénuos”, observam Miguel e Miorim (2019), “acabam

atribuindo a histéria um poder quase magico de modificar a atitude do aluno”.

Fauvel (1991) alerta que a ado¢ao da Histéria da Matematica nao é facil — especialmente,
acrescentamos, se o professor nao dispuser da forma¢ao ou material didatico apropriado. Para
Heiede (1992), ndao se deve tratar a Historia da Matematica como uma maneira de tornar a
Matematica mais “divertida”. Se tratado como panaceia, de fato o uso da Histéria da Matematica

em sala pode ser bastante decepcionante.
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2.10.5 “Os alunos nao tém conhecimento suficiente para aprecia-la!”

Notamos que esse tipo de objecdo pode ser lido, antes, como um incentivo: a Historia da

Matematica pode entdo servir como porta de acesso a historia das ideias, como queria Montucla.

O matematico Hans Freudenthal (1905-1990) dizia ter vacilado entre a carreira de
matematico e a de historiador (FREUDENTHAL, 1981). Como matematico, acabou fazendo
importantes contribuigoes na area de topologia algébrica. Mas nunca descuidou da histéria da

disciplina, e ¢ em sua homenagem que a ICMI confere a cada dois anos a medalha Freudenthal.

Nas quatro paginas de “Should a mathematics teacher know something about the history
of mathematics?” (1981), Freudenthal faz nada menos que 92 perguntas como esta do titulo: o
professor de Matematica precisa saber alguma coisa de histéria? Sao provocagoes, a partir das quais
o autor faz a defesa do que chama “conhecimento integrado”, para o que a Hist6ria da Matematica
concorre. “O homem ¢ a unica espécie que se preocupa com o passado e com o futuro”, escreve.
“Para mim, esta ¢ a utilidade da Histéria da Matematica e areas adjacentes: servir a Historia, mais

que 2 Matemitica [...]. Como bonus, pode ajudar a Matematica também”.
2.10.6 “Por que olhar para tras?”

Até certo ponto, o ensino da Matematica recapitula o proprio desenvolvimento da
Matematica. Assim, até certo ponto, o aluno repisa os obstaculos, os tropecos e os impasses que

marcaram a construcao do edificio cientifico — e pode experimentar o éxtase de supera-los.

A Histéria da Matematica é, assim, uma oportunidade para mostrar ao aluno que as suas
eventuais dificuldades sio as mesmas com que muitas outras geragdes lidaram, legando-nos os
conceitos hoje ensinados como o non plus nltra do conhecimento (FREUDENTHAL, 1981) —
sobre os quais novos andares do edificio matematico ainda serdo erguidos. Como aponta Fauvel

(1991): “obstaculos do passado ajudam a explicar o que os alunos de hoje acham dificil”.

Roque (2012) lembra que a Matematica se desenvolveu e ainda se desenvolve a partir de
problemas. Assim, diz a autora, a Histéria da Matematica pode ter justamente a fun¢ao de “exibir
esses problemas, muitas vezes ocultos no modo como os resultados se formalizaram”. Essa fun¢ao
da Histéria da Matematica pode se ajustar bastante bem a BNCC. Como vimos, nao ha mengoes
explicitas a Historia da Matematica, mas, das 43 habilidades, 11 delas apoiam-se na seguinte

expressao: “resolver e elaborar problemas |[...]”
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2.10.7 “Falta treinamento, falta material!”

Essa obje¢ao parece simples de contornar no plano mais imediato: basta, é claro, que o
professor tenha acesso ao material apropriado. A primeira vista, sio muitas as opcdes para o
docente: cole¢oes didaticas, livros paradidaticos, livros-textos, obras de divulgacdo, revistas
especializadas, sites, blogs, videos e muitos produtos de programas de pés-graduacio — a que esta

dissertagdao pretende se somar.

E, no entanto, a obje¢ao existe. E ocioso especular que falte interesse ao professor. Antes,
¢ preciso admitir que o acesso a tais recursos didaticos talvez nao seja tao simples. De fato, apesar
de muitos lancamentos na area, nao sao tantos os titulos em catalogo nas livrarias, mesmo no
formato digital. E nao se pode dizer que sejam baratos. Para além das livrarias, é vasta a oferta de
produtos gratuitos na internet. Mas aqui, é preciso reconhecer outra objecio dos docentes: como

se certificar da acuracia de um video, um blog ou qualquer resultado sugerido pelos buscadores?

Também ¢é preciso considerar a hipétese de que muitas publica¢des gratuitas voltadas a
Histéria da Matematica simplesmente ndo se ajustem a expectativa do docente. As publicacoes
cientificas, de marcado acento académico, podem ser uma leitura bastante dificil. Na outra ponta,
as obras de divulgacao, de facil leitura, ndo tém a preocupacao de estabelecer correspondéncias

entre a Historia da Matematica e a sala de aula.
2.10.8 “A Histdria da Matematica ¢ tortuosa e pode confundir”

De fato, a Historia da Matematica é tortuosa. Mas disso nao se deduz que seu tratamento

em sala de aula deva ser igualmente tortuoso. Fosse assim, como ensinar Revolucao Francesar?

Na verdade, esse é um aspecto positivo da Historia da Matematica. Para Ernest (1998),
“além de melhorar atitudes, um beneficio (do ensino da Histéria da Matematica) é que o mito da
Matematica como um corpo de conhecimentos perfeitamente acabado ¢ confrontado”. Assim, o
recurso teria o condao de “mudar a percepgao que os alunos tém da Matematica”, como aponta
Fauvel (1991). Para tanto, ¢ importante que o professor nao faca da prépria Historia da Matematica
“um corpo de conhecimentos perfeitamente acabado” ou que, como Montucla (1758), se valha de

“desenvolvimentos ficticios”, mesmo se considera-los “provavelmente proximos do verdadeiro”.

Observamos que a objecao de que a Histéria da Matematica seja confusa pode derivar da
propria dificuldade do docente. Nesse sentido, sua adogao pode ser um fator de constrangimento.
Nao sendo historiador, o professor de Matematica pode bem recuar diante de discussoes sobre as
grandes navegag¢oes, a Revolugao Industrial, a afirmacao dos estados modernos, a expansao do Isla

etc. Mas aqui, como ja dito, acreditamos que seja possivel privilegiar o uso da “histéria para o
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tratamento de conceitos e processos” (FURINGHETTI, 2020), terreno que o professor de

Matematica pode pisar com seguranga.
Quanto a isso, vale apontar uma reconfortante recomendac¢io de D'Ambrosio (1999):

Se em algum tema o professor tem uma informagio ou sabe de uma curiosidade
histérica, deve compartilhar com os alunos. Se sobre outro tema ele ndo tem o
que falar, ndo importa. Ndo é necessario desenvolver um curriculo, linear e
organizado, de Histéria da Matematica. Basta colocar aqui e ali algumas reflexdes.
Isto pode gerar muito interesse nas aulas de Matematica.

E isso, diz D'Ambrosio, “pode ser feito sem que o professor tenha se especializado em

Hist6ria da Matematica.”
2.10.9 “A leitura de textos originais ¢ muito dificil”

E verdade. A leitura de fontes originais ¢ mesmo dificil e nio deve ser tomada como
condi¢ao necessaria para a adoc¢ao da Historia de Matematica no ensino. No entanto, como vimos,
essa pode ser uma das estratégias mais gratificantes, por meio dos efeitos de substitui¢do,

reorientagao e entendimento cultural (Jahnke ez @/, 2002).

As oportunidades, com o advento da internet, sio muitas. A barreira linguistica é um
obstaculo inicial importante, especialmente para o falante do portugués. Mas acreditamos que seja
possivel transpo-la com apoio do material adequado. Adicionalmente, edigdes em inglés e espanhol
sao um interessante convite a interdisciplinaridade, a depender do nivel de proficiéncia dos alunos.

Pontualmente, o professor também pode contar com tradugdes competentes para o portugués.

2.10.10 “Isso nao pode incentivar o chauvinismo e o nacionalismo?”

Ao contrario, nos parece. A Historia da Matematica é um verdadeiro passeio pela historia
das civilizacoes e, como lembrava Loria (FURINGHETTTI, 2000), toca o desenvolvimento de todas
as ciéncias. O transito de ideias ¢ evidente e “ajuda a desenvolver uma abordagem multicultural”,
para citar mais uma das razdes apontadas por Fauvel (1991). E certo que, no curso da historia,
existiram rivalidades e embates entre matematicos de diferentes paises, de que é exemplo a célebre
disputa pela paternidade do Calculo. Mas a abordagem histérica tem justamente o condao de

desfazer mitos a esse respeito.

Risco mais sério, tomando chauvinismo num sentido mais amplo, é o de reforgar o
estere6tipo da Matematica como uma atividade essencialmente masculina. Sio poucas as mulheres
citadas nos livros de historia geral: Hipatia de Alexandria (c. 370-415 d.C.) e, mais raramente, a
francesa Marie-Sophie Germain (1776-1831). Nao se afasta esse risco, nos parece, disfarcando o

fato de que os marcos mais conhecidos e os principais teoremas ensinados ao aluno sao de fato
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atribuidos a homens. Ao contrario, ¢ uma oportunidade para discutit o lugar da mulher na
sociedade, ontem e hoje. A trajetéria de Sophie Germain, que, para ser levada a sério, assinava sua

correspondéncia como Monsieur Leblanc (BOYER e MERZBACH, 2011), é bastante ilustrativa

das barreiras que ja se colocaram a participagao de mulheres na atividade cientifica.
2.10.11 “Existe evidéncia empirica de que o aluno aprende melhor assim?”

Siu (2006) responde sem rodeios a questao: as evidéncias de que a Historia da Matematica
faz o aluno aprender melhor sao esparsas e nem sempre positivas. Os resultados, diz, parecem
indicar efeitos positivos mais notaveis sobre aspectos afetivos do que cognitivos. “Nas aulas em
que se faz uso de Histéria da Matematica, os alunos gostam mais da matéria, mas nao

necessariamente tém melhor desempenho nas provas”, resume.

A questao ¢ dificil, mas talvez seja enganosa. Como se mede que alunos estdo aprendendo
melhor? E o que se deve entender por “uso da Histéria da Matematica” As respostas serao

necessariamente esparsas, posto que dependem das diferentes praticas.

Acreditamos que seja possivel superar essa questio invocando duas razoes apontadas por
Fauvel (1991) em favor da Histéria da Matematica. O recurso “da a Matematica uma face humana”
e “ajuda a explicar o papel da Matematica na sociedade”. Sdo propriedades que se ligam a nogao
de conhecimento integrado, defendida por Freudenthal (1981): notas mais altas podem ser um
“bonus”, como escreve o autor, mas nao sao razao para adotar — ou descartar — a Historia da

Matematica em sala de aula.
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APLICACOES DA HISTORIA DA MATEMATICA A BNCC-EM

Neste capitulo, apresentamos relatos historicos e tarefas matematicas associados a dez

habilidades da BNCC-EM. Cada se¢ao deste capitulo é dedicada a uma habilidade e esta dividida

em trés subsecoes: uma breve introducao, com a descricao da habilidade; o relato a ela associado;

e as tarefas matematicas correspondentes.

Como ja dissemos, o documento oficial dita 43 habilidades, relacionadas a cinco

competéncias especificas da area Matematica e suas Tecnologias.

A BNCC define competéncia como “a mobilizagdio de conhecimentos (conceitos e

procedimentos), habilidades (praticas, cognitivas e socioemocionais), atitudes e valores para

resolver demandas complexas da vida cotidiana, do pleno exercicio da cidadania e do mundo do

trabalho”. Tomam-se habilidades por “praticas, cognitivas e socioemocionais” e diz-se que

“expressam as aprendizagens essenciais que devem ser asseguradas aos alunos nos diferentes

contextos escolares” (BRASIL, 2018b).

As cinco competéncias especificas sdo as seguintes:

1. Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matematicos para interpretar
situagdes em diversos contextos, sejam atividades cotidianas, sejam fatos das
Ciéncias da Natureza e Humanas, das questdes socioeconémicas ou tecnoldgicas,
divulgados por diferentes meios, de modo a contribuir para uma formacio geral.

2. Propor ou participar de ag¢bes para investigar desafios do mundo
contemporaneo e tomar decisGes éticas e socialmente responsaveis, com base na
andlise de problemas sociais, como os voltados a situagdes de saude,
sustentabilidade, das implicagdes da tecnologia no mundo do trabalho, entre
outros, mobilizando e articulando conceitos, procedimentos e linguagens
proprios da Matematica.

3. Utlizar estratégias, conceitos, definicdes e procedimentos matematicos para
interpretar, construit modelos e resolver problemas em diversos contextos,
analisando a plausibilidade dos resultados e a adequagdo das solu¢des propostas,
de modo a construir argumenta¢do consistente.

4. Compreender e utilizar, com flexibilidade e precisdo, diferentes registros de
representacdo matematicos (algébrico, geométrico, estatistico, computacional
etc.), na busca de solugdo e comunicacdo de resultados de problemas.

5. Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e
propriedades matematicas, empregando estratégias e recursos, como observagao
de padroes, experimentacoes e diferentes tecnologias, identificando a necessidade,
ou niao, de uma demonstracio cada vez mais formal na validacao das referidas
conjecturas (BRASIL, 2018b).

Cada relato é acompanhado da descri¢ao da habilidade, tal qual aparece na BNCC-EM, e

seu codigo alfanumérico. Esse dado indica, pela ordem: a etapa de ensino; os anos em que se deve
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desenvolver a habilidade; a 4rea; a competéncia especifica; e uma numeragao sequencial. Em
Matematica, todos os c6digos comegam por “EM13MAT”, ou seja, as habilidades podem ser todas
trabalhadas nos trés anos do Ensino Médio. Por extensao, o conteudo aqui reunido pode embasar

atividades para os trés anos da etapa escolar.

Os relatos exploram episédios ou obras de relevo histérico segundo os critérios
relacionados na introdugao deste trabalho, em abordagem qualitativa. Todos buscam lancar luz
sobre os nés que matematicos e pensadores de diversas épocas e paisagens procuraram desatar e

as relacoes de seus esforcos com os conceitos hoje explorados em sala de aula.

Organizamos os textos da seguinte forma: uma breve apresentac¢ao, a titulo de “orientagao”
(Rose, 2012); e seu desenvolvimento de acordo com fases marcadas no tempo, que ¢ o que
distingue o relato como género textual. Julgamos conveniente dividi-lo segundo as diversas fases
exploradas, devidamente intituladas, de modo a tornar a leitura mais agradavel e ao mesmo tempo

permitir que o texto seja aproveitado na parte ou no todo.

Ao final de cada relato, e de acordo com o seu contetido, propomos tarefas voltadas aos
alunos, que classificamos conforme a tipologia de Ponte (2014), ja comentada: exercicio, problema,

explorac¢ao ou investigacdo, segundo os graus de indeterminacao e dificuldade percebida.

Insistimos novamente que os relatos e as tarefas nao podem ser tomados como sequéncias
ou atividades didaticas acabadas. Mas esperamos que o professor possa se servir da selecdo
apresentada no momento em que planeja suas aulas, segundo o contexto escolar, os objetivos

didaticos e a inclina¢ao particular de cada um.
31 ESTATISTICA PARA TODOS

3.1.1 Habilidade

(EM13MAT102) Analisar tabelas, graficos e amostras de pesquisas estatisticas
apresentadas em relatérios divulgados por diferentes meios de comunicagio,
identificando, quando for o caso, inadequagbes que possam induzir a erros de
interpretagdao, como escalas e amostras nao apropriadas (BRASIL, 2018b).

Nesta se¢ao, vamos analisar as contribuicoes pioneiras de Michael Florent van Langren
(1598-1675), Christiaan Huygens (1629-1695), Edmond Halley (1656-1742) e William Playfair
(1759-1823) para o desenvolvimento do método grafico. Veremos como os autores se valeram de
diagramas nao apenas para representar um conjunto de dados, mas para também interpreta-los.

Finalmente, mostraremos como um grafico pode induzir impressdes equivocadas.
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3.1.2 Relato

Um retrato certeiro de “erros enormes”

Graficos estdo por toda a parte hoje em dia: na imprensa, na publicidade, na sala de aula,
nos relatérios de governo e empresas. Podem ser tomados de fato como uma “linguagem

universal” (FUNKHOUSER, 1937), que facilita a compreensio e analise de informagdes.

Nem sempre foi assim. Os registros antigos sio esparsos. Ha exemplos pré-historicos de
mapas do céu e da Terra, mas os primeiros esforcos por representar, em diagramas, a relacio entre
duas variaveis datam da Idade Média. A Figura 1 reproduz um exemplo do século X ou XI, o mais

antigo de que se tem noticia (TUFTE, 2001).

Figura 1 - Representacio visual do movimento dos astros.
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Fonte: Bayerische Staatsbibliothek (BSB Clm 14430), http://daten.digitale-
sammlungen.de/bsb00033074/image_125.

Trata-se de uma representagao grafica do movimento de planetas, da Lua e do Sol em
funciao do tempo. O documento, de autoria desconhecida, foi achado no século XIX, em meio a
comentarios do filésofo romano Macrébio (c. 370-430 d.C.), e descrito apenas no século XX
(FUNKHOUSER, 1936; BENIGER e ROBYN, 1978). Aparentemente, o eixo vertical indica a
inclina¢ao do astro, em relacao ao plano orbital da Terra, e o eixo horizontal, a passagem do tempo.
E um diagrama notavel, ndo pela precisio, mas por tatear conceitos que s seriam plenamente

desenvolvidos nos séculos XVI e XVII (FRIENDLY, 2008), como o de sistema de coordenadas.

A disseminagdo da representagiao grafica dependeu de circunstincias dadas apenas no
século XVII. No campo tedrico, firmavam-se conceitos da Geometria Analitica e da Probabilidade.
Na pratica, aperfeicoavam-se os instrumentos de medi¢ao e surgiam os primeiros levantamentos
sistematicos de dados estatisticos. Em resumo, surgiam: “alguns dados de real interesse, alguma

teoria que lhes desse sentido e algumas ideias de representacao visual” (FRIENDLY, 2008).

Uma marcante “ideia de representagdo visual” apareceu em 1644, em Flandres, na obra de
Michael Florent van Langren (1598-1675), filho e neto de cartégrafos. Em “La verdadera longitud

por mar y tierra”, Van Langren (1644) apresentou uma compilacao de estimativas da diferenca de
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longitude, em graus, entre as cidades de Toledo e Roma. Para evidenciar a disparidade entre as

medidas, Van Langren escolheu mostra-las ao longo de uma linha graduada (Figura 2).

Figura 2 - Estimativas da diferenca de longitude entre Toledo, cidade histérica da Espanha, ¢ Roma.

Fonte: Van Langren (1644).

Seu objetivo era chamar atengao para os “erros enormes’ de alguns “eminentes astrbnomos
e geografos”, como Ptolomeu (c. 85-165 d.C.), Johann Regiomontanus (1436-1476), Tycho Brahe
(1546-1601) e Nicolaus Mercator (1620-1687). Ao mesmo tempo, procurava valorizar sua propria
estratégia para estimar a “verdadeira longitude” (VAN LANGREN, 1644). A época das grandes
navegacdes, ja se sabia estimar a latitude por meio de observagoes do Sol e estrelas, mas restava em

aberto o chamado problema da longitude, de especial relevancia para as travessias oceanicas.

Sabendo da importancia do problema, Van Langren nio revela a sua solugao. Publica uma
proposicao de forma cifrada (Figura 3), comprometendo-se a revelar o segrego “quando sua
Majestade (Felipe IV, da Espanha) mandar”. Em janeiro de 2021, quase quatro séculos depois, a
imprensa belga noticiou que o cédigo havia sido finalmente quebrado — por um belga —, e a suposta
solugdo agora circula em blogs e féruns de criptografia (SCHMEH, 2021). Nao consta, de qualquer
forma, que a estratégia tenha bastado para resolver o problema da longitude, que s6 seria

definitivamente superado no século XVIII, com a invengao dos cronometros marinhos.

Figura 3 - A estratégia cifrada de Van Langren.

Fonte: Van Langren (1644).
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O grafico de Van Langren ¢ frequentemente tomado como a primeira representagao
grafica, ou uma das primeiras, de natureza estatistica. Independente disso, pode-se sauda-lo por sua
exceléncia. Van Langren podia ter simplesmente listado os dados, mas “sé um grafico fala
diretamente aos olhos” (FRIENDLY e7 /., 2010). A propésito, todas as medi¢oes superestimam a

diferenca entre as cidades: cerca de 16°31°.

A ciéncia do estado

E claro que a obra de Van Langren s6 tem natureza estatistica quando se considera o
sentido moderno do termo — ramo da Matematica que trata da coleta, da analise, da interpretacao
e da apresentaciao de massas de dados numéricos, na primeira acep¢ao dada por Houaiss e Villar
(2001). A palavra vem do latim status, estado. Introduziu-se em lingua inglesa, a partir do alemao
Statistik, debaixo da seguinte definicao: “a ciéncia que é chamada estatistica nos ensina o arranjo

politico de todos os estados modernos do mundo conhecido” (VON BIELFELD, 1770).

A definigao, portanto, nao se aplicava a medidas de longitude, mas a dados relativos ao
funcionamento dos estados. O grande marco da “ciéncia do estado” sio as “Natural and Political
Observations Made Upon the Bills of Mortality”, do inglés John Graunt (1620-1674), de 1662. Em
1603, o rei Jaime I ordenara o levantamento semanal de batismos e enterros, que servia para
monitorar os casos de peste bubonica. Graunt se debrugou sobre os dados de milhares de semanas
e os sintetizou em tabelas. Constatou, por exemplo, a regularidade de mortes devidas a certas
doengas, como tuberculose, ¢ a erratica frequéncia de 6bitos em razao da peste, que seria vencida

na década seguinte (MORABIA, 2013).

A partir das tabuas de mortalidade organizadas por Graunt, o holandés Lodewijck Huygens
(1631-1699) calculou o que hoje conhecemos como expectativa de vida e comunicou o resultado,
por carta, ao irmao mais velho e mais famoso, o astronomo e matematico Christiaan Huygens
(1629-1695). Este, em resposta ao irmao datada de novembro de 1669, esbocou uma curva

continua para representar, para cada idade, o numero de sobreviventes de mesma idade de um total

de 100 nascimentos (HUYGENS, 1895), que a Figura 4 reproduz.

O grafico de Christiaan baseia-se no seguinte sistema de coordenadas: no eixo horizontal
estao representadas as idades, de 0 a 86; no eixo vertical, registra-se o nimero de sobreviventes
com essas idades, de um total de 100 nascidos. Trata-se do grafico de uma fungao decrescente,

embora a expressio ainda nao houvesse sido cunhada. Em notacao moderna, poderiamos definir

a funcdo f: RY - R*, tal que f(x) é a porcentagem de pessoas que chegaram a idade x.
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Figura 4 - A linha da vida, modelada por Huygens.

Fonte: Huygens (1895).

Christiaan defende que a mediana dos anos que restam a uma pessoa seja tomada como sua

esperanga de vida. E mostra como inferi-la a partir da curva tragada. Em notagao moderna: dada a

f(xq)

idade x4, basta buscar no grifico x, tal que que f(x;) = . Por exemplo, usando as marcagdes

originais de Christiaan: de 100 nascidos, apenas 32 chegam a idade de 20 anos (pontos A e B da
Figura 4). Destes, apenas metade chegara aos 36 anos (ponto C). Entao uma pessoa de 20 anos

pode esperar viver mais 36 — 20 = 16 anos.

Essa troca de cartas esta na origem dos estudos de expectativa de vida, embora seu calculo
atual ndo tome, como Huygens, a mediana dos dados. De qualquer forma, temos aqui um exemplo
claro do uso de um grafico ndo apenas para a apresentacao de resultados, mas para a inferéncia
estatistica. Para Boyer (1947), a “linha da vida” de Huygens seria o primeiro exemplo de grafico
produzido a partir de dados estatisticos. Friendly ez a/. (2010), dando precedéncia a Van Langren,

consideram o esbog¢o de Christiaan o primeiro grafico estatistico de uma distribui¢ao continua.

Um grafico de sucesso

Alguns anos ap6ds a correspondéncia dos irmaos Huygens, o inglés Edmond Halley (1656-
1742) publicou o que pode ser considerado o primeiro “grande sucesso” na aplicagdao do sistema

de coordenadas a investigagio cientifica (BENIGER e ROBYN, 1978). E seu artigo dedicado a
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relacdo entre pressao atmosférica e altitude, publicado na mais antiga revista voltada exclusivamente

a produgcao cientifica, a inglesa Philosophical Transactions of the Royal Society, criada em 1665.

Ja se sabia que a pressio atmosférica diminuiu conforme a altitude aumenta. O italiano
Evangelista Torricelli (1608-1647), que inventou o barometro em 1643, explicou em carta a relacao
entre as grandezas por meio da seguinte analogia: “Vivemos submersos no fundo de um oceano
de ar elementar, que, por experimentos indubitaveis, se sabe ter peso” (TORRICELLI, 1823).

Quanto mais ao fundo desse oceano, maior o peso.

Em seu artigo, Halley parte da constatacio de que a “expansao do ar” e o “peso da
atmosfera” sio inversamente proporcionais (“reciprocos”), tanto quanto volume e pressio,
conforme Robert Boyle (1627 - 1691) propusera em 1662. Tomando como medida do “peso da
atmosfera” a altura da coluna de mercurio no barémetro, Halley pondera: ¢ “evidente” que, “com
ajuda da Curva da Hipérbole e suas Assintotas”, as “expansoes de ar’” podem ser conhecidas a
partir de qualquer medida do barémetro (HALLEY, 1687). A curva em questao, o primeiro grafico
bivariavel de dados experimentais (FRIENDLY e DENIS, 2005), é apresentada ao final da revista,

como “Fig. 5” (assim como neste relato, coincidentemente):

Figura 5 - A “Curva da Hipérbole”, de Edmond Halley.

Fonte: Halley (1687).

No grafico, as abscissas AB, AK, AL ... sao as medidas de pressio, ou seja, a altura da coluna

de mercuirio no barémetro, em polegadas. As ordenadas, todas representadas pela letra E, valem
ela “expansio do ar”. Assumindo que “expansio do ar” e “peso da atmosfera” sao inversamente
la < do ar”. Assumind « do ar” e da atmosfera” inversament

propotcionais, temos que seu produto é constante: X -y = k € R, em notagio moderna, que de
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fato ¢ a equagao de uma hipérbole. Assim, para todos os pontos da curva, o retangulo definido por

suas abscissa e ordenada tém mesma drea: Aapcr = Aakce = Aarpe = k, como Halley observa.

Nio se trata, contudo, de um grafico de pressao por altitude, como se poderia imaginar.
Mas Halley (1687) mostra como dar este passo: a altitude corresponde a soma de todas as
“expansoes do ar”, tomadas “infinitamente pequenas”, desde o nivel do mar, onde a coluna de
mercirio mede 30 polegadas (a abscissa AB, no grafico). Dai porque Halley trata todas ordenadas

por E: nio estd interessado em seus valores, mas nas areas sob a curva.
O leitor moderno ja pode intuir o que seja essa soma de “expansbes de ar” tomadas
. . . . ~ k
“infinitamente pequenas™: a integral definida de uma funcio f: R = R, tal que f(x) = ~> em que

x # 0 é apressio e f(x) é a expansio de ar, no intervalo de x a 30, que vem a ser a medida do

barometro ao nivel do matr:
30k 30
f —dx=k-(In30 —Inx) =k-ln<—>.
X X X

Mas Halley nao tinha a mao as armas do calculo integral, entao nascente. Tinha, por outro
lado, conhecimento da obra de Grégoire de Saint-Vincent (1584-1667), entre outros que estudaram
a quadratura da hipérbole e reconheceram a relagiao de proporcionalidade entre as areas sob a curva
e a diferenca entre logaritmos (HALLEY, 1687; FRISINGER, 1974). Foi o que lhe bastou.

Vejamos como essa nog¢ao se ajusta ao calculo integral.
Aplicando a relagao entre areas e logaritmos a curva de Halley, temos a seguinte propor¢ao:

Apkec _ ApLpc _ Apmrc _ Apnnc _
logAB —logAK logAB —logAL logAB —logAM logAB —log AN

E de modo geral, a area sob a hipérbole entre uma abscissa x ¢ AB pode ser dada por:
A(x) =7 (logAB —logx).

Tomando AB por 30 polegadas (a pressao ao nivel do mar), temos:

30
A(x) =7-(log30 —logx) =1 -log (7>

Passando o logaritmo para a base natural, temos:

30)=T,‘“(3x—0)_

Alx) =r'1°g(7 In10
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E fazendo k = Llo’ chegamos a:

In
30 30k
A(x)=k-ln(7)=f — dx.

X

Mas como determinar a constante de proporcionalidade? Para tanto, Halley toma por
1:10.800 a razao entre as densidades do ar e do mercurio ao nivel do mar. Entdo uma polegada de
mercurio corresponde a uma coluna de ar de 10.800 polegadas, ou 900 pés. Eis a “expansao do ar”
ao nivel do mar, onde a medida do barémetro é 30 polegadas. Entao k = 30 - 900 pés, e assim
pode-se calcular a altitude de um local onde o barometro mede x polegadas da seguinte maneira:

AGx) = 30-900 - 1 (30) AG) = —200 (30)
X = ") YY) = 50144765 OB\ )

A partir dessa “regra”, Halley calcula a seguinte tabela de valores (Figura 6):

Figura 6 - Medidas de pressao, em polegadas (inch) de mercurio; e altitude, em pés (feer).

Fonte: Halley (1687).

Hoje sio conhecidas as discrepancias nos valores encontrados por Halley, erros menores
do que uma polegada de mercario (CREWE, 2003). Halley, ele proéprio, discute possiveis
imprecisoes devidas ndo apenas a natureza das medigoes, mas a certas premissas ligeiras, como a

de que a atmosfera tem temperatura constante.

O tema ¢ um excelente convite a abordagem interdisciplinar. A partir do raciocinio de

Halley, basta isolar a pressao X para chegar a equagdo conhecida como férmula barométrica ou Lei

de Halley: P(z) = Py - e %%, em que P ¢ a pressio, z é a altitude e A uma constante para a

densidade do ar, a gravidade e a pressdo atmosférica no nivel do mar (NUSSENZVEIG, 2018).
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Observamos que os trabalhos de Huygens e Halley nao trazem, explicitamente, as
expressoes algébricas que buscam representar, de modo que a discussdo é quase toda retorica. Mas
do ponto de vista do ensino, o que nos interessa aqui, para além das férmulas, é constatar a

importancia do recurso grafico para descricio e interpretacao de fenémenos diversos.

Uma ideia “mais simples e permanente”

Apesar das iniciativas citadas, foi s6 no final do século XVIII que o tratamento grafico de
dados estatisticos se popularizou. Para Beniger e Robyn (1978), o predominio das listas e tabelas,
em detrimento dos graficos, decorreu da grande influéncia exercida pelos cientistas sociais ligados
a “aritmética politica” inglesa e pelos Statistiker alemaes. Mas no final dos anos 1700 e inicio dos

1800, novas ideias de representagao visual levariam ao triunfo dos graficos sobre as tabelas.

Entre os muitos nomes que desenvolveram estratégias de representacao grafica, o escocés
William Playfair (1759-1823) tem sido considerado o mais influente e inovador. Graficos de barras
e do tipo pizza, por exemplo, sao criagdes suas. Mais do que seus antecessores, Playfair tinha o
proposito explicito de usar representacGes visuais como estratégia de ampla comunicagio e
convencimento, para além do circuito académico. A preocupagao estética é notavel. Para Wainer
(2017), ninguém antes dele construiu diagramas tio belos e ricos em informagdes. Para Lueder

(1817), Playfair estava convencido de que “Estatistica, como a Biblia, é para todos”.

Figura 7 - Balanca comercial do Reino Unido com a América do Norte.
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Fonte: Playfair (1801a).

Tomemos um exemplo da terceira edicao de “Commercial and Political Atlas” (Playfair,
1801a). Para comunicar os dados de exportacbes e importagoes, Playfair traca curvas continuas, a
partir de balangos anuais, usando cores distintas para as importagoes e exportagdes e colorindo
também a area entre as curvas, conforme o saldo seja positivo ou negativo (Figura 7). Os diagramas

tem titulo, moldura, gride, escalas e eixos bem definidos. O resultado é um panorama das
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transacOes economicas de compreensdo quase imediata, dispensando a leitura detalhada da

numeralha que o embasou.

Na introdugao da obra, Playfair (1801a) defende o método grafico da seguinte maneira:
“Conforme o conhecimento aumenta |[...], é cada vez mais desejavel abreviar e facilitar (grifos dele)
os modos de transmitir informagao de uma pessoa a outra e de um individuo a muitos”. Segundo
Playfair, ndo se trata de dar mais acuracia aos dados, mas de passar uma “ideia mais simples e
permanente” por meio da apresentagao de uma figura aos olhos, pois o “olho é o melhor juiz de
proporcoes”. Por meio dos graficos, afirma ser possivel reter em cinco minutos informagdes que,

expressas em uma tabela, levariam dias inteiros de analise.

Praticamente todos os graficos de “Commercial and Political Atlas” seguem o mesmo
formato. A unica excegdo, que aparece apenas na primeira edi¢ao da obra, é o caso da Escdcia, pois
Playfair nao tinha séries temporais completas para representar as transagdes ano a ano.
Engenhosamente, apresentou o que hoje conhecemos como grafico de barras, estratégia que

permite a rapida comparagio entre dados discretos.

O escoces deixou 177 graficos ao longo de 36 anos (COSTIGAN-EAVES e
MACDONALD-ROSS, 1990). Tinha consciéncia de que ja entdo se vivia, na virada do século XIX,
uma época em que se coletavam dados em abundancia e que as pessoas precisavam de incentivos
para absorvé-los (COSTIGAN-EAVES e MACDONALD-ROSS, 1990). Na introdugao de “The
Statistical Breviary”, escreve: “[...] nenhum estudo é menos encantador e mais seco e tedioso que
Estatistica, a nao ser que se ponham a mente e a imaginacao para trabalhar” (PLAYFAIR, 1801b).
Dai a importancia de apelar “aos olhos” para transmitir nogdes de propor¢ao e magnitude. E nessa
obra que aparece o primeiro grafico de setores ou pizza (Figura 8), em que as por¢oes representam

a area do Império Otomano nos continentes africano, asiatico e europeu.

Figura 8 - A “pizza” de Playfair, em reedi¢do de 1805.
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E curioso que, em meio a tantos avancos no campo cientifico, a relevancia do método
grafico tenha sido intuida por um sujeito que nao tinha ligacio com o meio académico. Playfair
exerceu as mais variadas atividades — engenheiro, comerciante, contador, jornalista, inventor,
ourives, entre outras — € atraiu para si uma péssima reputagao. Entre muitos episédios cinzentos
de sua vida, ha um caso explicito de extorsio, acusagiao de roubo de patentes e condenagdes por

difamacado e crime financeiro (SPENCE e WAINER, 1997).

Embora tenha tido a obra reproduzida em outros paises, nao se pode dizer que Playfair
tenha recebido o devido crédito em sua época. Para Funkhouser (1937), sua ma fama pode ter
recaido sobre o trabalho, daf o reconhecimento tardio: “ao condenar o homem, podem da mesma
forma ter condenado sua obra”. Ja Spence e Wainer (1997) especulam que seu carater tenha tido
papel na inovagao: o escocés teria a técnica, a ousadia e o desprezo por convengoes necessarios

para produzir uma obra que desafiava o senso comum.

Um exemplo da ousadia de Playfair e de sua confian¢a no método grafico é “A Letter on
Our Agricultural Distresses, Their Causes and Remedies”. Dirigindo-se aos parlamentares
britanicos, ele propoe uma série de medidas para sanar certa crise agricola a partir de “calculos e
argumentos baseados em FATOS (maitsculas dele)” (PLAYFAIR, 1822). Nesta obra, o escocés
refuta sugestao de regular os salarios por meio do prego do trigo, que atribui ao célebre economista
Adam Smith (1723-1790), “um escritor de grandes habilidades, mas nem sempre certo (e neste

caso, certamente errado)”.

Figura 9 - Salarios e pregos ao longo do tempo.
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Fonte: Playfair (1822).

Para demonstrar seu ponto de vista, Playfair constréi um de seus graficos mais famosos e
mais bonitos. Trata-se de um engenhoso diagrama sobre a evolucdo ao longo de 250 anos dos
precos do trigo e do salario de um “bom trabalhador” (Figura 9). Temos no eixo horizontal a

passagem do tempo, e no vertical, os precos, em shillings. Os salarios sio representados por uma
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curva continua, e o preco do trigo, no mesmo diagrama e na mesma escala, por meio de barras. No

alto, veem-se ainda a identifica¢ao dos reinados e a passagem dos séculos.

O grafico permite relacionar a escalada de pregos e salarios e ainda identificar o contexto
politico. Playfair conclui: “nunca o trigo esteve tiao barato”. De fato, a série do trigo comeg¢a em 40
shillings, atinge um pico de 100 shillings (150% de aumento) e fecha o ciclo pouco abaixo de 55
shillings (37,5%); no mesmo periodo, os salarios passam de 6 a 30 shillings (400% de aumento).
Assim, o ajuste de salarios a cotagdo do trigo nao apenas esmagaria a renda do “bom trabalhador”,

mas também introduziria abruptas oscilagdes.

O trabalho de Playfair ¢ um exemplo do poder de sintese do método grafico. Mas sua leitura
exige aten¢ao, e aqui podemos ver também como uma representacao grafica pode induzir a
interpretaces equivocadas. Isso porque, ao contrario do que Playfair pretende mostrar, a escolha
de barras cheias para o preco do trigo e de uma linha para os salarios, na mesma escala, provoca
um efeito ilusério (COSTIGAN-EAVES e MACDONALD-ROSS, 1990): com picos no limite do
diagrama, a montanha de barras parece soterrar a timida curva dos salarios, podendo passar a falsa

impressao de que o prego do trigo estava de fato muito alto.

A ilusio da escala

Com a disseminacao dos graficos, tornou-se evidente o risco de interpretacoes equivocadas

induzidas por métodos falhos — ou a pura ma fé.

Distorg¢des desse tipo sao o alvo de um saboroso livro langado em 1954, hoje um classico
sobre o assunto: “Como Mentir com Hstatistica” (HUFF, 2016). A obra comec¢a com uma
espirituosa citagio de autoria incerta, frequentemente atribuida ao primeiro-ministro britanico
Benjamin Disraeli (1804-1881): “Existem trés tipos de mentiras: as mentiras, as mentiras deslavadas

e as estatisticas”.

Hulff passeia por diversos exemplos dos riscos na coleta e no tratamento de dados e dedica
um capitulo inteiro ao chamado grafico exagerado, resultado da manipulagao da escala. O truque é
didaticamente desmascarado em um artigo da revista Dun's Review, de 1938, em que o redator
tratou de um diagrama originalmente construido para apoiar a tese de que “a folha de pagamento
do governo aumenta”. Tratava-se de um grafico de linha, tendo a passagem dos meses no eixo
horizontal e o custo da folha na vertical. Contudo, a escala vertical foi restrita a um pequeno
intervalo superior, fazendo um “aumento de 4% parecer superior a 400%” (HUFF, 2016). Ao

tomar a gradagao desde 0, a ilusao se desfaz, conforme a Figura 10.
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Figura 10 - Efeitos da distor¢io da escala vertical.
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|

Fonte: Huff (2010), reproduzido com permissio da editora Intrinseca.

3.1.3 Tarefas
1 (Investigacao). Colha estimativas para a distancia entre duas cidades quaisquer.

a) represente o resultado a maneira do cartégrafo Michael Florent van Langren (Figura
2), ou seja: marque sobre uma linha graduada as diversas estimativas;

b) determine a média, a moda e a mediana dos valores;

c) considere a conveniéncia de agrupar os valores em classes de intervalos;

d) consulte o valor correto e compare com os dados obtidos.

2 (Exercicio). No grafico da Figura 4, feito pelo astrbnomo e matematico Christiaan
Huygens, a curva representa o total de sobreviventes de certa idade, de um total de 100 nascidos.
Por exemplo, o ponto C da figura indica que apenas 16 de 100 pessoas nascidas chegavam aos 36

anos. Analisando o grafico, responda:

a) de cada 100 nascidos, quantas pessoas chegavam a completar 50 anos?

b) de cada 100 nascidos, a metade estaria morta até que idade?

3 (Problema). Considere a funcio de variavel real f(x) =27 000 -In (%), x #0,

adaptada de artigo de Edmond Halley, tal que f(x) ¢ altitude de uma cidade, em pés, sob pressio

atmosférica x, em polegadas de mercurio.

a) suponha uma cidade de altitude y; onde a pressio medida no barometro é x;. Qual
a altitude Y, de outra cidade onde a medida do barometro é o dobro de x4 7
b) suponha uma cidade de altitude Y, onde a pressio medida no barometro ¢ x1. Qual

a pressao X, de outra cidade cuja altitude y, é a metade de y;°?

4 (Exploracao). Tome os dados da tabela produzida por Halley (Figura 0).
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a) considere uma escala apropriada e esboce um grafico de altitude, em pés, por
pressio, em polegadas de mercurio;

b) escolha cinco cidades, pesquise suas altitudes e converta os valores para pés, usando
a seguinte aproximagao 1 pé = 0,3 metro;

c) usando o grafico do item (a), encontre a pressao atmosférica das cinco cidades em

polegadas de mercurio. Converta para centimetros, com 1 polegada = 2,54 cm.

5 (Exploragao). O grafico da Figura 7, de William Playfair, resume as transagdes comerciais
entre a Inglaterra e a América do Norte ao longo do século XVIII. A linha vermelha representa as
exportagoes, e a amarela, as importagdes. A area entre as linhas representa o balango, positivo ou

negativo. Discuta as principais tendéncias, com atengao a queda abrupta nos anos 1770.

3.2 TRIUNFO CIVILIZATORIO

3.2.1 Habilidade

(EM13MAT103) Interpretar e compreender textos cientificos ou divulgados pelas
midias, que empregam unidades de medida de diferentes grandezas e as
conversdes possiveis entre elas, adotadas ou nao pelo Sistema Internacional (SI),
como as de armazenamento e velocidade de transferéncia de dados, ligadas aos
avancos tecnologicos (BRASIL, 2018b).

Revisitamos aqui os esforcos para a padronizacao de unidades de medida no Brasil e no
mundo, em particular o emprego do quilo e do metro. Tratamos também da conveniéncia, no

campo da Astronomia, de unidades alternativas.

3.2.2 Relato
Uma notoria confusao

Celebra-se em 20 de maio o Dia Mundial da Metrologia. Nesta data, em 1875, dezessete
paises — entre eles o Brasil — assinaram em Paris a Convengao do Metro, que criou uma organizagao
internacional permanente, o Bureau International des Poids et Mesures, incumbido de zelar pela
padronizacdo de pesos e medidas. Concretizava-se assim o que a revista inglesa Nature antevira,
dois anos antes, como “um dos maiores triunfos da civilizacio moderna”: a criacio de uma
“linguagem universal” necessaria para expressar quantidades de modo “inteligivel a todos” e
fomentar o intercambio de conhecimento (C., 1873). Para Crease (2013), tratou-se mesmo de um

marco nao apenas da ciéncia, mas da cooperagao internacional e da globalizacao.

A base do tratado de 1875 era o chamado sistema francés: o quilograma e o metro. Ao final
do ano, o acordo foi ratificado. Neste momento, contudo, a monarquia brasileira recuou e decidiu

nao se associar ao Bureau. De qualquer modo, o sistema francés ja vigorava no pafs, por forca de
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Lei Imperial de 1862, que determinou sua adogao “na parte concernente as medidas lineares, de
superficie, capacidade e peso” (BRASIL, 1862). “Nio deixa de haver certa ironia na decisao do
Imperador (d. Pedro II)”, avalia Dias (1998). “Tendo engajado o pais no movimento para adogao

do sistema métrico |[...], recusou-se a nele permanecer no momento de seu real triunfo.”

O metro e o quilo deveriam por fim a barafunda de unidades em vigor. No Brasil Imperial,
por forca das Ordenagoes Filipinas (Figura 11), convivia-se com diversas delas para a mesma
grandeza: vara, covado, dedo (comprimentos); arroba, arratel, on¢a (massa); almude, canada,

quartilho (capacidade), entre outras (PORTUGAL, 1870), todas sujeitas a variagdes regionais.

Figura 11 - Trecho das Ordenacoes Filipinas, discriminando padrées de pesagem conforme a atividade economica.
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Fonte: Portugal (1870), Senado Federal, Biblioteca Digital.

Dado o profundo impacto sobre os costumes, a substitui¢io de unidades de medida exigiria
mais que tratados e decretos. A Lei de 1862 estabelecia um prazo de dez anos para a adogao gradual
do sistema francés. Encerrado o periodo de transicao, infratores estariam sujeitos a penas de prisao
e multa. As escolas foram encarregadas de ensinar os novos padroes, e ao governo caberia organizar
“tabelas comparativas que facilitem a conversio das medidas, devendo as reparticdes publicas

servir-se delas”, segundo o marco legal (BRASIL, 1862).

Tais medidas ndo bastaram para levar a novidade a maioria da populagio brasileira, de
habito rural e baixa escolaridade. E quando o governo decidiu apertar a fiscalizagao, “nao é de se
surpreender que [...] reagOes espoucassem por todo o pais, escoradas na falta de informagdes e na
resisténcia a uma imposicao abrupta e violenta” (MOREIRA e MASSARINI, 1997). A reagao mais
conhecida foi a Revolta do Quebra-Quilos, que eclodiu em 1874 no interior da Paraiba e se alastrou

por outras regides do pais, em particular do Nordeste.
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E claro que nio se deve resumir as turbuléncias dos tltimos anos do Império a uma disputa
entre quilos e ongas. Mas a imposicio dos novos marcos pode ser tomada como fator
desencadeante de conflitos (JOFFILY, 1976), um simbolo de um regime que sé se fazia perceber
por meio de atos de for¢a, da cobranca de taxas e do recrutamento militar: “Os novos pesos, para
esse povo, simbolizavam o aumento dos impostos, a tirania do governo, e por isto fez convergir
para eles o seu 6dio” (JOFFILY, 1892). Centenas foram presos e submetidos a tortura conhecida

como colete de couro.

O sistema francés prevaleceu, mas nao chegou a varrer as demais unidades que deveria
substituir, especialmente no campo. Oito décadas depois, relatério do Servico de Estatistica da
Produgio apontava que ainda era “notoria a confusio reinante em todo o pafs” (BRASIL, 1948).
Ao investigar as unidades agrarias em uso, os pesquisadores constaram “quase nenhuma alteracao
[...] nos antigos habitos [...], notadamente nos meios rurais, por falta de propaganda adequada e
instrucdo conveniente”. Foram entdo identificadas 143 unidades alheias ao sistema métrico:
alqueires (Figura 12), celamins, geiras, lotes, tercas, quartas, quarteirdes, sesmarias e tarefas. Muitas
variavam de regido para regiao, como o alqueire (16 tipos) e a tarefa (13 tipos). Quase todas

derivavam da antiga braga e varias nunca caifram em desuso.

Figura 12 - Variagbes regionais do alqueire, em relatério dos anos 1940.

Estados em que TABELAS
NOME DIMENSOES Equlvalbolas | it 3 utilzagio |DE CONVERSKO
(Bragas ou melros) | em heclates | aproviaturas) | (N2 da tabela)
A

Alqueire...... v earannrenns 50 50br 1,2100 | 8P, MG 20
Alqusire........... i ] 50X 78br 18160 | Mt, MG 23
Alqueire (paalista) 50 % 100 br 2,4200 | Ma, ES, RJ, 8P, Pn

SC, RS, Mt, Go,

MG 24
Aluele., 1o 0n il Ao 2,6620 | MG 25
AlqUeire.. . .v oo ineananins 75% 175br 2,7225 | Am, Pa, Ma, Cé, Pe,

Al, Ba, ES, RJ,

SP, Pn, 8C, RS,

Mt, Go, MG 26
7T e S 753 80br 2,0040 | MG b
Alqueire.... 79% 79br 3,0206 | MG 28
Alqueire. ... 80X 80br 3,0076 | ES, SP, MG. 29
Alqueire. e 3,3880 | MG 30
Alqueire..... ciee 1100 br 3,6300 | RJ, MG 3
Alqueire (mineiro)........... 100 X 100 br 4,8400 | Ae, RN, Ba, IS, RJ,

SP, 8C, RS, Mt,

Go, MG 32
LA T R 6,0500 | MG 33
Alqueire 100 3¢ 150 br 7,2600 | MG 34
Alqueire i 87725 | MG 35
Alqueire. ... veen | 1003 200 br §,6800 | Mt, MG 36
Algnal. ool L s 200 200 br 19,3600 | Ba, Go, MG. 37

Fonte: Brasil (1948).

Um peso, uma medida

O metro e o quilo sairam ambos da Revolucao Francesa, amarrados a parametros naturais.

O metro equivalia a 1/10.000.000 da distancia do Polo Norte ao Equadot, passando por Paris
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(BORDA ¢t al., 1791). O grama vinha amarrado ao sistema métrico: a massa de 1 cm?® de 4gua no
ponto de congelamento (JAUBERT, 1795). Em tese, sdo defini¢oes exatas. Na pratica, estdo
sujeitas as imprecisoes intrinsecas a qualquer medi¢ao, em particular do acidentado meridiano que
passa por Paris. Nao surpreende que as unidades tenham sido logo redefinidas com base em

protétipos: uma barra e uma peca de metal, que podiam ser replicadas e expostas a populagao.

A padronizagao atendia ao desejo expressamente manifestado pelos franceses nos célebres
Cahiers de Doléances, espécie de consulta aos siditos ordenada em janeiro de 1789 pelo rei Luis
XVI, meses antes da Queda da Bastilha, marco inaugural da revolugdao. Nestes “cadernos de
queixas”, franceses de todas as partes puderam registrar suas reclamagdes, sugestoes e pedidos
sobre os mais variados assuntos, o que Alexis de Tocqueville (1835-1859) chamou de testamento
da velha sociedade francesa. Mais de 700 reclamagdes versavam sobre o caos de pesos e medidas
em vigor (KULA e SZRETER, 1986). Uma delas passou a historia por seu poder de sintese: “um

rei, uma lei, um peso e uma medida”.

A histéria do metro e do quilo é bastante tumultuada, 2 maneira da prépria Revolugao
Francesa. Para além da praticidade, a defini¢ao de novas unidades ganhara contorno politico: livrar-
se do entulho do velho regime. Em meio a radicalizagao, alguns cientistas envolvidos na busca por
“um peso, uma medida” chegaram a ser presos e pelo menos um deles, Antoine Lavoisier, foi
guilhotinado. Mas entre avanc¢os e recuos, as novas unidades se estabeleceram, e nao apenas na
Franca. Ao longo do século XIX, réplicas dos protétipos levaram o sistema francés a outros paises.
D. Pedro II encomendou uma delas para o Brasil no inicio de 1873 (PETITJEAN, 1996). A peca
foi entregue no inicio dos 1880, remetido ao Arquivo Publico Imperial e de 14 transferido, pouco
antes da proclamacao da Republica, a Casa da Moeda. Em 1907, comunicou-se o roubo do metro

padrio brasileiro, sem que haja registro de iniciativas para recupera-lo (DIAS, 1998).

Defini¢des a prova de cataclisma

Por mais cuidadosamente que sejam armazenados, os padrdes de metro e quilo se sujeitam
a variagoes. Uma verificagao feita entre 1988 e 1992 mostrou diferencas de dezenas de microgramas
entre o prototipo do quilo e suas seis copias oficiais. Na comparagao com as réplicas espalhadas
pelo mundo, a diferenca era ainda maior. O padrao brasileiro do quilo, entregue ao pais em 1983,

tinha 135 microgramas a mais (GIRARD, 1994).

A necessidade de calibracio periddica seria contornada com a redefinicao das unidades a
partir de constantes naturais, uma antiga ambicao de cientistas. Como expressou o fisico e politico
francés Francois Arago (1786-1853), era preciso dar ao mundo um padrao universal, invariavel,

capaz de ser reproduzido “mesmo que terremotos e cataclismas virassem nosso planeta e
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destruissem os prototipos” (ARAGO, 1865). Em artigo nao assinado, a revista Nature (1883)
colocou a questio da seguinte maneira: a ciéncia deixara de se contentar com aproximacoes,
exigindo exatidio em todos os campos, e para tanto o Bureau International des Poids et Mesures
deve fornecer niao apenas padroes de medida, mas um grande numero de constantes fisicas

determinadas com o “maior cuidado”.

E assim se fez. Conforme o consenso da 14* Conferéncia Geral Sobre Pesos e Medidas, de
1971, sao sete as grandezas fundamentais: tempo (segundo), comprimento (metro), massa
(quilograma), corrente elétrica (Ampere), temperatura termodinamica (Kelvin), quantidade de
substancia (mol) e intensidade luminosa (candela) (HALLIDAY e a/. 2013). Elas compdem o
Sistema Internacional de Unidades (SI). Todas foram definidas ou redefinidas com base em
constantes naturais, fixadas com exatidao, um processo que sé se completou em 2019. A literatura
sobre cada uma delas é vastissima. Limitamo-nos aqui a comparar as defini¢ées histéricas de

segundo, metro e quilo as que hoje vigoram, segundo as balizas do Bureau (BIPM, 2019).

a) Tempo (segundo)

Idade Média: : parte de um dia (THORNDIKE, 1929).
86 400

1 —
24-60-60

1

1956: ——————— parte do ano tropical (o intervalo entre duas passagens consecutivas
31556 925,9747

do Sol pelo equindcio de primavera) de 1900.

1967: para a nova defini¢ao do segundo, toma-se a frequéncia da transicao entre dois niveis
hiperfinos do estado fundamental do atomo de césio 133 nao perturbado, fixada em
9192631770 s~ 1. Assim, um segundo ¢ a duracio de 9 192 631 770 periodos da radiacio

correspondente a transi¢ao do elemento em tais condigdes (PIRES, 2019).

b) Comprimento (metro)

1791: Wloooo parte da distancia do Polo Norte ao Equador (Figura 13), passando por

Paris (BORDA ¢t al., 1791).
1799: o comprimento de uma certa barra de metal depositada na Franca.

1927: a distancia entre duas linhas marcadas na barra de platina-iridio declarada como
protétipo do metro sob as seguintes condi¢oes: temperatura de 0 C°, pressiao atmosférica padrao e
suportada por dois cilindros de pelo menos um centimetro de diametro, simetricamente dispostos

no mesmo plano horizontal, separados por uma distancia de 571mm (DIAS, 1998).
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1983: a defini¢io do metro passa a ter por base a velocidade da luz no vacuo ¢, fixada em

299 792 458 m/s, e a definicdo ja dada de segundo. Assim, o metro vale pela distancia percortida

pela luz durante um intervalo de 1/299 792 458 segundo (PRICE, 1986).
c) Massa (quilograma)
1795: a massa de 1000 cm? de agua no ponto de congelamento.
1889: a massa de uma certa pega de platina e iridio depositada na Franca.

2019: a nova defini¢iao de quilograma se baseia na constante de Planck, fixada em h =

6,62607015 <&

, e nas defini¢des ja dadas de metro e segundo (WOOD e BETTIN 2019).

S

Figura 13 - Defini¢oes de metro, are (100 m?), stere (1 m?), litro (1 dm®) e grama, em decreto de 1795.

M:itre. La mesure “de’ longueut' &galt 3 la dix millioniéme
partie de l'arc du_méridien terrestre_compiis entre’ le pole boréal
et Péquatenr.

Areo La mesure 'de’ superficic pour‘lés” refreifis’y édalela"um
quarré de dix métres de coté.

Stere L2 mesure destinée particulidrement aux bois déchauffige,
et qui sera égale au metre cube.

Litre. Ly mestre deveapacitd);~rant “pour les liquidesique pbur
des ‘maticres sdchesy dont -lagontenance 'sera celle 'da cube dé
la dixiéwe partié’du  métre. ' ,

Gramme.. Le poids absolu d’unvelume “d’ean pure, égal an
cube de la céntiéme partie du métre3 e’ i Ja températute dela
glace fendance.

Fonte: Convention nationale, Bibliotheque nationale de France (BnF), F-32559,
https://gallica.bnf.fr/ark: /12148 /bpt6k9677493d/ 2.

Universo alternativo

Uma importante vantagem do sistema introduzido pelos franceses ¢ a previsao de maltiplos
e submultiplos de cada unidade. A mera justaposicio de prefixos (deca/deci, hecto/centi,
quilo/mili, entre outros) basta para adequar a unidade a escala apropriada. Nos demais sistemas,
empregam-se termos distintos para a mesma grandeza. Por exemplo, segundo as Ordenagdes
Filipinas, em vigor no Brasil até o século XIX, massa podia ser medida em: quintal, arroba (1/4 do

quintal), arratel (1/32 da arroba), marco (1/2 arratel), onca (1/8 do marco) e grio (1/576 da onca).

Ha, contudo, situagdes em que o sistema métrico é preterido em favor de unidades que
guardam um significado mais préximo do objeto medido ou do processo de medi¢ao. E o caso do
eletronvolt, que equivale a energia ganha por um elétron acelerado por uma diferenca de potencial

elétrico de um volt, no vacuo. E, especialmente, o caso das medi¢Ges astronomicas.

No SI, a distincia aproximada da Terra ao Sol é de 1,5-10 m. Na tradicio da

Astronomia, contudo, toma-se essa distancia como uma unidade — a chamada unidade astrondémica


https://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k9677493d/f2
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(u.a.). Convengao de 2003 estabelece que seu valor seja 149 597 870 691 metros, com 6 metros de
incerteza (PETIT e MCCARTHY, 2004). Mais recentemente, a International Astronomical Union

recomendou que se tome o valor exato de 149 597 870 700 metros (2012).

Por meio dessa unidade, certas medidas literalmente astronomicas podem ser mais
facilmente concebidas. No sistema métrico, a distancia de Jupiter ao Sol é de cerca de 778 milhdes

de quilémetros. Em unidades astronomicas, sao 5,2, ou seja, 5,2 vezes a distancia da Terra ao Sol.

Para corpos além do Sistema Solar, os astronomos tém a mao uma unidade ainda mais

conveniente, o parsec. Trata-se da medida do cateto adjacente a um angulo de um segundo

(m rad) de um triangulo retangulo cujo cateto oposto mede 1 unidade astronomica, o que

resulta em cerca de 3,110 m. A descricio parece obtusa, mas na verdade se ajusta bem ao
conhecido método de afericdo de distancias por meio da paralaxe — dai a expressao parsec,

amalgama dos termos paralaxe e segundo.

Paralaxe designa o aparente deslocamento de um objeto quando se muda o ponto de
observacao. Dada uma estrela qualquer, pode-se imaginar um certo triangulo retangulo cujos
vértices sejam o Sol, a Terra e a propria estrela, tendo por catetos os lados Terra-Sol e Sol-estrela,

conforme a Figura 14 (fora de escala):

Figura 14 - O triangulo Sol-Terra-estrela.
Terra
1 u.a.

Sol ¢ FEstrela
d

Fonte: do autot.
Observagoes feitas em diferentes momentos do ano permitem deduzir o angulo de paralaxe
P, oposto ao cateto Terra-Sol. Assumindo que a distancia da Terra ao Sol seja de 1 unidade

astronomica, temos que a distancia d da estrela ao Sol é deduzida a partir da no¢ao de tangente:

1u.a. d 1u.a.
= =
d tan P

tanP =

Mas P é um angulo muito pequeno: nenhuma estrela tem paralaxe maior que 0,7723
(BEECH, 2008). Assim, pode-se tomar a aproxima¢ao tanP = P, e a distancia buscada ¢
simplesmente o inverso do angulo de paralaxe:

_1u.a.
==
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O parsec tem a mesma ordem de grandeza de uma unidade mais antiga e muito mais
famosa: o ano-luz, a distancia que a luz percorre no vacuo em um ano juliano (365,25 dias). O uso
da velocidade da luz como baliza aparece na literatura em 1838 no calculo da distancia da estrela
61 Cygni, estimada em 657 700 unidades astronomicas, o que equivale a distancia que “a luz leva

10,3 anos para percorrer” (BESSEL, 1838).

Em seu manual de estilo, a International Astronomical Union reconhece o metro, o parsec
e a unidade astronomica como unidades de medida, mas nio o ano-luz (cerca de 3,3 parsecs). A

entidade relega o ano-luz a divulgacio cientifica (“exposi¢cdes populares de astronomia”) ou a mera

indicagdo de distancias (WILKINS, 1988).

3.2.3 Tarefas

1 (Exploragao). As Ordenagoes Filipinas, antigo marco legal portugués, podem ser
acessadas em <https://www2.senado.leg.br/bdsf/handle/id/242733>, em edicio de 1870.
Consulte o Titulo XVIII do Primeiro Livro, que trata dos pesos e medidas que vigoraram tanto em
Portugal como no Brasil. Utilize uma planilha para relacionar os diferentes padroes de pesos e
medidas impostos as diversas profissdes e pesquise meios de converté-los para o sistema métrico.

Discuta vantagens e desvantagens dos diferentes sistemas de unidades.

2 (Exercicio). Engenheiro, politico e diplomata, Candido Batista de Oliveira (1801-1865)
foi o primeiro entusiasta do sistema métrico no Brasil. Em seu “Compendio de arithmetica” (1832),
dedicou um apéndice a metrologia e aproveitou para divulgar o chamado sistema francés, baseado

no quilo e no metro, destacando sua “perfeicao sobre todos os sistemas conhecidos” (Figura 15).

Figura 15 - Defini¢Ges do “sistema francés” no Brasil Imperial.

Myria  10.000 Unidades Fundamentaes.
< |Kilo 1.000 de de de de
s
£ [Heto 100 | comprimento superlicie espacidade peso
2 [ Deca 10
[t} Merro. Aro. Litro. Granno.
3 —
Unidade ele- | O quadrado | O cubo da A millessima
Deci 0.1 | mentar —de- | formado o | decima parte | parte do pezo
; > | cima millio-"| bre dez me- | do metro. (:? ;gul :l:':
A ) e 2
3 |Centi. 0,01 ncﬂs‘x’ma par- | trom t;:h .no g
B te o com-
< illi i na tempera-
f o P”mf"lﬁ' c‘il:) I:u dc}+4
g qunrto - -
< comferenciag gm;sm.cemn
7 do weridiano gra
terrestie.

Fonte: Oliveira (1832), Biblioteca Brasiliana Guita e José Mindlin, PRCEU/USP.
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a) dada a defini¢ao de “aro” (are) e do multiplo “heto” (hecta), calcule quantos metros
quadrados tem um hectare;

b) dada a definicao de metro, calcule o raio e a circunferéncia da Terra.

3 (Problema). Ao usar a velocidade da luz como parametro para distancias, o astronomo
alemao Friedrich Bessel calculou que a luz levaria 10,3 anos para percorrer 657 700 unidades

astronomicas (u.a.), a distancia da estrela 61 Cygni.

a) converta a distancia em metros e expresse a medida em notagao cientifica, com duas
casas decimais. Considere 1 u.a. o equivalente a 149 597 870 700 metros;

b) calcule a velocidade da luz em metros por segundo. Considere 1 ano equivalente a
365,25 dias. Compare o resultado com o valor da velocidade da luz fixado em 1983:

299 792 458 m/s.

4 (Investigagao). Ainda hoje convivemos com unidades de medida alheias ao Sistema
Universal. Um exemplo cotidiano é a unidade de pressio libra-for¢a por polegada quadrada, que

se usa na calibragem de pneus.

a) sabendo que 1 libra-forca (Ibf) vale 4,448 N (Newton) e uma polegada (pol) é o
mesmo que 2,54 cm, converta 30 1bf/pol? para a unidade de pressio Pa (Pascal),
emque 1 Pa=1N/m?%

b) discuta as implica¢des de uma eventual substituicio do sistema lbn/pol? por Pa.

33 OBRA FIRME, UTIL E BELA

3.3.1 Habilidade

(EM13MAT201) Propor ou participar de a¢des adequadas as demandas da regido,
preferencialmente para sua comunidade, envolvendo medicbes e calculos de
perimetro, de drea, de volume, de capacidade ou de massa (BRASIL, 2018b).

Abordamos aqui o mais antigo manual de construcao de que se tem registro, os “Dez Livros
de Arquitetura”, de Vitravio (c. 85-20 a.C.), com especial atencao as aplicagdes matematicas, as

ilustragoes da obra e as mencdes a Platao (428-348 a.C.) e Pitagoras (c. 580-500 a.C.).

3.3.2 Relato
Simetria e proporgao

De toda a Antiguidade, um tunico tratado sobre construciao e arquitetura sobreviveu a
passagem dos séculos (CUOMO, 2016). Sao os “Dez Livros de Arquitetura” do engenheiro militar

Marcos Vitravio Polido (c. 85-20 a.C.), escrito em latim.
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A obra cobre diversos aspectos da construgao de uma cidade e suas edifica¢des, como a
escolha do terreno e seus limites murados; as habitagoes e os prédios publicos; templos, teatros,

banhos e prisao; questdes de defesa e saneamento; técnicas, instrumentos e materiais de construcao

e decoragao (VITRUVIUS, 1914).

Vitravio advoga no inicio do primeiro livro que o arquiteto deve ter ampla formagao, de
modo a conhecer Geometria, Aritmética, Histéria, Filosofia, Musica, Medicina e Astronomia, entre

outras disciplinas. E assim o tratado aborda elementos de todos estes campos do conhecimento.

Construcoes devem ser a um s6 tempo firmes, uteis e belas, defende o engenheiro. Para
que sejam belas, em particular, deve-se observar o principio da simetria, no seguinte sentido: “um
acordo uniforme entre os membros de uma mesma obra, e uma correspondéncia de cada uma delas
em separado a obra inteira”, segundo tradugido para o portugués de Stumpp (2013). E a simetria,
explica Vitravio, deriva da proporgio, neste sentido: “A propor¢ao consiste em tomar um modulo
fixo, em cada caso, tanto para as partes do edificio como para o todo”. Ou seja, trata-se de guardar

a comensurabilidade dos elementos da obra, segundo um padrio razoavel de medida.

Ao esmiugar o principio da simetria, Vitravio faz uma famosa comparag¢ao entre uma obra
arquitetonica e o corpo humano, cujas partes, acredita, também estio em perfeito “acordo” entre
si e com o todo: do queixo ao topo da testa, a medida deve ser 1/10 da altura; do queixo as narinas,
1/3 da face; o pé é 1/6 da altura; o antebraco, 1/4; etc. A passagem inspiraria o renascentista

Leonardo da Vinci (1452-1519) na criacao do célebre “O Homem Vitruviano”.

Figura 16 - Ilustracio das propor¢oes do corpo humano dos “Dez Livros de Arquitetura”.

T S e G v BT
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Fonte: Barbaro (1567), HathiTrust Digital Library.
Frutos para todas as nagoes
Os “Dez Livros de Arquitetura” nio podem ser lidos como um tratado de Matematica,
claro. Mas sao muitas as passagens que tocam procedimentos e conceitos matematicos. Logo no
inicio, por exemplo, Vitravio faz recomendagoes para, com régua e compasso, determinar a

orientacao das ruas da cidade de modo a nao fazé-las coincidir com a direcao dos ventos que a
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tradicdo classica associa aos pontos cardeais e colaterais. O engenheiro achava “ventos frios

desagradaveis, ventos quentes enervantes, ventos umidos insalubres” (VITRUVIUS, 1914).

Vitravio achou por bem ilustrar esta passagem sobre ventos e ruas. F curioso que das
poucas dez imagens da obra original, todas desaparecidas (MILLETTE, 1999), duas tenham sido
dedicadas a esse assunto aparentemente menor. E quase nenhuma ilustrava as detalhadas descricoes
de elementos arquitetonicos. Mas em 1511 os “Dez Livros de Arquitetura” ganhariam uma nova
edicio com nada menos que 1306 ilustragoes, que fez da obra de Vitrivio uma das mais influentes
do século XVI (ROWLAND, 2011). Embora nio tenham sido planejadas por Vitravio, as novas
figuras, muitas em perspectiva, ajudam bastante na compreensao dos “Dez Livros”. Essa edi¢ao
esta disponivel on-line, mas nao conseguimos nos certificar do direito de reprodugiao de suas
imagens. Fiamo-nos aqui nas ilustracdes de uma versao lancada pouco depois (BARBARO, 1567),
de dominio publico, comentada pelo arquiteto Daniele Barbaro (1514-1570), cujas ilustrages tém

a reputacao de serem ainda mais precisas (Figuras 16, 17 e 19).

Das poucas ilustragdes previstas originalmente por Vitravio, algumas tratavam de
propriedades geométricas, em passagens elogiosas aos gregos Platao (428-348 a.C.) e Pitagoras (c.
580-500 a.C.). Vitravio estranhava que o prestigio de atletas na Antiga Grécia superasse o de

ensadores cujas contribui¢oes servem a “todas as nagoes”. ue significa para a humanidade
p d j tribuic “tod ¢oes”. “O q gnifica p h dad
que Milon de Crotona e outros fossem invenciveis? Nada [...]”, argumenta. “Mas as doutrinas de
Pitagoras, Democrito, Platio e Aristoteles e outros eruditos [...| rendem frutos ndo apenas para

seus conterraneos, mas para todas as nagoes” (VITRUVIUS, 1914).

Figura 17 - A duplica¢do do quadrado.

Fonte: Barbaro (1567), HathiTrust Digital Library.

O primeiro desses frutos Vitravio atribui a Platao: a duplica¢ao do quadrado (Figura 17).
O engenheiro toma por exemplo uma regido de 10 por 10 pés e afirma nao ser possivel calcular
“por meio da aritmética” o lado de um quadrado cuja area seja o dobro. Sua demonstra¢ao se limita
a apontar que o quadrado de 14 ¢ 196, aquém de 200; e o de 15 é 225, além de 200. Mas ¢ possivel,

observa, tomar a diagonal (ad na Figura 17) como lado do quadrado cuja drea é exatamente 200.
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Vitravio nao se demora nesta passagem, mas vale a pena fazé-lo. A duplicagao do quadrado
¢ tratada por Platdo em um de seus mais interessantes “Didlogos”, “Ménon”. Nele, Socrates e o
amigo Ménon discorrem sobre a natureza da virtude. “E coisa que se ensina?”, pergunta Ménon,
no inicio da conversa (PLATAO, 2001, com tradugio para o portugués de Maura Iglésias). Socrates
val tentar demonstrar que o aprendizado ndo se da por “transmissao”, mas por “rememoragao”.
Para tanto, pede a Ménon que chame um de seus escravos, a quem fard uma série de perguntas, até

que este “rememore” o conhecimento que ja carregava em sua “alma”.

O filésofo primeiro deixa o menino pensar que um quadrado de lado duas vezes maior que
outro quadrado terd uma superficie duas vezes maior, o que obviamente ¢ falso. Sécrates entao
rabisca na areia quatro quadrados (ABCD, BEKC,CKFL e DCLG na Figura 18), cada um de lado
igual a 2 pés (e area igual a 4 pés quadrados), compondo um grande quadrado de lado igual a 4 pés
(e area de 16 pés quadrados), e o escravo entao reconhece o erro: o quadrado de lado 4 pés
comporta a superficie de quatro quadrados de lados iguais a 2 pés: “Por Zeus!”. O filésofo
generaliza: “Logo, menino, a partir da linha que é o dobro nao se forma uma superficie que é o
dobro, mas sim que ¢ o quadruplo”. Simbolicamente: se A = 12 ¢ a area de um quadrado de lado

L, entio a drea de um quadrado de lado 21 sera (21)% = 41% = 4A.

Figura 18 - A duplicagio do quadrado.
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Fonte: do autor, baseado em Platio (2001).

Mas falta achar a area que seja o dobro do quadrado cujo lado mede 2 pés. O escravo logo
entende que o lado do quadrado buscado sera maior que 2 pés e menor que 4 pés. Agarrado a
nogao grega de que numero (arithmds) é apenas o que hoje chamamos nimero natural, o menino
supoe que o lado buscado meca 3 pés. Instigado pelo filésofo, o menino percebe o erro: fossem 3
pés, a area seria o quadrado de 3, portanto 9, que é mais que o dobro de 4 (AHIJ na Figura 18).
Socrates leva entdo o escravo a identificar na linha “que os sofistas chamam de diagonal” o lado de
um quadrado de area igual a 8 (BKLD, na figura). Geometricamente, é claro para o garoto que este

novo quadrado, feito de quatro metades de quadrados de drea igual a 4 (os triangulos BCD, BCK,
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KCL e LCD), tem de fato area igual a 8. Porém, a construgio engenhosamente dribla a questao de
definir, afinal, quando mede a diagonal, que toca um ponto sensivel da matematica grega, a dos

numeros incomensuraveis — ou seja, os irracionais.

Roque (2012) toma esta passagem da obra de Platdo para “enfatizar que uma das
consequéncias mais importantes da descoberta dos incomensuraveis é a separagao do universo das

grandezas do universo dos numeros”, diz. “Se nao sabemos calcular, resta-nos mostrar.”

Para o estudante do Ensino Médio, a duplicagdo do quadrado ndo deve oferecer maiores

dificuldades — tanto para “calcular” como para “mostrar”. Seja A = 1% a irea de um quadrado de

lado 1, entio VA = 1. O dobro de sua 4rea é 24, e seu lado deve ser V2A =2 - VA =2 L.

Seja agora d a diagonal do quadrado original. Temos pelo Teorema de Pitigoras que d? = [ +

1?2 =212, portanto d = V21, que ¢ justamente o lado do quadrado duplicado.

O teorema e a ilusio

Depois de Platio, é a vez de Vitravio lembrar Pitagoras. E um registro importante, um dos
mais antigos a atribuir ao sabio de Samos o famoso teorema que acabamos de usar (HAHN, 2017
ZHMUD, 1989), segundo o qual o quadrado da hipotenusa de um triangulo retangulo equivale a

soma dos quadrados dos demais lados.

Muito ja se escreveu sobre Pitagoras e, de certo modo, pouco se sabe. Que existiu, fez fama
e deixou discipulos, pode-se aceitar, posto que sao muitas as referéncias a ele em seu tempo e logo
apos, nas obras de Herédoto e Heraclito, por exemplo (HODGKIN, 2005). Mas para Burkert
(1972), a tradigao de retratar Pitagoras como um filésofo e um cientista, do ponto de vista historico,
¢ um erro. Nenhuma descoberta pode ser seguramente atribuida a ele, em particular a relacdo entre

lados do triangulo retangulo, de que babilonios e outros povos ja tinham conhecimento.

Pitagoras teve a vida contada por diversos autores da Antiguidade, desde Aristoteles, em
obra perdida. As biografias de maior folego datam todas dos primeiros séculos da Era Comum,
devidas a Didgenes Laércio (200-250), Porfirio de Tiro (234-305) e Jamblico (245-325) — muito

posteriores, portanto, a obra de Vitruvio.

Seus bidgrafos lhe atribuem as mais diversas e fantasiosas facanhas. Jamblico, por exemplo,
escreve que Pitagoras foi enviado a Terra diretamente por Apolo, a quem servira como assistente.
Tinha o poder de prever terremotos, prevenir pragas ¢ furacoes e acalmar os mares. Certa feita, ao
atravessar o Nessus, foi cumprimentado pelo préprio rio e num mesmo dia, foi visto

simultaneamente em duas cidades (GUTHRIE, 1987).
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Segundo Porfirio, Pitigoras era tdo persuasivo que exercia influéncia até sobre os animais.
Certa vez, fez um urso jurar nunca mais perturbar a vizinhanga, e o animal nunca mais foi visto.
De outra, fez uma aguia descer até seu encontro, para que pudesse acaricia-la. Diante de pescadores,

determinou o exato nimero de peixes em suas redes (GUTHRIE, 1987).

Menos do que contar sua historia, Porfirio e Jamblico tém a clara intengao de glorificar
Pitagoras e o pitagorismo. O retrato que emerge nao ¢ o de um matematico ou filésofo, mas de

um guia espiritual, um mentor e um milagreiro obcecado por nimeros e rituais.

A biografia de Didgenes se distancia dessa agenda. HA mengOes a passagens satiricas e
criticas, como esta, atribuida a Timon de Fliunte (c. 320-230 a.C.): Pitagoras “tende a usar
encantamentos para cagar homens, cheio de palavras majestosas”; e esta, que Didgenes atribui a
Cratino (519-422 a.C.): seus discipulos “tém o costume, se alguma vez encontram alguém
inexperiente, de fazer-lhe um exame completo da for¢a de seus raciocinios, confundindo-o e
arrasando-o com argumentos, defini¢Ges, antiteses, equagoes e grandezas, com grande exibigao de

inteligéncia” (CORNELLI, 2013).

Diferente de Porfirio e Jamblico, Didgenes se ocupa do famoso teorema atribuido a
Pitagoras. Para tanto, cita Apolodorus, o calculista, segundo quem Pitagoras ofereceu bois em
sacrificio aos deuses ao encontrar a “famosa figura” e estabelecer que o quadrado da hipotenusa

equivale aos quadrados dos lados que contém o angulo reto (LAERTIUS, 1972).

Nao se conhece a obra desse Apolodorus, o Calculista, que teria vivido no século IV. a.C.
Mas a mesma histéria do sacrificio apareceria em outros trabalhos. O mais antigo que chegou até
os dias de hoje ¢ “De Natura Deorum”, de Cicero (106-43 a.C.), de 45 a.C. — alguns anos antes dos
“Dez Livros de Arquitetura”; portanto. Mas Cicero nao detalha o teorema. Alids, nem cuida de
identifica-lo, limitando-se a mencionar a imolagao dos animais em razao de “alguma” nova

descoberta em Geometria feita por Pitagoras (CICERO, 1896).

Ja Vitravio, em seus “Dez Livros de Arquitetura”, ndo apenas detalha a descoberta, como
mostra algumas de suas aplicaces. Por meio do teorema, afirma, pode-se garantir a constru¢ao de
angulos retos com exatiddo que carpinteiros raramente e a muito custo alcangam. Basta tomar trés
réguas, uma de 3, outra de 4 e outra de 5 pés, e com elas formar um triangulo, ensina. Seu angulo
maior ¢ reto, e a area do quadrado construido a partir do lado maior ¢ a soma dos quadrados

construidos sobre os demais lados, informa, sem demonstrat.

O teorema atribuido a Pitagoras tem uma importante aplicacao na construcao de escadas,

exemplifica Vitravio, pois garante o correto nivelamento dos degraus. Além disso, o terno 3-4-5
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da a propor¢ao recomendada para as dimensoes da obra. Basta dividir a altura do andar em trés

partes e usar quatro delas para base da constru¢ao, conforme a Figura 19.

Figura 19 - O Teorema de Pitdgoras e sua aplicagdo na construcio de escadas.

Fonte: Barbaro (1567), HathiTrust Digital Library.

Ao longo dos séculos, outros autores ajudariam a fixar a reputacao de Pitigoras como
matematico, entre eles Proclo (411-485 d.C.), em seu comentario sobre “Os Elementos”, de
Euclides, ja mencionado. Segundo resume o filésofo, baseando-se provavelmente nas obras de
Eudemo e Jamblico, foi Tales de Mileto (625-547 a.C.) quem introduziu a Geometria na Grécia,
apos viagem ao Egito; um certo Mamercus aplicou-se a disciplina e adquiriu reputagio — embora
hoje nao se saiba mais quem tenha sido; e logo depois veio Pitagoras, que “transformou a filosofia
matematica em uma forma de educacio liberal [...], investigando seus teoremas de uma maneira

imaterial e intelectual” e “descobriu a doutrina das propor¢des” (MORROW, 1970).

Nos anos 1900, a atribui¢ao do teorema a Pitagoras seria contestada, e nao raro descartada,
sob influéncia da detalhada investigacao empreendida por Burkert (1972). Mas a questao nao parece
pacificada, como tantas outras controvérsias da Histéria da Matematica. E uma “ilusio
imperdoavel” esperar que se resolva a questio pitagorica, diz Zhmud (2012), que defende a
reputagao de Pitagoras como matematico: “Se foi ensinado por sacerdotes egipcios ou por
Ferécides de Siro; se estudou filosofia e ciéncia; se houve algum texto que ele mesmo escreveu; se

havia entre seus alunos matematicos e filésofos; tudo isso continua aberto a debate”.

3.3.3 Tarefas

1 (Exploragao). Nesta atividade, vamos comparar as propor¢oes do “Homem Vitruviano”

as de um grupo de pessoas.

a) tome, primeiramente, os seguintes dados de um grupo de pessoas: idade (i); sexo
(s); altura (h); envergadura dos bracos (b); largura maxima dos ombros (0); medida
do queixo ao topo da testa (q); e comprimento do pé (p);

b) com auxilio de planilhas eletronicas, tabele as informacdes e obtenha as seguintes

razbes b/h; o/h; q/h; p/h. Obtenha a média das razdes, por idade e sexo;
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c) discuta os resultados em compara¢ao com as propor¢oes ideais do “Homem
Vitruviano™: a longitude dos bragos estendidos de um homem ¢ igual a sua altura;
a largura maxima dos ombros é um quarto da altura; a distancia entre a raiz do
cabelo e o queixo é um décimo da altura; o pé é um sexto da altura. Faz sentido

estabelecer um padrao ideal de medidas?

2 (Exploracao). Nos “Dez livros de Arquitetura”, o engenheiro romano Vitravio tece
recomendagOes sobre a dire¢do das ruas de uma cidade (Figura 20). Parte da premissa de que os
13 : ~ 2 : ~ z : ~ ” ’

ventos frios sao desagradaveis, ventos quentes sao enervantes, ventos umidos sao insalubres”, dai
a Importancia de evitar que as ruas se alinhem aos oito ventos que a tradi¢do classica relaciona aos

pontos cardeais (Norte, Sul, Leste e Oeste) e colaterais (Nordeste, Sudeste, Noroeste, Sudoeste).

Figura 20 - A dire¢do dos ventos, indicada por letras, e das ruas.

Fonte: Barbaro (1567), HathiTrust Digital Library.

Ha uma série de objecbes que se podem fazer a premissa de Vitravio, mas aqui vamos nos
ater as orientagoes deixadas. Resumidamente, queremos determinar quatro diregoes que estejam a
22,5 graus das linhas Norte-Sul, Nordeste-Sudoeste, Noroeste-Sudeste e Leste-Oeste. Siga as
orientagdes para determinar a diregdo Norte-Sul e, partir dela, com régua e compasso, tragar as

linhas convenientes para a constru¢des das ruas (adaptado de PLOMMER, 1971):

a) encontre uma area plana, posicione uma haste no ponto 4 e marque a extremidade B
da sombra projetada a certa hora da manha. Trace uma circunferéncia tendo por centro
a posicao da haste (o ponto A), e por raio a distancia até a extremidade da sombra (o
segmento AB). A tarde, marque o ponto C em que a sombra da haste volta a tocar a
circunferéncia tracada. Ligue os dois pontos ao centro O da circunferéncia e trace a
bissetriz do arco BC (Figura 21, a esquerda). Marque o ponto E, a meia distancia de B
e C. No Hemisfério Notte, a semirreta AE indica o Norte. No Sul, o Sul;

b) tome 1/16 da circunferéncia tracada e, a partir de E, marque dois pontos, H ¢ G, um a

esquerda e outro a direita de E. Ligue estes dois novos pontos ao centro da
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circunferéncia. Entdo AH e AG definem duas dire¢oes convenientes, segundo a visao
de Vitravio, para a construcao de ruas;
¢) determine as demais dire¢bes convenientes, tais que estejam a 22,5° das linhas Leste-

Oeste, Nordeste-Sudoeste e Noroeste-Sudeste.

Figura 21 - A construcao de angulos.

Fonte: Barbaro (1567), HathiTrust Digital Library.

3 (Investigacao). Nos “Dialogos” do filésofo grego Platao, verifica-se que se pode tomar a
diagonal de um quadrado para duplica-lo, ou seja, para construir um quadrado cuja area seja o

dobro. Usando régua e compasso, faga como se pede:

a) duplique a area de um circulo;
b) triplique a area de um quadrado;
¢) quintuplique a area de um retangulo, mantendo a proporgao entre os lados;

d) obtenha um quadrado cuja area seja a mesma de um retangulo.

4 (Problema). A Figura 22 ilustra a proposi¢ao 47 do Livro I dos “Elementos” de Euclides
(FITZPATRICK, 2008). E a primeira demonstracio que se conhece do Teorema de Pitdgoras.

Figura 22 - Proposi¢io 47 de Euclides.

H

D L E

Fonte: do autor, baseado em Fitzpatrick (2008).
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Vamos percorrer sua demonstragao, com régua e compasso, explorando os conceitos de

congruéncia de triangulos e areas de quadrados e triangulos.

)
b)
0
d)
5
f

k)

trace um tridngulo retingulo ABC, tal que BAC seja reto;

trace os quadrados ABFG, BCED e CAHK sobre os lados AB, BC ¢ CA4;

mostre que C4 e CG pertencem a mesma reta, assim como BA e AH;

mostre que os angulos ABD e FBC sio congruentes;

mostre que os tridngulos ABD e FBC sio congruentes;

trace AL paralelo a BD e seja M a intersecao com BC;

mostre que a area do retangulo BDLM ¢é o dobro da 4rea do triangulo ABD;
mostre que a area do quadrado ABFG ¢ o dobro da 4rea de FBC;

conclua que ABFG tem a mesma area do retangulo BDLM;

analogamente, mostre que os triangulos ACE ¢ KCB sao congruentes; que a area
do retangulo CELM ¢é o dobro da area do tridngulo ACE; e que o quadrado CAHK
tem a mesma area do retaingulo CELM;

conclua que o quadrado BCED ¢ a soma dos quadrados ABFG ¢ CAHK.

5 (Investigagao). Triplas pitagoricas sao quaisquer trés numeros naturais distintos tais que

o quadrado do maior ¢ a soma dos quadrados dos demais. Sao, portanto, lados de um triangulo

retangulo, daf o termo “pitagorico”.

a)

b)

)

em “Os Elementos”, Euclides descreve um método geométrico para obtencao
bl

dessas triplas. Algebricamente, pode ser descrito da seguinte maneira. Sejam m, n €

2—n? b=2mnc=m?+n? Entio a,b,c

N, com m >n. Sejam a=m
formam uma tripla pitagérica. Dé exemplos e prove a validade do método;
outra estratégia para obter triplas pitagoricas, atribuida aos préprios pitagoricos,

pode ser descrita, algebricamente, da seguinte maneira: com n impar, sejam a =

2 2
n?-1 n?+1 . . P R
nb = ,¢ =—— Entio q, b, ¢ formam uma tripla pitagorica. Dé exemplos e

prove a validade do método. Dica: todo n impar pode ser escrito como n = 2k +
1, em que k é um numero natural;

mostre que em toda terna pitagdrica existe um numero par. Dica: todo n par pode
set esctito como n = 2k, em que k é um numero natural;

mostre que em toda terna pitagorica existe um multiplo de 5. Dica: todo n natural

¢é da forma 5k; 5k + 1; 5k + 2; 5k + 3; ou 5k + 4, com k natural.
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34 ACASO E BOM SENSO

3.41 Habilidade

(EM13MAT203) Aplicar conceitos matematicos no planejamento, na execucio e
na analise de a¢oes envolvendo a utilizagdo de aplicativos e a criacdo de planilhas
(para o controle de orgamento familiar, simuladores de calculos de juros simples
e compostos, entre outros), para tomar decisdes (BRASIL, 2018b).

Examinamos aqui a importancia do acaso na tomada de decisbes e os engenhos
desenvolvidos ao longo da histéria para eliminar o viés da natureza humana, do &leroterion aos

algoritmos matematicos. Por fim, discutiremos o problema do casamento — ou da secretaria.

3.4.2 Relato
A natureza humana sob suspeita

Uma decisao aleatéria pode parecer o exato avesso de uma decisao racional. Mas, por
estranho que parega, escolhas a0 acaso podem ser as mais sensatas (STONE, 2011). Isso porque a
aleatoriedade elimina o viés dos argumentos frageis e das impressoes mal embasadas. Na falta de

convicgoes, a saida mais prudente pode ser jogar a moeda.

O registro histérico de decisoes aleatérias ¢ farto de exemplos. Um dos mais ilustrativos é
relatado por Aristoteles — ou um de seus pupilos, ndo se sabe ao certo — nos capitulos finais da
Constitui¢ao de Atenas, cerca de 330 a.C. (RHODES, 2017). Ficamos sabendo que a cidade ber¢o
da democracia confiava ao acaso, nao ao voto ou a qualquer critério de desempenho, a escolha de

magistrados, procuradores, jurados e outros postos da administracio publica.

Figura 23 - Fragmento de &leroterion. A pega ¢ um dos destaques do Agora Museum, de Atenas.

Fonte: Marsyas, Wikipedia.

Para garantir um justo sorteio, os gregos usavam o gleroterion. O dispositivo ¢é feito de rochas
com centenas de sulcos, organizados em fileiras, nas quais se encaixavam pequenas fichas, com os
nomes de cada cidadao (Figura 23). Pecas brancas e pretas eram entdo introduzidas em um tubo
de madeira e, acionando-se uma manivela, tirava-se uma pe¢a de cada vez. Conforme a cor,
escolhiam-se ou descartavam-se as fichas, linha por linha. Para Dow (1939), o &leroterion ¢ um
emblema do “génio dos atenienses”: sua “paixao pela logica”, a “democracia justa e rigorosa”, o

“fascinio pelo acaso” e a “suspeita da natureza humana”.
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Imprevisibilidade em grande escala

Produzir decisoes aleatérias em pequena escala é razoavelmente simples. Dados honestos,
por exemplo, bastam para eliminar o viés da natureza humana. Em grande escala, ¢ um desafio

consideravel — e uma necessidade em diversas areas, como Estatistica e Criptografia.

Uma maneira de produzir acaso ¢ traduzir em nimeros sinais imprevisiveis de fenomenos
tisicos ou quimicos. Um exemplo interessante ¢ o da maquina batizada E.R.N.LE. Trata-se da sigla
para Electronic Random Number Indicator Equipment. Trata-se também de um delicioso
trocadilho, pois soa como apelido para Earnest ou Ernest, honesto em inglés — duplo sentido que

ou “A

b

o irlandés Oscar Wilde (1854-1900) explorou em “The Importance of Being Earnest”

Importancia de Ser Prudente”, na consagrada traduc¢ao para o portugués de Guilherme de Almeida.

Aproveitando a referéncia, chama-se justamente “The Importance of Being E RN.LE” um
documentario (1963) que explica em termos bastante simples e precisos o funcionamento da
maquina. O invento ¢ obra de cientistas que haviam participado dos esfor¢os para quebrar o cdédigo
dos nazistas, o famigerado Enigma (SHIRLEY, 2006). Sua missao no pds-guerra: gerar nimeros

randomicos para o sorteio meticuloso de prémios a cargo do Correio britanico.

A solugao dos engenheiros foi esta: duas lampadas de neon sao acesas, as particulas do gas
sao eletrificadas e come¢am a chocar-se de maneira erratica contra placas metalicas; as colisoes
provocam impulsos elétricos imprevisiveis, que podem ser contados eletronicamente, em fragcdes
de segundos; cada contagem gera um algarismo (Figura 24), e a diferenca entre o primeiro e o
segundo algarismo, de 0 a 9, ¢ tomada como um nimero aleatério. Se o segundo algarismo ¢ maior
que o primeiro, soma-se dez ao resultado — ou, usando a notagao da aritmética modular, toma-se
d =ny; —n, (mod 10), com 0 < d < 9. Os resultados sdo organizados em sequéncias de nove

digitos, compativeis com o sistema de numeracao dos bilhetes.

Figura 24 - Os contadores indicam 5 e 9. Assim, o algarismo gerado sera d = 5 — 9 (mmod 10) = 6.

Fonte: The Importance of Being E.RN.LE (1963), YouTube.com.
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Métodos aritméticos

E.R.N.ILE mostrou-se um engenho eficiente para produzir nimeros aleatérios e ja estd em
sua quinta geracao. Mas ¢é custoso. “Com o advento dos computadores de alta velocidade nos anos
507, explica Thomopoulos (2013), “algoritmos matematicos tornaram-se praticos, € novas

descobertas levaram a formas aprimoradas de gerar um grande fluxo de numeros aleatérios”.

Chamam-se pseudoaleatérios os numeros gerados por computagao: parecem aleatorios,
mas s30, 20 cabo, produto de maquinas deterministicas. Alguns dos métodos conhecidos para gera-
los podem ser reproduzidos em sala de aula, com auxilio de calculadoras e planilhas, como o

método dos produtos médios e o dos quadrados centrais.

Vale detalhar este ultimo, por sua importancia historica. Trata-se da proposta pioneira do
matematico John von Neumann (1903-1957), nos anos 1940. O método dos quadrados centrais
comeca pela escolha de um numero xq de m = 2k digitos quaisquer. Essa serd a semente da
sequéncia pseudorrandomica. Eleva-se Xy ao quadrado e, se necessario, acrescentam-se zeros a
esquerda, de modo que o resultado tenha 2m digitos. Tomam-se entdo os M algarismos centrais
do resultado, e este sera x;. Eleva-se x; ao quadrado, acrescentando-se mais zeros a esquerda se

preciso, para que novamente o resultado tenha 2m algarismos. Este sera X;, e assim por diante.

Sio muitas as limitagdes deste método. Uma delas é que certas sementes produzem
rapidamente sequéncias periédicas. Outro problema: certas sementes logo convergem para 0. Von
Neumann nao ignorava essas limitagdes. Nem chegou a recomendar o expediente. Afirmava
suspeitar que pudesse funcionar com sementes de mais de dez digitos. E alertava que, mais
importante que a complexidade de um método, qualquer que seja, é testa-lo com ferramentas
estatfsticas: “Qualquer um que considere métodos aritméticos para produzir digitos randémicos

estara, é claro, pecando” (VON NEUMANN, 1951).

Como Kepler se casou

O acaso pode incidir mesmo sobre as decisdes mais criteriosas que pretendemos tomar,
como comprar uma casa, buscar um emprego ou casar. Consideremos uma passagem da vida
privada do astronomo Johannes Kepler (1571-1630). O alemao havia passado dez anos estudando
o movimento de Marte. O resultado esta em “Astronomia nova”, de 1609, em que detalha o que
hoje se conhece como primeira e segunda Leis de Kepler (GARMS e CALDAS, 2018). Dois anos

depois, viuvo, da inicio a outra investigacao quase tdo metddica: a escolha de sua segunda mulher.

E o proprio Kepler quem conta, em carta de 1613, o desgastante processo seletivo que

empreendeu ao longo de dois anos. E longa sua lista de lamurias: a primeira candidata tinha mau
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halito; a outra vivia acima de suas posses; a terceira ja estava noiva; da quarta e da quinta ele até
gostou, mas ambas cansaram de esperar; a sexta era de familia nobre, e o cientista temeu ndo poder
arcar com o casamento; a seguinte o rejeitou; a oitava era inconstante demais, ora dando-lhe a
palavra, ora negando o compromisso; a nona sofria do pulmao; a décima era simplesmente horrivel;
e a décima-primeira era jovem demais (KOESTLER, 1990). A hist6ria terminaria muito mal se

Kepler nao tivesse corrido atras da numero cinco, Susanna Reuttinger, insistindo no casamento.

Casaram-se, finalmente, e foram felizes, ao que consta (CHRISTIAN e GRIFFITHS, 2017).

O dilema de Kepler ¢ a base do problema do casamento — ou da secretaria, como ficou
conhecido nos anos 1950 e 60 (FERGUSON, 1989). Trata-se de decidir quando se dar por
satisfeito durante o processo de escolha: o momento da parada 6tima. Supondo que Kepler tivesse
de escolher ou descartar cada pretendente, inapelavelmente, antes de considerar a préxima: em que

momento ele deveria ter parado?

Kepler nao teria maiores dificuldades se pudesse deixar todas as pretendentes esperando
indefinidamente. Como nao pode, precisa decidir-se sem saber ao certo que alternativas o futuro
lhe reserva. Vejamos como o pensamento probabilistico poderia socorrer Kepler. Para tanto,
vamos reformular o problema a maneira do jogo do googol, proposto pelo americano Martin
Gardner, o grande nome da matematica recreativa do século XX (FERGUSON, 1989). Nele, uma

i . « ~ .
pessoa escreve uma série de numeros em pedagos de papel, “de pequenas fragoes até 1 googol (o
digito 1 seguido de cem zeros) e até mais”. O oponente tira os papeizinhos, um a um, decidindo se

fica com ele ou o descarta — sem que possa voltar atras. Seu objetivo ¢ escolher o maior nimero.

Uma estratégia razoavel para enfrentar esse problema, préxima da experiéncia pessoal de
qualquer um, ¢ tomar alguns valores como referéncia, descartando-os, e entdo escolher o préximo

que superar todos os valores de referéncia. Mas quantos valores devemos tomar como referéncia?

A generalizacao desse tipo de problema vai além do programa do Ensino Médio. Trata-se
da chamada Regra dos 37%: descarte os primeiros 7 de n valores tal que % = 37% e escolha o
proximo que for maior que todos os anteriores (CHRISTIAN e GRIFFITHS, 2017). Mas mesmo

em uma sala de aula do Ensino Médio, é possivel intuir a estratégia que aumenta as nossas chances

e calcula-las para um numero finito de papeizinhos.

Sejam n o nimero total de papeizinhos e 1 os papeizinhos que serdo descartados, a titulo
de referéncia. Sejam ainda X1, X5, ..., X, os valores que serdo conhecidos, um de cada vez. Para
que a estratégia seja bem sucedida, é claro que, primeiramente, o maior valor deve estar entre X;4q

e Xy, pois os primeiros 1 papeizinhos serdo tomados como referéncia e descartados. Mas isso nao
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basta. Suponhamos que o maior valor seja o papelzinho X, ;5. A estratégia descrita s6 serd bem

sucedida se X,41 for menor que o mais alto dos valores de referéncia, caso contrario X,4q sera

escolhido antes que se possa conhecer X, 5.

Entdo nossas alternativas de sucesso sdo as seguintes:

a) O maior de n valores ¢é X,41, conforme ilustracao abaixo:

n valores

€Iy Ty Ty Tyt Lr+2 Ty Ty

“ee

r valores de referéncia
.. . , 1
A probabilidade de x;-;1 ser o maior valor é: P; = =,
n

b) O maior de n valores é X4, ¢ 0 maior de 7 + 1 valores é x;, tal que | < 7

L1 5 €T, Lyt1 U Tp—1 T

sne see

r valores de referéncia

r 4+ 1 valores descartados

A probabilidade de x4, ser o maior de n valores ¢ novamente % Ja a probabilidade de que

. . . , T
o maior de 7 + 1 valores descartados seja x;, tal que i < 7, ¢é ——y Logo:

¢) O maior de n valores ¢ X,43 ¢ 0 maior de  + 2 valores ¢ x;, tal que I < 7

T1 4] Ty Tpyl H ) Try3 T

r valores de referéncia

T 4+ 2 valores descartados

A probabilidade de X, 43 ser o maior de n valores é novamente % Ja a probabilidade de que

. . . , T
o maior de  + 2 valores descartados seja X;, talque i < 1, ¢é — Logo:
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d) O maior de n valores é X4 € 0 maior de 7 + 3 valores é x;, tal que i < 7

4 Ty Ty Tr+41 Tr43 Lrid Iy

e cee e vee

r valores de referéncia

r + 3 valores descartados

A probabilidade de X4 4 ser o maior de n valores ¢ novamente % Ja a probabilidade de que

. . . , T
o maior de  + 3 valores descartados seja X;, tal que i < 7, ¢é — Logo:

r

P, = )
4 r+3

SN

e) E assim contamos todas as alternativas, até o ultimo caso que atende nossa estratégia:

o maior de n valores é X, e o maior de (n — 1) valores descartados é x;, tal que i < 1

T1 €Li Ly Tr41 ZLn—2 Ln—1 Tn

see e e

r valores de referéncia

n — 1 valores descartados

A probabilidade de x;, ser o maior de n valores ¢ novamente % Ja a probabilidade de que

. . . , T
o maior de (n — 1) valores descartados seja x;, tal que i < 1, é —- Logo:

Somando todas as probabilidades, podemos definir P em funcao de 7

r+1 r+ N
r+1 n r+2

T
P(r) =

1 1
. + —- —
n n

Sk
i

n—1"

T C 1A .
E pondo —em evidéncia, temos:

P()_r(1+1+1+ N 1)
7‘_n r r+1 r+2 n—1/"

Assim, podemos testar diferentes escolhas de 7, de modo a maximizar P(7).

Voltemos agora ao caso de Kepler, em que n =11 era o numero de pretendentes.

Valendo-nos da mesma estratégia, podemos calcular os seguintes valores de P(r):
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P(3)—3 (1+1+ +1>~039
“11 \3 ' 4 10) — 77
P(4)—4 (1+1+ +1>~040
11 \4 ' 5 10) —
P(5) = = (1+1+ +1)~038
11 \5 ' 6 10) — 77
P(6)—6 <1+1+ +1>~035
11 \6 7 10) — 7
P(7) = 1+1+1+1)~030
11 \7 '8 9 10/ 7

(
P(8)=£~<
(

11 10
PO) = — (X4 )~o17
~11 \9 "10/ " "

10 /1
P(10) = - (E) = 0,09.

Assim verificamos que, para n = 11, o valor de 1 que maximiza P(r) ¢ 4. Se tivesse

aplicado essa férmula, Kepler teria pulado as quatro primeiras candidatas e se decidido logo pelo

quinto nome, de quem de fato gostara e com quem de fato se casou.

Como dissemos, vai além do nosso escopo a generalizagdo do valor de  que maximiza a

probabilidade P (7). Remetemos o leitor interessado a dissertagio de Santos, L. G. M. (2016), que

. , . n . ,
mostra em detalhe, por meio do caleulo integral, por que a escolha de 7 = = maximiza P(r),daia

1

e .

regra dos 37% =

3.4.3 Tarefas

1 (Exploracao). Vamos nesta tarefa determinar sequéncias de nimeros pseudoaleatérios,
ou seja, nimeros que parecem aleatérios, mas que, em esséncia, resultam de métodos

deterministicos. Vamos usar o método dos quadrados centrais (a partir de Bussab e Morettin,
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2010). Seja ng um inteiro com m digitos. Tome n§ e, se necessario, acrescente zeros a esquerda de
modo a obter um nimero com 2m digitos. Tome por n; os m digitos centrais de ng e divida por
10™, obtendo um valor pseudo-aleatétio Uq entre 0 e 1. Repita o procedimento, tomando n? para

obter Uy; n%, para obter Uy; e assim por diante.

Usando uma planilha eletronica, uma simples calculadora ou computagiao, determine

sequéncias pseudoaleatérias para os seguintes valores de 1y e discuta as limitagoes do método:

a) 2021;
b) 1234,

2 (Problema). Vamos estimar o valor de ™ por meio de um conhecido experimento
probabilistico, a maneira dos chamados Métodos Monte Carlo. A atividade pode ser feita com
auxilio de uma planilha eletronica, por meio de computagao ou mesmo a mao livre. Para tanto, sera
necessario tomar valores pseudoaleatérios entre 0 e 1, o que pode ser feito por meio de planilhas

eletronicas, aplicativos para celular ou consultas a tabelas do género.

a) considere inicialmente um quadrado de lado unitario, cujos vértices possam ser
representados no sistema de coordenadas cartesianas por (0;0),(1; 0),(1;1) e
(0; 1). Considere uma circunferéncia inscrita no quadrado. Determine o centro C
e o raio 1 da circunferéncia;

b) usando o Teorema de Pitagoras, determine a distancia dos seguintes pontos até o
centro da circunferéncia: P; = (0,1; 0,1), P, = (0,1;0,2); P; = (0,2;0,3);

c) conhecendo as distancias de cada ponto ao centro da circunferéncia, aponte quais
pertencem a circunferéncia. Generalize: dado P = (x,y), sob que condi¢oes P
pertence a circunferéncia?

d) admita que a probabilidade de um ponto do quadrado escolhido ao acaso pertencer
a regiao definida pela circunferéncia seja dada pela razao entre a area da
circunferéncia e a area do quadrado. Calcule essa razao;

e) tome M valores pseudoaleatérios para x, entre 0 e 1, e a mesma quantidade de
valores para Y, e obtenha pontos P, = (X, y,,) que pertencem ao quadrado, mas

ndo necessariamente ao circulo. Conte os m pontos que pertencem ao circulo.
Calcule — 0u seja, a probabilidade de que um ponto escolhido ao acaso, entre n

pontos, pertenga ao circulo. Compare com a razao obtida no item anterior e

obtenha uma aproximagao para .
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3 (Problema). Vamos calcular a melhor estratégia para o jogo do googol (FERGUSON,
1989). Uma pessoa escreve n valores (X1, Xp,... X, ), em N pedagos de papel. A outra pessoa tira
os papeizinhos, um de cada vez, em ordem, e decide se fica com ele ou o descarta. Vence se escolher
o maior nimero. Sua estratégia sera descartar os primeiros 1 papeizinhos e escolher o primeiro

papelzinho cujo numero seja maior que todos os anteriores.

a) suponha n =6 e r = 3. Qual a probabilidade de que o maior nimero de todos
seja X4?

b) suponha n =6 e¢ r = 3. Qual a probabilidade de que o maior nimero de todos
seja X5 e de que o maior numero de X1 a X4 esteja entre Xq € X3?

¢) suponhan =6 ¢ r = 3. Qual a probabilidade de que o maior nimero de todos
seja Xg ¢ de que o maior nimero de X1 a X5 esteja entre Xq € X3?

d) verifique que soma das probabilidades calculadas em (a), (b) e (c) resulta na
probabilidade de sucesso da estratégia assumida paran = 6 er = 3;

e) calcule a probabilidade de sucesso da estratégia para n = 7 e r = 2, comparando
com o valor obtido em (d);

f) determine a melhor estratégia para um jogo com 30 papeizinhos;

3.5 POR QUEM 0OS SENOS DOBRAM

3.5.1 Habilidade

(EM13MAT3006) Resolver e elaborar problemas em contextos que envolvem
fendbmenos periédicos reais (ondas sonoras, fases da lua, movimentos ciclicos,
entre outros) e comparar suas representacoes com as fungdes seno e cosseno, nNo
plano cartesiano, com ou sem apoio de aplicativos de dlgebra e geomettia.

(BRASIL, 2018b).
Investigamos aqui trés importantes marcos historicos da Trigonometria: “Almagesto”, de
Ptolomeu (c. 85-165 d.C.), onde se acha a mais antiga tabela de cordas documentada; o
desenvolvimento da no¢ao de meia-corda dos indianos, que esta na origem do conceito de seno; e

a obra de Pitiscus (1561-1613), que cunha a expressao trigonometria, no final do século XVI.

3.5.2 Relato
O tratado maior

O termo trigonometria foi cunhado pelo tedlogo alemao Bartholomeo Pitiscus (1561-1613)
(BOYER e MERZBACH, 2011). E sintomatico que tenha aparecido pela primeira vez no apéndice
de um tratado de Astronomia, em 1585. De fato, a “doutrina da medi¢ao de triangulos”, como

define Pitiscus, foi por muito tempo um campo acessorio do estudo dos astros, em que se verifica
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que a medi¢ao de distancias, quando nao impossivel, é certamente mais dificil que a tomada de
angulos. E determinar comprimentos, conhecidos os angulos correspondentes, é justamente a

vocagao que distingue a trigonometria (VAN BRUMMELEN, 2009).

Figura 25 - Capa da edi¢do de 1600 da obra de Pitiscus.

Fonte: Pitiscus (1600), Google Books, Biblioteca Publica de Lyon.

O mais antigo tratado astronomico que chegou até nés siao 13 livros de Ptolomeu (c. 85-
165 d.C.), que viveu em Alexandria, no Egito, sob influéncia da cultura grega e dominio politico
romano. A obra originalmente chamou-se “Mathematike Syntaxis” (“Cole¢do Matematica”), mas
passou a ser conhecida simplesmente como a “maior” colegao (wzegiste, em grego), por Oposicao a
cole¢oes “menores”. Traduzida para o arabe, a obra acabou rebatizada simplesmente “Al-Majisti”,
dai latinizada “Almagesto”, na traducido de Geraldo de Cremona, no século XII (BOYER e
MERZBACH, 2011; HODGKIN, 2005). Vejamos o que vai na obra, conforme tradugao

comentada para o inglés de Toomer (1984).

Ptolomeu estabelece no inicio do primeiro livro algumas nog¢oes preliminares. Em sintese:
assim como o universo, a Terra é esférica, e seu tamanho, em relacio as distancias dos astros, é a
de um ponto — ou seja, desprezivel; a Terra ¢ imdvel e em torno dela os demais astros orbitam em
movimentos ciclicos combinados; sao dois os tipos de movimentos, ambos circulares: um ciclo
“primario” que “carrega tudo de leste a oeste”, e que na Idade Média ficaria conhecido como
deferente (TOOMER, 1984); ¢ um segundo ciclo sobre este ciclo primario, conhecido como
epiciclo, cujo centro é um ponto imaginario regido pelo ciclo primario. E essa combinacio de ciclos

que explica os movimentos “complicados e diferentes” dos planetas.

A ideia de ciclos combinados nao era nova na Astronomia, tendo sido antes explorada por
Apolonio de Perga (c. 262-190 a.C.) e Hiparco (190-120 a.C.) (BURTON, 2011; HODGKIN,
2005). A novidade, no “Almagesto”, foi a introdu¢ao do conceito de equante. Para tanto é preciso
entender que, no modelo ptolomaico, a Terra nao esta exatamente no centro do ciclo primario, o

deferente, mas ligeiramente deslocada. Equante ¢ o ponto imaginario simétrico da Terra em relagao
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ao centro do deferente. E é em relacdo a esse ponto imaginario, o equante, que OS astros se
moveriam, com velocidade uniforme. Para o leitor moderno, nada disso faz sentido, mas o fato é
que este modelo acomodou muito bem as observagoes disponiveis a época, inclusive os aparentes
atrasos, aceleracSes e variagdes de brilho dos astros. E importante observar que ja na Antiguidade
se conjecturava que a Terra ndo fosse estacionaria, nem estivesse no centro do universo (ou perto
dele). Mas foi o modelo ptolomaico que prevaleceu por mais de 15 séculos, fazendo de

“Almagesto” o tratado de mais longa influéncia da histéria da astronomia.

Em parte, o sucesso do modelo ptolomaico se deve ao evidente apelo mistico de um
universo centrado na Terra, descrito pela perfeicao de circulos e esferas. Mas nao apenas. O fato é
que a descri¢do matematica dos corpos celestes é “extremamente boa” (HODGKIN, 2005), e a
exposi¢ao dos argumentos, “impressionantemente bem-organizada” (BERNARD ez at., 2014), o

que contribuiu para escantear os tratados astronémicos “menores”.

“De uma vez por todas”

A Matematica tem papel fundamental na exposi¢ao do modelo ptolomaico, para além do
titulo da obra. E Ptolomeu nao se furta a trazer ao leitor todos os conceitos necessarios para
acompanha-lo. De fato, logo apds as consideragdes iniciais, o astronomo julga relevante lembrar a
importante no¢ao de corda e mostrar “de uma vez por todas” como calcula-las, tabelando valores
para arcos até 180° (TOOMER, 1984). E o mais antigo registro que sobreviveu a passagem dos

séculos do que hoje chamariamos func¢io trigonométrica.

~
Figura 26 - Em vermelho, a corda do arco AB, correspondente ao angulo central 2a.

Fonte: do autor.

Corda é o segmento que une as extremidades de um arco de circunferéncia. Podemos
relaciona-la 4 funcdo seno da seguinte maneira: Crd(2a) = 2 - R - sen(a), em que R é o raio da
circunferéncia, e 2a é o angulo central que subtende um determinado arco (Figura 26). Hiparco
usou o conceito de corda em seu “Catalogo de Estrelas”, desaparecido, e tabelou alguns valores.
Ptolomeu aperfei¢oou a ideia e desenvolveu novos métodos para o calculo de cordas, oferecendo

resultados para arcos de meio em meio grau - e, de quebra, o teorema que hoje leva seu nome.
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A medida da corda depende do arco, e este, ¢ claro, depende do raio. Ptolomeu toma uma
circunferéncia feita de 360 partes — ou seja, graus — e divide seu diametro em 120 partes. Sao
escolhas convenientes para calculos na base sexagesimal, a maneira dos babilonios, mas implicam

em unidades distintas: as partes da circunferéncia diferem, por pouco, das partes do diametro, dado

C _ 360
que = = = 3<m
D~ 120

Usando argumentos geométricos, Ptolomeu mostra primeiramente como calcular as cordas
de arcos de 36°, 72°, 60° 90° e 120°. De posse desses valores, apresenta identidades matematicas

que permitirao o calculo de muitas mais cordas. Chamamos aten¢ao para algumas delas.

E “imediatamente 6bvio”, afirma Ptolomeu (TOOMER, 1984), que a medida de uma corda
permite conhecer a corda do arco suplementar, uma vez que a soma de seus quadrados é o
quadrado do diametro. De fato, como se sabe, as cordas de arcos que somam 180° sdo catetos de

um triangulo retangulo que tem por hipotenusa o diametro da circunferéncia, e o resultado segue

—2 —2
direto do Teorema de Pitagoras. No exemplo da Figura 27, AB + AD = DB :

Figura 27 - Tridngulo retangulo formado pelas cordas de angulos suplementares.

1442 350

Fonte: do autot.
Vejamos como se pode calcular a corda de 144°, conhecida a corda de 36°. Antes de mais
nada, observamos que Ptolomeu usa uma notagao mista para as cordas, com partes inteiras na base
decimal e fragoes na base sexagesimal. O astronomo calcula primeiramente, por argumentos

geométricos, que a corda correspondente a um angulo de 36° (AB, na Figura 27) meca 37 4 55 das

120 partes do didmetro — ou, em notagdo decimal, 37 + + ﬁ = 37,0819. O quadrado disso

¢1375 415, (1375 +—+-—-=1375 07) O quadrado do didmetro (ﬁ, na figura) ¢ 1202 =

14 400. A diferenca entre os quadrados ¢ 13024 55 45 (13024 +— + =13 024,9), e esta

3600

diferenca é o quadrado do valor buscado (E, na figura). Assim se chega a medida da corda de

144°: 114 7 37 (114 + =+ ﬁ =~ 114 127)
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Da correspondéncia com a fungio seno, podemos avaliar o resultado da seguinte maneira:

144°
Crd(144°) = 2-R - sen( > >,

120
114,127 =2 - (T) - sen(72°),

114,127
sen(72°) = ——-— = 0,951058.

E um resultado exato até a sexta casa decimal.

Um teorema “extremamente util”

A segunda identidade que Ptolomeu apresenta no calculo de cordas, e que considera
“extremamente util” (TOOMER, 1984), é o famoso teorema que hoje leva seu nome: o produto
das diagonais de um quadrilatero inscrito em uma circunferéncia é a soma dos produtos dos lados

opostos. A demonstragao dada pelo astronomo, elegante e acessivel, ¢ a seguinte:

Seja ABGD o quadrilatero e AG e BD suas diagonais, como na Figura 28.

Figura 28 - Teorema de Ptolomeu.

&
B

A

Fonte: do autor, baseado em Toomer (1984).

Seja E um ponto de AG tal que ABE = DBG.

Entio ABE + EBD = EBD + DBG.

Logo, ABD = EBG.

Além disso, BDA = BGA = BGE, pois subtendem o mesmo arco AB.

Entio os triangulos ABD e EBG sao semelhantes, pelo caso angulo-angulo (Figura 29).
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Figura 29 - Semelhanca dos tridngulos ABD e EBG.

G
B

D
A
Fonte: do autot.
BG _ GE )
Dada a semelhanca de ABD e EBG, temos que = = =, o que nos da:
BD DA
5G-DA=FD-CE. 0

Além disso, temos que ABE = DBG, por construgio; e BAE = BAG = BDG, pois

—~
subtendem o mesmo arco BG. Deduzimos assim que os triangulos ABE ¢ DBG sao semelhantes,

pelo caso angulo-angulo (Figura 30):

Figura 30 - Semelhanga dos tridngulos ABE ¢ DBG.

G
B
D
A

Fonte: do autot.
. BA _ AE )
Entdo temos que = = =, o que nos da:

BD DG
BA-DG = BD - AE . (2)

Somando as Equagdes (1) e (2), temos que:
BG -DA+BA-DG =BD - GE + BD - AE,
—BD - (GE + 4E),

= BD - GA.
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Vejamos agora como aplicar esse teorema ao calculo de cordas. Para tanto, basta tomar DA

como diametro da circunferéncia. Assim, dadas as cordas BA e GA, vamos deduzir BG, a corda

~
correspondente a diferenca entre os arcos BA e GA, conforme a Figura 31.

Figura 31 - O teorema de Ptolomeu aplicado a diferenca de cordas.

Fonte: do autor, baseado em Toomer (1984).

Os triangulos ABD e AGD sao retangulos. Assim, pelo Teorema de Pitagoras:

JR— —2 —2
=./DA —BA ,
P —2 —2
=,’DA —GA .

E pelo Teorema de Ptolomeu,

ﬁ.m+m.Jm2-mz=Jm2_mzm

.57 [o7 5% 7377 fo T,
.

A—BA -GA—BA-

Usando o mesmo teorema, pode-se também calcular a corda da soma, do dobro e da
metade de arcos. Partindo dos valores iniciais de cordas (correspondentes a 36°, 72°, 60°, 90° e
120°), e tomando sucessivamente a metade da metade de arcos conhecidos, Ptolomeu chega a
determinar as cordas de 1,5° e 0,75°. Nao € o bastante. Considera essencial tomar a corda de 1°.
Para tanto, Ptolomeu faz a interpolacdo das cordas de 1,5° ¢ 0,75° (BOYER e MERZBACH, 2011),
lembrando que a razao entre duas cordas é menor que a razao entre os dois arcos correspondentes,

e estima a corda de 1° com um erro da ordem de 1077, E é com isso que monta sua tabela de
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cordas, de meio em meio grau, até 180°, de modo a determinar valores “prontamente disponiveis

para toda ocasiao” (TOOMER, 1984).

A receita indiana

Alguns séculos mais tarde, na India, astrébnomos habilmente substituiram a nocao de corda
pela meia-corda (ardbajya, ou simplesmente jya), o que corresponde, para um circulo unitario, ao
seno da metade de um dado arco (YANO, 2019; GONZALEZ-VELASCO, 2011). O termo jya
passou para o arabe como jiba e na tradugdo inadvertida para o latim foi confundido com ja:b, que

significa dobra, dai sinus e finalmente seno.

A histéria da astronomia indiana é controversa no que diz respeito a autoria e datagdes de
diversos tratados. Consideramos aqui a hip6tese de que o mais antigo registro de valores de jya seja
um poema com 500 estrofes, escrito em sanscrito: o “Surya Siddhanta”; de autoria desconhecida,
escrito possivelmente nos séculos IV ou V d.C. e reescrito muitas vezes depois MONTGOMERY
e KUMAR, 2016; NARAYANAN, 2010; BOWMAN, 2000). Os wvalores sio os mesmos
encontrados na obra do famoso astronomo e matematico indiano Aryabhata (476—550), sem que
se saiba se este se serviu do “Surya Siddhanta”, ou, ao contrario, tenha fornecido a base para sua

atualizagdo, como sugere Yano (2019).

Siddhanta tem o sentido de “verdade estabelecida”. F o termo usado para designar uma série
de tratados astrondmicos, em geral aposto ao nome do autor — no caso, o proprio Sol (Surya). De
18 siddhantas de que fala a tradi¢ao indiana, restaram apenas cinco. O italiano Giovanni Domenico
Cassini (1625-1712) e o suico Leonhard Euler (1707-1783) sao alguns dos cientistas que se
debrugaram sobre o antigo canone da ciéncia indiana (NARAYANAN, 2010).

De todos os siddbantas, o “Surya” é o mais conhecido e festejado. O interesse levou a
traducao ricamente comentada da obra para o inglés, em 1858, pelo missionario americano
Ebenezer Burgess (1935). Em 14 capitulos, o “Surya Siddhanta” abrange o movimento dos corpos
celestes, eclipses do Sol e da Lua, conjuncdes planetarias, distancias e periodos astronomicos,
medidas da Terra, constru¢io de equipamentos de medida, contagem do tempo e diversas
considera¢des sobre a cosmogonia hindu. A obra impressiona pela forma poética, um incentivo a
memorizagdo das sentencas. Destacamos a seguinte passagem do capitulo 12, em que se advoga
que a Terra é redonda: “E em todo lugar sobre o globo terrestre, as pessoas pensam que sua propria

posicao é a mais elevada; mas se é um globo no éter, como pode haver um lado acima ou abaixo?”.

Também impressiona a aten¢ao dada aos nimeros muito grandes e aos muito pequenos.

Na divisao do tempo, as unidades vao do #u#, que se pode estimar em 29,63 microssegundos, ao
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maha kalpa, ou 3,1101 - 10** anos MONTGOMERY e KUMAR, 2016), mais de 10.000 vezes a
idade do universo. Diversos resultados se mostram bastante precisos, comparados aos dados hoje

disponiveis, como valores de seno, estimativas de 7 e medidas da Terra.

O segundo capitulo da obra ¢ devotado a “verdadeira posi¢ao dos planetas” e é aqui que
encontramos a no¢ao inovadora de meias-cordas. Na traducgdo para o inglés (BURGESS, 1935), a
meia-corda ja aparece vertida para seno, mas nio se trata, ainda, da fungao tal como a conhecemos.
Trata-se do chamado R-seno, o produto do seno pelo raio da circunferéncia usada como referéncia.

Vejamos que circunferéncia ¢ essa.

Diferentemente de Ptolomeu, os indianos tomam a mesma unidade para cordas e arcos:
minutos de grau. A circunferéncia tem 360°, portanto sao 21 600 minutos. E deduzimos seu raio a

partir do R-seno de 90°, 3 438 minutos — possivelmente o mesmo raio usado por Hiparco (DUKE,

21600

——— = 3,14136, uma excelente
23438

2011). De posse desses valores, podemos estimar T =
aproximacao para o numero irracional. Cabe apontar que, embora tenha usado os mesmos 3438

minutos para o jya de 90°, Aryabhata chegou a uma aproximagao de 7 ainda mais impressionante

62 832

em outra passagem de sua obra, 20000

= 3,1416.
000

Figura 32 - Os valores de seno e cosseno do tratado indiano e as medidas “verdadeiras”.
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Fonte: Burgess, 1935, Internet Archive, University of Calcutta.

Reproduzimos acima (Figura 32) a tabela de valores de R-seno e R-verseno (antiga fun¢ao
caida em desuso, equivalente a diferenca entre o raio e o cosseno) ditados na obra indiana e
sistematizados por Burgess (1935). Sdo resultados calculados para 24 arcos do primeiro quadrante,

a intervalos de 3,75° (225 minutos), talvez o mesmo intervalo usado por Hiparco (DUKE, 2011).

O método dos indianos para calcular meias-cordas é dado por recorréncia. De saida,

considera-se que o primeiro R-seno, ou seja, o R-seno de 225 minutos, sao os mesmos 225 minutos
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— e de fato, o seno de um arco muito pequeno é aproximadamente o proprio arco. Para os préximos

passos, deve-se somar 225 e subtrair os quocientes de cada arco ja calculado por 225.

Podemos entio, a exemplo do que faz Gonzilez-Velasco (2011), definir certa funcio
jya (n):Z - Q, tal que jya (n) é o R-seno de um arco de n - 225 minutos de grau, para uma
circunferéncia de raio igual a 3438 minutos e 0 < n < 24. Assim, jya(1) é o R-seno de 3,75°,

jya (2) é o R-seno de 7,5° e assim sucessivamente, até jya (24), que é o R-seno de 90°:

jya (1) = 225,

va (2) = 225 + 225 — 222 _ 449
jya (2) = oot = 449,
va (3) = 449 + 225 225 449 o0
Jyats) = 225 225 °>'°

225 449 671~890
225 225 225 "7

jya(4) = 671 + 225 —

E de forma geral, paran = 1, com jya(0) = 0:

jya(1) +jya(2) + -+ jya(n —1)

jya (n) = jya (n—1) + 225 — 7E

Vejamos agora como chegar a férmula por recorréncia a partir da interpretacio de
HAYASHI (1997), com base na obra de Aryabhata e nos comentarios de Nilakantha, que viveu
nos séculos XV e XVI. Considere a Figura 33.

Figura 33 - Quadrante OAyA4,, da circunferéncia I'.

A,
A}

K;

O

Fonte: do autor, com base em Hayashi (1997).

Seja I uma circunferéncia de raio R e seja OAyA,, seu primeiro quadrante, dividido em n

partes iguais, cada uma delas correspondendo a um angulo central @. Seja J; o R-seno do arco
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Ap4;, com 0 <i <n,de modo que J; =R - sen (Agd;) = R - sen (i - a). Seja K; a diferenca

—
entre os senos de dois arcos consecutivos Agd;_1 e Ap4; .

Tomando J, = 0, temos que:

Ki=Ji—=Jo=)1,
Ky =J2—=J1,
Ky =Js—]3,
E, de modo geral, temos que:
Ki=Ji—Ji-1- 3)

Somando todas os n valores de K, temos:

Ki+K++K, =1 +(U—J)+Us—J2) + -+ Un—Jn-1),

K1+K2+“’+Kn:]n. (4)

. . - a1 O .
Agora tomamos dois arcos consecutivos, Agd; ¢ ApAi+1. Sejam B; e B;.; os pontos

médios de A;_1A; e AjA;+1, respectivamente. E sejam P; e T; as projecoes de A; e B; sobre o eixo

horizontal, como na Figura 34. Entao A;P; = J; e Aj+1Pj+1 = Ji+1 sdo os R-senos de 4; ¢ A141.

Figura 34 - Arcos e pontos médios.

Aip

Bis

Py Ty P T.}

Fonte: do autor, com base em Hayashi (1997).

Os segmentos OB, ¢ A;A;+1 sao perpendiculares, pois Bjyq ¢ ponto médio do arco
—_—— ~ - A
A;A;4q1. Portanto, sio semelhantes os tridngulos OBj11Tjyq ~ FBiy 1 E ~ FA{G ~ A;11A;C

(Figura 35, a esquerda). Analogamente, sio semelhantes os triangulos OA; P; ~ B; 1 B;D (a direita).
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Figura 35 - Semelhancga de tridngulos.

Fonte: do autor.

Dai, comparando os triangulos OB;11Tj+1 ~ A;+14;C, temos que:

_ OTit1 - Aina 4 )

OTiy1 OBy
— = — = A
OBi+1

Ai11C Aji 4y

Mas A;;1C = K41 ¢ OB;y1 = R. Fazendo A;;14; = a, temos:

a
Kiy1 = OTiq R (6)
E comparando agora os triangulos OA; P; ~ B;1B;D, temos:
AP, A0 o AP BB o
B;D BB A;0

Mas BLD = TiTi+1> AiPi = ]i! AlO =Re BiBi+1 = Ai+1Ai = a. Substituindo em (7), temos:

_ a
TiTiv1 = J; B (8)

A partir da Equagao (6), podemos afirmar que:

a a
Ki = Kiy1 = OT; - 5 = OTpsa - .,

=

a -
=E-(0Ti—0Ti+1).

Mas OT; — OT;41 = T;T;41. E usando a Equacio (8), podemos agora escrever:

a —
Ki — Kiy1 =5 TiTi4q,

=
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a
=i (3) - )
Em particular, para i = 1, temos que:

N
Ki—K,=]1- (E) . (10)
Lembramos agora que R = 3438 minutos de grau e que os arcos em que dividimos a
circunferéncia subtendem um angulo central @ = 225 minutos de grau. Assumimos também a
seguinte aproximagao J; = a. Entdo temos que K; = J; = a = a. Substituindo em (10), temos:
225 )2

225 _KZ - 225 . (ﬁ

K, = 224 .

Essa aproximacio para K, ¢ bastante util. Podemos voltar a Equacio (10) e fazer:

K, — K a2

5 =@
225224 _ 1 :(2)2 an

225 225 \R/ °

Usando agora as Equagoes (9) e (11), temos as seguintes igualdades:

1
K, — K, ==—
1 2 2251
I2
K, — K; =——
z 7372257
I3
K:— K, =——
3 74T 257
E de modo geral:
Ji-1
Kis = Ki= 555

Somando todas as equagdes acima, temos:



_Nh L Ji-1

(K —K))+ (K, —K3)+ -+ (Ki.y — K;) = 395 _— 4 ﬁ 4ot ﬁ
1 J2 Jic1

Ki—K; = ﬁ+ﬁ+ -+ﬁ.

Usando K; = 225, obtemos:

_ 1 J2 Ji- 1)
Ki =225~ (225 Tttt oS

Lembrando agora a Equacao (3), temos finalmente que:

Ji Ji Ji-1
Ki=225- (ﬁJrﬁJ’ +2125> Ji=Jim1
Ji Ji Ji
]i:]i‘”zzs_(ﬁJ’ﬁJ’ +21251;>

E assim chegamos, como queriamos, a receita indiana por recorréncia.

A doutrina dos tridangulos
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Por ser o autor que cunha o termo trigonometria, vale conhecer o entendimento que

Bartholomeo Pitiscus tem da “doutrina dos triangulos” e suas aplica¢des (Figura 25). Tomamos

aqui como referéncia as edi¢oes da obra em latim (PITISCUS, 1600), e uma versio para o inglés,

de data incerta (PITISCUS, 16427).

O tratado de Pitiscus é dividido em uma primeira parte tedrica, composta por cinco livros,

e outra dedicada a resolu¢do de problemas em diversos campos. De saida, observamos que, na

tradicao de Menelau de Alexandria (c. 70-130 d.C.), Pitiscus considera tanto os triangulos planos,

limitado por segmentos de retas, como os triangulos esféricos, limitado por arcos de circunferéncia,

o que é devidamente ilustrado (Figura 36):

Figura 36 - Triangulos planos e esféricos.

TR!GOVOMETR!E P
LiserR PRiMvs. e

De generibus & nﬁﬂmm‘n Trmgllorul.

1. Trigonometria cﬁ do@rina de dlmenf ione Trian-
gulorum.

IL Tnangulumcﬂﬂgurambus latcnbus tres angu-
los comprehendens: nj‘mﬁgmdz C.&DEF.

Fonte: Pitiscus (1600), Google Books, Biblioteca Publica de Lyon.
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Ao longo do primeiro livro, Pitiscus repassa diversas propriedades elementares da
Geometria, com especial aten¢do ao teorema que considera o fundamento da Trigonometria:
triangulos equiangulos, ou seja, de mesmos angulos, tém lados proporcionais. Para esta e muitas
outras demonstragdes, Pitiscus cita frequentemente Euclides, entre outros matematicos — mas nao
cita Pitagoras, vale notar, ao demonstrar que, no triangulo retangulo, o quadrado da hipotenusa ¢é

a soma dos quadrados dos demais lados.

A segunda se¢ao da obra é dedicada de fato a “medigdo de triangulos”, na acepgao historica
da Trigonometria: dadas trés medidas do triangulo, determine as demais. Para tanto, Pitiscus mostra
a necessidade de obter senos, tangentes e secantes ¢ compila uma tabela das trés funcdes
trigonométricas para cada minuto de grau de um quadrante — aprimorada depois para segundos ou
dezenas de segundos. Tomando os angulos complementares, encontram-se, como se sabe, 0s
valores de cossenos, cotangentes e cossecantes. Ou seja, temos aqui as seis fungoes trigonométricas

que sdo apresentadas ao aluno do Ensino Médio.

~
Pitiscus chama de “seno reto” de um arco a meia corda do duplo arco. Na Figura 37, BC

N\ . . , — - — , N\
tem por arco duplo BD, cuja meia-corda é BE. Entiao, BE ¢ o seno reto de BC (e do arco

—~ —_— ~ ~
suplementar BG). Analogamente BK ¢ o seno reto de BF e de BH. Aqui se constata que angulos
que somam 180° tém os mesmos valores de seno reto. Definem-se em seguida: o seno do angulo
complementar — ou seja, 0 cosseno; o seno verso, a diferenca entre o raio € o cosseno; além de

tangente e secante, determinadas pelo encontro de duas linhas, CL e AL (Figura 37).

Figura 37 - Defini¢ées de seno, seno do arco complementar, tangente e secante.

b

Fonte: Pitiscus (1600), Google Books, Biblioteca Publica de Lyon.

Como no caso indiano, a tabela trigonométrica de Pitiscus também depende do raio da
circunferéncia. A época, era costume tomar por raio um inteiro de muitos digitos, de modo a chegar
a resultados precisos e erro menor do que um. Foi o que fizeram, antes dele, o alemao

Regiomontanus (1436-1476) e o austriaco Georg Joachim Rheticus (1514-1574), por exemplo.
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Pitiscus produziu varias tabelas trigonométricas, comecando com um raio de 10°, passando por
107 e chegando a 10'°. Dividindo os resultados pela poténcia de dez condizente, obtém-se os

valores das fungdes trigonométricas tal como as conhecemos.

Pitiscus fala em senos primarios e secundarios. Primarios sido aqueles achados a partir de
relagoes geométricas elementares. Secundarios sao os que se calculam a partir dos senos primarios.
O autor entdo repassa e demonstra, na forma de problemas, nove férmulas para achar senos e

cossenos das somas, diferenc¢as, multiplos e fragdes de arcos. Vejamos algumas delas.

Figura 38 - Senos de arcos complementares.

A

o &
Fonte: Pitiscus (1600), Google Books, Biblioteca Publica de Lyon.
A primeira férmula trata tdo somente do seno do arco complementar — ou seja, 0 cosseno.
~—~ ~—~ X e P
Dado o arco BC e o complementar BF, temos que os respectivos senos sao BD e BE = DA

(Figura 38). BD e DA sio catetos do triangulo retangulo BDA, cuja hipotenusa BA ¢é o raio R.

—2 —2 — _
Logo, pelo Teorema de Pitagoras, BD + BE =R 2 ¢ assim pode-se calcular BE, dado BD, ou
vice-versa, ensina Pitiscus. Como o cosseno de um arco ¢ o seno do arco complementar, temos

aqui uma versao da relacdo trigonométrica fundamental:
(R-sena)?+ (R-cosa)? = R?,
R? - (sen?a + cos?a) = R?,
sen’a + cos?a = 1.

A segunda férmula que Pitiscus explora é a do seno do arco duplo. A regra que ensina é a
seguinte: multiplique o seno do arco pelo seno do arco complementar, divida pelo raio, e o
resultado ¢ metade do seno do arco duplo. A correspondéncia com a férmula sen (2a) = 2 -

sen(a) - cos(a) é quase imediata:

(R-sena)-(R-cosa) R-sen(2a)
R B 2 ’

2R? -sena -cosa = R? - sen (2a),
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2 -sen(a) - cos(a) = sen (2a) .

Tendo as nove férmulas, Pitiscus pode comegar sua tabela, bastando escolher o seno
primario, a partir do qual encontrara os demais. Para tanto, vale-se do fato de que a corda definida
por um arco de 60° tem a mesma medida do raio. Portanto, a meia-corda da a medida do seno de

metade de 60°. Assim, para uma circunferéncia de raio 100 000, R-seno de 30° é 50 000.

Além dos tridngulos

Cinco anos ap6s cunhar o termo trigonometria, Pitiscus relangou sua obra em edigao revista
e bastante ampliada. E o fez de modo a torna-la independente do tratado astronomico de que
originalmente servira como apéndice, de autoria do alemao Abraham Scultetus (1566-1625). Na
nova edigdo, a Astronomia, a Geografia, a Geodésia, a “Altimetria” e a “Gnomometria” siao

campos para a aplicacio da “doutrina dos triangulos”.

Essa reorganizagao ¢é simbolica. De fato, ao longo do século XVII, a Trigonometria vai se
acomodar como um ramo da Matemaitica, nio uma mera ferramenta da Astronomia ou da
navegacao. Nos anos 1700, serdo descobertas insuspeitas relagdes entre senos, cossenos e
exponenciais. A Trigonometria sera tragada para a “biblioteca de fungoes” (VAN BRUMMELEN,
2009) e, para além dos triangulos, se revelara um instrumento fundamental para a modelagem de

fenémenos periddicos.
3.5.3 Tarefas

1 (Exercicio). Por argumentos geométricos, vamos calcular valores de senos e cossenos de

30°, 45° e 60°.

a) dado um quadrado inscrito em uma circunferéncia de raio unitario, verifique que
seu lado é a corda do arco de 90°. Calcule seu valor. Deduza o seno de 45

b) dado um hexigono regular inscrito em uma circunferéncia de raio unitario,
verifique que o lado do poligono ¢é a corda do arco de 60°. Deduza senos, cossenos

e tangentes de 30° e de 60°.
2 (Problema). Dado o tridngulo ABC, com A = 36° ¢ lados AB=AC=1¢BC = x.

a) a partir de B, trace a bissetriz BD e verifique que ABD e BDC sio is6sceles;

b) mostre que BDC e ABC sio semelhantes e determine X;

¢) dado um decagono regular inscrito em uma circunferéncia, verifique que o lado do
poligono ¢ a corda do arco de 36°. Usando o resultado obtido em (b), deduza o

seno de 18°%;
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d) calcule o seno de 72° e de 36°.

3 (Investigagdo). Segundo a tabela de cordas de Ptolomeu, dada uma circunferéncia de
diametro 120, a corda correspondente ao arco de 10° ¢ 10 27 32 eade 1°¢é 1 2 50.
a) converta 1 250 e 10 27 32 para a base decimal;
. 9 . , . .
b) estime o valor de ™ = > considerando que C ¢ aproximadamente o perimetro de
um poligono regular de 36 lados inscrito na circunferéncia;
. C . , . .
c) estime o valor de T = > considerando que C ¢é aproximadamente o perimetro de
um poligono regular de 360 lados inscrito na circunferéncia;
4 (Exercicio). No tratado indiano “Surya Siddantha”, uma possivel divisao do tempo ¢ a
seguinte: um dia é composto de 60 “nadis”; um “nadi” ¢ feito de 60 “vinadis”; 1 “vinadi” ou

“prana” corresponde ao tempo de uma respiracao, que por sua vez equivale ao tempo de proferir

dez silabas longas, ou “gurvaksharas” (SARMA, 1991).

a) quantos segundos dura uma respiragao?
b) quantos “nadis” tem uma hora?

¢) ha vantagem em dividir o dia em 60 “nadis” e cada “nadi” em 60 “vinadis”?

5 (Exercicio). Observe a Figura 39, da obra do alemao Pitiscus. Sejam EG = 200 pés e
BAC = 29°40". Com AC ¢ EG paralelos, determine a altura BC sabendo que o R-seno de BAC ¢

49 495 e o R-seno do arco complementar ABC ¢ 86892, para uma circunferéncia de raio 100 000.

Figura 39 - Problema da obra de Pitiscus.

il

! E F H

Fonte: Pitiscus (1600), Google Books, Biblioteca Piblica de Lyon.
6 (Exploragio). Vamos demonstrar a férmula sen (2a) = 2 - cos a sena, a partir da
. ~ .. . T~ N 7~
ilustracdo da obra de Pitiscus (Figura 40). Dados BC, o seno do arco BD; AC, o cosseno de BD; e

o raio E; vamos achar ﬁ, que vem a set o seno de F/'-D, arco duplo de BD.
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Figura 40 - Problema da obra de Pitiscus.

g
gt &
H L
A G ) s ]

Fonte: Pitiscus (1600), Google Books, Biblioteca Publica de Lyon.
a) Seja E a intersecio de FD e AB. Verifique que AED ¢ um angulo reto.

b) Mostre que os tridngulos AED e ACB sio congruentes. Deduza que AC = AE.

¢) Seja EI um segmento paralelo a BC. Mostre que os triangulos AEI e ABC sao
AE-BC
=

semelhantes. Deduza que El =

d) Mostre que HG = EI é metade de FG, o seno do arco duplo que buscamos

encontrar. Deduza que FG = Z-Agc. Tomando AB = 1, conclua que

sen (2a) = 2 - cos a sena.
e) Aplique a férmula encontrada para resolver o seguinte exemplo de Pitiscus. Em
uma circunferéncia de raio 107, o R-seno de 35° é 5 735 764 e o R-seno do arco

complementar é 8 191 520. Calcule o seno de 70°.

3.6 A BORBOLETA E O TORNADO

3.6.1 Habilidade

(EM13MAT313) Utilizar, quando necessario, a notagdo cientifica para expressar
uma medida, compreendendo as nog¢bes de algarismos significativos e algarismos
duvidosos, e reconhecendo que toda medida ¢ inevitavelmente acompanhada de
erro (BRASIL, 2018b).

Examinamos aqui um caso emblematico da nog¢ao de incerteza, o chamado efeito

borboleta, e a evolugao do conceito de algarismos significativos ao longo dos séculos.

3.6.2 Relato

A utopia deterministica

Considere o nimero 0,506127. E considere o seguinte arredondamento: 0,506. O erro

0,506127-0,506

= 0,000251. Desprezivel, certo? Depende. Ao usar o valor
0,506127

relativo é de apenas

arredondado, inadvertidamente, o meteorologista americano Edward Lorenz (1917-2018)

descobriu que, para certos sistemas, “estados iniciais ligeiramente diferentes podem evoluir até



98

estados consideravelmente diferentes” (LORENZ, 1963a). A descoberta esta na origem da teoria
do caos e inspirou uma das metaforas mais populares da ciéncia: o efeito borboleta — que por pouco

nao se chamou efeito gaivota, como veremos.

Por muito tempo os cientistas cultivaram a ambic¢do tdo bem expressa por Pierre-Simon
Laplace (1749-1827) de que uma inteligéncia vasta o bastante para analisar “todas as forgas que
animam a natureza” e “o estado dos seres que a compdem” pudesse por fim a toda incerteza, de
modo a ter o futuro e o passado “presente a seus olhos” (LAPLACE, 1814). O sucesso de
astronomos na previsao de eclipses e passagens de cometas alimentava a utopia deterministica.
Essa nogao comegou a ser desafiada no século XIX, no campo da Astronomia, em particular com
os estudos de Henri Poincaré (1854-1912) sobre o chamado problema dos trés corpos. Nos anos

1960, no terreno da Meteorologia, Lorenz enterrou de vez a fantasia.

Até o inicio do século XX, a previsio do tempo mal tinha o status de ciéncia. Era antes
considerada um jogo de adivinhagao, uma aposta que técnicos treinados podiam intuir a partir da

leitura de dados meteoroldgicos e da observagao das nuvens (GLEICK, 2011).

Os poucos cientistas que buscavam modelar numericamente as condi¢des climaticas
partiam do pressuposto de que as variaveis de hoje sao uma combinacio linear das variaveis de
ontem (MOTTER e CAMPBELL, 2013), restando calibra-las por métodos estatisticos. Um
exemplo de modelagem linear: a temperatura amanha em Nova York sera uma constante @, mais
uma constante b multiplicada pela temperatura em Chicago hoje, mais uma constante ¢

multiplicada pela umidade relativa em St. Louis etc.

O exemplo dado acima ¢ do préprio Lorenz, em uma série de trés palestras que viraram o
livro “The Essence of Chaos” (LORENZ, 2005). Lorenz trabalhava no Massachusetts Institute of
Technology (MIT) e buscava um modelo alternativo a abordagem estatistica. Acreditava que a
modelagem das condi¢des climaticas exigia outro modelo tedrico, em particular um sistema de
equagodes diferenciais ordinarias nao-lineares, do tipo que descrevia dinamica de fluidos. Chegou a

uma solugao baseada em 12 variaveis, como temperatura, pressao e velocidade do vento.

Para investigar em detalhe sua modelagem, e compara-la com a abordagem linear, Lorenz
adotou em 1960 uma novidade ainda vista com desconfianca naqueles anos: um computador. Era
um Royal-McBee LGP-30 (Figura 41), do tamanho de uma grande mesa, capaz de fazer uma
multiplicagdo em 17 milissegundos — uma eternidade se comparado ao desempenho dos atuais

computadores, que ja se mede em 1012 operagdes por milissegundo.
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Figura 41 - O Royal-McBee LGP-30, em exibi¢cio no Boston’s Computer Museum.

Fonte: ArnoldReinhold, <https://commons.wikimedia.otg/wiki/File:LGP30.agt.jpg>.

O Royal-McBee LGP-30 conseguia simular a passagem de um dia inteiro a cada minuto.
Ao imprimir os resultados, por economia, usava apenas trés casas decimais. Certo dia, Lorenz
decidiu repetir certos calculos para examinar o que estava acontecendo em detalhe, conta. Ao
reiniciar a rotina, reabasteceu o sistema com os resultados que o proprio computador havia acabado
de imprimir, ou seja, os valores arredondados. Bateu 0,506, em vez de 0,506127, deixou a “maquina

do tempo” trabalhar e foi tomar café.

Ao voltar, a surpresa: a partir dos valores arredondados, o modelo computacional produzia
previsoes cada vez mais discrepantes. O cientista primeiro pensou tratar-se de uma falha do
computador, o que nao era incomum. Mas entdo encontrou um padrao para a discrepancia. “A
diferenca dobrava a cada quatro dias, e no segundo més ja nao havia qualquer semelhanca com os

resultados originais”, lembra.

Em 1963, o meteorologista publicou dois importantes artigos a esse respeito. No primeiro
deles, apresentou um modelo simplificado de convec¢io atmosférica feito de trés equagdes
diferenciais ordinarias e chamou a ateng¢do para a instabilidade de sistemas nao-periédicos ante
pequenas modificagdes, uma primeira formulacao do que hoje se conhece por dependéncia sensivel
das condig¢oes iniciais (LORENZ, 1963a). No outro artigo, divagou: “o bater de asas de uma gaivota

pode alterar o curso do tempo para sempre” (LORENZ, 1963b).

Em 1972, por ocasido de uma palestra em Washington, a metafora foi alterada. “Pode o
bater de asas de uma borboleta no Brasil ensejar um tornado no Texas?”, foi o titulo provocativo
do encontro. Segundo o proprio Lorenz (2005), nao foi ele quem escolheu a borboleta, no lugar

da gaivota, mas o meteorologista encarregado da programacio.

A escolha parece hoje ainda mais adequada porque a representacio grafica dos sistemas
instaveis estudados por Lorenz insinua, de fato, o desenho das asas de uma borboleta (Figura 42).

Seja como for, Lorenz organizou toda a palestra em torno dessa metafora. Mas nao respondeu a
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questao. Apos divagar sobre os limites da previsao do tempo e da necessidade de ampliar a rede de
coleta de dados, Lorenz propds “deixar nossa pergunta sem resposta por alguns anos, enquanto

afirmamos nossa crenga de que a atmosfera seja instavel” (LORENZ, 2015).

Figura 42 - O modelo de Lorenz.

Fonte: Tlustragdo reproduzida de Lorenz (1963a), com permissao da American Meteorological Society.

A medida da duavida

A incerteza e o erro sao inerentes a toda mensuragao, sejam os sistemas caéticos ou nao. E
a computagdo inadvertida das medidas pode artificialmente insinuar resultados mais precisos do
que a tomada de valores autorizaria. Seria uma bobagem verter “Fahrenheit 4517, titulo do classico
de Ray Bradbury, para, digamos, “Celsius 232,778, pois a medida original ndo tem tanta precisao.
Dizemos que a medida da temperatura tem trés algarismos significativos (4, 5 e 1), e sua conversao

deve respeita-los, de modo que 451 °F se converte em 233 °C.

Figura 43 - Algarismos significativos em “The Ground of Arts”.

Fonte: Recorde (1618), Google Books, Alessandrina Library, Rome.

A expressao “algarismo significativo”, como tantas outras na Histéria da Matematica,
mudou de sentido ao longo dos séculos. Nos anos 1500 e 1600, era empregada por europeus para
designar todos os digitos diferentes de zero. Acha-se um exemplo antigo desta acep¢ao em “The
Ground of Arts” (Figura 43), do matematico galés Robert Recorde (1512—1558). Ao apresentar o
sistema posicional baseado nos algarismos indo-arabicos, inovagao trazida a Europa trés séculos

antes por Fibonacci (c.1170-1240), Recorde explica: “Ha dez nuimeros (figures) usados na
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Aritmética: dos dez, um significa nada, ¢ feito como um O e ¢ particularmente chamado Cifra (do

arabe s/f7) [...] Os outros nove sao chamados significativos (signifying fignres)” (RECORDE, 1618).

Com o passar do tempo, a expressao acabou capturada pelo campo da Estatistica, amarrada
a teoria de erros. Uma definicdo precisa de algarismo significativo é ainda “problematica”,

considera Higham (2002), mas seu sentido pode ser facilmente intuido.

Significativo é o algarismo que tem maior probabilidade de estar correto, em relagio aos
demais algarismos (VUOLO, 1996). Por exemplo, vamos supor que, usando uma régua graduada
em centimetros, se tome a medida de 12,8 centimetros. Os digitos 1 e 2 estdo muito provavelmente
corretos, dado que o instrumento deve identificar com clareza os limites do intervalo [12,13]. So,
portanto, algarismos significativos. Quanto ao 8, nao temos tanta certeza, porque os milimetros
nao estao marcados. Ainda assim, 12,8 parece mais provavel que, por exemplo, 12,1. Entao, o
digito 8 também ¢ significativo, mas é chamado duvidoso. Ja uma medida de 12,8765, usando a
mesma régua, seria um evidente disparate. Se o 8 ja ¢ duvidoso, os algarismos seguintes nao tém

qualquer significado: a probabilidade de que estejam corretos é a mesma de qualquer outro digito.

Como regra geral, admitem-se estimativas até décimos da menor divisao da escala do
instrumento. Assim, os algarismos significativos expressam a propria incerteza do processo de
mensuracdo. As armadilhas aparecem quando nao se tem a indicacdao explicita da incerteza.
Tomemos o exemplo histérico da medida da Terra atribuida a Eratéstenes de Cirene (276-194

a.C.), que chefiou a Biblioteca de Alexandria e gozou da reputacao de grande erudito.

Figura 44 - A estratégia de Eratéstenes.

Fonte: do autor.

A estratégia de Eratostenes ¢ notoria pela simplicidade (BURTON, 2011; DUTKA, 1993).
Sejam duas cidades sobre o mesmo meridiano, A e B (no caso historico, Siena, atual Assua, e
Alexandria, no Egito), como na Figura 44. Quando o Sol estiver a pino em uma delas (Siena), mede-
se a inclinagao dos raios na outra (Alexandria). Aceitando que os raios solares sejam paralelos, a

medida da inclinagao corresponde ao angulo central & que subtende o arco da circunferéncia que
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liga as cidades. Conhecida a distancia d entre elas, calcula-se sem dificuldade o comprimento da

circunferéncia C de uma Terra perfeitamente esférica:

a d

360° C°

Tomando a distancia entre as cidades por 5000 estadios e o angulo medido em Alexandria
de 1/50 da circunferéncia, Eratéstenes chegou ao valor de 250 000 estadios. Mas o que significam
esses 250 000 estadios? A unidade estadio corresponde ao comprimento de uma pista de corrida.
Na pritica, havia diferentes estadios, variando de 150 a pouco mais que 200 metros. E possivel que
Eratéstenes tenha se valido do padrao egipcio, equivalente a cerca de 157,5 metros. Entao, 250 000

estadios sao 39 375 quilémetros.

E certo, contudo, que essa conversio embute uma precisao artificial. E consenso entre
historiadores que a distancia entre as cidades é um arredondamento (DUTKA, 1993). Uma pista
histérica: Eratostenes, nao se sabe bem por qué, decidiu aumentar o resultado em 2 000 estadios,
chegando a 252 000 (BURTON, 2011) estadios. E razodvel supor que sejam, entio, apenas tres os
algarismos significativos: a centena de milhar, a dezena de milhar e o milhar, sendo esta dltima a
posicao do algarismo duvidoso. Refazendo as contas, chegamos a uma circunferéncia de 39 690
km, o que podemos expressar, com trés algarismos significativos, como 39,7 mil quilometros. O

resultado subestima em cerca de apenas 0,4 mil quilometros a circunferéncia da Terra.

Ferramentas para a sala de aula

Um tratamento rigoroso do erro e da incerteza esta possivelmente além do programa do
Ensino Médio. Mas o aluno nido deve ser privado da no¢ao de que “toda medida é uma
aproximag¢ao”, como escreve Boyer (1939), em um dos varios artigos da primeira metade do século
XX que buscam sistematizar regras da “computacao aproximada” proprias para a sala de aula.

Vejamos como o autor distingue os algarismos significativos dos nao-significativos:

a) todo digito diferente de zero ¢ significativo;
b) zeros entre digitos diferentes de zero sao sempre significativos;

c) zeros a direita do ultimo digito diferente de zero podem ser significativos.

Tomemos um exemplo do livro para ilustrar a aparente vacuidade da terceira afirmacao.
Seja 520 a medida. Os digitos significativos podem ser trés, se a duvida recai sobre a unidade; ou
dois, se recai sobre a dezena. Para superar a ambiguidade, é necessario um esfor¢o de notagio.
Boyer sugere que se escreva 520, no primeiro caso, e 520 no segundo, seguindo proposta feita por

Bakst (1937, apud BOYER, 1939). Ha também as alternativas: 52\0 ou 52-0. Como se sabe, também
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se pode superar a ambiguidade por meio da notagio cientifica, escrevendo 5,2 ou 5,20 - 10%, a
depender do caso. E curioso notar que a opgao pela notagao cientifica, hoje tdo natural, seja apenas

uma nota de rodapé no artigo de 1939.

Conbhecidos os algarismos significativos, resta saber como opera-los no calculo de medidas
indiretas — ou seja, no calculo feito a partir de medidas diretas. Boyer (1939) sugere regras para cada
operagao, oferecendo uma série de exercicios para cada uma. Sao regras simples, como esta, para a
multiplicagdo: o produto niao pode ter mais algarismos significativos que qualquer uma das medidas.
Assim, 24,66 - 79,73 = 1966,1418, mas como os fatores tém quatro digitos significativos, deve-

se tomar por resultado simplesmente 1966.

E interessante verificar que a regra se ajusta bem a nocéo de que niimeros sio significativos
se tém maior probabilidade de estarem corretos que quaisquer outros digitos na mesma posigao.
Para tanto, vamos aceitar, como sugere Boyer, que 24,66 aproxime um valor verdadeiro entre
24,655 e 24,665 e 79,73 aproxime algo entre 79,725 e 79,735. O menor produto que se pode obter
¢é 24,655 - 79,725 = 1965,619875, ¢ o maior, 24,665 - 79,735 = 1966,663775. Observe
que a disparidade aparece no algarismo da unidade, o que recomenda toma-lo como duvidoso e
dispensar todos os seguintes. Sendo o resultado provavelmente maior que 1965 e menor que 1967,

ficamos com 1966, chegando ao mesmo resultado obtido pela regra descrita no paragrafo anterior.

3.6.3 Tarefas

1 (Exploracao). A Figura 44 representa a estratégia de Eratéstenes para o calculo da
circunferéncia da Terra. As setas indicam raios solares paralelos. A e B representam duas cidades

sobre o mesmo meridiano, ou seja, sobre uma circunferéncia maxima da esfera terrestre.

a) verifique que o angulo central & é o mesmo da inclinagao dos raios na cidade B.

b) calcule a circunferéncia e o raio da Terra, considerando que: a distancia d entre as
cidades A e B seja de 5 000 estadios, antiga unidade de comprimento; e que, com o
sol a pino em A, a inclina¢io dos raios solares em B seja de 7,2 °;

c) converta o resultado para metros, usando 1 estadio = 157,5 metros. Pesquise a

medida da circunferéncia da Terra e compare os resultados.

2 (Exercicio). As questoes a seguir foram adaptadas de Boyer (1939). Para resolvé-las, siga
esta regra para multiplicar e dividir valores aproximados: o produto e o quociente de nimeros
aproximados nao podem ter mais algarismos significativos que qualquer uma das medidas

envolvidas no calculo.
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a) calcule o produto a - b,coma = 23,34eb = 66,92;
b) divida 178,63 por 4,18;

¢) determine o diametro de uma circunferéncia que mede 25,8 centimetros.

3 (Exercicio). Um campo retangular tem lados de aproximadamente 23,4 e 18,3 varas.
Considere uma incerteza de 0,05 vara na tomada de medidas. Calcule a maior e a2 menor area
possivel e compare o resultado com o valor obtido por meio da regra da multiplicagdo de medidas,

abordado no exercicio anteriot.

4 (Exploracio). Considere a soma das medidas 1234 + 5,6. Faz sentido usat nesta
operagao a mesma regra dos exercicios anteriores para determinar os algarismos significativos do
resultado? Discuta uma regra para a soma e subtragdo de medidas. Considere que significativo é o

algarismo que “tem maior probabilidade de ser correto, em relacio aos demais” (VUOLO, 1996).

5 (Investigagdao). Diversos autores da Antiguidade contam que o matematico e filésofo
Tales de Mileto (c. 624-547 a.C.) mediu a altura da Grande Piramide de Gizé, no Egito, pela
comparac¢ao de sua sombra com a de um objeto de dimensao conhecida, a um mesmo horario do
dia. Di6genes Laerte e Plutarco sdao algumas das fontes dessa historia. Para tanto, é preciso resolver
um problema de ordem pratica (REDLIN, VIET e WATSON, 2000): o corpo da piramide impede
que Tales mega diretamente o tamanho da sombra, desde o centro da piramide. Considere trés
esquemas de uma piramide vista do alto (Figura 45), e discuta estratégias para determinar a altura

dela em cada caso. Considere uma pirdmide reta de base quadrada, de lado .

Figura 45 - Trés vistas aéreas de uma piramide de base quadrada, com a sombra projetada.

Fonte: do autor.

3.7 A LINHA E O NUMERO

3.7.1 Habilidade

(EM13MAT401) Converter representagoes algébricas de fungdes polinomiais de
1° grau em representacoes geométricas no plano cartesiano, distinguindo os casos
nos quais o comportamento é proporcional, recorrendo ou nio a softwares ou
aplicativos de algebra e geometria dinamica (BRASIL, 2018b).
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Discutimos aqui a obra do francés René Descartes (1596-1650) e de seu conterraneo, tantas
vezes tratado como precursor, Nicole Oresme (c.1320-1382). Em particular quanto a Descartes,
registramos que a presente pesquisa ensejou o artigo “Escolhendo ‘isso e aquilo’ com Descartes:
tarefas matematicas” (JELIN e VENEZUELA, em revisao), em que sao propostas tarefas

matematicas, na acep¢ao de Ponte (2014), com base na leitura de “A Geometria”.
3.7.2 Relato

Equivoco precursor

Por suas sentencas definitivas, a Matematica pode parecer atemporal (HODGKIN, 2005).
De fato, ndo se supoe que as relagdes entre os lados de um triangulo retingulo possam variar

conforme o século. Segundo Albert Einstein (1879-1955), uma equagio é para a eternidade.

Mas a verdade ¢ que toda sentenga matematica é formulada em certos termos, em certo
lugar, sob certas circunstancias. Embora seja tentador buscar nas grandes obras do passado os
pilares do edificio matematico tal como hoje o conhecemos, nao ¢ recomendavel ignorar o contexto
em que foram produzidas. Mesmo a frase atribuida a Einstein, que acabamos de citar, pode ser
melhor compreendida em seu devido contexto: uma conversa informal com seu assistente, o
matematico Ernst Straus, sobre o comité que havia criado em 1946 para reunir cientistas contrarios
ao desenvolvimento de armas nucleares: “Sim, vocé precisa dividir seu tempo entre a politica e as
nossas equagoes. Mas nossas equagoes sa0 muito mais importantes para mim, porque a politica é

para o presente, € uma equagao ¢ algo para a eternidade” (SEELIG, 1986).

A abordagem contextualista da Historia da Matematica se contrapde a vertente presentista,
pela qual os feitos do passado sao interpretados, legitimados ou deslegitimados segundo valores
presentes. Em suas origens, a Histéria da Matematica — e da ciéncia, de modo geral — era
essencialmente presentista. Hoje em dia, a reputagdo do presentismo é “quase sempre ruim”
(HODGKIN, 2005), embora ainda muito difundida. Um reflexo do presentismo é a constante
busca por heréis na Histéria da Matematica e certa fixacdo pelo estabelecimento de linhas de

transmissao entre as mais diversas contribui¢des, havendo ou nao evidéncias para tanto.

Para ilustrar os abusos da abordagem presentista, tomemos o caso do filésofo francés
Nicole Oresme (1323-1382). Ja se creditaram a ele as seguintes glorias: a descoberta da Lei de
Gresham, antes de Thomas Gresham (1519-1579); da Lei da Queda dos Corpos, antes de Galileu
Galileu (1564-1642); da Geometria Analitica, antes de René Descartes (1596-1650); da rotagao da

Terra, antes de Nicolau Copérnico (1473-1543). E o pensador medieval que mais comumente se
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toma como precursor (CLAGETT, 1964). Sem negar o brilho de Oresme, vejamos o que ha de

equivocado nesta abordagem, em particular quanto a Geometria Analitica.

No inicio do século XIV, pensadores do Merton College, de Oxford, buscaram na
Matematica um novo enfoque para a Filosofia Natural, em particular no campo da Fisica. Eram os
Oxford calenlators, entre os quais se destacava Thomas Bradwardine (1300-1349). A influéncia deste

grupo alcangou outras escolas, como a de Paris, da qual Oresme foi um dos expoentes.

Oresme deu um passo além, e um passo original, ao aplicar a filosofia natural as armas da
Geometria. Em “Tractatus de configurationibus qualitatum et motuum”, ele propde usar figuras
geométricas e a nogao de proporcionalidade para representar e interpretar variagoes daquilo que,
na tradi¢ao de Aristételes, eram chamadas qualidades: calor, velocidade, brancura, intensidade de
um odor, entre outros atributos. A esses proto-graficos (BENIGER e ROBYN, 1978), Oresme
chamava “figuragbes”, e por meio deles acreditava poder demonstrar que fenémenos naturais

prescindem de causas sobrenaturais (DI LISCIA, 2017; MALBOUISSON, 2011).

Em seu tratado, Oresme explica como uma forma geométrica pode ilustrar o aumento ou
a diminui¢do de certa qualidade. Para tanto, basta representar a “intensidade” ou “grau” da
qualidade na vertical (que ele chama latitude), e a “extensio” da qualidade na horizontal (a
longitude). Por exemplo, o triangulo ABC da Figura 46 pode ilustrar a atenuagao continua de certa
qualidade até zero, enquanto o retangulo ABGF ilustra certa “qualidade uniforme”, cuja intensidade
corresponde ao “grau médio” da “qualidade uniformemente disforme”. Valendo-se de argumentos
geométricos, Oresme mostra que a “quantidade de qualidade” das duas figuragoes ¢ a mesma, pois
as areas de ABC e ABGF sio iguais. Eis a demonstracao de um teorema originalmente proposto
pelos Oxford calenlators, no século XIV, o Teorema do Grau Médio, também chamado Teorema

mertoniano da Velocidade Média.

Figura 46 - Figuracido de Oresme.

A D B

Fonte: do autor, baseado em Di Liscia, 2017.

O abismo dos séculos

A correspondéncia das anotagdes de Oresme com o que hoje conhecemos por movimento

uniformemente variado parece imediata: representamos a velocidade no eixo vertical, o tempo no



107

eixo horizontal, e a area sob a curva vale pela distancia percorrida — a “quantidade da qualidade”
velocidade, para certa “extensio” de tempo. Se a variagdao da velocidade é constante, seu grafico é
uma reta, e a distancia coberta ¢ a mesma de um objeto a uma velocidade fixa igual 2 média das

velocidades inicial e final do corpo em aceleragio.

Porque ¢ possivel traduzir facilmente em termos modernos as figuracées de Oresme, a
matematica tradicional enxergou nesta obra antecedentes do plano cartesiano. Duhem (1913), por
exemplo, considera Oresme nada menos que o inventor da Geometria Analitica. Para Molland
(1969), essa afirmagao ¢ ridicula. De fato, hd um abismo que os separa. Como alerta Roque (2012),
“apesar de Oresme usar duas linhas para representar grandezas envolvidas no movimento, nao
havia nenhuma mengcao a sua interpretacao algébrica, o que caracteriza a representagao cartesiana’.
Além disso, nao ha evidéncia qualquer que ligue as figuragoes de Oresme a obra de Descartes

(HODGKIN, 2005), também francés.

Descartes publicou “A Geometria” quase trés séculos depois de Oresme, em 1637, como
um dos trés apéndices do “Discurso sobre o método”. Os apéndices serviam como demonstragdes
de seu sistema filoséfico. A edigao causou profundo impacto. E no “Discurso” que achamos uma

das frases mais célebres da historia do pensamento: “Je pense, donc je suis”, “Penso, logo existo”.
) b) ) g

“A Geometria” é composta de trés livros. Nao se pode dizer que seja uma leitura facil. Mas
tem um certo tom familiar, se comparada a tratados mais antigos. E ali que ¢ feita pela primeira vez
a escolha de letras minusculas para representar coeficientes e incognitas, reservando as ultimas
letras do alfabeto para estas e as primeiras para aquelas. E ali também que se propde usar nimeros
sobrescritos para indicar expoentes — embora o préprio autor alterne notagdes, variando entre as
formas x? e xx. Além disso, a obra foi esctita em francés, nio em latim, como era de costume,

uma escolha deliberada e bem-sucedida para levar a um publico mais vasto seu “método”.

Contudo, nao se acha ali a representacao do plano cartesiano tal como o conhecemos — ou
seja, o plano organizado por dois eixos orientados, perpendiculares, de abscissas (x) e ordenadas
(y), definindo quatro quadrantes. Também ndo se acham as expressoes “eixos” e “coordenadas”,
tdo associadas a descricdio do plano cartesiano. Vejamos entdo o que se encontra em “A
Geometria”, tomando por base: a tradugdo para o inglés de David Eugene Smith e Marcia L.

Latham (DESCARTES, 1997); e a versao para o portugués do primeiro livto (RAMOS, 2009).

A curva e a equagao

O primeiro livro de “A Geometria” ¢ dedicado aos “problemas que se pode construir sem

se empregar senao circulos e linhas retas”. Comeca com a seguinte constatacao: “Todos os
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problemas de Geometria podem facilmente ser reduzidos a termos tais que é desnecessario
conhecer previamente mais do que o comprimento de algumas linhas retas” (RAMOS, 2009). Seu
objetivo ndo é exatamente reduzir a Geometria a Algebra, mas fazer corresponder uma construgio
geométrica a certa expressio algébrica, convertendo propor¢des em equagdes. E uma abordagem
de mao dupla, observam Boyer e Merzbach (2011), que liberta a Geometria do uso de diagramas e

ao mesmo tempo da sentido as operagoes algébricas por meio da interpretagdo geométrica.

Tomemos o primeiro caso do livro como exemplo (Figura 47). Descartes quer mostrar
como obter o produto BD - BC. Para tanto, toma AB como unidade, liga A a C e traca DE, paralelo

a AC. A chave aqui estd em escolher AB como uma unidade arbitraria, de modo a torna-lo “o mais
‘- . , » . ~ , . BD __BE

proximo possivel de nimeros”, escreve Descartes. Assim, a propor¢ao geométrica = = = resulta
BA BC

na equagao BE = BD - BC. Por esse raciocinio, o produto dos segmentos BD e BC ¢ uma medida,

um numero, ndo um retangulo.

Figura 47 - O produto de BD por BC, um exemplo de “A Geometria”.

Fonte: Descartes (1637), Bibliotheque nationale de France.

Descartes ¢ explicito quanto ao tratamento algébrico, avisando que a?, b3 e outras
poténcias devem ser entendidas como simples linhas, ainda que as chame quadrados e cubos. “Tal
método era absolutamente inovador na geometria, pois permitia ultrapassar a homogeneidade das
grandezas e operar com elas como se fossem numeros, o que implica uma mistura entre géneros

tidos tradicionalmente como distintos: a aritmética e a geometria”, explica Roque (2012).

A estratégia para resolucao de problemas ¢ sintetizada por Descartes mais adiante: suponha
o problema resolvido, dando nomes as “linhas que parecem necessarias” a constru¢ao geométrica,
sejam as medidas conhecidas ou nao; encontre as relagdes entre as linhas, até¢ que seja possivel

expressar uma mesma quantidade de dois modos; resolva entao as equagoes.

Um exemplo importante deste método aparece ao final da primeira parte de “A
Geometria”. F o problema das trés ou quatro linhas de Pappus. Segundo Boyer e Merzbach (2011),

ao resolvé-lo e generaliza-lo para mais linhas, Descartes teria compreendido o alcance de sua
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abordagem, o que teria motivado a elaboragdo de “A Geometria”. Nao é um problema trivial,
contudo. Para conhecer o método cartesiano, propomos investigar outras passagens da obra, que
nos parece ao alcance do aluno de Ensino Médio, especialmente se pudermos contar com softwares

de geometria dinamica, como o GeoGebra.

“Escolho isso e aquilo”

Ao discutir a “natureza das linhas curvas”, no segundo livro, Descartes mostra como

produzir curvas complexas a partir da simples propor¢ao entre segmentos. Observe a Figura 48.

Figura 48 - O “instrumento” XYZ, de Descartes.

Fonte: Descartes (1637), Bibliotheque nationale de France.

Feito de réguas perpendiculares, o “instrumento” XYZ determina a posi¢io dos pontos
A,B,C,D,E,F,G ¢ H conforme o angulo XYZ varia. Os segmentos BC, DE e FG sio paralelos
entre si e perpendiculares a YX. Os segmentos CD, EF e GH sao paralelos entre si e perpendiculares

a YZ. Assim ¢ possivel estabelecer relagoes de proporcionalidade entre as medidas dos diversos

triangulos retangulos formados.

Com esse instrumento, Descartes pretende construir as curvas pontilhadas da figura, uma
“mais complexa” que a outra, ¢ todas “mais complexas” que o circulo, diz. No entanto, a descrigao
dessas curvas pode ser tio claramente concebida quanto a do circulo, acredita o francés. Vejamos
que curvas sao essas e como obter as equagoes correspondentes — o que nao é dado explicitamente
na obra. Tomemos YA=YB =1 como unidade, YC =x> 1, CD = y > 0. Entao, por
semelhanca dos triangulos YCB e YDC, temos que:
YC YB X 1
— =—S>—=—=—>YD =x2.
YD YC YD X

Mas, por Pitagoras:

—2 —2 —2 —2
YD =YC +CD =YD ==x?+y2.
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Substituindo YD, temos:

()2 = x4yt =y = £/ 2.

Lembrando que x > 1 e y > 0, descartamos a solu¢do negativa e eis a expressao que descreve a

curva percorrida pelo ponto D, quando se faz o ponto C variar em funcio do angulo XY Z:

y=+x*—x% =x/x%2 -1

Vejamos como obter a curva seguinte, percorrida por F. Fazemos: YA=YB=1YC=

a>1YE =x>aEF = y > 0. Entao, por semelhanga dos tridngulos YED e YFE, temos:

YE YD x YD _— «x?
— = —=—=—>YF =—. (12)
YF YE YF X Y

Além disso, por semelhanca dos triangulos YCB ¢ YDC, pode-se afirmar que:

YC YB a 1
::::>::—:>YD:G,2. (13)
YD YC YD a

E da semelhanca de YED e YCB, temos:

YE YD x YD «x
YC YB a 1 YD

Comparando as Equagoes (13) e (14), de modo a eliminar a, obtemos:
2 2
(—) =a’=YD=>x*=YD =>x3=YD. (15)
Por Pitagoras, temos também que:
—2 —2 —2 —2
YF =YE +EF =YF =x*+y2. (16)

Substituindo YF na Equaciao (16), conforme Equagao (12):

x2\°
—_— = .XZ + 2 .
(YD) Y

E substituindo YD, conforme a Equacao (15):

2
x? 8 8
— | =x2+y?=>x3=x>+y?=>y=4x3 —x2.

2
x3
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Comy>0ex>a>1,eis a curva “complexa” descrita pelo ponto F, conforme G varia em

funcao do “instrumento” XY Z:
2

Yy =X
2
Processo analogo para descrever o ponto H nos leva a y = x4/x5 — 1, 0 que sugere um

padrao para essa familia de curvas. Podemos traca-las, com auxilio do GeoGebra (Figura 49),
aproveitando o fato de que a variavel X tem de fato o papel de abscissa, e y, o de ordenada:

Figura 49 - Familia de “curvas complexas”

1
! /
Il S A
:, F/ a 3
p A y=xz\/xs — 1 y
B AR B
! l;
AcC E G Z Y AC E G z
®
XVZ=43°

Fonte: do autor.

E na descrigao deste instrumento que Descartes faz uma observagao fundamental sobre

sua abordagem analitica: todos os pontos de uma dada curva “geométrica” tém uma relagaio bem

definida com pontos de uma linha reta, e essa relagao pode ser dada por uma equacao. O exemplo

seguinte serve de ilustragdo (Figura 50). Descartes vai mostrar como obter a equagdo da curva

e

percorrida pelo ponto C, dado pela intersegao das retas GL e W, com GA,CB e NL paralelos.

Figura 50 - Descartes: “Somos livres para escolher”.

7 NS 39

Lk Ol

.

-

S e T e

- X e —
g.m:;.;omrv ongil 4

A 153

Fonte: Descartes (1637), Bibliotheque nationale de France.
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Ja fazendo uso da notagdo para coeficientes e variaveis, usando as primeiras e as ultimas

letras do alfabeto, o francés nomeia AG = a,KL = b, NL = ¢ e escolhe AB = x,CB =y como
“quantidades desconhecidas e indeterminadas”. “Eu digo ‘escolho isso e aquilo’ porque somos
livres para escolher o que queremos [...], ndo importa que linha eu escolha [...] a curva sempre se

provara de mesma classe, fato facilmente demonstravel”, escreve.

Entio o francés chama aten¢do para a seguinte proporcionalidade (que se verifica,

acrescentamos, a partir da semelhanca dos triangulos NLK ¢ CBK):

NL

b — b
:=>BK=y

Cc
— —. 17
Y BK c 17

R)

Substituindo BK = b + BL na Equagao (17), temos:

— b — b—»b

Dada a semelhanca dos triangulos CBL e GAL, vale também o seguinte:

CB BL y BL
_BL Yy _ B

— == ==. 19
GA AL a AL 19

Substituindo AL = x + BL na Equacio (19) e usando a Equagao (18), obtemos:

yb — bc
- C
a yb — bc ’

x+—c

yxc + y?b — ybc = ayb — abc,

cx
y2=ay—ac+yc—y7.

Para essa escrita, Descartes usa Yy para y° e o sinal invertido de proporcionalidade (o)
para representar a igualdade (Figura 51), sem dar maiores explicagdes. Esse sinal foi o grande rival

do simbolo =, proposto no século anterior por Robert Recorde (CAJORI, 1923).
Figura 51 - Uma equagio cartesiana.
cx b
yyoey--yytay--ac

Fonte: Descartes (1637), Bibliotheque nationale de France.
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A aplicagao imediata dessa expressao no sistema de coordenadas hoje chamado cartesiano
gera a mesma curva, mas nao a mesma representacao grafica. E que no tragado de Descartes, o y
faz o papel de abscissa, e 0 X, de ordenada. Além disso, o eixo horizontal esta orientado a esquerda,
nao a direita. Mas basta trocar X por y na equagao e inverter os sinais das abscissas para obter a

representacao equivalente a de Descartes, como na Figura 52.

Figura 52 - Aplicacio da equacdo de Descartes ao plano cartesiano tal como hoje o conhecemos. Em azul, a
reproducio literal da férmula. Em vermelho, a curva obtida pela troca de coordenadas.

9 yex
Yy =ay —ac+yc— —
b
v/
ycx G
T = <@L =gC—Te+——
b
- ’~~\
/ G X
/ \
¥ \
// \
/ \
\
a7 |4
7 |

Fonte: do autor.

“A Geometria” é uma obra relativamente curta, pouco mais de 100 paginas. Descartes
explica que nao pretende se aprofundar nos “detalhes” - corroborando sua fama de preguicoso.
Diz que nao quer privar o leitor do prazer de aprender por si mesmo. A omissao de muitos
“detalhes” fez de “A Geometria” um tratado desafiador e até obscuro aos olhos de seus
contemporaneos (BOYER ¢ MERZBACH, 2011). E ainda hoje uma leitura exigente. Se a
abordagem cartesiana triunfou, foi por obra de seus comentaristas, em particular Frans van
Schooten (1615-1660) (STRUIK, 1963). O matematico holandés reeditou Descartes,
destrinchando os “detalhes”, com a colaborag¢ao de um time estrelado: Johan de Witt (1625-1672),
Johann Hudde (1628-1704) e Hendrick van Heuraet (1633-1660). Foi esta edigdo que chegou as
maos de Isaac Newton (1642-1727) e Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), a quem caberia dar
0s proximos passos na Matematica, com o desenvolvimento do Calculo — e, quanto a Leibniz,

estabelecer também o uso dos termos “coordenadas” e “eixos” (MOORMAN, 1944).
3.7.3 Tarefas

1 (Exercicio). Considere a Figura 46, que representa uma “figuracao” da obra do filésofo

francés Nicole Oresme (c. 1320-1382). O triangulo ABC representa a atenuagdao de um certo

atributo, desde a “intensidade” AC até a “intensidade” zero, representada pelo ponto B.

Concretamente, o esquema poderia representar um corpo que desacelera uniformemente da
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velocidade AC até a velocidade 0. Ja o retangulo ABGF representa um atributo de “intensidade”
constante, igual a ﬁ, de modo que AF = DE = BG. Concretamente, esse esquema poderia

representar um corpo a uma velocidade constante AF.

a) sabendo que AF ¢é metade de AC, mostre que os tridngulos ECF ¢ EBG sio
congruentes;
b) deduza que as areas de ABGF ¢ ABC sio as mesmas, daf que a distancia percorrida

seja também a mesma.

2 (Problema). Sejam A e B dois corpos. O corpo A tem velocidade constante de 10% .B

. P m ~ m
tem velocidade inicial de 20 S ¢ desaceleracio constante de 1 2

a) trace os graficos de velocidade por tempo para A e B;

b) determine o momento t em que A e B terdo percorrido a mesma distancia;

¢) deduza que a velocidade constante de A ¢ a velocidade média de B de 0 a t;

d) sejam v, a velocidade constante do corpo C e v, a velocidade inicial do corpo D,
que desacelera a uma taxa constante a. Mostre que, com UV, >v; e a <0, o

- . A e V1—V3
momento t em que C e D terdo percorrido a mesma distancia ¢ dado por 2 - E—

3 (Investigacao). As duas ilustracdes da Figura 53 sao reprodug¢oes de “A Geometria”, do

francés René Descartes. Por meio delas, o francés mostra que é possivel tomar um segmento

arbitrario como unidade e a partir disso relacionar “linhas” a “nimeros”.

Figura 53 - Exemplos da obra de Descartes.

2 "i e -l C :‘ L4
* N AL 3 ' '

Fonte: Descartes (1637), Bibliotheque nationale de France.

a) seja AB=1c¢ sejam DE e AC paralelos (a esquerda). Mostre que BD - BC = BE;

b) escolha um segmento conveniente para tomar como unidade e determine o
. BD .
quociente = (a esquerda).
c) sejaFG = 1eseja FH amedida do diametro de uma meia-circunferéncia (a direita).

Com FH perpendicular a GI, mostre que GI ¢ a raiz quadrada de GH.
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4 (Investiga¢ao). Em uma das passagens de “A Geometria”, Descartes exemplifica como,
por meio da Geometria, determinar Z tal que z2 =az + b? dadosaeb —ou seja, como usar a

Geometria para resolver uma equagao de segundo grau. Siga o passo a passo.

Figura 54 - A geometria de uma equagao quadratica.

Fonte: Descartes (1637), Bibliotheque nationale de France.

a) construa um triangulo retaingulo NLM, com L reto, tal que o cateto LM =b e o

cateto NL = %. Prolongue NM até O de modo que NO = H, como na Figura 54;

b) calcule NM em funcio de a e b;
c) verifique que OM = MN + ON;
d) mostre que z = OM ¢ solucio da equagao, comparando o resultado geométrico a

tormula resolutiva da equagao de segundo grau, frequentemente chamada férmula

de Bhaskara. E possivel achar a outra raiz da equagao por meios geométricos?

3.8 RAIZES, ENXAMES E JASMINS
3.8.1 Habilidade

(EM13MAT402) Converter representacoes algébricas de fungdes polinomiais de
2° grau em representagoes geométricas no plano cartesiano, distinguindo os casos
nos quais uma variavel for diretamente proporcional ao quadrado da outra,
recorrendo ou ndo a softwares ou aplicativos de algebra e geometria dindmica,
entre outros materiais (BRASIL, 2018b).

Investigamos aqui os diversos tratamentos dados ao longo da histéria ao problema do tipo
quadratico, com atengdao as obras de Al-Khwarizmi (c. 780-850) e Bhaskara II (1114-1185).

Lembramos também a defini¢ao de parabola dada por Apolénio (c. 262-190 a.C.) em “As Conicas”.
3.8.2 Relato

Notavel simplicidade

E uma curiosa tradicio do ensino brasileiro atribuir a férmula resolutiva de equacées do
tipo ax? + bx + ¢ = 0 ao indiano Bhaskara IT (1114-1185). Aparentemente, s6 o Brasil faz tal
associacao (ROQUE, 2012). A homenagem remonta ao inicio do século XX, pelo menos. Como

exemplo, pode-se citar a obra do professor espanhol radicado no Brasil André Perez y Marin, que
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em nota de rodapé atribui a Bhaskara, ndo a férmula, mas o “método de resolugao, notavel pela

sua simplicidade” (PEREZ Y MARIN, 1918).

Solugbes para casos particulares do que hoje conhecemos como equagdes quadraticas sao
conhecidas desde a Antiguidade. Gandz (1937) pondera que, do ponto de vista histérico, melhor
seria chama-las de “retangulares”, ndo “quadraticas”, por ser esta sua forma mais comum: encontre

os lados de um retangulo, dada a soma dos lados (ou diferencga) e a area do retangulo (ou a diagonal).

Os exemplos mais antigos sao encontrados em tabletes de argila cunhados quase 4 milénios
atras, legado dos babilonios. Ha centenas de exemplos de problemas “retangulares”, mas ha

também enunciados retéricos que se convertem diretamente em equagoes quadraticas de segundo
2 3 5 2\ o 1 1 .
grau, como X+ x = X x= 870, 3)x + 3)X=3 (GANDZ, 1937, a partir da pega

13901, guardada em Londres pelo British Museum).

Apesar da motivagdo geométrica, pode-se considerar a abordagem dos babil6nios
essencialmente algébrica. Falavam em comprimentos, larguras, areas e volumes ao enunciar um

problema, mas, ao resolvé-lo, nao hesitavam em somar o comprimento a area ou multiplicar areas

(NEUGEBAUER, 1969).

Hodgkin (2005) contesta o uso do termo equagoes para descrever esse legado. Prefere trata-
las como “problemas do tipo quadratico”. Argumenta que a no¢ao de equagao quadratica, em sua
generalidade, s6 apareceria mais tarde, com os arabes. “De equagdes, quadraticas ou nao, os

babilonios nao sabiam nada”, escreve.

Os gregos também enfrentaram problemas do tipo quadratico — inclusive Euclides. E um
erro tomar os “Elementos” como uma obra exclusivamente devotada a Geometria. As proposi¢cdes
dos livros II e V, em particular, sio de natureza algébricas, ainda que as demonstragdes sejam
geométricas (BOYER e MERZBACH, 2011). Na proposi¢ao 6 do Livro II, por exemplo, pode-se
reconhecer o problema “retangular” do tipo x —y = a,xy = b, e Gandz (1937) supde que fosse

exatamente isso o que Euclides queria ensinar.

Restauragao e balanceamento

O grande marco histérico na solugio das equacdes quadraticas, e da prépria Algebra, é
“Hisab al-jabr w'al-muqabala”, o tratado de Abu Ja'far Muhammad ibn Musa Al-Khwarizmi (c.
780-850), matematico de origem persa que viveu em Bagda, atual Iraque. Seu titulo ja teve diversas
traducoes (GANDZ, 19206), variando o sentido de “al-jabr” e “al-muqabala”. Roque (2012) chama

a obra simplesmente de “Tratado sobre o calculo de al-jabr e al-muqabala”, explicando que “al-
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2 <<
b

2>

jabr” designava “restauragao”, e “al-mugabala”, “algo como ‘balanceamento”. E do nome da obra

que deriva a palavra Algebra, e do nome do autor, algarismo, o que basta para ilustrar sua influéncia.

Vejamos o que vai nela, conforme edi¢ao de 1831, em drabe e inglés (ROSEN, 1831).

Em vez de trabalhar com comprimentos, larguras, diagonais e areas, Al-Khwarizmi define
de inicio os seguintes termos: raiz, a quantidade que sera multiplicada por ela mesma (X, na notagao

moderna); quadrado, a raiz multiplicada por ela mesma (x?); e nimero simples (o termo livre).

Definidos os termos, Al-Khwarizmi ensina, com a clareza e a praticidade marcantes da
matematica arabe (BOYER ¢ MERZBACH, 2011), o passo a passo para resolver cinco casos:
quadrados iguais a raizes (ax* = bx, em notagio moderna); quadrados iguais a nimero simples
(ax? = ¢); quadrados e raizes iguais a nimero simples (ax? + bx = ¢); quadrados e nimero
simples iguais a raizes (ax® + ¢ = bx); raizes e nimero simples iguais a quadrados (bx + ¢ = ax?).
Nao apenas ensina como resolvé-las (pelo método de completar o quadrado), mas também

exemplifica e, com as ferramentas da Geometria, as demonstra.

Vejamos um exemplo do livro para o caso raizes e quadrados iguais a nimeros, ou cx? +
bx = a, segundo a nota¢ao usada por Rosen (1831). Vamos seguir as instru¢oes de Al-Khwarizmi
para determinar certa raiz tal que “2 quadrados e 10 raizes (sio) iguais a 48 dinares”, ou seja, 2x° +
10x = 48, em notagdo moderna. A tarefa consiste em “completar o quadrado”, escreve Al-

Khwarizmi, usando expressao até hoje em voga. Vejamos passo a passo:

a) Reduza os dois quadrados a um quadrado (2x? — x?2).

b) Reduza tudo o mais mencionado a metade (10x — 5x,48 — 24), e serd o mesmo.

¢) Reduza o nimero de raizes a metade (5 -2 %) e multiplique o resultado por ele
1 1
mesmo (2 P 6;).
1 1
d) Some o resultado a 24 (6— + 24 - 30—).
4 4
e) Tome a raiz disso (30l -5 l).
4 2

- , ) 1 1
f) Subtraia disso a metade do nimero de raizes (5 3 2 5= 3).

@) O resultado é 3; essa ¢é a raiz, e o quadrado ¢ 9.
Como se pode ver, usando notacio moderna, primeiro o matematico simplifica a equagao:
2x% +10x = 48 © x% 4+ 5x = 24.

Em seguida, completa o quadrado, usando a metade do coeficiente das raizes:
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e (Y -
X X =1X > 5 =X > 4— .

. 25 . N
Ele entdo “restaura” a falta de e somando essa quantidade ao segundo membro da equagao:

(_+32_24+25_1m
o) T T T

Toma a raiz:

. . 5
E “balanceia” o excesso, finalmente, subtraindo Pt

115
Y=o 7

Por essa estratégia, o matematico determina apenas uma solucio do problema. E que a
outra solucdo é negativa (-8), e ndo se aventava que raizes, quadrados ou nimeros simples fossem
negativos. Daf a necessidade de separar os casos “raizes e quadrados iguais a nimero” e “quadrados
e nimero iguais a raizes”. Dal também porque nao se aventava resolver equagdes cujas raizes

fossem ambas negativas (BOYER e MERZBACH, 2011).

“Isto é novo?”

Diferentemente de gregos e arabes, os indianos ja tratavam como numero tanto os
negativos, como o zero e os irracionais. E na obra de Brahmagupta (598-670) que encontramos
pela primeira vez a aritmética dos numeros negativos e do zero (BOYER ¢ MERZBACH, 2011).

E nio ¢ coincidéncia que se ache ali também uma solu¢ao negativa para uma equagao quadratica.

Bhaskara, que viveu no século XII, tratou de questdes colocadas por Brahmagupta e
abordou os problemas quadraticos em diversas passagens de suas obras, em particular nos versos
de “Lilavati” e “Bija Ganita”. Cabe notar a abordagem poética e os vividos enunciados, como este
aqui: “A raiz quadrada da metade das abelhas de um enxame partiu até um arbusto de jasmins. E
assim ha oito nonos de todo o enxame. Uma fémea esta zumbindo para um macho que restou
zunindo dentro de um l6tus, encantado com sua fragrancia noturna. Diga, adoravel mulher, o

numero de abelhas” (COLEBROOKE, 1817; PEDROSO, 2010).

Mas nem Bhaskara atribui a si préprio o método. Menciona outro indiano, Sridhara, que

viveu um século antes (c. 870-930). A estratégia também consiste em eliminar o termo médio (bx,
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na notagao moderna), completando quadrados, mas aqui se chega a rafzes negativas. A abordagem
¢ essencialmente algébrica, sem qualquer apoio na Geometria. Ainda assim, nao cabe atribuir a ele
a férmula resolutiva da equagao quadratica tal como hoje é ensinada. Sem negar o valor da
matematica indiana, uma férmula nao pode prescindir da justa notagao. “Mesmo que pudessem ser
empregados simbolos para representar as incognitas e algumas operagdes, nao havia simbolos para

expressar coeficientes genéricos a, b e ¢, explica Roque (2012).

A escolha de letras para o tratamento de incégnitas e coeficientes surge na Europa, nos
séculos XVI e XVII. O francés Francois Viete (1540-1603) propde vogais para incognitas, €
consoantes para coeficientes, em letras maitusculas. Descartes, como vimos, da sua forma atual: as
primeiras letras do alfabeto para coeficientes, as ultimas para incognitas e variaveis, minusculas. E

s6 a partir daf que se pode falar em uma férmula resolutiva da equagao quadratica.

Ao abordar estratégias de resolugao, Viete também reconheceu a relagdo existente entre
coeficientes e a soma e o produto de raizes positivas de equagdes quadraticas. Albert Girard (1595-
1632), nascido na Franca e radicado na Holanda, generalizou o resultado para polinomios de graus

mais altos (BOYER e MERZBACH, 2011) — no caso da equacdo quadratica, como se sabe, dado
ax? + bx +c =0, a soma das raizes é —S, e o produto, 2. Esse resultado é conhecido como

relagoes de Girard, mas também aparece associado ao nome de Isaac Newton (1642-1727), que

tratou da questdo um século depois, sem tomar conhecimento do legado de Girard.

Mas nem Girard, Viete, Descartes ou Newton chegaram a expressar a sintese X =

—-b+VbZ-4ac
2a

, tal como ¢ ensinada hoje em dia. Nestes exatos termos, a expressio aparentemente sO

surgiu em 1896, em artigo do matematico amador Henry Heaton (KRANTZ e PARKS, 2014). E
um curto artigo: comeg¢a com a demonstragao, em seis linhas, arrola um exemplo (3x* —2x =

21) e termina com uma pergunta intrigante: “Isto é novo?” (HEATON, 1896).
A parabola na Antiguidade

Ensina-se que a parabola é o grafico da funcio quadritica do tipo f(x) = ax® + bx + c,
e um elemento importante para sua compreensao (LIMA, 2013). Um rapido exame da parabola,
representada no plano cartesiano, permite estimativas do ponto de maximo ou minimo da fun¢ao
e de suas raizes reais, havendo. Sdo exercicios de rotina em sala de aula representar graficamente
uma dada fun¢ao quadratica ou, no sentido contrario, deduzi-la a partir de uma dada curva. Mas

do ponto de vista histérico, a parabola nao se subordina a func¢ao quadratica.
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Atribui-se ao grego Menécmo (c. 380-320 a.C.) a descoberta das curvas que se obtém a
partir da interse¢dao de planos e cones: parabolas, hipérboles e elipses. Quem as batizou, contudo,
foi provavelmente Apolonio de Perga (c. 262-190 a.C.), autor da principal obra de referéncia sobre

o assunto, so6 superada no século XVII, com o desenvolvimento da Geometria Analitica.

“As Conicas” de Apolonio consistem de oito volumes, o dltimo dos quais se perdeu.
uma obra colossal, que fez sombra a tudo que ja havia sido escrito a respeito (BOYER e
MERZBACH, 2011). Até entdo, as conicas eram estudadas a partir da interse¢dao do plano com um
cone reto. O gedmetra estendeu os resultados aos cones obliquos. Mostrou ainda que era possivel
obter as diferentes conicas a partir de um sé cone, variando a inclina¢ao do plano secante. Inovou,

também, ao propor o cone de duas folhas, essencial para a compreensao da hipérbole.

Apolonio foi aluno de discipulos de Euclides, e “As Conicas” seguem o mesmo estilo.
Avanga de proposicdo em proposi¢ao, prova por prova, tudo ancorado em construgoes e
demonstracdes geométricas. F um texto arido e sua leitura exige certa familiaridade com a tradicio
da matematica grega. Mas com ajuda da devida representagao grafica, é possivel e vale a pena
conhecer alguns de seus pontos-chave. Vamos nos ater aqui a definicio da parabola, uma
oportunidade para comparar as abordagens geométrica e algébrica. Tomemos por base a tradugao

comentada para o inglés de Rosenfeld (2008) e as representagdes graficas de Kunkel (2017).

Figura 55 - A construcdo da parabola.

Fonte: do autor, com base em Rosenfeld (2008) e Kunkel (2017).

E logo no primeiro livro, na proposicio 11, que Apolénio define a parabola, por
construcdo, da seguinte maneira: dado um cone, seja A seu vértice e tome-se um didametro BC
qualquer da base, formando o chamado triangulo axial (ABC, na Figura 55); seja agora um ponto
qualquer G do diametro BC; tomem-se duas retas passando por G: uma contida no plano da base
do cone e perpendicular a BC; e outra paralela a um dos lados do triangulo axial. Obtém-se assim,
na intersecao com o cone, os pontos D, E e F. O plano que os contém determina a secao que se

chama parabola, sendo F seu vértice.
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Pode parecer surpreendente, nesta constru¢ao, que a parabola prescinda nao apenas de
expressao algébrica como também dos elementos geométricos que normalmente lhe servem de
definicdo, a reta diretriz e o foco. Mas, sob perspectiva historica, a parabola nao é nem o grafico
de uma fungao quadratica nem o lugar geométrico dos pontos que equidistam de uma dada reta e
um dado ponto — concepgdes fortemente dependentes da Geometria Analitica. Com os gregos, a
pardbola nio se sujeita 4 abordagem algébrica. E uma construcio acabada, que nio decorre, mas

implica determinadas propriedades. Vejamos quais.

Em sua demonstragao, Apolonio nao fala em foco, nem reta diretriz. Passa, em vez disso,
pela construgao do “latus rectum”, que equivale 2 medida de um segmento paralelo ao que
chamamos reta diretriz, ligando o ponto focal a parabola. O conceito sera atil em diversas das
proposi¢oes reunidas por Apolonio. Tomamos aqui a liberdade de nos desviar dessa demonstracao
para, sem mengao ao “latus rectum”, obter uma relagdo significativa entre medidas da parabola.

Vamos nos apoiar unicamente nas proporgoes entre segmentos, por semelhanga entre triangulos.

Tomamos um ponto qualquer L, do segmento FG, e por ele passamos uma reta paralela ao
diametro BC e outra paralela a DE, definindo, na intersecdo com o cone, os pontos M,K e N,
conforme a Figura 56. O plano do triangulo MKN contém duas retas concorrentes entre si e
paralelas a duas retas concorrentes do plano da base. Entao o plano de MKN ¢ paralelo ao plano
da base e assim define, na intersecao com o cone, uma circunferéncia. Portanto, MKN é um

triangulo retangulo, assim como CEB.

Figura 56 - Semelhanca de triangulos inscritos no cone.

A

Fonte: do autor, com base em Rosenfeld (2008) e Kunkel (2017)

Observamos agora que, no plano que contém o triangulo axial ABC, sio semelhantes os

triangulos FLN e FGB, pois LN ¢ paralelo a GB, por construcio. Dai:

rL_ (20)
===
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Além disso, GE ¢ altura do triangulo retangulo BEC, daf a semelhanca dos triangulos BGE ¢ EGC:

— =—>=GB=—. (21)

:=:$L_=:. (22)

Agora substituimos na Equacdo (20) as expressoes para GB e LN, das Equagdes (21) e (22):

FL  FG
— = (23)
LK GE_
LM  GC

Como FG ¢ paralelo a AC, e NM ¢ paralelo a BC, por construgao, ¢ claro que GC =LM. Entio, a

Equacio (23) pode ser reescrita assim:

FL FG FL FG — [FG\ —=
LK GE LK GE GE
LM LM
Podemos agora fixar G, tomando % =aeFG=h.EcomoFL = FG — E, temos:
— —2
b— LG=a LK ,
— —2
LG=b—a-LK . (25)

Figura 57 - O grafico da fun¢do quadratica.

F

]

Q
]

[}

Fonte: do autor.

Tomando LK por variavel independente e LG por variavel dependente, obtemos uma relagao
equivalente 2y = b — ax?. No caso de um cone reto, FG ¢ perpendicular a EG e assim chegamos

a exata correspondéncia entre uma fun¢ao quadratica e uma parabola, conforme a Figura 57.



123

3.8.3 Tarefas

1 (Exploragao). Vamos resolver uma equagao quadratica da obra de Al-Khwarizmi (c. 780-

850), seguindo suas instrugoes. O problema ¢é o seguinte: encontre a “raiz” tal que “um quadrado”

e “21 dinares” sdo iguais a “dez raizes”.

)

b)

escreva a equacio em notagio moderna, tomando “raiz” por X, “quadrado” por x*
e “dinar” por unidade. Resolva a equagao por meio da férmula resolutiva da
equagao quadratica, a chamada férmula de Bhaskara;

compare a solugdo convencional com o passo a passo descrito por Al-Khwarizmi:
tome a metade do nimero de “raizes” e eleve ao quadrado;

subtraia 21 do resultado;

tome a raiz quadrada do resto e subtraia o resultado da metade do nimero de raizes.
Essa ¢ uma solucao;

tome a raiz quadrada do resto e some o resultado a metade do numero de raizes.

Essa é outra solucio.

2 (Exercicio). Considere o seguinte problema da obra de Al-Khwarizmi: “um quadrado” e

“dez raizes” sao iguais a 39. Vamos resolveé-lo, por meio da orientacao de “completar quadrados”.

a)
b)

0

d)
¢)

escreva a equagao em notagao moderna;

suponha um quadrado de lado x + 5 e determine sua area, em funcao de x;
sabendo que “um quadrado” e “dez raizes” sao iguais a 39, determine o valor
numérico da area do quadrado de lado x + 5;

conhecendo a irea do quadrado de lado x + 5, determine o lado x + 5;

determine x.

3 (Problema). Considere o seguinte problema, da obra de Bhaskara IT (1114-1185): “A raiz

quadrada da metade das abelhas de um enxame partiu até um arbusto de jasmins. E assim ha oito

nonos de todo o enxame. Uma fémea esta zumbindo para um macho que restou zunindo dentro

de um létus, encantado com sua fragrancia noturna. Diga, adoravel mulher, o nimero de abelhas”

(COLEBROOKE, 1817; PEDROSO, 2010). Faca como se pede:

a)

b)
)

escreva a equacao do problema em nota¢ao moderna tal que X é a soma das abelhas
que: foram ao arbusto; ficaram para tras; restaram em torno do létus;
isole a raiz quadrada e eleve a equagao ao quadrado;

determine X;
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compare a sua solu¢ao com a elegante explicagao de Bhaskara, que adaptamos da
seguinte maneira:
seja 2x% o nimero total de abelhas (yz » 2, na notacio indiana, em que ya é a

incognita, » indica quadrado e 2 é o coeficiente);

o . ,  [2x2 .
entdo a raiz quadrada da metade das abelhas ¢ ’T = X, a raiz buscada (ya 7, na

nota¢io indiana);

16x2
9

(yav16/9);

. .8
oito nonos do enxame é 3 2x?% =
as duas abelhas, fémea e macho, que sobraram sio o numero simples 2 (7« 2, na

notacio indiana);

. 16x2 L L ~
assim 2x?% = — tx+ 2 (na notacio indiana, o primeiro membro da equagio se

escreve ya v 2 ya 0 ru 0; e o segundo membro: ya v 16/9 ya 1 ru 2),

multiplicando a equagio por 9, temos 18x? = 16x% 4 9x + 18 (primeiro
membro da equacao: ya v 18 ya 0 ru 0; segundo membro: ya v 16 ya 9 ru 18);
subtraindo 9x + 16x2, temos 2x2 — 9x = 18 (primeiro membro da equagio: ya
v29a 9 m 0, sendo que o ponto sobre o algarismo ¢é sinal de negativo; segundo
membro: ya v 0 ya 0 ru 18);

multiplicando a equacdo por 8 e somando 81, temos: 16x? — 72x + 81 = 225
(primeiro membro: ya v 16 ya 72 ru 81; segundo: ya v 0 ya 0 ru 225);

que é o mesmo que (4x — 9)? = 225, eassim4x — 9 = 15 (primeiro membro:
yadru 9; segundo: ya 0 ru 15)

donde x = 6, ¢ 2x2, o total de abelhas, 72.

4 (Exercicio). Das “Licdes de Algebra” de Perez y Marin (1918), constam diversos

exercicios interessantes para o aluno treinar a aplicagdo da férmula resolutiva de equagdes de

segundo grau. Constam também diversas questdes que cobram do aluno a correta conversao de

enunciados retéricos em expressdes matematicas. Selecionamos trés deles:

)

b)

perguntada uma pessoa que idade tinha, respondeu: “Minha mae tinha 20 anos,
quando eu nasci; e o numero atual dos seus anos, multiplicado pelo dos meus,
excede de 2500 a sua idade e a minha reunidas”. Qual era a sua idade?

o0s 3/4 do quadrado do valor de um livro, mais o duplo deste valor, mais um franco,
equivale a 6 vezes o valor do livro mais os 2/3 deste valot. Qual o preco do livro?

qual o nimero que excede a sua raiz quadrada de 1327
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3.9 A MATEMATICA SECRETA DAS ABELHAS
3.9.1 Habilidade

(EM13MAT5006) Representar graficamente a variagio da area e do perimetro de
um poligono regular quando os comprimentos de seus lados variam, analisando
e classificando as fun¢des envolvidas (BRASIL, 2018b).

Veremos aqui o tratamento dado ao longo da histéria ao chamado problema isoperimétrico,

com aten¢do as contribui¢des de Papo de Alexandria (c. 290-350) e Jakob Steiner (1796-1863).
3.9.2 Relato

“Tudo depende da forma da figura”

Reza a mitologia grega que a princesa fenicia Dido fugiu de Tiro, no atual Libano, temendo
ser assassinada. Ao chegar ao norte da Africa, conseguiu o seguinte acordo com o rei Jarbas: poderia
estabelecer-se no territério delimitado pelo couro de um boi. Dido entao cortou a pele em tiras e

assim demarcou a regido em que surgiu e prosperou a poderosa cidade de Cartago (Figura 58).

A histéria ¢é narrada na “Eneida”, do poeta latino Virgilio (70-19 a.C.), que aproveita para
fantasiar um romance entre Dido e o herdi troiano Eneias — impossivel, dado que a guerra de Troia
e o reinado de Dido estao separados por séculos. De qualquer forma, o que nos interessa aqui ¢ a
lenda: Dido escolheu um ponto a beira do Mediterraneo e cercou o territério na forma de um

semicirculo. Assim, resolveu, corretamente, o primeiro problema isoperimétrico de que se tem

registro (BLASJO, 2005; WIEGERT, 2010).

Figura 58 - Gravura de Mateus Merian, o Velho, para a lenda de Dido.

oy e
1= o, e

Fonte: Historische Chronica, de Johann Ludwig Gottfried (1710), Bayerische Staatsbibliothek digital,
https:/ /www.digitale-sammlungen.de/en/view/bsb11348214?page=134.

Questdes isoperimétricas cuidam da relagao entre as areas de figuras de mesmo perimetro
e entre os volumes de figuras de mesma superficie. Tém importantes aplicagcdes praticas. O
problema das abelhas ¢ um dos mais famosos. A anedota, conhecida de muitos professores, abre

o quinto livro da “Cole¢ao Matematica”, de Papo de Alexandria (c. 290-350).


https://www.digitale-sammlungen.de/en/view/bsb11348214?page=134
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Segundo o gedmetra, animais também tém habilidades matematicas, embora limitadas as
suas necessidades: “Abelhas [...] sabem |[...] que o hexdgono é maior que o quadrado e o triangulo
e guardara mais mel pela mesma quantidade de material usado na construgio” (CUOMO, 2000).
Em seguida, “professando sabedoria maior que a das abelhas”, Papo parte para uma compreensao
mais “sutil” da relagao entre areas de figuras de mesmo perimetro e de volumes de sélidos de

mesma superficie (HULTSCH, 1870).

Papo é considerado o ultimo grande gedmetra da Antiga Grécia. Alexandria, como se sabe,
fica no Egito, mas foi o polo intelectual do mundo helénico por séculos, sucedendo a Atenas.
Euclides (c. 325-265 a.C.), Herao (c. 10-75 d.C.), Menelau (c. 70-130 d.C.), Ptolomeu (c. 85-165
d.C.), Diofanto (c. 200-284 d.C.), Hipatia (c. 370-415 d.C.), além de Papo, sio alguns dos

matematicos que ligaram seus nomes a cidade.

A obra de Papo tem especial relevancia nao sé porque é uma das poucas que resistiram ao
tempo, mas porque, ao contrario de Euclides, informa as contribui¢des de muitos matematicos da
Antiguidade cujos tratados se perderam no curso da histéria. Hodgkin (2005) estima que nao
passam de 20 os documentos relevantes que chegaram até nés. E mesmo assim, o que temos em
geral sao copias. Do monumental “Elementos”, de Euclides, por exemplo, a reproducao mais

antiga que se conhece data do século IX d.C., ou seja, mais de um milénio ap0s ter sido escrita.

Houve um tempo em que a obra de Papo era avidamente discutida (SEFRIN-WEIS, 2010).
Até o século XVII, era senso comum reconhecer Euclides, Arquimedes, Apolonio e Papo como

os quatro grandes matematicos da Antiguidade.

Esse tempo passou. Hoje mal se encontra a obra de Papo. Embora seja possivel acessa-la
on-line, em grego e latim (HULTSCH, 1870), existe uma unica tradugao da “Cole¢ao Matematica”
para um idioma moderno, o francés, uma edi¢ao dos anos 1930. Fora isso, ha tradu¢oes para o
inglés de apenas dois dos oitos livros da “Colecao™: o quarto e o sétimo, importantes registros da
alta matematica grega (SEFRIN-WEIS, 2010), com questdes que seriam mais tarde enfrentadas
com as ferramentas do Calculo, incluindo os trés problemas classicos: a quadratura do circulo, a

trissec¢ao do angulo e a duplicacdo do cubo.

Com algumas exceg¢oes, Papo nao pretende que suas proposi¢oes sejam originais. Assume,
antes disso, a missao de organizar, comentar e transmitir os achados matematicos de seu tempo. O
quinto livro da “Cole¢ao”, especialmente, tem o tom marcado da divulga¢ao. “Na minha opiniao”,
comenta Cuomo (2000), uma das grandes especialistas na obra, “o livro 5 se destina a um publico

relativamente amplo, com o objetivo nao apenas de informa-lo de certas questdes matematicas,
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mas também de promover a Matematica |...] e os matematicos [...]”. Este quinto livro tem por foco
os problemas isoperimétricos no plano e no espago e reproduz em grande parte os passos de

Zenodoro (c. 200-140 a.C.), cujo tratado “Sobre Figuras Isoperimétricas” se perdeu.

A solucido de questdes isoperimétricas sao um convincente contraexemplo a antiga nogao
de que para conhecer o tamanho de uma ilha bastaria verificar o tempo que leva para circum-
navega-la. Quintiliano (c. 35 — 100 d.C.), ao comparar as artes da Oratéria a Geometria, ja alertava
para o equivoco dos antigos historiadores (QUINTILIAN, 1920). “Tudo depende da forma da
figura”, diz. “O espaco [...] é proporcional a perfeicao da figura”. Assim, um circulo (“a mais
perfeita das figuras planas”) contém mais espaco que um quadrado, que por sua vez contém mais

espaco que um triangulo equilatero, que contém mais espago que um triangulo escaleno.

As proposi¢des que encontramos no tratado de Papo vio bem além da questao levantada

por Quintiliano. Vejamos algumas delas, com base em Hultsch (1876) e Cuomo (2000):

a) de dois poligonos equilateros e equiangulos (ou seja, regulares) de mesmo
perimetro, aquele com o maior nimero de angulos tem a maior area;

b) o circulo tem area maior que qualquer poligono regular de mesmo perimetro;

c) dos poligonos de mesmo perimetro e mesmo numero de lados, o poligono regular
tem a maior area;

d) o cubo ¢ maior que a piramide de mesma superficie;

e) o octaedro é maior que o cubo;

f) o dodecaedro ¢ maior que o octaedro;

@) dos solidos de mesma superficie, aquele com mais faces é o maior;

h) a esfera ¢ maior que qualquer sélido regular de mesma superficie;

1) toda esfera é igual ao cone cuja base € a superficie da esfera e a altura seu raio.

Uma demonstragio elementar

Vejamos em detalhe a primeira das proposi¢Oes isoperimétricas de Papo, que toca o
problema das abelhas: o poligono regular com maior nimero de lados tem a maior area entre os
poligonos regulares de mesmo perimetro. Modernamente, essa proposicao ¢ demonstrada por
meio do Calculo Diferencial, o que a torna pouco ou nada acessivel ao aluno do Ensino Médio.

Mas ¢ possivel apresenta-la por meio de no¢oes mais elementares.

Seja um poligono regular de n lados. Sejam A,, sua drea, P o petimetro, [, o lado, 8, o

angulo central e h,, a ap6tema, conforme exemplo da Figura 59.
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Figura 59 - Apétema, lado e angulo central em poligono regular de sete lados, um heptagono.

/I

Iz
Fonte: do autor.

Se o poligono ¢ regular, temos primeiramente que:

P

L, = — (26)
2T

0, = - (27)

(28)

A altura h,, é também bissetriz do angulo central 8,. Entao, usando as Equagdes (26) e (27):

7] l T P P
tg(?">=z."hﬁt9(;)=m:’hn=m-
n

E substituindo h,, na Equacio (28), temos:

V@ Dty

Comn > 2, basta entdo mostrar que:

n-tg (g) >Mn+1)-tg (nL-l-l) (29)
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E aqui que se costuma invocar o Calculo Diferencial, para verificar que f (x) =

x_
¢ uma
tg(x)
~ . . YA . .
fungao estritamente decrescente no intervalo de 0 < x < - Em vez disso, vamos seguir as

indica¢bes da obra de Papo, conforme interpreta¢ao de Leonardi (2015). Partimos da Figura 60,
adaptada da edi¢ao de Hultsch (18706), para mostrar o importante lema das tangentes.

Seja ABC um triangulo retaingulo em B e seja D um ponto sobre o cateto CB. Seja AFG

um setor circular de raio AD correspondente ao dngulo CAB, com G sobre o prolongamento de
AB. Seja x o angulo DAB ¢ y o 4ngulo DAC, com x +y < g

Figura 60 - Lema das tangentes.

[
A B G

Fonte: do autor, baseado em Hultsch (1876).
Comecamos comparando as areas dos triangulos ABC ¢ ABD:

Agora vamos manipular a desigualdade, de modo a incluir no raciocinio a area da regiao BDG:

Appc > Aupp
Apgc * Agpe > Aasp “ Apé
Aupc * Appe + Aapc - Aapp > Aapp  Appe + Aasc  Aasp »

AABC ' (ABDG + AABD) > AABD ' (ABDG + AABC) ’

Appc _ Appe t Ausc (30)
Asgp  Appe + Aasp
Mas ABDG + AABC > AAFG' Entio:
Apgc _ Appc + Aasc Asrc
Asgp  Appc +Aasp  Appc + Aasp
Alérn diSSO, ABDG + AABD = AADG' Entioz
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AABC AAFG _ AAFG

Amp ~ Appe + Assp  Aapc’

A A
ABC _ LAFG 31)
Aspp  Aape

Agora observamos que as areas dos triangulos sao propotrcionais as alturas e que as areas dos
setores circulares sio proporcionais aos angulos:

BC-AB —
AABC_ 2 _%

Assp BD-AB BD’
2

(32)

(x+y)-n-E2

A x +
AFG _ 21T _ y. (33)

Aspe X - EZ x
21

Usando as Equagoes (32) e (33) para substituir os termos da Inequagao (31), temos:

BC x+y
—> : (34)
BD X

Vamos entio relacionar BC e BD as tangentes de x e X + y:

BC tg(x+y)-AB tg(x+y)
BD tg(x)-AB tg(x)

(35)

Substituindo 2 a Equagao (34), temos:
BD

tg(x + x + T
9 y)> Y (comx,y>Oex+y<§).

tg(x) X
. . s s s
Finalmente, tomamos convenientemente X = — ey = — — —, de modo que:
n+1 n n+1
1 T T ) T )
9 (3T +tn ngD) nkItn mET
‘ T > T ’
g (n + 1) n+1
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n-tg(%)>(n+1)-tg(n—_7lt_1).

E assim chegamos a Inequagao (29), como queriamos.

Com isso mostramos que, de fato, a area do hexdagono regular ¢ maior que qualquer
poligono regular de mesmo perimetro e menos lados. Mas, pelo mesmo teorema, um poligono de
mais lados teria area ainda maior. Por que as abelhas nao fazem alvéolos com 7, 8, 9... lados? Aqui
¢ preciso lembrar que nem todo poligono regular pode cobrir uma superficie, resultado conhecido
muito antes de Papo. Remetemos o leitor interessado ao trabalho de Pedroso e Pereira (2013), que
mostram detalhadamente essa e outras proposi¢oes a respeito de figuras isoperimétricas e ainda
conferem na pratica, com base em dados de um apicultor, o acerto da escolha do prisma hexagonal

para a constru¢ao dos favos.

Sobre prova e rigor

A desigualdade isoperimétrica para poligonos regulares nos garante que, para um mesmo
perimetro, quanto maior o nimero de lados, maior a area. Nao havendo limite para o nimero de

lados, podemos construir poligonos de areas cada vez maiores, como a Figura 61 insinua:

Figura 61 - Poligonos regulares de mesmo perimetro.

OOO0O

Fonte: do autor.

Um rapido exame da Figura 61 conduz a hipétese de que o circulo seja a figura que
maximiza a area, fixado o perimetro. De fato, ¢ do que cuida a segunda proposi¢ao achada na obra
de Papo — e ¢ o que da razao a princesa Dido. Mesmo antes de Papo e Zenodoro, Arquimedes teria
constatado a propriedade isoperimétrica do circulo — embora nao haja o registro expresso em sua
obra. E ainda antes, Aristoteles escreveu algo bastante préoximo: “das linhas que de um ponto que
retornam sobre o mesmo ponto, a mais curta é a linha do circulo”, concluindo daf que “é necessario

que o céu seja esférico” (REY PUENTE, 1998).

Mas para os atuais padroes da Matematica, uma solugio rigorosa da questao isoperimétrica
s6 aparece no século XIX. Vejamos os esforcos do suico Jakob Steiner (1796-1863), que ofereceu
nada menos que cinco demonstracbes (STEINER, 1838 e 1842). Tomemos uma delas,
particularmente engenhosa, que adaptamos em cinco passos, a partir das sinteses de Tikhomirov
(1990), Blisjo (2005) e Nahin (2007). O objetivo é encontrar a curva plana fechada, ou seja, sem

extremidades, que encerra a maior area.
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a) Primeiramente, estabelecemos que um triangulo ACB inscrito numa circunferéncia de
didmetro AB ¢ retangulo. De fato, trata-se de um caso particular do teorema do angulo inscrito,
com o qual o aluno deve ter familiaridade. Uma prova simples ¢é a seguinte: considere ACB inscrito
na circunferéncia de diametro AB e centro D, conforme a Figura 62. Como DA e DC sao raios,
ADC ¢ isésceles, e entio DAC = ACD = x. Analogamente, DCB =CBD = y. A soma dos
angulos internos de ACB ¢ 180°, entdo: x +y + (x +y) = 180°, daix +y = ACB = 90°.

Figura 62 - O triangulo inscrito no semicirculo.

Fonte: do autor.

b) Agora deve-se mostrar que, fixadas as medidas de dois lados, x e ¥, o triangulo de maior

area é retangulo, e X e Y sido as medidas dos catetos. A propriedade revela-se 6bvia quando
. < . 1
expressamos a area em funcao de X, ¥ e do angulo 0 entre os lados: A = S Xy - sen 0: o valor

maximo de sen 6 ¢ 1, para 8 = 90°. Na Figura 63, temos Agpc > Agpp-

Figura 63 - Comparagio entre dreas de tridngulos.

Fonte: do autor.

¢) Vamos agora estabelecer que a curva fechada que maximiza areas é convexa. Curvas
fechadas sao convexas quando todos os seus pontos interiores definem segmentos cujos pontos
também sdo interiores. Para ilustrar: na Figura 64, a esquerda, temos um exemplo de curva fechada
que nio é convexa, pois AB tem pontos externos a figura. A direita, mostramos que uma simples
reflexdo pode aumentar a area, sem aumentar o perimetro. Por esse expediente, qualquer figura

nao convexa pode ter sua area aumentada.
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Figura 64 - Maximizando 4reas.

Fonte: do autor.

d) Mostraremos agora que, se os pontos A ¢ B dividem a curva fechada que maximiza
areas pela metade, entdo o segmento AB deve dividir a area que ela encerra pela metade. De fato,
se A ¢ B cortam o perimetro pela metade, mas nio a area, entio temos duas regioes de areas

. . . . . ~ .~ . ’ ~ “ .
distintas, limitadas por AB. A simples reflexdo da regido de maior area em relacdo a AB nos datia
uma figura de mesmo perimetro e area total maior. Na Figura 65, a esquerda, a reta divide a figura

em duas regioes de mesmo perimetro, mas areas diferentes. Se refletirmos a regidao de maior area

em relagdo a reta, achamos uma nova figura de mesmo perimetro e area maior (a direita).

Figura 65 - Maximizando areas.

_A” s

Sl

-

Fonte: do autor.

__.I.__
- -

e) O passo anterior nos autoriza a focar em uma das metades da figura buscada, posto que
a outra metade deve ter mesmo perimetro e mesma area. Seja AB a linha divisoria entre as duas
metades e seja C um ponto qualquer sobre o perimetro. Pelo passo (c), exige-se que a figura seja
convexa. Entdo os pontos de AC e BC sio todos internos. Assim AC e BC definem trés regides

distintas: o triangulo ABC e duas regides vizinhas, conforme a Figura 66.

Vamos agora supor que o angulo ACB seja diferente de 90°. Entio ¢ possivel aumentar a
area da figura, sem alterar seu perimetro: basta encurtar ou aumentar a base AB, construindo um

triangulo retangulo A'B'C’ de catetos A'C' = AC ¢ B'C' = BC.
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Figura 66 - Maximizando 4reas.

A

O triangulo A'B’C’, pelo passo (b), tem 4rea maior que ABC e dois lados iguais. Assim, as

A — A-’ B B/ A.’ BI

Fonte: do autor.

regides vizinhas ndo sio alteradas, e as trés agora somam uma area maior. A base A'B’ ¢é diferente
de AB, ¢ claro, mas ela ndo contribui para o petimetro, pois ¢ a linha diviséria entre as duas metades
da figura. Por esse expediente, podemos aumentar a area total para cada ponto C sempre que ACB
for diferente de 90°. S6 nao poderemos fazé-lo se todos os pontos sobre o perimetro formarem,
com AB, um triangulo retangulo. E justo o caso do meio-circulo, conforme mostramos no passo

(a). Entao o meio-circulo maximiza metade da area. Por extensio, o circulo maximiza a area total.

Assim Steiner conclui que toda figura pode ter sua area aumentada por meios geométricos,
a nao ser o circulo. Por isso, “de todas as figuras que encerram areas equivalentes, o circulo tem o
menor perimetro; e reciprocamente, de todas as figuras isoperimétricas, o circulo encerra a maior

area” (STEINER, 1842).

A demonstragdao é envolvente e criativa, mas foi prontamente contestada. Isso porque o
matematico ndo prova, de saida, que existe uma solugdo para o problema. Parece evidente que
exista, e de fato existe, mas dai a prova-lo vai uma distancia. Esse tltimo passo foi dado ainda no
século XIX, por métodos analiticos — que Steiner desprezava. Um dos pais da Analise, o alemao
Karl Weierstrauss (1815-1897), ofereceu de fato a primeira solucio rigorosa do problema, em 1879,
a que se seguiram — ¢ ainda seguem — muitas outras, até¢ hoje. Remetemos o leitor interessado a

concisa prova de Lax (1995), de feliz titulo: “A Short Path to the Shortest Path”.

Nao cabe, contudo, invalidar as descobertas de seus antecessores por falta de rigor. Para
Tikhomirov (1990), a solugao do problema isoperimétrico ja estava delineada na Antiguidade com
absoluta corre¢ao: o crédito de Weierstrauss e dos que o seguiram foi o de dar as ideias de seus

antecessores o formato que atende aos parametros de rigor de nossa época.
3.9.3 Tarefas

1 (Problema). O objeto deste exercicio é mostrar que um quadrado tem area maior que
qualquer retingulo de mesmo petimetro. Sejam um quadrado de lado [ e um retangulo de lados a

e b, com a < b, e mesmo perimetro P. E seja x a diferenca entre [ e a, como na Figura 67:
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Figura 67 - Quadrado vs. retangulo.

a a xT

l l :

b b

Fonte: do autor.

a) determine P em funcao de [;

b) determine P em funcio de a e b;

¢) determine b em funcio de [ e x;

d) determine a area do quadrado em funcio de [ e a area do retangulo em funcao de [

e x. Compare os resultados e conclua que a area do quadrado ¢ maior.

2 (Problema). A area A de um triangulo de lados a, b, ¢, com a + b + ¢ = 2p, pode ser
dada pela chamada férmula de Herao:

A=Jp-0-a)-p-b)-(p—0)

a) compare as areas de um triangulo equilatero cujo lado mede 8 cm; um triangulo
isosceles cuja base mede 10 cm, e os demais lados, 7 cm; e um tridngulo escaleno
de lados 10, 8 e 6 cm;

b) utilize a férmula de Herdo para mostrar que, de todos os triangulos de mesmo
perimetro e mesma base @, o triangulo isésceles tem a maior area;

¢) utilize a férmula de Herdo para mostrar que o triangulo equilatero tem area maior
que qualquer triangulo is6sceles de mesmo perimetro;

d) calcule a area maxima de um triangulo de perimetro igual a 1 unidade.

3 (Problema). Sejam um triangulo equilatero, um quadrado e um hexagono regular de

mesmo perimetro P.

a) calcule a area das trés figuras em funcao de P;

b) conclua que a area do triangulo é a menor, ¢ a do hexagono, a maior.

4 (Exercicio). Considere que, de todas as figuras planas de mesmo perimetro, o circulo tem

a maior area. Responda:

; = . ; 16
a) qual o perimetro minimo de uma figura cuja area ¢ A = —?
™

b) qual a 4rea maxima de uma figura cujo perimetro é P = 17
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¢) deduza que, para qualquer figura de area A e perimetro P, vale a seguinte

desigualdade:
4 - A < P?

5 (Investigagao). A proposi¢ao 27 do livro VI dos “Elementos”, de Euclides, é considerado
o mais antigo problema de maximo de que se tem registro (STRUIK, 1987). Seu enunciado pode
parecer dificil, mas a demonstragao ¢é interessante e ilustrativa do pensamento euclidiano: “Entre
todos os paralelogramos aplicados a2 mesma linha reta, e com os defeitos de figuras paralelogramas
semelhantes a figura descrita sobre a metade da dita reta, e semelhantemente postas, 0 maximo ¢é
»

aquele que ¢ aplicado a metade da mesma reta, e que é semelhante a figura paralelograma que falta

(EUCLIDES, 1944).
Vamos passo a passo entender o seu significado e verificar sua validade.

a) Construa um paralelogramo qualquer ABCD e sejam E e F os pontos médios de AB ¢

CD respectivamente, como na Figura 68:

Figura 68 - Pontos médios.

D F C

E

&
\ 4

| ¥
.

Fonte: do autor.

b) Seja G um ponto de FB. Trace por G uma reta paralela a AB e outra paralela a BC,

definindo os pontos H, I, J, K, como na Figura 69:

Figura 69 - “Defeitos” semelhantes.

D F C
/ VAV 7
4 4 Y pa
\
\
\
\
\
\
\
;fA ='E K \=’ B
/7

Fonte: do autor.
O que se entende da passagem sobre “defeitos de figuras paralelogramas semelhantes” é

simplesmente que a area de AEFD ¢ maior que a de AKGJ, para qualquer G sobre FB, conforme

a Figura 70:
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Figura 70 - Para qualquer G, AEFD tem area maior que AKG]J.

D F / C

/ 77 7
. Y ril
\
\
\
\
\
\
\
J -

Fonte: do autor.

Observe que AEFD ¢é o “paralelogramo aplicado a metade da mesma reta, e que é
semelhante a figura que falta” de que fala o enunciado. E AKGJ tem os “defeitos de figuras
paralelogramas semelhantes a figura descrita sobre a metade da dita reta, e semelhantemente

postas”. Continuando.

¢) Mostre que KBHG ¢ semelhante a EBCF, conforme a Figura 71:

Figura 71 - Semelhanca de paralelogramos.

D F 4 c
o p. Y

dJ -l‘ / \JG dH
A
A
A}
A
\
A
\
Pl P Y

Fonte: do autor.

d) Mostre que EKGI ¢ GHCL tém a mesma area. Deduza que EBHI ¢ KBCL também

tém a mesma area, conforme a Figura 72:

Figura 72 - Equivaléncia de areas.

D F 4 c

/ A4 /
J P “,G A
‘A §E ;K B
e) Verifique que AEI] tém a mesma area de EBHI e, portanto, a mesma area de KBCL,

o

Fonte: do autor.

conforme a Figura 73:
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Figura 73 - Equivaléncia de 4reas.

o
Y

\ux

Fonte: do autor.

f) Verifique que JIFD é maior que GHCL e deduza que AEFD ¢ maior que AKG].

@) Considere que ABCD seja uma retangulo, tal que AB =2 BC.Usca proposicao de

Euclides para mostrar que o quadrado é maior que todo retangulo de mesmo perimetro.

3.10 EURECAE SUPEREURECA

3.10.1 Habilidade

(EM13MAT510) Investigar conjuntos de dados relativos ao comportamento de
duas variaveis numéricas, usando ou nio tecnologias da informacio, e, quando
apropriado, levar em conta a variagao e utilizar uma reta para descrever a relacdo

observada. (BRASIL, 2018b)

Vamos investigar as possiveis estratégias de Arquimedes (288-212 a.C.) para desmascarar o
artesdo da coroa de Hierdo II e a solugdo oferecida por Galileu Galilei (1564-1642), com base em

importantes principios da Fisica descritos pelo sabio de Siracusa.

3.10.2 Relato
“Encontrei!”

Ao sondar as razoes pelas quais o ser humano tem sido atraido por charadas desde tempos
imemoriais, Danesi (2002) aponta o “efeito Eureca” mistura de alivio e prazer que se experimenta
ao resolver um dado problema. E uma espécie de “catarse mental” que se segue ao triunfo de

superar um impasse e desvendar um determinado mistério.

O “efeito Eureca” mais conhecido, claro, ¢ o que teria levado Arquimedes (288-212 a.C.) a

justamente exclamar “Eureca” — e correr pelado pelas ruas de Siracusa, na costa da atual Sicilia.

A histéria é contada nos “Dez Livros de Arquitetura”, de Vitravio (c. 85-20 a.C.), que viveu
dois séculos apds Arquimedes. Ao assumir o trono de Siracusa, Hierdo II encomendou uma coroa
de ouro, provendo o metal precioso. Mas o artesao tentou engana-lo: reteve parte do ouro para si
e o substituiu por um metal mais barato, a prata. Arquimedes foi entao encarregado de desmascara-

lo. O insight Ihe ocorreu em uma casa de banho: “[...] ao entrar na banheira percebeu que na mesma
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propor¢ao em que seu corpo afundava, safa agua do recipiente”, escreveu Vitravio, conforme a
traduc¢ao para o portugués de Assis (1996).
De onde, compreendendo o método a ser adotado para a solucio da proposicio,
ele o perseguiu persistentemente no mesmo instante, saiu alegre do banho e,
retornando nu para casa, gritou em voz alta que havia encontrado o que estava

procurando, pois continuou exclamando, em grego, svpnya,cLEMNY® [eureca,
eureca] (encontrei, encontreil) (ASSIS, 1996)

Ha sérias duvidas sobre a veracidade do relato, que também consta das obras de Plutarco
(c. 46-119 d.C.) e Proclo (411-485 d.C.). Mas o interesse pelo problema ¢ real. Afinal, o que
Arquimedes encontrou? Segundo Vitruvio, a estratégia de Arquimedes consistiu em comparar o
volume da coroa de Hierdo a de pegas de ouro e prata de mesmo peso. Para tanto, encheu um
recipiente de agua até a borda e mergulhou os objetos, um de cada vez, verificando a quantidade
de agua que derramavam. Constatou que a pega de prata deitava mais agua que a coroa, ¢ esta, mais

agua que a pega de ouro. E assim esclareceu o golpe.

A hipétese assenta-se sobre premissas validas. Submerso, um corpo desloca volume de agua
correspondente ao seu. Assim, pode-se medir o volume das pegas, por mais irregular que seja o
formato. A diferenca entre as medidas nos levara a razao entre os metais. Para mostrar como,

recorremos a uma propriedade caracteristica das substincias, a densidade (d), razio de

) . m
proporcionalidade entre massa (m) e volume (V): d = el

Consideremos que o ouro ¢ mais denso que a prata. Consideremos também que a liga de

que ¢ feita a coroa conserve tanto a massa como o volume de suas partes em ouro e prata, tal que:
Moyro + Mprata = Mcoroa »

Vouro + Vprata = Veoroa -

Tomemos agora a razao entre: a quantidade de agua que a coroa derrama a mais, em relagao

. o . . ref ref
ao objeto de ouro; e a2 menos, em relagdo ao objeto de prata. Sejam Vyyrg € Vi gpq 05 volumes das

pecas de referéncia, cuja massa ¢ sabidamente a mesma da joia suspeita. Entao:

Veoroa — Vo:f[o _ (Vouro + Vprata) - Vo?;ffo

re T re ’
Vprc{ta - Vcoroa Vprc{ta - (Vouro + Vprata)

Mouro + Mprata _ Meoroa
. douro dprata douro

- )
Meoroa - Mouro Mprata

dprata douro dprata
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_ Mouro * dprata + Myrata douro — Meoroa dprata

)

Meoroa douro — Moyyro * dprata — Mprata - douro

dprata ' (mouro - mcoroa) + Myrata douro

)

douro ' (mcoroa - mprata) — Moyro dprata

dprata ' (_mprata) + Mprata * douro

)

douro : (mouro) — Mouro * dprata

_ Myrata (douro - dprata)

Mouro * (douro - dprata)

)

_ Mprata (36)
Moyro

E assim, partindo da diferenca entre volumes, expressamos a razao entre as massas.
Um principio decisivo

A solugao insinuada por Vitruvio esbarra na dificuldade de tomar medidas precisas de
volume. Como apontam Hoddeson (1972) e Rorres (1995), é provavel que a diferenca fosse

pequena demais para ser detectada por este método. Vejamos outras estratégias.

Arquimedes nao deixou nada escrito sobre o caso. Mas uma das proposi¢coes de seu
importante tratado “Sobre os corpos flutuantes” costuma ser tomada como pista decisiva de uma
solucio mais engenhosa para o problema (HEATH, 1897). E a proposicio de nimero 7, base do
principio que hoje leva seu nome: “Um sélido mais pesado do que um fluido descera, se colocado
nele, ao fundo do fluido, e o sélido sera, quando pesado no fluido, mais leve do que seu peso real
pelo peso do fluido deslocado” (traducao de Assis, 1996). Em outros termos, o peso aparente de
um objeto pesado em meio fluido ¢ a diferenga entre seu peso real e o que hoje chamamos empuxo,

o peso do fluido deslocado.

Esse principio é frequentemente explicado em termos da diferenca entre as pressoes que
agem sobre um corpo submerso, em fungdo da diferenca de profundidade. Aqui, contudo, o que
nos interessa ¢ sua aplicagao no caso das coroas. Vejamos como resolver o problema, valendo-nos

de algumas férmulas familiares ao aluno do Ensino Médio:
m , . s s
d= > em que d ¢ a densidade, m a massa e V o volume, como ja exposto;
Py = P — E, em que Py, € o peso aparente, P € o peso real, e E o empuxo;

P =m- g, em que g ¢ a aceleragao da gravidade;
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E =V - dsgua * g, em que dggyq € a densidade da agua.

Em vez de volumes, tomemos a diferenca entre os pesos aparentes da coroa e das pegas de

referéncia em ouro e prata, mergulhadas na agua, o que se pode medir com razoavel precisao.

ref
Pap ouro = Fap coroa _ (Por1f1{£o - ngtl:o — (Peoroa — Ecoroa)
re ref ref !
Pap coroa Pap {)rata (Pcoroa coroa) (Pprata - Eprata)
E _ Eref
coroa ouro (37)

= Eref ’

prata Ecoroa

Vcoroa : dégua ‘g — V;):f?{; dagua g

= e
Vpn{ta ' dégua 9 — Veoroa dégua g

f
Vcoroa - Voctero
= Jer . (38)

prata - ‘/COTOCL

Comparando as Equag¢oes (30) e (38), chegamos a mesma razao entre massas:

ref ref
Pap ouro Pap coroa _ Veoroa — Vouro _ Mprata
ref = ref - :
Pap coroa — Pap prata Vprata - Vcoroa Mouro

A solugio “perfeita”

Galileu Galilei (1564-1642) tinha apenas 22 anos quanto abordou o problema de Hierao
em sua primeira publicacio, “A pequena balanga”. No breve texto, o cientista considera “coisa
muito grosseira e longe da perfei¢ao” a hipdtese de que Arquimedes tenha resolvido o problema
mergulhando objetos e medindo “quanto a agua subia ou transbordava”, conforme traducdo para
o portugués de Lucie (1986). Em vez disso, propde solu¢ao ainda mais engenhosa da que é aventada
por Heath (1897), pois nao exige pegas de ouro e prata de mesmo peso da coroa (HODDESON,
1972). Além de “extremamente preciso”, escreve Galileu, o método “apoia-se em demonstragcoes

descobertas” pelo sabio de Siracusa. Assim, “resolve o problema de maneira perfeita”, acredita.

Galileu se vale de duas propriedades relatadas por Arquimedes. Uma delas embasa a
solugdo tratada anteriormente, saida da obra “Sobre os corpos flutuantes”. A outra aparece no
tratado “Sobre o equilibrio dos planos”. Diz Arquimedes: “Duas grandezas, sejam elas
comensuraveis [Prop. 6] ou incomensuraveis [Prop. 7], se equilibram a distancias inversamente

propotcionais a suas grandezas.” (tradugao de Assis, 1997).
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Essa proposi¢ao ¢é a base da chamada Lei da Alavanca, que se pode explicar por meio da

nog¢ao de torque ou momento de uma for¢a. Vamos, contudo, nos fixar na aplicagio dada por
Galileu, de marcante apelo geométrico.

Considere a Figura 74, que ilustra comentario sobre “A pequena balan¢a” feito por

Vincenzo Viviani, tltimo discipulo e primeiro bidgrafo de Galileu (GALILEI, 1718). CF ¢ a medida

da haste de uma balanga, ¢ E ¢ o chamado ponto fulcral, o ponto de apoio da balanca.

Figura 74 - Peso e contrapeso.

7S

¢

© O

. U

Fonte: Galilei (1718), Internet Archive, Wellcome Library.

Vamos supor que os corpos A ¢ B se equilibram com B pendente do ponto D, e A, do

ponto F. Adotando peso por “grandeza”, como fez Galileu, temos entio que:

Py

—:@P‘ﬁ:P ﬁ
Py FE ° B

E se o equilibrio ¢ atingido com B pendente de C, teremos:

Py

=—oP,-FE =P, CE.
P, FE ° 5

Galileu vai entao mostrar que a propor¢ao entre metais na liga da coroa pode ser

determinada pela relagao das distancias entre os pontos dos contrapesos que equilibram: a joia;
uma de peca de ouro; e uma pega de prata.

Vejamos como, passo a passo, adaptando a estratégia a notagao e aos conceitos elementares

de que dispde o aluno do Ensino Médio. Tomemos um objeto de ouro puro e vamos equilibra-lo

na balanca de tal forma que peso e contrapeso fiquem a mesma distincia do ponto fulcral,
conforme a Figura 75.

Com AC = BC, garantimos que seus pesos sejam iguais:

R'PZﬁ-PoumﬁR'P:R'Pz)um:}P

POLLT’O .
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Figura 75 - Equivaléncia de pesos.
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Fonte: do autor.

Agora colocamos o objeto de ouro na agua, e seu peso sera “mais leve do que seu peso real
pelo peso do fluido deslocado”, de acordo com a proposicao de Arquimedes. Para atingir o

equilibrio, teremos entdo de aproximar o contrapeso do fulcro, até um certo ponto D, conforme a

Figura 76, de modo a descontar o empuxo.

Figura 76 - Peso e peso aparente em equilibrio.
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Fonte: do autor.
A proximidade do ponto de equilibrio nos dara a razao entre a densidade do ouro e da agua

— ou, como prefere Galileu, peso especifico, conceito que a época nao se distinguia de densidade

(HODDESON, 1972) e que modernamente definimos pelo produto da densidade pela gravidade.

Simbolicamente, usando as férmulas para densidade e empuxo, temos:
W'P:m'Pouro :ﬁ'(Pouro_Eouro)' (39)

(E - E) *Poyuro = AC - (Pouro - Eouro) ,

AC 'Pouro _E'Pouro

E ' Pouro —AC- Eouro ’
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E _ Mouro * 9

E Vouro * dégua g ’

ﬂ _ Mouro

E Mouro | dégua ’
ouro

E _ douro

E dégua

Analogamente, podemos verificar a razdo entre a densidade da prata e a da agua. Mas como
a prata ¢ menos densa que o ouro, o contrapeso ficara ainda mais proximo do ponto fulcral,
conforme a Figura 77. Galileu supde que o “ouro pese vinte vezes mais que a agua”, e a prata “doze

vezes”, boa aproximacio para o ouro (cerca de 19,3), nem tanto para a prata (cerca de 10,5).
P ¢ao p p p

Figura 77 - Peso e peso aparente em equilibrio.

A D E c B
A

S p——
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P,—E,

Fonte: do autor.

EC- Pprata =BC - (Pprata - prata) ) (40)
E _ dprata
E dégua .

Depois de investigar os pesos especificos do ouro e da prata, Galileu deduz prontamente
que um ponto F que equilibre a liga de metais estard entre D e E. Sem justificar, afirma em seguida
que “[os pesos de] ouro e prata que compdem a liga estdo entre si na mesma razao que as distancias

[respectivas]”.

De fato, trata-se da versao geométrica das mesmas relacbes encontradas por meio da

comparac¢ao de volumes e pesos aparentes. Daremos mais alguns passos para mostrar por queé.

Vamos primeiramente somar os dois conjuntos de pesos e contrapesos, conforme Figura

78. O equilibrio, evidentemente, se mantém. Basta somar as Equacdes (39) e (40):

DC - Pouro + ﬁ : Pprata = BC - [(Pouro - Eouro) + (Pprata - Eprata)] . (41)
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Figura 78 - Ouro e prata somados.

>
R —— Y
m
(@]
w

[ ——

(Po*EO)Jr (prEp)
Fonte: do autor.

Agora podemos supor uma coroa feita dos objetos de ouro e prata ja pesados. A massa da

liga é a soma das massas de ouro e prata. Seu peso, por extensio, também:

mCOT‘OCl = mprata + mOlLT’O 4

Meoroa * 9 = Myrata * 9 + Mowro " 9 »

PCOT’OCl prata + POllT’O .

Assumimos que a liga dos metais conserve volume. Por extensiao, conserva empuxo:

Vcoroa prata + Vouro )

Vcoroa ' dégua g = Vouro ' dégua g+ Vprata ' dégua 9,

ECOT'O(Z - EO'LLT'O + Eprata )

Assim, podemos reescrever a Equagao (41):

W : Pouro + E ' Pprata = ﬁ ' [(Pouro - Eouro) + (Pprata - Eprata)] ’

ﬁ : Pouro + R : Pprata =BC - [(Pouro + Pprata) - (Eouro + Eprata)] ’

DC - Pouro + ﬁ ' Pprata = ﬁ ' (Pcoroa - Ecoroa) . (42)

Vamos entdo tomar por unico contrapeso a soma Peoroq = Poyro + Pprata- Como a densidade da
liga ¢ maior que a de prata e menor que a do ouro, esperamos, assim como Galileu, que o ponto

de equilibrio F esteja de fato entre D e E, como ilustra a Figura 79.
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Figura 79 - Ouro e prata somados.

A D F E C B

A

Fonte: do autor.

Assim, pela Lei da Alavanca:

FC - (Pouro + Pprata) = BC - (Pcoroa - Ecoroa) : (43)
Comparando as Equagoes (42) e (43), temos que:
R' Pouro + R Pprata = ﬁ ' (Pouro + Pprata) ’
E'Pouro + R'Pprata :_C'Pouro + ﬁ'Pprata'

Pouro ) (D_C - ﬁ) = Pprata . (ﬁ—ﬁ),

E_ﬁ_ Pprata
ﬁ_ﬁ PO'U,T'O

)

@ — Pprata

_ Myrata * 9 N Mprata
FE Pouro Mouro * 9 Mouro

Entio, conhecidos D, E e F, determinamos a razio entre os metais que compdoem a liga.

Supereureca

Pouco mais velho que Galileu, Giambattista della Porta (1535- 1615) é considerado uma
figura de transicao (IKODERA, 2015) do pensamento medieval a Revolu¢ao Cientifica que tomaria
o século XVII. Dedicou-se, segundo escreveu, a desvendar os “segredos da natureza”. O resultado

pode ser conferido em “Magiae Naturalis”, obra de grande sucesso editorial lancada em 1558,

depois ampliada e traduzida para varios idiomas.

Neste catalogo de raridades, como chamou a obra, encontramos um pouco de tudo: truques

de criptografia; dicas de perfumaria; descricao das propriedades dos imas; dicas de beleza para
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mulheres; meios para forjar pedras preciosas; técnicas de agricultura; criagio de animais; culindria;
experimentos com fogo e polvora; receitas médicas; astrologia; alquimia; metalurgia; e uma extensa

secdo sobre Otica, entre outros temas.

Em meio a tantos “segredos”, Della Porta propde uma interessante solugdo para o
problema da coroa de Hierdo. E parodia Arquimedes, considerando ter superado o sabio de

Siracusa: “Supereureca, supereurecal” (DELLA PORTA, 1658).

A estratégia vale-se das duas propriedades ja tratadas, a Lei da Alavanca e o Principio de
Arquimedes. Resumidamente, consiste em pesagens da coroa e contrapesos de ouro e prata dentro
e fora d’agua. Della Porta nio justifica o método, mas podemos fazé-lo por meio da equivaléncia

de pesos aparentes.

Primeiramente, equilibramos na balan¢a a coroa suspeita, feita de ouro e prata, e um

contrapeso todo de ouro, de tal modo que Prorpq = Porlffo. Levamos entdo ao fundo dagua o
conjunto todo: a balanga, a coroa e o contrapeso. Como o ouro é mais denso que a liga da coroa,
seus pesos aparentes serdo diferentes, e a balanca desequilibra em favor do contrapeso de ouro.
Entdo acrescentamos certa quantidade de ouro puro, de peso Pl.,, 20 prato da coroa, até

reequilibrar a balanga. E assim estabelecemos a seguinte igualdade:

— Pref

1
Pap coroa T Pap ouro — Yapouro -
1 1 __ pref ref
Pcoroa - Ecoroa + Pouro - Eouro - Pouro - Eouro ,
1 1 _ ref
Pouro - Eouro - Ecoroa - Eouro . (44)

Em seguida, repetimos a pesagem da coroa, fora da agua, usando por contrapeso uma pega
de prata. Ao mergulhar o conjunto na 4gua, a balanca desta vez desequilibra em favor da coroa,

mais densa que a prata. Entao adicionamos a bandeja que contém a prata certa quantidade de ouro,

de peso P2,.,, até reequilibrar a balanga, e chegamos a seguinte igualdade:

_ pref 2
Pap coroa — ap prata + Pap ouro

Pcoroa - Ecoroa = Pref - Eref + Pozuro - Eguro ,

prata prata

Pozuro = Eduro = E;igta — Ecoroa - (45)

Tomamos agora a razao entre os pesos aparentes das quantidades de ouro usadas e a reescrevemos,

usando as Equagdes (44) e (45):
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1 1 ref
Pouro = Eouro _ Ecoroa — Eouro

2 _ 2  pre :
Fsuro — Eduro Eprgta — Ecoroa

Comparando a equagido acima a Equacio (37), chegamos ao mesmo resultado:

Poluro - Ec}uro — Mprata (46)

2 _EF2
Pouro EO'U.TO mou‘ro
Finalmente, mostramos que pesos aparentes € pesos reais estio em propor¢ao:

1 1 1 1
Pouro - Eouro _ Pouro - (V;)uro : dégua : g)

2 ) ~ p2 2 !
Pouro Eouro Pouro - (Vouro ’ dégua ’ g)

1 m;
1 1 P — (M - d- . >
Pouro = Eouro _ ouro douro dgua " 9

)

2 _ 2 - 2
Pouro Eouro P2 _ (mouro - d- . g)
ouro agua

dOlLTO
d«
1 1 agua
1 1 P — (P . )
PO‘U.TO — EO‘U.TO _ ouro ouro douro
2 ) - . ’
PO‘LLTO EO‘LLTO P2 _ PZ . dagua
ouro ouro d
ouro

d-
1 agua
1 1 P . (1 - —)
Pouro = Eouro _ ouro douro
2 2 . ’
Pouro - Eouro p2 . (1 _ M)
ouro

ouro

1 1 1
Pouro = Eouro _ Pouro

2 — F2 2
PO’LLT'O EO'U.T'O PO’LLT'O

Assim, resta claro que para resolver o problema basta conhecer os pesos das quantidades

de ouro usadas para equilibrar o conjunto embaixo d'agua:

1
Pouro _ mprata

2
P ouro Mouro

3.10.3 Tarefas

1 (Problema). O rei de Siracusa encomendou um coroa de ouro e providenciou 1 000 g do
metal precioso. A coroa ficou pronta, e de fato tinha 1 000 g. Mas o rei acha que foi enganado: o
artesdo teria retido parte do ouro e substituido o metal por prata. Para desvendar o caso,

Arquimedes de Siracusa decidiu medir os volumes da coroa e de pecas de mesma massa, uma toda
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de ouro, outra de prata. Considere que Arquimedes possa medir perfeitamente o volume das trés

coroas: a de ouro tem 51,8 cm?, a de prata tem 95,2 cm? e a joia sob suspeita tem 83,3 cm?®.

a)

b)

)

determine a quantidade de ouro e prata na coroa adulterada, para que se possa
recuperar o metal subtraido ao rei;

seja V (x) uma funcio de varidvel real tal que x é a massa de prata contida na coroa
e V(x) é o volume da coroa adulterada. Determine o dominio e a imagem de V (x),
considerando os mesmos dados do enunciado;

defina a expressao algébrica de V (x) em funcido X e a represente graficamente;
defina dominio, imagem e lei de formacao da funcio P(x), em que x é a massa de
prata da coroa e P(x) o peso aparente da coroa, dados os mesmos paraimetros de

densidade e massa. Represente graficamente a funcao.

2 (Investigacao). Considere a densidade da platina: 21,5 g/cm3; do ouro, 19,3 g/cm?; e da

prata 10,5 g/cm?. Mostre como uma liga de platina, prata e ouro poderia enganar Arquimedes,

tomando a licencga histérica de imaginar que a platina fosse conhecida dos gregos — e mais barata

que a prata, o que nem sempre se verifica.

3 (Exploragao). Durante escavagdes nos anos 1970, arquedlogos acharam na regiio de

Vergina, atual Grécia, uma rara e belissima coroa de ouro puro. A joia foi encontrada em timulo

atribuido a Filipe 11, que reinou sobre a Macedonia no século IV a.C,, e tem as seguintes medidas:

18 cm de diametro maximo e 714 gramas (KYRIAKOU, 2014). Tomemos a descoberta para

ilustrar as dificuldades que Arquimedes teria para deduzir seu volume por meio da imersao do

objeto em agua. Assuma que a densidade do ouro é de 19,3 g/cm?, e a da prata, 10, 5 g/cm?.

)
b)

calcule o peso e o volume da coroa;

suponha um recipiente cilindrico de diametro d, um pouco maior que a cotroa.
Calcule a diferenca da altura da agua no recipiente antes e depois de afundar a coroa;
calcule a diferenca da altura da agua antes e depois de afundar uma coroa de mesma

massa, mas feita de ouro e prata em quantidades iguais.
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4 DISCUSSAO

A Matematica do Ensino Médio deita raizes em nogdes desenvolvidas muito tempo atras.
Sao séculos, milénios de histéria, a depender do topico. Mas disso nao se deduz automaticamente
que o ensino de Matematica deva pautar-se pela abordagem histérica. Para o aluno, a Matematica
nao é um fim em si mesmo, de modo que ¢é perfeitamente possivel aprender logaritmos sem nunca
ouvir falar de John Napier, ao contrario do que sustenta, de modo provocativo, Heiede (1992).

Nao s6 ¢ possivel, como é o que de fato acontece em muitas escolas.

Mas a histéria de Napier é de fato muito boa. Entdo por que nao falar de Napier? Em
nossas reflexdes, pareceu-nos muito claro que muitos autores se aproximam da Histéria da
Matematica e lhe atribuem potencial didatico porque o objeto de estudo lhes parece de fato
envolvente, significativo, motivador — e a nés também. Heppel (1893) e Cajori (1894) sio claros

quanto a isso, como vimos no capitulo 2.

Resta uma armadilha, contudo, conforme nos aproximamos do tema, que é a de deixar-se
fascinar pela Histéria da Matematica a ponto de achar tudo envolvente, significativo e motivador.
Dai a necessidade de dar atencdo as resisténcias encontradas em sala de aula. Lembramos que
muitos professores, sem contestar a importancia da Histéria da Matematica, questionam a eficacia
do recurso. A fala “o aluno nao gosta”, uma das obje¢oes apontadas por Siu (2006), ¢ um duro

recado aos entusiastas da adocao dos elementos historicos no ensino da Matematica.

Convém, em vista disso, distinguir potencial motivador da efetiva motiva¢ao. Observamos
que o potencial motivador da Histéria da Matematica se realiza ou nio se realiza conforme a
circunstancia didatica. Como alertava, Fauvel (1991), a adogao da perspectiva historica em sala de
aula nao ¢ facil. Por isso as experiéncias podem ser tio diversas, mais ou menos positivas, como
aponta Siu (2006). Assim, quanto a este ponto, nao ha qualquer contradi¢ao entre o aval académico
dado ao uso pedagdgico da Histéria da Matematica e a resisténcia de alguns docentes. Das razoes
para o uso da Historia da Matematica, a questao se desloca para os meios de fazé-lo, como ja sugeria
Fauvel (1991): nao sendo panaceia para o ensino, sob que circunstancias a Histéria da Matematica

de fato enriquece o ensino da Matematica?

A atencdo a essa armadilha guiou nossa pesquisa de passagens histéricas apropriadas ao
desenvolvimento de habilidades ditadas pela BNCC-EM. A dificuldade nao foi tanta a de localizar
episodios, autores e tratados relevantes — a oferta é muito farta. As dificuldades surgiram no

momento de: identificar os dados historicos com potencial para, a0 mesmo tempo, engajar € servir
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ao aprendizado; e estrutura-los de tal modo que lancem luz sobre propriedades matematicas

trabalhadas no Ensino Médio. O Quadro 1 sintetiza as associagoes feitas e relaciona os principais

autores de que nos servimos.

Quadro 1 — Habilidades e principais pensadores tratados em cada relato

Relatos

Pensadores

Habilidades

3.1 Estatistica para
todos

3.2 Triunfo
civilizatotrio

3.3 Obra firme,

util e bela

3.4 Acaso e bom
senso

3.5 Por quem os
senos dobram

3.6 A borboleta e
o tornado

3.7 Alinhaeo

numero

3.8 Raizes,
enxames € jasmins

3.9 A matematica
secreta das abelhas

3.10 Eureca e
supereureca

Van Langren,
Huygens, Halley,
Playfair

Vitruvio, Platio,
Pitagoras

Aristoteles,
Kepler, Von
Neumann

Ptolomeu,
Aryabhata,
Pitiscus

Lorenz,
Recotde,
Eratostenes

Descartes,
Oresme

Al-Khwatizmi,
Bhaskara II,
Apolonio

Papo de
Alexandria,
Steiner

Arquimedes,
Galileu, Della
Porta

EM13MAT102 - Analisar tabelas, graficos e amostras de pesquisas

estatisticas apresentadas em relatérios divulgados por diferentes meios de
comunicacio, identificando, quando for o caso, inadequagdes que possam
induzir a erros de interpretagdo, como escalas e amostras nio apropriadas.

EM13MAT103 - Interpretar e compreender textos cientificos ou divulgados
pelas midias, que empregam unidades de medida de diferentes grandezas e
as conversoes possiveis entre elas, adotadas ou nio pelo Sistema
Internacional (SI), como as de armazenamento e velocidade de transferéncia
de dados, ligadas aos avancos tecnolégicos.

EM13MAT201 - Propor ou participar de a¢oes adequadas as demandas da
regido, preferencialmente para sua comunidade, envolvendo medi¢des e
calculos de perimetro, de 4rea, de volume, de capacidade ou de massa.

EM13MAT203 - Aplicar conceitos matematicos no planejamento, na
execucdo e na andlise de a¢ées envolvendo a utilizagdo de aplicativos e a
criacdao de planilhas (para o controle de orcamento familiar, simuladores de
calculos de juros simples e compostos, entre outros), para tomar decisdes.

EM13MAT306 - Resolver e elaborar problemas em contextos que
envolvem fendémenos periédicos reais (ondas sonoras, fases da lua,
movimentos ciclicos, entre outros) e comparar suas representagdes com as
fungbes seno e cosseno, no plano cartesiano, com ou sem apoio de
aplicativos de algebra e geometria.

EM13MAT313 - Utilizar, quando necessario, a notagao cientifica para
expressar uma medida, compreendendo as no¢ées de algarismos
significativos e algarismos duvidosos, e reconhecendo que toda medida é
inevitavelmente acompanhada de erro.

EM13MATA401 - Converter representagSes algébricas de fungoes
polinomiais de 1° grau em representa¢des geométricas no plano cartesiano,
distinguindo os casos nos quais o comportamento ¢ proporcional,
recorrendo ou nio a softwares ou aplicativos de algebra e geometria
dinamica.

EM13MAT402 - Converter representacoes algébricas de fungoes
polinomiais de 2° grau em representacGes geométricas no plano cartesiano,
distinguindo os casos nos quais uma variavel for diretamente proporcional
ao quadrado da outra, recorrendo ou nao a softwares ou aplicativos de
algebra e geometria dinamica, entre outros materiais.

EM13MAT506 - Representar graficamente a variacao da area e do
perimetro de um poligono regular quando os comprimentos de seus lados
variam, analisando e classificando as fun¢des envolvidas.

EM13MAT510 - Investigar conjuntos de dados relativos ao
comportamento de duas variaveis numéricas, usando ou nio tecnologias da
informagao, e, quando apropriado, levar em conta a variagao e utilizar uma
reta para descrever a relagao observada.
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Aqui, cabem algumas palavras sobre nossa avaliacao do potencial motivador dos elementos
histéricos selecionados. E certo que nio quisemos reduzir a Histéria da Matematica a anedotas e
curiosidades biograficas. Mas ¢ igualmente certo que curiosidades e anedotas sio o que sio porque
tém o condao de arrebatar o interlocutor. Assim, pensamos, podem servir de gancho a introdugao
de um tema, tanto em sala de aula como, neste trabalho, no desenvolvimento dos relatos historicos.
E o caso do casamento de Kepler, da coroa do rei de Siracusa, do “efeito gaivota”, da matematica
das abelhas, para citar alguns exemplos. “O gancho [...] captura tudo que ha de interessante e
envolvente na matéria e coloca isso bem diante da classe”, defende Lemov (2010). “Esse tipo de
coisa traz a vida os pés de ervilha de Gregor Mendel e faz com que a segunda lei do movimento de

Newton pareca a coisa mais importante do mundo.”

Ainda sobre a escolha dos temas, constata-se que, excecdo feita ao relato 3.2, os demais
incluem mengoes a autores diversos, separados no tempo e no espago. E que, durante nossa
exploragao, pudemos verificar que o desenvolvimento de conceitos matematicos tende a ser

bastante acidentado, nao a marcha “segura em diregao a verdade”, como pretendeu Montucla

>
(1758). Assim, para servir ao ensino, a Historia da Matematica deve ecoar vozes, paisagens e tempos
distintos. Para ficar num exemplo 6bvio: uma abordagem histérica da chamada férmula de
Bhaskara, uma das mais conhecidas do aluno, nao pode se resumir ao legado do grande matematico
indiano. E ndo apenas porque a atribui¢ao é indevida, mas porque sua histéria toca mualtiplos
esforcos, anteriores e posteriores a ele. A atencao a essa multiplicidade de circunstancias ajuda a

superar a no¢ao de que a Matematica é “uma produgao individual de génios que, num rompante

de iluminacio, tém ideias inovadoras”, como critica Roque (2012).

Ao mesmo tempo, N30 vemos por que nao se possa saudar as inovagoes de matematicos
do passado e lhes reconhecer o brilho da genialidade. E possivel que o elogio desses autores
desmotive o aluno, fixando a ideia de que a Matematica ¢ uma atividade para génios? Nao cremos.
A propria leitura de obras histéricas pode rechacar esse risco. Em muitas delas, verifica-se que seus
autores sao os primeiros a reconhecer a divida que tém com seus antepassados e afastar a hipotese
de que tenham obtido um resultado qualquer num rompante. Tomemos o “Almagesto”, de
Ptolomeu, como exemplo. No prefacio, o astrbnomo escreve: é o “amor pela contemplagao do
que ¢ eterno e imutavel que nos esforcamos para aumentar constantemente”, por meio do estudo
daquilo que outros antes dele ja haviam dominado “com um genuino espirito de investigacao”,
esperando assim contribuir tanto quanto a passagem do tempo lhe faculta (TOOMER, 1984). De
mais a mais, cabe notar que, em diversos campos de pesquisa, figuras historicas sao tomadas como

fonte de inspiragao, nao de constrangimento. Por que a Matematica seria uma exce¢ao?
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Como explicamos no capitulo 1, a sele¢ao de elementos histéricos se deu em duas etapas.
Na primeira, verificamos relevancia historica, disponibilidade de fontes histéricas e adequagao a
etapa escolar. Na segunda, examinamos sua conveniéncia, conforme pudessem satisfazer as razodes
que Fauvel (1991) aponta para a adogao da Histéria da Matematica no ensino. No Quadro 2,

apontamos as relagdes encontradas, segundo analise qualitativa.

Quadro 2 — Razdes, no sentido de Fauvel (1991), para o uso da histéria, por relato

Razdes para o uso de HM Relatos

31 32 33 34 35 36 37 38 39 3.10

ajuda a aumentar a motivagao
para a aprendizagem

da a2 matematica uma face humana X X X X X X X X

ajuda a organizar os topicos do curriculo X X X

mostrar Como 0s Conceitos se
desenvolveram facilita sua compreensao

muda a percepgdo que os alunos
tém da matematica

comparar o antigo e o moderno da valor
as técnicas modernas

ajuda a desenvolver uma
abordagem multicultural

abre oportunidades para investigacoes X X X X X X X X

obstaculos do passado ajudam a explicar
o que os alunos acham dificil

alunos acham conforto ao ver que nio
sdo os tnicos com dificuldades

incentiva os alunos mais rapidos a
estudarem mais a fundo

ajuda a explicar o papel da
matematica na sociedade

torna a matematica menos assustadora X X X

ajuda a sustentar o préprio interesse e a
empolgacio com a matematica

oferece oportunidade de trabalhos
interdisciplinares
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O quadro acima reflete a intengao deliberada de escolher assuntos, autores e episdédios com
potencial para engajar o aluno e induzir uma compreensao mais significativa dos topicos do Ensino

<

Médio, conforme a motivacdo original deste trabalho. Dai a prevaléncia das razdes “ajuda a
aumentar a motivacao”, “da uma face humana a Matemadtica”, “mostrar como 0s conceitos se

desenvolveram facilita sua compreensao” e “abre oportunidades para investigagdes”.

As associagoes encontradas apontam também para a centralidade dos tratados matematicos
na Histéria da Matematica. De muitos autores aqui referidos, sabe-se apenas o que deixaram escrito,
e ainda assim, frequentemente, segundo as poucas cépias que resistiram a passagem dos séculos. F
uma razao a mais para o uso das fontes historicas. Dessa forma, tratados de relevo tiveram destaque

na construcao de relatos e tarefas — e podem té-lo também, achamos, em sala de aula.

E claro que o potencial atribuido a cada relato aqui apresentado deriva de nossa propria
leitura dos fatos histéricos. S6 o professor, diante de seus alunos, podera corrobora-las. O que nos
leva a formular mais uma questao: quais efeitos o docente efetivamente verifica em sala de aula,

diante de alunos do Ensino Médio, ao adotar a perspectiva historica? Mediante que estratégia?

Como dissemos, tomamos a tarefa como “elemento organizador da atividade de quem
aprende” (Ponte, 2014). E fundamental contempla-la, entao, quando se propée a adogao do recurso
didatico. Pode-se relacionar pelo menos quatro das objecoes de docentes sintetizadas por Siu
(2000) a esse ponto. As falas “Isso ndo é Matematica”, “Eu nio tenho tempo para isso” e “Como
se faz uma questao sobre issor” parecem refletir uma nogao de que o uso da Hist6ria de Matematica
implica abrir mao da Matematica. E pode-se suspeitar também que quando o professor reclama da
falta de material, ndo esta se referindo apenas a fontes de consulta, mas também, e talvez
principalmente, a exemplos e tarefas matematicas de nivel escolar. Lembramos aqui que Pereira
(2016), em sua analise de seis cole¢Oes didaticas, apontou que apenas 13% das men¢oes a Historia
da Matematica tém fungdo de “estratégia didatica”. Eis outra questido a que esta exploragdo nos
conduz: que tipo de material falta ao professor interessado no uso de Histéria de Matematica?

Fontes de consulta? Exercicios? Sequéncias didaticas?

Propusemos um total de 44 tarefas, de diferentes tipos, associadas aos relatos historicos:
algumas mais voltadas a investigacao, outras a fixacao de conceitos; alguns enunciados mais longos,
exigindo do aluno a interpretagdo atenta do texto, outros mais imediatos; algumas questoes dificeis,
outras mais Obvias; tarefas para a determinacdo de resultados e tarefas para demonstracao de
propriedades; questdes reproduzidas de obras historicas, questdes adaptadas e questoes originais;

com uso de recursos tecnolégicos ou sem eles. Buscamos com isso explorar todo o potencial das
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fontes historicas no preparo de atividades para o Ensino Médio. No Quadro 3, organizamos as

tarefas propostas segundo os tipos de Ponte (2014), em abordagem qualitativa.

Quadro 3 — Classificacio das tarefas, conforme tipologia de Ponte (2014)

Relatos Tarefas Tipos de tarefa

Exercicio Problema  Exploragdo Investigagio

1 X
2 X
3.1 3 X
4 X
5
1 X
2 X
3.2 3 <
4 X
1
2
3.3 3 X
4 X
5 X
1 X
34 2 X
3
1 X
2 X
3 X
3.5 4
5 X
6 X
1 X
2
3.6 3
4 X
5 X
1 X
2 X
3.7 3
4
1 X
2 X
3.8 3 <
4 X
1 X
2
3.9 3
4 X
5 X
1 X
3.10 2 X
3 X
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Finalmente, observamos que a decisio de apresentar as associagoes feitas na forma de
relatos historicos dirigidos a professores e tarefas voltadas aos alunos nos pareceu extremamente
gratificante. Pudemos assim aprofundar algumas passagens historicas mais notorias, investigar

alguns autores menos conhecidos e explorar diferentes estratégias de demonstragdo matematica.

Muito especialmente, pudemos passear por alguns dos tratados mais importantes da
Historia da Matematica. Assim, nés também tivemos a oportunidade de experimentar os “efeitos
especiais” que Jahnke ez a/ (2002) atribuem a leitura de fontes histéricas: a substituicio, a
reorientacao e o entendimento cultural. A esses efeitos, acrescentamos mais um, aplicando aos
tratados matematicos a nogao de “classico”, segundo Calvino (2007): a satisfaciao de ler “aqueles
livros que chegam até nds trazendo consigo as marcas das leituras que precederam a nossa e atras

de si os tragos que deixaram na cultura ou nas culturas que atravessaram’.



157

5  CONSIDERACOES FINAIS

Sondamos ao longo desta investigagao o descompasso entre o entusiasmo com a Historia
da Matematica na pesquisa cientifica e a aten¢ao dada a ela em sala de aula. Por legitimas que sejam
as razOes para resisténcia de professores, concluimos que é possivel e recomendavel contorna-las,
no plano imediato, por meio de recursos didaticos alinhados ao curriculo comum do Ensino Médio.

Pretendemos que seja essa a nossa contribuigao.

A escolha de elementos histéricos para uso em sala pode ser feita segundo os mais variados
objetivos. Aqui, na construgao de relatos e tarefas, procuramos destacar seu rico potencial para a
motivacao e o esclarecimento de conceitos e processos matematicos. Quanto a isso, o emprego de
fontes historicas, apesar da barreira linguistica, mostrou-se especialmente fecundo. Além de
informar os impasses, as dificuldades e o contexto em que certas nogbes se desenvolveram, as

fontes historicas servem também como inspiragao para a elaboragao de atividades.

Esperamos no futuro estender a presente abordagem as demais habilidades da BNCC-EM
e também aos Itinerarios Formativos, de modo a explorar associa¢bes historicas para todo o
programa do Ensino Médio. Em outro momento, pretendemos também reorganizar as tarefas
matematicas propostas, com orientagdes e respostas detalhadas, na forma de um banco de

questoes, para melhor proveito dos colegas docentes.
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