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Resumo

Este trabalho demonstra a importancia dos conhecimentos de Geometria no espago ampa-
rada pelos conceitos de Geometria Plana na construcao de sélidos geométricos e calculos
no espaco. O paralelismo no espaco e suas propriedades permitirao fazer transposicoes de
angulos que serao de grande valia nas construgoes; ja as relagoes de perpendicularidade
serdao importantes para os calculos de distancias e angulos no espago. Dessa forma, teremos
boas fundamentagoes do assunto e uma maior facilidade no desenvolvimento de uma visao
e intuicao espaciais. Ja os exemplos apresentados mostrarao aplicagoes desses conceitos
em situacoes problemas e evidenciarao como a Geometria Espacial esta presente nas mais
variadas situagoes do cotidiano. Pretende-se também, com este trabalho, contribuir para a
formacao de educadores em Geometria proporcionando aos mesmos embasamento tedrico
para efetiva construcao dos solidos geométricos. Desse modo, espera-se suprir lacunas

existentes em livros didaticos sobre o tema.

Palavras-chave: Geometria Espacial; Paralelismo e Perpendicularidade; Construgoes de
Soélidos.



Abstract

This work demonstrates the importance of knowledge of geometry in space supported by
the concepts of plane geometry in the construction of geometric solids and calculations in
space. Parallelism in space and its properties will make it possible to transpose angles that
will be of great value in constructions; the perpendicularity relations will be important for
the calculation of distances and angles in space. In this way we will have good foundations
of the subject and greater ease in the development of a vision and spatial intuition. The
examples presented will demonstrate applications of these concepts in problem situations
and will show how Spatial Geometry is present in the most varied everyday situations. It
is also intended, with this work, to contribute to the training of educators in Geometry,
providing them with a theoretical basis for the effective construction of geometric solids.

In this way, it is expected to fill existing gaps in textbooks on the subject.

Keywords: Spatial Geometry; Parallelism and Perpendicularity; buildings of Solid.
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1 Introducao

De um modo geral, quando nos deparamos com um problema de Geometria Espacial,
tendemos a priorizar mais a algebra que os conceitos geométricos e as suas representacoes
no plano e no espago, sem perceber que, sem tais habilidades, é praticamente impossivel

desenvolver um bom trabalho em Geometria.

A Geometria Espacial nos permite explorar as propriedades de figuras que sao
construidas a partir de certos conceitos basicos de elementos no espaco. Esses termos

geométricos sao estabelecidos por meio de defini¢oes, axiomas e teoremas.

Antes de tratarmos da teoria e aplicagoes da Geometria Espacial, apresentaremos

um breve recorte histérico da Geometria.

A Geometria (medida da terra), que deriva do grego geo — terra e metria — medida,
desde os primoérdios, sempre esteve presente na vida das pessoas. Os conhecimentos
geométricos sdo indispensaveis nas tarefas do dia a dia, mesmo que de forma intuitiva,
além de desenvolverem o raciocinio logico e colaborarem para um melhor entendimento de

outras areas do conhecimento.

De acordo com (BOYER, 1994), afirmagoes sobre os primérdios da Matemaética,
seja da Aritmética ou Geometria, sao necessariamente arriscadas, pois a origem do assunto

¢ mais antiga que a arte de escrever.

Por volta de 3000 a.C., aconteceu um evento que podemos chamar de revolucao
agricola, advindo da necessidade de produzir alimentos para abastecer as cidades que
surgiram. Tal demanda fez com que os povos se desenvolvessem em varios aspectos,
inclusive na aplicagao da Geometria em construcao de canais de irrigacao, barragens, entre

outros.

Segundo (EVES, 2011), todos os ingredientes para o progresso cientifico estavam

reunidos: escrita, necessidade de novas tecnologias, ambientes urbanos e tempo de lazer.

Iniciaremos o contexto histérico pela Mesopotdmia (Babilénia), no vale entre os
rios Tigre e Eufrates, regiao onde floresceu a civilizagdo suméria, antes de 3500 a.C. O
povo sumério tornou-se conhecido por prosperar construindo cidades e desenvolvendo
avancados sistemas de irrigacao, além do sistema legal, administrativo e até mesmo um
servico postal. Destaca-se ainda a escrita desenvolvida e a contagem baseada em um
sistema sexagesimal, ou seja, de base 60. Tabuas de argila cozida foram usadas para
fazer registros. Na Geometria, os sumérios sobressairam-se na mensuragao pratica, calculo
de areas e volumes. Além de fazer uma estimativa de 3 para o m, também conheciam

o teorema de Pitagoras. A marca principal da Geometria babilonica era o seu carater
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algébrico.

Muitas dessas tabuas registraram assuntos que, embora nao contenham matematica
profunda, sdo fascinantes, como, por exemplo, os sistemas de irrigacdo das primeiras

civilizagoes da Mesopotamia.

Segundo (MUROI, 1992), era uma tarefa importante para os governantes da
Mesopotamia cavar canais e manté-los, porque os canais nao eram apenas necessarios para
irrigagdo, mas também Ttteis para o transporte de mercadorias e exércitos. Os governantes
ou altos funcionérios do governo devem ter ordenado aos matematicos da Babilonia que
calculassem o niimero de trabalhadores e dias necessarios para a construgao de um canal,

bem como as despesas totais dos salarios dos trabalhadores.

No Egito Antigo, a Matematica nao alcancou o nivel obtido pelos babilénicos
devido a diversos motivos; principalmente o isolamento geografico, que reduzia o risco de
invasao. O rio Nilo, por ser bastante sereno, nao carecia de obras de engenharia. Esses
detalhes acabaram atrapalhando o desenvolvimento matematico, entretanto os egipicios se
destacaram no calculo de areas e volumes, teoria das propor¢oes, volume do tronco de
pirdmides de base quadrada e, em destaque, nas construgoes das pirdmides. Os registros
dessas construgoes foram feitas em papiros, destacando o papiro de Rhind e o papiro de

Moscou.

Na China, véarios fatores levaram ao desenvolvimento da Matematica. Por estar
geograficamente isolada, a principio teve um grande periodo de desenvolvimento de
forma independente de outros povos, mas, quando o pais foi conquistado por invasores
estrangeiros, por volta de 1000 a.C, aconteceu uma rica mistura de culturas que ajudou

muito o desenvolvimento cultural chinés.

Os primeiros registros chineses eram feitos em ossos e carapacgas de tartaruga. O
uso da Matematica chinesa se destacou na agricultura, engenharia e na agrimensura. Os
chineses dominavam o teorema de Pitagoras e ja conheciam uma aproximacao do m até a

sexta casa decimal.

Uma das obras mais famosas da Matematica chinesa, o livro “ Os nove capitulos
sobre a arte da Matematica”, revela que nao havia demonstragoes como faziam os gregos,

somente regras de resolucgao.

E, por fim, a Grécia causou a mudanca de paradigmas ao introduzir o raciocinio
dedutivo matematico, que foi empregado pela primeira vez por Tales de Mileto (640-564
a.C). A partir desse periodo, iniciaram-se questionamentos matematicos tais como “Por
que os angulos da base de um tridngulo isésceles sao iguais?” e “Por que o didmetro de

um circulo divide o circulo ao meio?”.

A introducao da nocao de discurso 16gico como uma sequéncia de dedugoes rigorosas

a partir de algumas suposigoes iniciais explicitamente enunciadas, processo chamado de
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método postulacional, tornou-se a verdadeira esséncia da Matematica moderna.

A Geometria grega teve o seu auge entre 600 a.C e 300 a.C, iniciando com Tales de
Mileto e terminando com Euclides, cujo desenvolvimento passou por Platao 427 a.C, que
estudou filosofia com Sécrates e Matematica com Teodoro de Cirene, e tornou-se grande
amigo de Arquitas. No retorno a Atenas (387 a.C), Platao fundou sua renomada academia
onde quase todos os trabalhos matemédticos importantes da época (séc. IV a.C) foram
desenvolvidos. O lema na entrada era “Que aqui ndo adentrem aqueles nao versados em

Geometria.”

Pouco se sabe sobre Euclides, o grande expoente da Geometria grega e mundial.
Os registros de nascimento e morte nao sao confiaveis; sabe-se que foi convidado para ser
professor de Matematica e chefiar a Universidade de Alexandria, e que possivelmente sua
formacao matematica veio da escola platonica de Atenas, onde aprendeu Geometria de

Eudoxio e Teeteto.

De acordo com (BULMER-THOMAS, 1970), uma consideragao geral das obras
de Euclides sugere que ele deve ter escrito depois dos alunos de Platao, como Eudoxo, e

antes de Arquimedes.

Alguns episédios sao atribuidos a Euclides, como a resposta dada a indagacao de
Ptolomeu sobre nao haver caminho mais curto para o conhecimento geométrico: “Nao
ha estradas reais na Geometria”. Alguém que estudava Geometria com Euclides, quando
aprendeu o primeiro teorema, perguntou-lhe: “O que vou ganhar aprendendo essas coisas?”
Euclides chamou seu escravo e disse: “Dé-lhe trés pences, pois ele deve lucrar com o que

aprende”.

Algumas obras de Euclides perduraram, como: “Os dados”, “Divisao de figuras”,
“Os fendmenos” e “Optica”. Sua maior obra, “Os Elementos”, s6 é superada, em estudos,
pela Biblia. Considerada a maior influenciadora do pensamento cientifico, possui mais
de 1000 edigoes, sendo a primeira datada de 1482. Infelizmente nao existe nenhuma
copia da época de Euclides, as edigoes publicadas se basearam numa revisao preparada
pelo comentador grego Téon de Alexandria que viveu quase 700 anos depois. Alguns
historiadores declaram que Euclides teve acesso a cole¢ao de Teudio de Magnésia, e que
foi uma fonte inspiradora para a sua obra. Pode-se afirmar que o grande mérito de “Os
Elementos“ consiste na escolha adequada das proposig¢oes e no ordenamento em uma

sequéncia logica, a partir de umas poucas suposigoes iniciais.

Além das questoes relacionadas a Geometria, a obra “Os Elementos” aborda também
a Teoria dos ntimeros e Algebra elementar. O conjunto da obra possui quatrocentos e

sessenta e cinco proposigoes, distribuidas em treze livros.

No livro 1, sao apresentadas as defini¢oes, cinco postulados e axiomas necessarios

para o desenvolvimento do pensamento dedutivo. No livro 2, quatorze proposicoes,
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transformagoes de areas e algebra geométrica da escola pitagorica. No livro 3, ha trinta e
nove proposigoes e os assuntos abordados sdo teoremas sobre circulos, cordas, secantes
e medidas de angulos. J& no livro 4, temos dezesseis proposi¢oes, dando enfoque as
construgoes com régua e compasso, estudo dos poligonos regulares de trés, quatro, cinco
e seis lados, além da inscricao e circunscricao desses poligonos num circulo dado. O
livro 5 trata da teoria das proporgoes de Eudoxo. O livro 6 apresenta a teoria das
proporgoes eudoxiana aplicada a Geometria Plana, como semelhanca de tridngulos, médias
proporcionais, resolucao geométrica de equagoes quadraticas e uma generalizacao do
teorema de Pitagoras. Como podemos observar, os seis primeiros livros referem-se a
Geometria Plana. Os livros 7, 8 e 9 possuem no total cento e duas proposigoes sobre a
Teoria Elementar dos Niimeros. Os livros 11, 12 e 13 abordam Geometria Espacial. O
livro 11 fornece as defini¢coes basicas necessarias para o entendimento dos trés livros juntos
e expoOe sobre retas e planos. O livro 12 trata de volumes e o 13, de inscrigao de sélidos
dos cinco poliedros na esfera (BICUDO, 2009).

De acordo com (HEATH, 1956), “Os Elementos”, com todas as suas imperfeigoes,
que sao na verdade minimas, considerando a data em que foi publicado, é seguramente
0 mais importantesem livro de Matematica de todos os tempos devido a imensuravel

contribuicao e relevanciapara para o estudo da mesma.

Ao longo desta dissertacao, serdo empregados os postulados que envolvem pa-
ralelismo e perpendicularidade por meio de trés principios fundamentais da Geometria

Espacial:

1. A propriedade de paralelismo é transitiva, ou seja, se as retas 1, 2 e 3 sdo diferentes,
e a reta 1 paralela a reta 2, e a reta 2 é paralela a reta 3, entao a reta 1 é paralela a

reta 3.
2. Paralelismo preserva angulos. Angulos de lados paralelos tém a mesma medida.

3. Retas e Planos perpendiculares. Se uma reta é perpendicular a duas retas concor-
rentes, entao ela é perpendicular a qualquer reta do plano determinado pelas duas

retas, abordando o teorema das trés perpendiculares.

Esses principios serao de extrema importancia para os calculos de distancias e angulos,
que sao apresentados a seguir. Por fim, os principios de paralelismo e perpendicularidade

serao ilustrados por meio de aplicagdes na resolucao de problemas.
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2 Paralelismo e Transitividade

Neste capitulo, serdo abordadas algumas defini¢oes de retas paralelas, no plano
e no espaco, e a propriedade da transitividade. Inicialmente, serao listados os conceitos

bésicos para dar suporte aos contetdos a serem apresentados, fundamentados em (DOLCE,

2005) e (CARVALHO, 1993).

2.1 Conceitos Primitivos e Postulados

2.1.1 Conceitos Primitivos

Sao conceitos adotados sem definigao.
1. Ponto

Caracteristicas: Nao possui dimensao (adimensional) e nem formato. sua represen-
tagdo geométrica é indicada por letra maitiscula do alfabeto latino (A, B, C, ...). Por um

ponto, passam infinitas retas.
2. Reta

Caracteristicas: E unidimensional e tem comprimento infinito, sua representacao
geométrica é indicada por letra miniscula do alfabeto latino (r, s, t, ...). Em uma reta, ha

infinitos pontos.
3. Plano

Caracteristicas: E bidimensional, possui largura e comprimentos infinitos e nao

possui espessura, sua representagao geométrica é indicada por letra do alfabeto grego (a,

B,e").

2.1.2 Postulados

Postulados sao proposigoes aceitas sem demonstragoes.
Postulado I. Por dois pontos do espago passa uma e somente uma reta.

Postulado II. Dada uma reta do espaco, existem pontos que pertencem a reta e

pontos que nao pertencem a reta.

Postulado III. Por trés pontos do espaco, nao situados numa mesma reta, passa

um, e somente um, plano.

Postulado IV. Dado um plano do espago, existem pontos que pertencem ao plano e

pontos que nao pertencem ao plano.
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Postulado V. Se dois planos distintos possuem um ponto em comum, entao eles
possuem pelo menos mais de um ponto em comum, e, portanto, pelo menos uma reta em

comuim.

2.1.3 Determinacao de plano

Existem quatro modos de passar um plano:

1°) Com trés pontos distintos e ndo colineares determina-se um plano.
2°) Por uma reta e um ponto fora dela.

3°) Por duas retas concorrentes.
)

4°) Por duas retas paralelas.

2.2 Paralelismo de retas

Definicao 2.2.1. Duas retas do espago sdo paralelas quando estdo contidas num mesmo

plano e nao possuem nenhum ponto comum.

Figura 1 — Duas retas paralelas determinam um tnico plano contemplando o 1°, 2° e 4°
modos de determinagao de planos

Definicao 2.2.2. Duas retas distintas contidas num plano sdo ditas retas coplanares.
Duas retas que possuem um unico ponto em comum sao ditas retas concorrentes. Duas

retas nao coplanares, ou seja, nao contidas num mesmo plano, sio ditas retas reversas.

Figura 2 — Duas retas concorrentes determinam um tnico plano
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Segue-se que duas retas paralelas ou concorrentes sdo coplanares.

Duas retas que nao tém ponto em comum nem sao paralelas sao retas reversas.

A €& «a

Figura 3 — Duas retas reversas

A reta r tem no maximo um ponto em todo plano a que contém s, lembrando que

outra forma de determinar um plano é através de uma reta e um ponto fora dela.

Teorema 2.2.1. Por um ponto fora de uma reta passa uma unica reta paralela a essa

reta.

Figura 4 — Por um ponto fora de uma reta passa uma unica paralela

Demonstragio. Considere uma reta r e um ponto A ¢ r. Como vimos anteriormente, por
uma reta e um ponto fora dela passa um tnico plano. Temos um plano a determinado
por r e A. Conforme postulado V de Euclides, pelo ponto A no plano « passa uma reta s

que nao encontra r. Entao a reta s é paralela a reta r.

Para mostrar que a reta s é a unica reta do espaco que passa pelo ponto A e é
paralela a r, suponha que s e s’ sdo paralelas a r e passam ambas por A. Como s é
paralela a r, vai existir um plano o’ contendo as retas r e s’. Como s’ contém A , entao o
plano o/ contém r e A. Como por r e A passa um tnico plano, entdo podemos concluir

que o plano o' coincide com o plano a. As retas s e s’ estao contidas em «, passam pelo
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ponto A e sdao paralelas a . Devido a unicidade da reta paralela em «, conclui-se que r =
r. O

2.3 Transitividade do paralelismo

Se duas retas distintas 7 e t sdo paralelas & mesma reta s, entdao r e t sao paralelas

entre si, ou seja, r || ses || t,r#t =1 |t

Tl ses || t,r Ft = |t

1/ RV AN
JZ AN

Figura 5 — Planos secantes e retas paralelas

Teorema 2.3.1. Por um ponto fora de duas retas paralelas passa uma unica reta paralela

as duas retas.

Demonstracdo. Seja A um ponto fora de duas retas paralelas r e s contidas num plano a.

H4& dois casos a considerar.
Caso 1: A € a.

Pelo ponto A passa uma unica reta ¢t paralela a r, ¢ C a. Se s e t tivessem um
ponto P em comum, elas seriam duas retas paralelas a r passando por P, contrariando o

postulado V. Logo s e t sao paralelas.
Caso 2: A ¢ a.

Seja 3 o plano determinado por r e A e seja v o plano determinado por s e A. Os
planos e v sao distintos, caso contrario § =  conteria as retas r e s, logo f = v = «

conteria o ponto A.

Assim r ¢é paralela a . De fato, se 7 contivesse um ponto de r, entdao v = «

conteria o ponto A. Como t e r sdo coplanares e t C 7y segue-se que t é paralela a r.
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Assim como s é paralela a 5. De fato, se 3 contivesse um ponto de s, entdo § = «

conteria o ponto A. Como t e s sdo coplanares e t C (3, segue-se que t e s sao paralelas.

]

Corolario 2.3.1. Sejam r, s et trés retas distintas tais que v € paralela a s e s € paralela

at, entdior € paralela at.

Demonstracio. Seja A um ponto de t. Pelo teorema 2.3.1, existe uma reta t' que passa

em Acomt' || ret | s. Pelaunicidade da paralela a s pelo ponto A, ¢’ = t. O

Podemos entao concluir que retas paralelas possuem a seguinte propriedade transi-
tiva: “se duas retas distintas sao paralelas a uma terceira, entdo elas sdo paralelas entre

* )

St

2.3.1 Aplicacao 1

Os conhecimentos sobre paralelismo e transitividade que foram expostos no teorema
2.3.1 e seu respectivo corolario, podem-ser aplicados na construcao de um paralelepipedo.
Para isso, conceitua-se: 1) Poliedro como sendo um sélido totalmente limitado por poligonos
que se ligam pelos seus lados, sendo cada um desses lados comum a exatamente dois
poligonos. Cada poligono é chamado face do poliedro, os lados de cada face de arestas e os
vértices de cada face de vértices do poliedro. Da mesma forma que na Geometria Plana,
em que a palavra poligono pode indicar tanto a regiao por ele delimitado quanto o seu
contorno, a palavra poliedro é utilizada tanto para indicar a regiao do espago quanto para

indicar a cole¢ao de poligonos que limita esta regiao.

2)Semiespago como sendo uma das duas partes em que um plano divide o espago
euclidiano tridimensional. Nota-se que um ponto ponto é capaz de dividir uma reta mas
nao um plano; uma reta reta é capaz de separar um plano mas nao o espaco. A propriedade
de separacao do espaco mostra o fato que que o espago tem uma dimensao a mais que o

plano.

Definicao 2.3.1. Chama-se paralelepipedo ao poliedro convexo cujas faces sao paralelogra-
mos. A superficie total de um paralelepipedo é a unido de seis paralelogramos. Chama-se
de paralelepipedo reto-retangulo quando suas faces sdo retangulares e chama-se de cubo ao

paralelepipedo cujas faces sao quadrados.

O paralelepipedo ABCDEFGH é um poliedro que podemos construir utilizando
trés segmentos de retas nao coplanares (planos diferentes) AB, AD e AE. Isso mostra
que o ponto F nao pertence ao plano definido por AB e AD. Primeiro passamos por B e
D paralelas a AD e AB, com isso obtemos o paralelogramo ABCD. Depois, tracamos as

paralelas a AE nos pontos B, C e D. Tomando segmentos iguais a AFE sobre essas retas,



Capitulo 2. Paralelismo e Transitividade 23

Figura 6 — Construcao de um paralelepipedo

no mesmo semiespaco de E, obtemos os pontos F, G e H. Assim AF = BF = CG = DH.
Por fim, sdo tracados os segmentos EF, FG, GH e HE. Esses segmentos estdo no mesmo
plano, ja que as retas FF e GH sao paralelas, basta observar que ABFE e CDHG sao

paralelogramos.

Ainda observando a figura 6, podem-se verificar a existéncia de retas reversas; nao
possuem ponto comum e estao em planos diferentes. Por exemplo as retas definidas pelas

arestas AFE e BC sao reversas.

2.4 Posicoes relativas entre retas e planos

Ha trés casos possiveis para a interseccao de uma reta e um plano. A seguir, serao

expostos os casos das posigoes relativas entre eles.

1. Se a reta contém pelo menos dois pontos do plano, entao a reta esta contida no

plano.

Figura 7 — Reta contida em um plano
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2. Se a reta possui um tnico ponto em comum com o plano, entdo a reta e o plano sao

ditos concorrentes ou secantes.

\P
\\\ o

Figura 8 — Reta e plano secantes

3. Se a reta e o plano nao tém ponto em comum, entdao a reta é paralela ao plano.

s

Figura 9 — Reta e plano paralelos 1

2.5 Paralelismo entre retas e planos
Definicao 2.5.1. Uma reta e um plano sao paralelos quando nao possuem pontos em
comum.

Teorema 2.5.1. Se uma reta r, ndo pertencente a um plano o, for paralela a uma reta s

de «, entdo r € paralela a c.
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/2]

Figura 10 — Reta e plano paralelos 2

Demonstracio. Como r e s sao paralelas, entdao r e s estao contidas num mesmo plano f3.
A interseccao dos planos a e 3 é a reta s. Como r C [3, se existisse um ponto P comum

entre r e a, entao P € f Na =s. Logo P € r N s = @, um absurdo. Logo, r é paralela

=

Figura 11 — Reta paralela ao plano

2.6 Paralelismo de planos

H& duas posicoes relativas entre dois planos distintos no espaco. Secantes, se
possuem uma reta em comum, ou paralelos, se nao possuirem pontos em comum. Nesta

secao, destacaremos a construgao de planos paralelos.
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Figura 12 — Posicoes relativas de dois planos distintos

Teorema 2.6.1. Se o e 3 sdo planos paralelos, entdo o é paralela a todas as retas de [3.
Por outro lado, se o plano o € paralelo a duas retas concorrentes contidas num plano 3,

entdo a e 8 sao paralelos.

Figura 13 — Planos paralelos

Demonstracao. Como toda reta r de S nao toca «, concluimos que a reta r é paralela ao
plano . Agora tomemos duas retas r e s do plano 3, concorrentes em P, ambas paralelas
ao plano a. Sendo « e [ planos distintos, suponhamos que se cortem segundo uma reta
t. As retas r e s ndo cortam o plano « e, portanto, ndao podem cortar a reta t que esta
contida no plano «. Mas isto significa que as retas r e s pertencem ao plano 3, o mesmo
que contém a reta t e sao ambas paralelas a reta t; o que contradiz a unicidade da paralela

a reta t passando pelo ponto A.
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Z

Figura 14 — Infinitas retas de [ paralelas a «
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3 Paralelismo preserva angulos

Neste capitulo, sera demonstrado como os pares de semirretas paralelas determinam
angulos iguais, isto é, como o paralelismo preserva angulos e também a sua utilizagdo na

construcao de solidos.

3.1 Angulos com lados respectivamente paralelos sao iguais

Figura 15 — Pares de semirretas paralelas determinam angulos iguais 1

Teorema 3.1.1. Duas semirretas r e s de origem em P formam um angulo 6 e duas
semirretas v’ e s’ de origem em P’ formam um dngulo 6. Se r’ é paralela a r e s’ ¢ paralela

a s, entao 0 € igual a 0.

Demonstrag¢io. Para mostrar que #’ = #, marca-se um ponto A em r e um ponto B em s,
distintos de P. Em seguida, marcam-se os pontos A’ em 7’ ¢ B’ em s’ tais que P’A’ = PA
e PPB' = PB.
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Figura 16 — Pares de semirretas paralelas determinam angulos iguais 2

Ser4 demonstrado que A’B’ = AB e assim concluir que os tridngulos PAB e P'A’'B’

sao congruentes, pelo critério LLL. Tém-se, entao, os angulos ZAPB = ZA'P'B’, logo

os angulos # = #'. Ao tracar os segmentos AA’, BB’ e PP’, tem-se, por hipétese, que
PA /] P'A”e PA = P'A’, e os pontos A, P, P’ e A’ sdao coplanares, logo o quadrilatero
PAA'P" é um paralelogramo. Dai conclui-se que os outros dois lados sao paralelos e de
mesmo tamanho, ou seja, AA’//PP' e AA’ = PP’. Também temos que PB//P'B’' e PB
= P'B’, e os pontos P, B, B' e P' sdo coplanares, logo o quadrildtero PBB'P’ ¢ um

paralelogramo. Dai pode-se concluir que os outros dois lados sao paralelos e de mesmo
tamanho, ou seja, BB’//PP’' ¢ BB’ = PP’. Pela transitividade do paralelismo, teremos
AA'"//BB’ e também AA’ = BB’. Logo o quadrilitero AA’B’'B é um paralelogramo.

Como consequéncia, AB//A'B" e AB = A'B’, como queriamos demonstrar.

]

3.1.1 Aplicacao 2

A Matematica deixa claro: a Terra nao é plana!

Se a terra fosse plana, o angulo entre os raios solares e qualquer objeto perpendicular
ao solo em qualquer hora do dia, nao importando o local, deveria ser o mesmo, pois angulos
com lados respectivamente paralelos sdo iguais. verifica-se, porém, que isso nao acontece

na pratica, dessa forma pode-se mostrar que a Terra nao é plana, conforme constata-se
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nas figuras a seguir.

Figura 17 — Terra plana 1

0 # 0

o

Figura 18 — Terra plana 2

3.2 Angulo entre retas

Sejam as retas r e s do espago, nao necessariamente coplanares. Para definir o
angulo entre r e s, fixe um ponto P arbitrario e passa-se por P retas 7’ || r e s’ || s. Seja
0 o angulo entre as v’ e s’. Definimos o angulo entre r e s como sendo igual a 6. Pelo

teorema 3.1.1, o valor de angulo 6 nao depende da escolha do ponto P.

Definicao 3.2.1. Denomina-se angulo entre duas retas o angulo formado quando se traga,

por um ponto, duas retas paralelas as retas dadas.



Capitulo 3. Paralelismo preserva dngulos 31

Figura 19 — Angulo entre retas

Duas retas concorrentes que fazem angulo reto sao ditas retas perpendiculares.

Duas retas reversas que fazem angulo reto sao ditas retas ortogonais.

3.2.1 Aplicacao 3

Mostrar que um tetraedro regular de aresta ¢ passa através de um barbante fechado
de comprimento 2¢ sem romper (GUIMARAES, 2021).

A

C

Figura 20 — Tetraedro regular 1

Resolucao:
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Figura 21 — Tetraedro regular 2

Como se sabe, por um ponto fora de duas retas passa um tnico plano paralelo as

retas.

Agora considere um plano 7 paralelo as arestas AB e C'D, cortando a aresta AD

no ponto P.

Seja M N PQ o quadrilatero obtido pela interseccao de 7 e as faces do tetraedro.
Os lados M N e P(Q sdo paralelos a C'D, pela transitividade se M N || PQ, os lados NP e

M@ também sao paralelos, pois sdo paralelos a AB, logo M N P() é um paralelogramo.

Observando os triangulos equilateros AC'D e ABD temos:

A
60°
X X
Q P
l . X X /. X
60° 60°
C /¢ D

Figura 22 — Triangulos equilateros

Como C'D é paralelo a QP e o triangulo AP(Q é equilatero, logo AP = AQ = PQ
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Como AB é paralelo a PN e o triangulo PN D ¢ equilatero, logo PD = ND =
PN =/ - x. Entao o perimetro do paralelogramo PQMN sera: 2( £ -x )+ 2 (x ) = 20 -

2x + 2x = 2¢. Como queriamos demonstrar.
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4 Perpendicularidade

Este capitulo versard sobre as relagoes entre retas e planos, em especial a per-
pendicularidade entre eles, bem como construcoes baseadas na generalizagao do cilindro

e do cone, com suas particularidades e seus desdobramentos, segundo (GARBI, 2010),

(MUNEM, 2011) e (DOLCE, 2005).

4.1 Reta e plano perpendiculares

Definicao 4.1.1. Uma reta secante € perpendicular a um plano quando é perpendicular a

todas as retas do plano que passam no ponto de interseccao da reta com o plano.

Figura 23 — Uma reta perpendicular a um plano «
Para uma reta ser perpendicular a um plano, basta que ela seja perpendicular a
duas retas concorrentes do plano, conforme serd demonstrado a seguir.

Teorema 4.1.1. Toda reta que € perpendicular a duas retas concorrentes contidas num

plano € perpendicular ao plano.
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Figura 24 — Condigao para que reta e plano sejam perpendiculares

Demonstracao. Seja r uma reta perpendicular a duas retas s e ¢t concorrentes contidas
num plano «. Seja u uma reta do plano passando pelo ponto P de interseccao de s e t.
Devemos mostrar que r é perpendicular a u. Agora tomemos em r dois pontos simétricos
P’ e P” em relacdo a P, com P’P = P”P. Tomemos ainda um ponto S € s e ponto
T € t tais que ST intersecta u num ponto U ( basta que S e T estejam em semiplanos
opostos em relagdo a u). Os tridngulos retdngulos P’PS e P”PS sdo congruentes, pois
possuem catetos respectivamentes iguais, logo P’S = P”S. Analogamente os tridangulos
retangulos P'PT e P”PT sao congruentes, pois possuem catetos respectivamente iguais,
logo P'T = P"T. Assim, os tridngulos P'ST e P”ST sdo congruentes pelo caso LLL,
logo os angulos PTU=PTU. Conclui-se, entao, que os tridngulos P'TU e P"TU sao
congruentes pelo caso LAL. Logo P'U = P”U. Segue-se que o tridngulo P'P”U ¢é isésceles
e o segmento PU é mediana, logo PU é altura. Portanto PP’ é perpendicular PU, ou

seja, r ¢ perpendicular a u. O

Corolario 4.1.1. Toda paralela a uma reta perpendicular a um plano é perpendicular ao

plano.

Demonstracao. Seja r uma reta perpendicular a um plano a passando num ponto P €

a. Seja r’ || r uma reta paralela a r passando num ponto P’ € . Para mostrar que ' L
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A

Figura 25 — Paralela a uma perpendicular é perpendicular

a, seja s’ uma reta de o passando em P’ arbitrario, trace uma reta s por P paralela a s'.
Comor L awentdor L s. Comor || res | s, pelo teorema 4.1.1, segue-se que r' L .
Logo ' L «. ]

Corolario 4.1.2. Toda reta perpendicular a um plano € ortogonal a toda reta do plano.

4.1.1 Baixando uma perpendicular a um plano

Teorema 4.1.2. Por um ponto fora de um plano pode-se tracar uma unica perpendicular

a esse plano.

Figura 26 — Perpendicular baixada de um ponto A sobre um plano «.
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Demonstrag¢io. Sao dados um plano o e um ponto A ¢ «. Seja r uma reta arbitraria
contida em «. Seja B um ponto de 7 tal que AB L r. Seja s uma reta de o perpendicular
a r e passando por B. No plano 3 determinado por AB e s, trace a perpendicular AC" a
reta s com C € s. A reta r é perpendicular a 3, pois r é perpendicular as retas AB e s
de 5. Trace a reta t paralela a AC passando em B. Entao, t 1 BC'et 1L r,logot L a.
Como AC' é paralela a t, pelo corolario 4.1.1, AC L «a.

Para mostrar a unicidade, suponha que AC e AC" sao duas perpendiculares a a
passando em A, com C' e C' € a. Entéo o tridngulo ACC” possui dois angulos retos, um

absurdo.

4.1.2 Suspendendo uma perpendicular a um plano

Teorema 4.1.3. Por um ponto de um plano € possivel tracar uma unica perpendicular a

esse plano.

s . |
A ®
C 1?] Bqu

Figura 27 — Suspendendo uma perpendicular por um ponto de um plano 1

Demonstrag¢io. Dados um plano « e um ponto B € «. Por um ponto A ¢ «, baixe uma
perpendicular AC' L «a. Pelo corolario 4.1.1, a reta r paralela a AC que passa em B é

perpendicular a a.
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Unicidade. Suponha que por um ponto B € «, passem duas perpendiculares t e ¢/
distintas. Considerando o plano  determinado por t e t’ e a reta intersecgdo u = § N «,

entao t e t’ sdo perpendiculares a v em [, um absurdo. O

Figura 28 — Suspendendo uma perpendicular por um ponto de um plano 2

4.1.3 Plano perpendicular a uma reta passando por um ponto fora da reta

Teorema 4.1.4. Por um ponto fora de uma reta, passa um unico plano perpendicular a
essa reta.

Demonstracdo. Seja r uma reta e A um ponto fora de r. Seja a o plano determinado por

r e A. Trace a perpendicular AB a r, com B € r.

Figura 29 — Plano perpendicular a uma reta passando por um ponto fora da reta
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Pelo ponto B suspenda uma perpendicular BC' ao plano « e seja [ o plano
determinado pelos pontos A, B e C. A reta r é perpendicular a BA e BC de 3, logo r é

perpendicular ao plano 8 que passa em A.

Unicidade. Seja ' um plano perpendicular a r, com A € 3. Seja B’ o ponto de
interseccao de r e /. Entdo AB e AB’ sao duas perpendiculares a r baixadas do ponto
A, por unicidade B = B’. Como AB L [, entao, no plano de r e C, existe uma reta

perpendicular a r, logo é a reta BC; o que implica C' € ', logo 5/ = 5.

4.1.4 Plano perpendicular a uma reta passando num ponto da reta.

Teorema 4.1.5. Por um ponto de uma reta, passa um unico plano perpendicular a essa

reta.

Demonstracao. Seja r uma reta e A um ponto de r. Marque um ponto P fora de r e seja
« o plano de r e P. Pelo ponto A, suspenda uma reta s de a perpendicular a r e suspenda
uma reta t perpendicular a a. Seja S o plano determinado pelas retas s e t. Entao r é

perpendicular a 3 pois r é perpendicular as retas s e t de (.

Unicidade. Se 3’ passa no ponto A e é perpendicular a r, entdao ' contém todas
as retas perpendiculares a r passando em A, logo contém as retas s e t da construgao

anterior. Logo 3 = .

Figura 30 — Plano perpendicular a uma reta passando num ponto da reta
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4.2 Teorema das Trés Perpendiculares

Teorema 4.2.1. Se por um ponto P que ndo pertence ao plano o, tracamos a perpendicular
PA ao plano, e, por um ponto qualquer B de «, tracamos a reta r perpendicular a AB,

entdo PB ¢é perpendicular a r.

<P
o /B

Figura 31 — Teorema das trés perpendiculares 1

Demonstracao. 1

Observamos que as retas PA e AB sao ambas ortogonais a 7, e A € «a, ja que
PA é perpendicular ao plano a que contém r e AB é perpendicular a r. Logo o plano
definido por essas duas retas é perpendicular a r e, portanto, a reta PB desse plano é

perpendicular a r. O

Demonstracao. 2
Usando-se a reciproca do teorema de Pitagoras.
Temos que: a? = b? + 2 — B = 90°.
Mostraremos que 0 APBC' é retangulo em B.
Usando novamente o teorema de Pitdgoras temos que nos tridngulos:
AABC — d?> = ¢® + €2
APAB — e? + h? = b?
APAC — a®> = h? + d?
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Figura 32 — Teorema das trés perpendiculares 2

Somando-se as equagoes temos: a® = b? 4+ ¢?. Entao o angulo Bé igual a 90°, como

queriamos demonstrar.

4.2.1 Aplicacao 4

Considere um paralelepipedo retangulo ABCDEFGH em que AB =15, AD = 20
e AE = 16. Qual a medida do menor segmento que liga o vértice £ a um ponto da reta
BD? (LIMA E.L, 2004)

Figura 33 — Exemplo sobre o teorema das trés perpendiculares

Pelo teorema das trés perpendiculares, EM é perpendicular a BD, entao EM é
o menor segmento que liga £ a BD. Observando o tridangulo retangulo ABD, temos os
catetos medindo 20 e 15, donde obtemos a hipotenusa BD = 25, e a altura relativa a ela,

o segmento AM = 12.
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No triangulo retangulo FAM temos os catetos FA = 16 e AM = 12. Obtem-se,
assim, hipotenusa EM = 20, que é o menor segmento que liga o vértice £ a um ponto da

reta BD.

4.3 Angulos entre planos

Em Geometria Plana, pode-se medir AOB tomando o comprimento do menor arco
de circulo de centro O e raio 1, com extremidades sobre os lados OA e OB do angulo.

essa unidade de medida é chamada de radianos.

Figura 34 — Radianos

Como o comprimento do arco é proporcional ao raio, temos para um arco de

comprimento C' de raio r ligando OA a OB, % = %

Assim a medida do angulo AOB ¢ 0 = g radianos.

Intuitivamente, o angulo AOB medido em radianos é o comprimento da trajetoria
de um ponto A, com OA = 1. Quando o lado OA gira até o lado OB, pode-se usar de

analogia para definir angulo entre dois planos.

Sejam « e [ dois planos que se intersectam segundo uma reta t. Fixe um ponto O

€ t e considere um plano v passando por O e perpendicular a .

Definicao 4.3.1. O dangulo entre os planos secantes o e B e o angulo das retas OA e OB

de interseccao do plano v com a e [3.

Se tomarmos outro ponto O' € t e~ L t, v passando em O' entdao as intersec¢oes
de 7' com o e~ com [ sao retas paralelas a OA e OB, logo formam o mesmo angulo;

sendo assim a definicio de angulo nao depende do ponto O escolhido sobre r.
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Figura 35 — Angulo entre planos

4.3.1 Planos perpendiculares

Definigcao 4.3.2. Dois planos secantes sao perpendiculares quando o angulos entre eles é

reto.

Teorema 4.3.1. Dois planos sdo perpendiculares se e somente se, um deles contém uma

reta perpendicular ao outro.

Demonstracdo. Sejam « e 8 dois planos perpendiculares .

Figura 36 — Planos perpendiculares 1

Tomando um plano ~ perpendicular a interseccao t = o N 3, entao as retas r = v

N aes =N [ sao perpendiculares. Logo o plano S contém a reta s que é ortogonal as
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retas r e t de a. Desse modo, s | ae s C 3, assim comor C aer L 5.

Reciprocamente, suponha que  contém uma reta s perpendicular a a. Seja v o
plano que contém s e é perpendicular at = a N . Ser = v N «a, entdao s L r. Portanto

o angulo entre o e 8 é o angulo entre s e r, que é reto. logo o L 5. O

ﬂ

S

Figura 37 — Planos perpendiculares 2

4.4 Projecao Ortogonal de uma reta sobre um plano

A/

Figura 38 — Projecao ortogonal de uma reta sobre um plano

Teorema 4.4.1. Seja o um plano e r uma reta do espago, nao perpendiculares. Entdo
existe um unico plano 5 que contém r e é perpendicular a o. A reta intersecgdo B N a €

chamada de projecao ortogonal de r sobre .

Demonstracio. Dado um ponto A € r, existe uma reta s perpendicular a a passando por

A. O plano determinado por r e s é perpendicular a «, pois contém a reta s L «.
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Por outro lado, qualquer plano perpendicular a a e que contém r contém a reta s

que passa por A, logo é igual a 5. Portanto o plano S é tnico. O

4.4.1 Angulo entre reta e plano

Seja r uma reta secante a um plano a.

Definicao 4.4.1. O angulo entre a reta r e o plano a € igual ao angulo entre r e a reta

que € projecao ortogonal de r sobre a.

Figura 39 — Angulo entre reta e plano

r" é a projecao ortogonal de r sobre a.

Ang (r, a) = ang (', r) = 6.

4.5 Definicao de curva

Definimos curva como a figura geométrica gerada pelo movimento continuo de um
ponto no espago. Curva fechada é aquela em que seu ponto inicial coincide com seu ponto
terminal. Uma curva simples é aquela que nao é interceptada por si propria, exceto nos

pontos inicial e terminal.

Figura 40 — Curva
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Curva fechada n&o simples

Figura 41 — Curva fechada nao simples

Curva fechada simples

Figura 42 — Curva fechada simples

4.6 Cilindro

4.6.1 Definicao de superficie cilindrica

Seja C' uma curva em um plano e seja r uma reta nao paralela ao plano. O conjunto
de todas as retas paralelas a r e interceptando C' é chamado de cilindro. C' é chamado de
curva geradora (ou diretriz) do cilindro e as retas paralelas sao chamadas de geratrizes.
Sem perda de generalidade, vamos supor que a curva C' estd contida em um dos trés planos

coordenados.

Neste trabalho, consideram-se os cilindros circulares, cuja curva geradora é um
circulo. O Cilindro propriamente dito é a reuniao de parte do cilindro circular ilimitado
compreendido entre os planos de suas secgoes circulares paralelas e distintas em relagao a
essas seccoes. No caso de um cilindro circular reto, temos que a diretriz é perpendicular ao
plano coordenado que contém a curva. Para construir um cilindro circular reto, traga-se

geratrizes que serao perpendiculares ao plano da base. A geratriz que passa pelo centro
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Cv

a N

Figura 43 — Cilindro

do circulo é chamado de eixo do cilindro. Um cilindro circular reto também é chamado
de cilindro de revolugao, pois ele é o sélido gerado através da rotacao completa de um

retangulo em torno do eixo dado com um de seus lados.

il

Figura 44 — Cilindro circular

4.7 Prisma

4.7.1 Definicao de prisma

Consideramos uma regido poligonal convexa plana (curva fechada simples) Ay,

Ag, ... , A, de n lados e uma reta r nao paralela nem contida no plano da regiao da
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curva. Chama-se prisma convexo ilimitado a reunido das retas paralelas a r e que passam
pelos pontos da curva dada. A superficie de um prisma ilimitado denomina-se superficie

prismatica convexa ilimitada.

A //////// 4=/
[ [ [EFT

Figura 45 — Construgao de prismas

O prisma convexo limitado é a reunidao da parte do prisma convexo ilimitado
compreendida entre os planos de duas secgoes paralelas e distintas. Para construirmos
um prisma, devemos num plano « tragar um poligono P de n lados, depois passar um
plano g paralelo a a;, em seguida tracar n retas paralelas passando pelos vértices de P. Os
planos a e # determinam nas retas n segmentos de mesmo comprimento chamados arestas
laterais do prisma. As extremidades dos segmentos em [ determinam um poligono P’
congruente a P, ambos sao chamados de bases do prisma. As arestas laterais determinam
n paralelogramos chamados de faces laterais do prisma. Em um prisma reto, as faces
laterais sao retangulos e a altura é congruente com quaisquer arestas laterais. Para isso,
tomamos para as arestas laterais retas perpendiculares ao plano da base. Em consequéncia,
as faces laterais sdo retangulos e a altura sdo as arestas laterais. Temos varios casos
particulares. Quando a base é um poligono regular, teremos um prisma regular. Quando
a base é um retangulo, tem-se um paralelepipedo retangulo, cujas faces serao retangulares.
Sendo assim, qualquer das faces é chamada de base. Tem-se também o cubo ou hexaedro

regular, que é um paralelepipedo cujas faces sao quadrados.

4.8 Cone

4.8.1 Superficie cbnica

Superficies conicas sao geradas por uma reta g (geratriz) que passa por um ponto

dado V' (vértice) e percorre os pontos de uma linha dada d (diretriz), com V fora de d.
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Figura 46 — Superficies conicas

4.8.2 Cone sobre curvas

Dado uma curva C no plano o e um ponto V fora desse plano, o cone de vértice
V sobre C' é a uniao das retas que passam em V' e por um ponto de C. Se a curva for
um circulo, o cone é dito circular. Pode-se classificar o cone pela posicao da reta VO em
relagdo ao plano da base. Se a reta VO for obliqua ao plano da base, tem-se um cone
circular obliquo. Se a reta VO for perpendicular ao plano da base, tem-se um cone circular

reto.

Figura 47 — Cone sobre curva
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Figura 48 — Cone circular reto

Figura 49 — Cone circular obliquo

4.9 Piramides

49.1 Piramides ilimitadas

Dada uma curva C' poligonal convexa A, Ay, As, ..., A, de n lados. Considere

um ponto V fora do plano que contém a reuniao das semirretas que partem de V' e que
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passam pelos pontos de C'. A mesma é denominada piramide ilimitada convexa.

Figura 50 — Piramide ilimitada convexa

49.1.1 Piramide limitada convexa

A pirdmide limitada convexa é a reuniao dos segmentos com uma extremidade em
V' e a outra nos pontos do poligono. Se a proje¢ao do vértice nao coincide com o centro
da base, a pirdmide é dita obliqua e, se a projecao do vértice coincide com o centro da
base, a mesma ¢ dita reta. Caso a base seja formada por poligono regular, a piramide é

chamada de regular.

Figura 51 — Piramide limitada convexa
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Figura 52 — Piramide regular

4.9.2 Aplicacdo 5

Construcao de piramides regulares.

Tomemos por base um poligono regular A; A,...A,, e um ponto V fora do plano da
base como vértice. Esse ponto V fica situado sobre a perpendicular ao plano do poligono de
centro O. A distancia de V' até O denomina-se altura da piramide. Nas piramides regulares,
as faces laterais sao tridngulos isosceles. Para verificar essa propriedade, tomemos os
tridngulos retangulos VOA;, VOA,,..., VOA,, por possuirem catetos respectivamente
congruentes, e o cateto VO comum a todos e OA; = OA, = ... = OA,,. Consequentemente

VA, =VA, = ... =VA,, mostrando que as faces laterais sdo tridngulos isosceles.

4.9.3 Aplicacdo 6

Construcao de um tetraedro regular.

Tomemos um poligono regular triangular de base ABC' e vértice V fora do plano
da base e perpendicular ao mesmo, de modo que as arestas laterais VA, VB, V(' sejam
iguais as arestas AB, AC e BC da base. As faces da piramide obtidas sao tridngulos
equilateros congruentes. Além disso, se por A tomamos a perpendicular ao plano V BC,
que corta este plano em P, verifica-se que os tridngulos retangulos APB, APV e APC
sao congruentes, ja que as hipotenusas sao iguais e o cateto AP é comum a todos os trés.
Assim, temos PB = PC = PV, logo P é o centro do triangulo equilatero V BC', o que faz
com que a piramide seja regular qualquer que seja a face tomada como base. Observa-se
que as retas VO e AP e as retas perpendiculares tracadas a duas faces do tetraedro

regular pelo vértice oposto a cada uma destas faces sao coplanares. Consideremos o plano
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Figura 53 — Tetraedro regular

a determinado pela reta VO e pelo vértice A. Este plano corta o plano da base ABC
segundo a reta AO. Mas como ABC' é um tridngulo equilatero de centro O, AO corta
o lado BC em seu ponto médio M. Logo, a altura VM da face V BC esta contida no
plano « , em particular, o ponto P que é o centro de V BC', esta neste plano. Logo, a reta
V' P esta contida em «, o que mostra que VP e AO sao concorrentes. Como os pontos
de VO sao equidistantes de V', B e C, o ponto de intersec¢do de VO e AP é um ponto
equidistante dos quatro vértices do tetraedro, denominado centro do tetraedro. O fato
mostra que as quatro perpendiculares tragadas de cada vértice a face oposta passam todas

pelo ponto O.

4.10 Sistema de coordenadas tridimensionais

Z{\

Figura 54 — Sistema de coordenadas tridimensionais
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Um sistema de coordenadas para o espaco é construido a partir de trés eixos
perpendiculares entre si e com uma origem em comum. Para essa construcgao, basta tomar
duas retas perpendiculares contidas num mesmo plano e conduzir uma reta perpendicular
a esse plano passando pela interseccao das retas. As coordenadas dos pontos marcados no
sistema € a interseccao com cada eixo do plano que passa pelo ponto e é perpendicular ao
eixo. Isso equivale obter a projecao ortogonal do ponto sobre os planos definidos por cada

par de eixos e, depois, projetar os pontos obtidos sobre eles.
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5 Distancias geométricas

Neste capitulo, serao obordadas as distancias geométricas entre ponto e reta, dois
pontos, duas retas paralelas, ponto e plano, reta e plano paralelo, planos paralelos e retas
reversas. Os conhecimentos sobre essas distancias serao aplicados para dar suporte aos

calculos dos elementos dos sélidos.

5.1 Distancias geométricas

5.1.1 Distancia entre dois pontos distintos

Definicao 5.1.1. Chamamos de distancia entre dois pontos distintos A e B o comprimento

do segmento de reta AB. No entanto, se A for igual a B, a distancia entre A e B é nula.

Observacao 5.1.1. O Teorema de Pitigoras serd utilizado para calcular a distancia entre

dois pontos tanto no plano quanto no espaco.

Distancia entre dois pontos do plano

d(A, B) = /(@5 — 24)* + (us — ya)*

0,y3) B(z,ys)
YB — YA
(0,94) A(.IA,EgA) Tp—TA E (x5, ya)
.
XB — XA (24,0) (z,0)

Figura 55 — Distancia entre dois pontos

5.1.2 Aplicacao 7

Consideremos o problema de calcular a diagonal BH, que chamaremos de d de
um paralelepipedo retdngulo ABCDEFGH de arestas AB = a, AD =b, AE =cea
diagonal BD = e. Para resolvermos o problema sera aplicado o Teorema de Pitagoras no
triangulo ABD retangulo em A e depois no tridngulo retangulo BDH retangulo em D. .
No tridngulo ABD, temos e? = a? + b* e no tridngulo BDH d? = €? + 2. Logo, d* = a*
+ 0?4+ 2 ed=+a?+ b+ 2. Em particular, em um cubo de aresta a, tem-se que sua
diagonal d é dada por: d = ay/3.
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Figura 56 — Diagonal do paralelepipedo retangulo

5.1.3 Distancia entre ponto e reta

Definicao 5.1.2. Chamamos de distancia entre ponto e reta a distancia entre o ponto e o

pé da perpendicular a reta conduzida por esse ponto.

r P P=P
dy, = dp.p Per,(dy, é nula)

Figura 57 — Distancia entre um ponto e uma reta 1

Dado um ponto P e uma reta do espago. O ponto () em que a reta r corta o
plano perpendicular a r, passando por P, é chamado de projecao ortogonal de P sobre
r conforme demonstrado anteriormente. O comprimento de segmento PQ é a distancia
de p a r. Quando P nao pertence a reta r, os pontos P e () sdo distintos e P() é a tnica
reta perpendicular a r tragada por P. Se R é um outro ponto qualquer de r, o tridngulo
PQR tem hipotenusa PR e cateto PQ, logo P(Q < PR. Desse modo, comprova-se que
o comprimento da perpendicular é menor que o comprimento de qualquer reta obliqua.
Assim, o célculo da distancia de um ponto a uma reta envolve o tracado da perpendicular

a reta passando pelo ponto.
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Figura 58 — Distancia entre um ponto e uma reta 2

5.1.4 Distancia entre duas retas paralelas

Definigao 5.1.3. Chamamos de distancia entre duas retas paralelas da distancia entre um

ponto qualquer de uma reta a outra.

P P
— - ] =] r
d d'
Ql [o] 0
s P s r=s B
dys=dps,=dpp r=s,d,s é nula ri//s,entaod =d'

Figura 59 — Distancia entre duas retas paralelas

5.1.5 Distancia entre ponto e plano

Definicao 5.1.4. Chamamos de distancia entre ponto P e o plano a a distancia entre
esse ponto e o pé da perpendicular ao plano o que passa por esse ponto. Observe que,
se R € um outro ponto qualquer do plano, o triangulo PQR ¢ retangulo e tem PQ como
cateto e PR como hipotenusa. Assim, o comprimento da perpendicular PQ) é menor que o

comprimento de qualquer obliqua PR.
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[\ 7

Figura 60 — Distancia de ponto a plano

5.1.6 Aplicacao 8

Consideremos o problema de calcular a altura do tetraedro regular ABC'D de

aresta (. Para isso, deve-se encontrar a distancia do vértice A ao plano BC'D.

A

C

Figura 61 — Altura do tetraedro regular

Novamente aplica-se ao Teorema de Pitagoras. Como vimos, H é o centro do
triangulo equilatero BC'D. Olhando para o tridngulo AH B, AB é a aresta do tetraedro,
que chamaremos de ¢. O lado HB é o raio do circulo circunscrito ao triangulo equilatero
de lado ¢, logo teremos HB = % Tem-se, entdo, (AH)? + (%)2 =(? e pode-se concluir
que AH = %.
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5.1.7 Distancia entre reta e plano paralelo

[ 37 (=

recao,d.,€énula

o0 T dP,P’

Figura 62 — Distancia entre reta e plano paralelo 1

Definicao 5.1.5. Chamamos de distancia entre reta e plano paralelo a distancia entre

um ponto qualquer da reta e o plano.

Pl PQ r
- | [-]
) Q2

Figura 63 — Distancia entre reta e plano paralelo 2

Se a reta r é paralela a um plano «, todos os seus pontos estdo a mesma distancia
do plano. De fato, se por dois pontos P, e P> da reta r paralela a « tragarmos as
perpendiculares P11 e P,()s a a, obtemos um retangulo P; P,()»()1. Logo, PQ1 = P(Q)».

5.1.8 Distancia entre planos paralelos

Definicao 5.1.6. Chamamos de distancia entre dois planos paralelos a distancia entre

um ponto qualquer de um plano até o outro plano.

Se [ é um plano paralelo a «, todos os seus pontos estao a mesma distancia d de
a. Se o ponto A for diferente do ponto B, com A e B pertencendo a f3, isso implica que a
reta r que passa pelos pontos A e B estd contida em (. Dessa forma, recorremos ao caso

da distancia de reta e plano paralelos.
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P
hd *
1
1
1
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1
1
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1
1
1
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1
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p'
a a a= B
daﬂ = dPﬁ(y = dP,p/ a =, do‘!ﬁ é nula

Figura 64 — Distancia entre planos paralelos 1

A B r
H H
1 1
5 i i
d d
[ Iy
A B' r

Figura 65 — Distancia entre planos paralelos 2

5.1.9 Aplicacao 9

IME-2015 / 2016 - 1 fase Sejam dois quadrados de lado a situados em planos
distintos que sao paralelos entre si e situados a uma distancia d um do outro. A reta
que liga os centros dos quadrados é perpendicular a esses planos. Cada diagonal de um
quadrado ¢ paralela a dois lados do outro quadrado. Liga-se cada vértice de cada quadrado
aos dois vértices mais proximos do outro quadrado. Obtém-se, assim, tridngulos que,
conjuntamente com os quadrados, formam um sélido S. Qual a distancia entre estes planos

distintos em funcao de a, de modo que os triangulos descritos acima sejam equilateros?
Resolugao:
Observando o triangulo retangulo AHM tem-se:
AM?* = AH? + HM? entao HM? = AM? - AH?

Observando o tridngulo equildtero ABC' de lado a, verificamos que AM é a sua
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Vista superior

Figura 66 — Aplicacao de distancia entre planos paralelos

altura, logo AM é igual a a@.

Temos que AH = OA - OH, como OA é a metade da diagonal do quadrado de
lado a, entao OA ¢ igual a a?. Para encontrar OH, sabe-se que M ¢é a projegao ortogonal
de H. Com isso, OH = MC e MC=%. Dessa forma, OH=%. Entao AH:a%.

N
[e2)

Ja que HM? = AM? - AH?, conclui-se que HM = a

5.2 Distancia entre retas reversas

Definicao 5.2.1. Chama-se de distancia entre duas retas reversas o comprimento minimo

dado por uma reta perpendicular a ambas.

5.2.1 Aplicacao 10

Figura 67 — Perpendicular comum a duas retas reversas

Construcao da perpendicular comum a duas retas reversas.
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Traca-se dois planos paralelos, « e 3, contento cada uma das retas. Para construir
tais planos, basta passar por um ponto de cada uma das retas, uma reta paralela a
outra. Depois, por um ponto A; qualquer de r, tracamos uma reta ¢ perpendicular
ao plano 3, que o corta em B;. Por Bj, tracamos a paralela " a r. A reta r’ estd
contida em [ e corta s no ponto By. Por fim, por By tracamos a reta t’ paralela a Ay B;.
Verifica-se que as retas t/, t, r e ' estdo todas no mesmo plano. Logo, t' forma angulo
reto com 7 e s, por ser perpendicular aos planos « e 3, e é concorrente com ambas. E,
portanto, uma perpendicular comum a r e s. A perpendicular comum A By entre as retas
reversas r e s construida é unica. Caso existisse outra perpendicular comum C' D, ela seria
necessariamente paralela a A, By por serem perpendiculares aos planos o e 3, mas assim
os pontos C', D, Ay e By estariam no mesmo plano. Desta forma, as retas r e s seriam
coplanares, o que é uma contradicao. Como a perpendicular comum a r e s é também a
perpendicular comum aos planos « e 3, o comprimento do segmento por ela determinado
¢ o menor comprimento possivel de um segmento cujos extremos sejam quaisquer pontos
de o e 3. Logo, o comprimento do segmento da perpendicular comum exprime a distancia

entre as duas retas.

5.2.2 Aplicacao 11

(FUVEST-SP) O angulo formado por duas reversas r e s é 6 e a distancia entre
elas é a. Tome em r um ponto B situado a uma distancia b da perpendicular comum as

duas retas. Qual a distancia de B a reta s?

Resolugao:
b sen @
—E 5 C B
: / B
I ’ (%
a K b
NG ," R lod
N
c B
c

Figura 68 — Exemplo de distancia entre retas reversas
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Seja C' o pé da perpendicular baixada de B até a reta s. Logo, © = d(B,s) =
d(B,C) ¢é a distancia procurada. Sejam « e [ os planos paralelos que contém 7 e s,

observa-se que o segmento RS perpendicular a reta r e a reta s é perpendicular aos planos
ae[.
Sejam 7’ a projecao de r sobre [ e s’ a projegao de s sobre . Logo, B’ é a projecao

de B sobre 5, com B € ' e C' é a projecao de C sobre «, com C' € .

Como r e ' sdo coplanares e, sendo « paralelo a (3, temos r paralela a . Ana-
logamente, s é paralela a s'. Logo, RSCC’, BB'CC’" e BB'SR sao retdngulos planos
ortogonais a « e (3 e, portanto, RS = BB’ = CC’. Em particular, s é perpendicular a C'C".
Assim como s também é perpendicular a BC'. Conforme demonstrado anteriormente, se
uma reta ¢ ortogonal a duas retas concorrentes de um plano, entao ela é perpendicular a
esse plano, o que garante que s é perpendicular ao retangulo BB'C'C’ e, em particular, s
é perpendicular a CB’. Consequentemente, o tridngulo SC'B’ é retdngulo em C. Sendo
SCB' = RC'B temos que RC'B ¢ triangulo retangulo em C".

O angulo entre 7 e s é 0 mesmo angulo entre r e s’ (ou entre 1’ e s). Seja 6 a
medida desse angulo. Desta forma, no triangulo retangulo RC’B temos b como a medida

da hipotenusa e 6 como medida do angulo R. Logo, o cateto C'B mede b sen (6).

Finalizando, no tridngulo retdngulo CC’B temos o cateto C'B medindo b sen (),

o cateto C'C" medindo a e a hipotenusa BC' medindo x. Pelo Teorema de Pitdagoras, temos
que x = va? + b%sen?d, que é a distancia procurada.
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6 Angulos

Apos discorrer, no capitulo 4, sobre angulo entre planos, serd aplicado esse conheci-
mento para tratarmos de diedros, interseccao de plano secante com uma esfera, bem como

aplicacoes.(AGUSTINE, 2014)

6.1 Diedros

Definicao 6.1.1. Angulo diedro ou diedro é a reunido de dois semiplanos de mesma
origem nao contidos no mesmo plano. A origem comum dos semiplanos é a aresta do

diedro e os dois semiplanos sao suas faces.

/ Plano perpendicular ar

Semiplanos com origem em r

Figura 69 — Medida de um diedro

Um diedro divide o espago em duas regides: uma convexa e a outra nao convexa. A
regiao convexa é chamada de interior do diedro. A reunidao de um diedro com seu interior

é chamada de setor diedral .

A medida de um diedro é a medida de um angulo obtido pela interseccao do diedro
com um plano perpendicular a sua aresta. Diferente de angulo entre planos, um diedro

pode ser obtuso.

Para medir um angulo diedro, conduzimos um plano perpendicular as arestas e
medimos o angulo entre as semirretas determinadas por cada face. Um angulo diedro pode
variar de 0° a 180°. O angulo entre dois planos secantes ¢ igual a medida do menor diedro

formado por eles.

Como se pode observar, a medida de um diedro nao depende do plano perpendicular

a aresta escolhida para fazer a intersecgao.
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Dois diedros sao congruentes se possuirem a mesma medida.

6.1.1 Aplicacao 12

De um ponto P no interior a um diedro de medida 120°, tracam-se as perpendiculares

r e s as faces. Calcule a medida do dngulo formado por r e s.

Resolucao:

Figura 70 — Angulo entre diedros

Sejam P’ e P” pontos de intersec¢do de r e s com as faces do diedro. Sejam ainda
« o plano determinado por r e s e, por fim, ¢ a aresta do diedro. Temos que ¢ é ortogonal
as retas concorrentes r e s. Como visto anteriormente, se uma reta é ortogonal a duas
retas concorrentes de um plano, entao ela é perpendicular a esse plano. Temos que t é
perpendicular a a. Seja () o ponto de interseccao de t com «a. Com isso, a medida do
angulo P’OP" é a medida do diedro, que é de 120°.

Dessa forma, temos um quadrilatero PP'QP" contido no plano «, sendo que esse
quadrilatero possui dois angulos retos em P’ e P”, um angulo de medida 120° em Q e,
portanto, o angulo P deve medir 60°. Assim sendo, pode-se concluir que o angulo entre r

e s mede 60°.

6.1.2 Aplicacao 13

A figura seguinte mostra a planta de um telhado de uma casa. Cada plano contendo
uma por¢ao do telhado é chamado de dgua. O telhado representado na figura tem quatro
aguas. Ao longo da reta de interseccao de duas aguas, corre uma calha. Sabendo que cada
agua ¢ inclinada 30° em relagao a horizontal, qual é a inclinacao em relagao a horizontal

da calha AM assinalada na figura?
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2a

D A

Figura 71 — Exemplo de angulo entre reta e plano

Resolucgao: A figura a seguir mostra uma vista em perspectiva do telhado, no qual
estao representados os pontos P, ) e R, obtidos respectivamente, projetando o ponto M
sobre as beiradas AB e AD do telhado e sobre o plano ABCD. Os angulos que as aguas
ABM e ADM N formam com a horizontal sdo iguais, respectivamente, aos angulos M PR
e MQR. Como esses angulos sao ambos iguais a 30°, os tridngulos retangulos MQR e
M PR sao iguais, ja que possuem um cateto comum M R. Assim, designando a menor

dimensao do retangulo ABC'D por 2a temos:

S

RP = RQ = a e MR = RQ.tg 30° = %3

O angulo o que a reta AM forma com o plano horizontal é igual ao angulo RAM
do triangulo retangulo M AR, do qual conhecemos os catetos MR e AR. A medida AR é
a diagonal do quadrado APRQ.

_ MR _ 1 _ V6 ~ o
tg o = 3 =aV3. 3a/3 = 6 e q = 22°
N M
n
/
T B
AN
D s
Q A

Figura 72 — Exercicio de angulo entre reta e plano.
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6.2 Esfera

A superficie esférica, ou simplesmente esfera de centro O, e um segmento de medida
R, que chamamos de raio, é o conjunto de pontos P do espaco , cuja distancia OP seja

igual a R.

A esfera é o analogo tridimensional do circulo, inclusive na ambiguidade de termi-
nologia; a palavra esfera tanto pode ser usada para se referir a superficie esférica quanto

ao solido por ela determinado.

A posi¢do de um ponto em relacao a uma esfera vai depender da distancia do
mesmo até o centro da esfera. Dessa forma, os pontos podem ser: interior a esfera, se
a distancia for menor que o raio; pertencente a esfera, se a distancia for igual ao raio e

exterior se a distdncia for maior que o raio.

Da mesma forma, a posicao relativa de uma reta em relagdo a uma esfera também
serd determinada pela distancia do centro da esfera até a reta. A reta serd exterior a
esfera se a distancia entre a reta e o centro da esfera for maior que o raio, tangente se a
distancia da reta até o centro da esfera for igual ao raio e secante se a distancia da reta

até o centro da esfera for menor que o raio.

6.2.1 Interseccao de um plano secante com uma esfera

7

\

=

Figura 73 — Plano secante a esfera

Toda seccao plana de uma esfera é um circulo. Caso o plano secante passe pelo
centro da esfera, temos como seccao o circulo maximo da esfera. De fato, os pontos de
interseccao de um plano e uma esfera sao os pontos P do plano cuja distancia PO ao
centro da esfera O é igual ao seu raio. Sendo ) o pé da perpendicular baixada de O ao

plano a. Qualquer que seja o ponto P em «, o tridngulo POQ é retangulo em ). Sendo
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OQ) = d a distancia do centro da esfera até o plano o, PO = R o raio da esfera e PQ) = r

o raio do circulo da sec¢io do plano com a esfera. Entao vale a relacao R? = d? + r%.

6.2.1.1 Aplicacao 14

Calculo de distancias entre cidades de mesma latitude. Podemos calcular a distancia
entre as cidades de Vitéria, no Brasil, e Santa Cruz de La Sierra, na Bolivia.(as latitudes

nao sdo iguais, mas muito préximas).
Informagoes:
Vitéria: Latitude: 20,25° Sul e Longitude: 40,28° Oeste.
Santa Cruz De La Sierra: Latitude:17,81° Sul e Longitude: 67,13° Oeste.

] T F

Figura 74 — Calculo de distancia na mesma latitude

R = raio da terra (aproximadamente 6371 km).

r = raio da seccao.

0 = diferenca entre as latitudes.

a=90°-46

0 = 63,13° - 40,28°

0 = 22.85°

a = 67,15°

Entao, temos que sen o = 5, assim 7 = 6371 . 0,921, entdao r = 5867,69 km.

Como temos que a distancia terrestre é : r . 9.% .2,
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Essa distancia sera de 2338,89 km, adimitindo que Vitoéria e Santa Cruz De La

Sierra estejam no mesmo paralelo.

Obs.: A distancia no Google é de 2419 km.

6.2.1.2 Aplicacdo 15

Calcule o raio das esferas circunscrita, inscrita e tangente as arestas de um cubo

de aresta a.

e e ——————
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1
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1
I
1
I
1
1
1
1
1

1
1
1
1
1
———m—————— e — — o —
4 N
1 1 ’ \ !
1 1 4 \ 1
1 / \ 1
1 (| ! \ 1
1 1 1 1 1
1 1 ! \ 1
1 1 1 1 1 a
1 I e = 1
1 4= ! 1 M=~
.-~ 1 1 RN
4 1 1 0 1 N
1 ! 1
! ! 1 7
~d ! 1 R
Sm-al Lo-1"" 1
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1 \ r L +

-
-
S
~

Figura 76 — Esfera inscrita no cubo

Resolucao:
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Figura 77 — Raios das esferas associadas a um cubo

Em qualquer paralelepipedo, todas as suas diagonais tém um ponto em comum, o
ponto médio de cada uma delas. O ponto de intersecao das diagonais é, na verdade, o
centro de simetria do paralelepipedo. Se o paralelepipedo ¢é retangulo, todas as diagonais
tém o mesmo tamanho. Logo, existe uma esfera centrada nesse ponto e que passa por
todos os vértices. Essa esfera é chamada de esfera circunscrita ao paralelepipedo. No caso
do cubo, o centro é equidistante das seis faces e equidistante das 12 arestas. Logo, com
0 mesmo centro, existe também uma esfera tangente as faces, esfera inscrita no cubo e
uma esfera tangente as arestas. E simples de observar que os raios das esferas circunscrita,
inscrita e tangente as arestas do cubo sao respectivamente iguais a metade de uma diagonal
do cubo, a metade de uma aresta do cubo e a metade da diagonal de uma face do cubo.
av3 l a2
3 2

,r=zer =

Logo esses raios sao: R = 5
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7 Consideracoes finais

Espera-se que os assuntos discutidos neste trabalho contribuam para uma abor-
dagem diferenciada na construcao de alguns temas da Geometria Espacial. No decorrer
desta dissertacao, buscou-se alinhar e mostrar as ricas conexoes entre paralelismo e a

perpendicularidade.

O paralelismo e a perpendicularidade no espaco e suas propriedades permitem uma
melhor compreensao das transposi¢oes de angulos formando uma base para as construgoes
e calculos de distancia envolvendo angulos no espaco. Desse modo, garante ao leitor

compreender a Matematica e, em especial, a Geometria como uma

arte, onde o enlace das proposicoes, as conexoes entre suas diversas teorias,
a elegancia e a limpeza dos seus raciocinios, a singela eloquéncia dos seus
enunciados e a surpresa de suas conclusoes elevam o espirito e comprazem o
nosso senso estético. (LIMA, 2001)
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