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RESUMO

MUNHOZ D.R. Ensino de func¢oes trigonométricas com o auxilio da modelagem matema-
tica e do software GeoGebra. 2022. 102 p. Dissertacdo (Mestrado em Ciéncias — Mestrado Pro-
fissional em Matemaética em Rede Nacional) — Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computa-
¢do, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos — SP, 2022.

Este trabalho tem como objetivo principal despertar os professores de matemética do Ensino Mé-
dio para a possibilidade de ensinar fungdes trigonométricas utilizando a modelagem matematica
como ferramenta pedagdgica, contando também com o uso da tecnologia para intensificar os
resultados. O trabalho tem como premissa evitar que os alunos se questionem sobre como essas
fun¢des sdo usadas na vida real, ou seja, fora do ambiente escolar. Assim, foi elaborada uma
proposta de atividades contendo quatro problemas sobre modelagem matematica para melhorar a
aprendizagem de tais fungdes e para isso, o trabalho foi guiado pela pergunta-problema: “Como
incentivar e contribuir para a aprendizagem de funcdes trigonométricas usando a modelagem
matemadtica como estratégia de ensino?” Ainda, na fundamentacao tedrica foi apresentado um
passo a passo de como construir as funcdes seno e cosseno vinculadas ao ciclo trigonométrico
usando o software GeoGebra, além de mostrar algumas aplicagdes praticas em dreas como Fisica,
Medicina e Oceanografia. Esperamos que este trabalho possa contribuir com os professores de
Matemadtica para tornar a aprendizagem de funcdes trigonométricas mais significativa e prazerosa

para os alunos.

Palavras-chave: Funcdes trigonométricas, modelagem matemaética, GeoGebra.






ABSTRACT

MUNHOZ D.R. Teaching trigonometric functions with the support of the mathemati-
cal modeling and of the GeoGebra software. 2022. 102 p. Dissertacdo (Mestrado em
Ciéncias — Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional) — Instituto de Cién-
cias Matemadticas e de Computacdo, Universidade de Sdo Paulo, Sdao Carlos — SP, 2022.

This work aims to awaken high school Mathematics Teachers to the possibility about teaching
trigonometric functions, using mathematical modeling as a pedagogical tool, also counting on
the use of technology to intensify the results. The paper is premised on preventing students from
questioning how these functions are used in real life, or even outside the school environment.
Thus, a proposal for activities containing four problems on mathematical modeling was elaborated
to improve the learning of such functions and for this, the work was guided by the question-
problem: "How to encourage and contribute to the learning of trigonometric functions using
mathematical modeling as a teaching strategy?" Also, in the theoretical foundation it was
presented a step by step of how to build the sine and cosine functions linked to the trigonometric
cycle using the GeoGebra software, in addition to showing some practical applications in
areas such as Physics, Medicine and Oceanography. We hope that this paper can contribute to
Mathematics teachers to transform the learning of trigonometric functions more meaningful and

pleasant for students.

Keywords: trigonometric functions, mathematical modeling, GeoGebra.
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CAPITULO

INTRODUCAO

O ensino da matemadtica vem sendo aplicado, por muitos professores, de forma tradicional,
isto €, o professor explica a teoria na lousa enquanto os alunos assistem passivamente, e logo
apds, emprega exercicios apenas com aplicacdes diretas da teoria, muitas vezes sem contexto,
exercicios em que o aluno sé precisa olhar para as féormulas e usa-las da forma correta. Isso faz
com que a matemadtica se torne chata e insignificante, levando o aluno a perguntas do tipo: “Por
que devemos aprender esse conteido? Qual a utilidade disso na minha vida real?”” O fato de
os alunos fazerem essas perguntas € bastante normal. Isso porque a matematica é geralmente

considerada uma atividade separada da vida real e realizada apenas na escola.

Saber como responder a esse tipo de pergunta e tornar a matemadtica atraente, no ensino
das fung¢des trigonométricas, sdo as motivagdes desse trabalho, usando a modelagem matematica

como estratégia de ensino - aprendizagem. Sobre isso, (BASSANEZI, 2002) diz:

“A Modelagem Matematica utilizada como estratégia de ensino
aprendizagem € um dos caminhos a ser seguido para tornar um
curso de matemadtica, em qualquer nivel, mais atraente e agraddvel.”
(BASSANEZI, 2002).

Ao usar a modelagem, a educacdo matematica torna-se mais agradavel e deixa o objetivo
inicial do ensino de matematica, que € desenvolver habilidades em resolu¢des de problemas e o

pensamento matematico, mais fécil de ser alcancado.

Na realidade, o uso de modelagem como instrumento de ensino da matemadtica nas
escolas € muito pouco. No ensino da matemadtica no Brasil raramente se aplica esse instrumento,
porque € dificil para o professor quebrar seus paradigmas de que o ensino tradicional € a melhor

maneira de ensinar. Bassanezi (BASSANEZI, 2002) trata esse assunto no trecho abaixo:
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“[...] amaior dificuldade que notamos para a adocao do processo
de Modelagem, pela maioria dos professores de Matemadtica, é
a transposicao da barreira naturalmente criada pelo ensino tradi-
cional em que o objetivo de estudo apresenta-se quase sempre
delineado, obedecendo a uma sequéncia de pré-requisitos e que
vislumbra um horizonte claro de chegada."(BASSANEZI, 2002).

Esse ensino tradicional vai na contra mao do que diz a Base Nacional Comum Curricular

(BNCC), que nos mostra que o professor precisa criar meios para que o aluno seja capaz de

pensar e ndo apenas repetir aplicagdes de féormulas matemaéticas.

“No Ensino Médio o foco € a constru¢do de uma visio integrada da
Matemética, aplicada a realidade, conforme anteriormente anunci-
ado. Nesse contexto, quando a realidade € a referéncia, ¢ preciso
levar em conta as vivéncias cotidianas dos estudantes do Ensino
Médio, envolvidos, em diferentes graus dados por suas condicdes
socioecondmicas, pelos avangos tecnolégicos, pelas exigéncias
do mercado de trabalho, pela potencialidade das midias sociais,
entre outros. Tais consideracdes colocam a area de Matematica
e suas Tecnologias diante da responsabilidade de aproveitar todo
o potencial ja constituido por esses estudantes, para promover
acoes que estimulem e provoquem seus processos de reflexao e
de abstragdo, que deem sustentagdo a modos de pensar criativos,
analiticos, indutivos, dedutivos e sist€micos e que favorecam a
tomada de decisdes orientadas pela ética e o bem comum. Para que
esses propositos se concretizem nessa drea, os estudantes devem
desenvolver habilidades relativas aos processos de investigacgao,
de construcdo de modelos e de resolucdo de problemas. Para tanto,
eles devem mobilizar seu modo préprio de raciocinar, representar,
argumentar, comunicar e, com base em discussdes e validacdes
conjuntas, aprender conceitos e desenvolver representacdes e pro-
cedimentos cada vez mais sofisticados.” (BRASIL, 2017)

Esse trecho da BNCC (BRASIL, 2017) reforca, ainda, que os alunos devem ter a habi-

lidade de construir modelos matematicos e que o foco do ensino é produzir uma matematica

aplicada a realidade. Pois a modelagem matemadtica € um processo de desenvolvimento de um

modelo capaz de conseguir transformar uma situacdo da vida real em um problema matematico.

A proposta desse trabalho, cuja boa parte das atividades é desenvolvida no software

GeoGebra com a construgdo e andlise dos gréaficos das funcdes trigonométricas, vai de encontro

a BNCC nesse quesito e também a habilidade niimero 4 vinculada a competéncia especifica de

matematica e suas tecnologias para o Ensino Médio da BNCC, que é:
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“Compreender e utilizar, com flexibilidade e fluidez, diferentes
registros de representagdo matemadticos (algébrico, geométrico, es-
tatistico, computacional etc.), na busca de solu¢do e comunicagio
de resultados de problemas, de modo a favorecer a construcao e o

desenvolvimento do raciocinio matematico.” (BRASIL, 2017)

As razdes bésicas que podem levar os professores de matematica utilizar modelagem
como instrumento de ensino estdo na resposta da seguinte questao: Qual educacdo matemadtica
deve ser realizada para que os alunos obtenham conhecimentos matematicos e habilidades de
pensamento matemdtico que eles podem usar em sua vida real? Podemos colocar, também,
como uma dessas razdes basicas a preocupacdo com a insuficiéncia dos métodos tradicionais no

desenvolvimento de habilidades para a resolu¢io de problema.

Assim, o fato do ensino da matematica, no Ensino Médio, hd muito tempo estar voltado
para a resolucdo de problemas abstratos, a ponto de ser visto como um treinamento para o
vestibular e ENEM, criou-se um distanciamento entre o aluno e o interesse pela matemaética e €
preciso mais que a vontade de ser aprovado em uma universidade para despertar esse interesse.
(SIQUIERE; QUARTIERI, 2021), em seu artigo, defende que a modelagem € uma estratégia
para envolver os alunos com a matemadtica, ja que usa os conceitos aplicados a algo do cotidiano

do aluno, e dessa forma, esses ganham significado.

J& (MATOS; SANTOS, 2018) em seu trabalho, escrito para professores do Ensino Médio,
defende uma mudanca na metodologia de ensino que expde o conteddo seguido de exercicios,
para uma metodologia que apresente atividades capazes de fazer com que o aluno investigue,
construa o conhecimento pesquisando e refletindo sobre a realidade. Para as autoras, a modelagem
¢ o tipo de atividade que tem essas caracteristicas e com isso se torna uma facilitadora do ensino
da matemadtica. Este trabalho propde uma aplicagdo na nutri¢do, utilizando sistemas lineares
como tema principal, e o tema Tratamento da Informacdo é também abordado durante a atividade

na organizacdo dos dados em tabelas.

Em seu artigo (MAGNUS; CALDEIRA, 2020), apds pesquisas minuciosas sobre o
ensino-aprendizagem da matemadtica, chegam a conclusdo que existe uma crise no ensino desse
componente, cuja causa € justificada, na maioria das vezes, como a "falta de base", ou seja
o problema comega no anos iniciais do ensino fundamental, do primeiro ao quinto ano, e se
prolonga até o ingresso na universidade. Esse problema esta relacionado com hierarquia e
linearidade dos conteudos, os autores consideram as atividades de modelagem matemética como
uma possibilidade para amenizar esse problema, ja que em atividades de modelagem trabalha-se
muitos conteddos sem que haja um conhecimento prévio. Para se ensinar matemdtica de formas
ndo tradicionais € preciso saber muito mais que somente conteidos matematicos. Em seu artigo
(BISOGIN; BISOGNIN, 2021), reflete sobre quais conhecimentos um professor deve ter para se

ensinar matemadtica de forma eficaz, o que leva ao estudo da modelagem matemaética em cursos
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de formacdo de professores.

Assim, diante do exposto, vamos propor uma série de atividades que une tecnologia com
uso do software GeoGebra e a modelagem matematica, para ensinar os conceitos das fungdes
trigonométricas. Essas atividades buscam atingir os diferentes tipos de modos de aprendizagem:
o visual, o auditivo e o cinestésico. O visual e o auditivo sdo atingidos nas aulas com o auxilio
do software GeoGebra, ja o cinestésico € atingido na parte prética da atividade em que o aluno

vai plotar pontos e graficos no GeoGebra e modelar as funcdes.

O software GeoGebra vai nos servir para mostrar para o aluno, visualmente, o que
acontece quando alteramos um determinado parametro de uma fun¢do trigonométrica e qual a
relacdo do ciclo trigonométrico com o gréfico das funcdes. Ja4 a modelagem matematica vai nos
ajudar a despertar o interesse do aluno, pois trard uma abordagem através de um problema da

vida real, respondendo as questdes sobre a utilidade da matemdtica no cotidiano.

1.1 Objetivos

Esta dissertagdo tem como principal objetivo servir de apoio para o professor do Ensino
Médio que vai ministrar aulas de fun¢des trigonométricas, assunto esse, que ¢ dado como

complicado pela maioria dos alunos, o que gera a perda de interesse no aprendizado.

Para tal fim, foi elaborada uma proposta de atividades para melhorar a aprendizagem de
tais fungdes e para isso nos guiamos pela pergunta-problema: “Como incentivar e contribuir para
a aprendizagem de fung¢des trigonométricas usando a modelagem matematica como estratégia
de ensino?” Acreditamos que uma possibilidade vidvel para que a aprendizagem torne-se
significativa € usar problemas contextualizados para despertar o interesse dos alunos e, por isso,

as atividades propostas neste trabalho usam a modelagem matematica.

O presente trabalho foi estruturado da seguinte maneira:

1. O Capitulo 2 traz os principais conceitos teéricos de fungdes trigonométricas, além de
apresentar o software GeoGebra mostrando como usé-lo para plotar os grificos dessas
funcdes. Além disso, também fala da importancia da modelagem matemética no ensino de

Matematica.

2. No Capitulo 3 sdo apresentados alguns modelos matematicos envolvendo fungdes trigo-
nométricas, relacionando-as com fendmenos periddicos e mostrando que a matemaética

encontra-se nas mais diversificadas areas como Fisica, Medicina e outras.

3. O Capitulo 4 tem a finalidade de apresentar as atividades propostas para incentivar os
alunos na aprendizagem de funcdes trigonométricas, bem como servir de suporte para
os professores do ensino médio que desejam motivar seus alunos usando problemas

contextualizados que envolvem fungdes trigonométricas.
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4. Por fim, no Capitulo 5 encontram-se as consideracdes finais.

Esperamos que este trabalho possa contribuir com os professores de Matematica para

tornar a aprendizagem de funcdes trigonométricas mais significativa e prazerosa para os alunos.
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CAPITULO

FUNDAMENTACAO TEORICA

Nesse capitulo vamos apresentar conceitos de funcdes trigonométricas, que embasam
todas atividades propostas nessa dissertacao. Também apresentaremos o software GeoGebra e
como usé-lo para plotar graficos de fungdes trigonométricas. Ainda, falaremos sobre modelagem
matematica e sua importancia no ensino de Matemdtica. Vamos usar as seguintes referéncias
bibliograficas (IEZZI, 2013),(SOUZA, 2018)(BASSANEZI, 2002).

2.1 Funcoes trigonométricas

Esta secdo € dedicada aos principais conceitos de trigonometria, como angulo, grau,

radiano, ciclo trigonométrico, entre outras, e também as func¢des trigonométricas.

2.1.1 Conceitos basicos

Definicao 2.1. Angulo € a unido de duas semirretas de mesma origem em um plano com uma

das regides determinadas por elas.

Definicao 2.2. Consideremos uma circunferéncia de centro O e um angulo AOB, sendo A e
B pontos que pertencem aos lados do angulo e a circunferéncia, como mostra a Figura 1. A

circunferéncia fica dividida em duas partes, cada uma das quais é um arco de circunferéncia:

(1) arco de circunferéncia AXB e

(i1) arco de circunferéncia AY B,

onde A e B sdo extremidades do arco.

Definicao 2.3. Dizemos que AOB é um dngulo central se o vértice estd no centro da circunfe-

réncia, como ilustra a Figura 1.
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Figura 1 — Circunferéncia de centro O.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Para evitar as confusdes que ocorreriam se cada um escolhesse uma unidade de medida

para arcos, sdo usadas apenas duas unidades: o grau e o radiano.

1
Definicao 2.4. O grau (simbolo °) € um arco unitdrio igual a 360 da circunferéncia que contém

o arco a ser medido, como mostra a Figura 2.

Figura 2 — Circunferéncia dividida em graus.

Fonte- https://slideplayer.com.br/slide/334098/

Definicao 2.5. O radiano (simbolo rad) é um arco unitdrio cujo comprimento € igual ao raio da

circunferéncia que contém o arco a ser medido.
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Um radiano cabe aproximadamente seis vezes em uma circunferéncia, mais precisamente
uma circunferéncia mede 6,283184... rad, usamos essa medida como 27 rad, para facilitar as

operacaoes.

Com essas consideracOes, podemos usar as seguintes relagdes, para conversao de unida-
des:
360° «— 2m rad

180° +— mrad

Exemplo 1. Converta 1 rad em graus.
Solugio:
180° <— & rad

x <+—1rad

180
T
180
~3,1416

X

X

x=57°1744"

Definicao 2.6. Ciclo trigonométrico € uma circunferéncia de raio igual a 1, centrada na origem
de um plano cartesiano. Os eixos dividem a circunferéncia em quatro partes iguais, chamadas de

quadrantes, como ilustra a Figura 3.

Figura 3 — Ciclo trigonométrico dividido em quadrantes.

Al

3l

f
\\.\ 3* Quadrante 4* Quadrante /

Fonte - https://www.infoescola.com/matematica/circulo-trigonometrico/
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Se caminharmos com um ponto qualquer sobre a circunferéncia no sentindo anti-horério,
teremos medidas de arcos positivos, se o sentido for hordrio as medidas de arcos serdo negativas.

O sentindo em que se comeca a contar os quadrantes sempre serd o anti-horario.

Definicao 2.7. Dois arcos sdo congruos quando possuem a mesma extremidade. Isso acontece
porque no ciclo trigonométrico se pode dar um nimero k de voltas, como ilustra a Figura 4, que

mostra trés arcos congruentes:
(i) 60°
(i1) 420° =360° + 60°
(iii) 780° =2- 360° + 60°
Figura 4 — Arcos cdngruos.

Veor v 60

Fonte - https://www.infoescola.com/matematica/circulo-trigonometrico/

De uma uma forma geral um arco x pode ser escrito como:

(i) Representacdo em grau:
x=0o°+k-360° com kcZ;
(i1) Representacdo em radiano:

x=o+2-k-m com k €7,

em que k € o nimero de voltas no ciclo trigonométrico.

2.1.2 Funcoes periédicas

Definicao 2.8. Uma funcio f : R — R é chamada funcdo periodica se houver um niimero real

positivo ¢ tal que, para todo x € R, tem-se

£x) = Flr+1).
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Alguns fendmenos naturais, como o comportamento das marés, ou funcionalidades
do corpo humano, como a respiragdo, podem ser modelados matematicamente através dessas

funcdes, mais especificamente as funcdes seno e cosseno.

2.1.2.1 Funcio de Euler

Consideremos uma circunferéncia y de raio igual a 1 e centro O, na origem de um

sistema cartesiano xOy. Como o raio € igual a 1, essa circunferéncia tem comprimento 27.

Vamos definir uma fun¢do E : R — y, que associa a cada nimero real x um tinico ponto

P da circunferéncia y (Figura 5) do seguinte modo:

e Se x =0, entdo P coincide com o ponto A;

e Se x > 0, entdo realizamos a partir de Aum percurso de comprimento X, no sentido anti-

horério, e marcamos P como ponto final;

e Se x < 0, entdo realizamos a partir de A um percurso de comprimento |x

, no sentido
horério, e marcamos P como ponto final.

Figura 5 — Ilustragdo da Funcdo de Euler.

-2

[
-
oe -

Fonte - Elaborado pelo autor

Na pratica a funcdo de Euler consiste em enrolar a reta real na circunferéncia y, de modo

que o ponto x = 0 da reta real coincida com o ponto A(1,0) de .
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2.1.2.2 Funcao seno

Definicao 2.9. Dado um ndmero real x, seja P sua imagem no ciclo trigonométrico. Denomina-
mos seno de x (e indicamos sen x) a ordenada OP; do ponto P. Denominamos fun¢do seno a

funcdo f : R — R que associa a cada real x o real OP; = sen x, isto €,

f(x) = senx,

como ilustra a Figura 6. O grafico da funcdo seno encontra-se na Figura 7.

Figura 6 — Func¢do seno no ciclo trigonométrico.

Fonte - Elaborado pelo autor.

Figura 7 — Fung@o seno.

—mi2 w2 a2 m smi2 E
x
\ -05

Fonte - Elaborado pelo autor.
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Caracteristicas da fun¢do seno

e A imagem da fung¢@o seno, f(x) = sen x, é o intervalo [—1,1];

e Sinal da fun¢do seno:
i) se x pertence ao primeiro ou segundo quadrante, entdo f(x) = sen x tem valor positivo;
ii) se x pertence ao terceiro ou quarto quadrantes, entdo f(x) = sen x tem valor negativo;
A propriedade se justifica pelo fato de o ciclo trigonométrico estar centrado na origem de

um plano cartesiano.
e A funcdo seno € periddica com periodo de 27;
e A fungdo seno é impar, pois f(—x) = —senx = —f(x);

e A metade da diferenca entre 0 maximo e o minimo valor numérico da fun¢do seno,

chamado de amplitude, € igual a 1;

e Se x percorre o primeiro quadrante de 0° < x < 90°, entdo f(x) = sen x é crescente, como

ilustra a Figura 8;

Figura 8 — Fung@o seno no primeiro quadrante.

g'=001) c

amyz E

Fonte - Elaborado pelo autor

e Se x percorre o segundo e terceiro quadrantes de 90° < x < 270°, entdo f(x) é decrescente,

como ilustra a Figura 9;
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Figura 9 — Funcdo seno no segundo e terceiro quadrantes.

268,
A

Fonte - Elaborado pelo autor

e Se x percorre o quarto quadrante de 270° < x < 360°, entdo f(x) é crescente, como ilustra

a Figura 10.

Figura 10 — Fung@o seno no quarto quadrante.

a2 X

Fonte - Elaborado pelo autor

2.1.2.3 Funcgdo cosseno

Definicao 2.10. Dado um niimero real x, seja P sua imagem no ciclo. Denominamos cosseno
de x (e indicamos cosx) a ordenada OP; do ponto P. Denominamos de fungdo cosseno a fungao
f:R — R que associa a cada real x o real OP; = cosx, isto &,

f(x) = cosx,

como 1lustra a Figura 11. O grafico da func¢do cosseno encontra-se na Figura 12.
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Figura 11 — Funcgédo cosseno no ciclo trigonométrico.

| COS X

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 12 — Fung¢@o cosseno.

/ﬁz 0 "\/m ’ sny\a‘n/x
1

Fonte: Elaborado pelo autor.

Caracteristicas da funcao cosseno

e A imagem da fun¢do cosseno é o intervalos [—1,1];

e Sinal da fun¢do cosseno:
1) se x pertence ao primeiro ou quarto quadrante cosx tem valor positivo;
i1) se x pertence ao segundo ou terceiro quadrantes cosx tem valor negativo;
A propriedade se justifica pelo fato de o ciclo trigonométrico estar centrado na origem de

um plano cartesiano.
e A fungdo f(x) = cosx é periddica com periodo de 27;

e A fungdo cosseno é par, pois f(—x) = cosx = f(x);
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e A metade da diferenca entre 0 maximo e o minimo valor numérico da funcdo cos-

seno,chamado de amplitude, € igual a 1;

e Se x percorre o primeiro e segundo quadrantes de 0° < x < 180°, entdo f(x) é decrescente,
como ilustra a Figura 13;

Figura 13 — Cosseno no primeiro e segundo quadrantes

¥

Fonte: Elaborado pelo autor.

e Se x percorre o terceiro e quarto quadrantes de 180° < x < 360°, entdo f(x) é decrescente,

como ilustra da Figura 14.

Figura 14 — Cosseno no terceiro e quarto quadrantes

N

—4

Fonte: Elaborado pelo autor.

2.1.2.4 Funcio tangente

T
Definicao 2.11. Dado um nimero real x, com x = 5 + km, seja P sua imagem no ciclo. Consi-

deramos a reta OP e seja T sua intersecdo com o eixo das tangentes. Denominamos tangente de
x (e indicamos tg x) a medida algébrica do segmento AT. Denominamos de funcdo tangente a

T __
funcdo f : D — R que associa a cada real x, x = 5 +km oreal AT = tg x, isto é,

flx) =tgx,

como ilustra a Figura 15. O gréfico da funcdo tangente encontra-se na Figura 16.
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Figura 15 — Tangente no ciclo trigonométrico.

—— B F
/ tg x

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 16 — Fung@o tangente

I
) ) ) )

o iz w2 " a2 n smi2 iz

1 |

Fonte: Elaborado pelo autor.

Caracteristicas da funcao tangente

T
O dominio da fung¢@o tangente é D = {x € R|x # o) +km}
e A imagem da fung¢do tangente é R ou | — oo, 4-o0];

e Sinal da fun¢do tangente:
1) se x pertence ao primeiro ou terceiro quadrante tg x tem valor positivo;
i1) se x pertence ao segundo ou quarto quadrantes tg x tem valor negativo;
A propriedade se justifica pelo fato de o ciclo trigonométrico estar centrado na origem de

um plano cartesiano.

¢ A funcdo tangente é periddica com periodo de 7;
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e A fungdo tangente é impar, pois f(—x) = —tgx = —f(x);

e A funclo tangente é sempre crescente, ou seja, se x percorre o ciclo trigonométrico de

0° < x < 360°, entdo f(x) é crescente, como mostra o grafico da Figura 16 acima.

2.1.2.5 Construcido de graficos

Vamos construir o grafico da fungéo seno, f(x) = sen x. Para isso vamos escolher alguns
valores arbitrarios para x, como mostra a Tabela 1, de forma a facilitar nossos cédlculos, e em
seguida calcular as imagens referentes a esses valores, afim de encontrar alguns pontos para

nosso grafico.

Tabela 1 — Alguns valores de f(x) = sen x.

X sen x
0 0

7 1

T 0

3

0
27 0

Com o gréfico da funcdo fundamental seno, mostrado na Figura 17, vamos construir
alguns graficos que podem aparecer em problemas reais, € sempre manter uma comparacao com

o grafico fundamental, afim de estudar como ocorrem as transformacdes.

Figura 17 — Func¢do seno como referéncia.

0 miz 3miz ™ x

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Vamos construir o grifico de g(x) = 3 + sen x, e para nos auxiliar, convém usar uma

coluna com sen x na Tabela 2.

Tabela 2 — Alguns valores de f(x) = senxe g(x) =3+ senx

x | senx | 3+ senx
0 0 3

% 1 4

T 0 3

3

7” -1 2

27 0 3

Figura 18 — Comparag@o entre f(x) = sen x e g(x) =3+ sen x.

mi2 ™ P2 21 amiz2 *

Fonte: Elaborado pelo autor.

Observe que, na Figura 18, g(x) tem o mesmo dominio, periodo e amplitude de f(x),
porém o gréfico transladou 3 unidades para cima e sua imagem passou a ser [2,4]. Se caso

tivéssemos adicionado —3, o gréfico teria transladado para baixo 3 unidades.

De uma forma geral, os gréfico das func¢des trigonométricas seno, cosseno e tangente,
do tipo y = A+ senx, y = A + cosx ou y = A + tgx, transladam verticalmente |A| unidades em
relacdo ao grifico fundamental, da seguinte maneira:

e Se A > 0 atranslacdo € para cima;

e Se A <0 atranslacdo € para baixo.

Como a imagem da fung@o seno estd limitada ao intervalo [—1, 1], podemos representé-la

como —1 < sen x < 1, adicionando A a todos 0s membros teremos

—1+A<A+senx<1+4A,
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assim, o conjunto imagem serd [—1+A, 1 +A].

Agora, vamos construir o grafico de f(x) = cos x e g(x) = 2cos x, da mesma forma feita

anteriormente. Vamos usar uma coluna auxiliar com cos x na tabela.

Tabela 3 — Alguns valores de f(x) = cos x e g(x) =2cos x.

X | cosx | 2cosx
0 1 2
% 0 0
b -1 -2
3o 0
2
27 1 2

Figura 19 — Comparagdo entre f(x) = cos x e g(x) = 2cos x.

L 4

\

Fonte: Elaborado pelo autor.

Observe que, na Figura 19, o dominio e o periodo de g(x) ndo se alteram em relagdo a

f(x), porém a amplitude dobrou e o intervalo da imagem se alterou para [—2,2].

De uma forma geral, os graficos das fungdes trigonométricas do tipo y = Bsen x e
y = Bcos x, com B # 0 tém amplitude igual a |B|. Se B < 0, o gréfico de y = Bsen x ou
y = Bcos x, serd simétrico em rela¢do ao eixo horizontal a partir do grafico de y = |B|sen x ou
y = |B|cos x.

Vamos construir o grafico de f(x) = cos x e h(x) = cos(x+ F), da mesma forma feito
com os gréficos anteriores, usando agora duas colunas auxiliares, uma para cos x e outra para

cos(x+ 5) na Tabela 4.
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Tabela 4 — Alguns valores de f(x) = cos x e h(x) = cos(x+ %)

x |cosx | x+7F |cos(x+7)
0] 1 | Z 0
z 0 T -1
T | 1 R 0
Z1 0o | 2n 1
2n| 1 7 0

Figura 20 — Griéfico de f(x) = cos x e h(x) = cos(x+ 7).

\ /><_\
o Lt ™ 2 2 X

h
=l

Fonte: Elaborado pelo autor

b

Observe, na Figura 20, que o dominio, imagem, periodo e amplitude de A(x) ndo se

alteram em relagdo a f(x), porém o grifico de A(x) translada 7 unidades para a esquerda.

De uma forma geral, os gréficos das fung¢des trigonométricas do tipo y = sen(x+ D) e

y = cos(x+ D), sofrem um transla¢do em relagdo ao grafico fundamental, da seguinte maneira:

e Se D > (0 atranslagdo € para a esquerda;

e Se D < 0 atranslagdo € para a direita.

Por ultimo, vamos construir o grafico de f(x) = senx e h(x) = sen(2x), da mesma forma
feito com os graficos anteriores, usando uma coluna auxiliar, com 2x, na Tabela 5, como ja
construimos o grifico de sen x, ndo héd necessidade de uma coluna para o mesmo. Aqui vamos
escolher valores para x, de forma a obtermos imagens iguais a 0, 1, 0 e —1, afim de facilitar a
construgado do gréfico.

Tabela 5 — Alguns valores de i(x) = sen(2x)

x | 2x | sen(2x)
0] O 0
AR

5| w 0
3z [ 3w -1

4 |2

T |27 0
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Figura 21 — Comparagéo do grafico de f(x) = senx e h(x) = sen(2x)

Fonte: Elaborado pelo autor.

Observe na Figura 21, que o dominio, imagem e a amplitude de &(x) ndo se alteram em

relacdo a f(x), porém o grafico de h(x) sofreu uma reduc@o no seu periodo de 27 para 7.

De uma forma geral, os gréficos das fungdes trigonométricas do tipo y = sen(Cx) e

2
y = cos(Dx), sofrem uma alteracdo em seu periodo em relacdo ao grafico fundamental, de ﬁ
Ja os graficos do tipo y = tg(Cx), sofrem uma alteracdo em seu periodo em relacéo ao grafico

fundamental, de —.
C|

2.2 Recursos Tecnolégicos

Nesta secao apresentaremos o software GeoGebra, que foi escolhido para auxiliar nas

atividades de aprendizagem de func¢des trigonométricas neste trabalho.

De acordo com (PASINATO; VOSGERAU, 2011) o professor pode estar em um dos seis

estagios de apropriacdo tecnologica. Sao eles:

e Estigio 0: Nao utilizacdo. O professor ndo faz uso das

tecnologias digitais nas suas aulas.

e Estigio 1: Familiarizacdo. Comecga a ter contato com as
tecnologias, porém ndo tem experiéncia e nao se interessa

em utiliza-las nas suas aulas.

e Estigio 2: Conscientizaciio. E consciente da importincia
do uso das tecnologias e tem no¢do do uso do computa-
dor e de alguns softwares, tendo passado a utiliz-los para

complementar suas aulas.

e Estagio 3: Implementacio. Passa a pensar na aprendiza-

gem utilizando um meio tecnolégico. Sabe utilizar a tecno-
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logia e auxilia colegas e estudantes.

e Estagio 4: Integracao. Utiliza a tecnologia e a integra ao
curriculo para desenvolvimento do processo de ensino e
para a aprendizagem dos estudantes. Seu plano de ensino
prevé acesso dos estudantes ao computador para dar conti-

nuidade ao trabalho pedagdgico fora da sala de aula.

e Estigio 5: Evolucido. A tecnologia ja se encontra plena-
mente integrada ao planejamento do professor, que conse-
gue, de forma interdisciplinar, articular os contetidos cur-
riculares ao contexto social dos estudantes, utilizando a
tecnologia como um recurso para a produgao do conheci-

mento.

Nos dias atuais € essencial que o professor esteja entre os estagios 4 € 5, para que consiga
desenvolver de forma significativa e atraente os contetidos do curriculo. Por isso, em especifico,

mostraremos como construir a funcao
g(x) =a+bsen(cx+d)

e como alterar seus parametros a, b, c e d, usando o software GeoGebra.

2.2.1 O software GeoGebra

O GeoGebra € um software de matemdtica dinamica para todos os niveis de ensino que
reune Geometria, Algebra, Planilha de Calculo, Graficos, Probabilidade, Estatistica e Calculos
Simbdlicos em um tnico pacote ficil de se usar. O GeoGebra possui uma comunidade de
milhdes de usudrios em praticamente todos os paises e tornou-se um lider na drea de softwares de
matemadtica dindmica, apoiando o ensino e a aprendizagem em Ciéncia, Tecnologia, Engenharia
e Matematica.(GEOGEBRA, 2020).

Por esses motivos, neste trabalho optou-se por usar esse soffware como ferramenta de

ensino para aprendizagem de fungdes trigonométricas.

2.2.2 Como construir uma funcao seno usando o GeoGebra

Vamos construir um grafico que vincula o movimento de um ponto no ciclo trigonomé-
trico ao movimento de um ponto no grafico da fun¢ao trigonométrica dentro do intervalo de

[0,27]. A seguir, temos 0 passo a passo:

1. Com GeoGebra aberto, clique na ferramenta "circulo dado centro e ponto", depois clique
na origem do plano cartesiano e arraste o ponteiro do mouse até a medida 1.Veja como

fica na Figura 22.
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Figura 22 — Circulo feito com o Geogebra.

AL BRI S <= ]

» Janela de Algebra = X [ » Janela de Visualizagdo
® A=(0,0) 2
@® B=(0.98,-0.21)
® cx+y=1
15
c
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36 -3 26 2 16 08 o 16 2 2

Fonte: Elaborado pelo autor.

2. Clique na ferramenta "reta definida por dois pontos", depois clique no centro e na circun-

feréncia. Veja como fica na Figura 23.

Figura 23 — Circulo e reta feitos com o Geogebra.

7 GeoGebra Classic 5

Arquivo Editar Exibir Opges Ferramentas Janela Ajuda

IR ERNoERNEE

» Janela de Aigebra < | » Janela de Visualizagio

® A=(0,0) 2
® B-(098,.021)
® cxi+y-1

® C=(083,055

® 1055x+0.83y-0

Fonte: Elaborado pelo autor.

3. Clique na ferramenta "angulo", depois clique no eixo x e na reta criada no item 2. Veja

como fica na Figura 24.
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Figura 24 — Angulo feito com o Geogebra.

7 GeoGebra Classic 5

Arquivo Editar Exibir OpgGes Femamentas Janela Ajuda
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» Janela de Algebra 4| | » Janela de Visualizagio
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® B-(0.98,-021)
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® C=-(083,055)

® f.0.55x+0.83y=0
® a-3342
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R

15

Fonte: Elaborado pelo autor.

4. Clique na ferramenta "reta perpendicular”, depois clique no ponto de interseccao da reta

criada no item 2 e logo apds no eixo x. Repita o processo com o eixo y. Veja como fica na

Figura 25.

Figura 25 — Reta perpendicular feita com o GeoGebra.

2 GeoGebra Classic 5

Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda

» Janela de Algebra B | » Janela de Visualizagdo

® A=(0,0)
B-(0.98,-0.21)

® cxry=1

® P-(0.83,055

® -055x+0.83y=0

® o=3342

® g:x-0.83

® hiy=055

® F-(0.83,00

® G=(0,055)

D= N kN EE

|

Fonte: Elaborado pelo autor.

5. Clique na ferramenta "intersec¢do de dois objetos", depois clique em todas as retas tragadas,

na circunferéncia e nos eixo.

6. Clique na ferramenta "vetor definido por dois pontos", em seguida clique no centro € no

ponto de intersec¢do da reta perpendicular com a ordenada. Fagca o mesmo com o ponto de

interseccdo da perpendicular.
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7. Clique na ferramenta "segmento definido por dois pontos", depois clique no centro e na

intersec¢do com a circunferéncia.

8. Clique na ferramenta "exibir/esconder objetos", depois em todas as restas construidas e

em seguida na ferramenta "mover". Veja como fica na Figura 26.

Figura 26 — Segmentos perpendiculares aos eixos feitos com o GeoGebra.

¥ GeaGebra Classic 5

Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda

ARSI N=R

} Janela de Algebra | | » Janela de Visualizagio
® A=(0,0)
B =(0.98, 0.21)
® cx+y=1
® P-(0.83,055)
£ 0.55x + 0.83y =0
@® a=3342° 15
g:x =083
hiy=0.55
® F=(0.83,0)
® G=(0,0.55)

o u= (u.sg)

&

Exibir / Esconder Objeto
Selecione os objetos e, em sequida, ative uma oulra ferramenta

10.

11.

12.

R

Fonte: Elaborado pelo autor.

Clique na ferramenta "arco circular dado centro e dois pontos", depois clique no centro,
ponto de intersec¢dao com a circunferéncia e ponto de interseccdo da circunferéncia com a

abscissa.

Devemos dar um destaque ao arco, aos vetores e aos segmentos perpendiculares aos eixos.
Para isso, clique com o botdo direito em cada elemento e clique em propriedades, nesse

menu € possivel alterar a cor, espessura, tipo de linha. Veja como fica na Figura 27.

Digite no campo entrada p(x) = sen x. Veja como fica na Figura 28.

Vamos vincular um ponto ao grafico de p(x) = sen x. Para isso crie um ponto clicando
na ferramenta "ponto", dé dois cliques em cima desse ponto, altere as coordenadas a para
(a, sen(a)), em seguida clique no ponto com o botdo direito do mouse e em exibir rastro.

Veja como fica na Figura 29.
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Figura 27 — Destaque colorido: arco, vetores e segmentos perpendiculares aos eixos.

7 seno no ciclo trigonometrico.ggb
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® P-(085052)
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Figura 28 — Acrescentando a fungdo p(x) = sen x.

Fonte: Elaborado pelo autor.

o000 00QOOOO® O

38

as

B

Entrada:|p(x) = sen{x)

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 29 — Acrescentando o ponto (¢, sen(o)).
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Fonte: elaborado pelo autor.

13. Altere a graduacgdo do eixo das abscissas clicando com o botdo direito em propriedades,

clique em eixo x, selecione distancia. Veja como fica na Figura 30.

Figura 30 — Alterando a graduacio do eixo das abscissas.

2 seno no ciclo trigonometrico.ggb - o >
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£-0.82x+ 0.57y =0
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g:x =057 2
n:y=082 5
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v= =082 C [m2
. () P e R0 TOnidade
o .
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o
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° & A
° a2 ; iz > w2 -
°
o
° , - 05
® d-09
® p(x) = sen(x) :
® C=(0.96,082) d
15

Fonte: Elaborado pelo autor.

14. Por ultimo deslize o ponto P pela circunferéncia. Veja como fica na Figura 31.
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Figura 31 — Deslizando o ponto P pela circunferéncia.

Arquivo Editar Exibir OpgBes Feramentas Janela Ajuda

nRENNEERNEE
» Janela de Algebra | | » Janela de Visualizagio

v @ av |

Fonte: Elaborado pelo autor.

Para fazer a fungdo cosseno repita os passos 11 e 12 trocando sen por cos.

2.2.3 Como construir a funcado seno com todos seus parametros e

botdes deslizantes usando o GeoGebra

Vamos construir uma apresentacao da fungdo seno com todos os seus parametros, com
botdes deslizantes, isto €, conforme mudamos o valor de algum parametro, o grafico se movi-
menta para que o aluno veja, de forma dinamica, o efeito que cada parametro causa no grifico

das funcdes. Para isso siga o passo a passo.

1. Com o GeoGebra aberto clique com o botdo direito do mouse em qualquer lugar da tela e

clique em malha e eixo para esconder ambos.

2. Na caixa de entrada digite a = 0, aperte a tecla enter do teclado. Repita o processo para
b=1,c=1ed=0.Esses serdo nossos parametros. Clique com o botao direito do mouse
em cada um desses parametros e clique em exibir objetos. Feito isso o GeoGebra cria

quatro controles de botdes deslizantes.

3. Vamos precisar de uma nova janela para essa construcao. Para isso, clique em exibir e em
seguida em janela de visualizacdo 2, dimensione a janela 2, posicionando o mouse sobre a

linha que separa as janelas. Clique e arraste para a esquerda. Veja como fica na Figura 32.
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Figura 32 — Abrindo uma nova janela de visualizacio.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

4. Vamos criar a funcdo seno. Clique na janela 2 para que ela fique ativa e digite na caixa de

entrada f(x) = sen x. Veja como fica na Figura 33.

Figura 33 — Plotando a func¢@o f(x) = senx no GeoGebra.

€2 GeoGebra Classic 5 = X
Arquivo Editar Exibir OpgBes Feramentas Janela Ajuda Entrar,
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e w2 - B B EE E 2 et o1z E T2
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1

Entrada B

Fonte: Elaborado pelo autor

5. Clique na janela 2 para que ela fique ativa e digite na caixa de entrada g(x) = a + b x
sen(cxx+d),coma=0,b=1,c=1ed=0. Altere a cor dessa fungao, clicando com o

botdo direito e logo apés em propriedades. Veja como fica na Figura 34.
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Figura 34 — Acrescentando a funcio g.

€7 GeoGebra Classic 5 = X
Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
A RS @ 4“. o|lla=2
ElAAEEClE<AN=]
~ Janela de Algebra X | » Janela de Visualizagao < | » Janela de Visualizagdo 2 = X
|-1v fiv o
® a-0 4sg
® b-1
® c=1 c=1 &
® d-0
@ f(x) = sen(x) =
b=1 i
@ g(x) = 1sen(1x) o
a=o
a
2
1
B w2 - iz B a7z E Tz i iz E Tz
4
-
2
=
4
5
-
7
Entrada: a(x)=a + b sen(c x + d)| o 3

Fonte: Elaborado pelo autor.

6. Vamos exibir a malha para melhorar a visualizagdo. Para isso, clique em qualquer lugar da
janela 2 com o boto direito do mouse e logo em seguida em janela de visualizagdo, clique

na guia malha e altere da forma que preferir. Veja como fica na Figura 35.

Figura 35 — Exibindo a malha para melhor visualizac3o.
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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Agora, para movimentar a funggo g(x), clique em um dos botdes deslizantes e movimente
para onde desejar.

Na Figura 36, moveu-se o pardmetro a de a = 0 para a = 2. Note que a fun¢do g (em

laranja) teve seu grafico deslocado para cima em duas unidades.

Figura 36 — Movendo o parAmetro a de a = 0 para a = 2.

€2 GeoGebra Classic 5

Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Na Figura 37, o parametro b foi alterado de b = 1 para b = 3, o que expandiu o gréfico
da funcdo g verticalmente por um fator de 3. Ja na Figura 38, o parametro c foi alterado de ¢ = 1
para ¢ = 2, o que comprimiu o grafico da funcio g horizontalmente por um fator de 2. Por fim,
na Figura 39, moveu-se o o parametro d de d = 0 para d =1 e o gréfico de g foi deslocado em

uma unidade para a esquerda.



2.2. Recursos Tecnologicos

51

Figura 37 — Movendo o pardmetro b de b = 1 para b = 3.
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Figura 38 — Movendo o parAmetro ¢ de ¢ = 1 para ¢ = 2.

{7 GeoGebra Classic 5

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 39 — Movendo o pardmetro d de d =0 parad = 1.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

2.3 Modelagem Matematica

Nesta secao vamos reforcar a ideia de que a modelagem matemaética é capaz de tornar o
ensino de matematica significante para os alunos, falando de sua importancia no processo de

ensino/aprendizagem. Além, claro, de definir o termo modelagem matematica.

A modelagem matematica, utilizada como estratégia de ensino, faz com que o aluno
desenvolva habilidades que o possibilite construir, analisar, criar e estabelecer relacdes entre a
matematica tedrica e sua vivéncia, de forma significativa. Por isso, € interessante que os profes-
sores de matemadtica utilizem essa ferramenta em suas aulas, trazendo situagdes desafiadoras e

convidadtivas para os alunos.

Mas o que é modelagem matematica? Segundo Bassanezi “a modelagem matemadtica
consiste na arte de transformar problemas da realidade em problemas matematicos e resolvé-los

interpretando suas solucdes na linguagem do mundo real” (BASSANEZI, 2013).

De acordo com (GALBRAITH; CLATWORTHY, 1990), a modelagem matemadtica é
definida como a implementacao de matematica na resolug¢do de problemas nao estruturados em
situacOes da vida real. Nessas modelagens, as abordagens matematicas sao usadas para encontrar
solucdes relacionadas a problemas da vida real. O problema da vida real € transformado em um

problema matematico e resolvido usando técnicas matemadticas.

Um dos objetivos do ensino da matematica é oferecer aos alunos a habilidade de raci-
ocinio matematico. Essa habilidade € importante para que os alunos interpretem as situagcdes

e encontrem solucdes em uma situagao problema. Como a modelagem matemadtica transforma
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uma situacdo da vida real em problema por meio de um modelo matematico, é capaz de fazer o

aluno desenvolver a habilidade supracitada.

A modelagem matemdtica € uma ferramenta capaz de incentivar os alunos a desenvolve-
rem interesse pelo estudo da matematica, ja que traz um pouco do mundo real para a matematica,
proporcionando assim, uma aprendizagem significativa. Como dizem (BIEMBENGUT; HEIN,
2005), “a matematica e a realidade sao dois conjuntos disjuntos e a modelagem é um meio de
fazé-los interagir” e (BASSANEZI, 2013) diz que “no setor educacional, aprendizagem realizada
por meio da modelagem facilita a combinacao dos aspectos ludicos da matemdtica com seu

potencial de explicagdes”.

(ALMEIDA; DIAS, 2004), dizem: “Nao € mais suficiente o aluno aprender Matematica e
saber utilizd-la para resolver problemas cotidianos. Além desses saberes, € necessario que o aluno
seja capaz de interpretar e agir numa situacao social e politica estruturada pela Matematica.”
Com a modelagem, a matemdtica se torna uma arma poderosa na formacao do aluno, como

pessoa, tornando-o capaz de entender o meio social em que vai viver.

Portanto, acreditamos que a modelagem matematica € o caminho para despertar o
interesse em matematica nos alunos, em especial, os do Ensino Médio. E para isso, é necessario

que os professores invistam nesta ferramenta para que suas aulas sejam mais significativas.
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CAPITULO

MODELOS MATEMATICOS

Neste capitulo vamos apresentar alguns modelos mateméticos envolvendo fungdes tri-
gonométricas, que descrevem fendmenos periddicos. O objetivo desse capitulo € preparar os
professores para enfrentarem as famosas perguntas dos alunos "para que serve isso?"ou "qual a
utilidade desse conteudo na vida real?".

3.1 Movimento Harmoénico Simples (MHS)

Vamos comegar essa se¢do com um texto do Livro Fundamentos de Fisica, volume 2:
Gravitacdo, Ondas e Termodinamica, de Halliday - Resnick (WALKER; HALLIDAY; RESNICK,
2009). Pois esse texto nos dd argumentos sobre a importancia das fungdes trigonométricas, visto
que para se entender a teoria de oscilagdes € necessdrio ter conhecimentos sobre o comportamento

dessas fungdes.

Nosso mundo estd repleto de oscilacdes, nas quais os objetos se
movem repetidamente de um lado para outro. Muitas sdo simples-
mente curiosas ou desagraddveis, mas outras podem ser economi-
camente importantes ou perigosas. Eis alguns exemplos: Quando
um taco rebate uma bola de beisebol, o taco pode sofrer uma
oscilacdo suficiente para machucar a mdo do batedor ou mesmo
se partir em dois. Quando o vento fustiga uma linha de trans-
missdo de energia elétrica, a linha as vezes oscila (“galopa”, no
Jjargdo dos engenheiros elétricos) com tanta intensidade que pode
se romper, interrompendo o fornecimento de energia elétrica a
toda uma regido. Nos avides, a turbuléncia do ar que passa pelas
asas faz com que elas oscilem, causando fadiga no metal, o que

pode fazer com que as asas se quebrem. Quando um trem faz uma
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curva, as rodas oscilam horizontalmente quando sdo forcadas a
mudar de dire¢do, produzindo um som peculiar. Quando acontece
um terremoto nas vizinhangas de uma cidade os edificios sofrem
oscilacdes tdo intensas que podem desmoronar. Quando uma fle-
cha ¢é lancada de um arco as penas da extremidade conseguem
passar pelo arco sem se chocar com ele porque a flecha oscila.
Quando se deixa cair uma moeda em um prato metdlico a moeda
oscila de uma forma tdo caracteristica que é possivel saber o
valor da moeda pelo som produzido. Quando um caubdi de rodeio
monta um touro seu corpo oscila em vdrias direcbées enquanto o
touro gira e corcoveia (ao menos, é o que o caubdi procura fazer).
O estudo e o controle de oscilagcoes sdo dois objetivos importantes
da fisica e da engenharia.(WALKER; HALLIDAY; RESNICK,
2009, P.87)

Segundo (WALKER; HALLIDAY; RESNICK, 2009) movimento harmdnico é todo

movimento que se repete em intervalos regulares, também chamado de movimento periddico.

Vamos discutir como uma massa ligada a extremidade de uma mola se move em fungao

do tempo, o que chamaremos de Movimento Harmdnico Simples (MHS). Para isso vejamos a

Figura 40.

Figura 40 — Oscilador harmonico simples linear.

Fonte:(WALKER; HALLIDAY; RESNICK, 2009).

A Figura 40 representa um bloco de massa m ligado a extremidade de uma mola. O eixo

x representa a posi¢do do bloco movendo-se ligado a mola, sem considerar as forcas de atrito.

Em x = 0, temos que a mola estd em seu estado natural. Se esticarmos a mola até a distancia

~+x,, a for¢a que a mola exerce sobre o bloco é chamada de for¢a de restitui¢do da mola e é dada

pela equacgado

f«":_k.x7 (31)
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em que k é uma constante determinada pelas caracteristicas da mola e x é o quanto a mola foi

deformada.

Se segurarmos um bloco massa m na posi¢do +x,,, com a mola esticada teremos o
maximo de energia potencial eldstica. Ao liberarmos esse bloco de massa m, a forga de restitui¢do
fard o bloco se mover da direita para a esquerda e ao chegar no ponto zero, terd o0 maximo da
energia cinética, que seria o ponto equilibrio da mola. Mas, devido a quantidade de movimento
do bloco, a mola continuarad se comprimindo até chegar na posi¢do —x,,, transformando toda a

energia cinética em energia potencial eldstica.

Recomegando o processo, a mola vai empurrar o bloco novamente até a posicao X,
lembrando que estamos em um sistema sem atrito. Vamos estudar como que a posicdo x da

massa varia em fun¢ao do tempo z. Para isso vejamos a Figura 41.

Figura 41 — Gréfico da posi¢do x da massa em funcdo do tempo .

12

YTTTTIAND / 3Tia 1

— 7 Tempo

Deslocamento

Fonte:(WALKER; HALLIDAY; RESNICK, 2009) modificado pelo autor

Neste gréfico, o eixo x representa o deslocamento do bloco de massa m € o eixo ¢t
representa o tempo que o bloco leva para se movimentar entre a posi¢cdo maxima, representada

por x,,, ¢ a minima representada por —x;,, assim, temos uma funcéo x(z).

O gréfico se inicia em x,,, pois € quando o tempo € igual a zero, ou seja, no inicio do
processo. O periodo que indica o tempo que o bloco leva para ir da posi¢ao x,, até a posi¢ao —x;,
e voltar para a posicao x,,, estd definido pela letra 7. Nesse caso o bloco chega a posi¢do —x;, na
metade do tempo T, representado no gréfico por 7' /2. Da mesma forma para chegar a posi¢ao
0, a partir de —x;, leva metade do tempo 7 /2, representado no grafico por 7 /4. Analogamente,

3T /4, representa a metade do tempo que o bloco leva para chegar ao ponto 0, partindo de x;,.

A curva que mais se encaixa nessa situacao € a desenhada no gréfico da Figura 41, pois
quando o bloco estd em x;,, sua velocidade € zero e acelera até chegar a sua maxima velocidade
e depois desacelera até chegar a velocidade zero novamente na posi¢ao —x,,, € iSso se repete

periodicamente. Essa curva lembra a fun¢do cosseno, pois em ¢ = 0 ela assume seu valor maximo.
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Assim, a lei de formacao da funcdo que modela esse grafico é da forma

x(t) = xy cos(wr) (3.2)

onde € a frequéncia angular do MHS. Agora precisamos encontrar quais sao os parametros

que descrevem corretamente a situagao.

Para isso, vamos lembrar que a forca eldstica é dada por

F = —kx (3.3)

Vamos reescrevé-la lembrando que F' = ma, ou seja,

ma = —kx(t) (3.4)

onde m € a massa do bloco preso a mola e a € a aceleragao.

Precisamos de um pouco do conhecimento de cdlculo para estudar a aceleracao. Para
1sso vamos primeiro lembrar o que a velocidade v € a taxa de variagdo de x em relagdo ao tempo

t, ou seja,

v(t) = (1) (3.5)

a(t) =v(t), (3.6)

ou seja, a aceleracdo € a derivada de segunda ordem de x(¢),

a(t) =x"(t). (3.7)

Voltando a equacgdo (3.4) e substituindo a da equagdo (3.7) temos a seguinte equagao:

mx" (t) = —kx(t) (3.8)

A equacdo resultante € uma equacgio diferencial, portanto o que estamos procurando
como solug@o ndo € um valor numérico e sim fungdes que satisfazem a equagdo (3.8), ou sejam,

a incognita é uma familia de fungdes.

Conforme mencionamos anteriormente, supondo que a equacdo (3.2), dada por x(t) =
xmcos(mt), modela o grafico apresentado na Figura 41, vamos verificar quais as condi¢des para

que essa equacdo seja uma solucdo da equacgao (3.8).
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Para derivar a equacdo (3.2), primeiramente observamos que trata-se de uma func¢do
composta. Portanto, devemos usar a Regra da Cadeia e derivar o argumento @z, cuja derivada
¢ igual a o, pois ¢ é a varidvel independente. Agora, derivando cos(wt), obtemos — sen(@t).

Assim, a derivada fica:

¥ (t) = xo(—sen(wt)) (3.9)

Reescrevendo temos:

¥ (t) = —xpwsen(wt) (3.10)

Vamos derivar x'(¢) para obter a derivada de segunda ordem de x(z). Temos novamente
a derivada de uma funcio composta, portando resolvemos de forma andloga ao que fizemos

anteriormente, obtendo

X' (t) = —xmoocos(wt), (3.11)

reescrevendo, temos

x'(1) = —x,0* cos(wr). (3.12)

Vamos agora substituir as equacdes (3.2) e (3.12) na equacao (3.8). Assim, obtemos

m(—xy@* cos(ot)) = —kx,, cos(ot) (3.13)

Dividindo ambos os lados por —x;, temos

m? cos(ot) = kcos(wr) (3.14)

Essa equacdo é verdadeira para

k=mo?’. (3.15)
Isolando @, obtemos
k
w=1/—. (3.16)
m

Portanto, concluimos que a fungdo x() que satisfaz a equagdo (3.8) é dada por

x(t) = xp cos( %t) (3.17)
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Esta funcdo trigonométrica descreve o movimento harmonico simples e ele s6 oscila para
frente e para trds. Podemos desenvolver um pouco mais essa teoria e encontrar qual o periodo 7',

ou seja, o tempo que se leva para completar um ciclo.

Para isso devemos pensar quais sdo os pontos em que cosseno € igual a 1, ou seja, os
ponto em que cosseno atinge seu valor de maximo. Observando a Figura 41 e usando o fato de

que cos (27) = 1, podemos pensar que x(7') = x,, quando

\/ET:ZE. (3.18)
m

Isolando T, temos

m
T = 27:\/; (3.19)

Vejamos, agora um exemplo sobre MHS extraido do livro (WALKER; HALLIDAY;
RESNICK, 2009).

Exemplo 3.1. (WALKER; HALLIDAY; RESNICK, 2009) Um bloco cuja massa m é 680g esta
preso a uma mola cuja constante eldstica k € 65 N/m. O bloco € puxado sobre uma superficie
sem atrito por uma distancia x = 11 cm a partir de uma posicao de equilibrio em x = 0 e liberado

a partir do repouso no instante ¢ = 0.

a) Quais sdo a frequéncia angular, a frequéncia e o periodo do movimento resultante?

Solucao: O sistema bloco-mola constitui um oscilador harmdnico simples linear, com
o bloco executando um movimento harmonico simples, entdo basta aplicar a Eq. 3.16 para

encontrar a frequéncia angular, ou seja,

65 N/m
= [ 2
P=1/0,68 kg (3-20)

® =9,78Rad /s (3.21)

Para encontrar a frequéncia em Hertz, basta dividir a frequéncia angular @ pelo periodo

da funcdo trigonométrica que descreve o MHS, ou seja, 27. Entdo, tem-se

9,78 Rad /s

f = 3 Rad (3.22)

f=1,56Hz. (3.23)
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Para encontrar o periodo, basta tomar o inverso da frequéncia, ou seja,

1
T=— (3.24)
f
_ 1! (3.25)
"~ 1,56Hz '
T =0,64s (3.26)

b) Qual € a amplitude das oscilagdes?

Solucao: Na auséncia de atrito a energia mecanica do sistema massa-mola se conserva.
Assim, como o bloco € liberado a 11 cm da posi¢do de equilibrio, com energia cinética nula e o
maximo de energia potencial eléstica, tem-se que o bloco terd energia cinética nula, sempre que
estiver novamente a 11 cm da posi¢do de equilibrio. Isso significa que jamais se afastard mais do

que 11 cm da posi¢do de equilibrio. Portanto seu deslocamento méximo serd 11 cm, ou seja,

Xm =11 cm. (3.27)

¢) Qual € a velocidade maxima v,, do bloco e onde se encontra o bloco quando tem essa

velocidade?

Solucao: A velocidade maxima v, € a amplitude da velocidade wx,,, entdo basta fazer:

Vin = DXy, (3.28)
Vim = (9,78rad/s) - (0,11m) (3.29)
vm = 1,1m/s (3.30)

A velocidade médxima € observada quando o bloco esta passando pela origem.

d) Qual € o médulo a,, de aceleracao maxima do bloco?

Solucdo: O médulo a,, de aceleragdo é a amplitude da aceleracio w?.

am = (9,78rad /s)* - (0,11m) (3.32)

am ~ 11m /s> (3.33)
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e) Qual € a constante de fase ¢ do movimento

Solucio: a equacdo x(t) = x,cos(@t + ¢) fornece o deslocamento do bloco em fungio
do tempo. Sabemos que no instante ¢ = 0 o bloco estd em x = x,,,. Substituindo essa condi¢des

iniciais, como sdo chamadas e cancelando x,,, obtemos

1 =cos¢ (3.34)

Resolvendo a equagdo temos que:

0 =0 rad (3.35)

e) Qual é a funcgdo deslocamento x(¢) do sistema bloco-mola?

Solucdo: A forma geral da fungdo x(7) é dada pela equagdo x(1) = x,cos(@t + ¢),

substituindo as grandezas conhecidas, temos:

x(t) = xpcos(wt + @) (3.36)
x(t) = (0,11 m)cos((9,8 rad/s)t +0) (3.37)
x(t) =0, 11cos(9,8t) (3.38)

onde x estd em metros e t em segundos.

3.2 As marés

Nesta se¢do vamos mostrar como criar um problema envolvendo as marés, a partir de um
texto retirado dO site (TABUADEMARES, 2019) que divulga os estudos das marés das praias
brasileiras. O problema foi dividido em itens para facilitar o entendimento do passo a passo da
criacdo e verificagdo da atividade.

Uma andlise da influéncia da distancia da Terra a Lua nas altura das marés das praias
de Santos: Sabado, 24 de agosto de 2019, amanheceu em Santos as 6h23min e o pdr do Sol foi
as 17h52min. Podemos observar que a primeira baixa-mar (ou maré baixa) foi as 4h40min e
a seguinte baixa-mar as 17h10min. A primeira preia-mar (ou maré alta) foi as 11h19min e a
seguinte preia-mar as 22h17mim. Tivemos 11 horas e 29 minutos de sol. O transito solar foi as
12h07min. A lua saiu pelo Leste (70°) as OhS5min e se pds pelo Noroeste (292°) as 12h07min.
A Lua foi visivel por 11 horas e 12 minutos. A fase lunar era minguante e a distancia Terra-Lua
era de 385.932km.
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A Tabela 6 retine as informacdes sobre a altura das marés nos horarios de baixa-mar e

preia-mar:

Hora Altura
4h40min | 0,5m
11h19min | 1,2m

17h10 0,4m
22h17min | 1,0m

Tabela 6 — Altura das marés. Fonte https://tabuademares.com/br/so-paulo/santos

O texto acima descreve com detalhes o decorrer de um dia nas praias de Santos, com

informacdes sobre o Sol e a Lua, dois corpos celestes que influenciam diretamente em como as

marés se comportam no decorrer do dia.

Como determinar a altura da maré em relacdo ao tempo ao longo de um dia na praia de

Santos? Vamos responder aos itens a seguir para modelar uma funcdo matemética que nos ajude

a solucionar essa questao, analisando os dados da Tabela 6.
(a) Converter as horas em decimais e dividir em intervalos de tempos iguais.
(b) Organizar os novos dados em outra tabela e plotar os novos pontos no GeoGebra.
(c) Modelar uma fun¢do que melhor descreva os pontos dessa tabela.

(d) Plotar a funcdo no GeoGebra para confirmar se os pontos pertencem a funcao.

3.2.1 Horas e intervalos de tempo

Inicialmente, para resolver o item (a) devemos tomar a hora como a parte inteira e usar

uma regra de trés para transformar os minutos em decimais.

Por exemplo, para 4h40min temos que transformar 40 minutos em decimais, dessa forma:

Hora Minuto

1
X

60
40

60

x=0,666...

(3.39)

(3.40)

(3.41)
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Portanto, 4h40min em decimal fica aproximadamente 4,67. Analogamente, os outros

valores ficam:
11h19min — 11,32
17h10min — 17,17
22h1Tmin — 22,28

Ainda, para dividir em intervalos de tempos iguais, vamos fazer os seguintes arredonda-

mentos, afim de facilitar os calculos:
4,67 — 4,70
11,32 — 11,30
17,17 — 17,20
22,28 — 22,30

Em seguida devemos calcular o médulo da diferenga entre a maior hora e a menor hora e

dividir por trés para obter um intervalo de tempo igual entre cada hordrio:

22,3—-4,7
| Y 7|%6

3 (3.42)

Assim, trabalharemos com intervalos de 6 horas entre uma baixa-mar e uma preia-mar e
vice-versa. Ou seja, o intervalo entre entre duas baixa-mares ou entre duas preia-mares serd de
12 horas.

Para a altura das marés devemos tomar a média das alturas maximas e a média das alturas

minimas, conforme segue:

Minima
0,5+0,4
9o +04 _ 0,45 (3.43)
2
Maxima
1,0
1’2; =11 (3.44)

Portanto, usaremos 0,45 m para a baixa-mar e 1,1 m para a preia-mar.

3.2.2 Nova tabela e novos pontos no GeoGebra

Agora, precisamos organizar as horas com um intervalo de 6 horas comeg¢ando por 4,7 e

organizar em uma tabela como pede o item (b).
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Hora | Altura
4,7 | 0,45 m
10,7 | 1,10 m
16,7 | 0,45 m
22,7 | 1,10 m

Tabela 7 — Altura das marés em fungdo das horas.

Vejamos como ficam os pontos no GeoGebra.

Figura 42 — Pontos da Tabela 7 da altura das marés em funcao das horas.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Notemos, na Figura 42, que a disposi¢dao dos pontos tem o comportamento periddico,
pois se considerdssemos horas antes de 4,7 e depois de 22, 7 teriamos as mesmas alturas maximas

e minimas. Com isso podemos modelar uma func¢ao trigonométrica, seno ou cosseno.

3.2.3 Modelo que descreve a altura das marés na cidade de Santos-
SP

Para responder os itens (c) e (d), vamos escolher usar a funcdo seno, pois a posi¢cao dos
pontos se assemelha mais com a curva senoide, no intervalo de 4,7 a 22,7. Vale lembrar que a

func¢do seno é dada por

f(x) =A+Bsen(Cx+D). (3.45)

Para encontrar o parametro A basta calcular a média entre os pontos de mdximo e
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minimo.

L 0,45+1,1

A
2

=0,775 (3.46)

O parametro A € também por onde passa a linha média do grafico. Podemos usa-la para
calcular o parametro B, sabendo que B € a amplitude do grafico e que a amplitude € a distancia

da linha média até um dos extremos. Portanto, temos que:

B=1,1-0,775 (3.47)

B=0,325 (3.48)

Outra forma de calcular o parametro B € substituir os valores ja conhecidos na func¢éo:

f(x)=0,7754+B- sen(Cx+ D). (3.49)

Fazendo f(x) = 1,1, a fungdo f atinge seu maximo quando sen(Cx+d) = 1. Assim

temos:

1,1=0,775+B-1. (3.50)

E obtemos o mesmo resultado encontrado anteriormente, ou seja, B = 0,325.

Sabemos que o parametro C determina o periodo da func¢do, e o periodo é dado pela
distancia horizontal entre as alturas maximas, ou minimas, ou seja, um periodo de 16,7 —4,7 =
12 horas.

Sabendo que uma fungio seno tem periodo igual a 27, basta dividir esse periodo em 12

horas e obteremos o valor de C, isto €, temos

C=— (3.51)

T
C=— 3.52
6 (3.52)

Outra forma de encontrar o valor de C € usando a férmula para determinar o periodo P

de uma funcao trigonométrica, dada por:

P=— (3.53)
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12=— 3.54
c (3.54)
12C =2n (3.55)

27
C=— 3.56
B (3.56)

T
C=— 3.57
6 (3.57)

Substituindo os valores de A, B e C na equacdo (3.45), temos a seguinte equagao

£(x) =0,775+0,325 sen(%x +D). (3.58)

Para calcular o pardmetro D, escolhemos um valor arbitrdrio de x e aplicamos na funcio
obtida até o momento, ou seja, na equacgdo (3.58) e resolvemos a equacao trigonométrica

resultante.

Claramente vamos escolher um valor de x pertencente a Tabela 7, para facilitar os

célculos. Escolhemos x = 10,7, pois f(10,7) = 1, 1. Substituindo na Equagio (3.58), temos

1,1 =0,775+0,325 sen(% 10,7+ D). (3.59)
1,1-0,775 = 0,325 sen(% 10,7+ D). (3.60)
0,325 = 0,32536n(g 10,7+ D). 3.61)
0,325 T
T
I = sen(%+10,7+D). (3.63)

Sabemos que seno € igual a 1 quando seu argumento € igual a % Entdo, o argumento da

fungdo seno que aparece na equagdo (3.63) deve ser igual a 7, ou seja,

T T
—=—-10,74+D 3.64
> =g 107+ (3.64)
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g ~_D 3.65
> 6 (3.65)
3-m 1077w
p=>2"_22 3.66
6 ; (3.66)
7.7
D=— ’6” (3.67)

Por fim, substituindo o parametro D na equacdo (3.58), a funcdo que modela a altura das

marés, em relacdo ao tempo, ao longo de um dia na praia de Santos € dada por

T 11w
f(x)=0,775+0,325sen <€x— ’T) . (3.68)
Vamos, agora, plotar a fun¢do dada na equacio (3.68) no GeoGebra, para confirmar se
os pontos pertencem a fun¢do. Pelo grafico da Figura 43 vemos que a func@o encontrada para

modelar o problema passa exatamente pelos 4 pontos que indicam as alturas das marés.

6" 6

7,7
Figura 43 — Gréfico da fun¢io f(x) =0,775+0,325sen (717 — - ﬂ> .

Fonte: Elaborado pelo autor.

Uma ideia bastante interessante de atividade a se fazer com os alunos é desenvolver um
exemplo desses de modelagem e ao final da aula levantar uma questdo aos alunos: "Sera que as

fases da lua influenciam na altura das marés?"

E para préxima aula levar duas situacdes problemas andlogas a esta, de uma mesma
praia, s6 que com fases diferentes da lua, e no final plotar os grificos no GeoGebra para discutir

a questdo levantada.
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3.3 Pressao arterial

Nesta se¢do vamos utilizar um exercicio retirado do Exame Nacional do Ensino Médio

(ENEM) para mostrar que as funcdes trigonométricas estao presentes na Medicina.

Como motivagdo, vejamos o texto:

A intensidade da pressdo arterial é estabelecida no chamado cen-
tro circulatorio situado numa parte do cérebro e adapta-se a cada
situacdo através de mensagens enviadas aos centros nervosos. A
pressdo arterial ajusta-se através de alteracées na intensidade
e frequéncia do ritmo cardiaco (pulsagées) e no didmetro dos
vasos circulatérios. Este tiltimo efeito ocorre através de miisculos
finissimos situados nas paredes dos vasos sanguineos. A pressdo
arterial altera-se ciclicamente no curso da atividade cardiaca.
Atinge o seu valor mdximo (pressdo sanguinea sistolica), durante
a “expulsdo” do sangue (sistole) e o seu minimo (pressdo arterial
diastolica), quando o coracdo termina o “periodo de repouso”
(didstole). (PORTALBRASIL, 2020)

Assim, como a pressao arterial se comporta ciclicamente podemos modelar uma fungao
trigonométrica que descreva o comportamento da pressdo em relacdo ao tempo, como sugere o
problema a seguir do ENEM (INEP, 2017).

3.3.1 Exercicio do ENEM e solucao comentada

(ENEM 2017) Um cientista, em seus estudos para modelar a pressao arterial de uma

pessoa, utiliza uma func¢do do tipo

P(t) = A+ Bcos(Kt) (3.69)

em que A,B e K s3o constantes reais positivas e ¢ representa a varidvel tempo, medida em
segundos. Considere que um batimento cardiaco representa o intervalo de tempo entre duas

sucessivas pressoes maximas. Ao analisar um caso especifico, o cientista obteve os seguintes
dados:

Pressdao minima 78
Pressdo médxima 120
Numero de batimentos cardiacos por minuto | 90

Tabela 8 — Dados da pressao arterial.
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A funcdo P(¢) obtida, por este cientista, ao analisar o caso especifico foi

(A) P(t) =99+ 21cos(3mz)
(B) P(t) =78+42cos(3mt)
(C) P(t) =99+ 21cos(2mr)
(D) P(t) =99 +2lcos(t)

(E) P(t) =78 +42cos(t)

Solucio: Podemos resolver esse problema, sem necessariamente construir um esbogo do
gréfico. Para isso basta sabermos que a pressdao mdxima serd o valor madximo que a fun¢@o atingira
e a pressao minima serd o valor minimo da fun¢do. Com isso calculamos a linha média desse
grafico, que serd o valor do parametro A, ou seja, o quanto o gréifico transladou verticalmente.
Para calcular por onde passa a linha média, calculamos a media aritmética entre os valores

maximos e minimos da funcdo, portanto

A= M (3.70)
2
A =99 (3.71)

Com o valor do parametro A conhecido, fica trivial descobrir o valor do parametro B.
Sabendo que B € o que determina a amplitude do gréafico, basta calcular a distancia da linha

média a um dos extremos do gréfico.

B=120-99 (3.72)

B=121 (3.73)

O parametro K determina o periodo da func¢do, ou seja, o tempo (em segundos) que
demora 1 batimento do coracgdo. Para isso vamos fazer uma regra de trés usando a informacao da
ultima linha da Tabela 8.

Batimentos Segundo
90 60
1 P

90P = 60 (3.74)
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60

P=_— 3.75
90 (3.75)
2

P=z 3.76
3 (3.76)

Conhecido o periodo P podemos usar a férmula que determina o periodo de uma fungdo
2 2
P=— fazendoC=KeP=—.

C| 3
2 2m
s_=2 17
3 X (3.77)
K =3xm (3.78)

Portanto, a alternativa correta é o item (A) P(t) = 99 + 21 cos(3 7).
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CAPITULO

ENSINO DE FUNCOES TRIGONOMETRICAS

Com o objetivo de tornar o estudo de funcdes trigonométricas mais interessante para
os alunos, preparamos uma série de atividades com modelagem matematica que envolve a
construcdo das fungdes seno e cosseno. Essa sequéncia diddtica € uma proposta para que
professores do Ensino Médio possam trabalhar de forma atraente com funcdes trigonométricas,
e pode ser aplicada apds uma aula ministrada com o auxilio do software GeoGebra, utilizando
botdes deslizantes para descrever a influéncia que cada parametro tem nos graficos dessas

funcoes.

A sequéncia didatica proposta é composta por um pré-teste seguido de quatro problemas
com nivel crescente de dificuldade, que contemplam a competéncia do Curriculo Paulista: "Utili-
zar estratégias, conceitos, defini¢des e procedimentos matemaéticos para interpretar, construir
modelos e resolver problemas em diversos contextos, analisando a plausibilidade dos resultados e
a adequacdo das solucdes propostas, de modo a construir argumentacio consistente"((ESTADO),
2020). E para finalizar e avaliar a aprendizagem € sugerido aplicar um pds-teste com 0 mesmo
nivel de dificuldade do pré-teste. Nos anexos encontra-se uma sugestdo de pré-teste e uma de

pOs-teste.

Na proposta deste trabalho, o problema 1 foi escolhido para, por meio de seus itens, mos-
trar de forma simples e objetiva como se calcula cada pardmetro de uma funcao trigonométrica,

além de trabalhar com a andlise de gréfico.

O problema 2, sobre o fluxo de ar nos pulmdes, tem como objetivo fazer com que o
aluno possa utilizar o software GeoGebra e, para isso, deve ser desenvolvido em laboratério de
informdtica. Esse problema foi escolhido também porque mostra uma funcao trigonométrica
sendo aplicada na drea de ci€ncias médicas e bioldgicas e desenvolve praticamente todos os

conceitos principais do conteddo abordado nesta dissertagao.

Os problemas 3 e 4, referentes as temperaturas didria e anual na cidade de Jau-SP,

foram desenvolvidos para motivar os alunos com uma aplicagdo mais proxima da sua realidade,
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visto que inicialmente a sequéncia didatica seria aplicada em uma escola dessa cidade, mas a
pandemia COVID-19 acabou impedindo a aplicag@o. Vale ressaltar que, caso o professor lecione
em outra cidade, ele pode adaptar a atividade buscando informacdes sobre a temperatura da
cidade escolhida no site (CLIMA-TEMPO, 2021).

4.1 Problema 1 - Como calcular os parametros de uma

funcao trigonométrica

Muitos fendmenos fisicos e sociais de comportamento ciclico podem ser modelados com
auxilio de func¢des trigonométricas, o que justifica a enorme aplica¢do dessas fungdes em campos

da ciéncia como acustica, astronomia, economia, engenharia, medicina etc.

A funcdo seno, por exemplo, € uma fun¢do trigonométrica que pode ser escrita, de

maneira generalizada, como

F(x) =A+Bsen(Cx+D), 4.1)

em que cada parametro A, B, C e D, que pertencem ao conjunto dos nimeros reais, provoca
alteragdo no valor da func¢do F(x) e, consequentemente, no grafico. O pardmetro A modifica a
imagem da func¢ao, podendo deslocar o grafico da mesma para cima ou para baixo; o parametro
B modifica a imagem e a amplitude da funcdo; o parametro C modifica o periodo da funcdo; e o

parametro D pode fazer o grafico da funcao se deslocar para a esquerda ou para a direita.

A Figura 44a ilustra o esboco do gréfico da fun¢do seno quando A =0,B=1,C=1
e D=0, ou seja, F(x) = sen(x), em que x € [0,27]. Qual a lei de formagéo da fun¢do cujo o
esbogo do grafico estd apresentado na Figura 44b? Responda aos itens para encontrar os valores

dos parametros A, B, C e D.
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Figura 44 — Figura do problema 1.
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Fonte: Plataforma Plurall: Anglo

(a) Calcule o parametro A analisando o quanto a linha média se moveu em relacdo ao gréfico

da Figura 44-a.

(b) Calcule a amplitude do grafico para encontrar o valor do parametro B.

T
(c) Sabendo que o periodo da funcdo é determinado pela formula P = ok calcule o valor do

parametro C.
(d) Use um ponto pertencente ao grafico para mostrar que D = 0.
4.1.1 Solucao comentada do problema 1

(a) Esse item tem o objetivo de mostrar para o aluno que para calcular o parametro A ele
deve descobrir por onde passa a linha média do grafico. Para isso, deve calcular a média
aritmética entre o ponto de maximo e minimo do gréfico. O valor encontrado serd o ponto

na reta ordenada por onde passa a linha media do gréfico.

A=—— 4.2)

A=3. (4.3)
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Analisando pelo grafico da Figura 44-b, basta ver a linha pontilhada passando pelo ponto
(0,3). O aluno deve perceber que em relagdo ao grafico F(x) = sen(x), a linha média

transladou 3 unidades para cima, concluindo que A = 3.

(b) Este item tem como objetivo mostrar que o paradmetro B estd relacionado com a amplitude
do gréfico. Para calcular a amplitude, bastar tomar a metade da diferencga entre o valor

maximo e o valor minimo da fungao.

6—-0
Amplitude = > 4.4)

Amplitude = 3. 4.5)

Analisando pelo gréfico da Figura 45, podemos ver que amplitude € a distancia da linha

média até o ponto de mdximo, ou ponto de minimo da funcao.

Figura 45 — Gréfico que mostra a amplitude da fun¢do analisada.
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Fonte: Plataforma Plurall: Anglo - modificado pelo autor

Como o parametro B altera a amplitude do gréfico, o aluno deve concluir que B = 3.

(c) Este item tem como objetivo relacionar o periodo da funcdo com o parametro C usando a

27 .
férmula P = ﬁ Para encontrar o valor de C, basta aplicar a férmula.

Analisando o gréfico da Figura 44-b, percebemos que o periodo é 7. Assim, aplicando na

formula e resolvendo a equagdo temos:

== (4.6)

n-C=2-1 “.7)
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C=2 (4.8)

Ao final desse item temos nossa lei de formacao completa ja que o enunciado diz que

D = 0. Portanto a lei de formacao é

G(x) =3+3sen(2x+0) (4.9)

(d) Nesse item o aluno deve mostrar que D = 0, portanto queremos que o aluno entenda que
deve partir da fungdo G(x) = 3+ 3sen(2x+ D), escolher um ponto no gréfico e aplicar na
funcdo. Esse item tem como principal objetivo avaliar a habilidade do aluno em resolver

equagoes trigonométricas.

O aluno pode escolher qualquer ponto, mas deve tomar cuidado para ndo se complicar, aqui
cabe ao professor mediar nessa escolha, caso o aluno esteja com dificuldade, lembrando-o

de que conhecemos os valores de seno dos arcos notaveis.

Vamos escolher o ponto (0,3) para facilitar nossos cdlculos. Aplicando esse ponto na

fung¢do G(x) e resolvendo a equagdo, temos:

3=3+3sen(2-0+D) (4.10)
? = sen(D) (4.11)
sen(D) =0 (4.12)

Como sen(D) = 0, temos que D = 0 ou D = 27, como o grafico da fung¢do termina em 7,

concluimos que D = 0.

4.2 Problema 2 - Fluxo de ar nos pulmoes

Como mencionado anteriormente, este problema deve ser aplicado em laboratério de
informatica, para que o aluno aprenda a utilizar o software GeoGebra em seu desenvolvimento.
Esperamos que essa atividade seja muito atrativa para os alunos, pois além de sair da sala de

aula, mostra uma func¢do trigonométrica sendo aplicada na drea de ci€ncias médicas e bioldgicas.

(UFF, 2004) No processo de respiracao do ser humano, o fluxo de ar através da traqueia,
durante a inspirag¢do ou expiracao, pode ser modelado pela funcao F, definida, em cada instante t,

por

F(t) = Bsen(Ct). (4.13)
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Com base nessa informacdo e na Tabela 9 abaixo, em que o tempo € dado em segundos e

o volume do fluxo de ar em litros, responda, com o auxilio do software GeoGebra, as questdes a

seguir para modelar uma fun¢ao que descreva o fluxo de ar dessa pessoa.

Tempo | Fluxo de ar
1,25 0,6
3,75 -0,6
6,25 0,6
8,75 -0,6

Tabela 9 — Fluxo de ar em funcéo do tempo.

a) Com o auxilio do GeoGebra plote os pontos da tabela. Como se comporta a posicdo dos

pontos?

b) Mostre que o pardmetro A = 0.

c) Calcule a amplitude e determine o valor do pardmetro B

d) Plote o gréfico da fun¢do obtida até o momento considerando D = 0. O grafico passou

pelos pontos?

e) Sabendo que o periodo € o tempo que se demora entre 0 movimento de inspirag¢do e outro,

ou o tempo que se demora entre 0 movimento de uma expiracao e outra, calcule o valor do

parametro C.

f) Mostre que o parametro D = 0.

g) Plote a funcdo encontrada no GeoGebra e verifique se o grafico passa pelos pontos iniciais.

4.2.1 Solucao comentada do problema 2

(a) Andlise dos pontos no plano cartesiano

Com o auxilio do software GeoGebra vamos analisar como os pontos dados no problema

estdo posicionados no plano cartesiano, como mostra a Figura 46.
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(b)

(©)

Figura 46 — Pontos dados no problema do fluxo do ar na traqueia.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Com o gréfico 46 o aluno deve perceber, que pela posicao dos pontos, a fun¢do seno seria
uma forte candidata a modelar esse problema, pois a posi¢ao dos pontos estd de forma

ciclica.
Calculo do parametro A.

Vamos verificar que A = 0, como o enunciado afirma.

Para isso sabemos que a amplitude € a variacao do ponto médio ao ponto maximo, ou ao
ponto minimo, da funcdo. O parametro A translada a funcdo verticalmente e € também o
ponto médio de nossa funcdo. Podemos calcular o ponto A fazendo a média aritmética

entre 0 maximo € 0 minimo, ou seja,

A:0,6+(—0 6) (4.14)
2
A=0 (4.15)
Amplitude

Como a amplitude do gréifico de uma funcdo seno € 1, devemos construir uma fun¢ao
para que os pontos extremos estejam ajustados aos dados fornecidos pela nossa tabela.
Como da fungdo genérica F (1) = A+ Bsen(Ct + D), B é o parAmetro que influencia na

amplitude, devemos primeiramente determinar seu valor. Vamos, entdo, calcular B.
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(d)

Veja que, pelos pontos da Figura 46, a amplitude da funcio procurada tem que variar de 0

até 0,6. Assim para calcular B basta fazer A=0¢ F(t) = 0,6.

F(t) =A+Bsen(Ct+D)

0,6 =0+ Bsen(Ct+D)

Como 0,6 é o maximo de F, temos que sen(Cr + D) = 1.

0,6=0+B-1

B=0,6

Até agora obtemos a funcao

F(t)=0,6sen(Ct+ D).

Grifico da fung¢ao obtida até o momento.

(4.16)

4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

Vamos plotar os pontos da Tabela 9 no Geogebra, considerando que C = 1 e comparar

com o grafico da fun¢do obtida até agora, considerando D = 0, como mostra a Figura 47.

Figura 47 — Fung@o F(¢) = 0,6sen(Ct + D)
A= (1,25, 0.6) C = (6/25, 0.6)
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Observe que o grafico ndo passou pelos pontos, isso indica que ainda ndo terminamos

nossa modelagem.
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(e) Periodo e cédlculo do pardmetro C.

®

Analisando o grafico e os pontos percebemos que o grafico precisa ser comprimido

horizontalmente, para que este se alinhe a todos os pontos.

Sabemos que o parametro C define o periodo da funcdo seno e que esse periodo € igual a
27.

O periodo € a distancia de um ponto maximo ao outro, ou de um ponto minimo ao outro.
Essas distancias em nosso problema, entre os pontos maximos, € o tempo que se demora
entre um movimento de inspirag@o e outro, ja quando se trata da distancias entre os pontos

minimos, € o tempo que demora entre 0 um movimento de expiracao e outro.

Assim calculando o periodo, usando os pontos maximos, temos:

P=6,25—1,25 (4.21)

P=5 (4.22)

2n .
Como sabemos P = ok entdo podemos calcular C resolvendo a equacdo a seguir:

2
S5=— 4.23
c (4.23)
2
c==" (4.24)
5
C=0,4x (4.25)
Portanto, a funcao procurada fica
F(t)=0,6sen(0,4xt + D). (4.26)

Calculo do parametro D.

Vamos provar que D = 0 aplicando F(1,25) na fungio 4.26 e resolvendo a equagio:

0,6 = 0,6sen(0,47- 1,25+ D) 4.27)

1 =sen(0,5w + D) (4.28)

Como sen(0,57) = 1, temos

0,57 =0,57+D (4.29)
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D=0 (4.30)
Logo, a fun¢do que modela o fluxo de ar através da traqueia, durante a inspiracdao ou
expiracdo, em cada instante t, € dada por
F(t) =0,6sen(0,4mr) (4.31)
(g) Grafico da funcdo que modela o fluxo de ar através da traqueia.

Vamos plotar o gréfico da fun¢do 4.31 no Geogebra.

Figura 48 — Fungéo F (1) = 0,6sen(0,4mr)
A=(1.25,06) C= (625, 0.6)
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Ap6s plotar a fun¢do no Geogebra, como mostra a Figura 48, notamos que a mesma se

alinhou aos pontos dados inicialmente na Tabela 9.

4.3 Problema 3 - Temperatura diaria na cidade de Jau-

SP

Em Jai-SP, no dia 02 de marco de 2021, a temperatura minima foi de aproximadamente

21°C e a maxima foi de aproximadamente 30°C. A temperatura média do dia ocorreu por volta

das 8 horas e as 20 horas. As temperaturas mais baixas ocorrem durante a noite. Considerando

essas informacdes responda os itens abaixo. As informagdes foram retiradas do site (JAHU,
2021).
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(a) Escreva uma func¢do trigonométrica que modela a temperatura F' em Jau ¢ horas apds as 8

da manha.

(b) Escreva uma funcgao trigonométrica que modela a temperatura 7" em Jau ¢ horas apds a

meia — noite.

4.3.1 Solucao comentada do problema 3

(a) Para encontrar uma fung¢do trigonométrica que modela a temperatura F' em Jau ¢ horas
apos as 8 da manha, o aluno devera comecar esbo¢ando um grafico no plano cartesiano em

que o eixo das ordenadas € a temperatura e o eixo das abscissas representa as horas do dia.

Em seguida, ele deverd marcar as temperaturas méaxima de 30° C e a minima de 21°
C e encontrar a temperatura média, calculando a média aritmética entre 30° C e 21°
C que € igual a 25,5°C. Por esse ponto, o aluno deverd tracar a linha média da func¢do
procurada, lembrando que a linha média € a linha que divide o grifico da fun¢do ao meio

horizontalmente.

O gréfico deve comegar no ponto 25,5 da ordenada, pois € onde funcao F(t), que representa
a temperatura t horas apds as 8 horas da manha, tem a abscissa igual a zero, ou seja, t = 0.
Note que o periodo dessa funcao serd 24 horas, portanto € bom dividir esse periodo em
quatro partes, para entender melhor como o grafico se comportard. Na metade do periodo,
ou seja, 12 horas apds as 8 horas da manha, a temperatura atinge a média novamente, €
como a temperatura mais baixa ocorre no periodo da noite, concluimos que a mais alta
ocorre no periodo da tarde, 6 horas apds as 8 horas da manha. Veja um possivel esboco do

grafico na Figura 49.

Figura 49 — Esbogo do grafico com as temperaturas médxima, minima e média.
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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Repare que a temperatura mais baixa ocorre 18 horas apds as 8 da manha, ou seja, as 2

horas da manha, conforme o enunciado.

Para escolher uma funcao trigonométrica que modela esse grafico, basta observar que,
como o grifico comega na sua linha média quando o argumento € igual a zero, entdo a

funcdo que melhor se encaixa € a fungdo seno.

O aluno deve ter em mente que a fungao para modelar esse problema é da forma

F(t) =A+Bsen(Ct) (4.32)

e encontrar os parametros A, B e C.

Para encontrar o pardmetro A, basta calcular a média aritmética entre a temperatura

maxima e minima, que serd o ponto em que a linha média passa, ou seja,

30+21

A= + (4.33)
2

A=25,5 (4.34)

Para calcular o pardmetro B, basta verificar a amplitude do grafico, que € a distancia entre

a linha média e o mdximo do gréfico, ou a distancia da linha média e o minimo do gréfico.

B=30-25,5=4,5 (4.35)

2
Para calcular o parametro C, o aluno pode usar a férmula do parametro P = ok ou
simplesmente pensar que como o periodo de um dia € de 24 horas basta dividir o periodo
da funcdo seno que € 27, por 24. Assim o aluno vai chegar em C = bR Veja como fica o

calculo usando a féormula.

p= (4.36)
u=2 37)
Cc— i_j (4.38)
c=" (4.39)
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Definidos os parametros A, B e C, a funcdo que modela a temperatura F na cidade de Jad

t horas apo6s as 8 horas da manha € dada por

/4

F(t)=25,54+4,5 sen(ﬁt). (4.40)

(b) Com a funcdo do item (a) modelada, o aluno podera responder ao item(b), que pede a
fungdo T'(¢) = 25,5+ 4,5sen({5¢ + D), usando o conceito do pardmetro D, que translada

a fun¢@o horizontalmente.

Para isso, ele devera fazer T(8) = F(0), pois F(0) representa a temperatura F as 8 horas
da manha, e como a fung¢do 7 comegard em meia-noite, temos que 7'(8) também representa

a temperatura as 8h da manha.

T(8) =F(0) (4.41)
i I
25,5+4,586D(E-S+D) :25,5+4,556n(ﬁ-0) (4.42)
25,5+4,55€n(§ .24 D)=255 (4.43)
2
4,5 sen(? +D)=0 (4.44)
2
sen(%r +D)=0 (4.45)
Como sen(0) = 0, entdo

2
?” +D=0 (4.46)
D= —2?” (4.47)

A funcdo que modela a temperatura 7 em Jau ¢ horas apds a meia-noite € dada por

2
T(t) = 25,5 —|—4,SSen(%t—?ﬂ). (4.48)

Veja o grifico da Figura 50 com as fungdes T'(¢) e F(t).
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Figura 50 — Gréfico das temperaturas F e T'.

® F(t) = 255+ 4.5 sen(t 7|

® T(t) = 25.5+ 4.5 sen(t 12 —2- 3)

Fonte: Elaborado pelo autor.

4.4 Problema 4 - Temperatura anual na cidade de Jau-
SP

O dia mais quente do ano em Jaud-SP, calculado nos tltimos 30 anos, é o dia 15 de
fevereiro com temperatura média de 30°C. O dia mais frio do ano tem uma temperatura média
de 13° C. (CLIMA-TEMPO, 2021)

(a) Use uma func¢do trigonométrica para modelar a temperatura em Jat, usando 365 dias como

durac@o de um ano e considerando que em 15 de fevereiro em Jau € verdo.

(b) Quantos dias, apds o dia 15 de fevereiro, serd o primeiro dia da primavera quando a

temperatura alcanga os 25°C?

4.4.1 Solucao comentada do problema 4

(a) Para responder essa questdo, primeiramente o aluno deve analisar qual fun¢do se aproxima
melhor da curva procurada, seno ou cosseno. Para isso basta esbocar um grafico com o
eixo das abscissas em dias e o eixo das ordenadas em graus Celsius, que representara a
variacdo da temperatura, de modo que a origem do plano cartesiano seja no dia 15 de

fevereiro .
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A escolha de uma funcgdo trigonométrica se deve ao fato de que a temperatura anual é
ciclica. Assim, se a temperatura maxima no dia 15 de fevereiro é de 30°C, apds 365 dias,
serd novamente 30°C. A temperatura minima média de 13°C ocorre no meio das duas

temperaturas mais altas.

Assim, o aluno devera esbogar um gréafico como o da Figura 51, marcar as temperaturas
30°C e 13°C no eixo das ordenadas e tragar 2 linhas retas de forma que uma passe pelo
ponto 30°C e a outra pelo ponto 13° C, afim de limitar a regido onde grafico estard. Agora
basta tracar uma curva que parta do ponto 30°C e vai descendo até chegar em 13°C, o que
acontece mais ou menos na metade do caminho entre zero e 365 dias e novamente sobe
até atingir os 30°C no 365° dia.

Figura 51 — Esboco da temperatura ao longo de um ano em Ja.

30° -

13°

o

365

Fonte: Elaborado pelo autor.

Com esse esbogo, espera-se que fique evidente que a funcdo que mais se aproxima dessa
curva € a fungdo cosseno, pois ela comega no seu ponto maximo. Portanto, € mais simples

modelar a temperatura usando a fun¢do cosseno.

Para que o aluno tenha essa percepc¢ao € necessario que esteja claro o conceito do pardmetro
D, pois para o grafico comecar na temperatura maxima € necessdrio que a abscissa 0
represente o dia 15 de fevereiro e portanto D = 0. Dessa forma a funcao temperatura 7

terd uma lei de formagao da forma

T(d) =A+Bcos(Cd). (4.49)

em que d representa os dias do ano.

Definida a lei de formagao agora o aluno deve comecar a descobrir os parametros. Para

calcular o parametro A deve-se encontrar o ponto médio das temperaturas méaxima e
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minima, pois se fosse a fungéo T'(d) = cos(d), esse ponto seria na coordenada zero para a

ordenada.

A= w (4.50)

A=21,5 4.51)

Como o valor do parametro A tem -se o ponto exato em que passa a linha média desse
grafico, com essa informacdo o aluno deve pensar na amplitude do gréfico, para assim
calcular o valor do pardmetro B. Amplitude nada mais € que a distancia entre a linha média

e 0 ponto maximo ou minimo, desse gréfico, ou seja,

B=30-21,5 (4.52)

B=38,5 (4.53)

Um possivel esboco desse grafico com a linha média e a amplitude pode ser visto na Figura

52.
Figura 52 — Esboco da temperatura 7 com a linha média e a amplitude.
Y&
30° =
Linha média
Amplitude
21,5°

13° Ly

%V

365

Fonte: Elaborado pelo autor.

A fun¢do que tem-se até o momento é

T(d) =21,5+8,5cos(Cd) (4.54)
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&9

Para encontrar o parametro C deve-se usar o fato de que a funcio cosseno tem o periodo

27w, e como esses 27 estdao divididos em 365 dias no grafico, tem -se

27

C=36

(4.55)

Agora tem-se a fungdo modelada com todos os seus parametros e o aluno pode responder
ao problema. Em outras palavras, a temperatura na cidade de Jau ao longo de um ano pode

ser modelada pela fun¢do

2
o,

T(d)=21,5+ 8,5005(365

(4.56)

Veja, na Figura 53, como o gréfico da fung¢do fica parecido com o esboco.
Figura 53 — Temperatura T na cidade de Jau.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Neste item pede-se para encontrar em quantos dias, apds o dia 15 de fevereiro, serd o

primeiro dia da primavera quando a temperatura alcanca os 25°C.



90 Capitulo 4. Ensino de fungébes trigonométricas

Para encontrar a resposta, o aluno precisa aplicar a temperatura dada no problema na
funcdo e resolver a equacdo trigonométrica, com o auxilio de uma calculadora cientifica,

da seguinte forma:

2r
25 =21 — 4.
5 ,5+8,5c0s(365a’) 4.57)
25—-21,5 27
== — 4,
55 cos(365d) (4.58)
3.5 o
85 cos(—365d) (4.59)
2r
0,4117647059 = cos(; d) (4.60)

Nesse momento € preciso ter cuidado, pois, ao se calcular o inverso do cosseno nos dois

membros da equacdo anterior, o aluno deve saber qual serd o angulo correto.

Para isso € interessante notar que as estagdes do ano se encaixam perfeitamente no ciclo

trigonométrico, no lugar dos arcos notaveis 0, %, 7, 3% e 2. Veja figura 54.

Figura 54 — Ciclo trigonométrico das estagdes.
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O valor encontrado de cosseno tem dois angulos correspondentes, que sdo simétricos. O
primeiro refere-se ao verdo e o segundo a primavera. Com o auxilio de uma calculadora,
aluno deve calcular cos~!(0,4117647059).

cos™1(0,4117647059) = 1, 1464066182 4.61)

O valor encontrado em radiano, pertence ao primeiro quadrante do ciclo trigonométrico,
ou seja, esse valor € no verdo, como o item pede a temperatura na primavera, o aluno
deve usar os conceitos do ciclo trigonométrico, para encontrar o valor simétrico no quarto

quadrante, que se refere a primavera. Para isso basta fazer

2w —1,14640661282 = 5,136778694 (4.62)

Com esse valor encontrado, o aluno deve agora igualar o argumento a esse valor, para

assim encontrar o valor de d.

27
= d=5.1 4 4.
365d 5,13677869 (4.63)

2nd = 1874,92422331 (4.64)

J— 1874,92422331

4,

- (4.65)

d = 298,403458 (4.66)
d ~ 298 (4.67)

Portanto, a resposta do problema € 298 dias apds o dia 15 de fevereiro, que € o dia 9 de

novembro.
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CAPITULO

CONSIDERACOES FINAIS

Ao iniciarmos esse trabalho, tinhamos em mente propor e aplicar uma sequéncia didética
a uma turma de segundo ano do ensino médio da escola publica, na cidade de Jau, com o objetivo
de auxiliar no ensino de fung¢des trigonométricas. Porém, com a pandemia ocasionada pela
Covid-19, as aulas se tornaram online e ndo foi possivel a aplicacdo, pois os alunos se evadiram

das aulas.

Diante do problema supracitado, o foco desse trabalho ficou totalmente voltado para a
preparacdo das atividades da sequéncia diddtica, utilizando a modelagem matematica como fer-
ramenta pedagdgica, e contando também com o uso da tecnologia para intensificar os resultados
na aprendizagem das fungdes trigonométricas, a fim de transformar os problemas da realidade
em problemas de matemadtica e, com isso, incentivar os alunos a se interessarem pelo estudo da

matematica em geral.

Para isso sugerimos uma sequéncia com quatro atividades, que podem ou ndo serem
adaptadas para a realidade da turma, ou servir de base para o desenvolvimento de outras atividades.
Por exemplo, € possivel criar um problema aplicado a 4rea da sustentabilidade, como geracao
de energia solar durante o ano, ja que o sol emite radiagdo maior nos meses de verdo, decaindo
no outono, atingindo seu menor valor nos meses de inverno e voltando a subir na primavera até

atingir seu valor maximo novamente do verdo, o que claramente descreve uma funcdo cosseno.

A expectativa desse trabalho € abrir a mente do educador para a possibilidade de novas
alternativas para se ensinar matematica, e nio somente fungdes trigonométricas. E despertar a
curiosidade sobre o estudo e uso da modelagem matematica, para o ensino, em qualquer contetido
de qualquer ano. Assim, esperamos que este trabalho possa servir de apoio aos professores do
Ensino Médio e que contribua para que a aprendizagem de matematica tenha mais significado e

seja mais atraente para os alunos.
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ANEXO

PRE-TESTE

2k+4
1. Indique os valores reais de k, para os quais sen x = T+
2km
2. Determine o menor valor de k € R, tal que # assuma valor negativo.

3. Num sistema de eixos cartesianos, trace o grafico da fung¢do g(x) = sen x. Nesse mesmo

sistema, trace o grafico da fungdo f(x) = 2sen x.

4. Num sistema predador-presa, o nimero de ambos tende a variar periodicamente. Numa regido
onde os ledes sdo predadores, e zebras sdo presas, a populacdo de zebras vem variando de acordo

com esta fungao:

it
z(t) = 850+ 40sen <Z> :
O tempo ¢, medido em anos, tem inicio (¢ = 0) em janeiro de 2000.
(a) Qual era a populagdo de zebras em janeiro de 2000?

(b) Se a populagdo maxima de zebras alcancou 1250 cabecas, determine a primeira vez em que

1SS0 ocorreu.

5. (FGV-SP) Um supermercado, que fica aberto 24 horas por dia, faz a contagem do nimero de
clientes na loja a cada 3 horas. Com base nos dados observados, estima-se que o nimero de

clientes possa ser calculado pela fun¢ado trigonométrica
T
£(x) = 900 — 800sen (1—;) ,

em que f(x) é o ndmero de clientes dentro do supermercado, e x, a hora da observagdo (x é um

nimero inteiro, tal que 0 < x < 24). Utilizando essa funcao, a estimativa da diferenca entre o
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nimero maximo e o nimero minimo de clientes dentro do supermercado, em um dia completo, é

igual a:

(a) 600

(b) 800

(c) 900

(d) 1500

(e) 1600

6. Uma endemia de doenga viral vem apresentando comportamento ciclico de acordo com a

funcdo

v(t)=3-2

COS @
6 .

O tempo ¢, medido em horas, decorre depois de o medicamento ser administrado; v(z) é a
contagem de virus em milhares por cm? de sangue. De quanto em quanto tempo a contagem de

virus alcanga o valor minimo?
7. Obter o dominio, a imagem, o periodo e a amplitude de f(x) = —4 +4sen(3x).

8. Se a funcdo definida por f(x) = asen(bx) tem periodo 47 e conjunto imagem [—6, 6], calcule

os valoresde a e b.

9. Uma endemia variou periodicamente de acordo com a fungdo

n(t) = 5900cos (13t) + 6380,

da qual ¢ é o tempo, medido em anos, a partir de janeiro de 1990. Calcule a amplitude, o periodo

e as traslacdes vertical e horizontal e interprete os resultados dessa funcao.

10. O grafico a seguir representa a fun¢do f(x) = a+ bcos (x). Calcule os valores de a e b.



99

Figura 55 — Gréfico da fungdo f(x) = a+ bcos(x)
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ANEXO

POS-TESTE

1. Considerando angulos com medidas entres 0 e 27, determine o maior valor de k € N, tal que
3km
sen (T) seja negativo.

2. Determinar os valores reais de m, para os quais cosx = 2m +4

3. Num sistema de eixos cartesianos, trace o grafico da fungio g(x) = cosx. Nesse mesmo sistema,

trace o grafico da fungdo f(x) =2cosx.

4. Em certa bafa, as toneladas de algas variam periodicamente de acordo com a fungio A(x) =
Tt
850 4+ 200sen <€> O tempo ¢, medido em anos, tem inicio em (¢t = 0) em janeiro de 1990.

Quantas toneladas de algas havia nessa baia em janeiro de 2005?

5. Em alguns trechos do rio Tieté (SP) formam-se considerdveis concentracdes de espuma. Certo
. . : - it .
dia, essa concentragdo variou de acordo com a fungdo f(t) =3+2- sen <€) ,emque f(t) éa
quantidade de espuma, em m> por metro de rio, o #, o tempo, em horas contadas da meia-noite
em diante. Determine o momento do dia em que a concentragio de espuma alcanca 5/m?> por

metro de rio.

6. Numa cidade litoranea, da meia noite em diante, a altura 4 da maré (em metros), em fungdo
/4
do tempo ¢ (em horas), corresponde a expressdo h(t) =2+ 0,5 cos <§t> Esbocar o gréfico da

funcdo, determinando os respectivos periodos e conjunto imagem.

T
7. Construa o gréfico de f(x) = 1+ sen <x+ Z) e indique o dominio, a imagem, o periodo e a
amplitude.

8. Numa onda senoidal que se propaga em uma corda, sua fonte realiza, na vertical, um movimento

T
harménico simples cuja posi¢do y, em fungdo do tempo ¢, € dada pela lei y(z) = 3 cos [2 (Z + t)} .
Identifique a amplitude, o periodo e o deslocamento horizontal dessa onda.
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9. (FGV-SP) Uma empresa prevé para os proximos 24 meses ( a partir de janeiro de 2001) a quan-

Tt T
tidade mensal vendida de determinado produto através da fun¢ao Q(z) = 30+ 4sen (— + —> ,

6 2
da qual Q € a quantidade e ¢ vale 1 para janeiro de 2001, ¢ vale 2 para fevereiro de 2001, e assim
por diante.

a. Qual o periodo da fun¢ao?

b. Para que valores de ¢ a quantidade ¢ mdxima? Para que valores de ¢ a quantidade minima?

10. Considere o grifico abaixo que representa a fungio f(x) = a+b- sen(cx). Calcule os valores
dea,bec.

Figura 56 — Grafico da fun¢do f(x) = a+ bsen(cx)




SSSSSSSSS



	Folha de rosto
	Title page
	Dedicatória
	Agradecimentos
	Resumo
	Abstract
	Lista de ilustrações
	Lista de tabelas
	Lista de abreviaturas e siglas
	Sumário
	Introdução
	Objetivos

	Fundamentação Teórica
	Funções trigonométricas
	Conceitos básicos
	Funções periódicas
	Função de Euler
	Função seno
	Função cosseno
	Função tangente
	Construção de gráficos


	Recursos Tecnológicos
	O software GeoGebra
	Como construir uma função seno usando o GeoGebra
	Como construir a função seno com todos seus parâmetros e botões deslizantes usando o GeoGebra

	Modelagem Matemática

	Modelos Matemáticos
	Movimento Harmônico Simples (MHS)
	As marés
	Horas e intervalos de tempo
	Nova tabela e novos pontos no GeoGebra
	Modelo que descreve a altura das marés na cidade de Santos-SP

	Pressão arterial
	Exercício do ENEM e solução comentada


	Ensino de funções trigonométricas
	Problema 1 - Como calcular os parâmetros de uma função trigonométrica
	Solução comentada do problema 1

	Problema 2 - Fluxo de ar nos pulmões
	Solução comentada do problema 2

	Problema 3 - Temperatura diária na cidade de Jaú-SP
	Solução comentada do problema 3

	Problema 4 - Temperatura anual na cidade de Jaú-SP
	Solução comentada do problema 4


	Considerações Finais
	Referências
	Pré-teste
	Pós-teste

