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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo apresentar condi¢cdes para que um quadrilatero convexo
seja um quadrilatero pipa e algumas propriedades deles. A abordagem que sera utilizada
€ acessivel aos alunos do ensino médio.

Palavras-chave: definicbes fundamentais da geometria, quadrilatero convexo,
quadrilatero pipa



ABSTRACT

This work study aims to present conditions for a convex quadrilateral is a quadrilateral kite

and some properties of them. The approach we will use here is accessible to high school
students.

Keywords: fundamental definitions of geometry, convex quadrilateral, quadrilateral kite
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INTRODUCAO

7

A importancia do conhecimento geométrico é ressaltada em (PCNEM BRASIL,
2000, p.96) [4]:
(...) identificar, representar e utilizar o conhecimento geométrico para o
aperfeicoamento da leitura, da compreenséo e da acao sobre a realidade (...)
Neste trabalho, estudaremos uma classe especial de quadrilateros convexos, que
sdo os chamados quadrilateros pipas. Obteremos propriedades e condicfes necessarias
para que um quadrilatero convexo seja um quadrilatero pipa. Para obter estes resultados,
baseamo-nos em dois artigos de M. Josefsson [2] e [3], em um artigo da Revista do
Professor de Matematica [4] e em um artigo de A. |. Fetsov e Y. S. Dubnov [5].

Esta escolha mostra-se adequada, pois um dos objetivos de um trabalho de
conclusdo no Programa de Mestrado Profissional em Matematica é produzir um material
gue esteja de certa forma, voltado a realidade do professor em sala de aula. Nossa
proposta pode ser perfeitamente adaptada a esta realidade, uma vez que podem ser
elaboradas atividades, a respeito do assunto aqui tratado, para serem aplicadas em sala
de aula com alunos da educacdo basica. Por exemplo, usando-se um software de
Geometria Dindmica, como o GeoGebra, pode-se determinar um quadrilatero pipa
formado pelas bissetrizes internas de um trapézio isésceles, e fazendo as alteracbes na
medida dos lados do trapézio isésceles na mesma tela, o aluno podera visualizar e

perceber as semelhancas e as mudancas ocorridas de um quadrilatero pipa para o outro.
A dissertacao esta dividida em 4 capitulos.

No capitulo 1, apresentaremos alguns resultados basicos da geometria dos

guadrilateros convexos.

No capitulo 2, apresentaremos alguns resultados basicos da geometria dos

quadrilateros pipas.

No capitulo 3, apresentaremos alguns resultados basicos da geometria dos

guadrilateros tangenciais.



O capitulo 4 é, na verdade, um Apéndice, no qual apresentaremos uma construcao
para o modelo de Geometria que nos interessa nesta dissertacdo. Todos os resultados
deste capitulo podem ser encontrados em E. E. Moise [1].



CAPITULO 1 - QUADRILATEROS CONVEXOS NA GEOMETRIA
PLANA

Neste capitulo, apresentaremos alguns resultados béasicos da geometria dos

guadrilateros convexos.

1.1 Quadrilateros Convexos
Nesta secado estudaremos os chamados quadrilateros convexos.
Os resultados obtidos nesta sec¢do independem do Postulado das Paralelas.
Comecaremos definindo quadrilatero:

Definicdo 1.1.1: Dados quatro pontos A, B, C e D distintos que pertengcam ao mesmo
plano, sendo trés a trés ndo colineares, se os segmentos AB, BC, CD e DA se
intersectarem apenas nos seus pontos de extremidade, entdo a sua unido € chamada de
quadrilatero ABCD.

A figura 1.1.1 exibe trés representacdes geométricas distintas de um quadrilatero.

A

-
m

C

Figura 1.1.1 — Quadrilateros ABCD

O simbolo para indicar um quadrilatero formado pelos pontos A, B, C e D € 0ABCD.

Os angulos do quadrilatero mbABCD séo os angulos 2DAB, £ABC, £BCD e £CDA.

Os lados do quadrilatero oABCD sdo os segmentos AB, BC, CD e DA.



As diagonais do quadrilatero dABCD sdo os segmentos AC e BD.

Dois lados que tém uma extremidade em comum final sdo chamados adjacentes e

dois lados que nédo sdo adjacentes sédo chamados de opostos.

Se dois angulos de um quadrildtero forem adjacentes, a sua intersec¢cao contém

um lado, e se néo forem, entdo sdo angulos opostos.
A seguir, definiremos quadrilatero convexo:

Definicdo 1.1.2: Um quadrilatero oABCD é chamado convexo se, e somente se, garantir

as quatro seguintes condi¢oes:

(1) A e B estdo no mesmo lado do segmento CD.
(2) B e C estdo no mesmo lado do segmento DA.
(3) C e D estdo no mesmo lado do segmento AB.
(4) D e A estdo no mesmo lado do segmento BC.

A figura 1.1.2 exibe trés representacdes geométricas distintas de um quadrilatero

convexo.

A A

-
m

Figura 1.1.2 — Quadrilateros Convexos

A seguir, apresentaremos um teorema sobre os quadrilateros convexos:
Teorema 1.1.1: As diagonais de um quadrilatero convexo sempre se cruzam.

A figura 1.1.3 exibe uma representacdo geométrica do encontro das diagonais de

um quadrilatero convexo.



c

Figura 1.1.3 — Encontro das Diagonais de um Quadrilatero Convexo

Prova: Sendo mABCD um quadrilatero convexo, precisamos mostrar que o segmento AC

intersecta o segmento BD.

Como os pontos A e B estdo no mesmo lado de DC, e como 0s pontos B e C estdo
no mesmo lado de DA, pela definicdo 4.6.2, podemos concluir que B se encontra no
interior do angulo 2ADC. Logo, considerando o AADC, pelo teorema 4.6.6, o raio DB

intersecta o segmento AC em um ponto P, entre A e C.

Anlogamente, como 0s pontos A e B estdo no mesmo lado de CD, e como 0s

pontos A e D estdo no mesmo lado de CB, pela definicdo 4.6.2, podemos concluir que A

se encontra no interior do angulo £BCD. Logo, considerando o ABDC, pelo teorema 4.6.6,

o raio CA intersecta o segmento DB em um ponto Q, entre D e B.

Assim, DB intersecta a reta AC em P e também em Q. Portanto, P = Q.

Portanto, uma vez que P estid em AC e Q estd em BD, segue-se que AC e BD tém

um ponto em comum, concluindo a prova.

1.2 Quadrilateros de Saccheri

Nesta secdo, estudaremos os chamados quadrilateros de Saccheri.
Os resultados obtidos nesta sec¢do independem do Postulado das Paralelas.

Comecaremos definindo retangulo:



Definicdo 1.2.1: Se todos os quatro angulos de um quadrilatero DABCD s&@o angulos

retos, entédo o quadrilatero € um retangulo.

A figura 1.2.1 exibe o uma representacdo geométrica de um retangulo.

A B

Figura 1.2.1 — Retédngulo ABCD

Abaixo, definiremos quadrilatero de Saccheri:

Definicdo 1.2.2: O quadrilatero oABCD é um quadrilatero de Saccheri, se ZBAD e £ADC

s&0 angulos retos, B e € estdo no mesmo lado de 4D, e AB = CD.

A figura 1.2.2 exibe uma representacdo geométrica de um quadrilatero de Saccheri.

B C
. .

A D

Figura 1.2.2 — Quadrilatero de Saccheri

O segmento AD é chamado de base inferior.

O segmento BC é chamado de base superior.
Os angulos da base inferior sdo 2BAD e £ADC.
Os angulos da base superior sdo £ABC e £BCD.

A seguir, apresentaremos algumas propriedades sobre o0s quadrilateros de

Saccheri.



Consequéncia: Todo quadrilatero de Saccheri é convexo. De fato, como AD L DC e

BC L DC entdo AD//DC. Logo, A e D estdo do mesmo lado de BC, e B e C estdo do
mesmo lado de AD. Por definicdo, A e B estdo do mesmo lado de €D, de modo queCeD

estdo do mesmo lado de 4E.
Teorema 1.2.1: As diagonais dos quadrilateros de Saccheri sdo congruentes.

A figura 1.2.3 exibe uma representacdo geomeétrica das diagonais de um

quadrilatero de Saccheri.

B c
- —
T o
- ~
e H e
A D

Figura 1.2.3 — Diagonais de um Quadrilatero de Saccheri
Prova: Sendo mOABCD um quadrilatero de Saccheri, precisamos mostrar que 0s

segmentos AC e BD s&o congruentes.

Considerando os triangulos ABAD e ACDA, como AB = DC, +BAD = +ADC e AD é

um lado comum aos triangulos, pelo postulado 4.8.1, temos que ABAD = ACDA.
Portanto, segue-se que BD = AC, concluindo a prova.

Teorema 1.2.2: Dados os quadrilateros de Saccheri OABCD e OEFGH, com bases
inferiores AD e EH, respectivamente, se AD = EH e AB = EF entdo BC = FG, £ABC =

LEFG,e «BCD = 2FGH.

A figura 1.2.4 exibe uma representacdo geométrica de dois quadrilateros de

Saccheri.



Figura 1.2.4 — Congruéncia das Bases Superiores e Angulos das Bases Superiores de dois Quadrilateros de
Saccheri

Prova: Como o quadrilatero oABCD é um quadrilatero de Saccheri, pela definicdo 1.2.2,
sabemos que <BAD e £ADC sdo angulos retos e AB = DC. E como o quadrilatero
OEFGH também é um quadrilatero de Saccheri, pela definicdo 1.2.2, sabemos que 2FEH

e £EHG s&o angulos retos e EF = HG.

Desta forma, temos que £BAD = £FEH e £ADC = £EHG. (1.2.1)

Considerando os triangulos AACD e AEGH, como AD = EH, DC = HG e £ADC =
£EHG, pelo postulado 4.8.1, temos que os triangulos AACD e AEGH s&o congruentes, isto
€, AADC = AEHG.

Segue-se que os lados e os angulos destes triangulos sdo congruentes, isto €,
AC = EG, £CAD = £GEH e LACD = £EGH. (1.2.2)

Como 4£BAD = £FEH (1.2.1), e o ponto C se encontra no interior do angulo £BAD,
e 0 ponto G se encontra no interior do angulo 2FEH, e sabemos que 2CAD = £GEH
(1.2.2), entdo temos que os angulos £BAC e «FEG sao congruentes, isto €, £BAC =
£FEG. (1.2.3)

Considerando os triangulos AABC e AEFG, como AB = EF, AC = EG e «BAC =
2ZFEG (1.2.3), pelo postulado 4.8.1, temos que os triangulos AABC e AEFG sé&o
congruentes, isto €, AABC = AEFG.

Segue-se que os lados e os angulos destes triangulos sdo congruentes, isto €,
2ABC = £EFG,BC = FG e £BCA = £FGE. (1.2.4)

E como 2BCA = £FGE (1.2.4) e £LACD = £EGH (1.2.2), temos que £BCD = £FGH,
pois A esta no interior do angulo £BAD e E esta no interior do &ngulo 2FEH, concluindo a

prova.



Teorema 1.2.3: Em todo quadrilatero de Saccheri, os angulos da base superior sédo

congruentes.

A figura 1.2.5 exibe uma representacdo geométrica da congruéncia dos angulos da

base superior de um quadrilatero de Saccheri.

B C c B

A O (B A

Figura 1.2.5 — Congruéncia dos Angulos da Base Superior de um Quadrilatero de Saccheri

Prova: Considerando os quadrilateros de Saccheri DABCD e oDCBA, basta aplicarmos o

teorema 1.2.2, obtendo 2ABC = «£BCD, concluindo a prova.

Teorema 1.2.4: Em todo quadrilatero Saccheri, a base superior € congruente ou maior do

gue a base inferior.

A figura 1.2.6 exibe uma representacdo geométrica de uma sequéncia de n

guadrilateros de Saccheri.

51 B, Ba Bq Br1—1 Bn Bn+1

<

|| W | | W u Hy W u

Ay Ag As Ay Ant n R+

Figura 1.2.6 — Sequéncia de n Quadrilateros de Saccheri

Reformulando: Dado um quadrilatero Saccheri oA,B;B,A,, com base inferior A;4,, entdo

B.B, = AA,.

Prova:Considerando a sequéncia de n quadrilateros de Saccheri lado-a-lado, a partir de
0A,B,B,A, de modo que A;, A,,..., A,,, S0 pontos da reta A,4,, e AjA, = A,A; =

A3A, = =A,_1A, = A, A,+1. Pelo teorema 1.2.2, temos:
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B1B, = B3B3 = B3By = -» = By_1By, = ByBpiq

N&o sabemos se os pontos Bj, B,,..., B,4+1 Sao colineares. Mas, pela desigualdade
p0|lg0na|, que Ban+1 S BIBZ + BzB3 + e + Bn_an + Ban+1.

Uma vez que todas as distancias a direita séo iguais a B; B,, temos:
BiBn.1 <n.B;B,
Também, AA, 4y < A1By + B1Byyy + Bry1Angy < AyBy +n BB, + A4 By.

Como A;A,;1 =nA;A,, temos nAA, <n BB, + 2A,B; (1.2.5), e esta conclusao

vale para todo n € N.

Agora, vamos supor que o0 nosso teorema ¢é falso e que 4,4, > B;B,, de modo que
A;A, — B;B, € um numero positivo. Obviamente, 24;B; € um numero positivo. Sendo
e§=A,A,—B;B, >0 e M =2A,B, >0, temos por (1.2.5), ne < M, para todo n inteiro

positivo. Isto contradiz o principio arquimediano, concluindo a prova.

1.3 Teoremas sobre Quadrilateros Convexos

Nesta secdo, apresentaremos algumas propriedades dos quadrilateros convexos.

Para isto, admitiremos o Postulado das Paralelas.
Teorema 1.3.1: Todo quadrilatero de Saccheri € um retangulo.

A figura 1.3.1 exibe uma representacdo geométrica do teorema 1.3.1.

Figura 1.3.1 — Os Quadrilateros de Saccheri séo Retangulos



Prova: Sendo oABCD um quadrilatero de Saccheri, precisamos mostrar que os angulos

£ABC e £BCD séao angulo retos.

Como os segmentos AB e CD s&o perpendiculares ao segmento AD, entdo, pelo

teorema 4.10.1, os segmentos AB e CD sdo paralelos.

Desta forma, pelo teorema 4.12.1, os angulos £BAC e £ACD sao alternos internos
congruentes, isto €, ZBAC = £ACD (1.3.1).

Considerando os tridngulos AABC e AADC, como AB = CD, £BAC = £ACD (1.3.1) e
AC é um lado comum aos dois triangulos, pelo postulado 4.8.1, temos que os triangulos
AABC e AADC sé@o congruentes, isto €, AABC = AADC (1.3.2).

Segue-se que os lados e os angulos destes triangulos sdo congruentes, isto €,

AD = BC, 2ADC = £ABC e £ACB = +CAD.

Como o angulo £ADC é um angulo reto, entdo, por (1.3.2), o angulo £ZABC também
é reto. (1.3.3)

Como, pelo teorema 1.2.3, os angulos da base superior de um quadrilatero de Saccheri
sdo congruentes, isto €, ZABC = «BCD, por (1.3.3), temos que o angulo £BCD também é

reto, concluindo a prova.
A seguir, definiremos trapézio:

Definicdo 1.3.1: Um quadrilatero oABCD que possui pelo menos um par de lados opostos

paralelos € chamado de trapézio.

A figura 1.3.2 exibe uma representacdo geométrica de trés trapézios distintos.

A
L)

=
o)
—
=
]

a2

Figura 1.3.2 — Trapézios ABCD
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Em todas as representacdes anteriores, a reta L;, que contém o segmento AB, é

paralela a reta L,, que contém o segmento DC.
Os segmentos paralelos do trapézio oABCD sao chamados de bases do trapézio.
A sequir, definiremos paralelogramo:

Definicdo 1.3.2: Se ambos os pares de lados opostos de um quadrilatero OABCD séo

paralelos, entdo o quadrilatero € um paralelogramo.

A figura 1.3.3 exibe uma representacdo geométrica de um paralelogramo.

Figura 1.3.3 — Paralelogramo ABCD

A reta L, que contém o segmento AB, é paralela a reta L,, que contém o segmento

Da mesma forma, a reta L;, que contém o segmento DA, é paralela a reta L,, que

contém o segmento CB.
Os segmentos AB, CB, DC e DA sdo chamados de lados do paralelogramo ABCD.
A seguir, definiremos losango:

Definicdo 1.3.3: Se dois lados adjacentes de um paralelogramo oABCD s&o congruentes,

entdo o quadrilatero € um losango.

A figura 1.3.4 exibe uma representacdo geométrica de um losango.



D C

Figura 1.3.4 — Losango ABCD
O lado AB ¢é congruente ao lado DC, assim, todos os lados do paralelogramo s&o

congruentes.

A seguir, continuaremos apresentando algumas propriedades dos quadrilateros

convexos:
Teorema 1.3.2: A diagonal de um paralelogramo o divide em dois triangulos congruentes.

A figura 1.3.5 exibe uma representacdo geométrica do teorema 1.3.2.

B

A O

Figura 1.3.5 — Triangulos Congruentes
Prova: Sendo o quadrilatero mbABCD um paralelogramo, precisamos mostrar que AABC =

ACDA.

Como os lados AD e BC s&o paralelos, entdo, a diagonal AC é uma transversal dos
segmentos AD e BC. Logo, os angulos 2DAC e +«BCA s&o alternos internos e, pelo

teorema 4.12.1, sdo congruentes, isto é, ZDAC = «BCA (1.3.4).

13
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Analogamente, como os lados AB e DC sdo paralelos, entdo, a diagonal AC € uma
transversal dos segmentos AB e DC. Logo, os angulos ZBAC e £ACD s&o alternos

internos e, pelo teorema 4.12.1, sdo congruentes, isto €, ZBAC = £ACD (1.3.5).

Como os triangulos AABC e ACDA possuem a diagonal AC em comum, e ZDAC =
£BCA (1.3.4) e £BAC = £ACD (1.3.5), pelo teorema 4.8.2, os triangulos sé&o congruentes,

isto €, AABC = ACDA, concluindo a prova.
Teorema 1.3.3: Em um paralelogramo, cada par de lados opostos sao congruentes.

A figura 1.3.6 exibe uma representacdo geométrica do teorema 1.3.3.

Figura 1.3.6 — Lados Opostos Congruentes
Prova: Sendo o quadrilatero DABCD um paralelogramo, precisamos mostrar que AB = CD

e BC = DA.

Como os segmentos BC e DA sdo paralelos, pelo teorema 4.12.1, os angulos 2BCA

e £DAC séo alternos internos congruentes, isto €, ZBCA = £DAC.

Como sabemos pelo teorema 1.3.2, a diagonal de um paralelogramo o divide em
dois triangulos congruentes, isto €, AABC = ACDA, em relagdo a correspondéncia
ABC < CDA.

Assim, AB = CD e DA = BC.

Portanto, em um paralelogramo, cada par de lados opostos sdo congruentes,

concluindo a prova.



Uma consequéncia imediata deste teorema € que um losango é um quadrilatero

cujos lados sdo congruentes.

Teorema 1.3.4: Todo trapézio € um quadrilatero convexo.

Prova: Sendo o quadrilatero ABCD um trapézio com AD// BC, precisamos mostrar que
0S pontos A e B estdo num mesmo lado da reta ﬁ, 0s pontos B e C estdo num mesmo
lado da reta 4D, os pontos C e D estdo num mesmo lado da reta AB e os pontos A e D

estdo num mesmo lado da reta BC.

A figura 1.3.7 exibe uma representacdo geométrica do teorema 1.3.4.

Figura 1.3.7 — Todo Trapézio é Convexo

Como AD// BC entdo os pontos A e D estdo num mesmo lado da reta BC e os

pontos B e C estdo num mesmo lado da reta AD.

Como AD// BC e AC é uma transversal comum, pelo teorema 4.12.1, os angulos

£CAD e £ACB sé&o angulos alternos internos congruentes, isto é, 2CAD = £ACB. (1.3.6)

Supondo, por absurdo, que os pontos A e B estdo de lados opostos da reta CD.

Assim, como oABCD é um quadrilatero, pode ocorrer:
()axeCDcomX—C—D
(ii)3XeCDcomC—D—X
O caso (ii) é analogo ao caso (i).

Analisemos o caso (i).

A figura 1.3.8 exibe uma representacdo geométrica do teorema 1.3.4.

15
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A (B

Figura 1.3.8 — Trapézio cujos pontos 4 e B estdo de lados opostos da reta CD

Como A, C e D ndo sao colineares, pois OABCD é um quadrilatero, entdo podemos

considerar o triangulo AACD.

Como X — C — D entdo o angulo £ACX é externo ao triangulo AACD. Logo, pelo

teorema 4.9.1, temos que 2ACX > £CAD (1.3.7).

Além disso, como A— X — B, X € CD, e pontos A e B estdo de lados opostos Da

reta CD, entdo, pelo teorema 4.6.6, 0 ponto X pertence ao interior do angulo 2ACB.
Assim, pelo postulado 4.7.1, m£ACX + m£XCB = m£ACB (1.3.8).

Assim, por (1.3.7) e (1.3.8), temos:
msCAD < m£ACX < m£LACB = m«CAD < m£ACB.
Isto € um absurdo porque 2CAD = £ACB, por (1.3.6).

Portanto, os pontos A e B estdo no mesmo lado que a reta CD.

Analogamente, C e D estdo no mesmo lado que a reta AB, concluindo a prova.



CAPITULO 2 - QUADRILATEROS PIPAS

Neste capitulo, apresentaremos alguns resultados basicos da geometria dos

guadrilateros pipas.

2.1 Quadrilateros Pipas

Nesta se¢do estudaremos os chamados quadrilateros pipas.
Os resultados obtidos nesta secédo dependem do Postulado das Paralelas.
Comecaremos definindo quadrilatero pipa:

Definicdo 2.1.1: Um quadrilatero convexo que tem dois pares de lados consecutivos
congruentes é chamado de quadrilatero pipa.

A figura 2.1.1 exibe uma representacdo geométrica de um quadrilatero pipa e de

seus lados.

B

Figura 2.1.1 — Quadrilatero Pipa
A seguir, apresentaremos uma proposicdo sobre as diagonais dos quadrilateros

pipas:
Proposicéo 2.1.1: As diagonais do quadrilatero pipa séo perpendiculares entre si.

A figura 2.1.2 exibe uma representacdo geométrica da proposicao 2.1.1.

17
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B

Figura 2.1.2 — Diagonais de um Quadrilatero Pipa
Demonstracdo: Sendo o quadrilatero dABCD um quadrilatero pipa, precisamos mostrar

que AC L BD.

Como existe uma Unica reta que passa pelos pontos A e C, e como, pela definicdo
4.16.1, A e C pertencem a mediatriz do segmento BD, entdo, a reta AC é a mediatriz do

segmento BD, isto é, AC = mtz(BD).

Logo, pela proposicédo 4.16.1, o segmento AC é perpendicular ao segmento BD e

passa pelo seu ponto médio M.

Proposicdo 2.1.2: Seja obABCD um quadrilatero pipa com AB = AD e CB = CD. Entdo,
£LADC = £LABC.

A figura 2.1.3 exibe uma representacdo geométrica da proposicao 2.1.2.

Figura 2.1.3 — Angulos Opostos Congruentes de um Quadrilatero Pipa

Demonstracdo: Considerando os tridangulos AADC e AABC, sabemos que AB = AD,

CB = CD, pois o quadrilatero nABCD é um quadrilatero pipa, e como a diagonal AC é



comum aos dois triangulos, pelo teorema 4.8.3, os triangulos AADC e AABC s&o

congruentes, isto €, AADC = AABC.
Segue-se que os angulos destes triangulos sdo congruentes, isto €, 2ZADC = £ABC.

A seguir, determinaremos um quadrilatero pipa formado pelas bissetrizes internas

de um trapézio isésceles:

Proposicdo 2.1.3: Considerando um trapézio isosceles ndo retdngulo, o quadrilatero

determinado pelas bissetrizes de seus angulos internos € um quadrilatero pipa.

A figura 2.1.4 exibe uma representacdo geométrica da proposi¢ao 2.1.3.

Figura 2.1.4 — Quadrilatero Pipa formado por um Trapézio Issceles

Prova: Considerando um trapézio is6sceles cMNPQ de lados congruentes MQ e NP, e
suas bissetrizes internas, mostraremos que existe um quadrilatero oABCD formado por

suas bissetrizes onde AD = AB e CD = CB.

7

Como o quadrilatero OMNPQ € um trapézio isésceles, com MQ = NP
(consequéncia do critério cateto-hipotenusa de congruéncia), entdo os angulos ZMQP e
2<NPQ s&o congruentes, isto €, ZMQP = «NPQ. Vamos considerar a medida angular

desses angulos por mzMQP = m«NPQ = 2a (2.1.1).
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Sejam A, B, C e D as intersecc¢Oes das bissetrizes dos angulos 2zMQP com 2NPQ,
£ZMNP com 2NPQ, LMNP com £NMQ, respectivamente. A existéncia dos pontos A, B, C e
D é garantida pela natureza do trapézio is6sceles e pelo fato de que a € um angulo

agudo.

Como o raio @5 € a bissetriz do angulo £MQP, entdo, os angulos 2DQM e 2PQD

sao congruentes, isto €, £DQM = «PQD, de modo que m£ZDQM = m£PQD = a (2.1.2).
Sejam E e F pontostaisque Q—M —EeP—-N —F.

Como o quadrilittero oMNPQ é um trapézio is6sceles, as bases MN e QP s&o

paralelas, e MQ é uma transversal comum. Pelo teorema 4.12.2, os angulos ZEMN e

£MQP sao angulos correspondentes congruentes, isto é, ZEMN = 2MQP.
Logo, m£EMN = m£MQP = 2a (2.1.3).

Como os raios MQ e ME sao opostos, e sendo MN um terceiro raio, entdo, pela
definicdo 4.7.2, os angulos ZEMN e £NMQ formam um par linear. Pelo postulado 4.7.2,
se dois angulos formam um par linear, entéo eles sdo suplementares, ou seja, a soma de

suas medidas angulares de dois angulos é 180, isto €, mzEMN + m«ZNMQ = 180.
Como, por (2.1.3), m£EMN = 2a, temos que 2a + m«zNMQ = 180.
Logo, mzNMQ = 180 — 2a.

Como o raio MD é a bissetriz do angulo ZNMQ, entdo, o angulo 2DMQ mede
metade do angulo ZNMQ, isto é, m£DMQ =90 —a (2.1.4).

Como, pelo teorema 4.12.3, mzMDQ + m£DQM + m«£DMQ = 180.
Logo, por (2.1.2) e (2.1.4), temos m£ZMDQ + a + 90 — a = 180.
Logo, mzMDQ = 90, isto €, 0 &ngulo 2MDQ é reto.

Como o raio PB é a bissetriz do angulo ZNPQ, entdo, os angulos 2NPB e 2QPB
sdo congruentes, isto €, ZNPB = £QPB. Vamos considerar a medida angular desses

angulos por m£NPB = m4QPB = a (2.1.5).



Como o quadrilattero oMNPQ é um trapézio isésceles, as bases MN e QP s&o

paralelas, e NP € uma transversal comum, pelo teorema 4.12.2, os angulos ZFNM e

£NPQ séo angulos correspondentes congruentes, isto &, ZFNM = 2NPQ.
Logo, mFNM = ms«NPQ = 2a (2.1.6).

Como os raios NP e NF sdo opostos, e sendo NM um terceiro raio, entso, pela
definicdo 4.7.2, os angulos £FNM e £MNP formam de par linear. Pelo postulado 4.7.2, se
dois angulos formam um par linear, entdo eles sdo suplementares, ou seja, a soma das

medidas angulares de dois angulos é 180, isto é, mZFNM + m£MNP = 180.
Como, por (2.1.6), m£FNM = 2a, temos que 2a + m£MNP = 180.

Logo, mzMNP = 180 — 2a.

Como o raio NB é a bissetriz do angulo £ZMNP, entdo, o angulo 2BNP mede
metade do angulo ZMNP, isto é, m£BNP =90 —a (2.1.7).

Como, pelo teorema 4.12.3, m«£NBP + m£BPN + m«BNP = 180.

Logo, por (2.1.5) e (2.1.7), temos m«ZNBP + a + 90 — a = 180.

Logo, m«NBP = 90, isto é, o angulo 2NBP é reto.

Por (2.1.1), (2.1.2) e (2.1.5), os angulos £MQD e £NPB sao congruentes (2.1.8).

Considerando os triangulos AMDQ e ANBP, como MQ = NP, zMQD = «NPB (2.1.8)
e «DMQ = «BNP, entdo, pelo teorema 4.8.2, os triangulos AMDQ e ANBP séao
congruentes, isto €, AMDQ = ANBP.

Segue-se que os lados destes tridngulos sdo congruentes, entdo, os catetos QD e
PB s&o congruentes e os catetos MD e NB também sdo congruentes, isto é, QD = PB e
MD = NB.

Como A é equidistante de Q e P, pois os angulos da base do triangulo APAQ
isdsceles sdo congruentes, entdo AQ = AP. Entdo AD = AQ — QD = AP — PB = AB.

Logo, os segmentos AD e AB s&o congruentes, isto é, AD = AB.
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Como C é equidistante de M e N, pois o triangulo AMCN € isésceles, entdo
CM = CN. Entdo CD = CM — MD = CN — BN = CB.

Logo, os segmentos CD e CB s&o congruentes, isto €, CD = CB.

Portanto, como AD = AB e CD = CB. Pela definicdo 2.1.1, o quadrilatero nABCD é

um quadrilatero pipa.

A seguir, determinaremos um quadrilatero pipa formado pelas bissetrizes internas

de um retangulo:

Corolario 2.1.1: Dado um retangulo, o quadrilatero determinado pelas bissetrizes de seus

angulos internos € um quadrilatero pipa que possui todos os lados congruentes.

A figura 2.1.5 exibe uma representacdo geométrica do corolario 2.1.1.
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Figura 2.1.5 — Quadrilatero Pipa formado por um Retangulo
Prova: Considerando um retangulo oMNPQ e suas bissetrizes internas, precisamos
mostrar que existe um quadrilatero oABCD formado pelas bissetrizes dos angulos internos

do retangulo ocMNPQ, onde AD = AB = CD = CB.

A prova é analoga a prova da proposicdo 2.1.3, porém, neste caso, os catetos QD e
MD sdo congruentes, logo, AD = CD e os catetos PB e BN sido congruentes, logo,
AB = CB. Portanto, AD = CD = AB = CB, assim, o quadrilatero pipa possui todos os lados

congruentes.



CAPITULO 3 - QUADRILATEROS TANGENCIAIS

Neste capitulo, apresentaremos alguns resultados basicos da geometria dos

quadrilateros tangenciais.

3.1 Quadrilateros Tangenciais que sao Pipas

Nesta secdo estudaremos os chamados quadrilateros tangenciais e seus principais

elementos.
Os resultados obtidos nesta secdo dependem do Postulado das Paralelas.
Comecaremos definindo quadrilatero tangencial:

Definicdo 3.1.1: Um quadrilatero tangencial é um quadrilatero cujos lados sdo tangentes

a uma circunferéncia, ou seja, € um quadrilatero que possui uma circunferéncia inscrita.

A figura 3.1.1 exibe uma representacdo geométrica de um quadrilatero tangencial,

de seus lados e de suas diagonais.

Figura 3.1.1 — Quadrilatero Tangencial

Seguem abaixo alguns elementos presentes em um quadrilatero tangencial:

Definicdo 3.1.2: Sejam oABCD um quadrilatero tangencial e C a circunferéncia inscrita
neste quadrilatero. Uma corda tangente € um segmento de reta que liga dois pontos de

tangéncia de C ao quadrilatero nABCD, que pertencem a lados opostos do quadrilatero.
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A figura 3.1.2 exibe uma representacdo geométrica das cordas tangentes de um

quadrilatero tangencial.

Figura 3.1.2 — Cordas Tangentes: RT e QS

Definicdo 3.1.3: Os comprimentos tangentes sdo as distancias a partir dos quatro

vértices aos pontos de tangéncia de C ao quadrilatero oABCD.

A figura 3.1.3 exibe uma representacdo geométrica dos comprimentos tangentes

de um quadrilatero tangencial.

Definicdo 3.1.4: As bimedianas de um quadrilatero sdo os segmentos de reta que ligam

0s pontos médios de dois lados opostos do quadrilatero.

A figura 3.1.4 exibe uma representacdo geomeétrica das bimedianas de um

quadrilatero tangencial.



Figura 3.1.4 — Bimedianas: PN e MO

A seguir, apresentaremos algumas propriedades sobre o0s quadrilateros
tangenciais:

Teorema 3.1.1: Teorema de Pitot. Seja OABCD um quadrilatero convexo com AB = a,
BC = b, CD = ¢, DA = d. Entdo, o quadrilatero oABCD ¢é € tangencial se, e somente se,
a+c=b+d.

Prova:

(=) Suponha que o quadrilatero oABCD seja tangencial. Sejam C a circunferéncia
inscrita ao quadrilatero e S, T, Q, R, os pontos de tangéncia de C aos lados 4B, BC, CD e

DA, respectivamente.

A figura 3.1.5 exibe uma representacdo geométrica de um quadrilatero tangencial,

seus lados e seus comprimentos tangentes.

Figura 3.1.5 — Quadrilatero Tangencial, Lados e Comprimentos Tangentes
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Pela proposigdo 4.16.3, como AR e AS sdo tangentes a C, temos que AR = AS =

g ER.

Analogamente, como BT e BS s&o tangentes a C, temos que BR = BS = h, como
CT e CQ s&o tangentes a C, temos que CT = CQ =i, e como DQ e DR s&o tangentes a C,

temos que DQ = DR = .

Assim, a=AB=AS+BS<Sa=g+h
b=BC=BT+(CT << b=h+i
c=CD=CQ+DQ=c=i+j
d=AD=AR+DRe=d=g+]j

Logo, at+tc=@+h+(+j))=a+c=g+h+i+j

b+d=((h+id)+@+j)eob+td=g+h+i+j

Portanto, latc=b+d|

(&) Primeiramente, mostraremos que um quadrilatero pipa é tangencial. Para isto,

suponhaquea=deb =c.

A figura 3.1.6 exibe uma representacao geométrica de um quadrilatero pipa e suas

bissetrizes internas.

Figura 3.1.6 — Quadrilatero Pipa e suas Bissetrizes

Neste caso, a diagonal BD divide o quadrilitero OABCD em dois triangulos

isosceles AADB e ACDB. Desta forma, a diagonal AC é também bissetriz dos angulos



£ADB e «CDB, de modo que o incentro I procurado pertence a maior diagonal. Pelo
teorema 2.1.2, temos que o0s angulos ZABC e «ADC sao congruentes.
Consequentemente, as bissetrizes de 2ZABC e £ADC sao concorrentes em um ponto

sobre a diagonal AC, que é o centro da circunferéncia inscrita ao quadrilatero oABCD.

Agora, suponha que o quadrilatero OABCD néo seja pipa. Entdo, d > c ou ¢ > d.

Suponha que d > c¢. Como, por hipotese, a + ¢ = b + d, isto implica que a > b.

A figura 3.1.7 exibe uma representacdo geométrica de um quadriladtero pipa e suas

bissetrizes internas.

Figura 3.1.7 — Quadrilatero que nao é Pipa

Neste caso, existem pontos E € AD e F € AB tais que ED = c e FB = b. Entéo,
a+c=b+d pode ser reescrita como AF + FB+c = b + AE + ED, de onde temos que
AE = AF. Consequentemente, os triangulos ACBF, AEDC e AFAE séao isésceles, de modo
que as bissetrizes dos angulos 2CBF, £EDC e FAE s&o perpendiculares as bases CF,
CE e FE, respectivamente, sendo, portanto, concorrentes em um ponto I. Como I é
encontro das bissetrizes dos angulos formados entre os quatro lados do quadrilatero

OABCD, temos que I equidista de tais lados, sendo assim o incentro procurado.

Teorema 3.1.2: A medida das cordas tangentes e e f, em um quadrilatero tangencial séo,

2(ihg+hgj+gji+jin) 2(ihg+hgj+gji+jin)

e =
Jac(i+g)(h+)) f Jbd(i+g)(h+))

respectivamente, e =

Prova: A prova do teorema 3.1.2 se encontra em [4, p.120 e 121].

Teorema 3.1.3: Teorema de Stewart. Sendo a, b e ¢, a medida dos lados de um triangulo,

e d a medida da ceviana do lado a, isto €, a medida do segmento cujas extremidades sao
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A e um ponto do lado BC. Se a ceviana divide o lado a em dois segmentos de medidas m

e n, entdo, b’>m + c¢?n = a(d? + mn).

A figura 3.1.8 exibe uma representacdo geométrica do teorema 3.1.3.

Figura 3.1.8 — Teorema de Stewart

Prova: Usando a lei dos cossenos nos triangulos AABD e AACD, e considerando que

cos(180 — ) = —cos6, temos:
b? =n? +d? — 2nd cos(180 — 0) = n? + d? + 2nd cos 0
c? =m? +d? — 2md cos©
Multiplicando b? por m e c? por n, temos:
b?>m = mn? + md? + 2mnd cos 0
c*n = nm? + nd? — 2mnd cos 0
Somando b?m com c¢?n, temos:
b?>m + c?n = mn? + md? + 2mnd cos ® + nm? + nd? — 2mnd cos 8
b?>m + c*n = mn? + nm? + md? + nd?
b?>m + c¢*n =mn (n+ m) + d*(m +n)

b?>m + c¢*n = (n + m)(d? + mn)

b?>m + c*n = a(d? + mn)

Teorema 3.1.4: A medida das bimedianas r e o, em um quadrilatero tangencial séo,

respectivamente r = %Jpz +q24+a?2—b2+c2—d?eo= %\/p2 +q2—a?+b% —c2+dz,



Prova: Usaremos o teorema 3.1.3, porém, neste caso, como estaremos tratando de

medianas e ndo de cevianas, a ceviana dividirhd o lado em segmentos congruentes, ou

seja, m = n =~ e aformula ficara:

a a aa b? + c? a?
b2m+czn=a(d2+mn)<=>b2—+c2—=a(d2+——)<=>a< >=a<d2+z>=>

2 2 22 2
b% + ¢? 2+ a?  b%?+ c? a? 22 P2 2(b% + c?) —a?
= = — —_—_—= Lt =
2 4 2 4 4

A figura 3.1.9 exibe uma representacdo geométrica do teorema 3.1.4.

Figura 3.1.7 — Teorema das Bimedianas

Considerando o triangulo ABPC e aplicando a férmula anterior, temos:

r2 = 2(PC%+ PB?)-b?

(3.1.1)

Considerando o triangulo AACD e aplicando a férmula anterior, temos:

2 _ 2(p*+c?)-a?
- 4

PC (3.1.2)

Considerando o triangulo AABD e aplicando a férmula anterior, temos:

2 _ 2(q*+a?)-a?
- 4

PB (3.1.3)

Substituindo (3.1.2) e (3.1.3) em (3.1.1), temos:

T Ty 4

2_1[2 (2(p2+ c2+q%+ az)—2d2>_bzl
7|2
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1 2+ 2+ q*+ a® - d?
e -]
4 4

1
rzzz[p2+ c>+q*+ a*—d?* — b?]
_p2+q2+ a’? —b? + c?—d?

2
T
4

1
rzz\/p2+q2+a2—b2+c2—d2

Considerando o triangulo AABO e aplicando a formula anterior, temos:

02 = 2(0B?+ 04?%)-a?

(3.1.4)

Considerando o triangulo ABCD e aplicando a formula anterior, temos:

2 _ 2(b%*+q?%)-c?
4

OB (3.1.5)

Considerando o triangulo AAcD e aplicando a férmula anterior, temos:

2 _ 2(p*+d?)-c?
4

0A (3.1.6)

Substituindo (3.1.5) e (3.1.6) em (3.1.4), temos:

> 71 4

, il2.<2(b2 + q? +p?+ d?) — 2c2> _ azl

1 b? + q* +p? + d? —c?
02=—l4.< 4 }1 )—azl

0> ==[b*+ q* +p?+ d? — c? — a?]

e B

, P*+q*—a*+b*— c*+d?
0% = 2

1
0=§\/p2+q2—a2+b2—cz+d2

Portanto a prova esta concluida.



Lema 3.1.1: Seja um quadrilatero convexo oABCD cujas medidas dos lados sédo AB = a,
BC =b, CD =c e AD = d. Sejam AC e BD suas diagonais, cujas medidas sdo AC =p e

BD = q. Entao, a area S do quadrilatero otABCD, em termos de p e q, € igual a:

S = %\/4p2q2 — (b2 4 d? — a? — ¢?)?
Prova: Como o quadrilatero dABCD é convexo, entdo, pelo teorema 1.1.1, suas diagonais
interceptam-se em um ponto, digamos P,talque A—P—-Ce B —-D —P.

Considere AP = p1, PC=p2, DP =qie PB =q: e seja § a medida angular do
angulo «DPC, isto é, um angulo entre as diagonais do quadrilatero.

Como os angulos 2APB e «DPC, formam um par vertical, ou seja, seus lados
formam pares de raios opostos, entdo, pelo teorema 4.7.1, eles sdo congruentes, logo, a
medida angular de ZAPB também € 6.

Além disto, como os angulos ZAPD e «DPC formam um par linear, entdo, pelo
postulado 4.7.2, eles sdo suplementares, de modo que a medida do angulo 2APD é
180 — 6.

Como os angulos 2BPC e +<APD, formam um par vertical, ou seja, seus lados
formam pares de raios opostos, entdo, pelo teorema 4.7.1, eles sdo congruentes, logo, a
medida angular de £BPC também é 180 — 6.

Sendo as areas dos triangulos AAPD, AAPB, ABPC e ACPD, A, A,, A; € A,,

respectivamente, e usando que sen (180 — ) = sen(6), temos que:

A = %plqlsen(180 —-0) = %plqlsen(ﬁ) (3.12.7)
A, = %plqzsen(a) (3.1.8)
A; = %pzqzsen(180 —-0) = %pzqzsen(e) (3.1.9)
A, = %pqusen(e) (3.1.10)
Assim, por (3.1.7), (3.1.8), (3.1.9) e (3.1.10), temos:
A+ A, = %plqlsen(e) + %plqzsen(e) = %pl(ql + gq,)sen(0) = %plqsen(e) (3.1.11)

A3 + Ay = >p2qz5en(0) + 5 p2qisen(8) = 2pa(qs + q2)sen(8) = >paqsen(d) (3.1.12)
Finalmente, pela aditividade de éareas e por (3.1.11) e (3.1.12), a area do

quadrilatero oABCD é:

1 1 1
S=A1+A, +A3+ A, = Eplqsen(e) + Epzqsen(e) =5 (p1 + p2)gsen(6)
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1
S=A+A,+A3;+ A, = qusen(@)
Consequentemente,
1 1 1
§2 = szqzsen2 9) = szqz(l — cos?(0)) = 7 (p2q*—p?q*cos?(H))

S = i[pzqz — (pq cos(@))z] (3.1.13)

Aplicando a lei dos cossenos aos triangulos AAPB, ABPC, ACPD e AAPD, e usando

gue cos(180 — 8) = cos(8), temos que:

a? = p? + q% — 2p,q,cos(8) (3.1.14)
b? = p? + q% — 2p,q,cos(0) (3.1.15)
c? =p2 +qg? — 2p,q,cos(0) (3.1.16)
d? = p? + q? — 2p,q,cos(6) (3.1.17)

Por (3.1.14), (3.1.15), (3.1.16) e (3.1.17), temos:

a? + c? = pf + q5 — 2p1qyc0s(8) + p; + qf — 2p,q,cos(6) =

=pi +p5 + 9 +q5 — 2(p1q2 + p2q1)cos(6) (3.1.18)
b% + d? = p3 + q5 — 2p,q,c0s(0) + p? + q — 2p1q,c0s(6) =
=pi + 05 +qf +q5 + 2(p1q1 + p2q2)cos(6) (3.1.19)

Assim, por, (3.1.18) e (3.1.19), temos:
b? +d* — (a* + ¢*) = 2[(p1(q1 + q2) + P2(q1 + q2)]c0s(8) = 2(p1q + p2q)cos(6) =
= 2q(p; + py)cos(8) © b? + d? — a? — c? = 2pqcos(6) (3.1.20)
Consequentemente, aplicando (3.1.20) em (3.1.13), temos:

1 1 1
57 = 7[p?a* — (pa cos(®))’] = 7p%¢* = 7 (pg cos(8))" =

4
1., 1<b2+d2—(a2+cz)>

2

=37 g 2 -
1, 1(b? +d? — a? — c?)?

=—-p°q° —— =
4 4 4

1 1
_ .22 2 2 2 232
—4pq —16(b +d a —c*)

1
2 — E[4pzqz — (b 4+ d? — a% — ¢?)?]

Assim,

1
S = Z\/4p2q2 — (b2 + d? — a? — ¢?)?




Teorema 3.1.5. Um quadrilatero tangencial obABCD com lados AB =a, BC = b, CD =,

DA = d, e diagonais AC = p, BD = q tem a area

§ = 3@ = (ac = bd)2.
Prova: Pelo teorema 3.1.1, a+ ¢ = b + d. Logo,
(a+c)?=(b+d)?
a’ + c? + 2ac = b* + d* + 2bd
a? — b? + c? —d? = 2bd — 2ac

a’? —b? +c?—d? =2(bd — ac)

Substituindo em S = i\/4p2q2 — (a? — b2 + c2 — d?)2, temos:

1
S = Z\/4p2q2 — (2(bd — ac))’

1
S = Z\/4p2q2 —4(bd — ac)?

S=%Jﬂp%2—wd—aoﬂ

2
§ =V p9)? - (bd — ac)?

S=%J@@2—wd—mﬂ

Portanto a prova esta concluida.

3.2. Condicbes para que o um quadrilatero tangencial seja um quadrilatero pipa

Nesta secdo estudaremos algumas condi¢des para que um quadrilatero tangencial

seja um quadrilatero pipa.

Os resultados obtidos nesta secédo dependem do Postulado das Paralelas.
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Teorema 3.2.1: Considerando um quadrilatero tangencial, temos que as seguintes

afirmacdes sao equivalentes:
(i) O quadrilatero tangencial € um quadrilatero pipa.

(i) A area do quadrildtero tangencial € a metade do produto das medidas das suas
diagonais.

(iii) As diagonais do quadrilatero tangencial sao perpendiculares.

(iv) As cordas tangentes do quadrilatero tangencial sdo congruentes.

(v) Um par de comprimentos tangentes opostos do quadrilatero tangencial é congruente.
(vi) As bimedianas do quadrilatero tangencial sdo congruentes.

(vii) Os produtos das medidas das alturas em relacdo aos lados opostos nos triangulos

nado sobrepostos formados pelas diagonais do quadrilatero tangencial séo iguais.
(viii) O produto das medidas dos lados opostos do quadrilatero tangencial é igual.
(ix) O incentro do quadrilatero tangencial encontra-se na maior diagonal.

Prova: Considerando o quadrilatero oABCD tangencial com lados AB = a, BC = b,CD =,
DA = d, diagonais AC =p e BD =gq, 6 o angulo entre as diagonais, comprimentos das
cordas tangentes e, f e comprimentos das bimedianas r e o, mostraremos que cada um
dos subitens (i) a (vii) sdo equivalentes a (viii), em seguida, que (i) e (ix) séo

equivalentes.
(i) = (viii)

Pela definicdo 2.1.1, o quadrilatero pipa tem dois pares de lados consecutivos

congruentes, entdo a=deb =c.

Logo, [ac = bd]

Logo, o quadrilatero tangencial € um quadrilatero pipa se o produto das medidas
dos lados opostos de um quadrilatero tangencial é igual.

(viii) = (i)

Se ac = bd, peloteorema 3.1.1 a+c = b + d, entéo:



c(a+c)=c(b+4d)
ac +c? =bc+cd
bd + ¢? = bc + cd
bd — bc = cd — ¢?
b(d—c)=c(d—rc)
Sed #centdo b =, logo,de a + c = b + d temos a = d e o quadrilatero é pipa.
Sed =centdoa+c =b+dtemos a = b e o quadrilatero é pipa.

Logo, o produto das medidas dos lados opostos de um quadrilatero tangencial é

igual se o quadrilatero tangencial € um quadrilatero pipa.
(i) & (viii)
Pelo teorema 3.1.2, a é&rea do quadrildtero ©DABCD tangencial &

§ =3V P9)? = (ac — bd)>.

Assim, § = ~/(pq)? — (ac — bd)? = -pq < [ac = bd],

Logo, a area do quadrilatero tangencial € a metade do produto das suas diagonais se, e

somente se, o produto das medidas dos lados opostos de um quadrilatero tangencial é

igual.
(iii) & (viii)

A area do quadrilatero convexo ABCD é S=%pq senf. Pelo teorema 3.1.2,

§ =3V @9)? = (ac = bd)2.

Assim, S = g\/(pq)2 — (ac—bd)? = %pq sen@.

Obtemos |ac = bd| < [6 = 90].

Logo, as diagonais do quadrilatero tangencial sdo perpendiculares se, e somente

se, o produto das medidas dos lados opostos de um quadrilatero tangencial é igual.
(iv) & (viii)
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Pelo teorema 3.1.2, segue que:

(5)2 _ (2(ihg+hgj+gji+jih) Jbd(i+g)(h+)) >2
7 JacG+g)(h+)) 2(ihg+hgj+gji+jin)

(E)Z _ (\/bd(i +g)(h +j))2
f Jac(i+ g)(h+))

2
() = (B = () =%

Entao, |e = f| < |ac = bd|.

Logo, as cordas tangentes do quadrildtero tangencial sdo congruentes se, e
somente se, o0 produto das medidas dos lados opostos de um quadrilatero tangencial é

igual.

Considerando os comprimentos tangentes g, h, i e j do quadrilatero tangencial, de

acordo com as anotagbes do teorema 3.1.1,a=g+h,b=h+i,c=i+jed=j+g.
(Viii) = (v)
Temosque: [ac = bd] & (@+h) (+)=Ch+D)(+g <
& gi—hg—ij+ih=0 (—-—h)(g—1i) =0,

0 que é verdade quando (pelo menos) um par de comprimentos tangentes opostos do

guadrilatero tangencial é congruente.

Logo, o produto das medidas dos lados opostos de um quadrilatero tangencial é
igual se pelo menos um par de comprimentos tangentes opostos do quadrilatero

tangencial € congruente.
(v) = (viii)
Sej=h, a=g+h
b=h+i
c=i+j=i+h

d=j+g=h+g



Entdo,a=d e b =c.
Assim, [ac = bd].
Analogamente para g = i.

Logo, um par de comprimentos tangentes opostos do quadrilatero tangencial é
congruente se o produto das medidas dos lados opostos de um quadrilatero tangencial é

igual.
(vi) & (viii)

Pelo teorema 3.1.4 os comprimentos das bimedianas sé&o r e o, do quadrilatero
tangencial 0ABCD, séo r= %\/p2 +q%?+a?—b%+c?—d? e

o=%\/p2+q2—a2+b2—cz+d2.
r=ooa’—b*+c?—d*=—-a?+b?-c?+d?
r=oeoa’+a?—-b?—b*+c?+c?-d*-d*=0
r=o0e2a?—-2b*>+2c?2-2d*>=0
r=o0e2@*—-b*+c?*-d?*) =0
r=oea’?—b*+c?>—-d*=0
Como o quadrilatero é tangencial, entéo, pelo teorema 3.1.1, a+c = b + d.
Temos que: (a+c)2=(b+d)?
a? + c? + 2ac = b?> + d? + 2bd
a® — b?+ c? —d? = 2bd — 2ac,
Logo, r=o0< 2bd —2ac=0
r=o0e 2(bd—ac)=0

r=o0|<|ac = bd

Logo, as bimedianas do quadrilatero tangencial sédo congruentes se, e somente se,

o produto das medidas dos lados opostos de um quadrilatero tangencial é igual.
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(vii) & (viii)

Seja P o ponto de intersec¢do das diagonais do quadrilatero tangencial DABCD,
gue as dividem em partes w, x e y, z, e considerando as alturas dos triangulos AABP,
ABCP, ACDP, ADAP, em relagéo aos lados a, b, c, d por hy, h,, h3, h, respectivamente, de

acordo com a figura 3.2.1.

Expressando duas vezes a area destes triangulos de duas maneiras diferentes,

onde 0 € o angulo entre as diagonais, obtemos:
ah; = wysen(180 — ) = wysen6 (3.2.1)
bh, = xysen 6 (3.2.2)
ch; = xzsen(180 — 0) = xzsen 6 (3.2.3)
dh, = wzsenf (3.2.4)

A figura 3.2.1 exibe uma representacdo geométrica das alturas dos subtriangulos

de um quadrilatero tangencial.

Figura 3.2.1 — Alturas dos subtriangulos hy, hy, hs, hy

Multiplicando (3.2.1) por (3.2.3) e (3.2.2) por (3.2.4), temos:

ach h; = wxyz sen? 8 = bdh,h,.

Assim, hih; = hy,h,| < |ac = bd|.




Logo, o produto das medidas dos lados opostos do quadrilatero tangencial é igual,
se, e somente se, 0s produtos das medidas das alturas do quadrildtero tangencial em
relacdo aos lados opostos nos triangulos ndo sobrepostos formados pelas diagonais do

guadrilatero tangencial sao iguais.
(i) = (ix)

Na prova da reciproca do teorema 3.1.1, vimos que no caso de um quadrilatero
pipa o incentro encontra-se sobre a maior diagonal do quadrilatero.

(ix) = (i)

Como o incentro encontra-se na maior diagonal de um quadrilatero tangencial
entdo, pelo teorema 4.8.2, esta divide o quadrilatero em dois triangulos congruentes, de
modo que dois pares de lados adjacentes sdo congruentes.

A figura 3.2.2 exibe uma representacdo geométrica de um quadrilatero tangencial e

de seu incentro.

Figura 3.2.2 — O Incentro de um Quadrilatero Tangencial pertence a maior Diagonal

Portanto, a prova esta concluida.

Lema 3.2.2. A circunferéncia inscrita no triangulo AABC com lados a, b, ¢ tem 0 raio

a+b—c LBCA
r = tan .
2 2

A figura 3.2.3, exibe uma representacdo geométrica de uma circunferéncia inscrita

em um triangulo.
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Figura 3.2.3 — Circunferéncia Inscrita em um Tridngulo

Prova: Sendo uma circunferéncia incrita no triangulo AABC com lados a, b, c, precisamos

., a+b—c £LBCA
mostrar queoraloer = T tan( )

Considerando um triangulo AABC com lados a, b, ¢ que possui uma circunferéncia

inscrita de centro I e raio r.

Sendo x, y e z, 0s comprimentos tangentes em cada vértice. Temos que os lados
medem:a=y+z,b=x+zec=x+y.
Entdo,a+b-c=@w+2)+(x+z)—-(x+y)=y+z+x+z—x—y =2z

a+b—c
2

Logo, z =

Considerando o triangulo retdngulo ACOI, onde o cateto r € o raio da circunferéncia
inscrita que é tangente ao lado b, temos que 0 angulo £ICO mede a metade do angulo
£BCA.

Logo, a tangente do angulo 2ICO é dada por: tan 2ICO = g

. £LBCA
ASSIm, tan ( >

) = g e, portanto, r = z tan (‘BZCA)

+b—
Como z = &=

~ +b— £ZBCA .
, entdo temos que r = “—— tan( - ) concluindo a prova.

Teorema 3.2.2: Considerando que as diagonais de um quadrilatero oABCD tangencial
cruzam em P e considerando os raios incritos aos triangulos AABP, ABCP, ACDP, ADAP,
por ry, 1y, 13, 1, respectivamente. Entdo, o quadrilatero € um quadrilatero pipa se, e

Somente Se, T'1 + T'3 == rz + 1‘4.



A figura 3.2.4, exibe uma representacdo geométrica dos circunferéncias inscritas

aos subtriangulos de um quadrilatero tangencial.

Figura 3.2.4 — Circunferéncias Inscritas aos subtridngulos

Prova: Vamos considerar a figura 3.2.1, sendo P o ponto de interseccao das diagonais do
quadrilatero, que as dividem em partes w, x e y, z, e considerando as alturas dos
triangulos AABP, ABCP, ACDP, ADAP, em relacdo aos lados a, b, c, d por hy, h,, hs, h,

180—-60

respectivamente. Sendo tan( ) = cot (g) onde 6 é o angulo entre as diagonais, 0

lema 3.2.2 resulta em:

T'1+T'3=T2+T'4

W+y—at (9)+x+z—ct (9>_x+y—b t(0)+w+z—d t(@)
5 an | > > an |- ) = 5 cot | > cot |

wWH+x+y+z—a—c) tan(g)z (w+x+y+z—b—d)cot(§).

Pelo teorema 3.1.1, a + ¢ = b + d, entdo, temos:

6 7]
wH+x+y+z—a—c) tan(i)z (W+x+y+z—a—c)cot(z)

6 6
wH+x+y+z—a—-c) tan(i)— (W+x+y+z—a—c)cot(5)=0

wH+x+y+z—a—c) [tan(%)—cot(é)]zo
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De acordo com a desigualdade triangular aplicada aos triangulos AABP e ACDP,

temosquew+y>aex+z>c.
Logo,w+x+y+z>a+c.

Assim, respeitando-se as restricdes para 6, temos

0 0 0 1 0 0
tan(—)—cot(—)=0(:)tan(—)= @tanz(—) =le-=4560=90

2 2 2 2

()

Logo, as diagonais sédo perpendiculares.

2

De acordo com o teorema 3.2.1, (iii), um quadrilatero tangencial tem diagonais

perpendiculares se, e somente se, for um quadrilatero pipa, concluindo a prova.



CAPITULO 4 - APENDICE

Neste capitulo, apresentaremos uma construcdo para o modelo de Geometria que

nos interessa nesta dissertacdo, de acordo com E. Moise [1].

4.1 Geometria de Incidéncia

Vamos considerar o espago como um conjunto S, 0s pontos do espago seréo 0s
elementos deste conjunto. Vamos também considerar uma colecao de subconjuntos de S,
chamada de retas, e outra colecdo de subconjuntos de S, chamada de planos. Assim, a
estrutura sera uma tripla [S, L, P], onde os elementos de S, L e P sdo chamados de
pontos, retas e planos, respectivamente.

A apresentacao acima é equivalente a dizermos que 0s termos ponto, reta e plano
séo tomados como indefinidos.

Na matematica formal, as Unicas afirmacdes sobre pontos, retas e planos, sdo as
declaradas nos postulados. Informalmente, no entanto, vamos nos lembrar de possiveis
representacdes das retas e dos planos.

A reta se estica infinitamente para longe em ambos os sentidos. As pontas de seta
sdo usadas para indicar que a reta ndo termina onde a representacdo geométrica mostra
que ela para.

A figura 4.1.1 exibe uma representacao geométrica da reta, descrita acima.

F 3
A
r

Figura4.1.1 — Reta L

O segmento de reta apresenta pontos finais no lugar das setas.

A figura 4.1.2 exibe uma representacdo geomeétrica do segmento de reta, descrito

acima.

T
m

Figura 4.1.2 — Segmento de A para B
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Se os pontos finais sdo A e B, entdo esta figura serd chamada de segmento de A

para B.
O raio é uma "reta" que se estica infinitamente longe em uma so6 diregéo.

A figura 4.1.3 exibe uma representacdo geométrica do raio, descrito acima.

. . -
A B

Figura 4.1.3 — Raio AB

Vamos relembrar alguns postulados:

i) Toda reta e todo plano possuem infinitos pontos. Pontos situados em uma mesma reta
séo chamados de pontos colineares. Pontos situados em um mesmo plano sédo chamados

de pontos coplanares.

ii) Dados quaisquer dois pontos diferentes, ha exatamente uma Unica reta que 0s

contenham.

iii) Dados quaisquer trés pontos néo colineares diferentes, ha exatamente um Unico plano

gue os contenham.

iv) Se dois pontos pertencem a um plano, entdo a reta que os contém se situa no plano.
V) Se dois planos se intersectam, entao a sua interseccado é uma reta.

Teorema 4.1.1: Duas retas diferentes se cruzam, no maximo, em um ponto.

A prova do teorema 4.1.1 se encontra em [1,p.45].

4.2 Relagao Estar-Entre

Uma das ideias mais simples em geometria € a da relacdo estar-entre pontos em

uma reta.

A figura 4.2.1 exibe uma representacdo geométrica para a relacéo estar-entre onde

B esta entre A e C, sobre areta L.



&
A J
-

A B C
Figura 4.2.1 — Ponto B que esta entre os pontos A e C

A figura 4.2.2 exibe uma representacdo geométrica para a relacéo estar-entre onde

B esta entre C e 4, sobre areta L.

(Y B A
Figura 4.2.2 — Ponto B que esta entre os pontos C e A

Definicdo 4.2.1: Sejam A, B e C trés pontos colineares. Se AB + BC = AC, entdo B esta

entre A e C. Neste caso, podemos escrever A — B — C.
Seguem algumas propriedades basicas da relacéo estar-entre:
i)Se A—B —C, entdo, C — B — A.
ii) De quaisquer trés pontos de uma reta, exatamente um deles esta entre os outros dois.

iii) Se A— B — C, entdo A, B e C sao trés pontos diferentes, de uma mesma reta.

4.3 Segmentos, Raios, Angulos e Triangulos

Definicdo 4.3.1: Se A e B sao dois pontos, entdo o segmento entre A e B é 0 conjunto

formado pelos pontos A e B e por todos 0s pontos entre A e B.

A figura 4.3.1 exibe uma representacdo geométrica do segmento entre A e B, que

pertence a reta AB.

Figura 4.3.1 — Segmento 4B pertence a reta AB

O simbolo para indicar o segmento entre A e B € AB. O comprimento do segmento

AB ¢é a distancia entre os pontos 4 e B.

Definicdo 4.3.2: Se A e B séo dois pontos, entdo o raio de A e B é o conjunto de todos 0s

pontos C da reta 4B tal que A ndo esta entre C e B. O ponto A € chamado de ponto de
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extremidade do raio AB. Ou ainda, AB ¢ a unido do segmento AB com o conjunto de

todos os pontos de C talque A— B — C.

A figura 4.3.2 exibe uma representacdo geométrica do raio de A e B.

-— - — — — — o o
A B

¥

Figura 4.3.2 — Raio AB pertence a reta 4B

Como indicado, o simbolo para indicar o raiode Aa B é AB.

Definicdo 4.3.3: Se AB e AC sdo dois raios gue tém o mesmo ponto inicial, mas nao se
encontram na mesma linha, entdo um angulo é a figura que representa a unido destes

raios.

A figura 4.3.3 exibe uma representacdo geométrica do angulo formado pelos raios

AB e AC.

A c

\j

Figura 4.3.3 — Angulo 2BAC

O simbolo para indicar o angulo formado pelos raios AB e AC é £BAC.

Os raios AB e AC s&o chamados de lados do angulo e o ponto A é chamado de

vértice do angulo. Sempre temos 2BAC = £CAB.

Definicdo 4.3.4: Se A, B, e C sdo trés pontos ndo colineares, entdo o conjunto AB U BC U

C é chamado de tridngulo.

A figura 4.3.4 exibe uma representacdo geométrica do triangulo formado pelos

pontos A, B, e C.



Figura 4.3.4 — Triangulo AABC

O simbolo para indicar o triangulo formado pelos pontos 4, B, e C € AABC.

Os trés segmentos AB, BC e AC sdo chamados de lados do triangulo e os pontos

A, B, e C sao os vértices do triangulo. Os angulos do AABC sé@o «BAC, £ACB e £ABC.
Seguem alguns teoremas importantes:

Teorema 4.3.1: Se A e B sdo dois pontos quaisquer, entdo AB = BA.

Teorema 4.3.2: Se C é um ponto de AB, diferente de 4, entdo AB = AC.

Teorema 4.3.3: Se B; e (; sao pontos de AB e AC, diferentes de A, entdo 2BAC =
4B, AC,.

A figura 4.3.5 exibe uma representacao geométrica para £BAC = 2B, AC;.

Figura 4.3.5 — Angulo £BAC é o mesmo que o Angulo 2B, AC,

Teorema 4.3.4: Se AB = CD, entdo os pontos A4 e B, s&0 0s mesmos que 0s pontos C e
D, em alguma ordem. Ou seja, os pontos de extremidade de um segmento sé&o

unicamente determinados pelo segmento.

Teorema 4.3.5: Se AABC = ADEF, entdo os pontos A, B, e C sd0 0S mesmos que 0S
pontos D, E, e F, em alguma ordem. Ou seja, 0s Vvértices de um triangulo sdo unicamente

determinados pelo triangulo.
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4.4 Congruéncia de Segmentos

A ideia intuitiva de congruéncia, para quaisquer duas figuras em geral, € sempre a
mesma. Duas figuras F e G sdo congruentes, se uma pode ser movida de modo a

coincidir com a outra.

A figura 4.4.1 exibe uma representacdo geométrica de figuras congruentes.

OA D> OO

Figura 4.4.1 — Figuras Congruentes

Definicdo 4.4.1: Dois segmentos com 0 mesmo comprimento SA40 sempre congruentes,
ou seja, sendo os segmentos AB e CD, se AB =CD, entdo estes segmentos S&o

congruentes e escrevemos AB = CD.

A figura 4.4.2 exibe uma representacdo geométrica de dois segmentos

congruentes.

A B C D

Figura 4.4.2 — Segmentos Congruentes

Com base nesta definicdo, € facil provar os fatos conhecidos e bastante triviais
sobre congruéncia de segmentos. A relacdo ~, definida no espaco S, é chamada de uma

relacdo de equivaléncia, se garantir as seguintes condicoes:

i) Reflexividade: AB = AB, para cada AB.

ii) Simetria: Se AB = CD, entdo CD = AB.

iii) Transitividade: Se AB = CD e CD = EF, entdo AB = EF.

Definicédo 4.4.2: Se A— M — B, e AM = BM, entdo M é o ponto médio de 4B.
Teorema 4.4.1: Todo segmento tem exatamente um ponto médio.

A figura 4.4.3 exibe uma representacdo geométrica do ponto meédio de um

segmento.
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Figura 4.4.3 — Ponto Médio M de um Segmento AB
A prova do teorema 4.4.1 se encontra em [1,p.71].

4.5 Convexidade

Definicdo 4.5.1: Um conjunto A é chamado convexo, se para cada dois pontos P e Q de

A, 0 segmento PQ esta contido em A.

A figura 4.5.1 exibe trés representacdes geométricas de figuras convexas.

Figura 4.5.1 — Figuras Convexas

Cada um dos conjuntos A, B, e C, mostrados acima, sdo uma regido no plano. Por
exemplo, o conjunto A é a unido de um triangulo com todos 0s pontos que se encontram

no interior do mesmo.

llustramos a convexidade dos conjuntos A, B, e C, desenhando alguns dos

segmentos PQ.

Para mostrar que um conjunto, digamos D, ndo € convexo, temos que mostrar que
existem dois pontos P e Q, ambos pertencentes a D, tais que 0 segmento PQ n&do esta em
D.

A figura 4.5.2 exibe trés representacdes geométricas de figuras ndo convexas.
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Figura 4.5.2 — Figuras N&o Convexas
Um conjunto convexo pode ser "fino e pequeno”, como por exemplo, cada

segmento PQ € um conjunto convexo € um conjunto com um Unico ponto também é

convexo.

Considerando um plano E e uma reta L pertencente ao plano, as partes de E, que

se encontram dos dois lados da reta L, sdo ambas convexas.

A figura 4.5.3 exibe uma representacdo geométrica de um plano E dividido, pela

reta L, em dois semiplanos H, e H,.

Figura 4.5.3 — Semiplanos H; e H,

Definigcdo 4.5.2: Os conjuntos H, e H, sdo chamados de semiplanos do plano E. Onde,
H, é a parte do plano que se encontra em cima e a esquerda da reta L, e H, € a parte do

plano que se encontra em baixo e a direita da reta L.



Como ja foi visto, para ilustrar a convexidade de cada semiplano, basta mostrar a

existéncia de dois pontos P e Q, ambos pertencentes ao mesmo semiplano de E, tais que

0 segmento PQ também pertence ao mesmo semiplano de E.

Note-se, evidentemente, que se T pertence a H, e U pertence a H,, entdo, o

segmento TU sempre intersecta a linha.

Teorema 4.5.1: O postulado de Pasch: Dado um triangulo AABC, e uma reta L no mesmo

plano. Se L contém um ponto E, entre A e C, entdo L intersecta ou AB ou BC.

A figura 4.5.4 exibe uma representacdo geométrica do postulado de Pasch.

Figura 4.5.4 — O Postulado de Pash

A prova do teorema 4.5.1 se encontra em [1,p.74].

4.6 Teoremas de Separacgéo

Teorema 4.6.1: Se os pontos P e Q encontram-se em lados opostos da reta L, e 0s
pontos Q e T também encontram-se em lados opostos de L, entdo P e T encontam-se no

mesmo lado da reta L.

A figura 4.6.1 exibe uma representacéo geométrica do teorema 4.6.1.

Figura 4.6.1 — Pontos de um mesmo lado de uma reta
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Teorema 4.6.2: Se os pontos P e Q encontram-se em lados opostos da reta L, e 0s
pontos Q e T encontram-se no mesmo lado de L, entdo P e T encontram-se em lados

opostos da reta L.

A figura 4.6.2 exibe uma representacdo geométrica do teorema 4.6.2.

Figura 4.6.2 — Pontos de lados opostos de uma reta

Definicdo 4.6.1: Sejam A, B e C trés pontos colineares, se A — B — C, entéo, 0s raios BA

e BC sdo chamados de raios opostos.

A figura 4.6.3 exibe uma representacao geométrica de dois raios opostos.

&

A J

= |
m
o N |

Figura 4.6.3 — Raios Opostos

Teorema 4.6.3: Sejam uma reta e um raio que ndo se encontra sobre a reta, mas cujo
ponto extremo pertencente a reta. Entdo todos os pontos do raio, exceto o ponto extremo,

encontram-se do mesmo lado da reta.

A figura 4.6.4 exibe uma representacdo geométrica do teorema 4.6.3.

&
r

-7 A

,....-"
&~ 7
Figura 4.6.4 — Pontos de um raio em relagcdo a uma reta
Definicdo 4.6.2: Dado um angulo £BAC, o interior deste angulo € a intersecc¢do do lado
de AB que contém C, com o lado de AC gue contém B. Desse modo, um ponto D

encontra-se no interior do angulo £BAC, se D e B estdo no mesmo lado de AC,eseDeC



estdo no mesmo lado de 4B. O exterior do angulo £BAC é o conjunto de todos os pontos

do plano que ndo se encontram nem no angulo, nem no seu interior.

A figura 4.6.5 exibe uma representacdo geométrica do interior e do exterior de um

angulo £BAC.

Exterior
*D
Interior

Y

Exterior

Figura 4.6.5 — Interior e Exterior do angulo £ZBAC

Teorema 4.6.4: Cada lado do triangulo encontra-se, exceto para 0s pontos de
extremidade, no interior do angulo oposto.

A figura 4.6.6 exibe uma representacdo geométrica do teorema 4.6.4.

A C
Figura 4.6.6 — Lado pertencente ao interior do &ngulo oposto

No triangulo AABC, o angulo ZBAC é oposto ao lado BC.

Teorema 4.6.5: Se o ponto F encontra-se no interior do angulo £BAC, entio AF — F

pertence ao interior do do angulo £BAC.

A figura 4.6.7 exibe uma representacdo geométrica do teorema 4.6.5.
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F

— =
A c

Figura 4.6.7 — Raio pertencente ao interior de um angulo

No triangulo AABC, o angulo 2BAC é oposto ao lado BC.

Teorema 4.6.6: O Teorema da Barra Transversal. Se D encontra-se no interior de 2BAC,

entdo, 4D intersecta BC, em um ponto entre B e C.

A figura 4.6.8 exibe uma representacdo geométrica do teorema trave.

Figura 4.6.8 — Teorema Trave

A prova do teorema 4.6.6 se encontra em [1,p.82].

4.7 Medida Angular

Definicdo 4.7.1: A medida de um angulo é dada por uma funcdo m, definida para os

angulos, com nameros reais como valores da fungéo.
O simbolo para indicar a medida do angulo 2ABC é mzABC.

Postulado 4.7.1: O Postulado da Adicdo de angulos. Se D estd no interior do angulo
£BAC, entdo m£BAC = m£BAD + m£DAC.



Definicdo 4.7.2: Se dois raios AB e AC sdo opostos, e sendo AD um terceiro raio, entso

os angulos 2DAB e £DAC formam de par linear.

A figura 4.7.1 exibe uma representacdo geométrica de um par linear.

Figura 4.7.1 — Par Linear

Definicdo 4.7.3: Se a soma das medidas angulares de dois angulos é 180, entdo, os dois

angulos sao chamados de angulos suplementares.

Postulado 4.7.2: O Postulado Suplementar. Se dois angulos formam um par linear, entdo

eles sédo suplementares.

Definicdo 4.7.4: Dados dois angulos 2ABC e «DEF, se m£ABC = m«DEF, entdo 0s

angulos sao chamados de angulos congruentes, e podemos escrever £LABC = «DEF.

A figura 4.7.2 exibe uma representacdo geométrica de dois angulos congruentes.

B A, E D

Figura 4.7.2 — Angulos Congruentes
Definicdo 4.7.5: Se os angulos de um par linear sdo congruentes, entdo cada um deles &

chamado de angulo reto.

A figura 4.7.3 exibe uma representacdo geométrica de um angulo reto.
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C A B

Figura 4.7.3 — Angulo Reto

Usando o postulado 4.7.1 e as defini¢cbes 4.7.2 e 4.7.4, que dizem que os angulos
gue formam um par linear sdo suplementares e que a soma de suas medidas angulares é
180 e que os angulos sdo congruentes, temos que a medida angular de um angulo reto &

90, ou seja, metade da medida angular de dois angulos suplementares.

Definicdo 4.7.6: Se a unido de dois raios € um angulo reto, entdo, os raios sdo chamados

de raios perpendiculares.

A figura 4.7.4 exibe uma representacédo geométrica de dois raios perpendiculares.

A B

Figura 4.7.4 — Raios Perpendiculares AB e AC
O simbolo para indicar que os raios AB e AC sao perpendiculares, € AB 1 AC.
Neste caso, nés podemos dizer também que as retas AB e AC sao perpendiculares e,

assim, temos que 4B L AC.

Dois segmentos AB e BC sdo perpendiculares se as retas que 0s contém so
perpendiculares. Logo, AB 1 AC, e por sua vez, a unido de duas retas contém um angulo

reto.

Definicdo 4.7.7: Um éangulo que possui medida angular menor que 90 é chamado de

angulo agudo.

A figura 4.7.5 exibe uma representacdo geométrica de um angulo agudo.
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Figura 4.7.5 — Angulo agudo

Definicdo 4.7.8: Um angulo que possui medida angular maior que 90 € chamado de

angulo obtuso.

A figura 4.7.6 exibe uma representacdo geométrica de um angulo obtuso.

B A

Figura 4.7.6 — Angulo Obtuso

Definicdo 4.7.9: Se a soma das medidas angulares de dois angulos é 90, entdo, os dois

angulos sdo chamados de angulos complementares.

Definicdo 4.7.10: Se B—A—E, C—A—D e as retas AB e AD sdo diferentes, entdo
£BAC e £DAE formam um par vertical, ou seja, dois angulos formam um par vertical se

seus lados formam pares de raios opostos.

A figura 4.7.7 exibe uma representacdo geométrica de um par vertical.

Figura 4.7.7 — Par Vertical
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Teorema 4.7.1: O Teorema do Angulo Vertical. Se dois angulos formam um par vertical,

entdo, eles sdo congruentes, ou seja, Se B—A—E, C—A—D e as retas AB e AD sdo

diferentes, entdo £BAC = «DAE.

A figura 4.7.8 exibe uma representacdo geométrica dos angulos congruentes de
um par vertical.

Figura 4.7.8 — Angulos Congruentes de um Par Vertical

A prova do teorema 4.7.1 se encontra em [1,p.99].

Teorema 4.7.2: Se duas retas se intersectam formando um &angulo reto, entdo elas

formam quatro angulos retos entre elas.

4.8 Congruéncia de Triangulos
Dois triangulos sdo chamados congruentes se ha alguma correspondéncia entre

seus veértices, seus lados e seus angulos.

Definicdo 4.8.1: Dados os triangulos AABC e ADEF, e uma correspondéncia de um-para-
um ABC < DEF entre 0s seus Vvértices. Se cada par de lados correspondentes sao
congruentes, e cada par de angulos correspondentes sdo congruentes, entdo a

correspondéncia é uma congruéncia. Ou seja, a correspondéncia ABC < DEF é uma
congruéncia se atender a todos as seis seguintes condices: AB = DE, AC = DF,

BC = EF, £BAC = LEDF, 2.CBA = LFED e £ACB = /DFE.
Se ABC < DEF é uma congruéncia, entdo nos escrevemos: AABC = ADEF.

A figura 4.8.1 exibe uma representacdo geométrica de dois triangulos congruentes.



A C D F
Figura 4.8.1 — Triangulos Congruentes
Para verificar se uma determinada correspondéncia é uma congruéncia, ndo é
preciso verificar todos os seis pares de partes correspondentes, para isso, temos o

postulado basico da congruéncia:

Postulado 4.8.1: LAL: Dada uma correspondéncia entre dois triangulos. Se dois lados e
o0 angulo entre estes lados, do primeiro tridangulo, sdo congruentes, com as partes
correspondentes do segundo triangulo, entdo a correspondéncia ABC < DEF € uma

congruéncia. Este caso é chamado de LAL, que significa Lado-Angulo-Lado.

A figura 4.8.2 exibe uma representacdo geométrica de dois triangulos congruentes,

pelo caso LAL.

A C D F

Figura 4.8.2 — Tridngulos Congruentes (LAL)

Neste caso, temos que AB = DE, 2BAC = +EDF e AC = DF.

Definicdo 4.8.2: Um triangulo que possui dois lados congruentes é chamado de triangulo

isosceles.

A figura 4.8.3 exibe uma representacédo geométrica de um triangulo isésceles.
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Figura 4.8.3 — Triangulo Is6sceles

Definicdo 4.8.2: Um triangulo que nao é isdsceles € chamado de tridangulo escaleno.

A figura 4.8.4 exibe uma representacdo geométrica de um triangulo escaleno.

A c

Figura 4.8.4 — Tridngulo Escaleno

Definicdo 4.8.3: Um triangulo que possui trés lados congruentes € chamado de triangulo

equilatero.

A figura 4.8.5 exibe uma representacdo geométrica de um triangulo equilatero.

o
)

Figura 4.8.5 — Triangulo Equilatero

Teorema 4.8.1: O Teorema do Triangulo Isésceles. Se dois lados de um triangulo s&o
congruentes, entdo, os angulos opostos aos lados congruentes sdo congruentes. Ou seja,

os angulos da base de um triangulo isdsceles sdo congruentes.



A figura 4.8.6 exibe uma representacdo geométrica do teorema do triangulo
isésceles.

A C
Figura 4.8.6 — Teorema do Tridngulo Is6sceles

Temos que, dado um tridngulo AABC, se BA = BC, entdo, ZBAC = £BCA.
A prova do teorema 4.8.1 se encontra em [1,p.105].

Corolério 4.8.1: Todo triangulo equilatero é equiangulo, ou seja, em um triangulo

equilatero, todos os trés angulos sdo congruentes.

Teorema 4.8.2: O Teorema ALA: Dada uma correspondéncia entre dois triangulos. Se
dois angulos e o lado entre estes angulos, do primeiro triangulo, sdo congruentes com as
partes correspondentes do segundo triangulo, entdo, a correspondéncia ABC < DEF é

uma congruéncia. Este caso é chamado de ALA, que significa Angulo-Lado-Angulo.

A figura 4.8.7 exibe uma representacdo geométrica de dois triangulos congruentes,
pelo caso ALA.

A C D F

Figura 4.8.7 — Triangulos Congruentes (ALA)

Neste caso, temos que 2£BAC = 2£EDF, AB = DE e +CBA = <FED.

A prova do teorema 4.8.2 se encontra em [1,p.107].
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Corolario 4.8.2: Se dois angulos de um tridangulo sdo congruentes, entdo os lados

opostos s&o congruentes.
Corolario 4.8.3: Todo triangulo equiangular é equilatero.

Teorema 4.8.3: O Teorema LLL: Dada uma correspondéncia entre dois triangulos. Se
todos os trés pares de lados correspondentes sao congruentes, entdo, a correspondéncia
ABC < DEF é uma congruéncia. Este caso é chamado de LLL, que significa Lado-Lado-
Lado.

A figura 4.8.8 exibe uma representacdo geométrica de dois triangulos congruentes,

pelo caso LLL.

A C D F

Figura 4.8.8 — Triangulos Congruentes (LLL)

Neste caso, temos que AB = DE, BC = EF e AC = DF.
A prova do teorema 4.8.3 se encontra em [1,p.108].

Definicdo 4.8.4: Dado o angulo 2BAC, se D for um ponto do interior do 2BAC tal que

¢BAD = +CAD, dizemos que AD é a bissetriz do angulo 2BAC.

A figura 4.8.9 exibe uma representacdo geométrica de uma bissetriz de um angulo.

A c

Figura 4.8.9 — Bissetriz de um Angulo

Teorema 4.8.4: Cada angulo tem exatamente uma bissetriz.



A prova do teorema 4.8.4 se encontra em [1,p.109 e 110].

4.9 Desigualdades Geométricas
Definicdo 4.9.1: Se A—C — D, entdo o angulo 2BCD é um angulo externo do triangulo
AABC.

A figura 4.9.1 exibe uma representacdo geomeétrica de um angulo externo de
triangulo.

>
A c O

Figura 4.9.1 — Angulo Externo de um Triangulo

Definicdo 4.9.2: Todo triangulo tem seis angulos externos e estes seis angulos formam

trés pares verticais.

A figura 4.9.2 exibe uma representacdo geométrica dos angulos externos de
triangulo.

Figura 4.9.2 — Angulos Externos de um Triangulo
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Teorema 4.9.1: Qualquer angulo externo de um triangulo € maior do que cada um dos
seus angulos internos, ou seja, dado o triangulo AABC, se A—C — D, entdo #«BCD >
2ABC.

A figura 4.9.3 exibe uma representacdo geométrica do teorema 4.9.1.

Figura 4.9.3 — Angulo Externo maior que os Angulos Internos de um Triangulo

A prova do teorema 4.9.1 se encontra em [1,p.117 e 118].

Corolério 4.9.1: A reta perpendicular a uma reta dada, através de um determinado ponto
externo, é unica. Ou seja, dada uma reta L, e seja P um ponto ndo pertencente a L, entao,

ha apenas uma reta que passa por P que é perpendicular a L.

A prova do coroléario 4.9.1 se encontra em [1,p.118].

s

Teorema 4.9.2: O menor segmento que liga um ponto a uma reta € 0 segmento
perpendicular. Ou seja, dada uma reta L, seja P um ponto ndo pertencente a L, seja Q 0
pé da perpendicular a L em relacdo a P, e seja R qualquer outro ponto de L. Entdo
PQ < PR.

A figura 4.9.4 exibe uma representacédo geométrica do teorema 4.9.2.

-

-
S Q R

Figura 4.9.4 — Segmento Perpendicular € o menor



A prova do teorema 4.9.2 se encontra em [1,p.120].

Teorema 4.9.3: A Desigualdade Triangular. Em qualquer triangulo, a soma dos
comprimentos de quaisquer dois lados € maior que o comprimento do terceiro lado. Ou

seja, Se A, B e C sé&o pontos nao colineares, entdo AB + BC > AC.
A prova do teorema 4.9.3 se encontra em [1,p.120 e 121].

Teorema 4.9.4: O Teorema LAA: Dada uma correspondéncia entre dois triangulos. Se
dois angulos e um lado do primeiro triangulo sao congruentes com as partes
correspondentes do segundo, entdo, a correspondéncia ABC < DEF é uma congruéncia.

Este caso € chamado de LAA, que significa Lado-Angulo-Angulo.

A figura 4.9.5 exibe uma representacdo geométrica de dois triangulos congruentes,
pelo caso LAA.

A C D F

Figura 4.9.5 — Triangulos Congruentes (LAA)

Neste caso, temos que AB = DE, 2BAC = +EDF e +BCA = LEFD.
A prova do teorema 4.9.4 se encontra em [1,p.123].

Definicdo 4.9.3: Um tridangulo € chamado de tridangulo retdngulo se um dos seus angulos

€ um angulo reto.

Definicdo 4.9.4: Em um tridngulo retdngulo, o lado oposto ao angulo reto é chamado de

hipotenusa, e os outros dois lados sdo chamados de catetos.

A figura 4.9.6 exibe uma representacdo geometrica de um triangulo retangulo e de
seus lados.
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hipotenusa
cateto menor

A, cateto maior =

Figura 4.9.6 — Tridngulo Retangulo

Teorema 4.9.5: O Teorema Hipotenusa-Cateto: Dada uma correspondéncia entre dois
triangulos. Se a hipotenusa e um cateto de um triangulo sdo congruentes com as partes

correspondentes do segundo, entéo, a correspondéncia ABC < DEF € uma congruéncia.

A figura 4.9.7 exibe uma representacdo geométrica de dois triangulos retangulos
congruentes.

Figura 4.9.7 — Triangulos Retangulos Congruentes

Neste caso, temos que AB = DE, BC = EF e £BAC = +EDF = 90.

A prova do teorema 4.9.5 se encontra em [1,p.124].

4.10 Condigdes Suficientes para o Paralelismo

Definicdo 4.10.1: Duas retas séo paralelas se elas se encontram no mesmo plano, mas
nao se cruzam.

A figura 4.10.1 exibe uma representacdo geométrica de duas retas paralelas.



F 3

"
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—

F
v
—
J

Figura 4.10.1 — Retas Paralelas L, e L,

O simbolo que indica que duas retas sdo paralelas € //. Assim, temos que L, // L.

Por uma questdo de conveniéncia, diremos que dois segmentos sao paralelos se
as retas que os contém séo paralelas. Vamos aplicar o mesmo termo para uma reta e um

segmento, um segmento e um raio, e assim por diante.

Teorema 4.10.1: Se duas retas se encontram no mesmo plano, e sao perpendiculares a
mesma reta, entéo elas sao paralelas. Ou seja, sendo L, e L,, e T trés retas, de tal modo
quel, L Tel, LT.Entdo, L,//L,.

A figura 4.10.2 exibe uma representacdo geométrica de duas retas perpendiculares
a uma mesma reta.

AT
- = t—‘ > L1
- t—‘ -
0 2
Y

Figuras 4.10.2 — Retas perpendiculares a uma mesma reta T

A prova do teorema 4.10.1 se encontra em [1,p.149].

Teorema 4.10.2: Dados uma reta e um ponto, ndo pertencente a reta, sempre existe pelo

menos uma reta que passa pelo ponto dado que é paralela a reta dada.
A prova do teorema 4.10.2 se encontra em [1,p.149].

Definicdo 4.10.3: Se L4, L, e T sé&o trés retas em um mesmo plano, e T intersecta L, € L,

em dois pontos diferentes P e Q, respectivamente, entdo T € a transversal de L, e L,.

A figura 4.10.3 exibe uma representacdo geométrica de uma reta tranversal.

67



68

Figura 4.10.3 — Reta Transversal T
Definicdo 4.10.4: Se T é uma reta transversal as retas L, e L,, que intersecta L, e L, nos
pontos P e Q, respectivamente, e A e D sdo pontos de L, e L,, respectivamente, e se
encontram em lados opostos de T, entdo os angulos 2APQ e «PQD sdo chamados de

angulos alternos internos.

A figura 4.10.4 exibe uma representacdo geométrica de angulos alternos internos.

Figura 4.10.4 — Angulos Alternos Internos
Analogamente, se os pontos B e C séo pontos de L, e L,, respectivamente, e se
encontram em lados opostos de T, entdo os angulos 2CQP e «QPB sdao chamados de

angulos alternos internos.

Teorema 4.10.3: Dadas duas retas e uma transversal, se um par de angulos alternos

internos é congruente, entdo, as retas sao paralelas.
A prova é feita utilizando o teorema 4.12.5.

Definicdo 4.10.5: Sendo T uma reta transversal as retas L, e L,, que intersecta L, € L,

nos pontos P e Q, respectivamente, se A é um ponto de L, e C € um ponto de L,, que se



encontram no mesmo lado de T, e o ponto E é um ponto da reta T, que se encontra no
lado oposto de Q relagdo a P, entdo os angulos £APE e £CQP sédo chamados de angulos

correspondentes.

A figura 4.10.5 exibe uma representacdo geométrica de angulos correspondentes.

Figura 4.10.5 — Angulos Correspondentes

Analogamente, se A € um ponto de L; e C é um ponto de L,, que se encontram no
mesmo lado de T, e o ponto F é um ponto da reta T, que se encontra no lado oposto de P
em relacdo a Q, entdo os angulos 2ZAPQ e «CQF sao chamados de angulos

correspondentes.

Analogamente, se B € um ponto de L, e D € um ponto de L,, que se encontram no
mesmo lado de T, e o ponto E é um ponto da reta T, que se encontra no lado oposto de Q

em relagdo a P, entdo os angulos «BPE e «DQP s&o chamados de angulos

correspondentes.

Analogamente, se B € um ponto de L, e D é um ponto de L,, que se encontram no
mesmo lado de T, e o ponto F é um ponto da reta T, que se encontra no lado oposto de P
em relagdo a Q, entdo os angulos 242BPQ e «DQF s&o chamados de angulos

correspondentes.

Teorema 4.10.4: Dadas duas retas e uma transversal, se um par de angulos

correspondentes € congruente, entdo, um par de angulos alternos internos é congruente.
A prova é feita utilizando o teorema 4.11.6.

Teorema 4.10.5: Dadas duas retas e uma transversal, se um par de &angulos

correspondentes € congruente, entéo, as retas sao paralelas.
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A prova é feita utilizando o teorema 4.11.6.

4.11 Desigualdade Béasica para Soma dos Angulos de um Triangulo

Teorema 4.11.1: Todo triangulo retangulo possui apenas um angulo reto e os outros dois

angulos agudos.

Teorema 4.11.2: A hipotenusa de um triangulo retangulo € maior do que qualquer um dos

catetos.

Teorema 4.11.3: No triangulo AABC, sendo D o pé da perpendicular de B em relacao a

AC. Se AC é o maior lado do triangulo AABC, entdo A — D — C.

A figura 4.11.1 exibe uma representacdo geométrica do teorema 4.11.3.

A D C

Figura 4.11.1 — Pé da Perpendicular

4.12 Postulado das Paralelas

Postulado 4.12.1: Postulado das Paralelas Euclidianas. Dada uma reta L e um ponto P,
externo a ela, existe apenas uma reta que passa pelo ponto dado e que € paralela a reta
dada.

A figura 4.12.1 exibe uma representacdo geométrica do Postulado das Paralelas

Euclidianas.

F 3
¥
—

Figura 4.12.1 — Postulado das Paralelas Euclidianas

Sobre as retas paralelas, temos os seguintes teoremas:



Teorema 4.12.1: Considerando duas retas e uma transversal, se as retas dadas sao

paralelas entdo cada par de angulos alternos internos é congruente.

A figura 4.12.2 exibe uma representacdo geométrica do teorema 2.4.1.

T
Cl
4 * L,
2
1
+ >,
F' <

Figura 4.12.2 — Angulos Alternos Internos Congruentes

A prova do teorema 4.12.1 se encontra em [1,p.160].

Teorema 4.12.2: Considerando duas retas e uma transversal, se as retas dadas sao

paralelas entdo cada par de angulos correspondentes é congruente.

A figura 4.12.3 exibe uma representacao geométrica do teorema 4.12.2.

i =.L1

Figura 4.12.3 — Angulos Correspondentes Congruentes

A prova do teorema 4.12.2 é analoga a prova do teorama 4.12.1.
Teorema 4.12.3: Em qualquer triangulo AABC temos: m£CAB + m£ABC + m«£BCA = 180.
A figura 4.12.4 exibe uma representacdo geométrica do teorema 4.12.3.
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&

Figura 4.12.4 — Soma dos Angulos Internos de um Triangulo

A prova do teorema 4.12.3 se encontra em [1,p.161].
Teorema 4.12.4: Os angulos agudos de um triangulo retangulo sdo complementares.
A prova é feita utilizando o teorema 4.12.3.

Teorema 4.12.5: Em qualquer triangulo, a medida de um angulo externo € a soma das

medidas dos seus dois angulos internos opostos.

A figura 4.12.5 exibe uma representacdo geométrica do teorema 4.12.5.

Figura 4.12.5 — A medida do Angulo Externo é a Soma das
medidas dos angulos Internos Opostos de um Tridngulo

Teorema 4.12.6: No plano, duas retas paralelas a uma terceira reta, sdo paralelas umas

as outras.

Teorema 4.12.7: Se uma transversal é perpendicular a uma das duas retas paralelas,

entdo ela é perpendicular a outra reta.



4.13 Proporcionalidades

Definicdo 4.13.1: Dadas duas sequéncias de numeros positivos a,, by, ¢y, ... € a,, by, ¢y, ...

p: b ~ . A . ~
Se é verdade que Z2=2=2=.. entdo dizemos que as duas sequéncias S&o

a by C1

proporcionais, e escrevemos:
al, bl’ Cl’ ~a2, bz, Cz, T

Definicdo 4.13.2: A proporcao constante,

a b [
k:—2:—2:—2:..-’

aq bl C1
€ chamada de constante de proporcionalidade.

Podemos notar que uma relacdo de proporcionalidade € simétrica. Isto €, se

al, bll Cll "’az, bz, Cz, ey entéo az, bz, Cz, ~a1, bl' Cll PP

Podemos notar também, que a constante de proporcionalidade, depende da ordem
em gue as sequéncias sdo escritas. Se invertermos a ordem, temos uma nova constante

que é o inverso da antiga.
Teorema 4.13.1: Se a,b~c,d, entdo a,c~b, d, e reciprocamente.

. . . . . . c d . ‘g b d
Prova: A primeira proporuonahdade S|gn|f|ca que E = Z' ea segunda S|gn|f|ca que E = ;

Trivialmente, estas equacfes sao equivalentes.

4.14 Semelhancgas de Triangulos

Definic&o 4.14.1: Dados os triangulos AABC e ADEF e a correspondéncia ABC < DEF, se
a,b,c~d,e, f, entdo podemos dizer que os lados correspondentes s&o proporcionais. Se
os lados correspondentes sé&o proporcionais, e todo par de angulos correspondentes sao
congruentes, entdo nés podemos dizer que a correspondéncia é uma semelhanca e que

os triangulos sdo semelhantes.
Se ABC < DEF é uma semelhanca, entdo nos escrevemos: AABC~ADEF.

Sabemos que a expressao AABC = ADEF diz que os triangulos AABC e ADEF séo
congruentes e temos que «BAC = £EDF, £ACB = £DFEF e +4CBA = +FED, temos
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também que AB = DE, BC = EF e AC = DF. Da mesma forma, a partir da expressdo
AABC~ADEF que diz que os triangulos AABC e ADEF sdo semelhantes, temos que
AB,AC,BC~DE,DF,EF.

Intuitivamente falando, dois triangulos sdo semelhantes, se eles tém a mesma
forma, embora ndo necessariamente o mesmo tamanho. Parece que a forma deve ser

determinada pelos angulos sozinhos, e isto é verdade.

Teorema 4.14.1: O Teorema da Semelhanca AAA. Dada uma correspondéncia entre dois
triangulos. Se os angulos correspondentes sdo congruentes, entdo a
correspondéncia ABC < DEF é uma semelhanca. Este caso é chamado de AAA, que

significa Angulo- Angulo- Angulo.

A figura 4.14.1 exibe uma representacdo geométrica de dois triangulos

semelhantes, pelo caso AAA.

A b »

Figura 4.14.1 — Tridngulos Semelhantes (AAA)

Neste caso, temos que £BAC = £EDF, £LACB = «DFE e £CBA = £FED.
A prova do teorema 4.14.1 se encontra em [1,p.175].

Teorema 4.14.2: O Teorema da Semelhangca AA. Dada uma correspondéncia entre dois
triangulos. Se dois pares de angulos correspondentes sdo congruentes, entdo a
correspondéncia ABC < DEF €& uma semelhanca. Este caso é chamado de AA, que

significa Angulo- Angulo.
A prova do teorema é 4.14.2 é analoga a prova do teorema 2.6.1.

Teorema 4.14.3: O Teorema da Semelhanca LLL. Dada uma correspondéncia entre dois

triangulos. Se dois lados correspondentes sao proporcionais, entdo o0s angulos



correspondentes sdo congruentes, e a correspondéncia ABC < DEF é uma semelhanca.

Este caso é chamado de LLL, que significa Lado-Lado-Lado.

A figura 4.14.2 exibe uma representacdo geométrica de dois triangulos
semelhantes, pelo caso LLL.

B
a E
[
N
A b C D = F

Figura 4.14.2 — Tridngulos Semelhantes (LLL)

Neste caso, temos que AB,AC,BC~DE, DF,EF.
A prova do teorema 2.6.3 se encontra em [1,p.176 e 177].

Teorema 4.14.4: O Teorema da Semelhanca LAL. Dada uma correspondéncia entre dois
triangulos. Se dois pares de lados correspondentes sdo proporcionais, e o angulo entre
estes pares sdo congruentes, entdo a correspondéncia ABC < DEF € uma semelhanca.

Este caso é chamado de LAL, que significa Lado-Angulo-Lado.

figura 4.14.3 exibe uma representacdo geométrica de dois triangulos semelhantes,
pelo caso LAL.

B
3 E
C
f/bd\
A C D F

Figura 4.14.3 — Tridngulos Semelhantes (LAL)

Neste caso, 4.14.4 se encontra em [1,p.178].

Teorema 4.14.5: Dada uma semelhangca entre dois triangulos. Se um par de lados

correspondentes é congruente, entdo a correspondéncia ABC < DEF é uma congruéncia.
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4.15 Teorema de Pitdgoras

Teorema 4.15.1: A altura relativa a hipotenusa de um triangulo retangulo divide o
triangulo em dois triangulos dos quais cada um é semelhante ao primeiro. Isto €, seja um

triangulo retangulo AABC, com o angulo reto em A, e seja D o pé da perpendicular de A

em relagdo a BC. Entdo AABC~ADBA~ADAC.

A figura 4.15.1 exibe uma representacdo geométrica do teorema 4.15.1.

B D C
Figura 4.15.1 — Triangulo Retangulos Semelhantes

Neste caso, temos que £ZABC = £CAD, £BCA = £DAB e £CAB = £ADC = £ADB.

Teorema 4.15.2: Teorema de Pitdgoras. Em um tridngulo retangulo, o quadrado da
medida da hipotenusa é igual a soma dos quadrados das medidas dos catetos. Isto €,
Seja o triangulo retangulo AABC com o angulo reto em A, com catetos de comprimento b

e ¢, e hipotenusa a, entdo, o teorema de Pitagoras diz que a? = b? + c2.

A figura 4.15.2, exibe uma representacao geométrica do teorema de Pitdgoras.

h
v

a

Figura 4.15.2 — Teorema de Pitagoras

Prova: Pelo teorema 4.15.1, temos que AABC~ADBA~ADAC. Entéo, h, f,c~b,c,a~g, h,b.

Vamos calcular f, g em termos de a, b, e c, e, em seguida, usar o fato de que f + g = a.



f_c¢ —< g_»b b N Y . g
De c—a,temosf—a.De b—a,temOSg—a.Portanto,f+g—a+a— —=a

Logo, b? + ¢? = a?, que era para ser provado.

4.16 Lugares Geométricos

Defini¢do 4.16.1: Dado o segmento AB, contido em um plano do espaco, a mediatriz do

segmento AB é o lugar geométrico dos pontos P tais que PA = PB.

A figura 4.16.1 exibe uma representacdo geométrica de uma mediatriz.

Tmtz AB
_w T
- o
A B

Figura 4.16.1 — Mediatriz do segmento AB
Proposicéo 4.16.1: A mediatriz de um segmento AB, contido em um plano do espaco, é a

reta perpendicular a reta 4B, que passa pelo ponto médio M do segmento AB.
A figura 4.16.2 exibe uma representacdo geométrica da proposicao 4.16.1.

mtz AB

n M 5

Figura 4.16.2 — Ponto Médio M e Perpendicularidade

77



78

Demonstracdo: Seja M o ponto médio do segmento AB, pela definicdo 4.4.2, temos que
AM = BM. Logo, M pertence a mediatriz do segmento AB. Seja um ponto P qualquer,
pertencente a mediatriz do segmento AB, entdo, pela definicido 4.16.1, temos que
PA = PB. Considerando também o segmento PM, pelo teorema 4.8.3, temos que 0s
triangulos APAM e APBM s&o congruentes (caso LLL). Como os angulos £PMA e £PMB
sdo congruentes e formam um par linear, entdo, pela definicdo 4.7.5, os angulos sdo

retos.

Proposicdo 4.16.2: Se P é um ponto qualquer pertencente a bissetriz de um angulo

£BAC, entdo as distancias de P aos raios 4B e AC sd0 congruentes.

A figura 4.16.3 exibe uma representacdo geométrica da proposicao 4.16.2.

Figura 4.16.3 — Bissetriz do Angulo ZBAC

Demonstracdo: Dados o angulo ZBAC e sua bissetriz AD, pela definicdo 4.8.4, temos
que £BAD = «DAC e o ponto D pertence ao interior do angulo £BAC. Sendo P um ponto
qualquer pertencente a bissetriz de um angulo 2BAC, e sendo B; 0 pé da perpendicular
de P em relacdo a AB e C; 0 pé da perpendicular de P em relacdo a AC, entdo os angulos
£PB;A e £PC; A sao angulos retos. Logo, pelo teorema 4.12.3, os angulos 2B, PA e
£C,PA s&o congruentes. Como o segmento AP € comum aos triangulos AB;PA e AC,PA,

entdo, pelo teorema 4.8.2, os tridangulos sao congruentes e, portanto, PB; = P(;.

Definicdo 4.16.2: Dado um ponto A, contido em um plano do espaco, a circunferéncia de

centro A e raio r € o lugar geomeétrico dos pontos P tais que PA =r.

A figura 4.16.4 exibe uma representacdo geométrica de uma circunferéncia.
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Figura 4.16.4 — Circunferéncia de raio r e centro A
Definicdo 4.16.3: Dado uma circunferéncia de centro A e raio r, o interior desta
circunferéncia é o conjunto de todos os pontos cuja distancia ao centro A é menor ou igual
a distancia r do raio. O exterior desta circunferéncia é o conjunto de todos os pontos do

plano que ndo se encontram nem na circunferéncia, nem no seu interior.

A figura 4.16.5 exibe uma representacdo geométrica do interior e do exterior de

uma circunferéncia.

sl

Exterior Exterior

Figura 4.16.5 — Interior e Exterior da Circunferéncia de centro A e raio r
Definicdo 4.16.4: Se uma reta é perpendicular ao raio de uma circunferéncia, entdo, a

reta € chamada de reta tangente a circunferéncia.

A figura 4.16.6 exibe uma representacdo geomeétrica da reta tangente a uma

circunferéncia.

Figura 4.16.6 — Reta Tangente a Circunferéncia
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Proposic¢éo 4.16.3: Considerando uma circunferéncia de centro A, e P um ponto exterior

a mesma. Considerando os pontos B e C, pertencentes a circunferéncia, tais que as retas

PB e PC sdo tangentes & circunferéncia, entdo temos que PB =PC e a reta PA é a

mediatriz do segmento BC.

A figura 4.16.7 exibe uma representacdo geométrica da proposicao 4.16.1.

Figura 4.16.7 — Propriedades das Tangentes por um Ponto Exterior
Demonstracdo: Como os segmentos AB e AC s&o raios da circunferéncia, entdo AB =

AC =r e como os angulos 2PBA e 4PCA sao retos, porque as retas PB e PC sdo

tangentes a circunferéncia, entao os triangulos APAB e APAC sao congruentes pelo caso
especial de congruéncia de triangulos retangulos, em particular, se a reta PA é

perpendicular a reta BC, entdo, PB=PC.Como P e A equidistam de B e C, segue que PA

¢ a mediatriz do segmento BC.



CONCLUSAO

Neste trabalho estudamos uma classe especial de quadrilateros convexos que séo

os chamados quadrilateros pipas.

Vimos, por exemplo, que as diagonais de um quadrildtero pipa sao

perpendiculares.

Determinamos um quadrilatero pipa formado pelas bissetrizes internas de um
trapézio isOsceles e, também, determinamos um quadrildtero pipa formado pelas

bissetrizes internas de um retangulo.

Além disso, estudamos os quadrilateros tangenciais e conseguimos algumas
condi¢cBes necessarias para que um quadrilatero convexo tangencial seja um quadrilatero

pipa, como por exemplo:

e A area de um quadrilatero tangencial é a metade do produto das suas diagonais;

e As cordas tangentes de um quadrilatero tangencial sdo congruentes;

e Um par de comprimentos tangentes opostos de um quadrilatero tangencial séo
congruentes;

e As bimedianas de um quadrilatero tangencial sdo congruentes;

e Os produtos das alturas em relacdo aos lados opostos nos triangulos ndo sobrepostos
formados pelas diagonais de um quadrilatero tangencial sao iguais;

e O produto dos lados opostos de um quadrilatero tangencial € igual;

e O incentro de um quadrilatero tangencial encontra-se na maior diagonal.
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