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RESUMO

MAIA, Devenir Sousa. Ensino de Areas e Volumes com animacdo de objetos
matematicos no software Geogebra. Dissertacdo do Programa de Mestrado
Profissional em Matematica - PROFMAT - Universidade Federal do Para, Castanhal,
2022.

As tecnologias digitais sdo recursos que podem colaborar com a pratica docente.
Assim, com o0 objetivo de discutir uma proposta de sequéncia didatica com uso de
objetos matematicos dinamicos com uso do software Geogebra, descreve-se a
elaboracdo de objetos matematicos e aplicacbes de animacdo. Os objetos
matematicos foram construidos no software Geogebra para auxiliar na aplicacao de
uma sequéncia didatica envolvendo areas e volumes de alguns solidos geométricos,
a fim de facilitar a compreensdo desses conceitos e permitir aos alunos o
desenvolvimento de processos de exploracdo e visualizacdo. Trata-se de uma
pesquisa de natureza basica, exploratéria de cunho bibliografico. Considera-se que
utilizar a exploracéo de objetos matematicos com auxilio do Geogebra potencializa a
demonstracdo de areas e volumes de figuras geométricas, despertando assim a
atencao e o interesse dos alunos, podendo contribuir com o ensino e aprendizagem.

Palavras-chave: Tecnologias. Objetos matematicos. Software Geogebra.



ABSTRACT

Digital technologies are resources that can collaborate with teaching practice. Thus,
with the aim of discussing a proposal for a didactic sequence using dynamic
mathematical objects using the Geogebra software, the elaboration of mathematical
objects and animation applications are described. Mathematical objects were built in
the Geogebra software to assist in the application of a didactic sequence involving
areas and volumes of some geometric solids, in order to facilitate the understanding of
these concepts and allow students to develop exploration and visualization processes.
This is a research of a basic, exploratory bibliographical nature. It is considered that
using the exploration of mathematical objects with the aid of Geogebra enhances the
demonstration of areas and volumes of geometric figures, thus arousing the attention
and interest of students, and may contribute to teaching and learning.

Keywords: Technologies. Mathematical objects. Geogebra Software.
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INTRODUCAO

A presente pesquisa se deu pela dificuldade que os alunos possuem na
visualizacdo de conceitos envolvendo areas e volumes, motivado pela procura de
maneiras para atrair a atencao e o interesse dos estudantes em sala de aula, além de
estimular o uso das Tecnologias Digitais da Informacdo e Comunicacdo - TDIC’s
possibilitando uma atuacéo diferente na sala de aula permitindo uma participacao

ativa do estudante enquanto sujeito da sua aprendizagem.

Além disso, entende-se que a apropriacdo de objetos matematicos no contexto
de sala de aula por meio do uso de softwares interativos, estimulam o interesse dos
alunos por conceitos mateméticos e sua aplicabilidade, pode facilita o entendimento
do conteudo tratado, dando mobilidade e praticidade, bem como auxilia na
visualizacdo de gréficos e de figuras geométricas, contribuindo para um ensino mais
atraente e essencial para otimizar a aprendizagem. Inquietacbes advindas dessa
possibilidade descrita, nos levaram a seguinte questdo de pesquisa: Que
possibilidades de atividades com uso de objetos matematicos e aplicacdes de
animacdes com uso do softwares Geogebra podem proporcionar para o ensino de

alguns topicos de areas e volumes?

A partir dessa questao, nos interessa enquanto objetivo discutir uma proposta
de sequéncia didatica com uso de objetos mateméticos dindmicos com uso do
Geogebra. Tais atividades foram elaboradas do ponto de vista da Base Nacional
Comum Curricular — BNCC, com o uso de software educativo Geogebra a partir da
construcdo de objetos matematicos e aplicacbes de animacgdes para estudantes do

ensino médio.

O trabalho esta organizado por capitulos. No capitulo I, serdo apresentadas as
Tecnologias Digitais da Informag&o e Comunicacéo, sua importancia para a educacao,
para que sao utilizadas, as competéncias e habilidades relacionadas ao uso de acordo
com a BNCC, o que propde a BNCC na area de Matematica e suas Tecnologias e
Objetos Matematicos. Apresenta-se o0s softwares educacionais e sua classificagdo de
acordo com seus objetivos pedagdgicos, em especial o software Geogebra que é

utilizado na construcdo de alguns objetos matematicos.
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No capitulo I, define-se algumas figuras geométricas espaciais como prisma,
piramide, cilindro e esfera. Apresenta-se seus elementos, classificacdo, areas da
superficie, volumes e demonstracdo das férmulas para obtencdo das areas e volumes

desses solidos.

No capitulo Ill, descreve-se um passo a passo da construcdo de um objeto
matematico e a aplicacdo de animacéao utilizando o software Geogebra. No capitulo
IV, determina-se a metodologia da pesquisa, define-se sequéncia didatica e descreve-
se uma proposta de sequéncia didatica que compreende um conjunto de trés
atividades que envolvem conceitos de Geometria Espacial que fazem parte do

Curriculo do Ensino Médio e finaliza-se com a concluséao.
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CAPITULO | - TECNOLOGIAS DIGITAIS NA EDUCACAO
1.1 - Tecnologias Digitais da Informac&o e Comunicacao

Tendo em conta que a matematica desempenha um papel fundamental na
formacao do individuo, que o uso acelerado das tecnologias na sociedade atual exige
um ensino de matematica que contribua para que os alunos se tornem cidadaos
capazes, criativos e criticos, torna-se importante que se crie novos meios, novas
metodologias para o seu ensino (ROCHA, 2018). Este ambiente de aprendizagem
pode ser potencializado com o uso das Tecnologias Digitais de Informacdo e

Comunicacéao (TDIC’s) para melhorar a aprendizagem da Matematica.

As TDICs podem ser utilizadas na busca da informacdo de que o aprendiz
necessita. Elas apresentam um dos mais eficientes recursos tanto para a busca,
quanto para o acesso a informacdo, tornando possivel utilizar sofisticados
mecanismos de busca que permitem encontrar, de modo muito rapido, a informacéo
existente em banco de dados ou na Web. A Internet esta ficando cada vez mais
interessante, possibilitando a exploracdo de um nudmero incrivel de assuntos
(VALENTE, 2014).

Sdo exemplos das TDICs todas as ferramentas tecnolégicas digitais que
utilizam-se para fins de criacdo, publicacdo e consumo de informacdo, além dos
diversos componentes fisicos e suas solu¢des que séo utilizadas para nos comunicar.
Para compreensao da diferenca entre os componentes e as solucdes, pode-se pensar

em um smartphone e nos aplicativos de comunicagéao instantanea que ele oferece.

O dominio das caracteristicas das TDICs e do panorama em que elas estéo
inseridas pode abrir um leque de oportunidades para os professores, como ferramenta
ou como suporte basico, no sentido de reconhecer nesses aparatos caracteristicas e

possibilidades que poderéo auxiliar seus estudantes ao longo de suas vidas.

Compreender as Tecnologias que estdo a disposicdo dos docentes e dos
estudantes favorece o processo de identificacdo de suas funcionalidades, facilitando
a selecéo das melhores opc¢des tecnoldgicas existentes evitando que a tecnologia em
si se sobressaia no processo didatico em relacdo ao conhecimento que esta sendo

trabalhado ou aos reais objetivos pedagdgicos existentes.
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Quase sempre, essas tecnologias sao fruto das necessidades de solucdes de
areas diferentes da educacdo e, cabe aos professores, identificar como essas
solugdes podem ser adaptadas as suas necessidades, considerando também suas
limitacdes e os conhecimentos prévios que os estudantes tém em relacdo a elas.
Nessa perspectiva, encontraremos as TDICs para responder questdes pedagdgicas
de “Como fazer”, seja utilizando-as na preparacdo da aula, seja no desenvolvimento
de materiais didaticos, durante exposicdes, ao realizar atividades, nas avalia¢gfes etc.
(SILVA, 2020).

No ambito escolar, as formas de ensinar tendem a alteracbes que
acompanhem as mudancas sociais contemporaneas, principalmente a partir de marco
de 2020, com a chegada da pandemia, houve uma ressignificacdo na educacao, de
forma que as tecnologias mais do que nunca foram inseridas no processo de ensino-
aprendizagem, tornando-se ferramentas imprescindiveis para a continuidade do
ensino na atualidade, fornecendo alternativas que, quando adequadamente aplicadas,
podem auxiliar os professores, as escolas e 0s alunos no processo de ensino e
aprendizagem, ao mesmo tempo que a pandemia mostrou essa necessidade de

adequacdao e apropriacédo dos usos das tecnologias.

O ato de ensinar ndo dispensa ferramentas que revelam as competéncias dos
estudantes, bem como aquelas que diversificam as estratégias do ensino. Assim, se
faz necessario considerar a possibilidade das ferramentas e recursos disponiveis,
bem como na capacitacdo daqueles que fardo uso, para nortear a pratica educativa
implementada por essas novas tecnologias (PALAVISSINI, 2021).

Os avangos tecnoldgicos apresentam vantagens inestimaveis em todos os
campos do conhecimento, desde a simples integracdo com o mundo, que a internet
proporciona, até as descobertas cientificas, as quais ganharam novas dimensdes,
facilitando a vida das pessoas (MARQUES, 2017). As TDIC’s correspondem a um
conjunto de recursos digitais, apoiados em hardware (equipamentos fisicos) e
softwares (produtos l0gicos), que visam tratar, organizar e disseminar as informacoes
através de variadas formas, flexibilizando as maneiras como a comunicacdo pode
ocorrer, seja a comunicagdo homem-homem, seja a comunicacdo homem-maquina
(SILVA, 2020).
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Ao longo das ultimas décadas, as TDICs, tém alterado as formas de se
trabalhar, de se comunicar, de se relacionar e de aprender. Na educacéao, elas tém
sido incorporadas as praticas docentes como meio para promover aprendizagens
mais significativas, com o objetivo de apoiar os professores na implementagcéo de
metodologias de ensino ativas, alinhando o processo de ensino-aprendizagem a
realidade dos estudantes e despertando maior interesse e engajamento dos alunos

em todas as etapas da Educacao Basica (BRASIL, s.p.)

A Base Nacional Comum Curricular contempla o desenvolvimento de
competéncias e habilidades relacionadas ao uso critico e responsavel das tecnologias
digitais tanto de forma transversal — presentes em todas as areas do conhecimento e
destacadas em diversas competéncias e habilidades com objetos de aprendizagem
variados — quanto de forma direcionada — tendo como fim o desenvolvimento de
competéncias relacionadas ao préprio uso das tecnologias, recursos e linguagens
digitais, ou seja, para o desenvolvimento de competéncias de compreensao, uso e
criacado de TDIC’s em diversas praticas sociais, como destaca a competéncia geral 5
da BNCC:

Compreender, utilizar e criar tecnologias digitais de informacdo e comunicagéo
de forma critica, significativa, reflexiva e ética nas diversas préaticas sociais
(incluindo as escolares) para se comunicar, acessar e disseminar informagdes,
produzir conhecimentos, resolver problemas e exercer protagonismo e autoria
na vida pessoal e coletiva. (BRASIL, 2018, p.9)

Incorporar as TDICs nas préticas pedagogicas e no curriculo como objeto de
aprendizagem requer atencao especial e ndo pode mais ser um fator negligenciado
pelas escolas. E preciso repensar os projetos pedagdgicos com o olhar de utilizag&o
das tecnologias e recursos digitais como apoio e suporte a implementacdo de
metodologias ativas e a promocao de aprendizagens significativas, promovendo a

democratizagéo ao acesso e incluindo os estudantes no mundo digital (BRASIL, s.p.)

Além do uso das tecnologias para apoio a pratica do ensino, como
apresentacdes digitais, mostras de videos, etc e para o desenvolvimento de
pesquisas, as TDIC’s podem ser usadas para promover a criagdo de conteudos

digitais e uma possibilidade para isso é o uso de softwares.

Outra caracteristica das TDICs que fundamenta seu uso na Educacéo esta na

possibilidade de utilizar esses recursos para diversificar as linguagens empregadas


http://basenacionalcomum.mec.gov.br/images/BNCC_EI_EF_110518_versaofinal_site.pdf
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no processo de ensino-aprendizagem, a partir da integracdo de elementos
multimidiaticos, possibilidade de animacdo de objetos na tela, com esse recurso,
torna-se uma ferramenta essencial para complementar ou mesmo substituir muitas
atividades desenvolvidas para o lapis e o papel. Na Matematica, por exemplo, muitos
fenbmenos podem ser simulados através de Softwares que sdo encontrados

facilmente na Internet, o que viabiliza que sejam baixados e usados livremente.

A disseminacao e a facilidade de uso dessas tecnologias criam condi¢des para
qgue a interacdo professor-aprendiz seja intensa, permitindo o acompanhamento do
estudante e a criacdo de condigbes para o professor “estar junto”, vivenciando seus

problemas e auxiliando-o a resolvé-los (VALENTE, 2014)

O uso dessas tecnologias digitais na educacao cria caminhos, possibilidades
para novas formas de aprender e de ensinar. Quando esses recursos interativos séo
inseridos no processo educacional, ocorrem transformacdes significativas no ensino,
pois as ferramentas virtuais favorecem a construcdo de multiplos conhecimentos
(BALBINO et al., 2020)

Utilizar desses recursos € pensar em educacdo além das quatro paredes de
uma sala de aula, visto que as tecnologias digitais potencializam o aprendizado dos
alunos e aperfeicoam a prética dos professores, podendo servir como ferramentas de
suporte a educacao (BALBINO et al., 2020).

Dada a importancia das tecnologias no contexto educacional, as TDIC’s estao
inseridas no campo das chamadas tecnologias da inteligéncia e por meio da
linguagem digital essas tecnologias possibilitam ao ser humano expandir o seu
conhecimento. Dessa forma, quando articuladas de forma adequada a uma pratica
formativa, representam ferramentas significativas no processo de ensino-
aprendizagem, pois proporcionam estratégias de ensino que superam uma proposta
tradicional para se tornarem estratégias essenciais para a construcdo dos saberes
(BALBINO et al., 2020).

1.2 - BNCC e atecnologia

A Base Nacional Comum Curricular - BNCC - € um documento de carater

normativo que define o conjunto de aprendizagens essenciais que o0s alunos devem
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desenvolver ao longo de todas as etapas da Educacdo Basica. Engloba a politica
nacional da Educacdo Basica e contribui para a composicdo de outras politicas e
acOes, em cada esfera de governo, no que se refere a formacéo de professores, a
avaliacdo da aprendizagem, ao desenvolvimento de conteddos educacionais e aos
critérios definidores de infraestrutura apropriada para o pleno desenvolvimento da
oferta de educacédo (BRASIL, 2018).

Dessa forma, a BNCC almeja superar a fragmentacdo das politicas
educacionais, possibilitando a consolidacdo do regime de colaboracdo nas trés
esferas de governo e a delimitacdo da qualidade da educacao. Durante a Educacao
Basica, as aprendizagens essenciais estabelecidas na BNCC devem contribuir para
garantir que o aluno desenvolva as dez competéncias gerais, que consolidam os
direitos de aprendizagem e desenvolvimento. E importante enfatizar que as dez
competéncias gerais comunicam-se e desdobram-se no tratamento didatico proposto
para as trés etapas da Educacdo Basica, articulando-se na construcdo de
conhecimentos, no desenvolvimento de habilidades e na formacdo de atitudes e
valores (BRASIL, 2018).

O documento deve ser interpretado como um conjunto de orientacdes para
nortear a elaboracao dos curriculos pedagogicos em escolas particulares e publicas.
Um dos propdsitos da BNCC é formar estudantes com conhecimentos (conceitos e
procedimentos) e habilidades (préaticas, cognitivas e socioemocionais) consideradas
essenciais para o século XXI. Na prética, incentiva a modernizacdo dos recursos e

praticas pedagogicas, com o uso da tecnologia.

Diante disso, a tecnologia presentifica a BNCC como um todo. Entretanto, as
competéncias gerais, especialmente as de numero 4 e 5, trazem mais detalhes de

como aplicar a tecnologia na pratica:

4. Utilizar diferentes linguagens — verbal (oral ou visual-motora, como Libras, e
escrita), corporal, visual, sonora e digital —, bem como conhecimentos das
linguagens artistica, matemética e cientifica, para se expressar e partilhar
informacdes, experiéncias, ideias e sentimentos em diferentes contextos e
produzir sentidos que levem ao entendimento matuo (BRASIL, 2018, p.9).

5. Compreender, utilizar e criar tecnologias digitais de informacédo e
comunicacao de forma critica, significativa, reflexiva e ética nas diversas
praticas sociais (incluindo as escolares) para se comunicar, acessar e
disseminar informagBes, produzir conhecimentos, resolver problemas e
exercer protagonismo e autoria na vida pessoal e coletiva (BRASIL, 2018, p.9).
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Na competéncia 4, o documento prevé a utilizacéo de diversas linguagens para
a expressdo e partilha de informacdes, entre elas a digital. Ou seja, 0 objetivo é
diversificar as linguagens utilizadas em sala de aula, com o ensinamento delas para
0s outros alunos, e levar ao entendimento de todos. Ja ha competéncia 5, o assunto
€ 0 protagonismo do estudante durante as praticas escolares. Para isso, a (BNCC,

2018) orienta a criacéo e utilizacao de tecnologias digitais para a comunicacéao.

A BNCC explicita diferentes dimensdes tematizadas, tanto no que diz respeito
a conhecimentos e habilidades quanto a atitudes e a valores. O conceito atribuido a
elas aparece especialmente no que concerne a distincdo entre mundo digital e cultura

digital, conforme segue:

Pensamento Computacional: envolve as capacidades de compreender,
analisar, definir, modelar, resolver, comparar e automatizar problemas e suas
solugdes, de forma metddica e sistematica, por meio do desenvolvimento de
algoritmos (BRASIL, 2018, p. 474);

Mundo Digital: envolve as aprendizagens relativas as formas de processar,
transmitir e distribuir a informac&o de maneira segura e confiavel em diferentes
artefatos digitais — tanto fisicos (computadores, celulares, tablets etc.) como
virtuais (internet, redes sociais e nuvens de dados, entre outros) -,
compreendendo a importancia contemporanea de codificar, armazenar e
proteger a informacéo (BRASIL, 2018, p. 474);

Cultura Digital: envolve aprendizagens voltadas a uma participagdo mais
consciente e democratica por meio das tecnologias digitais, o que supde a
compreensdo dos impactos da revolugdo digital e dos avancos do mundo
digital na sociedade contemporanea, a construcéo de uma atitude critica, ética
e responsavel em relacdo a multiplicidade de ofertas midiaticas e digitais, aos
usos possiveis das diferentes tecnologias e aos contetdos por elas veiculados,
e, também, a fluéncia no uso da tecnologia digital para expressédo de solugdes
e manifestac¢des culturais de forma contextualizada e critica (BRASIL, 2018, p.
474).

Na BNCC, sao definidas competéncias e habilidades a serem desenvolvidas
com o uso de tecnologias digitais para a realizacdo de uma série de atividades
relacionadas a todas as areas do conhecimento, a diversas praticas sociais e ao
mundo do trabalho, nas diferentes areas, que permitem aos estudantes:

Buscar dados e informag8es de forma critica nas diferentes midias, inclusive

as sociais, analisando as vantagens do uso e da evolucédo da tecnologia na
sociedade atual, como também seus riscos potenciais (BRASIL, 2018, p.474);

Apropriar-se das linguagens da cultura digital, dos novos letramentos e dos
multiletramentos para explorar e produzir conteddos em diversas midias,
ampliando as possibilidades de acesso a ciéncia, a tecnologia, a cultura e ao
trabalho (BRASIL, 2018, p. 475);

Usar diversas ferramentas de software e de aplicativos para compreender e
produzir contetdos em diversas midias, simular fenbmenos e processos das
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diferentes areas do conhecimento, e elaborar e explorar diversos registros de
representacao matematica (BRASIL, 2018, p. 475);

Utilizar, propor e/ou implementar solugfes (processos e produtos) envolvendo
diferentes tecnologias para identificar, analisar, modelar e solucionar
problemas complexos em diversas areas da vida cotidiana, explorando de
forma efetiva o raciocinio l6gico, 0 pensamento computacional, o espirito de

investigacado e a criatividade (BRASIL, 2018, p.475).

As versdes digitais de objetos matematicos geram uma nocao de existéncia
material, dada a possibilidade para alteracdo, exploracdo e producédo de conteludos
em diversas midias. Nesse sentido, os recursos digitais podem ser inseridos nas
atividades dos alunos, transformando-os em instrumentos matematicos, que facilitam
0 pensamento matematico. Desse modo, torna-se cada vez mais necessario

considerar a importancia da tecnologia na Educacdo Matematica.

Alguns problemas, pela dificuldade de abordagem com lapis e papel, exigem
do aluno realizar experiéncias com objetos mateméticos para facilitar a observacao
diante da manipulacéo de seus elementos. Essas atividades devem ser planejadas de
modo a proporcionar situacées que ajudem os alunos a pensar matematicamente,
através de atividades matematicas com objetivos além do “aprender matematica”, em
direcao ao “fazer matematica”. Esses objetos podem ser explorados com o auxilio das
tecnologias digitais através de software como o Geogebra, que pode ajudar na

construcdo de conceitos matematicos.

1.3 - A 4&rea de Matematica e suas tecnologias

A BNCC divide o curriculo do Ensino Médio em cinco diferentes itinerarios
formativos, que sao: Linguagens e suas tecnologias; Matematica e suas tecnologias;
Ciéncias da natureza e suas tecnologias; Ciéncias humanas e sociais aplicadas;
Formacdao técnica e profissional. Nos interessa pontuar nesse texto sobre a area de

Matematica e suas tecnologias.

“A BNCC da area de Matematica e suas Tecnologias propde a consolidagéo, a
ampliagdo e o aprofundamento das aprendizagens essenciais desenvolvidas no
Ensino Fundamental” (BRASIL, 2018, p. 527). Para isso, propde colocar em jogo, “0s
conhecimentos explorados na etapa anterior, a fim de possibilitar que os estudantes
construam uma visdo mais integrada da Matematica, ainda na perspectiva de sua

aplicacéo a realidade” (Id. Ibidem).
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O aluno tera como foco a construcdo de uma visao integrada da Matematica,
aplicada a realidade. Sendo o aprofundamento de conhecimentos estruturantes para
aplicacéo de diferentes conceitos matematicos em contextos sociais e de trabalho,
estruturando arranjos curriculares que permitam estudos em resolugcao de problemas
e andlises complexas, funcionais e nao lineares, analise de dados estatisticos e
probabilidade, geometria e topologia, robética, automacéo, inteligéncia artificial,
programacao, jogos digitais, sistemas dinamicos, dentre outros, considerando o
contexto local e as possibilidades de oferta pelos sistemas de ensino (BRASIL, 2018)

O aluno obterda uma viséo integrada da Matematica aplicada a realidade em
diferentes contextos, levando em conta a realidade dos alunos do Ensino Médio, que
sdo impactados de varias maneiras pelos avancos tecnoldgicos, pelas exigéncias do
mercado de trabalho, pelos projetos de bem viver dos seus povos, pela potencialidade
das midias sociais, entre outros. Nesse contexto, destaca-se ainda a importancia do
recurso a tecnologias digitais e aplicativos tanto para a investigacdo matematica como
para dar continuidade ao desenvolvimento do pensamento computacional, iniciado na
etapa anterior (BRASIL, 2018)

Diante disso, os alunos deverdo desenvolver habilidades relativas aos
processos de investigacao, de constru¢cdo de modelos e de resolucdo de problemas.
Para isso, devem instigar seu modo proprio de raciocinar, representar, comunicar,
argumentar e, com base em discussdes e validacdes conjuntas, aprender conceitos e
desenvolver representacdes e procedimentos cada vez mais sofisticados. Inclui-se,
ainda, o desenvolvimento de competéncias que envolve o raciocinar, que sera
necessario em interacdo com seus colegas e professores, investigar, explicar e
justificar as solu¢cfes apresentadas para os problemas, com énfase nos processos de

argumentacao matematica (BRASIL, 2018).
1.4 - Objetos Matematicos

Uma das principais discussbes no campo de pesquisa sobre ensino e
aprendizagem de matematica € a dificuldade dos alunos em compreender seus
conteudos, a vista disso, inimeras vertentes do campo da Educacédo matematica vém
buscando meios para solucionar ou minimizar este problema. Recursos didaticos e

metodoldgicos tém sido utilizados como meios de promocdo do aprendizado dos



23

alunos. A exploracdo de objetos matematicos, tém ganhado forca e receptividade nos
ambientes escolares, seja pela ludicidade e motivacdo para os alunos, como pela
oportunidade de se trabalhar temas a respeito de conteidos Matematicos de maneira
atrativa (CRUZ, 2019).

Um objeto matemético €&, por natureza, abstrato. Pode ser uma representagéo
ou qualquer situacdo que possa ser formalmente definida e com a qual se pode fazer
raciocinio dedutivo e provas matematicas. Normalmente, um objeto matematico inclui
nameros, conjuntos, funcdes, expressdes, objetos geométricos, transformacdes de
outros objetos matematicos e espacos. Desse modo, 0os objetos de estudo da
Matematica ndo sédo objetos manipulaveis, acessiveis aos sentidos. Porém, o estudo
da matematica consiste num continuo processo de representacdo, de objetos
concretos ou de situagdes concretas aonde se “da vida” a essas entidades
matematicas. Sendo esse processo que favorece a compreensdo do objeto
matematico, dando-lhe sentido, fazendo-o relevante e importante para as situacfes
do cotidiano (COSTA, 2016).

Pela definicdo, esta evidente que 0s objetos matematicos estao presentes no
ambiente escolar, no entanto, explora-los adequadamente é trampolim para a sua
compreensao. Nesse sentido € que tecnologias digitais podem se fazer presente
nesse contexto para a partir de interfaces interativas, animagfes que permitam a
compreensao dos objetos mateméaticos possam provocar no aluno motivacdo para

compreender tais objetos matematicos, por suas propriedades, relacdes, etc.

Os objetos geométricos, em especifico, podem ser naturalmente explorados
com recursos de geometria dindmica, como é o caso do software Geogebra,
permitindo com recursos de animagao visualizar os processos desde a construcao até

a analise dos elementos que constituem o objeto geométrico.

1.5 - Demonstrac¢des visuais

Demonstragfes visuais Sdo imagens ou esquemas que contribuem para o
entendimento do por que uma afirmagédo matematica especifica pode ser verdadeira,
e a percepcdo de como comecgar a provar a veracidade de tal afirmacéo. Tais

demonstracdes podem ser pensadas como uma "prova” que utiliza de representacdes


https://www.wikiwand.com/pt/M%C3%A9todo_dedutivo
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visuais, como, imagens ou outros meios visuais para expressar uma definicdo

matematica, equacao ou teorema (MATHIAS, 2019).

A demonstracdo matematica € fundamental para desenvolver, criar e
comunicar os conhecimentos matematicos. Entéo, a introducéo tardia em sala de aula
pode dificultar o desenvolvimento do pensamento matematico em atividades que
necessitem de raciocinio dedutivo ou ndo. Dessa forma, a demonstracdo precisa

integrar a experiéncia de todos os alunos em todos os niveis de ensino (Amado, 2015).

As dificuldades dos alunos podem ocorrer a partir da leitura do enunciado da
atividade de demonstracao, por isso, faz-se necessario iniciar com a apresentacao de
figuras, para facilitar o entendimento do que se pretende demonstrar, nesse caso dar
énfase aos objetos geométricos. Diante disso, a utilizacdo das ferramentas
tecnolégicas como computador e os ambientes de geometria dindmica podem
oferecer importantes contribuicbes, tais como a possibilidade de construgdo e
manipulacdo de figuras geométricas, com agilidade e perfeicdo, que é uma vantagem
proporcionada pela possibilidade de utilizacdo de softwares como o Geogebra que
pode estruturar os raciocinios e potencializar a utilizacdo da l6gica dedutiva atraves
da visualizacdo de figuras geométricas e andlise das propriedades, enquanto
estruturas dinamicas (Amado, 2015).

A criacdo de figuras em ambientes de geometria dindmica, como o Geogebra,
€ um fator promotor de conhecimento, na medida em que durante a construcao
os alunos estdo a utilizar conceitos geométricos, permitindo que as figuras
mantenham as propriedades durante a manipulagéo e desta forma observam

resultados que se tornam invariantes e formulam conjeturas. (Amado, 2015, p.
645)

Desse modo, a promocdo de construcdo e manipulagcdo de objetos
matematicos, nesse caso, em especifico os objetos geométricos por meio de
demonstracdes visuais podem favorecer interacdo e compreensédo dos conceitos

matematicos, formulagéo e discussdo de conjecturas.
1.6 - Softwares educacionais e classificacao

Software educacional, “é todo aquele software que possa ser usado com algum
objetivo educacional, pedagogicamente defensavel, por professores e alunos,
qualquer que seja o objetivo para o qual ele foi criado” (TAVARES, 2017, p.19). Ou

seja, qualquer software pode ser utilizado para fins educacionais, mesmo nao sendo
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explicitamente projetado para tal objetivo, entretanto, para que um software seja
considerado educacional, ele deve atender aos objetivos que estdo sendo propostos
no contexto educacional, independente dos objetivos para qual foram projetados
(TAVARES, 2017).

Os softwares educacionais contribuem para a construcdo do conhecimento
dependendo dos objetivos, do planejamento e do momento em que forem aplicados
pelo educador (DE PAULA, 2014). Contudo, os alunos aprendem quando Ihe séo
oferecidos um ambiente familiar ao seu cotidiano, vocabulario adequado e liberdade
para descobrir a relacdo entre aquilo que se aprende e a realidade onde vive. Com
isto, 0 uso de softwares educacionais € considerado uma contribuicdo ao processo de
ensino e aprendizagem. (TAVARES, 2017).

Assim sendo, o uso de softwares educacionais pode propiciar experiéncias
educacionais novas e ricas, ou pelo menos tornara muito mais eficiente o ensino
efetivado nos moldes tradicionais. Para que isto ocorra, o software deve possuir
caracteristicas especificas, como ser de facil utilizacao, favorecer a compreensao e a
assimilacao dos conteudos, deve despertar o interesse e manter a atencao do usuario
(TAVARES, 2017).

Os diversos softwares educacionais podem ser classificados de acordo com
seus objetivos pedagdgicos, sao eles: software de exercitacdo, software de simulacao,
software de modelagem, software aplicativos, software de jogos educacionais,

software tutoriais, software de linguagem de programacao, software de investigacao.

Os softwares de exercitacdo apresentam exercicios para a revisdo de
contetdos, buscam reforcar fatos e conhecimentos e tém como principais
caracteristicas a memorizacao e a repeticdo, ndo tendo a preocupacédo de como o

aluno esta compreendendo o que esta fazendo.

Esse tipo de software, além de apresentar o exercicio, faz um apanhado das
respostas, de modo a verificar o desempenho do usuario. Entdo, o professor tera a
sua disposi¢cao dados importantes sobre como a aprendizagem é realizada a partir do
ensino dos conteudos curriculares. Um exemplo de software de exercitacdo é o Math

Master - Brain Quizzes.
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Os softwares de simulacdo permitem realizar atividades que ndo séo possiveis
de simular na realidade (orcamento financeiro, inexisténcia de laboratorio,
periculosidade da experiéncia, etc.), mas que os resultados visuais e/ou experimentais
sdo satisfatorios e, em muitos casos, podem substituir o experimento real, ou seja, por
meio da simulacao, é criada uma situacao que se assemelha com a realidade, onde o

aluno pode testar, tomar decisdes, analisar, sintetizar e aplicar conhecimentos.

A utilizacdo desse software na educacdo € proveitosa para tomar decisoes,
testar diferentes hipoteses, e assim, ter um contato mais “real” com os conceitos
envolvidos no problema em estudo. Um exemplo desses softwares é o Virtual

Laboratory IrYdium.

Software de modelagem, o0 wusuario pode simular um determinado
acontecimento por meio do software. Entretanto, o software de modelagem e o

software de simulacéo sédo distintos.

Na simulacdo, cabe ao usuario a alteracdo de certos parametros e a
observacédo do comportamento do fenébmeno, de acordo com os valores atribuidos.
Na modelagem, o modelo do fenbmeno é criado pelo aprendiz, que utiliza recursos de
um sistema computacional para implementa-lo. Uma vez implementado, o aprendiz
pode utiliza-lo como se fosse uma simulacéo. (TAVARES, 2017). Um exemplo desses

softwares é o Modellus.

Softwares aplicativos sdo voltados para aplicacdes em atividades especificas
como: processadores de texto, planilhas eletrénicas, de apresentacéo. Eles ndo foram
desenvolvidos para uso educacional, porém, vem sendo adaptados com esse

objetivo”. Exemplo de Software Aplicativo: Excel, Word, Power point.

Jogos educativos é outro tipo de softwares que tém o objetivo de ensinar as
pessoas sobre determinado assunto ou conceito de forma ludica. Os jogos educativos
possibilitam ao aluno aprender de maneira prazerosa e dindmica, porque possuem
desafios que despertam interesse e a motivagédo no processo de ensino aprendizagem
(TAVARES, 2017). Um exemplo de jogo educativo € o Vrum Aprendendo sobre o

transito.



27

Softwares tutoriais, utilizados para apresentar informagcfes novas aos seus
usuarios, direcionar o aprendizado. As atividades sdo organizadas de acordo com
uma sequéncia pedagdgica particular e apresentadas aos usuarios, seguindo essa
sequéncia. Geralmente, contam com um grande numero de recursos informativos,
tornando-os auto suficientes, sem que haja a necessidade de os alunos recorrerem a

outros recursos como enciclopédias, dicionarios e sites de busca.

As mensagens de erro que aparecem tém o intuito de conduzir o aluno as
respostas corretas, desejadas ou adequadas, ou seja, direcionar o aprendizado. Ao
final de cada atividade, os softwares tutoriais ddo feedback imediato e avaliam o

desempenho do usuéario. Um exemplo de software tutorial € a tabela periddica virtual.

Softwares de linguagem de programacéo, que segundo TAVARES (2017) “sé&o
softwares que permitem que as pessoas, professores ou alunos, criem seus proprios
protétipos de programas”. Com eles, € possivel a criagao de diferentes softwares, sem
precisar de conhecimentos avancados sobre programacdo, com a implementacéo de
varias midias (som, video, movimento etc.) que favorecam a interagdo do usuario com

o software projetado. Scratch é um exemplo de software de programacéao.

Resolucao de problemas: sao softwares que estimulam habilidades nos alunos
como a capacidade de resolucdo de problemas e tomada de decisbes. Possuem,

normalmente, carater l6gico-matematico.

Por fim, os softwares de investigacdes: nesta categoria enquadram-se todos os
softwares capazes de localizar informagdes complementares, sdo as versoes
computadorizadas de materiais utilizados nas pesquisas escolares, como dicionarios,
enciclopédias, atlas, entre outros. A vantagem desses softwares em relacéo a verséo
impressa € a rapidez na busca, o0 uso de recursos multimidia (videos, sons, imagens,
textos) para auxiliar nas explicacdes e a facilidade de atualizacdo desses dados. S&o

exemplos deles, as Enciclopédias e os Dicionarios.
1.7 - Software Geogebra

O GeoGebra é um software de Matematica dinamica, gratuito e

multiplataforma, que combina geometria, algebra, tabelas, graficos, estatistica e
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célculo em um unico GUI (Interface Gréafica do Utilizador). E um software livre,

disponivel gratuitamente em www.geogebra.org, escrito em linguagem Java.

E um software educacional de simulag&o, criado por Markus Hohenwarter, em
2001, para ser utilizado em ambiente de sala de aula em todos os niveis de ensino
com o objetivo de auxiliar o professor no ensino e aprendizagem de matematica, em

diferentes temas.

O GeoGebra possui uma interface intuitiva que facilita a criagao de construcdes
matematicas e modelos que permitem exploracdes interativas, arrastando objetos e
alterando parametros, proporcionando aos educandos uma investigacao, interacao,
testagem e conclusao das atividades que eles mesmos construiram. Com isso, 0 aluno
constréi seu conhecimento interagindo com a ferramenta através da construcao e
resolucéo das atividades. Ao abrir o software GeoGebra, tem-se a seguinte tela inicial,
conforme figura 1, que inclui a barra de ferramentas, janela de algebra, caixa de

entrada e janela de visualizacao.

Figura 1: Tela inicial do Geogebra (interface)

) 0.

Fonte: Do autor.

Cada uma das janelas do GeoGebra possibilita diferentes representacoes de
conceitos matematicos ou formas de exploragcbes, por exemplo, na “Janela de
Visualizagdo” podem-se realizar constru¢cdes geométricas usando apenas o mouse e
as ferramentas disponiveis na “Barra de Ferramentas” ou comandos digitados no

campo “Entrada”.

A figura 2 mostra a “Barra de Ferramentas” onde encontra-se inameras

ferramentas para construcdo de diferentes conceitos geométricos, cada icone
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representa uma caixa de ferramentas que contém um conjunto de ferramentas
similares. Para abrir uma dessas caixas, deve-se clicar na pequena flecha situada no
canto inferior direito do respectivo icone. Cada uma das ferramentas pode ser utilizada
na janela de visualizacdo, respeitando conceitos matematicos, depois de inseridos
nesta janela, o GeoGebra converte a construcdo realizada na forma algébrica e
apresenta os resultados na “Janela de Algebra”’, como a lei das fungdes, que sdo
inseridas no campo “Entrada”, as equagdes das figuras geométricas inseridas na

Janela Gréfica ou coordenadas de localizacdo de um ponto, quando for o caso, etc.

Figura 2: Barra de ferramentas

Al

Fonte: Do autor.
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As mesmas construgdes criadas utilizando o mouse e as ferramentas podem
ser criadas usando a “Caixa de Entrada”, nesta é possivel inserir comandos que, apos
confirmados com um “Enter”, aparecem na “Janela de Algebra”, dependendo do tipo
de informacéao digitada também é representada na “Janela de Visualizagcao", como
pontos, funcdes, etc. Caso o0 usuario ndo conheca os comandos que executam
determinadas tarefas, é possivel visualiza-los clicando no botao “Ajuda”, localizado no
canto inferior direito da tela do GeoGebra, ao clicar nesse icone é aberta uma lista,
como mostra a figura 3, contendo todos os comandos disponiveis no software e a
forma como cada um deve ser usado, além de um link para ajuda online sobre cada
um dos comandos nele listado.

E[g‘g_ra 3: Tela inicial do GgoGebra com a lista de comandos
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Fonte: Do autor.
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O GeoGebra conta ainda com a “Janela de Calculo”, que é similar as planilhas
de célculos das plataformas Office e BrOffice, respectivamente o “Excel”’ e o “Calc”.
Na “Janela de Calculo” do GeoGebra cada célula tem um nome especifico que permite
identifica-la diretamente e ser utilizada como incognita nas expressdes algeébricas, por
exemplo, a célula na coluna A e linha 1 € nomeada Al. Nas células, além dos valores
numericos, podem ser inseridos todo tipo de objetos matematicos suportados pelo
GeoGebra (por exemplo, coordenadas de pontos, expressdes, funcdes, comandos),
os quais podem ser plotados na “Janela Grafica". A janela de calculos também permite

a manipulacdo de dados e sua posterior analise estatistica.

Em se tratando de um software dinamico, gréaficos, algebra e tabelas sdo
conectados dinamicamente, ou seja, cada elemento que é alterado na janela de
algebra, também sofre alteracdo na janela grafica e na de calculo e vice-versa. Este
fato o torna um software com grande potencial para favorecer o processo de ensino e
aprendizagem, por possibilitar o trabalho com diferentes representacfes e aspectos
matematicos (algébricos, geométricos e aritméticos) simultaneamente e de forma
dindmica, ele possibilita a elaboracao de tarefas exploratorias que proporcionam ao
aluno pensar e fazer matemética, de modo a construir e significar ideias matematicas
com certa autonomia, rompendo com o ensino pautado na “transmissao de
conhecimento”. Contudo, isso envolve necessariamente uma mudanga na percepgao
do professor sobre o processo didatico e sobre sua fungdo em meio ao processo de
ensino e aprendizagem, ja que ele passa a ter a funcdo de estruturar tarefas
desafiadoras e que oferecam as condi¢des para o engajamento do aluno na atividade,
enquanto o professor media e provoca esse aluno para que as ideias sejam
desencadeadas e articuladas (BASNIAK, 2014).

Na Janela de Visualizacdo 3D, séo realizadas as constru¢cbes de objetos
tridimensionais, que pode ser exibida tanto clicando na barra de menu: “Exibir —
Janela de Visualizagao 3D”, conforme apresentado na Figura 4, quanto pressionando-

se simultaneamente as teclas “Ctrl + Shift + 3.
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Figura 4: Menu Exibir
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Fonte: Do autor.

O GeoGebra carrega esta janela ao lado das janelas ja carregadas no Software,
quando exibe-se as duas janelas, 2D e 3D, existem elementos que se relacionam por
meio do plano XOY, comum as duas janelas, conforme mostra a Figura 5.

Figura 5: Tela inicial do GeoGebra com a Janela de visualizacdo 3D

El.o i ;.,',, Bl -

Fonte: Do autor.

A vantagem desta nova janela na area de trabalho do GeoGebra néo esta
apenas em novas possibilidades de construgéo de objetos tridimensionais, mas em

sua integracdo com as Janelas de Algebra e Janela de Visualizag&o (2D).

Com a janela de visualizacdo 3D carregada, a barra de ferramentas mostrada
na figura 6, apresenta novos icones de fundamental importancia na construcédo de

alguns solidos e suas respectivas planificacdes.

Figura 6: Barras de Ferramentas da Janela de Visualizagc&do 3D

Y B I SR8 S P Y (O]

Fonte: Do autor.

=
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’-.
Ao clicar sobre a seta no canto inferior do icone®*#* , tem-se acesso a outras

opcOes que possibilita a construcdo e planificacdo de objetos 3D, evidenciado na

Figura 7.

Figura 7: Opcdes de construcdo e planificacdo de objetos 3D
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Fonte: Do autor.

Em geral, o software GeoGebra oferece duas op¢des para construir os diversos
objetos tridimensionais: usando os menus da barra de ferramentas ou digitando-se
comandos na janela de entrada. Os objetos construidos recebem rétulos e suas

expressfes matematicas ficam visiveis na Janela de Algebra.

Existe ainda, a possibilidade de animar controles deslizantes favorecendo a

visdo do movimento, para iSso precisamos criar um controle deslizante, ativando a

ferramenta “Controle deslizante” | |, situado na barra de ferramentas e clicar sobre
o local desejado na janela de visualizacdo. Em seguida, aparecera uma janela com
opc¢Oes para nomear, especificar o intervalo e incremento e alterar as propriedades do

controle deslizante, conforme mostra a figura 8.

Figura 8: Controle deslizante

. .'B.:.

|
B
.
'

Fonte: Do autor.
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O uso de um controle deslizante possibilita visualizar as variacées em objetos
(manualmente ou automaticamente). Isto €, o individuo que manipula o software tem
a possibilidade de perceber a agédo de planificacéo, por exemplo, e caso queira parar

a planificagdo, em algum momento particular, ha a alternativa de fazé-lo.
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CAPITULO Il - GEOMETRIA ESPACIAL

Neste capitulo, € apresentado o conteddo matematico discutido nas trés
atividades propostas na sequéncia didatica, onde define-se alguns tipos de solidos
geométricos, como: prisma, cilindro, piramide e esfera. Apresenta-se seus elementos,

classificacdes, suas areas e volumes.

2.1 - Prisma: Definicdo
Considera-se um poligono convexo (regido poligonal convexa) ABCD... MN
situado num plano « e um segmento de reta PQ, cuja reta suporte intercepta o plano

a, como mostra a figura 9. Chama-se prisma (ou prisma convexo) a reunido de todos

0S segmentos congruentes e paralelos a PQ, com uma extremidade nos pontos do

poligono e situados num mesmo semi espaco dos determinados por a.

Figura 9: Prisma Convexo

Fonte: Dolce, 2013

2.1.1 - Elementos do prisma

Em um prisma temos os seguintes elementos:

Bases: sdo os poligonos congruentes e que estao situados nos planos paralelos entre

Si.

Arestas das bases: sdo os lados dos poligonos das bases paralelas entre si.
Arestas das bases: sdo os lados dos poligonos das bases.

Faces laterais: sdo as demais faces do prisma, exceto as bases.

Arestas laterais: sdo as demais arestas do prisma, exceto as das bases.

Altura: é a distancia entre os planos das bases.
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2.1.2 - Superficies

Superficie lateral é a reunido das faces laterais. A &rea desta superficie é

chamada de &rea lateral e € indicada por 4;.

Superficie total € a reunido da superficie lateral com as bases. A area desta

superficie é chamada de area total e € indicada por A;.

2.1.3 - Classificagdo de um prisma

Um prisma pode ser reto ou obliquo.

Prisma reto: é aquele cujas arestas laterais sdo perpendiculares as bases, e a

altura h corresponde ao comprimento da aresta lateral.

Prisma obliquo: é aquele cujas arestas laterais sdo obliquas em relacdo as
bases, e a altura esta relacionada ao comprimento [ da aresta e ao angulo « de
inclinacdo. Esse € o angulo entre a aresta lateral e sua projecdo ortogonal no plano
da base.

Prisma regular € um prisma reto cujas bases sdo poligonos regulares.
De acordo com o poligono da base, um prisma pode ser denominado:
Triangular, se a base for um triangulo;
Quadrangular, se a base for um quadrilatero;

Pentagonal, se a base for um pentagono; e assim por diante. A figura 10 mostra

£

prisma de base prisma reto

algumas dessas denominagdes.

Figura 10: Prismas

triangulat puadrangula octogonal

Fonte: ANDRADE, 2020
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2.1.4 - Paralelepipedo

Alguns prismas quadrangulares recebem nomes especiais de acordo com suas
caracteristicas, um deles € o paralelepipedo, prisma quadrangular cujas bases sao
paralelogramos. Um paralelepipedo também pode ser reto ou obliquo, como mostra a

figura 11.
Dentre os paralelepipedos, temos:
Paralelepipedo retangulo: as bases séo retangulos.

Paralelepipedo reto retangulo: as bases e as faces laterais séo retangulos. Se
um paralelepipedo reto retangulo tem todas as faces quadradas, recebe o nome de

cubo.

Figura 11: Paralelepipedos

mrr.;r_galc retingulo quadrado

quadrado

~ lelaoramea p
paralelagramo retingulo

quadrado ]

Fonte: ANDRADE, 2020

2.1.5 - Diagonal do paralelepipedo reto retangulo
Observe o paralelepipedo reto retangulo representado na figura 12:

Figura 12: Diagonal do paralelepipedo

G o
(%)

Fonte: ANDRADE, 2020

a, b e c sdo as dimensdes do paralelepipedo.

d,, € o comprimento da diagonal do paralelepipedo.

d, é o comprimento da diagonal da base do paralelepipedo.
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Note que o 4ABF é retangulo e que d, corresponde ao comprimento de sua

hipotenusa.

Note que o 4AFG também é retangulo e que d,, corresponde ao comprimento

de sua hipotenusa.

De acordo com o teorema de Pitdgoras, temos que, no 4ABF o comprimento

da diagonal da base é:

(dp)? =a%?+b?=>d, =+a? + b2

Se um paralelepipedo reto retangulo € um cubo, temos a = b, nesse caso

teremos:

dp =\/012+b2 =\/012+a2 =\/2a2:db =aV2
No 4AFG, teremos o comprimento da diagonal do paralelepipedo é:

(d,)° = ()2 + 2> d) =@ T B2+ 2

Se um paralelepipedo reto retédngulo é um cubo, temos a = b = ¢, hesse caso

teremos:

d, =\/az+b2+c2 =\/az+a2+a2 =\/3a2 = d, =aV3
2.1.6 - Area da superficie de um prisma

Na figura 13 esta representado um prisma regular de base hexagonal e a

planificacdo da respectiva superficie.

Figura 13: Planificacdo de um prisma

h _> h

Fonte: ANDRADE, 2020

A superficie lateral de um prisma € a reunido de todas as suas faces laterais. A

area dessa superficie € chamada area lateral do prisma 4;.
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No caso do prisma apresentado, a area lateral € 6 vezes a area de uma face lateral

(retangulo), isto é:
A; = 6hl, onde h.l é a &rea de uma face lateral
A area da base corresponde a area do poligono que constitui sua base A,.

No caso do prisma apresentado, a area da base € a area do hexagono regular,
isto &, 6 tridangulos equilateros.
4 =g V3 _3IV3
)

A superficie total de um prisma € a reunido da superficie lateral com as bases.

A area dessa superficie é chamada é&rea total do prisma A;.

A érea total de um prisma € a area lateral mais duas vezes a area da base, isto

é: 4, = A, + 2.4,

No caso do prisma apresentado, teremos:

= 6hl + 3123

312V/3
A=A+ 2.4, = A, = 6hl + 2. >

2.2 - Principio de Cavalieri

Sejam dois soélidos, S; e S,, de mesma altura h, apoiados em um mesmo plano
horizontal «, como mostra a figura 14. Se todo plano paralelo a a cortar um dos solidos
e cortar também o outro, determinando duas regifes planas de mesma area, entao

esses solidos tém volumes iguais.

Figura 14: Principio de Cavalieri

g

(24

Fonte: ANDRADE, 2020
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O principio de Cavalieri pode ser demonstrado; no entanto, ndo sera
demonstrado, apenas considera-se verdadeiro.
2.3 - Piramide: Definicao

Considera-se um poligono convexo (regido poligonal convexa) ABC... MN
situado num plano « e um ponto V fora de a, conforme mostra a figura 15. Chama-se
piramide (ou piramide convexa) a reunido dos segmentos com uma extremidade em

V e a outra nos pontos do poligono.
V é o vértice, e o poligono ABC ... MN é a base da piramide.

Figura 15: Piramide

Fonte: DOLCE, 2013

2.3.1 - Elementos de uma piramide

Em uma pirdmide, temos os seguintes elementos:
Base: é o poligono ABC...MN;
Vértice: € o ponto V.
Arestas da base: sédo os lados do poligono da base: AB, BC, CD,...
Arestas laterais: sdo as demais arestas da piramide, exceto as da base: AV, BV,...
Faces laterais: sao os triangulos: 4ABV, ABCV, ...
Altura: € a distancia entre o plano da base e o vértice V.

Apotema da piramide: € a altura de uma face lateral relativa a aresta da base.
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Apotema da base: é a distancia entre o centro do poligono da base e sua respectiva

aresta da base.
Altura da piramide: € a distancia entre o plano da base e o vértice V da piramide.

2.3.2 - Classificacao

De acordo com o poligono da base, uma piramide pode ser denominada:
Triangular (ou tetraedro), se a base for um triangulo;
Quadrangular, se a base for um quadrilatero;

Pentagonal, se a base for um pentagono; e assim por diante, como mostra a figura
16.

Figura 16: Tipos de piramides

b A

piramide triangular piramide quadrangular pirdmide pentagona

Fonte: ANDRADE, 2020

Piramide reta: a altura é perpendicular ao plano da base.
Piramide obliqua: a altura é obliqua ao plano da base.

Piramide regular € uma piramide cuja base € um poligono regular e a projecao
ortogonal de seu vértice no plano que contém sua base coincide com o centro do
poligono da base. Em uma piramide regular as arestas laterais sdo congruentes e as
faces laterais sao triangulos isosceles congruentes. Vale destacar que toda piramide

regular é, necessariamente, uma piramide reta, mas nem toda piramide reta é regular.

2.3.3 - Area da Superficie de uma Piramide

A figura 17 representa uma piramide regular de base hexagonal e a planificacao

de sua superficie.
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Figura 17: Planificagéo de uma piramide

Fonte: ANDRADE, 2020

A superficie lateral de uma piramide é a reunido de todas as suas faces laterais.
A area dessa superficie € chamada area lateral da pirdmide e é indicada por 4;. No
caso da piramide representada na figura xx, a area lateral é 6 vezes a area de uma

face.
A, = 6. (179) = 3lg , onde (%g) é a area de uma face lateral.

A area da base de uma piramide corresponde a area do poligono que a constitui
Ap. No caso da piramide apresentada, a area da base € a area do hexagono regular,
isto é, de 6 triangulos equilateros:
V3 _ V3
4 T2
Superficie total de uma piramide € a reunido da superficie lateral com a

Ab=6.

superficie da base da piramide. A area dessa superficie € chamada de area total e

indicada por Ag.

A éarea total de uma piramide é a area lateral mais a area da base, isto é: A; =

A; + A, no caso da piramide apresentada, teremos:

124/3

2.3.4 - Volume de uma piramide.

O volume de uma piramide qualquer € um tergco do volume do prisma de mesma
base e mesma altura. Ou seja, se B € a base da piramide, e h sua altura entdo seu

volume é:
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Demonstracdo: assume-se que uma piramide ABCV é triangular com uma de
suas arestas laterais perpendicular ao plano da base. Agora constroi-se um prisma

triangular reto sobre a piramide ABCV, como apresentado na figura 18.

Figura 18: Prisma triangular reto

AN

Fonte: MACHADO, 2013

Em seguida desmembra-se o prisma em trés piramides, como mostra a figura
19. As trés piramides sdo ADEV , ABEV e ABCV. Mostra-se agora que estas trés

piramides possuem o mesmo volume.

Figura 19: desmembramento da piramide

Fonte: MACHADO, 2013

I.  As piramides ADEV e ABEV possuem 0 mesmo volume:

Considera-se AADE e AAEB como bases, respectivamente, destas duas
piramides. Assim, a distancia do vértice (V) ao plano determinado pelos triangulos
AADE e AAEB é a altura (h) das duas piramides. Entdo, AADE = AAEB pelo caso de

congruéncia LAL, logo:
Area(AADE) = Area(AAEB).

Como as duas piramides possuem bases de mesma area e alturas iguais,

Teremos:
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Volume(ADEV ) = Volume(ABEV )
[I. As piramides ADEV e ABCV possuem 0 mesmo volume:

Considera-se ADEV e AABC como bases, respectivamente, das duas
piramides. Como estes tridngulos sdo as bases do prisma reto construido, entao
ADEV = AABC. Além disso, a altura destas duas piramides relativa as bases
escolhidas é exatamente a distancia entre os planos das bases. Assim sao piramides

com mesma area da base e mesma altura, entdo:
Volume(ADEV ) = Volume(ABCV ).
Conclui-se entédo que:
Volume(ADEV ) = Volume(ABEV ) = Volume(ABCV ).

Como o volume de um prisma qualquer € o produto da area de sua base pela

sua altura, tem-se que:
Volume(ABCVDE) = A,. h, ou seja
Vorisma = Ap-h, Onde h € a distancia entre os planos das bases do prisma.

Tem-se ainda que

Vprisma = Volume(ADEV) +Volume(ABEV) +Volume(ABCV)

Vprisma = 3. Volume(ABCV) = Volume(ABCV) = VPT;Sma

portanto, o volume da piramide é:
Ap.h
Vpirémide = T
2.4 - Cilindro: Definicao

Considera-se um circulo (regiao circular) de centro O e raio r, situado num plano
a, e um segmento de reta PQ, ndo nulo, ndo paralelo e n&o contido em «, como mostra
a figura 20. Chama-se cilindro circular ou cilindro a reunido dos segmentos
congruentes e paralelos a PQ, com uma extremidade nos pontos do circulo e situados

num mesmo semiespaco dos determinados por «a.
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Figura 20: Cilindro

Fonte: DOLCE, 2013

2.4.1 - Elementos de um cilindro

Em um cilindro, podemos destacar alguns elementos. No cilindro ao lado,

temos:

Bases: séo os circulos paralelos de centros O e O’ e raio cuja medida do comprimento

7

er.

Altura: é a distancia entre os planos que contém as bases.

Eixo: é a reta que contém os centros dos circulos das bases.
Geratriz: € cada segmento de reta paralelo ao eixo com extremidades
nos pontos da circunferéncia das bases.

Superficie lateral: é a reunido de todas as geratrizes do cilindro.

2.4.2 - Classificacao
Um cilindro pode ser reto ou obliquo.
Cilindro reto: € aquele cujo eixo € perpendicular aos planos que contém as

bases. A figura 21 mostra um cilindro reto também chamado de cilindro de revolucéo,

pois pode ser obtido pela rotacdo de um retdngulo em torno de um de seus lados.
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Figura 21: Cilindro de revolugéo

Fonte: ANDRADE, 2020

Cilindro obliquo: € aquele cujo eixo € obliquo aos planos que contém as bases.

A figura 22 mostra a intersecdo de um cilindro e um plano que passa por seu
eixo que é denominada secdo meridiana do cilindro. A se¢do meridiana de um cilindro

reto € um retangulo, caso seja um quadrado, diz-se que esse cilindro é equilatero.

Figura 22: Cilindro obliquo e se¢édo meridiana

secdo mendiana

G [ P T
b i - h

4] J B

A ) A

—r—

$— 2r—iB

Cilindro
obliquo

Fonte: ANDRADE, 2020

2.4.3 - Area do circulo

Antes de se calcular a area total de um cilindro, é preciso estudar como se

calcula a area de um circulo, que é a base do cilindro.

Inicialmente, decomp®de-se um circulo de raio r e centro O em 16 partes iguais,

conforme figura 23.

Figura 23: Circulo

A
<

Fonte: ANDRADE, 2020
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Em seguida, organiza-se essas partes conforme representado na figura 24.

Figura 24: Partes do circulo

2
I A E——
2

!
Fonte: ANDRADE, 2020

Note que a figura obtida lembra um paralelogramo de altura r e comprimento
7r . Quanto maior a quantidade de partes em que o circulo for dividido, mais a figura
obtida se aproximara de um paralelogramo. Como a area de um paralelogramo pode

ser calculada multiplicando-se o comprimento da base pela altura, tem-se que:

Ap =b.h =nr.r = Ap = mr?, como o paralelogramo é composto de todas as partes
do circulo, a &rea do circulo é igual a nr?, tem-se que a area de um circulo de raio r é

A =nr?,
2.4.4 - Area da superficie de um cilindro reto
A figura 25 mostra a representacédo de um cilindro reto e a planificacdo de sua

superficie.

Figura 25: Planificagéo do cilindro
I/—\t

— .Y .
| 3
|
Paa=a
Q )
>.

Fonte: ANDRADE, 2020

A area da base de um cilindro é a area do circulo que € sua base, ou seja, 4, =

nr-.

A superficie lateral de um cilindro reto € a reunido de todas as suas geratrizes.
Planificada, essa superficie corresponde a um retangulo de dimensdes 2nr, referente
ao comprimento da circunferéncia da base, e h, que é a altura do cilindro. A area dessa

superficie é chamada éarea lateral do cilindro (4)).
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Al =2nr.h
A superficie total de um cilindro € a reunido da superficie lateral com as bases.

A éarea dessa superficie € chamada area total do cilindro (A4,).
A, = A; + 2.4, que pode ser escrita da seguinte forma:

Ay =2nr.h+2.nr? = A, = 2nr(h + 1)
2.4.5 - Volume do cilindro
Considera-se um cilindro qualquer e um prisma de base quadrangular, ambos
de altura h, apoiados em um plano horizontal «, de modo que suas bases tenham
areas iguais. Se um plano  qualquer paralelo a a cortar os dois sélidos determinando
duas regides planas de mesma area, entédo, pelo Principio de Cavalieri, o cilindro e o

prisma tém volumes iguais. Logo:
V. =V,, como V, = Ap. h, teremos
V. = Ap.h, onde A, é a area da base do cilindro, assim

V.=mnr%h
2.5 - Esfera: Definicao

Pode-se definir esfera da seguinte maneira:

Sejam um ponto O e um nuamero real positivo r. O conjunto de todos os pontos
do espaco cujas distancias em relacdo a O sdo iguais a r denomina-se superficie

esférica de centro O e raio r.

O sdlido limitado por uma superficie esférica € chamado esfera. Uma esfera de
centro O e raio r é o conjunto de todos os pontos do espacgo cujas distancias em

relacdo a O sdo menores ou iguais a r.

A esfera também pode ser definida como um sélido de revolugéo, obtido da
rotagdo completa de um semicirculo em torno da reta que contém o seu diametro,

conforme mostra a figura 26.



48

Figura 26: Esfera
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Fonte: ANDRADE, 2020

2.5.1 - Secéao Esférica

Toda secéo plana de uma esfera é um circulo. Se o plano secante passa pelo

centro da esfera, temos como secdo um circulo maximo da esfera.

Sendo r o raio da esfera, d a distancia do plano secante ao centro e s o raio da
secao, conforme figura 27, tem-se que :

Figura 27: Sec¢éo esférica

s
Cm

di

\=

[
0/

Fonte: DOLCE, 2013

Teorema de Pitdgoras no 40MA:

r2=d?+s? =252 =r?—(d>?
2.5.2 - Elementos da esfera

Em uma esfera, pode-se destacar alguns elementos, como mostra a figura 28.

Eixo: € uma reta que passa pelo centro O da esfera, no caso da figura 28, a reta e.
Em relacdo a esse eixo, define-se os pdlos, o equador, os paralelos e os meridianos.
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Polos: sdo as interse¢des do eixo com a superficie esférica P; e P,.

Equador: é a circunferéncia obtida pela intersecéo da superficie esférica e o plano

perpendicular ao eixo que passa pelo centro O.
Paralelo: é qualquer secao (circunferéncia) perpendicular ao eixo.

Meridiano: é qualquer secao (circunferéncia) cujo plano que a contém passa pelo

eixo.

Secdao da esfera: é o circulo obtido pela intersecéo da esfera e um plano secante a

ela. Se o plano secante contém o centro O da esfera, tem-se um circulo maximo.

Figura 28: Elementos da esfera

S e
RO
[

meridgiano

»

Fonte: ANDRADE, 2020

2.5.3 - Célculo do volume de uma esfera

Conforme figura 29, considera-se um cilindro equilatero de raio da base r (a
altura é 2r) e seja S o ponto médio do eixo do cilindro. Considera-se ainda, dois cones
tendo como bases as do cilindro e S como vértice comum (a reunido desses dois
cones € um sélido chamado clépsidra). Ao sélido que esta dentro do cilindro e fora

dos dois cones vamos chamar de sélido X (este sélido X é chamado anticlépsidra).

Figura 29: Clépsidra e anticlépsidra

clépsidra anticlépsidra
3
\ R
h=2r o\ 5
h,
r 4
™ 4
L
un
alindro cilindro reuniao dos solido X,
equilatero equilatero e dols cones cllindro menos
os dols cones os dois cones

Fonte: DOLCE, 2013
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Considera-se agora uma esfera de raio r e 0 solido X descrito.

Sup0be-se que a esfera seja tangente a um plano «, que o cilindro (que originou
0 solido X) tenha base em a e que os dois soélidos, esfera e solido X, estejam num

mesmo semi espac¢o dos determinados por a, como mostra a figura 30.

Figura 30: Volume da esfera

I
ASPQ é isosceles:
SP=d=PQ=d.

Fonte: DOLCE, 2013

Qualqguer plano secante g, paralelo a «, distando d do centro da esfera (e do
vértice do sélido X), também secciona o sélido X. Temos:

Area da secfo na esfera = ns? = n(r? — d?)
Area da sec&o no sélido X = nr? — wd? = n(r? — d?)

As areas das sec¢fes na esfera e no solido X sao iguais; entdo, pelo principio

de Cavalieri, a esfera e o sélido X tém volumes iguais.

Vesfera = Vsélido X

como:

Vsstido x = Veitinaro — 2Veone, t€M-se que:

2
Vestido x = TTTr2.2r — 2. (%.r), pois h = 2r. Entéo:

, 2mr® 4mrr3
Vsstidgo x = 2mr> — = Vsstidox =
3 3
4mr3

Portanto, o volume de uma esferade raior é: V =
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CAPITULO Il - CONSTRUCAO DOS OBJETOS MATEMATICOS

Buscando colaborar com a préatica docente, construiu-se alguns objetos
matematicos com o uso do Geogebra para auxiliar na aplicacdo de uma sequéncia
didatica envolvendo &reas e volumes de alguns sélidos geométricos, a fim de facilitar
a compreensao desses conceitos e permitir aos alunos o desenvolvimento de

processos de exploracao e visualizacao, apropriando-se de demonstracdes visuais.

A seguir descreve-se 0 passo a passo dessa construgdo e a aplicacédo de

animacao utilizando o software Geogebra.
3.1 - Area da superficie de um prisma

A superficie lateral de um prisma é a reunido de todas as suas faces laterais,
que é denominada de area lateral do prisma (4;); a rea da base corresponde a area
do poligono que constitui sua base (4,) e a superficie total de um prisma € a

reunido da superficie lateral com as bases, denominada de area total do prisma

(Ae)-

Com as janelas de algebra, de visualizacdo e visualizacdo 3D exibidas, sera
necessario construir um prisma, cuja quantidade de lados da base e o comprimento
desses lados variam de acordo com os controles deslizantes “I” e “c”, respectivamente,
e a altura do prisma variando de acordo com o controle deslizante “h”, para isso cria-
se o0s controles deslizantes “c” e “h”, selecionando a ferramenta “Controle Deslizante”
localizado na barra de ferramentas da “Janela de Visualizagdo” e clicando nesta janela
de visualizag&do, uma caixa de opgdes sera exibida. Para o campo “Nome” preencher
‘c” e nos campos “‘min:”, “max:” e ‘“incremento:” preencher “1°, “6” e “17,
respectivamente. Na aba “Animacado” preencher “2” no campo “Velocidade”,
prosseguir de maneira analoga para o controle deslizante “h”. Para o controle

deve-se preencher “3”, “6” e “1” os campos “min:”, “max:” e “incremento:”

deslizante
respectivamente e na aba “Animagdo” preencher “2” no campo “Velocidade”. E
possivel posicionar os controles deslizantes em qualquer lugar da “Janela de
Visualizagdo” bastando clicar no controle deslizante e segurar o clique para arrasta-lo

até o local desejado.
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Na sequéncia, cria-se os pontos A e B inserindo, no campo “Entrada”, os
comandos (0,0,0) e (0,c,0), respectivamente. Em seguida constréi-se um poligono,
inserindo no campo “Entrada”, os comandos “Poligono(A,B,l)” e ao clicar “Enter” o
poligono “pol1” sera exibido. Observa-se que ao movimentar o controle deslizante “I”,
a quantidade de lados do poligono varia de 3 a 6, assim como o comprimento dos

lados varia de acordo com o movimento do controle deslizante “c”.

Para melhorar a visualizag&o ocultam-se os eixos e o plano XYZ da “Janela de
Visualizagédo 3D” e os eixos e malhas da “Janela de Visualizagdo”, com o botdo direito
do mouse clique na janela de visualizacdo 3D e em seguida, nas opg¢des “Eixos” e
“Plano” para desativa-los. Processo analogo para desativar eixos e malhas da janela

de visualizagéo

Para construir o prisma €& preciso inserir, no campo “Entrada”, o comando
“Prisma(pol1,h)” e ao clicar “Enter” o prisma “b” sera exibido. Em seguida sera preciso
planifica-lo, para isso cria-se um controle deslizante e na caixa de opc¢des que sera
exibida, preencher “p” para o campo “Nome” e nos campos “min:”, “max:.” e
‘incremento:” preencher “0”, “1” e “0.1”, respectivamente e na aba “Animacgao”

preencher “2” no campo “Velocidade”.

Agora, no campo Entrada, sera necessario inserir o comando

[{el)

“Planificacéo(plo1,p)”, apds clicar “Enter”, basta movimentar o controle deslizante “p

para obter a planificacdo do prisma “b” conforme figura 31.

Figura 31: Planificagdo do prisma.

R R

Fonte: Do autor.
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”» [{PRt

A partir das construgdes, basta movimentar os controles deslizantes “I”, “c” e
“h”, para obter prismas de diferentes bases, comprimento dos lados da base e alturas

distintas e o controle deslizante “p” para a planificagado desse prisma.
3.2 - Demonstracao do volume da piramide

O volume de uma piramide qualquer € um terco do volume do prisma de mesma

base e mesma altura.

Primeiramente, é necessario exibir as janelas de algebra, de visualizacao e
visualizacédo 3D do software Geogebra, em seguida, é preciso construir um prisma de
base triangular. Para isso, crie os pontos A, B e C inserindo no campo “Entrada” os
seguintes comandos: (0,0,0), (4,0,0) e (0,4,0). Ative a ferramenta “Poligono” localizada
na barra de ferramentas da “Janela de Visualizagao” e clique nos pontos A, B e C para
criar um triangulo, que sera exibido nas janelas de visualizacdes e na janela de algebra

sera nomeado o triangulo “t1”.

A construcdo do prisma se dara inserindo, no campo “Entrada”, o comando
“Prisma(t1, 6)”, ao pressionar “Enter” o prisma “d” sera exibido na “Janela de

Visualizagao 3D”.

Na janela de algebra, com um clique duplo no prisma “d” sera exibida a janela
“‘Redefinicao”, clique em “Propriedades...” e a janela de preferéncias sera exibida,
essa janela permite alterar componentes estéticos e propriedades do prisma. Na aba
“Cor”, seleciona-se uma cor e altera-se a transparéncia para um valor de 0 a 100 para
melhorar a visualizagao do objeto. Na aba “Estilo” altera-se a espessura da linha para

um valor de 0 a 13.

Agora, serad necessario construir trés piramides dentro do prisma. Essa
construgao se dara inserindo, no campo “Entrada”, os comandos: “Piramide(A,B,C,F)”,
“Piramide(E,F,D,C)” e “Piramide(A,C,F,E)”, ao pressionar “Enter” as piramides “e”, “f”

e “g” serao exibidas na “Janela de Visualizagdo 3D” e os respectivos volumes na

“Janela de Algebra”.

Na janela de algebra, com um clique duplo na piramide “e” sera exibida a janela
“‘Redefinir’, clique em “Propriedades...” e a janela de preferéncias sera exibida, essa
janela permite alterar componentes estéticos e propriedades da piramide. Na aba
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“Cor”, seleciona-se uma cor e altera-se a transparéncia para um valor de 0 a 100 para
melhorar a visualizagao do objeto. Na aba “Estilo” altera-se a espessura da linha para

um valor de 0 a 13. Segue de modo analogo para as piramides “f” e “g”.

Para melhorar a visualizag&o ocultam-se os eixos e o plano XYZ da “Janela de
Visualizacdo 3D” e os eixos e malhas da “Janela de Visualizagao”, com o botao direito
do mouse clique na janela de visualizagdo 3D e em seguida, nas opgdes “Eixos” e
“Plano” para desativa-los. Processo andlogo para desativar eixos e malhas da janela
de visualizagdo. Na “Janela de Algebra”, com um clique em “Alterar Barra de Estilos”
e “Ordenar Objetos Por...” ative a opcao “Tipo de Objeto”, isso organizara a janela de
algebra por objeto construido. Como ainda existem listas ocultas nessa janela, é
preciso clicar com o bot&o direito do mouse na “Janela de Algebra” e ativar a opgao
“Objetos Auxiliares”, isso fara com que todos os objetos sejam exibidos na “Janela de

Algebra”, conforme figura 32.

Figura 32: Construcao das piramides.

ey l—): : L
n Commch 2y .

Alterar ¢ Tpmecime Ordenar :

Barrade

Estilos

10—~

femn Objetos :
Dot o Do Por... j - .

s asas
B P

Fonte: Do autor.

Em seguida, sera necessario criar um controle deslizante, selecionando a
ferramenta “Controle Deslizante” localizado na barra de ferramentas da “Janela de
Visualizagdo” e clicando nesta janela de visualizacdo, uma caixa de opcdes sera
exibida. Para o campo “Nome” preencher “p” e nos campos “min:", “max:.” e
“incremento:” preencher “0°, “4” e “0.1”, respectivamente. Na aba “Animagao”

preencher “2” no campo “Velocidade”.

Agora, constroi-se trés pontos inserindo, no campo “Entrada”, os seguintes
comandos: “G=(-4,-2,0)"; “H=(-4+p,-2,0)" e “I=(-4-p,-2,0)". Com a ferramenta “Vetor”

~“ ativada, localizada na barra de ferramentas da “Janela de Visualizac&o”,
seleciona-se o ponto G como origem e o ponto H para a outra extremidade, assim o

vetor “u” sera construido. Ainda com a ferramenta “Vetor” ativada seleciona-se o ponto
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G como origem e o ponto | para a outra extremidade, assim o vetor “v” sera construido.
Na janela de algebra, dando clique duplo no vetor “u” sera exibida a janela
“‘Redefinicdo”. Clique em “Propriedades...” e a janela de preferéncias sera exibida,
essa janela permite alterar componentes estéticos como: cor, espessura da linha, etc.

Prosseguir de modo analogo para o vetor “v”.

Na barra de ferramentas da “Janela de Visualizacédo 3D”, ativa-se a ferramenta

“ = »” ...’* . “ A ” .
Translagdo por um Vetor” ** , em seguida, na “Janela de Algebra”, seleciona-se a
piramide “f” e o vetor “u”, da mesma forma, seleciona-se a piramide “g” e o vetor “v”.

It ke 0

Com isso, sera construido as piramides (f) e (g’) vinculadas aos vetores “u” e “v”,

respectivamente. Em seguida, verifica-se que ao movimentar o controle deslizante “p

as piramides “f” e “g” acompanharam o movimento dos vetores “u” e “v”.

A figura 33 mostra que € possivel obter uma melhor visualizacdo do objeto,
ocultando os pontos, o prisma “d” e as piramides “f’ e “g”. Na janela de algebra, clica-
se na lista “Ponto” e todos os pontos serdo selecionados, deve-se clicar com o botao
direito na selecao da janela de algebra e desativar as opg¢des “Exibir Objeto” e “Exibir
rétulo”, isso fara com que os pontos e seus nomes sejam ocultados. Em seguida, com
o botdo direito do mouse deve-se clicar no prisma “d” e desativar a opgao “Exibir
Objeto”, assim o prisma “d” ficara oculto. Prosseguir de modo analogo para as
piramides “f" e “g”.

Verifica-se que os valores dos volumes das piramides e do prisma “d” estédo

listados na “Janela de Algebra”, mas é possivel exibi-los na “Janela de Visualizacao’.

Para isso, sera necessario ativar a ferramenta “Texto” e clicar na referida janela,
serd exibida a caixa “Texto”, para o campo “Editar’ preencher “Volume da Piramide
‘e” = e” e ativar a “Férmula Latex”, ao clicar “OK” o texto sera exibido na “Janela de
Visualizacdo”. Prosseguir de forma analoga para exibir os volumes das piramides f,
g’ e do prisma “d”. As expressodes e, f, g’, d, inseridas apds a igualdade devem ser

selecionadas como objetos disponiveis no icone “Objetos” da caixa “Texto”.

Na “Janela de Algebra” clica-se com o botdo direito do mouse no nimero “p
referente ao controle deslizante para ativar a opcao “Animar”, isso fara com que o
controle deslizante inicie movimentos, variando de 0 a 4, fazendo com que o prisma

“‘d” divida-se em trés piramides. A animacao podera ser interrompida ou iniciada,
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clicando no botao “Pausa/Reproduzir’, que sera exibido no canto inferior esquerdo da

“Janela de Visualizagao”.

Figura 33: Animagé&o das piramides.

Fonte: Do autor.

Com isso, verifica-se que o volume de cada piramide € igual a um terco do

volume do prisma “d”.

3.3 - Construcao da Esfera e do cilindro

Com a interface do software Geogebra carregada, clica-se na barra de menu

“exibir” e ativa-se a “Janela de Visualizagdo 3D”, em seguida, na barra de ferramentas

clica-se em controle deslizante! "+, com a ferramenta “controle deslizante” ativada
clique no local desejado da “Janela de Visualizagdo” que sera exibida a janela controle

deslizante. Para o campo “Nome” preencher “p”, defina o intervalo para minimo: -4 e

maximo : 4 e incremento: 0.01 e em seguida clique em OK, conforme figura 34:

Figura 34: Controle Deslizante.

r = B
Contrale Deslizante ld_‘!'

Nome
@ Numero

Angulo 2
Inteiro || Aleatério (F9)

Intervalo | Controle Deslizante | Animagéo |

min -4 max. 4 Incremento: 0.01

oK || cancelar

w

Fonte: Do autor.
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No campo “Entrada”, localizado no canto inferior esquerdo, cria-se o ponto A
digitando a seguinte coordenada: A(2,2,p), pressionado “Enter” o ponto A sera exibido
na “Janela de Visualizagdo 3D”. Observando-se, que ao movimentar o controle

deslizante “p” verifica-se que o ponto A também movimenta na horizontal. Feito isso,

constroi-se uma esfera com centro em A e raio 4.

Ao clicar na “Janela de Visualizagdo 3D”, observa-se que na “Barra de
Ferramentas” sera exibida as ferramentas necessarias para a construcao de objetos
tridimensionais, entado clique na “seta” localizada no canto inferior direito da décima

ferramenta, sera exibida outras ferramentas para construcdo de esfera, ative a

ferramenta Esfera: Centro e Raiol==d e clique no ponto A, em seguida insira o raio

igual a 4, clicando em “OK” a esfera “a” sera exibida. Observa-se, que assim como o
ponto A, a esfera também acompanha o movimento do controle deslizante “p”. Para
melhor visualizagdo das construgdes, oculta-se o eixo XYZ, clicando com o botdo
direito do mouse na “Janela de Visualizagao 3D” sera exibida uma nova janela, entéo
desativa-se a opcao “eixos”. De maneira analoga, oculta-se o Eixo XY e a “Malha” da

“Janela de Visualizagao” e assim obtém-se a figura 35.

Figura 35: Construcao da esfera.

Fonte: Do autor.

No campo “Entrada”, insere-se as coordenadas do B e C, respectivamente, (-
10,2,4 + p) e (-10,2,-4 + p). Em seguida, sera necessario construir um cilindro, cujos
centros de suas bases serdo os pontos B e C. Para isso, insere-se 0 comando

“cilindro(B,C,4)” e pressionando “Enter”, o cilindro sera exibido conforme a figura 36.
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Figura 36: Construcéo do cilindro.

Fonte: Do autor.

No campo “Entrada”, insere-se o comando “PontoMédio(B,C)” ao pressionar
“‘Enter”, o ponto médio D sera exibido na “Janela de Visualizagcdo 3D”. Isso é
necessario para a construcdo de dois cones opostos pelos vértices cujas bases

coincidem com as bases do cilindro.

Para a construcdo dos cones insere-se, no campo “Entrada”, os comandos

“Cone(B, D, 4)” e pressiona-se “Enter”, “Cone(C, D, 4)” em seguida “Enter”. Tais cones

" ¥ localizada ao lado

serao exibidos na “Janela de Visualizagcado 3D”. Clique na “seta
esquerdo da expressao janela de algebra, e ative a opg¢ao “ordenar Objetos Por” —
“Tipo de Objeto”, esta acao facilitara a visualizagao dos objetos nessa janela. Acesse
as propriedades dos cones e altere as cores para melhor visualizagdo. Para isso, na
“Janela de Algebra”, sera necessario um clique duplo no cone “f’, na janela “Redefinir”
clique na aba “Propriedades”, entdo a barra de propriedades do cone “f” sera exibida
e assim pode-se renomear, alterar cor, estilo, etc, de acordo com a figura 37.

Prossegue-se de maneira analoga para o cone

Figura 37: Propriedades do cone "f".
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Fonte: Do autor.
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No campo “Entrada”, insere-se o comando “E(-20,0,0)” para criar um ponto E,
em seguida constréi-se um plano “q” paralelo ao plano XYZ, tal que o ponto E € q,
para tal, clica-se na “seta” localizada no canto inferior direito da oitava ferramenta da

“‘Barra de Ferramentas” correspondente a “Janela de Visualizacdo 3D” e ativa-se a

ferramenta Plano Paralelo', entdo clique no ponto E e no plano XYZ que o plano

q” sera criado e exibido sua forma algébrica na “Janela de Algebra". A construgéo do

[{pst)

plano “q” facilitara as proximas construgoes.

Para melhor visualizacdo das constru¢cdes oculta-se o plano XYZ e altera-se o

visual do plano “q”. Entao, na “Janela de Visualizagao 3D” clica-se com o botéo direito

do mouse, em seguida na opg¢éo “plano” para desativa-lo.

Para alteracao do visual do plano “q” sera necessario um clique duplo em sua
forma algébrica localizada na “Janela de Algebra” e prosseguir de maneira analoga

ao mostrado na figura 37.

Na “Janela de Visualizacdo 3D” cligue com o botdo direito do mouse, sera
exibida uma nova “janela” com uma lista de opg¢des, entéo clique na opcgéo “Janela de
Visualizacdo” que exibira uma caixa que permite configurar a “janela de visualizagao
3D” da maneira que desejarmos. Ative a barra “Basico” e marque o icone “Usar
Clipping” e o icone “Grande”, em seguida clique em fechar localizado no canto superior
direito. Com isso a interface do software Geogebra seré exibida de acordo com a figura
38:

Figura 38: interface do software Geogebra.

I B R W LR e O

Fonte: Do autor.
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Agora deve-se determinar as interse¢des do plano “q” com o cilindro, cones e

a esfera. No campo “Entrada” insere-se os comandos “Intersecao(q,b)’;

“Intersecéo(q,f)”; “Intersecdo(q,i)” e “Intersegédo(q,a)”, pressiona-se “Enter’ apos cada
insercao. Feito isto, observa-se na “Janela de Visualizagdo” que as intersegdes serao
exibidas em forma de circulo, na “Janela de Visualizagao 3D” serao exibidos contornos

em volta do cilindro, dos cones e da esfera e na “Janela de Algebra” sera exibida as

(1%t R T | B 11 [{pst)

expressodes (conicas) “r”, “s”, “t” e “c;” determinadas pela interse¢céo do plano “q” com

os cones “f, ", com a esfera “a” e com o cilindro “b”, respectivamente.

([ el

A figura 39 mostra que na medida que o controle deslizante “p” é acionado,
observa-se a movimentacdo dos circulos e dos contornos referentes as intersecfes
construidas. Em tais constru¢cdes podem ser realizadas algumas alteracBes em seus

visuais, como trocar a cor, estilo de linhas, exibir o nome do objeto, etc. Bastando um

“_ " [Pt

clique duplo nas cbnicas “r”, “s”, “t” e

“*

¢,” localizada na “Janela de Algebra” e

prosseguir de maneira analoga ao mostrado na figura 37.

Figura 39: Intersecao do plano com os sélidos.
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Fonte: Do autor.

3.3.1 - Construcao da anticlepsidra

[{pst)

Primeiramente, constroi-se uma reta perpendicular ao plano “q” passando pelo

ponto A. Para isso, no campo “Entrada” insere-se o comando “Perpendicular(A,q)”, ao

“l”

pressionar “Enter”, a reta “I” sera exibida na “Janela de Visualizagdo 3D”. Em seguida

determina-se os pontos de intersegéo da reta “I” com a esfera “a”, inserindo o comando
“Intersecgao(a,l)’, ao pressionar “Enter” sera exibido os pontos de intersecdo G e F,
para entdo construir outras duas retas, uma passando pelos pontos B e G e outra
passando pelos pontos C e F. Inserindo, no campo “Entrada”, os comandos “Reta(B,

(11}

G)” e “Reta(C, F)’ ao pressionar “Enter” sera exibido as retas “m” e “n’,
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respectivamente. Entdo define-se os pontos de intersecao das retas “m” e “n” com o

cilindro “b”, na seta localizada no canto inferior direito da segunda ferramenta da

“‘Barra de Ferramentas” ativa-se “Intersecdo de dois Objetos”., na sequéncia
seleciona-se com um clique, a reta “m” localizada na “Janela de Algebra” e o cilindro
“b”, com isso os pontos de intersecdo H e | serdo exibidos. De modo analogo obtém-

se os pontos J e K definidos pela intersecéo da reta “n” com o cilindro “b”.

Inserindo, no campo “Entrada”, o comando “Poligono(l,D,K)” constroi-se um

Tridngulo cujos vértices pertencem aos pontos |, D e K, como mostra a figura 40.

Figura 40: Construgdes na “Janela de Visualizagao 3D”.

Fonte: Do autor.

Deve-se ocultar todos os objetos construidos, com excec¢do dos segmentos do
triangulo IDK, como mostra a figura 41. Para isso, “Janela de Algebra”, selecione todos
0s objetos que devem ser ocultados, em seguida deve-se clicar com o botdo direito

na selecéo e desmarcar a opgao “Exibir Objeto”.

Figura 41: Objetos ocultos.

u_’._ O IR LA

Fonte: Do autor.

Define-se um controle deslizante “g” com intervalo minimo: 1, maximo: 100 e
incremento: 1. Em seguida, insere-se no campo “Entrada”, o comando

“Sequéncia(Girar(t1,f*2m / g, D),f, 1,9)", ao clicar em “Enter’ sera exibido a
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anticlepsidra, que sera representada na “Janela de Algebra” como “Lista 11”. Na

“Janela de Algebra”, com um clique duplo na lista “11” sera exibida a janela “Redefinir’,

clicando em “Propriedades...” a janela de preferéncias sera exibida, essa janela

permite alterar componentes estéticos conforme mostrado na figura 37. Ao

[{psi)

movimentar o controle deslizante “g”, tem-se a figura 42:

Figura 42: Anticlepsidra.
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Fonte: Do autor.

Da mesma forma que ocultou-se os objetos, deve-se exibir o cilindro, os

[{pst)

cones a esfera, as cbnicas e o plano “q”, como mostra a figura 43:

Figura 43: Exibicdo dos solidos (anticlépsidra cilindro e esfera).

Fonte: Do autor.
3.3.2 - Determinacgé&o do volume da esfera
Deve-se mostrar que o volume da esfera é igual ao volume da anticlépsidra.

Para isso, determina-se a area das sec0fes circulares formadas pela intersecédo do

plano com os sélidos, conforme mostrado na “Janela de Visualizagao”.
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No campo “Entrada’, insere-se o comando “Area(c_1)” ao pressionar “Enter”
sera exibido, na “Janela de Algebra”, o nimero “o0” igual a area do circulo c;, para a
area dos circulos r, s e t inserimos os comandos “Area(r)’; “Area(s)” e “Area(t)’, cujas

areas serdo exibidas na “Janela de Algebra” como “u”, “v” e “w”, respectivamente.

Determina-se a area da coroa circular na anticlépsidra, (Al) para p < 0 e (A2)
parap = 0, inserindo os comandos “A1=0-u" e “A2=0-v”, que seréo exibidas na “Janela

de Algebra”. Cria-se também, textos com os valores de cada area calculada, para

ARG

exibicdo na “Janela de Visualizagao”. Para isso ativa-se a ferramenta “Texto” ™=,
localizada em um conjunto de ferramentas contido no penultimo icone da “Barra de
Ferramentas” da “Janela de Visualizagdo”, com a ferramenta “Texto” ativada clica-se
na “Janela de Visualizagdo”, onde exibira uma caixa para edicdo de texto, entédo
insere-se o seguinte texto: “area da coroa circular anticlépsidra (—4 < p < 0) = A17,
ativa-se a guia Formula Latex, em seguida “OK”. Prosseguir de maneira analoga para
os textos: “area da coroa circular anticlépsidra (0 < p < 4) = A2” e “area da coroa
circular na esfera = w”, sendo que A1, A2 e w deveréo ser inseridos clicando na guia

“objetos” contida na caixa de texto, conforme figura 44.

Figura 44: Caixa para edicdo de textos.
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Fonte: Do autor.

Para facilitar a manipulacdo das construcdes, cria-se "Botdes" que permitem

exibir e esconder objetos. No mesmo conjunto de ferramentas da construcdo anterior

ativa-se a ferramenta “Caixa para Exibir/Esconder Objetos”ﬂ, clica-se no local
desejado da “janela de Visualizagao” para que a referida caixa seja exibida, entao no
campo legenda insere-se o texto “ANTICLEPSIDRA” e seleciona-se o0 objeto referente
a anticlépsidra, entdo deve-se clicar no botao “Aplicar”, conforme figura 45. Prosseguir

da mesma forma para o cilindro, cones e esfera.
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Figura 45: Caixa para Exibir/Esconder Objetos.
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Fonte: Do autor.

ApOs as construcdes, deve-se clicar com o botdo direito do mouse nas caixas
de exibir/esconder para desativar a opc¢ao “Fixar a Caixa”, assim sera possivel mudar
suas posicdes na “Janela de Visualizagdo”. Em seguida, a “Janela de Algebra” devera
ser desativada a fim de melhorar a visualizacdo da construcdo, como mostra a figura
46, na sequéncia deve-se clicar com o botéo direito do mouse no controle deslizante
“p” e ativar a opg¢ao “animar” dando inicio a animagao da construcdo. Também sera
exibido no canto inferior esquerdo da “Janela de Visualizacdo” o botao “Reproduzir”

>

Figura 46: Visualizacdo Final.

° -

/é,_ =0

Fonte: Do autor.
Assim, verifica-se que a area do setor circular na anticlépsidra é igual a area
do setor circular na esfera, portanto, pelo Principio de Cavalieri o volume da esfera é

igual ao volume da anticlépsidra.
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CAPITULO IV — SEQUENCIA DIDATICA PARA O ENSINO DE AREAS E VOLUMES
COM ANIMACAO DE OBJETOS MATEMATICOS

4.1 - Metodologia da Pesquisa

Este estudo trata-se de uma pesquisa de natureza basica, exploratoria de
cunho bibliografico e descritiva. A presente pesquisa teve duas fases: a primeira
referente a pesquisa bibliografica na qual nos inteiramos sobre a tematica e foi
baseada em obras publicadas em revistas (do Instituto Geogebra, UNIFESO, Agora,
Ciéncias & ldeias), artigos cientificos e dissertacdes disponiveis nas bibliotecas

universitarias virtuais, Portal de Periédicos da CAPES e Google Académico.

A segunda fase refere-se a construcdo da sequéncia didatica de matematica
que levou em consideracgdo a construcao dos objetos matematicos e os descritores da
BNCC para o ensino meédio. Ainda na segunda fase, foi preciso definir sequéncia

didatica, assim como suas caracteristicas e vantagens.

A sequéncia didatica é um conjunto de atividades ligadas entre si,
planejadas para ensinar um conteudo, etapa por etapa, organizadas
de acordo com os objetivos que o professor quer alcancar para
aprendizagem de seus alunos e envolvendo atividades de avaliagéo
gue pode levar dias, semanas ou durante o ano (PERETTI; TONIN,
2013, p. 6).

Dessa forma, € possivel dizer que uma sequéncia didatica é um planejamento,
de contetdos a serem ministrados, objetivos a serem atingidos, metodologia e
recursos necessarios para a realizacéo das tarefas estabelecidas, bem como em um
plano de aula. Com a diferenca que a sequéncia didatica € um planejamento mais
amplo, um guia, no qual auxilia o professor através do uso de uma metodologia, na
exposicéo de conteudos e atividades que guiam o processo de ensino e aprendizagem

a longo prazo.
E fundamental para a elaboracéo de uma sequéncia didatica:

[...] efetuar um levantamento prévio dos conhecimentos dos alunos e, a
partir desses, planejar uma variedade de aulas com desafios e/ou
problemas diferenciados, jogos, andlise e reflexdo. Aos poucos, faz-se
necessario aumentar a complexidade dos desafios e orientacbes
permitindo um aprofundamento do tema proposto. (PERETTI; TONIN,
2013, p. 6)
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Deste modo, a elaboracdo de uma sequéncia didatica requer do professor,
conhecimento prévio da turma acerca do grau de entendimento dos topicos a serem

abordados, de modo a elaborar atividades adequadas.

Com relacdo as vantagens, pode-se mencionar: a possibilidade de
fortalecimento do trabalho com a interdisciplinaridade e a modelagem,
experimentando novas metodologias, técnicas e abordagens de ensino, e também
possibilitar uma avaliacdo mais precisa do processo de ensino aprendizagem,

observando avancos, facilidades, dificuldades e retrocessos.

Assim, uma vez definido os passos para as constru¢cbes dos objetos
matematicos no Geogebra, como descrito no capitulo 1V e definido os descritores da
BNCC para o ensino médio, foi possivel descrever a proposta de Sequéncia didatica,
constituida de 03 atividades, a saber: Atividade | — Prisma e Paralelepipedo; Atividade

Il — Piramide e Atividade Il - Cilindro e Esfera.

4.2 - Proposta de Sequéncia Didatica

A proposta descrita neste trabalho apresenta um conjunto de trés atividades
gue envolvem conceitos de Geometria Espacial: Prisma, Piramide, Cilindro e Esfera,
gue fazem parte do Curriculo do 2° ano do Ensino Médio. Os encaminhamentos para
construcdo dos objetos matematicos no Geogebra foram descritos no capitulo Il e
compdem o material necessario para desenvolver as atividades apresentadas a

sequir.
Atividade | — Prisma e Paralelepipedo

Conteudo: Conceito formal de um prisma; Elementos do prisma; Classificagao
de um prisma; Paralelepipedos e suas diagonais; Area da superficie de um prisma e

Principio de Cavalieri.

Habilidade de acordo com a BNCC: (EM13MAT309) Resolver e elaborar
problemas que envolvem o célculo de areas totais e de volumes de prismas, piramides
e corpos redondos em situacdes reais (como o calculo do gasto de material para
revestimento ou pinturas de objetos cujos formatos sejam composi¢cdes dos solidos

estudados), com ou sem apoio de tecnologias digitais.
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Objetivo da atividade: Reconhecer a definicAo matematica de prisma, seus
elementos e as diferentes classificacbes e compreender o processo de demonstracéo

da férmula de area da superficie de um prisma.
Tempo de execucao estimado: Duas aulas de 50 minutos.

Recursos necessarios: Notebook ou tablet, projetor ou TV, quadro, pincel,

objetos em forma de prisma e planificacdo dos mesmos.

Primeiramente, apresenta-se o conceito de prisma utilizando constru¢cées no
quadro, objetos do cotidiano em forma desse soélido (uma caixa de bombons, por
exemplo) ou fazer uma construcdo no software GeoGebra. Na sequéncia sera
solicitado que os alunos citem exemplos desse soélido que podem ser encontrados no
cotidiano. Posteriormente, serdo apresentados o0s elementos do prisma e sua
classificacdo: quanto ao niumero de lados do poligono da base; prisma reto, obliquo e

regular.

Observar que alguns prismas recebem nomes especiais como o0
paralelepipedo, que é um prisma quadrangular cujas bases séo paralelogramos e que
também pode ser reto ou obliquo. Em seguida, determina-se o comprimento da
diagonal do paralelepipedo e o comprimento da diagonal da base do paralelepipedo
através de demonstracdo, para isso pode ser utilizado desenhos no quadro e/ou
utilizar material concreto e, caso seja possivel, utilizar constru¢cdes no software

Geogebra.

Logo apds, questiona-se 0s alunos acerca de como calcular a area um
paralelepipedo reto retangulo. Entdo, com auxilio de constru¢des no quadro e/ou de
objetos disponiveis em sala de aula (por exemplo, uma caixa de sapato), propde-se

gue eles determinem a area desse sdlido, destacando que é formado por retangulos.

Apos verificar as possiveis solucdes para o questionamento, apresenta-se as
férmulas para o célculo das areas laterais e totais de um prisma, de acordo com o
poligono da base, e assim, fazer comparagfes entre os resultados obtidos pelos
alunos e as solu¢des encontradas com a utilizacdo das férmulas apresentadas. Nesse
momento, as planificacdes de objetos concretos serdo utilizadas para auxiliar nas
demonstracdes das areas laterais e totais, assim como a utiliza¢éo de uma construcao

no software GeoGebra. Sendo que tal constru¢cdo poderé ser construida no momento
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da aula e junto com os alunos, a depender das possibilidades, ou em momento

anterior pelo professor.

A fim de orientar na construcéo, é apresentado, no topico 3.1 do capitulo Ill, um

passo a passo da planificagdo de um prisma no software Geogebra.

Na sequéncia € proposto o seguinte problema: Em uma empresa, para a
elaboracdo de uma embalagem séo considerados varios aspectos entre 0s quais esta
a busca por melhores formas, a fim de maximizar a quantidade de produto embalado
e minimizar a quantidade de material utilizado diminuindo, assim, os gastos da
empresa e os residuos gerados pela sua producdo. Embalagens em formato de
prisma sdo exemplos observados atualmente que visam a atender esses critérios.
Diante disso, faga uma pesquisa em sua residéncia, a fim de verificar a quantidade de
papel/papeldo que é descartado durante o més. Ou seja, verifigue as embalagens que
possuem a forma de prisma e determine a area de cada uma e faca uma estimativa

da &rea total desse material que é descartado no periodo de um més.

Nesse caso o aluno devera detalhar todo o processo de calculo, devendo
identificar as medidas da embalagem, quantidade total estimada dessa embalagem,

area de cada embalagem e éarea total.

Na sequéncia, € apresentado o principio de Cavalieri. E importante frisar que
tal principio possui demonstracdo, mas apenas sera considerado verdadeiro sem
fazer sua demonstracdo. Como forma de facilitar o entendimento e a visualizacdo do
principio de Cavalieri, sugere-se a utilizacdo de uma constru¢cdo no software
GeoGebra.

A avaliacdo pode se dar através de observacoes, interacdes e participacao dos

alunos durante a aula e posteriormente, através de atividades propostas.
Atividade Il - Piramide

Conteudo: Conceito formal de uma pirdmide; Elementos de uma piramide;
Classificacdo de uma piramide; Area da superficie de uma piramide e Volume de uma

piramide.

Habilidade conforme BNCC: (EM13MAT504) Investigar processos de obtencao

da medida do volume de prismas, piramides, cilindros e cones, incluindo o principio
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de Cavalieri, para a obtencéo das formulas de calculo da medida do volume dessas

figuras.

(EM13MAT309) Resolver e elaborar problemas que envolvem o célculo de
areas totais e de volumes de prismas, piramides e corpos redondos em situagdes reais
(como o célculo do gasto de material para revestimento ou pinturas de objetos cujos
formatos sejam composicfes dos sdlidos estudados), com ou sem apoio de

tecnologias digitais.

Objetivo da atividade: Reconhecer a definicdo matematica de piramide, seus
elementos e as diferentes classificacfes e compreender 0 processo de demonstracao

das férmulas de &rea da superficie e do volume de uma piramide.
Tempo de execucao estimado: Duas aulas de 50 minutos.

Recursos necessarios: Notebook ou tablet, projetor ou TV, quadro, pincel,

objetos em forma de piramide e suas planificagoes.

Primeiramente, apresenta-se o conceito de piramide utilizando construgcdes no
quadro, objetos do cotidiano em forma desse sélido (alguns frascos de perfume, por
exemplo) e/ou fazer uma constru¢cdo no GeoGebra. Na sequéncia é solicitado que 0s
alunos citem exemplos desse solido que podem ser encontrados no cotidiano.
Posteriormente, serdo apresentados o0s elementos de uma piramide e sua
classificacdo quanto ao poligono da base, piramides retas e obliquas, piramide regular

e irregular.

Logo apds, questiona-se os alunos acerca de como calcular a area uma
piramide. Entdo, com auxilio de constru¢des no quadro e/ou de objetos disponiveis
em sala de aula (por exemplo, objetos de papelao), propde-se que eles determinem a
area desse solido, destacando que os lados sao formados por triangulos e a base

dependera do tipo do poligono que a determina.

Apos verificar as possiveis solucdes para o questionamento, apresenta-se as
férmulas para o calculo das areas laterais e totais de um piramide, de acordo com o
poligono da base, e assim, fazer comparagcdes entre os resultados obtidos pelos
alunos e as solugcdes encontradas com a utilizacdo das férmulas apresentadas. Nesse

momento, as planificagcdes de objetos concretos serdo utilizadas para auxiliar nas
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demonstracdes das areas laterais e totais e/ou a utilizacdo de uma construcdo no
software GeoGebra como forma de facilitar o entendimento e a visualizacdo. Sendo
que tal construgdo podera ser construida no momento da aula e junto com os alunos,

a depender das possibilidades, ou em momento anterior pelo professor.

Em seguida, é apresentada a demonstracdo do volume de uma piramide. Para
a demonstracéo, considera-se uma piramide triangular e um prisma triangular reto
devera ser construido sobre essa piramide e entdo desmembra-se 0 prisma em trés

piramides para mostrar que elas possuem o0 mesmo volume.

Para a compreensdo e a visualizacdo, deve-se utilizar um objeto animado
construido no software Geogebra. Com o fim de orientar na construcdo desse objeto,
segue um passo a passo no topico 3.2 do capitulo Ill, sendo que tal construcdo podera
ser construida no momento da aula e junto com os alunos, a depender das

possibilidades, ou em momento anterior pelo professor.

ApOs separar as piramides (ADEV , ABEV e ABCV), deve-se mostrar de duas

a duas que possuem o mesmo volume.

Primeiramente as piramides ADEV e ABEV, utilizando o fato de que os AADE
= AAEB pelo caso de congruéncia LAL, chegar a conclusao que: Volume (ADEV) =
Volume (ABEV).

Na sequéncia as piramides ADEV e ABCV, utiliza-se o fato de que os ADEV =
AABC, por serem bases do prisma construido, e que a altura das piramides é
exatamente a distancia entre os planos das bases, concluir que Volume (ADEV) =
Volume (ABCV).

Assim, concluir que: Volume(ADEV ) = Volume(ABEV ) = Volume(ABCV ).

Logo, a partir do volume de um prisma tem-se que o volume de uma piramide

qualquer é um terco do volume do prisma de mesma base e mesma altura. Ou seja:

Como o volume de um prisma qualquer é o produto da area de sua base pela

sua altura, tem-se que:

Volume(ABCVDE) = A,. h
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Vorisma = Ap-h, Onde h é a distancia entre os planos das bases do prisma.

E ainda

Vprisma = Volume(ADEV) +Volume(ABEV) +Volume(ABCV)
Vorisma = 3.Volume(ABCV) = Volume(ABCV) = VpT;sma

portanto, o volume da piramide é:
Ap.h
Vpirémide = T
A avaliacdo pode se dar através de observacoes, interacdes e participacdo dos

alunos durante a aula e posteriormente, através de atividades propostas.
Atividade Il - Cilindro e Esfera

Contetido: Conceito formal do Cilindro e da Esfera; seus elementos; suas

classificacdes; Area das superficies e Volume de uma piramide.

Habilidade conforme BNCC: (EM13MAT504) Investigar processos de obtencao
da medida do volume de prismas, piramides, cilindros e cones, incluindo o principio
de Cavalieri, para a obtencéo das férmulas de calculo da medida do volume dessas

figuras.

(EM13MAT309) Resolver e elaborar problemas que envolvem o célculo de
areas totais e de volumes de prismas, piramides e corpos redondos em situacdes reais
(como o célculo do gasto de material para revestimento ou pinturas de objetos cujos
formatos sejam composi¢cdes dos solidos estudados), com ou sem apoio de

tecnologias digitais.

Objetivo da atividade: Reconhecer a definicdo matematica de cilindro e esfera,
seus elementos e as diferentes classificagcbes, compreender o processo de

demonstracao das formulas de area da superficie e do volume.
Tempo de execucao estimado: Trés aulas de 50 minutos.

Recursos necessarios: Notebook ou tablet, projetor ou TV, quadro, pincel,

objetos em forma de cilindro e esfera e suas planificagdes.
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Primeiramente, apresenta-se o conceito de cilindro utilizando construcdes no
quadro, objetos do cotidiano em forma desse sélido (lata de refrigerante, por exemplo)
e/ou fazer uma construcdo no GeoGebra. Na sequéncia é solicitado que os alunos
citem exemplos desse solido que podem ser encontrados no cotidiano.
Posteriormente, serdo apresentados os elementos de um cilindro e sua classificacéo,

gue pode ser reto ou obliquo.

Logo apds, sera preciso mostrar como se calcula a area de um circulo, que é a
base do cilindro. Para isso, decompde-se um circulo de raio r e centro O em 16 partes
iguais, utilizando uma construcdo no quadro e/ou uma construgdo no software
GeoGebra. Em seguida organiza-se as partes do circulo de modo a formar um
paralelogramo de altura r e comprimento nr e assim mostrar através da area do
paralelogramo que a area de um circulo de raio r € A = nr?, ou seja, a area da base

de um cilindro é A, = nr2.

Através de uma planificacdo representada em uma constru¢cdo no quadro ou
no software Geogebra e através de objetos concretos mostra-se como determinar a
area da superficie lateral de um cilindro, que corresponde a um retangulo de
dimensbes 2nr, referente a circunferéncia da base e a altura do cilindro, e assim

concluir que a area da superficie lateral de um cilindro é: A; = 2mr. h.

Na sequéncia determina-se a area total de um cilindro, que é a reunido da

superficie lateral com as bases, ou seja: A; = A; + 2.4,

Neste momento, determina-se o volume de um cilindro utilizando o Principio de
Cavalieri. Para melhor compreenséo e visualizacdo da demonstracdo, podera ser

utilizada uma construcéo no software Geogebra.

Para essa demonstracao, considera-se um cilindro qualquer e um prisma de
base quadrangular, ambos de altura h e area das bases iguais apoiadas em um plano
horizontal « e um plano 3 qualquer paralelo a a cortando os dois sélidos determinando
duas regides planas de mesma area, mostrando assim, pelo Principio de Cavalieri,

gue o cilindro e o prisma tém volumes iguais. logo
Ve =V,, como V, = Ap. h, teremos

V. = A,.h, onde A, € a area da base do cilindro, assim
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V.=nr%h
Em seguida, apresenta-se o conceito de esfera e seus elementos, para isso

utiliza-se de construcdes no quadro e objetos do cotidiano em forma desse sdlido. Na
sequéncia € solicitado que os alunos citem exemplos desse solido que podem ser
encontrados no cotidiano. Posteriormente, é apresentada a demonstragéo do volume

de uma esfera.

Para isso, considera-se um cilindro equilatero de raio da base r e S como ponto
meédio do eixo do cilindro e constrdi-se dois cones tendo como bases as do cilindro e
S como vértice comum, que sera denominado de clépsidra e ao sélido que esta dentro

do cilindro e fora dos dois cones, que sera denominado de anticlépsidra.

Considera-se agora uma esfera de raio r tangente a um plano « e um cilindro
com base em «a. E ainda, que a esfera e a anticlépsidra, estejam num mesmo semi
espaco dos determinados por a. Assim, qualquer plano paralelo a «, com distancia d
do centro da esfera também secciona a anticlépsidra. A partir disso, far-se-a as

seguintes deducoes:
Area da secdo na esfera = ns? = n(r? — d?)
Area da sec¢fo no solido X = nr? — nd? = n(r? — d?)

As éareas das secdes na esfera e na anticlépsidra séo iguais; entdo, pelo
principio de Cavalieri, a esfera e a anticlépsidra tém volumes iguais.

Vesfera = Vsélido X

como:
Vssiidzo x = Veitinaro — 2Veone, t€r€MOS:

2 nr? . .
Vsstido x = Tr=.2r — 2. —~~-T), pOis h = 2r. Entao:

2mr3 . 4qrr3
=3 ST =
3 solido X 3

— 3
VsélidoX = 2nr> —
Portanto, o volume de uma esfera de raio r é:

3 4mr3
-3
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Para facilitar o entendimento e a visualizacdo, deve-se utilizar um objeto
animado construido no software Geogebra. Com o fim de orientar na construcdo desse
objeto, segue um passo a passo no topico 3.3 do capitulo lll, sendo que tal construcao
podera ser desenvolvida no momento da aula e junto com os alunos, a depender das

possibilidades, ou em momento anterior pelo professor.

A avaliacdo pode ser realizada através de observacdes, interacdes e
participacdo dos alunos durante a aula e posteriormente, através de atividades

propostas.
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CONCLUSAO

Com este trabalho, conclui-se que a utilizacdo do software Geogebra como
recurso didatico para apoiar as atividades realizadas em salas aulas, permite ao
professor mostrar situacdes que seriam dificeis e demoradas de expor com apenas
lousa, além de possibilitar aos alunos a compreensdo dos conteudos trabalhados,
otimiza o tempo, contribuiu na visualizacdo e conforme as iteracbes aumenta a

exatidao dos tracados facilitando a compreensao.

Acredita-se na importancia e necessidade de proporcionar experiéncias que
possibilitem ao aluno ampliar sua capacidade de compreensdo dos objetos
tridimensionais e uma forma de fazer isso é através do uso de recursos digitais como

o software GeoGebra.

As construcdes abordadas neste trabalho buscam contribuir com o ensino e
aprendizagem de areas e volumes de alguns soélidos geométricos, que através do

software Geogebra, envolve animacdes aplicadas aos objetos construidos.

Considera-se que, ao explorar esses recursos em sala de aula, o professor
despertara a atencéo e o interesse dos alunos para o estudo de areas e volumes,
contribuindo assim para o ensino e aprendizagem na medida em que permite a
exploracdo dos objetos matematicos, especificamente 0s geométricos

dinamicamente.

Portanto, a construcéo e planificacdo de sélidos geométricos, demonstracées
de areas e volumes com animacédo no software Geogebra sdo possibilidades de
atividades com uso de objetos matematicos, que podem desenvolver no aluno um
olhar diferenciado acerca dos conteuddos matematicos, possibilitando o

desenvolvimento do conhecimento matematico.

Neste trabalho descreve-se a construcdo de objetos geométricos utilizando o
software GeoGebra para favorecer a compreensédo de areas e volumes de alguns
sélidos geométricos estudados no Ensino Médio. Logo, construiu-se objetos que
facilitam a demonstracdo do volume da esfera através do Principio de Cavalieri, do

volume da piramide construida dentro de um prisma e das areas de um prisma.
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O uso do software Geogebra contribuiu para o desenvolvimento deste trabalho,
na medida em que foi possivel discutir demonstracdes visuais de objetos geométricos
e espera-se que esse tipo de atividade provoque possibilidades de uso em sala de
aula. Reforga-se que o Geogebra possui uma interface simples, de facil entendimento
e manuseio de suas ferramentas permitindo a exploracéo de conteudos e realizacao

das construcdes propostas.
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