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Resumo

Este trabalho foi inspirado nos padroes observados numa churrascaria rodizio, onde tudo

que ¢ oferecido pelos garcons tem como respostas: Sim, por favor! ou Nao, obrigado!
O que isso tem a ver com analise combinatoria?

R.: Tudo. Pois, o “Sim = aceito” significa que o elemento pertence ao agrupamento e o

“Nao = nao aceito” significa que o elemento nao pertence ao agrupamento.

Utilizando a ideia do sim e do nao e o principio multiplicativo construimos tabelas coloridas
com verde (sim) e vermelho (nao) para fazer com que os alunos percebam resultados
importantes da andlise combinatoria, tridngulo de Pascal e bindomio de Newton sem o uso

de féormulas, ou seja, fazendo conjecturas a partir de padroes observados.
Esperamos que o presente trabalho seja mais uma alternativa para o ensino desses contetidos

tao ricos e interessantes e, também, sirva para inspirar Professores a criarem alternativas

para ensinar esses e outros conteidos de Matematica.

Palavras-chave: Andlise Combinatoéria, Binémio de Newton, Tridngulo de Pascal.



Abstract

This work was inspired by the patterns observed in a rodizio steakhouse, where everything

that is offered by the waiters has as responses: Yes, please! or No, thank you!
What does this have to do with combinatorial analysis?

A.: Everything. Because, the "Yes = accepted" means that the element belongs to the
cluster and the "No = not accepted" means that the element does not belong to the

cluster.

Using the idea of yes and no and the multiplicative principle we built colored tables with
green (yes) and red (no) to make students realize important results of combinatorial
analysis, Pascal’s triangle and Newton’s binomial without the use of formulas, that is,

making conjectures from observed patterns.
We hope that this work will be another alternative for the teaching of these rich and

interesting contents, and that it will inspire teachers to create alternatives to teach these

and other mathematical contents.

Keywords: Combinatorial Analysis, Newton’s Binomial, Pascal’s Triangle.
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Introducao

O ato de contar esta presente na evolu¢ao do homem desde os primérdios e na
contagem aparecem os coeficientes binomiais ou nimeros binomiais presentes em conteidos
da matematica como, por exemplo, a analise combinatoria, o tridngulo de Pascal, binémio

de Newton e em outras areas como probabilidade, teoria dos niimeros.

A procura por técnicas de contagem esté diretamente vinculada & histéria
da Matematica e a forma pela qual as pessoas tém seu primeiro contato
com esta disciplina. A primeira técnica matematica aprendida por uma
crianca é “contar”, ou seja, enumerar os elementos de um conjunto
de forma a determinar quantos sdo os seus elementos. As operacoes
aritméticas sdo também motivadas (e aprendidas pelas criangas) através
de sua aplicacdo a problemas de contagem. (LIMA et al., 2006)

A matematica tem papel fundamental para o desenvolvimento do raciocinio e tem
uma enorme importancia para a formagao do cidadao. Assim, a aprendizagem matematica
se apresenta como fundamental para a formagao da cidadania, pois o raciocinio faz com

que o sujeito enfrente melhor os problemas do dia-a-dia.

De acordo com os Pardmetros Curriculares Nacionais (PCN),

A constatacao da sua importéncia apoia-se no fato de que a Matematica
desempenha papel decisivo, pois permite resolver problemas da vida
cotidiana, tem muitas aplicagoes no mundo do trabalho e funciona como
instrumento essencial para a construcao de conhecimentos em outras
areas curriculares. Do mesmo modo, interfere fortemente na formacao de
capacidades intelectuais, na estruturagao do pensamento e na agilizacao
do raciocinio dedutivo do aluno. (BRASIL, 1997)

Anélise Combinatoria e o Triangulo de Pascal sdo conteidos interligados que devem
ser trabalhados de maneira que os alunos nao necessitem decorar formulas de forma
mecanica, mas sim encontrar formas, através de experimentos e dedugoes, para a resolucao
de problemas que estao presentes no cotidiano dos alunos e dessa forma fica mais simples

que eles entendam o conteido através de suas proprias experiéncias praticas.

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC), traz como competéncia para o aluno
a capacidade de raciocinar através de experiéncias e investigacoes para resolugao de

problemas.

Assim, para o desenvolvimento de competéncias que envolvem o racioci-
nar, é necessario que os estudantes possam, em interagdo com seus colegas
e professores, investigar, explicar e justificar os problemas resolvidos,
com énfase nos processos de argumentacao matematica. Embora todas
as habilidades pressuponham a mobilizagdo do raciocinio, nem todas se
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restringem ao seu desenvolvimento. Assim, por exemplo, a identificacio
de regularidades e padroes exige, além de raciocinio, a representacao e a
comunicacdo para expressar as generalizacoes, bem como a construgao

de uma argumentacgao consistente para justificar o raciocinio utilizado.
(BRASIL, 2018)

Sendo assim, com a necessidade de alterar o pensamento a respeito dos contetudos
de anélise combinatoéria para que o assunto desperte mais o interesse e a imaginac¢ao dos
alunos, temos como objetivo geral do presente trabalho apresentar a analise combinatoéria,
o triangulo de Pascal e o binémio de Newton expondo algumas de suas propriedades
e propor algumas atividades de investigacao e conjecturas utilizando tabelas, visto que

temos como competéncias especificas de matematica para o ensino médio,

Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e
propriedades matematicas, empregando recursos e estratégias como ob-
servacao de padroes, experimentacoes e tecnologias digitais, identificando
a necessidade, ou nao, de uma demonstracao cada vez mais formal na
validagdo das referidas conjecturas. (BRASIL, 2018)

Considerando os objetivos tracados, o trabalho foi organizado em capitulos da

seguinte formas:

No Capitulo 1, sao apresentadas atividades onde os alunos fazem conjecturas a
partir das tabelas preenchidas com as respostas sim ou nao. Dessa forma o aluno chega a
resultados importantes do triangulo de Pascal e binomio de Newton sem o uso de férmulas
e consegue concluir que para formar comissoes, subconjuntos ou qualquer agrupamento ¢é

necessario saber se cada “elemento (objeto)” pertencerd ou nao ao agrupamento.

Através das tabelas, também se chega ao tridngulo de Pascal, a propriedade da
coluna, a propriedade da diagonal, propriedade da linha, binomiais complementares e a

relacao de Stifel.

No Capitulo 2, é apresentado o desenvolvimento do binémio de Newton também
utilizando-se de tabelas tanto para o desenvolvimento do binémio como para calcular

combinagoes simples sem o uso de formulas.

No Capitulo 3, sao dadas algumas sugestoes de atividades e suas solugoes para que
sejam aplicadas junto aos alunos de maneira que eles possam resolvé-las utilizando-se de

experimentos praticos.

No Capitulo 4, sao feitas as demonstracoes matematicas das féormulas necessarias

para estudo da andlise combinatoria, triangulo de Pascal e bindmio de Newton.
Esperamos que o presente trabalho estimule a pratica da investigacao para o

aprendizado de contetidos matematicos sem deixar de lado o rigor que a matematica exige.

Em contextos de ensino e aprendizagem, investigar nao significa ne-
cessariamente lidar com problemas muito sofisticados na fronteira do
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conhecimento. Significa, tao-s6, que formulamos questoes que nos interes-
sam, para as quais nao temos resposta pronta, e procuramos essa resposta
de modo tanto quanto possivel fundamentado e rigoroso. Desse modo,
investigar ndo representa obrigatoriamente trabalhar com problemas
muito dificeis. Significa, pelo contrario, trabalhar com questées que nos
interpelam e que se apresentam no inicio de modo confuso, mas que
procuramos clarificar e estudar de modo organizado.

Investigar em Matematica assume caracteristicas muito préprias, condu-
zindo rapidamente a formulagdo de conjecturas que se procuram testar
e provar, se for o caso. As investigacbes matematicas envolvem, natu-
ralmente, conceitos, procedimentos e representacées matematicas, mas
o0 que mais fortemente as caracteriza é este estilo de conjectura-teste-
demonstracdo. (PONTE; BROCARDO; OLIVEIRA, 2016)
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1 Atividades lidicas e conjecturas

A partir de exemplos e tabelas que serao preenchidas com as respostas sim ou nao,
vamos chegar a resultados importantes da Analise Combinatoria, do Triangulo de Pascal e

Binémio de Newton sem o uso de férmulas.

O presente trabalho é fruto da experiéncia em sala de aula e foi motivado pelos
padroes observados numa churrascaria rodizio, onde tudo que ¢é oferecido pelos garcons
tem como respostas: Sim, por favor! ou Nao, obrigado!; o que tem tudo a ver com
a formacgao de comissoes, pois para formarmos comissoes, subconjuntos ou qualquer
agrupamento nao ordenado, precisamos saber se cada “elemento (objeto)” pertencera ou

nao ao agrupamento.

o O uso das cores é essencial neste trabalho. Use e abuse das cores;

« Criem situagoes e estimulem os alunos a perceberem os padroes e fazerem conjecturas.

Vamos utilizar o Principio Fundamental da Contagem (PFC) e a notagao:

n ) . )
< — numero de agrupamentos (nao ordenados) de p elementos escolhidos num
p

universo de n elementos. (p,n € Nep < n). Conhecemos como “binomial de n sobre p”.

Exemplo 1.1. Considere um grupo de 2 pessoas (Ana e Bia). Vamos calcular o niimero

de possibilidades dessas pessoas participarem de um agrupamento.

Pelo principio fundamental da contagem (PFC) ou principio multiplicativo chegamos
ao total de 4, pois cada pessoa tem duas possibilidades: “participar” ou “nao participar”

do agrupamento.

Figura 1 — agrupamentos de Até Duas Pessoas

ANA | BIA

2 2 2.2=22=-4

Fonte: Produzido pelo Autor

Na figura 2 estao representadas todas as possibilidades de participagao: Ana e Bia,

somente Ana, somente Bia e nenhuma das duas.
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Figura 2 — Possibilidades das duas Pessoas Participarem ou Nao dos agrupamentos

ANA | BIA § De quantas
Maneiras?

Fonte: Produzido pelo Autor

Observacao 1.2. Se considerarmos somente uma pessoa, teremos apenas duas possibili-

dades: participa ou nao participa. Como podemos observar na figura 3.

Figura 3 — Possibilidades de uma Pessoa Participar ou Nao dos agrupamentos

ANA ]| De guantas
Maneiras?

Fonte: Produzido pelo Autor

Exemplo 1.3. Considere um grupo de trés pessoas (Ana, Bia e Edu). Vamos calcular o

numero de possibilidades dessas pessoas participarem de um agrupamento.

Pelo principio fundamental da contagem chegamos ao total de 8 agrupamentos,

pois cada pessoa tem duas possibilidades: participar ou nao participar do agrupamento.

Figura 4 — agrupamentos de Até Trés Pessoas

ANA | BlA | EDU

2.22=2%=8

2 2 2

Fonte: Produzido pelo Autor

Na figura 5, estdo representadas todas as possibilidades de participacao nos agru-

pamentos.
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Figura 5 — Possibilidades das Trés Pessoas Participarem dos agrupamentos

ANA | BIA | EDU | De quantas | Sim
Maneiras?

Fonte: Produzido pelo Autor

Exemplo 1.4. Considere um grupo de quatro pessoas (Ana, Bia, Edu e Téo). Vamos

calcular o niimero de possibilidades dessas pessoas participarem de um agrupamento.

Pelo principio fundamental da contagem chegamos ao total de 16 agrupamentos,

pois cada pessoa tem duas possibilidades: participar ou nao participar do agrupamento.

Figura 6 — agrupamentos de Até Quatro Pessoas

ANA | BIA | EDU | TEO

2.2.22=2*=16

Fonte: Produzido pelo Autor

Na figura 7, estao representadas todas as possibilidades de participagao nos agru-

pamentos.
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Figura 7 — Possibilidades das Quatro Pessoas Participarem dos agrupamentos

ANA | BIA | EDU | TEO | De quantas
Maneiras?

Fonte: Produzido pelo Autor

Exemplo 1.5. Considere um grupo de cinco pessoas (A, B, C, D e E). Vamos calcular o

numero de possibilidades dessas pessoas participarem de um agrupamento.

Pelo principio fundamental da contagem chegamos ao total de 32 agrupamentos, pois

cada pessoa tem duas possibilidades: “participar” ou “nao participar” do agrupamento.

Figura 8 — agrupamentos de Até Cinco Pessoas

Total

2|(2|2|2|2|22222=25

Fonte: Produzido pelo Autor

Na figura 9, estao representadas todas as possibilidades de participagdo nos agru-

pamentos.
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Figura 9 — Possibilidades das Cinco Pessoas Participarem dos agrupamentos

L R L R R (T SRR T ) ) LR L R L L LS L L

N LSRR L DR LR R L Ll R L (S TN LT (M ER T LR

Fonte: Produzido pelo Autor

1.1 Observando Padroes e Fazendo Conjecturas

Analisando os resultados nas figuras 2, 3, 5, 7 e 9, podemos chegar a alguns

resultados importantes.

1.1.1 Casos Particulares
o Ninguém participa do agrupamento:
N (2YZ (3 _ (Y _ (5 _,
o/ \o/ \o/ \o/ \o/

Qual o padrao observado?

n
<0> = 1. S6 existe 1 maneira de ninguém participar do agrupamento;

o Todos participam do agrupamento:
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(0-0)-0-0-0-

Qual o padrao observado?

n
< ) = 1. SO existe 1 maneira de todos participarem do agrupamento;
n

o Apenas um participa do agrupamento:

1
— <1> = 1. Existe 1 maneira de apenas 1 participar do agrupamento;

2

)= 2. Existem 2 maneiras de apenas 1 participar do agrupamento;

w

= 3. Existem 3 maneiras de apenas 1 participar do agrupamento;

] 1. Existem 4 maneiras de apenas 1 participar do agrupamento;

bt

)= 5. Existem 5 maneiras de apenas 1 participar do agrupamento.

()
)
()
()

Qual o padrao observado?

n
<1> = n. Quando apenas 1 pessoa participa do agrupamento, o total de agrupamen-

tos é igual ao niimero de pessoas.

1.1.2 Propriedade da Linha
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Qual o padrao observado?

(g) N <T> N <72l) n (g) n <Z> N <Z> =2"  (PROPRIEDADE DA LINHA).

1.1.3 Binomiais Complementares

o O ntmero de maneiras de escolher “3 sins” e “nenhum nao” é igual ao nimero de

. . . . 3
maneiras de escolher “3 ndos” e “nenhum sim”, ou seja, (3) = (0 .

e O ndimero de maneiras de escolher “2 sins” e “1 nao” é igual ao niimero de maneiras

3 3
de escolher “2 naos” e “1 sim”, ou seja, , <2> = <1>

o O ntmero de maneiras de escolher “4 sins” e “nenhum nao” ¢é igual ao nimero de

4 4
maneiras de escolher “4 ndos” e “nenhum sim”, ou seja (4 =10

e O ndimero de maneiras de escolher “3 sins” e “1 nao” ¢ igual ao niimero de maneiras

4 4
de escolher “3 naos” e “1 sim”, ou seja, (3) = (1)

o O ntmero de maneiras de escolher “5 sins” e “nenhum nao” ¢é igual ao nimero de

5 5
maneiras de escolher “5 naos” e “nenhum sim”, ou seja, , ( = .

) 0

e O numero de maneiras de escolher “4 sins” e “1 nao” é igual ao niimero de maneiras

5 5
de escolher “4 naos” e “1 sim”, ou seja, (4) = <1>

e O nimero de maneiras de escolher “3 sins” e “2 naos” é igual ao nimero de maneiras

5 5
de escolher “3 naos” e “2 sins”, ou seja, (3) = <2>

Qual o padrao observado?

(“) :( " ) (BINOMIAIS COMPLEMENTARES).
p n—p

1.1.4 Relacao de Stifel
Observando os exemplos 1.6, 1.7 e 1.8, chegaremos a um resultado importantissimo.

Exemplo 1.6. Vamos considerar quatro pessoas (A, B, C e D) para formar agrupamentos

de 2 pessoas
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Figura 10 — Possibilidades de Escolher duas Pessoas entre Quatro

Total

Fonte: Produzido pelo Autor

De acordo com a figura 10, podemos observar que é possivel formar 6 agrupamentos

de 2 pessoas. Observe que: “3 tem a pessoa A” e “3 nao tem a pessoa A”.

Podemos fazer essa contagem da seguinte maneira: se tenho A no agrupamento de 2
pessoas, devo escolher mais 1 pessoa das 3 que sobraram e se nao tenho A no agrupamento

de 2 pessoas, devo escolher 2 pessoas das 3 que sobraram.

veoms o ()4 (9)-() )

Exemplo 1.7. Vamos considerar cinco pessoas (A, B, C, D e E) para formar agrupamentos

de 3 pessoas de 5 pessoas?

Figura 11 — Possibilidades de Escolher Trés Pessoas entre Cinco

Total

Fonte: Produzido pelo Autor

De acordo com a figura 11, podemos observar que é possivel formar 10 agrupamentos

de 3 pessoas. Seis agrupamentos com a pessoa A (c/A) e quatro sem a pessoa A (s/A).

Podemos fazer essa contagem da seguinte maneira: Se tenho A no agrupamento
de 3 pessoas, devo escolher mais 2 pessoas das 4 que sobraram e se nao tenho A no

agrupamento de 3 pessoas, devo escolher 3 pessoas das 4 que sobraram.

e ()
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Exemplo 1.8. Vamos considerar seis pessoas (A, B, C, D, E e F) para formar agrupamentos

de 4 pessoas.

Figura 12 — Possibilidades de Escolher Quatro Pessoas entre Seis

Total

c/A

>

Fonte: Produzido pelo Autor

De acordo com a figura 12, podemos observar que ¢ possivel formar 15 agrupamentos

de 3 pessoas. Dez agrupamentos com a pessoa A (c/A) e cinco nao tem a pessoa A (s/A).

Podemos fazer essa contagem da seguinte maneira: Se tenho A no agrupamento
de 4 pessoas, devo escolher mais 3 pessoas das 5 que sobraram e se ndao tenho A no

agrupamento de 4 pessoas, devo escolher 4 pessoas das 5 que sobraram.

04+5=15 — @ + @ _ @ (1.3)

Qual o padrao observado?

Das igualdades 1.1, 1.2 e 1.3, temos:

(” - 1) + (" N 1) - (”) (RELAGAO DE STIFEL).
p—1 p p

1.1.5 Propriedade da Coluna

Utilizando a relagao de Stifel recursivamente chegaremos a outro resultado que

chamaremos de Propriedade da Coluna.
Considere um agrupamento com 5 pessoas, dentre elas as pessoas A, B e C.
Todos os agrupamentos com 3 pessoas:

(g) = (3) + <§> (RELACAO DE STIFEL).
—— ——

comoA semoA
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(;l) = @ + (g) (RELACAO DE STIFEL).

comoB semoB

2
(g) = <2>, fixando o C, sobram 2 para escolher 2.

Fazendo as devidas substituigoes, temos:
5 4 3 2
= 1.4
5=+ ()0 =

Da relagao de Stifel, sabemos que (g) = <;> + <§> Substituindo (g) pela

()= )+ C)
()= G ()= () )+ )+ )+

Qual o padrao observado?

<p> n <p + 1) + (p ; 2) bt <”> _ (” N 1) (PROPRIEDADE DA COLUNA).

igualdade 1.4, temos

P P P p+1

Visualizando a propriedade da coluna através de um problema.
Problema 1.9. Ana, Beto, Cléo, Dinho e Eloa fazem parte de um agrupamento de 7
pessoas.

Nas respostas de cada item a seguir, considere como escolhido os quadrados verdes

e nao escolhido os quadrados vermelhos.

a) Quantas sdo as possiveis formas de montar uma comissdo de 3 pessoas, supondo que

Ana estara entre os escolhidos?

Resposta:
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Figura 13 — Resposta exemplo 1.9 a

Fonte: Produzido pelo Autor

Observe na figura 13, que fixando Ana, sobram 6 pessoas para escolher 2, ou seja,

9o

b) Quantas sdo as possiveis formas de montar uma comissao de 3 pessoas, supondo que

Ana nao estara entre os escolhidos e Beto, sim?

Resposta:

Figura 14 — Resposta exemplo 1.9 b

Fonte: Produzido pelo Autor

Na figura 14 podemos notar que excluindo Ana e fixando Beto, sobram 5 para

-

escolher 2, ou seja,
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¢) Quantas sao as possiveis formas de montar uma comissao de 3 pessoas, supondo que

Ana e Beto nao estarao entre os escolhidos e Cléo, sim?

Resposta:

Figura 15 — Resposta exemplo 1.9 ¢

Fonte: Produzido pelo Autor

Excluindo Ana e Beto e fixando Cléo, como observado na figura 15, sobram 4

(§-

d) Quantas sdo as possiveis formas de montar uma comissao de 3 pessoas, supondo que

pessoas para escolher 2, ou seja,

Ana, Beto e Cléo nao estarao entre os escolhidos e Dinho, sim?

Resposta:

Figura 16 — Resposta exemplo 1.9 d

Fonte: Produzido pelo Autor

Observamos na figura 16 que, excluindo Ana, Beto e Cléo e fixando Dinho, so-

bram 3 pessoas para escolher 2, ou seja,

i

e) Quantas sao as possiveis formas de montar uma comissao de 3 pessoas, supondo que

Ana, Beto, Cléo e Dinho nao estarao entre os escolhidos e Eloa, sim?

Resposta:
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Figura 17 — Resposta exemplo 1.9 e

L § Fle

35 1 11
Fonte: Produzido pelo Autor

Na figura 17 podemos notar que excluindo Ana, Beto, Cléo e Dinho e fixando

Eloa, sobram 2 pessoas para escolher 2, ou seja,

o

f) No total, de quantas formas diferentes podemos montar uma comissao de 3 pessoas

escolhidas dentre um grupo de 77

Resposta:

Figura 18 — Resposta exemplo 1.9 f

cfA
sfA

Fonte: Produzido pelo Autor
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Na figura 18 temos um total de 35 possibilidades de montar uma comissao de 3

pessoas dentre um grupo de 7 pessoas, ou seja,

(-

Somando os resultados dos itens a, b, c,d e e, temos:

<§>+<2>+<3>+<2>+<2>=1+3+6+10+15:35. (15)

Notamos que o resultado do item f é

() - »”

Dessa forma, da soma 1.5 e do resultado 1.6, temos

)+ () G )+ )= 6)

Chegando assim na propriedade da coluna

R O R (P R O RS R e
p p p p p p+1
1.1.6 Propriedade da Diagonal

Depois de conhecermos a propriedade da coluna, basta fazermos os complementares
de todos os binomiais que surgira um outro resultado intrigante conhecido como Propriedade

da Diagonal.

Observe os complementares dos binomais na propriedade da coluna.

@ O 6@ 6@ 6 0

Dessa forma, temos:
2 n 3 n 4 . 5 . 6\ (7
0 1 2 3 4)  \4)
Qual o padrao observado?
n n+1 n+2 n+3 n+p n+p+1
+ + + +...+ =
0 1 2 3 P P

(PROPRIEDADE DA DIAGONAL).
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Visualizando a propriedade da Diagonal através de um problema.
Problema criado por um grupo de estudos MA12 PROFMAT-UFF 2022 formado

por Carlos Henrique, Clarissa, Luisa e Mariana.

Problema 1.10. Em uma festa infantil ha trés tipos de docinhos: brigadeiro, beijinho de
coco e cajuzinho. De acordo com o organizador da festa, cada convidado podera escolher

até seis docinhos dentre as trés opcoes oferecidas.
De quantas maneiras cada convidado podera fazer essa escolha?
Resposta:

Considere a o nimero de brigadeiros, b o niimero de beijinhos de coco e ¢ o niimero

de cajuzinhos.
O ntmero total de maneiras de cada convidado escolher os docinhos é dado por:
a+ b+ c <6, ou seja, é igual a soma dos resultados abaixo:

a+b+c=6 — 0O O O O O O O O — O namero total de

8
solucoes ¢ dado por (6)’ pois temos 8 espagos (||||||++) para escolher 6, onde colocaremos

os 6 tragos que representam as 6 unidades da igualdade. Ao escolhermos as posi¢oes dos 6

tragos, sobrardo 2 espagos para as cruzes (adigao).
Para um melhor entendimento, observe os exemplos 1.11 e 1.12.

Exemplo 1.11. Uma das solugoes é 3 + 1 4 2 que pode ser representada assim: |||+|+]|.

Observe que os tragos ocupam 6 das 8 posi¢oes. Neste exemplo, as posigoes: 1, 2, 3,
5, 7e8.

Exemplo 1.12. Uma outra solugao é 0 + 2 + 4 que pode ser representada assim: +||+||||.

Observe que os tragos ocupam 6 das 8 posicoes. Neste exemplo, as posigoes: 2, 3, 5,
6, 7 e 8.

Vejamos outras somas, pois a + b+ ¢ < 6:
- 7
e a+b+c=5—-0 0O O O O O O O total de solucoes é dado por 5

e at+b+c=4 - 0O

IO
IO
O
IO

4. O total de solugoes é dado por (i)

e a+b+c=3 =0

O
O
IO

5
4. O total de solugoes é dado por <3>

e a+b+c=2 — 0O

1O
1O
O

4
d. O total de solugoes é dado por <2>
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3
e a+b+c=1— 0O O 0O O total de solugoes é dado por <1>

2
e a+b+c=0 — O 0O. O total de solugoes é dado por <0>

Logo, o nimero de maneiras que cada convidado pode escolher seus docinhos é

dado por:

o)+ () )+ )+ () )+ ) w

Trabalhoso, nao? Vamos contar de outra forma?

Vamos considerar os trés docinhos iniciais e vamos acrescentar um quarto docinho,
de creme de avela, cuja quantidade chamaremos de d, tal que cada convidado possa

escolher, dentre as quatro opgoes oferecidas, exatamente 6.
Logo, teremos que:
a+b+c+d=6,ondede {0,1,2,3,4,5,6}, o que implica em a + b+ ¢ < 6 , pois:

d=0 = a+b+c=6

d=1 = a+b+c=5
d=2 = a+b+c=4
d=3 = a+b+c=3
d=4 = a+b+c=2
d=5 = a+b+c=1
d=6 = a+b+c=0

a+b+c+d=6 — 0O 0O O O O O O O O Temos nove espacos

para escolher 6, entao nimero total de solugoes da equacao a + b+ c+ d = 6 é dado por

(2) (1.8)

De 1.7 e 1.8, podemos concluir que

@ " @ y @ * @ ¥ @ + (Q) + @ - (2) 19)

com a igualdade em 1.9 chegamos na propriedade da diagonal

)7 (3 ()02
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Observagao 1.13. Se, ao invés de escolhermos os lugares para os tragos (unidades),
escolhermos os lugares para as cruzes (adigdo), chegaremos aos complementares de todos os

binomiais da igualdade em 1.9 e, consequentemente, chegaremos a propriedade da coluna:

)+ () )+ - () )+ ()= )

IMPORTANTE:

Se aplicarmos a relagao de STIFEL recursivamente, chegaremos a propriedade
da COLUNA e se, fizermos os complementares de todos os binomiais na propriedade da

coluna, chegaremos a propriedade da DIAGONAL.

Exemplo 1.14.

(-0 () o
R
0000
00-0:0: 0
00000 0
0000000
000 ()
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Fazendo os complementares de todos os binomiais, temos:

ggzﬁgqgﬁaﬂaﬁgﬁg

) = 6+ 6 6) () )+ () + 5) pracomss

1.1.7 Triangulo de Pascal

{
{

Organizando, em ordem crescente, o nimero total de pessoas disponiveis para
formar os agrupamentos, de cima para baixo e, também em ordem crescente, o nimero de

pessoas de cada agrupamento, da esquerda para a direita, temos:

Figura 19 — Organizacao de Cada Agrupamento

r renhuma pessoa no grupo

D pessoa: [g}
r 1 pessoa mo grupo

1 . 1 1
e {D:} {i:} r 1 pessoas mo grupo

2 pessoas: {ﬁ:} {i} [i:} s
3 pess0as no grupo
3 pessoas: 3 ? : i}
000

2 () (D)

(
spmsons (2) 2) ( R
@O OOOO
BOOOO

spesees () ()
pesseasi () (1) (3) () () () () - ()

Fonte: Produzido pelo Autor

De acordo com os resultados observados nas figuras 2, 3, 5, 7, 9 e na Relacao de

Stifel, podemos reescrever o triangulo da figura 19 da seguinte forma:
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Figura 20 — Organizagao com os Resultados do Cada Agrupamento

1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 41

1 B8 105 1
1 6 18 20 156 1
Fonte: Produzido pelo Autor

As figuras 19 e 20, representam uma organizacao de ntimeros conhecida como

triangulo de Pascal.
Observacao 1.15. Utilizando a relacao de Stifel e os casos particulares, podemos construir

o Triangulo de Pascal até a linha que quisermos através de recorréncias, ou seja, podemos

, n ;
chegar aos valores de todos os niimeros da forma ( > sem o uso de féormulas.

. p n .
Ao final, deduziremos uma férmula para calcular , pois para “n e p grandes”
p

ficara muito trabalhoso o calculo usando apenas o tridngulo de Pascal.

Para uma melhor percepcao e contagem, observe a tabela abaixo e compare com o

triangulo acima.
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Figura 21 — Tabela Construgao do Tridngulo

A AlB AlB|C AlB|cCc|D Ale|c|[p|E A
1 1 1 1 1 1
2

3

4 4

5 5

6 6

7 7

8 8 8

9 9 9

10 10 10

1 1 1

12 12 12

13 13 13

14 14 14

15 15 15

16 16 16 16

17 17 17 17

18 18 18 18

19 19 19 19

20 20 20 20

21 21 21 21

22 22 22 22

23 23 23 23

24 24 24 24

25 25 25 25

26 26 26 26

27 27 27 27

28 28 28 28

29 29 29 29

30 30 30 30

31 31 31 31

32 32 32 32 32
33 33 33 33 33
34 34 34 34 34
35 35 35 35 35
36 36 36 36 36
37 37 37 37 37
38 38 38 38 38
39 39 39 39 39
10 40 40 40 40
a1 a1 a1 a1 a1
12 12 12 12 12
a3 a3 a3 a3 a3
14 a4 14 a4 a4
a5 a5 a5 as as
16 16 16 16 16
a7 a7 a7 a7 a7
a8 48 48 a8 a8
19 19 19 19 19
50 50 50 50 50
51 51 51 51 51
52 52 52 52 52
53 53 53 53 53
54 54 54 54 54
55 55 55 55 55
56 56 56 56 56
57 57 57 57 57
58 58 58 58 58
59 59 59 59 59
60 60 60 60 60
61 61 61 61 61
62 62 62 62 62
63 63 63 63 63
64 64 64 64 64 64

Fonte: Produzido pelo Autor
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2 Binomio de Newton: Desenvol-

vendo Poténcias do Tipo (a + b)"

O que significa (a + )*?

(a+b)2 = (a+0b)(a+Db)
= aa -+ ab+ ba + bb
= laa + 2ab + 1bb

o)+ () ()
N ERORECR

O quadrado de (a4 b) é (a4 b)(a + b). Quando aplicamos a distributiva, estamos,
na verdade, formando todos os possiveis agrupamentos de 2 elementos, sendo um elemento

do primeiro parénteses e o outro do segundo parénteses.

Figura 22 — Coeficientes de (s + n)?

ANA | BIA | De quantas
Maneiras?

Fonte: Produzido pelo Autor

Considere o expoente 2 como sendo duas pessoas e a essas pessoas vamos perguntar

se elas gostariam de fazer parte de um agrupamento. As possiveis respostas seriam:
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58,8n,ns e nn, ou seja, 1ss 4+ 2sn + 1nn.

(s+n)* = (s+n)(s+n)
= S8s+sn—+ns—+nn

= 1ss+2sn+ 1nn

2 9 n 2 n 2 9
= S sn n
0 1 2
2 2 2
= <0> 8272,0 + <1>31n1 + <2> 3071,2

Vejamos agora (s + n)?
(s+n)=(s+n)(s+n)(s+n)
Aplicando a distributiva, temos:
8§88 + ssn + sns + snn + nss + nsn + nns + nnn
Observe que foram gerados 8 produtos de 3 letras cada, uma de cada parénteses.
Agrupando os termos semelhantes, temos:
1sss 4+ 3ssn + 3snn + Innn
Escrevendo os produtos como poténcias, temos:
1s® + 3s°n + 3sn? + 1n3

Substituindo os coeficientes pelos binomiais correspondentes e completando as

poténcias, temos:

3\ . 3\ . 3 . 3 .
(O) s3n0 + (1>82TL1 -+ <2> stn? + <3> s9n3

Vejamos um exemplo contextualizado.

Exemplo 2.1. Considere que o garcom Stifel da Churrascaria New Bin tenha trés
opgoes de carne (A = alcatra, B = Baby Beef e C' = costela) para oferecer ao seu cliente
Pascal. Ao passar com as trés opcoes e oferecé-las a Pascal, ele poderd responder sim ou
nao para cada uma delas. Na figura 23, temos as possiveis respostas de Pascal para cada

um dos itens oferecidos por Stifel.

Stifel, além de excelente gargom ¢ um aluno muito dedicado e criativo. Observando
a tabela com as possibilidades de respostas de Pascal, fez um link com a aula de Binémio

de Newton* que assistiu com o Professor Carlos Henrique.

: 3 3 3 ‘ 3
*(s+n)d =15 +3s*n+3sn* +1n’ = <O> s3n0 + (1> s*n! + <2> stn? + <3> s9n3

Ele percebeu que o expoente (3) é o nimero de opgoes (A, B e C') de carnes
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disponiveis e o desenvolvimento é a soma do niimero de maneiras de Pascal responder sim

(s) ou nao (n).

Figura 23 — Coeficientes de (s + n)?

Sim + Nao
3 0 | 1sss @}_sa_na 3
2 1 3
2 1 [ 3ssn (3_52_“1 3
2 1 3
1 2 . 3
1 2 3snn (1 .sl.n? 3
1 2 3
0 3 [innn] 3 0,3 3
(a)'s =T

Fonte: Produzido pelo Autor

A percepcao do gargcom e aluno Stifel nos permite escrever o desenvolvimento

binomial para qualquer expoente natural sem muito esforco.

Vejamos o exemplo para expoente (4).

4 4 4 4 4
Exemplo 2.2. (s +n)* = <O> sinY + <1> s3nt + <2> s*n? + (3) sind + (4) s9n*

Figura 24 — Coeficientes de (s + n)?

1sss8 (i) 5 .5'4_ ‘n_o

Asssn (g Sl

————— | 65500 (;) SgZips

Asnnn (;1: _31_1'13

1nnnn (g) Cxlnt

Fonte: Produzido pelo Autor
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Generalizando, temos:

(s + n)k = (g) sFn® 4 <lf> sFint 4 <§> sF2n? 4 (g) s L+ <:> s'n”.

Observacao 2.3. Vejamos que:

1 - Substituindo n por (- n), chegamos ao desenvolvimento

(st = == 3 (F)storay

p=0 \P

2 - Substituindo s e n por 1, temos:

(1+1)F= ij (i) 177 x 1P = zk: (k) = 2",

2.1 Deduzindo uma férmula para calcular combina-
coes simples

A partir de agora, vamos conjecturar uma formula para calcular todos os niimeros

n v . . . 7 . ~ .
da forma (Ntmeros binomiais ou nimero de combinagoes simples).
p

4
Exemplo 2.4. Como calcular (3)?

Quatro jovens apostam uma corrida. De quantas maneiras o podio pode ser formado

com os 12, 22 e 32 lugares? (Observe que a ordem é levada em consideracao)

Os mesmos quatro jovens formarao agrupamentos de trés alunos. Quantos agrupa-

mentos podem ser formados? (Observe que a ordem nao é levada em consideracao)

Como desconsiderar a ordem a partir do agrupamento ordenado?
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Figura 25 — Formacao de agrupamento de trés Jovens

A|B D AlB|C|D
12 [ 22| 3° 1123
1 [A|B |C 1 /A|B|C
2 |A|C |B
3 |B [A|C
4 |B |C [A
5 |C|A|B
6 |[C|B |A

Fonte: Produzido pelo Autor

Observe na figura 25 que ao levar em consideragao a ordem (19, 2° e 3°), temos

4 x 3 x 2 = 24 possibilidades.

Quando a ordem nao é levada em consideracao, ou seja, escolher 3 pessoas em um

grupo de quatro, as possibilidades de formacao do agrupamento se repetem, por exemplo,

4x3x2
o agrupamento (A, B, C) é o mesmo agrupamento (B, C, A). Logo, teremos ———— =4

Assim, podemos escrever

4

(4)_4><3><2_4><3><2><1! 4! 4

3/ 7 6 3x2x1x1l 3Ix1l 3l(4—3)

Analisando os dois primeiros lugares e desconsiderando a ordem, temos:

6

4\  4x3 4x3x20 4 4! B
2) 2 2lx2l 2lx2l 2(4-2)

Analisando mais casos podemos chegar a:

n n!
= S, comn, p € Nep < gq.
p)  pin—p)

Vejamos alguns outros exemplos de escolhas ordenadas e nao ordenadas.
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Exemplo 2.5. Escolha ordenada:

Em um agrupamento de 4 pessoas de quantas formas diferentes podemos formar

uma fila indiana com:

4! 4!
-4pessoas:4><3><2><1:4!:a:(4_4>!:A474
5 A3 2_4><3><2><1!_ 4! _ 4
o 3 pessoas: 4 X3 x 2= T . 43
4 x3x2! 4!
e 2 pessoas: 4 X 3 = X2!X :<4_2)!:A472
4 x 3! 4!
e 1 pessoa: 4 = a0 2(4_1)!2144,1
4! 4!
. Opessoa:lzazm:fh,o

Exemplo 2.6. Escolha nao ordenada:

Em um agrupamento de 4 pessoas de quantas formas diferentes podemos formar

uma comissao com:

4x3x2x1 4 4! 4! A 4
» A pessoas: T = S ol T aa—ay G =G 4)
4x3x2 4x3x2x1! 4! 4
. : = = — — (3 —
3 pessoas: —; 30 x 1! a3y (w0 (3)
4x3 4x3x2! 4! ) 4
P2 pessoas: o = oo T apa—gy - Cwe = = (2)

4 4x3l 41 o (4
s lpesson = T gy TG (1)

1 1x4l 41 . (4
s O pesson o = Grea T ol —oy (=G (o)
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3 Algumas Aplicacoes

Atividade 3.1. Mega Sena

Para quem acerta as seis dezenas sorteadas, a mega sena ¢ o prémio principal, mas
é possivel ganhar acertando 4 ou 5 dezenas dentre os 60 disponiveis no sorteio. Para tentar

ser um milionario, vocé precisa marcar de 6 a 15 dezenas no volante.

A aposta minima, de 6 ntimeros, custa R$ 4,50. Quanto mais nimeros marcar,

maior o preco da aposta e maiores as chances de faturar o prémio mais cobicado do pais.

Figura 26 — Mega Sena

Fonte: https://loterias.caixa.gov.br/Paginas/Mega-Sena.aspx

Preco das apostas

a) Uma aposta simples de 6 dezenas custa R$ 4,50.

b) Uma aposta com 7 dezenas corresponde a 7 jogos de 6 dezenas (ver figura 27), logo

seu custo é de R$ 31,50 o que corresponde a 7 x 4,50.
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Figura 27 — Aposta com Sete Dezenas

Fonte: Produzido pelo Autor

7= (Z) — T para escolher 6

0-0)-

¢) Uma aposta com 8 dezenas corresponde a 28 jogos de 6 dezenas (ver figura 28), logo

seu custo é de R$ 126,00 o que corresponde a 28 x 4,50.

Figura 28 — Aposta com Oito Dezenas

07 |10 19 23 (31 (3549 52

Fonte: Produzido pelo Autor
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8
28 = (6) — 8 para escolher 6

=4 x7=28

8\ 8! _8><7><J§’.r
6/ 6120 Gx2x1

Curiosidade Considerando 2 sorteios semanais e uma média de 104 sorteios
anuais, seriam necessarios, no minimo, 481.384 anos para que todas as combinagoes fossem

sorteadas.

Atividade 3.2. A questao da UERJ, abaixo, nos mostra uma relagdo muito interessante
na arrumacao das laranjas numa barraca de feira com a propriedade das colunas do
triangulo de Pascal. Além disso, pode ser explorado o seu formato “esférico” para trabalhar
esfera, cunha e fuso esférico, sem contar, com as operacoes basicas e nimeros decimais no

pagamento e troco, porcentagem num possivel desconto e outros.

(UERJ-2006) Em uma barraca de frutas, as laranjas sao arrumadas em camadas
retangulares, obedecendo a seguinte disposi¢ao: uma camada de duas laranjas encaixa-se
sobre uma camada de seis; essa camada de seis encaixa-se sobre outra de doze; e assim

por diante, conforme a ilustracao a seguir.

Figura 29 — Camadas de Laranjas

CX

|
o &
“ s
" .
Fonte: UERJ-2006

Sabe-se que a soma dos elementos de uma coluna do triangulo de Pascal pode ser

A P 4 _ n+1 ~ a
calculada pela formula CP + Cpyy + Cpip + ... + CF = Cf} |, na qual n e p sao nlimeros
naturais, n > p e corresponde ao nimero de combinagoes simples de n elementos tomados

p a p. Com base nessas informagdes, calcule:

a) asoma C3 +C3+C7+ ...+ Ok
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Resposta:

- ¢

3116!

19 x 18 x 17 x 16!
3x2x1x16!
19 x 183 x 17 x 167
% x 167

= 19x3x17

= 969

b) o nimero total de laranjas que compoem quinze camadas.
Resposta:

Considerando o nimero de laranjas como NL, temos que

NL = 2x14+3x2+4x3+b5x4+...+16x15
B 2><<2><1+3><2+4><3+5><4—|—...+16><15)

2
—2><<2X1+3X2+4X3+5X4+ +16><15>
N 2 2 2 2 2
_ 9w 21 +3><2!+4XSX2!+5X4X3!+ Jr16><15><14!
a 20 x 0 2! x 1! 21 x 2! 2! x 3! 21 x 14!
= 2x (C3+C3+CY+C2 4.+ C)
_ g 17 x 16 x 155 x 141
o Ix2x1 x4
= 1360

Atividade 3.3. Questao da Prova de M A12-2021. Prof2 ANNE MICHELLE
DYSMAN

Questao 1 (2 pontos). Uma empresa que vende tintas trabalha com 6 cores de

base: Amarelo ouro, vermelho alegria, branco paz, azul céu, rosa carinho e negro universo.

Ela permite que o cliente encomende latas misturando 10 partes de cores escolhidas

entre estas. Por exemplo, é possivel encomendar uma lata formada pela mistura de:

o 3 partes de amarelo ouro
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5 partes de rosa carinho

2 partes de branco paz
ou

o 7 partes de amarelo ouro

o 3 partes de azul céu

ou pode, ainda, comprar a cor basica, encomendando, por exemplo, 10 partes de

vermelho alegria.

a) Considerando que cada mudanga nas cores basicas incluidas ou nas proporgoes usadas

gera uma tonalidade diversa, quantas tonalidades diferentes podem ser produzidas?

b) Se a empresa der a possibilidade ao cliente de comprar latas com quantidades menores,
compostas por composigoes com até 10 partes (por exemplo, encomendar uma lata
com 2 partes de vermelho alegria e 1 parte de amarelo ouro), de quantas formas
diferentes um cliente poderia compor o pedido de uma lata de tinta (considere que o
pedido é definido tanto pela tonalidade quanto pela quantidade, isto é: 5 partes de
branco paz + 5 partes de negro universo é diferente de 3 partes de branco paz + 3

partes de negro universo).

Atividade 3.4. Genética

A cor da pele humana é resultado da concentragdo de um pigmento marrom chamado
melanina a qual é determinada por no minimo dois pares de genes, que indicaremos pelas
letras Nn e Bb. aqui N e B determinardao uma grande quantidade de melanina (sao
os alelos efetivos) e n e b uma pequena quantidade (alelos nao efetivos). Com isto em
mente, as pessoas NN BB serao negras e as nnbb serdo brancas. Entre estes dois extremos,
teremos os mulatos com suas nuances: escuro, médio e claro. Os cruzamentos possiveis
enter Fernanda e Tiago, que sao mulatos médios estao representados esquematicamente

na figura 30:
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Figura 30 - NnBb X NnBb

NMNEB NMNEBD NnBB NnBb

Megro Mulato escuro Mulato escuro Mulato médio

NMBD NNbb NnBb Nnbb

Mulato escuro Mulato médio Mulato médio Mulato claro

NnBB NnBb nnBB nnBb

Mulato escuro Mulato médio Mulato médio Mulato claro

NnBb Nnbb nnBb nnbb

Mulato médio Mulato claro Mulato claro Branco

Fonte: https://sites.usp.br/cdcc/wp-content /uploads/sites/512/2019/08 /genetica-
combinatoria-professor.pdf

Tabela 1 — Ntiimero de genes

] Fendétipos \ Numero de genes \
Negro (NNBB) 4 genes efetivos e 0 nao efetivos
Mulatos escuros (NN Bb ou nNBB) | 3 genes efetivos e 1 nao efetivo
Mulatos médios (NNbb ou nnBB) | 2 genes efetivos e 2 nao efetivos
Mulatos claros (Nnbb ou nnBb) 1 gene efetivo e 3 nao efetivos
Branco (nnbb) 0 genes efetivos e 4 nao efetivos
Fonte: https://sites.usp.br/cdcc/wp-content /uploads/sites/512/2019/08 /genetica-

combinatoria-professor.pdf

Utilizando o triangulo de Pascal...

Chama-se de P = alelos efetivos = 2 (N ou B) e (Q = alelos nao efetivos = 2 (n

ou b). Procura-se no tridngulo a linha em que o nimero de alelos ¢ igual a 4.
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Tabela 2 — Coeficientes

’ Numero de genes \ Coeficientes

0 1
1 1 1
2 1 2 1
3 1 3 3 1
4 1 4 6 4 1
Fonte: https://sites.usp.br/cdce/wp-content /uploads/sites/512/2019/08 /genetica-

combinatoria-professor.pdf

Logo, temos que:

Tabela 3 — Coeficientes e Expoentes

1 | negro 4 efetivos e 0 nao efetivos
4 | mulatos escuros | 3 efetivos e 1 néo efetivo
6 | mulatos médios | 2 efetivos e 2 nao efetivos
4 | mulatos claros 1 efetivo e 3 nao efetivos
1 | brancos 0 efetivos e 4 nao efetivos
Fonte: https://sites.usp.br/cdce/wp-content /uploads/sites/512/2019/08 /genetica-

combinatoria-professor.pdf

Ou seja,

1 4 6 4 1
N — Mul — Mul édio:—; Mul laro:—; B —
egro 16 ulato escuro 6 ulato médio 6 ulato claro 6 ranco 16

ou

1:4:6:4:1|

Se denotarmos por p os alelos efetivos (IV e B), por ¢ os alelos nao efetivos (n e b) e
desenvolvermos o bindémio de Newton com n = 4 (ntimero total de letras que representam

os alelos), obteremos:

4 4 3 2 2 3 4
(p+q)"=_1p° +  4p°¢ + 6p°q +  dpg + g
———— ————
1 negro 4 mulatos escuros 6 mulatos médios 4 mulatos claros 1 branco
NNBB NNBbou N\nBB NnBbou NNbbounnBB Nnbb ou bn Bb nnbb

Além dos coeficientes darem as proporgoes, os expoentes podem ser interpretados
da seguinte maneira: p* significa a presenca de 4 alelos efetivos, p®q a presenca de 3 alelos

efetivos e 1 nao efetivo, e assim por diante.
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Atividade 3.5. Niimeros de Divisores
Vamos calcular o niimero de divisores positivos de 360.

Primeiramente, devemos decompor o niimero 360 em poténcias de primos distintos.
360 = 2° x 3* x 5'

Os divisores positivos de 360 sao da forma 2% x 3¥ x 5%, onde z € {0, 1,2,3}, y € {0, 1,2}
e z € {0,1}. Observe na figura 31 que o nimero de divisores positivos de 360 é igual a
24. Que pode ser calculado somando uma unidade a cada expoente da decomposi¢ao em

primos distintos de 360 e multiplicando os resultados, ou seja:

B+ x2+1)x(1+1)= 4 X 3 X 2 =24
n® de n® de n® de
possibilidades possibilidades possibilidades
para o expoente  para o expoente para o expoente
do 2 do 3 do 5

Na figura 31 foram utilizados o sim e o nao para percebermos a presenca ou
auséncia de cada primo nos divisores e, portanto, entendermos o produto acima que nos

da rapidamente o ntimero de divisores de 360.

Figura 31 — Ndimero de Divisores

2]2]2)53] 3] 5| Divisores de 360

.30, 50
21,30 50
20,31 50
.30, 50
.30, 51
21,31 50
30,50
29 32 50
21, 39 51
2%, 31, 59
20 31 51
21, 32 50
2Z.39, 51
23 31 50
31,51
2%, 32, 50
23,39 51
29 32 51
2% 31 51
72=22233 23,3257
90— 2335 21,32 51
120=22.235 |23 3l 5!
180=22335 |22 325!

[
(]
=

1l
¥

e[k

A e

EGS&E%EEGEE

Fonte: Produzido pelo Autor
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4 Embasamento Tedrico

De acordo com Morgado et al. (2016), o primeiro registro do triangulo de Pascal foi
no frontispicio de um livro por Petrus Apianus (1495-1552) e, em 1654, Pascal (1623-1662)
fez a publicagao de um tratado apresentando a utilizagdo do triangulo para achar os

coeficientes do desenvolvimento de (a + b)".

Neste Capitulo vamos abordar principios bésicos da andlise combinatéria e do

binémio de Newton com introducao ao estudo do tridngulo de Pascal.

4.1 Analise Combinatoéria

A Analise Combinatéria é o contetido estudado por alunos do ensino béasico, que
envolve métodos e técnicas com o objetivo de solucionar problemas de contagem. Dessa

forma, é muito importante na descoberta de possibilidades de um experimento.

Embora a Anédlise Combinatoria disponha de técnicas gerais que permitem
atacar certos tipos de problemas, é verdade que a solugdo de um problema
combinatério exige quase sempre engenhosidade e a compreensao plena
da situacao descrita pelo problema. Esse é um dos encantos desta parte
da matematica, em que problemas ficeis de enunciar revelam-se por
vezes dificeis, exigindo uma alta dose de criatividade para sua solugao.
(MORGADO et al., 2016)

Como enfatizado por Morgado et al. (2016), problemas simples acabam se tornando
dificeis, pois os problemas de analise combinatéria necessitam de uma interpretacao bem
feita dos problemas e essa interpretacao ¢ uma das grandes dificuldades encontradas por

alunos no ensino béasico.

4.1.1 Principio Fundamental da Contagem

O principio fundamental da contagem (PFC), ou principio multiplicativo, é um
conteudo da matematica muito importante para a introdugao dos problemas de contagem,
sempre que desejamos encontrar a quantidade de possibilidades para a ocorréncia de um

evento constituido etapas sucessivas e independentes.

O objetivo é levar o aluno a lidar com situagdes que envolvam diferentes
tipos de agrupamentos que possibilitem o desenvolvimento do raciocinio
combinatério e a compreensao do principio multiplicativo para aplicacao
no célculo de probabilidade. (BRASIL, 1997)

Com o principio fundamental da contagem podemos calcular a quantidade de

maneiras de decisoes que podemos fazer certas escolhas. Se uma decisao pode ser tomada
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de n maneiras e outra decisao pode ser tomada de m maneiras, o niimero de maneiras que

essas decisdes podem ser tomadas simultaneamente é calculado pelo produto n x m.

Demonstracao. Sendo:
ai,as,...,a, as m maneiras de ocorréncias de A.
bi,bs, ..., b, as n maneiras de ocorréncias de B.

Considerando cada possibilidade um par ordenado (a;,b;), onde a; representa

as maneiras de ocorrer A, com ¢ € {1,2,...,m}, e b; as maneiras de ocorrer B, com
je{1,2,...,n}.
Vamos fixar o a; como o primeiro termo do par e variar o segundo termo de b; a

b,,. Depois vamos repetir este processo para cada a;.

(a1,b1), (a1, b9),...,(a1,b,) = npares
_ (ag,b1), (az,b9), ..., (az,b,) — npares
m linhas
(@my b1), (A, b2),s - - oy (@, by) — 1 pares

Se somarmos todas as possibilidades, temos que a cada linha, gera n pares diferentes.

Como temos m linhas, ficaremos com:
n+n+---+n=mxn

]

De forma intuitiva podemos estender o principio multiplicativo para r conjuntos e

nao somente dois. Sendo assim, temos:

A=ay,as,...,a,. Temosn; maneiras de ocorrer A
B =101,bs,...,b,5. Temos ny maneiras de ocorrer B
Z = 21,%0,...,%p Temosn, maneiras de ocorrer Z

Logo o total de possibilidades é:
Ny XMNg X+ XNy

Exemplo 4.1. Pedro precisa se arrumar para sair a noite com seus amigos. Para sair ele
dispoe de duas calcas, uma preta e outra azul; trés camisas, uma amarela, uma verde e
outra preta; e dois sapatos, um marrom e outro preto. Se ele vai escolher um item de cada

para se vestir, de quantas maneiras diferentes ele pode fazer essa escolha?
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Figura 32 — Arvore de Possibilidades

sapato marrom
camisa amarela ===—____ sazato preto

I t camisa verde <53pato marrom
colea prem sapato preto
camisa preta <Sapato marrom
sapato preto

sapato marrom
camisa amarela === sagato preto

) to marrom
calga azul _<:sapa
c camisa verde sapato preto

camisa preta <sapato s
sapato preto

Fonte: Produzido pelo Autor

Note na figura 32 que ha 12 possibilidades de escolha, mas era possivel chegar a
esse numero realizando a simples multiplicacao das possibilidades por meio do principio

fundamental da contagem, logo o nimero de maneiras possiveis poderia ser calculado por:

2x3x2=12.

4.1.2 Permutacao Simples

A permutacao simples é utilizada para ordenar elementos de um conjunto finito,

quando seus elementos nao se repetem.

Consideremos um conjunto com n elementos distintos. Se desejamos organizar
esse elementos em uma fila, é preciso escolher o primeiro elemento e, para isso, temos n
possibilidades de escolha. Na escolha do segundo elemento, temos (n - 1) possibilidades,
pois ja usamos uma opc¢ao ao escolher o primeiro, e assim por diante até que se esgotem

todos os elementos.

A quantidade total de permutacoes sera dada multiplicando a quantidade de

possibilidades existentes na escolha de cada elemento.

Dessa forma, teremos:
nxn—1)xn—-2)x(n—3)x--+x3x2x1 (4.1)

Exemplo 4.2. Uma fila precisa ser organizada de forma aleatoria. Para formar a fila

temos 5 pessoas, Carlos, Alice, Pedro, Maria e José.
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De quantas maneiras diferentes essa fila pode ser formada?

Resposta:

o Para escolher a primeira pessoa para entra na fila temos: Carlos, Alice, Pedro, Maria

ou José. Isto ¢, 5 pessoas.

» Supondo ter escolhido Maria para a primeira pessoa, agora para escolher a segunda

pessoa para entrar na fila temos: Carlos, Alice, Pedro ou José. Isto é, 4 pessoas.

« Supondo ter escolhido Carlos para a segunda pessoa, agora para escolher a terceira

pessoa para entrar na fila temos: Alice, Pedro ou José. Isto é, 3 pessoas.

« Supondo ter escolhido Pedro para a terceira pessoa, agora para escolher a quarta

pessoa para entrar na fila temos: Alice ou José. Isto é, 2 pessoas.

« Supondo ter escolhido Alice para a quarta pessoa, agora para escolher a quinta

pessoa para entrar na fila temos José. Isto é, 1 pessoa.

Dessa forma, o total de possibilidades para formar essa fila é dada por

Hhx4dx3x2x1=120

Chamamos a expressao 4.1 de fatorial de n, e denotamos por n!.

4.1.3 Fatorial de Niimero Natural

Como ja mencionado, o fatorial de um ntmero natural n é obtido a partir da
multiplicacdo de todos os seus antecessores até o niimero um, cuja expressao genérica é n!
=nxn—1)xn—-2)x(n—3)x---x3x2x1

Assim, temos
» Por convencao 0! =1
e 11=1
e 2l =2x1=2
e 31 =3x2x1=6
e 4l =4x3x2x1=24

e Hl=5x4x3x2x1=120
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Exemplo 4.3. De quantas maneiras diferentes podemos organizar seis pessoas em uma

fila indiana?

Resposta: Temos que organizar seis pessoas em seis lugares. Entao, para o primeiro
lugar podemos escolher qualquer uma das seis, para o segundo lugar teremos cinco pessoas
para escolher, para o terceiro lugar teremos quatro pessoas para escolher, para o quarto
lugar teremos trés pessoas para escolher, para o quinto lugar teremos duas pessoas para

escolher, para o sexto lugar teremos uma pessoa.

Logo, o total de maneiras de organizar essa fila é dado por

6 x5 x4x3x2x1="720maneiras
Ou seja, 6!.

4.1.4 Permutacao com Elementos Repetidos

Quando precisamos permutar um conjunto que possui elementos repetidos, é
primordial observar que algumas possibilidades serdao contadas repetidas vezes. Esta é uma

situagao que caracteriza a permutagao com elementos repetidos.

Vejamos um exemplo:

Exemplo 4.4. Vamos verificar os anagramas da palavra PAR. Anagramas sao palavras

com ou sem sentido, formadas pela troca da ordem das letras de uma outra palavra.
Sao anagramas da palavra PAR: (PAR, PRA, RPA, RAP, APR, ARP).

Para se obter o nimero de anagramas de uma palavra, ndo é necessario que fagamos

todos os possiveis para depois contar. Imagine a fazer todos os anagramas da palavra

CORTESIA.

Note que para contarmos os anagramas da palavra PAR podemos utilizar a permu-

tagao de elementos.

Para a primeira letra do anagrama podemos escolher qualquer uma das trés letras;
para a segunda, duas letras restantes e para a terceira apenas uma letra sobrara. Logo,
temos

3 x 2 x 1 = 3! = 6anagramas.

Assim, para a palavra CORTESIA teremos:

88X T7Tx6x5x4x3x2x1=_8!=40.320 anagramas.

Vamos verificar agora os anagramas da palavra CARA.
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CARA, CARA, CAAR, CAAR, RAAC, RAAC, RACA, RACA, RCAA, RCAA,
CRAA, CRAA, ACRA, ACRA, ARCA, ARCA, AARC, AARC, AACR, AACR, ARAC,
ARAC, ACAR, ACAR.

Notemos que a palavra CARA possui 4 letras , fazendo a permutacao teremos
4x3x2x1 =24, entao sao vinte e quatro anagramas. Porém, a palavra possui duas letras
repetidas. Quando permutamos apenas as letras A, encontramos dois anagramas iguais, que
acabam sendo contadas como se fossem diferentes. Isso acontece com todos os anagramas,
se retirarmos os anagramas repetidos, ficaremos com um total de 12 anagramas para a
palavra CARA, ou seja, dividimos o total de anagramas por 2! (dois fatorial. Numero de

letras A repetidas).

Para determinar a quantidade de anagramas da palavra BANANA, o raciocinio
seria o mesmo, pois agora temos duas letras repetidas e cada uma com um nimero diferente
de repeticoes. A palavra BANANA possui 6 letras, permutando-as, 6 X 5 x4 x3x2x 1 =
720, sao setecentos e vinte anagramas. Temos uma situacao bem parecida com a anterior.
Sao duas letras N e trés letras A. Permutando-se apenas as letras A, temos 3 x 2 x 1 = 6,
seis anagramas iguais, porém contabilizados como se fossem diferentes, e o0 mesmo acontece
com as letras N, sendo que sao apenas dois anagramas iguais. Para corrigir a situacao,

devemos dividir pela quantidade de anagramas repetidos:

720

= 60.
2x6

Sao sessenta anagramas distintos.

De maneira geral, o nimero de sequéncias de n elementos tais que:
a repete-se a; vezes

a9 repete-se as vezes

aj, repete-se ay vezes

Pode ser calculado usando a formula:

|
Palagag...ak — n:
n

1003 ... O

4.1.5 Arranjos Simples

Vamos tratar nesta secao dos arranjos simples, que consistem na escolha e ordenacao

de parte dos elementos de um conjunto finito.
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Para saber quantos niimeros de trés algarismos distintos podemos formar com os
algarismos 1, 2, 3, 4 e 5, devemos escolher um algarismo entre os cinco para ocupar o
espaco das centenas; escolher um entre os quatro que sobraram, para ocupar o algarismo

das dezenas e escolher um entre os trés que sobraram, para ocupar a ordem das unidades.

centenas dezenas unidades

Assim, a quantidade de niimeros de trés algarismos distintos que podemos formar com os
algarismos 1, 2, 3,4 e 5 é:

5 x4 x3 =060

Ou seja, para determinar a quantidade de escolher trés niimeros distintos em um conjunto

de cinco ntimeros, temos 5 x (5 — 1) x (5 — (3 —1)).

Definicao 4.5. Dados dois nimeros inteiros positivos n e p, com 1 < p < n, um arranjo
simples dos n objetos distintos aq, as, as, ..., a, tomados p a p é qualquer ordenacao de p

objetos diferentes escolhidos dentre esses objetos.

Férmula de Arranjo:
Denotando arranjo de n de p a p por A, ,, teremos:
App=nxn—1)xn—-2)x(n—-3)x---x(n—(p—1)). (4.2)

Multiplicando e dividindo o segundo termo da férmula 4.2 por (n — p)!, teremos

_nx(n—l)x(n—Z)><(n—3)><---><(n—(p—1))><(n—p)!‘

Anp = (n—p)!

Assim, a férmula usada para calcular arranjos simples é dada por:

n!

A (4.3)

P (n—p)!

Exemplo 4.6. As senhas de um determinado banco sao formadas por quatro digitos,
sendo que os algarismos utilizados nao poderiam aparecer duas vezes na mesma senha.

Sendo assim, qual e a quantidade de senhas possiveis para esse sistema?
Resposta:

Estamos lidando com um problema de arranjo, pois, em uma senha, a ordem
é importante, e hd 10 opgoes de algarismos (todos os numeros de 0 até 9), dos quais

escolheremos 4.

Assim, n = 10 e p = 4 na utilizagdo da férmula 4.3 do arranjo.

10! 100 10x9x8x7x6l
A1074:7: —

= — 10 % 9 x 8 X 7 = 5040
(10—4)! 6 o7 xoxex

Logo a quantidade de senhas que podemos formar é 5040.
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4.1.6 Combinacgoes Simples

As combinagoes simples apresentam uma diferenca em relagdo aos arranjos simples.

A ordem dos elementos escolhidos importa ou nao?

J& vimos que no arranjo simples, para escolhermos no conjunto {3,5,6,7}, trés
algarismos distintos para formar um ntimero, teriamos 5 x 4 x 3 = 60. Podemos formar,
por exemplo, os numeros 375, 357, 573. Note que alterando a ordem dos algarismos 3, 5 e

7, formamos ntimeros diferentes, e esses deverao ser contatos.

Agora, se escolhermos no mesmo conjunto {3,5,6,7} os subconjuntos de trés
elementos, teremos {3, 5, 7}, porém os subconjuntos {3, 7,5} e {5, 7, 3}, ou seja, permutando
os trés elementos escolhidos, os subconjuntos formados sao os mesmos e, desta forma, nao

devem ser contados.

Assim, para encontrarmos os subconjuntos deveremos fazer os arranjos possiveis e

dividir o resultado pela permutacao da quantidade de elementos escolhidos, ou seja,

bx4x3 60
3 T - 10 subconjuntos de trés elementos.

De modo geral, teremos

n!
A, —p)! n!
L (n ‘p) = — 3 (4.4)
p! p! pl(n —p)!
Anp , ~
Denotando —= = C,,, na férmula 4.4, chegamos a uma representacao para

determinar a quantid];!de de combinacoes de n elementos escolhidos p a p:
n!

pl(n —p)!

Exemplo 4.7. Quantas saladas contendo exatamente 4 frutas podemos formar se dispomos

de 10 frutas diferentes?

Chop = (4.5)

Resposta:

Para formar uma salada basta escolher 4 das 10 frutas. Note que se alterarmos a

ordem das frutas escolhidas teremos a mesma salada.

Estamos diante de um problema de combinagao. Logo,

10! 10! 10X 9 x 8x7x 6

C p— pr— pr——
4T 41(10 — 4)! 41 x 6! Ax3x2x1x6l

=210 modos.

4.2 Binomio de Newton

A poténcia da soma de dois niimeros, tais como (x +y)™, é conhecida como bindmio

de Newton.
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Vejamos o exemplo a seguir:

Exemplo 4.8. Vamos calcular a expansio de (z + y)3.

(z+y)? = (@+y)(z+y)(z+y) = (2z+zy+yz+yy)(z+y)
= xrr+ vry + YT + TYY + YTT + YTy + YYT + Yyy
= 123 + 32%y + 3zy® + 1y (4.6)

Podemos notar na expansao 4.6, que os expoentes de x decrescem enquanto os de

Y crescem.

Notemos também que os coeficientes de cada termo encontrado sao resultados

de combinagoes simples, que como ja visto na secao 4.1.6, sao calculadas utilizado-se a

, n c oA , .
formula ( , que no caso do bindémio, n ¢ o valor do expoente e p vai crescendo de 0 a n.
p

Assim, podemos escrever
3 3 2 2 3 3\ 3.0 3\ 21 3\ 12 3\ 0,3
(x 4+ y)° = 12° + 327y + 3y + ly° = NEx’ + L)Y + 5Ty + NEx’
Vamos agora definir o binémio de Newton:

Teorema 4.9. Considere a poténcia da soma de dois numeros x e y com expoente n

inteiro nao negativo. Entao,

Cty’ = 3 (Z) Zryp )

p=0

(x+y)" = nx"+nx"_1+nx"_22+ + " x”_1+n "
o= o A Y S L VA h n)Y

Vamos nos basear em uma demonstragao interessante apresentada por Morgado et
al. (2016) sobre o teorema 4.9.

Demonstracao. Observamos que no desenvolvimento

(a+b)"=(a+b)(a+b)(a+b)...(a+D)

n VEZES

cada termo do produto é obtido escolhendo-se em cada paréntese um a ou um b e
multiplicando-se os escolhidos. Para cada valor de p, 0 < p < n, se escolhermos b em

p dos parénteses, a sera escolhido em n — p dos parénteses e o produto serd igual a

n
a™ PbP. Isso pode ser feito de < ) modos. Entdo, (a4 b)" é uma soma onde ha, para cada
p

n
pe{0,1,...,n}, ( ) parcelas iguais a a™ PbP, isto é,
p

(a+b)" =3 (”) " PP

p=0 \P
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4.2.1 Coeficiente Binomial

Dados dois ntimeros inteiros nao negativos n e p, com p < n. Chamamos de

coeficiente binomial n sobre p, e denotamos por , O nimero
p

n n!
= CTL =
(p) P pl(n—p)!

Sendo o nimero n e o numero p, chamados de numerador e de denominador,

respectivamente.

Alguns casos especiais do niimero binomial:

n wl 1
e Se p =0, temos <0> :W:I:L

8 37
P 1 =1 =1.
or exemplo, <0> e ( 0 )

4.3 'Triangulo de Pascal

Para entendermos melhor a construcao do triangulo de Pascal, vamos comecar com
o desenvolvimento de alguns binémios do tipo (a + b)", observar os coeficientes de cada

desenvolvimento.

Na figura 33, pode-se notar o triangulo aritmético formado pelos coeficientes do
resultado da expensao de alguns binémios. Observa-se também, que cada coeficiente é

resultado de um numero binomial.
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Figura 33 — Coeficientes da Expansao de Binomios

(a+0)°=1 — 1 — ()

(a+b)' = 1a'" + 1a%' — 1 1 — (o) (1)

(a+b)? = 12" + 2a'b! + 1a%F? — 1 2 1 — () ) ¢

(a +b)* = 1a° + 3a?b* 4 3al0? + 1a°5° — 1 3 3 1 — (u) (1) (z) (s)

(a4 5) = 130+ 4a%! 4 62 + 4B +1a% — 1 4 6 4 1 — (o) () &) G ()

Fonte: Produzido pelo Autor

4.4 Algumas Propriedades do Tridngulo de Pascal

Nesta secao teremos algumas demonstracoes de propriedades do triangulo de Pascal,

baseadas na dissertacdo de mestrado apresentado por Silva (2013).

Propriedade 4.10 (Relacao de Stifel). Somando dois ntimeros consecutivos em uma
mesma linha teremos como resultado o elemento logo abaixo do niimero da segunda parcela,

como podemos observar na figura 34,

Figura 34 — Relagao de Stifel

: Produzido pelo Autor

Essa propriedade tem o nome de Relacao de Stifel, também conhecida como
identidade de Pascal.
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“A identidade de Pascal mostra que, quando dois coeficiente binomiais adjacentes
sao somados no triangulo, é produzido um coeficiente binomial na proxima linha entre
esses dois coeficientes.” (ROSEN, 2010)

Como cada ntimero do triangulo é o resultado de um niimero binomial, podemos

(-0
900 )
(o)< (0)=0) + 6)

Ou seja,

+

2) = 2
-6 C)+6)-G)

n n—1 n—1
P p—1 P

Demonstracdo. Utilizando defini¢oes de coeficiente binomial, temos:

n—1 n—1\ (n—1)! (n—1)!
<p—1>+< p ) T Dm0 - 1-p)
(n—1)! N (n—1)!

(p—Din—p)!  plln—1-p)
(n—1)! (n—1)!
(p=Dn—-p)n—1-p)! plp-1ln-1-p)!

_|_
[N}

O

Propriedade 4.11. Dois binomiais que pertencem a uma mesma linha e sao equidistantes

dos extremos assumem o mesmo valor, ou seja,

()=(.2)
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Dados dois nimeros binomiais e que pertencem a uma mesma linha
p q

sao complementares se p + ¢ = n, ou seja, dessa forma sao equidistantes dos extremos e

possuem o mesmo valor, ou seja

oo ()

Demonstracio. Como p + q¢ = n, podemos escrever que p = n — q. Logo, temos que

@ - <nﬁq> (n— q)![nni CEmNC —n!cmq! B @

Propriedade 4.12 (Teorema das Linhas). A soma dos elementos da n-ésima linha é igual

o+ 6)6)+ () )2

Faremos a demonstracao por inducao.

]

a 2" ou seja,

Demonstracao. o A igualdade é valida para n = 0, pois

()-r-

e Suponhamos que o resultado seja valido para algum n, ou seja,

o) 6)6)+ () ()

« Vamos demonstrar que o resultado é valido para n + 1.

(8- () )= O3 () e ()

Pela relagao de Stifel, propriedade 4.10, temos que
n+1y  (n n n
1 —\o 1
n+l\  (n n n
2 RN 2

)= ()
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BTN N R
MO OME M-l B¢
O et

2n

Logo, o teorema é valido para a linha (n 4 1). Portanto, por indugao, é valido para

qualquer linha.

]

Propriedade 4.13 (Teorema das Colunas). A soma dos elementos de uma coluna do
triangulo, comecando do primeiro elemento da coluna, tem como resultado o binomial a

direita na linha abaixo do tltimo elemento que foi somado.

Observe a ilustragido na figura 35.

Figura 35 — Teorema das Colunas

1
411
10| 5 1
6 15 20 6 1

: Produzido pelo Autor

W=

— — — — — — —
a[E N S

Dados dois ntimeros inteiros nao negativos n e p, a soma dos p + 1 primeiros

numeros da coluna n do tridngulo de Pascal é:

(- C2) 030 0)- 00 o

Demonstracio. Vamos a relagdo de Stifel aos elementos da coluna p 4+ 1 a partir da linha

p + 2. Lembrando que p) = 1 para todo ntimero natural n.
p
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Somando e simplificando ambos os membros das igualdades teremos:
+ + + + +n+1 +
PV (P + (P27 o+ (P2 + (P — (") (P 27) +
+1 +1 +1 +1 p+1 D +1
+1 - +2 + +
PR S (P (P ) 4+ + (P + (P,
D +1 p +1 P
Ou seja,
+n+1 +1 +2
)= 600 007)
p+1 p p p

Como queriamos demonstrar.

+
+<p ")
P
0

Propriedade 4.14 (Teorema das Diagonais). A soma dos elementos de uma diagonal do
triangulo, comecando pelo primeiro elemento da diagonal, é igual ao elemento que esta

imediatamente abaixo do ultimo elemento da soma.

Observe a ilustracao na figura 36.
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Figura 36 — Teorema das Diagonais
1
1(2) 21 35 35217 1
: Produzido pelo Autor
Utilizando a notagao de coeficientes binomiais, temos:
n n+1 n+ 2 n+p n+p+1
+ + +...4+ = .
0 1 2 P P
Demonstracao. Pela propriedade de binomiais complementares temos que:
ny (n\ (n+1)\ (n+1\ (n+2\ (n+2)  (n+p\ [(n+p
0) \n)’ 1 ) \Un )’ 2 ) \n )0 p )\ n )
Assim,
n—+1 n—+ 2 n-+p n n+1 n—+ 2 n+p

(

)

1

)

2

)+

p

)=

Pelo teorema das colunas, sabemos que

Y

+("

) (4

n

)

E pelo teorema de binomiais complementares, temos

Logo, concluimos que

o)

<n

n -+
n

+1 +n+2+
1 2

Como queriamos provar.

p+1
+1

)=

M

p

n

n

n+p+1>

)

n

)+

n—l—p> _ <n+p+1>_

(=077

n

)
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Conclusao

Este trabalho teve como principal objetivo mostrar formas diferenciadas de estudar
a analise Combinatoria, o triangulo de Pascal e o binémio de Newton, onde foi deixada
de lado a utilizagao de férmulas mecanizadas e foram desenvolvidos exercicios resolvidos

através de observagoes e conjecturas.

Acreditamos que a execucao das atividades como a proposta desse trabalho sera de
grande ajuda no aprendizado dos alunos, pois que para resolver as atividades eles atingirao
habilidades propostas pela BNCC e ampliarao a compreensao dos conteiidos trabalhados,
reconhecendo suas propriedades, contribuindo para uma aprendizagem mais significativa e

enriquecedora.

Percebemos que diante das atividades feitas na pratica, como por exemplo, todos
sairem da sala e retornarem para escolher um lugar para sentar, os alunos tém uma maior
interacao e envolvimento com a disciplina. Verificando os acertos e erros, pode-se ter como

retorno aquilo que espera.



68

Referéncias

BRASIL. Parametros Curriculares Nacionais: matemadtica: Secretaria de educagao
fundamental. Brasilia: MEC, 1997.

BRASIL. Ministério da Educagdo: Base nacional comum curricular. Brasilia: MEC, 2018.
LIMA, E. L. et al. A Matemdtica do Ensino Médio. Rio de Janeiro: SBM, 2006.

MORGADO, A. C. et al. Andlise Combinatéria e Probabilidade. 102. ed. Rio de Janeiro:
SBM, 2016.

PONTE, J. P.; BROCARDO, J.; OLIVEIRA, H. Investigacoes Matemdticas na sala de
aula. 3. ed. Belo Horizonte: Auténtica, 2016.

ROSEN, K. H. Matemdtica Discreta e suas Aplicagoes. Traducao: Helena Castro, Joao
Giudice. 62. ed. Porto Alegre: AMGH, 2010.

SILVA, S. D. Estudo do Binémio de Newton. 2013. 60 f. Dissertagdo (Mestrado) —
Universidade Federal da Paraiba, Joao Pessoa, 2013.



Apéndices



70

APENDICE A - Sugestoes de
exercicios de contagem com os

proprios alunos

A andlise combinatéria é considerada um dos assuntos mais dificeis do ensino
médio, mas ao mesmo tempo, encanta os alunos. Isso se deve a sua aplicabilidade que é
percebida de imediato por eles. A partir dessa percepgao sugerimos que os professores
criem problemas de contagem com os proprios alunos e, a partir dos padroes observados,

estimulem os mesmos a fazerem conjecturas. A seguir, alguns exemplos:

Exemplo A.1. Sugerir um problema simples para introduzirmos Principio Fundamental
da Contagem (PFC). Por exemplo, os alunos dispdem de trés lapis com cores diferentes
(azul, vermelho e ) para pintar dois retangulos. De quantas maneiras esses
alunos poderao pintar esses dois retangulos de modo que o segundo seja pintado com uma

cor diferente do primeiro? E, se os retdngulos puderem ser pintados com a mesma cor?

Figura 37 — Cores nos Retangulos Sem Repeticao

Fonte: Produzido pelo Autor

3 X 2 = 6
n® de possibilidades n? de possibilidades total de maneiras
para pintar o para pintar o segundo retangulo de pintar os dois

primeiro retangulo (cor diferente do primeiro) retangulos
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Figura 38 — Cores nos Retangulos Com Repeticao

Fonte: Produzido pelo Autor

3 X 3 = 9
n? de possibilidades  n° de possibilidades  total de maneiras
para pintar o para pintar o de pln:car os dois
primeiro retangulo segundo retangulo retangulos

Obs.: Explore as cores, trabalhe o visual.

Exemplo A.2. Peca para os alunos levarem para a aula 2 calgados (ténis ou sandélia), 2
bermudas (ou saias) e 3 camisas e pega para que eles facam todas as possiveis combinagoes
com 1 calgado, 1 bermuda (ou saia) e 1 camisa. Registre as informagdes no quadro, faga o

diagrama de arvore e depois aplique o PFC.

Exemplo A.3. Considere uma sala de aula com 20 carteiras e 20 alunos.

Todos devem sair da sala e depois retornarem, um a um, para sentar-se. O 1° a
entrar encontra 20 lugares disponiveis para sentar-se, o 22 encontra 19, o 3° encontra
18, e assim por diante até o 20° que encontra apenas um lugar vago. O professor vai
anotando no quadro o nimero de possibilidades de cada aluno e ao final chegara ao niimero
20 x 19 x 18 x 17 x ... x 3 x 2 x 1. O professor, entao sugere uma notacao (20!) para o
produto e chama de fatorial de 20. A partir desse momento, vamos chamar o produto de
um numero natural por todos os seus antecessores até o 1 por fatorial desse niimero, ou
seja:

nx(n—1)xn—-2)x...x2x1=n! (n>2)

Obs.: Adiantar para os alunos que sera necessario adotar 1! = 1 e 0! = 1 para que

os resultados futuros tenham validade para todos os niimeros naturais.

Exemplo A.4. Considere a sala com 20 carteiras e 14 alunos.

Seguindo a logica do exercicio A.2, chegaremos ao niimero 20 x 19 x 18 x...x9x8x 7

que nao poderemos chamar de 20!, pois esta faltando 6 x 5 x 4 x 3 x 2 x 1.
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Podemos sugerir aos alunos para completar o fatorial de 20 e “descontar” o que foi

acrescentado. Como fazer isto?

20><19><18><...><9><8><7><6><5><4><3><2><1_20!

20x19x 18x. .. = G
0x19x18x...x9x8XT 6x5x4x3x2x1 6!

(fatorial do total de lugares dividido pelo fatorial do niimero de lugares ndo ocupados),

ou seja,

20! 20!
20X19X18X...X9X8X7:a:m,

que sera representado por

Aso,14
e serda chamado de “Arranjos de 20 elementos tomados (agrupados) 14 a 14”.
Fazendo mais alguns exemplos podemos generalizar e escrever:

n!

=)l (neN e p<n).

An,p =

E importante que os alunos tenham a clareza que o agrupamento é ordenado.

Exemplo A.5. Formar uma chapa do Grémio (Presidente(a), Tesoureiro(a) e secretario

(a));
Exemplo A.6. Apostar uma corrida e formar o podio (19, 22 e 3° lugares);

Exemplo A.7. Formar filas para introduzirmos a ideia de permutacao; Sem restri¢oes,

elementos juntos, elementos fixos, ...
Exemplo A.8. Anagramas com os nomes dos(as) alunos(as).

Exemplo A.9. Calcular o niimero de abragos (= apertos de maos) para introduzirmos a

ideia de combinacao;

Exemplo A.10. Calcular o niimero de comissoes.
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APENDICE B - Produto
Educacional (PE): Puzzle dos

padroes combinatorios

Figura 39 — Sim ou Nao

Fonte: Produzido pelo Autor

Objetivo do Puzzle: Completar as tabelas com as pegas verdes (sim = o elemento
pertence ao agrupamento) e vermelhas (ndo = o elemento nao pertence ao agrupamento)

de modo a compor padrdes combinatorios.

Recorte as figuras 40 e peca para os alunos montarem as figuras 41.

Figura 40 — Figuras para Recorte

Fonte: Produzido pelo Autor
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Figura 41 — Figuras para Montar

A Al'B A B|C

N | =

hiWwN=2

N aR®WN=

Fonte: Produzido pelo Autor

Com a devida orientagdo do professor os alunos deverao chegar aos seguintes

resultados:

Figura 42 — Resultado Esperado

De quantas | Sim
Maneiras?

A | B ] De quantas
Maneiras?

De quantas
Maneiras?

Fonte: Produzido pelo Autor

Recorte a figura 43 e peca para os alunos montarem a figura 44.
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Figura 43 — Figura para Recorte

1.

15.

Fonte: Produzido pelo Autor

Figura 44 — Figura para Montar

A|B|C|D

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.

Fonte: Produzido pelo Autor
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Com a devida orientagdo do professor os alunos deverao chegar aos seguintes

resultados:

Figura 45 — Resultado Esperado

A |B |C | D | De quantas
Maneiras?

=

Fonte: Produzido pelo Autor

Recorte a figura 46 e peca para os alunos montarem a figura 47.
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Figura 46 — Figura para Recorte

A|B|C|D|E

ol bl B Fl o [

e e e | | ok |k |k | =D
@IN|@ |0 |h|wINIxO])"

wlepipwnlpwpivinipvp]=
Pl ol Eoll ol Il ol ol Ell ol ol Pl ol

32.

Fonte: Produzido pelo Autor
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Figura 47 — Figura para Montar

PIN(P (PR

Fonte: Produzido pelo Autor

Com a devida orientagdo do professor os alunos deverao chegar aos seguintes

resultados:
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Figura 48 — Resultado Esperado

MR (NR RN (R R RW (W0 (60| W] w
W W (W(W (W (W[W (W W WM RN NN NN RN

Fonte: Produzido pelo Autor

O professor deverd usar partes das figuras anteriores e orientar os alunos para que
eles percebam a Relagdo de STIFEL.
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Figura 49 — Relacao de STIFEL. Recorte

Total

c/A

siA

Fonte: Produzido pelo Autor

semo A

Figura 50 — Relagao de STIFEL. Montagem

A/B/ C DJ....|Total

c/A
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Fonte: Produzido pelo Autor
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Figura 51 — Relagao de STIFEL. Recorte

Total

c/A

SIA

Fonte: Produzido pelo Autor

como A semo A

-T-0

Figura 52 — Relacao de STIFEL. Montagem
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Fonte: Produzido pelo Autor
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Figura 53 — Relagao de STIFEL. Recorte

Total

c/A

s/A

Fonte: Produzido pelo Autor

como A semo A

A/B/C/ D E F|... Total

c/A

O NS, RN
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11.
12.
s/A|13.
14.
15.

Fonte: Produzido pelo Autor

Com a devida orientagao do professor e a observagao dos padrdes obtidos em todas

as figuras anteriores, os alunos deverao chegar aos seguintes resultados:
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o

w

N

ot

< ) ( ) ( ) S <Z> = 2" (Propriedade da linha);

) = ( > (Binomiais complementares);

) =1 (S6 existe 1 maneira de ninguém participar do grupo);
n

) (Sé existe 1 maneira de todos participarem do grupo);
n
n

0
{0
|
{

nimero de pessoas);

) = n (Quando apenas 1 pessoa participa do grupo, o total de grupos é igual ao

—_

RELACAO DE STIFEL

ot ()= 0)

Se aplicarmos a relagao de STIFEL recursivamente, chegaremos a propriedade da
COLUNA e se, fizermos os complementares de todos os binomiais na propriedade da

coluna, chegaremos a propriedade da DIAGONAL.

0-0-0)
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PROPRIEDADE DA COLUNA

b= () (57 e G) = G)

8. Fazendo os complementares de todos os binomiais, temos:

PROPRIEDADE DA DIAGONAL
n n+1 n+2 n+3 n+p n+p+1
+ + + +...F = .
0 1 2 3 P P
Tridngulo de Pascal

Recorte a a figura 55 e pega para os alunos montarem a figura 56.

Figura 55 — Triangulo de PASCAL. Recorte
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Fonte: Produzido pelo Autor
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O professor devera montar as trés primeiras linhas e pedir para os alunos montarem
o restante de acordo com o padrao inicial. Caso os alunos nao percebam o padrao, o

professor devera montar a quarta linha.

Figura 56 — Triangulo de PASCAL. Montagem

Fonte: Produzido pelo Autor

Recorte a figura 57 e peca para os alunos montarem a figura 58

Figura 57 — Tridngulo de PASCAL. Recorte

Fonte: Produzido pelo Autor
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O professor devera montar as trés primeiras linhas e pedir para os alunos montarem
o restante de acordo com o padrao inicial. Caso os alunos nao percebam o padrao, o

professor devera montar a quarta linha.

Figura 58 — Triangulo de PASCAL. Montagem

Fonte: Produzido pelo Autor

Sequéncia de Fibonacci

Recorte a figura 59 e peca para os alunos montarem a figura 60.
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Figura 59 — Sequéncia de FIBONACCI. Recorte
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Fonte: Produzido pelo Autor

Orientagoes para a préxima péagina:
1. Arrume as pecas seguindo o padrao;
2. A partir dos padroes observados, calcule a soma de cada linha;

3. Mostre que a soma dos binomiais de uma linha ¢ igual a soma dos binomiais das

duas linhas anteriores. Por exemplo, faca para a tltima linha.

O professor devera montar as trés primeiras linhas e pedir para os alunos montarem
o restante de acordo com o padrao inicial. Caso os alunos nao percebam o padrao, o

professor devera montar a quarta linha.
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Figura 60 — Sequéncia de FIBONACCI. Montagem
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Fonte: Produzido pelo Autor

Com a devida orientacao do professor e a observacao dos padroes anteriores, os

alunos deverao chegar aos seguintes resultados:

e ()-(2) R ) ) - ) O
()+60)-6) 0)-6)

e |
800N

() 16 ) [0 [ = e

Os numeros de Fibonacci sdo da forma:

5 ()

p=0 p

~ . , . . . n
onde n e p sao naturais e k ¢ o maior niimero natural menor do que ou igual a B)
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