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Resumo
Inspirados pelos trabalhos de J. Bortolossi [1] e F. Capitan [2], estudamos um método
para calcular as coordenadas baricéntricas de um ponto em R?, a partir dos vértices de um
dado triangulo. Usando o Teorema de Ceva para coordenadas baricéntricas, aplicamos

este método para pontos notaveis do triangulo. Usando o Teorema de Conway, calculamos
as coordenadas baricéntricas do Ponto de Fermat do triangulo.

Palavras-Chave

Coordenadas Baricéntricas, Ponto de Fermat, Teorema de Conway



Abstract

Based on the papers of J. Bortolossi [1] and F. Capitan [2], in this work we study a
method to calculate the barycentric coordinates of a point in R? from the vertices of a
given triangle. By using Ceva’s theorem for barycentric coordinates we apply the method
to notable points of the triangle. By using Conway’s theorem we calculate the barycentric
coordinates of the Fermat Point of the triangle.

Keywords

Barycentric coordinates, Fermat Point, Conway’s Theorem
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Capitulo 1

Introducao

Neste trabalho, abordaremos o tema Coordenadas Baricéntricas, criado por Augustus
Ferdinand Mobius (1790-1868), e descrito no seu livro Der Barycentische Calcul de 1827.
Estas coordenadas serao calculadas para alguns pontos notaveis de um triangulo, como
vértices, pontos médios dos lados, baricentro, incentro, ortocentro, circuncentro, além do
Ponto de Fermat. Veremos que o uso dessas coordenadas facilitam os calculos envolvendo
tais pontos.

A dissertacao esta dividida em 5 capitulos. No capitulo 2, definiremos coordenadas
baricéntricas de um ponto no plano a partir dos vértices de um triangulo de referéncia.
Apresentaremos o Teorema de Ceva para coordenadas baricéntricas.

No Capitulo 3, usaremos o Teorema de Ceva para calcular as coordenadas baricén-
tricas dos pontos notéaveis de um triangulo: baricentro, incentro, circuncentro e ortocentro.

No Capitulo 4, serd demonstrado um importante resultado para coordenadas baricén-
tricas, que é conhecido como Teorema de Conway. Com ele, calcularemos as coordenadas
baricéntricas do Ponto de Fermat de um triangulo.

No Capitulo 5, aplicaremos alguns conceitos explorados nos capitulos anteriores para
a resolucao de problemas que podem ser utilizados como atividades para sala de aula.
Para a realizacao dessas atividades, sugerimos o uso de algum software de geometria
dinamica, como o Geogebra, que foi utilizado nesta dissertagao; e também um software
de planilha eletronica para os calculos que determinarao as coordenadas baricéntricas e
cartesianas. Esta é uma excelente oportunidade para desenvolver a habilidade de resolucao
de problemas que usam conhecimento geométrico e algébrico.
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Capitulo 2

Coordenadas Baricéntricas

Neste capitulo introduziremos e discutiremos o conceito de coordenada baricéntrica para
um ponto do plano cartesiano, em funcao dos vértices de um dado triangulo de referéncia.
Apresentaremos alguns resultados béasicos relacionados com este tema, como o Teorema
de Ceva para coordenadas baricéntricas.

2.1 Coordenadas Baricéntricas e Exemplos

Primeiramente, apresentamos o conceito de coordenada baricéntricas de um ponto.

Definicao 2.1 Sejam A, B e C os vértices de um triangulo ANABC e P um ponto do
plano de coordenadas cartesianas (x,y). Dizemos que u, v e w sao as coordenadas bari-
céntricas de P, em relagao ao tridngulo NABC, se

uA +vB +wC
u+v+w

P = (l’,y):

Isto é, se o ponto P pode ser obtido como média ponderada dos vértices A, B e C' com
pesos u, v e w, respectivamente, onde u, v e w sao nlimeros reais tais que u + v + w # 0.
Desta maneira, o ponto P passa a ser identificado por esses pesos e, neste caso, usaremos
a notacao:

P=(u:v:w).

3
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A = (24ya)

B = (z1,) C=(ze,90)

Figura 2.1: Coordenadas baricéntricas de um ponto P.

Uma questao que surge naturalmente a partir da Definicdo 2.1 é sempre serd possivel
obter as coordenadas baricéntricas de um ponto. Sejam A = (z4,v.), B = (zp, 1) €
C = (z¢ y.) as coordenadas cartesianas dos vértices A, B e C' do triangulo AABC' | e
P = (z,,y,) as coordenadas cartesianas de um ponto do plano. Pela Definicao 2.1, as
coordenadas baricéntricas de P devem satisfazer a relacao

uA+vB +wC B W T, Ya) + 0(T6, Yp) + W(Te, Ye)

P= = : 2.1
U+ v+ w U+ v+ w (%0, 90) (21)
Obtemos o seguinte sistema:
w(xe — xp) +v(Tp — ) +W(Te —2,) =0 (2.2)
W(Ya — Yp) + V(Yo — Yp) + w(Ye — Yp) = 0. (2.3)
Para facilitar as contas, faremos as seguintes substituicoes:
a = To—Ty, b=xp—1, Cc=2.— T, (2.4)
d = Ya — Yp, € =Yb — Yp, f:yc_yp~
de modo que o sistema anterior se reescreve como
ua + vb 4+ we = 0 (2.5)
ud+ve+wf =0.

Pela Definicao 2.1, vemos que as coordenadas baricéntricas dos vértices A, B e C do
triangulo AABC podem ser obtidas facilmente como

A=(1:0:0), B=(0:1:0), C=(0:0:1).
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Além disto, se P pertence & reta suporte do lado AB, ou seja, se P, A e B estiverem
alinhados, entao

Tp Yp 1
To Yo 1]=0.
Ty Yy 1

Desenvolvendo-se este determinante, obtemos ae — bd = 0. Da mesma forma, o alinha-
mento de P, A e C' equivale a condigao cd—af = 0, e o alinhamento de P, B e C' equivale
a condicao bf — ce = 0.

Suponha que P nao seja um vértice do tridangulo AABC e nao pertenca as retas
suportes dos lados deste triangulo.

De (2.5), obtemos
—vb — we

== 2.
u= " 2.7)
e substituindo-se (2.7) em (2.6), temos
(ae —bd).v = w.(cd — af), (2.8)
de onde segue que
cd —af
= w. . 2.
Y ae —bd (2:9)

Substituindo-se (2.9) em (2.7), obtemos

B (cd—af)] b c abf — bed — ace + bed| bf — ce
“__%“maww1__ _—w{ (ae — bd).a ]—w(%—w)'

a a

Por (2.8), temos que se P, A e B estivessem alinhados, teriamos w = 0, de modo que
a reta AB tem como equacao w = 0, em coordenadas baricéntricas. De modo analogo, a
reta % ¢ dada pela equacao u = 0 e a reta % ¢ dada pela equacao v = 0.

De acordo com os calculos anteriores, podemos escrever P em coordenadas baricéntri-
cas em funcao da variavel w. Ou seja,

o bf —ce\ cd—af\
P—(u.v.w)—(w(ae_bd).w(ae_bd).w). (2.10)
Tomando-se w = 1, ficamos com

P:(bf—ce'cd—afl)‘

ae —bd " ae —bd

Observemos que as coordenadas baricéntricas de P podem ser obtidas para cada w # 0.
Isto nos leva a seguinte definicao.
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Defini¢ao 2.2 Considere um tridngulo AABC' com vértices A, B e C. Sejam P, = (u :
vyt wy) e Po = (ug : vy wy). Dizemos que Py = P, se, e somente se, existe um nimero
real k # 0 tal que us = k.uqy, vo = k.vy e wy = k.wy.

Para operarmos com as coordenadas baricéntricas de pontos, apresentamos as seguin-
tes definicoes.

Definicao 2.3 Sejam P, e P, pontos com coordenadas baricéntricas Py = (uy : v : wy) e
Py = (uy : vy : wy). Ao ponto de coordenadas baricéntricas

P1+P2:(u1+u2:v1+vg:w1+w2),

denominamos soma de Py e Ps.

Definicao 2.4 Sejam k um nimero real diferente de zero e P, um ponto de coordenadas
baricéntricas Py = (uy : vy 1 wy). Ao ponto de coordenadas baricéntricas P, em que

P = ]{IPl = (kul : k.?)l : k.wl),

denominamos multiplicacao de Py pelo escalar k.

Definicao 2.5 Sejam P e P, pontos com coordenadas baricéntricas Py = (uy : vy : wy) €
Py = (ug : vy : wg). Ao ponto de coordenadas baricéntricas

P:P1—P2:P1+(—1).P2:(UI—UQ2’U1—U21w1—w2),
denominamos de diferenca de Py e Ps.

Em seguida, dividimos cada coordenada baricéntrica por u + v + w. A este processo,
chamamos de normalizacao das coordenadas baricéntricas. Temos que

u+v+w:bf_ce+0d_af+1:bf—ce—l—cd—af—f—ae—bd'

ae —bd  ae —bd ae — bd

Pela Definigao 2.2, mesmo divindo-se as coordenadas de P dadas em (2.2) por u+v+w,
ainda temos o ponto P. Assim,

P = ae—bd (bf*ce) . ae—bd (cdfaf) . ae—bd
- bf—cet+cd—af+ae—bd | * \ae—bd/) * \ bf—ce+cd—af+ae—bd )] * \ae—bd/ ° bf—ce+cd—af+ae—bd | *
Logo,
P = bf—ce cd—af ae—bd )

bf—ce+cd—af+ae—bd : bf—ce+cd—af+ae—bd : bf—ce+cd—af+ae—bd

Por (2.4), temos
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TpYe — xbyp - xpyc — LYy + -Tcyp + wpyb
ToYe — TeYp + TelYa — Tale + TalYb — TpYa

O moédulo do ntimero real Y. — TpYp — TpYe — LYo+ 2 Yp+TpYp corresponde ao dobro da
area do triangulo APBC, enquanto que o modulo de xpy. — .Yy + Tela — TalYe + Tallp — ToYa

corresponde ao dobro da area do triangulo AABC. Entao,

~ Sppc

- )
Sapc

onde Sppc € Sapc denotam as areas com sinal dos triangulos APBC e AABC. Para
fixar notagao, consideramos

1| %a Ya 1
Sapc = 5| T W 1 (2.11)
Te Ye 1

A area do triangulo Sapc serd denotada por S. Por (2.4), temos também

Telaq — xcyp - xpya — TalYe + xayp + xpyc
TpYe — Lelp + Lela — Tale + Lalp — TvYa

v =

Assim,
_ Sarc

- 9
Sapc

onde Sypc denota a area com sinal do triangulo AAPC. E

_ ae — bd _ Tals — Talp — Tyl — ToYa + ToYp + TpYa _ Sanp
bf —ce+ cd — CLf + ae — bd TpYe — TeYp + TelYa — Tale + Talp — TvYa SABC,

w

onde Sspp denota a area com sinal do triangulo AABP.

Portanto, vimos que dado um ponto P = (z,,y,) e um tridangulo de vértices A =
(%, Ya), B = (zp,y) € C = (2, yc), as coordenadas baricéntricas de um ponto P = (2, y,)
podem ser obtidos a partir das areas com sinal dos triangulos AABP, AAPC, APBC' e
ANABC.

uA—i—vB—i—wC_

(2.12)
u+v+w

(u

P = (zp,y,) = :U:w)__(Sbmj,Shﬂj,Sth)_

Sapc  Sapc Sasc
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B C

Figura 2.2: Areas formadas pelo ponto P e os vértices do triangulo ABC.

Os sinais das coordenadas baricéntricas u, v e w podem ser determinados pelas areas
com sinal Sppc, Sapc € Sapp, respectivamente. Tomando-se a orientacao dada pelos
vértices para o célculo da &rea com sinal, como em (2.11), temos que:

1. u > 0 quando P e A estdao do mesmo lado em relacao a reta % e u < 0 quando
eles estiverem em lados opostos;

2. v > 0 quando P e B estao do mesmo lado em relacao a reta fﬁ e v < 0 quando
eles estiverem em lados opostos;

3. w > 0 quando P e C' estao do mesmo lado em relacao a reta ﬁ e w < 0 quando
eles estiverem em lados opostos.

As Figuras 2.3, 2.4, 2.5 e 2.6 ilustram estes casos.
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u>0

u<0

Figura 2.3: Sinal da coordenada wu.

v<0

v>0

Figura 2.4: Sinal da coordenada v.
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w < 0 /

w >0

Figura 2.5: Sinal da coordenada w.

Figura 2.6: Sinais das coordenadas u, v e w.

A fim de explorar os conceitos apresentados, a seguir faremos alguns célculos.

Exemplo 2.1 Considere o tridngulo NABC' de vértices com coordenadas cartesianas
A= (1,1), B=(3,4) eC = (6,2) e seja P o ponto de coordenadas cartesianas P = (3,2).
Determinemos as coordenadas baricéntricas de P.
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B =(3,4)

C=(6,2)

A=(1,1)

1

Figura 2.7: Construgao Cartesiana do Exemplo 2.1.

Observamos que P nao pertence as retas suportes dos lados do triangulo dado. Por
(2.4) e (2.10), temos

donde segue que

Notamos que v+ v +w = %w £ 0, pois w # 0.
Tomando-se w = 4, entdo as coordenadas baricéntricas de P sdo P = (6:3 : 4)

As coordenadas baricéntricas dos vértices do triangulo sao dadas por:

1(1,1) + 0(3,4) + 0(6,2)

A =(1.1 A=(1:0:0).
oo (1,1), donde (1:0:0)
0(1,1) +1(3,4) + 0(6,2) _
B = = 4), donde B=(0:1:0).
R (3,4), donde (0 0)
0(1,1) +0(3,4) + 1(6,2
O — (1,1) (3,4) (’)_—(6,2),dondeC——(O:Ozl).

0+0+1

Notamos que u + v + w = 1. Este ¢ um caso especial de coordenadas homogéneas,
como vemos na proxima definicao.
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Definicao 2.6 Sejam A, B e C os vértices de um tridngulo de referéncia NABC. Se P
é um ponto de coordenadas baricéntricas P = (u : v : w), suas coordenadas baricéntricas
serao denominadas homogéneas quando v+ v+ w = 1.

No exemplo anterior, tinhamos u+v+w = %w. Desta forma, para que as coordenadas

de P sejam homogéneas, devemos ter w = -. Assim, as coordenadas baricéntricas

13
homogéneas de P sdo P = (3, 15, 15)-

As coordenadas baricéntricas de P também poderiam ser obtidas a partir das areas
com sinal Sch, SAPC’ y SABP [§] SABC; CcOomo em (2.12):

Ta Ya

1 1 11
1 13
SABC:§~ Ty UYp 1 25. 3 4 1 :—?.
Te Yo 1 6 2 1
11 % Y 1 1 3 21
Sch:Q. Ty Yp 1 25. 3 4 1|=-3
Te Yo 1 6 2 1
To Yo 1 1 11
1 1 3
SAPC’ == 5 Tp Yp 1 = 5 3 2 1 = —5
Te Yo 1 6 2 1
1| % Yo 1 BEEE 1
SABP:§- Ty UYp 1 25 3 4 1|=-2.
Ty Yp 1 3 2 1

: _ oy _ (SpBc . Sapc . Sapp ) _ (6 . 3 . 4
Assim, P = (u:v:w) = (SABC D gAEC L GABE ) = (S:2: 1)
No caso de calcularmos as coordenadas baricéntricas a partir das dreas com sinal, elas
sao homogéneas. Isto nao ¢ uma mera coincidéncia, uma vez que

Spec  Sapc  Samp
u+v4+w= + + =1.
Sapc  Sapc  Sapc
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B=(34)

D =(2,2.5)

C=(6,2)

E= (3.5, 1.5)

A=(11)

Figura 2.8: Coordenadas cartesianas de vértices, pontos médios e baricentro.

Além das coordenadas dos vértices, podemos determinar no exemplo anterior as co-
ordenadas dos pontos médios D, E e F' dos lados AB, BC e AC, respectivamente. Em
coordenadas cartesianas, temos:

D=2 (23 B2 = (33 e F= 442 = (}.9)

E em coordenadas baricéntricas homogéneas, temos:

$A+iB+0C A+B 1
D=2 _—2 _ At , eassim D = (- : = :0).
3+3+0 2 2 2
0A+LiB+1C B+cC 1
E = 22— il , eassim B = (0:=: ).

0—|—§+§ 2 2 2

sA+0B+30 A+C
Lyo+i 2

).

1
imF=(<:0:=
, € assim (2 5

O baricentro de um triangulo é o ponto de encontro das medianas do triangulo. Dado
o triangulo AABC, ele pode ser obtido como sendo o ponto G = #. Em coordenadas
baricéntricas homogéneas, ele é dado como

G —

A+3iB+3C A AL By C : (1 1 1)
11,1 = ,eassim, G=[=-:=-:=].
3T3713 1 3 3°3°3

Observacao 2.1 Nao importam quais sejam as coordenadas cartesianas dos vértices do
triangulo de referéncia AABC, as coordenadas baricéntricas homogéneas dos vértices, dos
pontos médios e do baricentro ficam invariantes.
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2.2 Equacao de Reta

Nesta se¢ao, determinamos a forma geral da equacao de uma reta utilizando coordenadas
baricéntricas. Mais adiante, utilizaremos fortemente este conceito.

A equacao de uma reta no plano em coordenadas cartesianas é a.x + b.y +c¢ = 0, onde
a,b e ¢ sao nimeros reais. Se u, v e w denotam as coordenadas baricéntricas de um ponto
P, ou seja, se P = (u : v : w), em relagdo a um triangulo de referéncia AABC, nosso
objetivo é determinar a equagao geral desta reta em coordenadas baricéntricas.

Novamente, sejam A = (24, Ya), B = (25, %) € C = (¢, y.) as coordenadas cartesianas
dos vértices A, B e C' do triangulo AABC' , ¢ P = (x,,y,). Por (2.1), a equagao geral da
reta em coordenadas baricéntricas é

ru—+sv+tw=0,

onde r =a.x, + by, +c¢c, s=a.x, +by,+cet=ax.+by.+c.

Por exemplo, determinemos a equagdo da reta que passa por A = (1 : 0 : 0) e
B = (0:1:0). Como A e B pertencem a esta reta entdao r = 0 e s = 0. Assim,
tw = 0. Como t # 0, pois neste caso, C' também pertenceria a esta reta, de modo que
A, B e C seriam colineares, entao concluimos que a equacao da reta AB, em coordenadas
baricéntricas, ¢ w = 0. Analogamente, as equagoes de e de AC' , em coordenadas
baricéntricas, sao, respectivamente, u =0 e v = 0.

2.3 Cevianas e Tracos

A seguir, definimos cevianas e tracos de pontos.

Definicao 2.7 Dado um tridngulo NABC, seja P um ponto qualquer nao pertencente
as retas suportes dos lados do tridngulo. Uma ceviana de P é uma reta que passa por P
e por um vértice do tridngulo ANABC. A interseccao de uma ceviana de P com o lado
oposto a este vértice, ou com o prolongamento deste lado, é chamado de tragco de P.
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Figura 2.9: Cevianas e tracos do ponto P.

Sejam X, Y e Z os tracos das cevianas por A, B e C, respectivamente.

Como P = <gigg : gﬁ;g ; g;‘ﬁg) = (Sppc : Sapc : Sapp), devemos encontrar as co-

ordenadas baricéntricas dos tracos X, Y e Z por meio da interseccao entre retas. Por
exemplo, as coordenadas baricéntricas de X sao obtidas pela interseccao entre as retas

e AP. Ja vimos que a equacao de ¢ u = 0. Em coordenadas baricéntricas, a
equacao dareta AP é r.u+s.wv+taw =0. Como A= (1:0:0) pertence a esta reta, temos
r = 0. Assim, usando também que P pertence a esta reta, temos s.Sapc + t.5a5p = 0.

Como Sapc # 0, temos s = —t.giﬁ. Desta forma,

Sapp )
t.lw— v =0.
( Sapc

Como t # 0, pois caso contrario teriamos r = s = t = 0, concluimos que a equagao da
reta AP é

~ Sapp

Sapc

Portanto, as coordenadas baricéntricas de X sao

S
(0 U SABP.U) = (O . SAPC-U : SABP-U) = (0 : SAPC’ . SABP)-
APC

Analogamente,

Y = (Sppc : Sapc : Sapp) = (Spec : 0: Sapp).
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Z = (Sppc : Sapc : Sapp) = (Sppc : Sapc 1 0).

Nosso préximo objetivo é encontrar as coordenadas baricéntricas dos tracos X, Y e Z
em funcao de proporcoes de segmentos. Temos dois casos para estudar:

Caso 1: P pertence ao interior do triangulo AABC' .

Neste caso, as coordenadas homogéneas u, v e w dos tracos serao nao-negativas. Temos
Sapp _ BX

que Sirc . XO» pPoI1s
BX.ha BX.h BX.(ha—hp)
SABP o SXAB - SXPB o 9 - 9 E o 2 o BX
Sapc  Sxac — Sxpc ~ AEha _ XChe —XC‘(th_hP) XC’

onde hy e hp sao as alturas a partir dos pontos A e P, respectivamente, em relacao ao
lado BC.

Sapc _ AZ , Sapp _ AY
Analogamente, oS = J5 e PR =05,

Desta forma, as coordenadas baricéntricas dos tracos podem ser encontradas pela
proporc¢ao de segmentos:

SaBp BX
X =(0: : = : 1 = 1. — | =(0: XC: BX
0-SmcSr) = (0:1: 25 = (512 0. xc

Y = (Sppc:0: Sapp) = 1202482 _ (0. AV —(YC:0:AY) (2.13)
SpBC YC

Sapc AZ
7 = (8 - S :0)=(1: 0)=[(1:—:0)=(ZB:AZ:0).
(Sppc : Sapc = 0) ( Spoc ) ( 7B ) ( )

Caso 2: P pertence ao exterior do triangulo AABC' .

Neste caso, pelo menos uma das seguintes condigoes nao vale: X e B estao do mesmo
lado da reta AC, X e C estdao do mesmo lado da reta AB, Y e A estao do mesmo lado
da reta %, Y e C estdao do mesmo lado da reta z@, Z e A estao do mesmo lado da

reta %, Z e B estao do mesmo lado da reta % Dependendo de qual condicao nao for
valida, o sinal de u, v ou w podera ser negativo, de acordo com a anélise feita na Secao
2.1.

A menos de sinal, as coordenadas homogéneas dos tracos X, Y e Z sao dadas por
(2.13). Por exemplo, no caso em X e B estao do mesmo lado da reta 287 mas X e C
estao em lados opostos da reta j@ , teremos

Sapp —BX
X =(0: : = 3 = 1l ——— | =(0: XC: —-BX).
0- S = (021 55 = (0.1 ) 015+
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Este é o caso, por exemplo, em que P é o ortocentro de um triangulo AABC, obtuso
no vértice B.

2.4 Teorema de Ceva para Coordenadas Baricéntricas

Nesta secao, apresentamos uma versao do conhecido Teorema de Ceva da geometria plana
para o caso de coordenadas baricéntricas. O Teorema de Ceva da uma condigao para
determinar se as cevianas de um triangulo se interceptam. A saber,

Teorema 2.1 Em um triangulo ANABC, as cevianas AX, BY e CZ se interceptarao se,
e somente se,

No enunciado do Teorema de Ceva, as cevianas foram tomadas como segmentos que
unem o vértice do tridngulo a um traco de P.

A seguir, serd enunciado o Teorema de Ceva para coordenadas baricéntricas. Ele da
uma condicao para determinar se um ponto ¢ um trago de P, e sera utilizado no capitulo
seguinte no calculo das coordenadas de alguns pontos notaveis.

Teorema 2.2 Trés pontos X, Y e Z sao os tragos do ponto P = (u : v : w) se e somente

X=0:v:w)
se, X, Y eZ sao da forma (Y = (u:0:w) para algum u, v e w.
Z=(u:v:0)

Como anteriormente, tomamos AABC como triangulo de referéncia, em que A =
(1:0:0),B=(0:1:0),C=(0:0:1). Neste caso, vimos que P = (Sppc : Sapc : Sapp)
e

X =(0:Sapc : Sapp)
Y = (SPBC . O . SABP)
Z = (Sppc : Sapc : 0)

Prova: Pela construcao feita na secao anterior, se X, Y e Z forem os tracos de
um ponto P = (u : v : w), entdo X = (0: Sapc: Sapp), ¥ = (Sppc:0: Sapp) €
Z = (Sppc : Sapc : 0). Ou seja, no caso de X, basta tomar u = 0, v = Sapc e w = Sapp,
e assim por diante.

Reciprocamente, sendo X = (0 . SAPC . SABP)7 Y = (SPBC 10 SABP) e/ = (SPBC . SAPC .
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mostremos que eles sao os tragos de P. Para isto, devemos mostrar que P = (Sppc : Sapc : Sapp)-
Isto sera feito obtendo-se a interseccao das cevianas AX, BY e CZ.

Sendo r.u + s.v + tw = 0 a equagdo da reta que passa por A = (1:0:0) e X =
(O:ASAPC :SABPJ entao

{r.1+s.0+t.0:0:>7‘:0

7.0+ s.Sapc +t.Sapp =0 = s = ——gﬁigt

Logo,

O.u+ (—SABP.t) VtHtw=0—= jﬁ W= SABP.U
SAPC SQPC

Analogamente, como Y = (Sppc : 0: Sagp) € Z = (Sppc : Sapc : 0), as retas ?Y e
terao equacoes u = ?’Bi we v = gﬁ”c u, respectivamente. A interseccao das retas

AB
fﬁ ?e&?nosdaopontoP

_ SpBC
" Sasp’
— Sapc
Sppc’
— SaBp
Sapc’

Assim,

P o= (uiv:iw)— (u SAPCU. Sapp v) _ (u SAPCU_ Sapp Sarc u) _
o " Spec’ Sapc " Spec’ Sapc Spec
(1 ~Sapc  Sasp

SPBC SPBC

) = (Sppc : Sapc : Sapp) -
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Figura 2.10: O Teorema de Ceva para Coordenadas Baricéntricas.

19
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Capitulo 3

Pontos Notaveis de um Triangulo

Neste capitulo, calculamos as coordenadas baricéntricas de alguns pontos notéveis de um
triangulo. O baricentro G ja foi estudado no capitulo anterior, e suas coordenadas bari-

céntricas sao dadas por G = (l D %) Faremos o mesmo para o incentro, o circuncentro
e o0 ortocentro.

33

3.1 Coordenadas Baricéntricas do Incentro

Lembramos que o incentro de um triangulo ¢ o centro da circunferéncia inscrita a este
triangulo. Ele pode ser determinado como sendo o ponto de interseccao entre as bissetrizes
dos angulos internos do triangulo.

Sejam A, B e C' os vértices de um triangulo AABC e I o seu incentro. Sejam a = BC,
b= AC e ¢ = AB e r o raio da circunferéncia inscrita ao triangulo AABC. Por (2.12),
as coordenadas baricéntricas de I sao

oy (S Saic  Sasi
=(u:v:w)= '

Sapc Sapc Sasc

21
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Figura 3.1: Incentro (/) de um tridngulo ABC.

Como a circunferéncia inscrita ao triangulo AABC tangencia seus lados, o raio r desta
circunferéncia pode ser visto como medidas de alturas dos triangulos Srgc, Sarc € Sapr-
Assim,

1

Sasc
ar br cr

= (7 5 :7):(g.azg.b:g.c):(a:b:c).

I = (u:v:w)= (Sic : Sarc : Sapr) = (Stee : Sarc = Sapr) =

Portanto, dado um tridngulo AABC, as coordenadas baricéntricas de seu incentro sao

I =(BC:AC: AB). (3.1)

3.2 Coordenadas Baricéntricas do Circuncentro

Lembramos que o circuncentro de um triangulo é o centro da circunferéncia circunscrita
a este triangulo. Ele pode ser determinado como sendo o ponto de interseccao entre as
mediatrizes dos lados do triangulo.

Sejam A, B e C os vértices de um triangulo AABC e O o seu circuncentro. Sejam
a= BC,b= AC e ¢ = AB e R o raio da circunferéncia circunscrita ao triangulo AABC.
Por (2.12), as coordenadas baricéntricas de O sao

O=(u:v:w)= Sosc : Sa0c : Sapo = (Sosc : Saoc : Sapo) -
Sapc  Sapc  Sasc
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Figura 3.2: Circuncentro (O) de um triangulo ABC.

Denotemos por A, B e C' as medidas dos angulos Z/BAC, ZABC e ZACB, respec-
tivamente. Pelo teorema do angulo inscrito, temos que a medida do arco BC, que nao
contém A, é igual ao dobro de A. Assim, a medida do angulo central ZBOC' é igual a
2A. Consequentemente,

~

R2. 2A . .
Sopc = % = R?.senA.cosA.
Analogamente,
R2.sen (2B .
Saoc = % = R?.senB.cosB.
R2.sen (2C .
Sapo = %) = R%senC.cosC.
Assim,
O = (R?senA.cosA: R senB.cosh : RQ.senC'.cosé> =

= (2.R.senfl.cosfl 2. RsenB.cosB : 2.R.senC.cosC

N——

Pela Lei dos Senos, temos que
a

_ —92.R = 2.RsenA = a.
sen A
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Pela Lei dos Cossenos, temos que

. @242 2
a’> = b + ¢ — 2.b.c.cosA = cosA = u,
2.b.c
Analogamente,
~ R 2 _ b2 2
2.RsenB=1b e cosB = “—-rrc
2.a.c
e
~ R 2 b2 2
2.RsenC = ¢ e cosC = @+ —c
2.a.b
Consequentemente,

o0 — (a_ (M) - (w) - (M))
2.b.c 2.a.c 2.a.b
_ (GQ (—a2 +62+02) 2 (a2 —b? +c2) 2 (a2 + b? —62))
’ 2.a.b.c o 2.a.b.c o 2.a.b.c

= (aQ. (—a2 + b0+ 02) - b2, (a2 — v+ 02) P (a2 + v — 02)) )

Portanto, dado um triangulo AABC, as coordenadas baricéntricas de seu circuncentro
Sa0
O=(a® (=a*>+b0"+): 0 (> =0+ ) : P (> +° = 7). (3.2)

3.3 Coordenadas Baricéntricas do Ortocentro

Lembramos que o ortocentro de um triangulo é o ponto de interseccao entre as alturas do
triangulo, tragadas a partir de seus vértices. Sejam A, B e C' os vértices de um triangulo
ANABC, coma = BC,b=AC ,c= AB, e H o seu ortocentro. Tomamos os tracos X, Y
e Z de H como sendo os pés das alturas relativas aos vértices A, B e (', respectivamente.
Temos alguns casos para analisar.

Caso 1: o triangulo AABC' ¢ acutangulo (vide figura 3.3).
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Figura 3.3: Ortocentro (H) de um triangulo ABC.

Aplicando-se o Teorema de Pitdgoras aos triangulos AABX e AAXC, temos:

BX? + X A? = AB?
XC?+ X A% = AC?

Ou seja,
BX?+ X A% = ¢?
(a— BX)*+ XA? =102
Consequentemente,
BX — +a* — b+ ¢
N 2.a
e
XC=aq— XB = M
N N 2.a '

De modo analogo, aplicando-se o Teorema de Pitagoras aos triangulos ABAY e
ABCY , teremos:

2 2 2
qy -~ At
2.b
© 2 b2 2
+a” + 0" —c
YO = —°——
2.b ’

E aplicando-se o Teorema de Pitagoras aos triangulos ACAZ e ACZ B, teremos:

—a?> + b+
2.c

AZ =
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e
7B = M
2.c
Por (2.13)
Q24b2—c® | ta?—b24c2
X =(0: XC: BX) = (0 23t saoptic)
_ N - [ Fa®4b2 =% . —a®4bP 4P
Q224 . —a24b24c? |
Z=(ZB:AZ:0) = (25022 =iute )
Assim,
_ . +a2+b2—c? . +a?—b%+c?
X = (O ©(+a?+b2—c?).(+a?—b2+c?) - (+a2+b2—02).(+a2—62+02)>
Y — +al4b2—c2 -0 —a?4+b%4c2
- (+a2+b2—c2).(—a2+b2+62) . . (+a2+b2_c2).(_a2+b2+c2)
+a’?—b>+c2 . —a?4+b%+c? .
Z = (+a?2—=b%+c?).(—a?+b%+c?) * (+a?—b2+c?).(—a?+b%+c2) - 0>
Ou seja,

1 1
X = [(0: :
( +a? — b2 + 2 +a2—|—62—c2)
1 1
Y = :0: 3.3
(—a2+b2+c2 +a2+62—c2) (38:3)

1 1
Z = : : 0
(—a2+b2+02 +a? — b2 4 ¢? )

Pelo Teorema de Ceva para coordenadas baricéntricas, concluimos que

1 1 1
H = : : . 3.4
(—CL2 + b2 + 02 _|_a2 _ b2 + 02 +a2 + b2 _ 02) ( )

Caso 2: o triangulo AABC' é obtusangulo. Neste caso, as coordenadas baricéntricas
do ortocentro também sao dadas por (3.4). No entanto, a prova deste resultado para este
caso exige analise de sinais. Por exemplo, suponhamos que o angulo obtuso ocorra no
vértice B. Assim,

. . _ . +a?4b2—c? | +a?-b2+c?
X =(0: XC:—BX) = (0; £t ; setpteet)
Yz(YC’:O:AY)z(%:O:%)
7 — (—ZB A7 - O) — <+a2—b2+c2 L —a?4b24c? : O)

2.c : 2.c
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Desta forma,

1 1 1
H = : : .
(—a2—|—b2+02 +a? — b? + ¢? —I—a2—|—62—02)

Caso 8 o triangulo AABC' é retangulo. Neste caso, é importante destacar qual é o
angulo reto do triangulo.

1. o angulo reto ocorre no vértice A. Neste caso,
H=A=(1:0:0).

2. o angulo reto no vértice B. Neste caso,
H=B=(0:1:0).

3. o angulo reto ocorre no vértice C. Neste caso,

H=C=(0:0:1).
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Capitulo 4

Teorema de Conway e o Ponto de
Fermat

Neste capitulo, determinaremos as coordenadas baricéntricas de um importante ponto de
um triangulo, o chamado Ponto de Fermat do triangulo. Elas serao calculadas de duas
maneiras: em funcao de areas e em funcao de angulos.

4.1 A Formula de Conway

Nesta se¢do, apresentamos o Teorema de Conway ([5] e [6]), com a qual obteremos as
coordenadas baricéntricas de um ponto em funcao de certos angulos. Comecamos intro-
duzindo algumas notagoes.

Considere um triangulo de vértices A, B e C'. Denotamos por S o dobro da area
deste triangulo. Se ¢ for a medida de um angulo, o simbolo Sy sera usado para denotar o
ntmero real S.cotgf.

29
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B

Figura 4.1: Angulos internos de um triangulo ABC'.

Denotando por A, B e C as medidas dos angulos internos do triangulo AABC, H o
pé da perpendicular baixada por C, a = BC, b = AC e ¢ = AB (como na figura 4.1),

temos

. A .
Sa = b.c.senA.COS ~ = b.c.cosA.

sen A

Pela Lei dos Cossenos, como a? = b + ¢? — 2.b.c.cosA, temos:

—a?+ b+
Sp=————.
4 2
Analogamente,
R 2 _p2 4 2 . 2 2 _ 2
Sp = a.c.cosB = % e So = a.b.cosC = W—fc‘
Além disso,

+a’ =0+ FdP 0=
Sp+ Se = — 5 -+ 5 < —a

A seguir, enunciamos e demonstramos o Teorema de Conway (vide [2]), que nos da
uma expressao para as coordenadas baricéntricas de um ponto em funcao de angulos que
este ponto forma com um lado do triangulo de referéncia.

Teorema 4.1 (Teorema de Conway) Dados um triangulo AABC' e um ponto P tal que

P e A estejam em lados opostos da reta % , sejama = BC , 0 = ZCBP e p = ZBCP
as medidas dos dngulos que P forma com o lado BC. Entdo, as coordenadas baricéntricas
de P sao

P = (—CLQZSC—FS@ZSB—FS@). (4.1)
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Figura 4.2: P externo ao triangulo ABC| e seus angulos com o lado BC.

Prova: Por (2.12), temos que P = (Sppc : Sapc : Sapp). Entdo, aplicando-se a Lei
dos Senos ao triangulo APC B, temos:

senp  sentl senP
BP CP BC’

Assim,
BC'.senp a.senp a.sengp
BP - ’ = =
sen P sen(m — (0 +¢)) sen(6+ @)
e
op— BC'.sent B a.senf a.senf

senP  sen(m — (64 ¢)) - sen(f + )

Consequentemente, a area do triangulo APBC' é dada por

1 a.seny a’*seny.senf

2'a'sen(0 + ) e 2.sen(f + )
e a area do triangulo APCA é dada por

a.b.senﬁ.sen(éY + )
2.sen(f + )

1 a.senf
2 sen(6 + ¢)

bsen(m — (C+¢)) =
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Também temos que a area do tridngulo APBA é dada por

a.c.senp.sen(B + 0)

1  a.senp -
——— —(B+0)) =
2 sen(6 + ¢) csen(m = (B +9)) 2.sen(f + o)
Por fim, como P = (Sppc : Sapc : Sapp), entao,
- [_ a’senp.senf a.bsenf.sen(C + ) a.csenp.sen(B + 6) B
B 2sen(f+¢)  2sen(f+¢)  2sen(f+ ) B

—a®seng.send : a.b.senf.sen(C + @) : a.c.senp.sen(B + 6)) =

senp.senfl sen(p.senf ' sen(p.senf

~a.b.sen( (C +¢) . a.csen(B + 6) B
senyp ' senf N

( a’seng.senf a.b.send. sen(C + @) a.c.sengo.sen(B + 0)) B
( a? : a.b.senC.cotgp + a.b.cosC : a.c.senB.cotgh + a.c. COSB)

( absenC’cotggp—l—SC acsenBcotg0+SB>:( 1S, + Se - 59+SB)

De modo anélogo, dados um triangulo AABC, X', Y' e Z’ pontos tais que X' e A
estao em lados opostos da reta , Y e B estao em lados opostos da reta AC, Z’ e
C estao em lados opostos da reta AB, se os angulos X', Y’ e Z’ formam com os seus
respectivos lados do triangulo angulos de medidas 6; e ¢;, como na figura 4.3, entdao X',
Y’ e Z' tém coordenadas baricéntricas dadas por

X'

Figura 4.3: Teorema de Conway para trés pontos.
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X/ (_CLQ . Sapl _I_ SC . S91 _l_ SB) )
Y' = (ng + 5S¢ : —b?: Sgog + SA) , (42)
Z/ (Swg—FSB:Sgg—'—SA:—CQ).

4.2 O Ponto de Fermat

Fermat propos a Torricelli o problema de se “determinar um ponto no plano de um trian-
gulo de modo que a soma de suas distancias aos trés vértices fosse minima”. Esse ponto,
chamado centro isogénico do triangulo, foi o primeiro ponto notavel de um triangulo a
ser descoberto desde os tempos da matematica grega antiga. Uma solucao envolvendo
triangulos equilateros foi publicada por J. E. Hofmann em 1929 ([4]):

Em um triangulo AABC, tome um ponto P qualquer. Trace os segmentos que ligam P
aos vértices A, B e C. Rotacione externamente o triangulo APAB em 60°, com centro em
B, encontrando o AC'P’'B. Logo, os triangulos AP'PB e AC’'AB sao equilateros. Desta
forma, vimos que nao importa como o ponto P seja tomado no AABC, a rotacao sempre
levara o vértice A ao vértice C’ de um triangulo equilatero construido externamente sobre

AB,com C' # Ae C' # B.

Figura 4.4: Rotacao do APAB em 60°, com eixo em B, encontrando o AC'P'B.

Além disso, como AP’ PB é um triangulo equilatero, temos que PB = PP’. A rotacao
leva AP em C'P’, fazendo com que AP = C'P’. Consequentemente,

PA+PB+PC=CP +PP+PC=CPPC.

Para todas as escolhas de P, o “caminho” C'P'PC comega no mesmo ponto C’ e termina
no mesmo ponto C'. Uma condicao para que P realize a menor soma das distancias aos
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vértices do triangulo é que C' P’ PC seja um segmento de reta ligando C” a C. Neste caso,
o ponto P deveria estar sobre a reta C'C' e 0 angulo ZBPC" tem que medir 60°. Portanto,
para construir a solucdo, devemos encontrar a interseccao entre a reta que passa por C’ e
C, com a circunferéncia circunscrita ao triangulo equildtero AC'AB.

Figura 4.5: A solugao para o Ponto de Fermat.

4.3 Coordenadas Baricéntricas do Ponto de Fermat

Na secao anterior, apresentamos uma possivel construcao para o Ponto de Fermat de um
triangulo. Observamos que ela é equivalente a seguinte: dado o triangulo AABC, sejam
X', Y e Z' os véertices dos triangulos equilateros construidos externamente sobre os lados
BC, AC e AB, respectivamente. O ponto de Fermat pode ser obtido pela intersecgao

entre as retas C 2/, BY” e AX'.
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Figura 4.6: Uma possivel construcao para o Ponto de Fermat.

Para encontramos as coordenadas baricéntricas do Ponto de Fermat, tomaremos 0, =

¢; = % mnas coordenadas baricéntricas de X', Y’ e Z’ em (4.2) e procuraremos pela
\

interseccao das retas AX’, BY"e CZ'. Sendo a = BC, b= AC e ¢ = AB, temos que

T S

Sz = S.cotg(=) = 75

3 3
onde S denota o dobro da area do triangulo AABC'. Além disso,

S, = —a? +2b2 + 027 Sy — +a? —2b2 + 02’ Sy = +a? —1—21)2 - c2.
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Consequentemente,
X = (—aQ:Sg—l—SC:Sg—i-SB):(—a21%+502%+53>:
( ~a  GHSe G+ )
(G+50) (5+9) (S+9) (5+58) (F+50) (5+55)

Z
S (Erreer il emn s eees)!

E,
Y' = (Sz4Sc:—b S+SA)—<%+SC:—I)2:%+SA>—
e A )
(%‘FS@).(%—FSA)'(%—FSc).(%—FSA).<%+Sc>.<%+sz4>
_ 1 — —b2~ 1
e rante)
7' = (Sg+SB:S§+SA:—C2):<%+SB:%+SA;—02>:
(o Ees o Ges e\
(F+8a)-(F+58) (F+5a) (F+58) (F+54) (F+55)

1 ' 1 ' —c? )
<7§+SA> (734—53) <7§+SA>.<7§+SB)
Em seguida, determinamos a equagao da reta que passa por A = (1 : 0 : 0) e X',

Como A pertence a reta AX' entdo
r.l+4+s504+t0=0.

M ~
Assim r = 0 e como X’ pertence a reta AX’, vale que

' ((%+Sc)i%+53)) o ((%isB)) o ((%iso)) -
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Logo,

Sc
de onde segue que a equacao da reta AX' é w = (ﬁJrSB) K]
(F+sc)
> (S+sc)
Analogamente, a reta BY' tem u = £
(5
~ . (%—i-SA)
equacao v = —(%%3)' .

Como {P} = AX"NBY"NCZ", obtemos

37

o, (Ersa) (Fse) (Bs) Y
(\% B) (\%4— o) (\%—'—SB)
o\ S s S4ss S4se
Portanto

1 1 1
(\/%—f—cotg/l ' \/% + cotgB \%—l—cotg(?) '

(4.3)

A seguir, usamos [3] para apresentar uma expressao para as coordenadas baricéntricas
de um ponto, em funcao dos angulos que este ponto forma com os lados do triangulo de

referéncia.

Teorema 4.2 Dados um triingulo de referéncia NABC e um ponto P, sejam o =
/BPC, p = ZCPA , v = ZAPB os dngulos orientados formados por P e pelos la-

dos do tridngulo ANABC. Entao as coordenadas baricéntricas de P sao dadas por

b ( 1 . 1 _ 1 )
cotgfl — cotga . COth — cotgf3 . cotgé’ — cotgry '
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Figura 4.7: O ponto P “enxerga’ os lados do triangulo com angulos «, 3 e 7.

Prova: Construa a circunferéncia que passa pelos pontos B, P e C. Seja A’ o ponto
de interseccao da reta jﬁ com esta circunferéncia, com A" # P. Assim, pelo teorema
do angulo inscrito, temos que LA'BC = ZAPC =7 — /CPA=n—-pe /ACB =
/APB=n—/APB =m —".

Figura 4.8: Construgao da circunferéncia por B, P e C.



4.3. COORDENADAS BARICENTRICAS DO PONTO DE FERMAT 39

Pelo Teorema de Conway (Teorema 4.1), denotando por S o dobro da area do triangulo
ANABC, as coordenadas baricéntricas de A’ sdo

A = (—a2 :Sc+ Sr_y: Sp+ Sw—ﬁ) =

<—a2 :Sc + §.Cotg (m—7):Sp+ §.Cotg (m— 5)) =
= (—a2 . S — S.cotg (v) : Sp — S.cotg (5)) =
= (=a®:5c—S,: 55— 55).

Analogamente, seja B’ # P o ponto de interseccao entre a reta ﬁj e a circunferéncia

que passa por C, P e A, e seja C' # P o ponto de interseccao entre a reta Cﬁ e
a circunferéncia que passa A, P e B. Assim, B’ e ' tém as seguintes coordenadas
baricéntricas:

Figura 4.9: Determinando os pontos A’, B' e C".
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B' = (Sc+ Seey: =b": Sa+ Sesa) = (Sc — Sy =0 : Sa— Sa) -

' = (SB—l-STr,g S+ Sra: —62) = (53—55 2 S4— S5, —62).

Logo,

A, = (—a2ZSC—S«/ZSB—Sg):

_ ( —a® . Sc — 5y Sg — Sp )_
-~ \(Sc—5,)(Ss—8s)  (Sc—5,)(Ss—Ss)  (Sc—5,)(Se—S5s))

_( —a’ 11 )
(Sc—8,)(Sg—Ss) Sp—Ss Sc—5,)"

B = (SC—SV:—bQ:SA—Sa):
B ( Sc — 8, ' —b? ' Sa— S, > B
 \(Sc—55)(Sa—8a)  (Sc—5,)(Sa—5a)  (So—5y)(Sa—Sa))

_( 1 ' —b? ' 1 )
 \Sa—8. (Sc—5,)(Sa—S5a) Sc—85,)"

Ol = (SB—SBZSA—SQZ—CQ):
_ ( Sp—Sg Sa— Sa 2 B
- ( -

Sp—8p) (Sa—5a) (Sp—55)(Sa—5a) (Sp—55)(Sa—5a)

_( t .t — )
Sa—Sa Sp—9S5 (Sp—255)(Sa—5a))

Como o ponto P ¢é obtido pela interseccao entre as retas AA,’, BB’ e C’C’/’, onde

(

A = —a? L1 .1
(So—5,)(Sp—Ss) ~ SB=S5s * Sc=5y

B = 1. —b2 .1

Sa—Sa © (Sc—585)(Sa—Sa) © Sc—Sy

O = 1 . 1 . —c
(Sa=Sa " Sp=55 " (Sp—S5)(Sa—Sa)

2

\
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\
hY
e calculamos os tracos de A, B e C, a partir das cevianas AA", BB’ e C'C', respectivamente,
e aplicamos o Teorema de Ceva para Coordenadas Baricéntricas, e concluimos que

" \Su—S, Sp-95 Sc-9,)

1 1 1
B (Cotg/l — cotgao ' cotgf? — cotgfs ' cotgé’ — cotgy) .

O Teorema anterior nos da uma outra expressao para obtermos as coordenadas bari-
céntricas do Ponto de Fermat de um triangulo. Como vimos, o Ponto de Fermat pode
ser obtido pela interseccao das retas que ligam os vértices do triangulo AABC aos vér-
tices externos dos triangulos equilateros construidos sobre os lados do triangulo AABC.
Constuindo-se a circunferéncia que passa por dois vértices do triangulo AABC e pelo
vértice do triangulo equilatero construido sobre este lado, vemos que os angulos formados
por essas retas sao de 60°, de modo que o Ponto de Fermat “enxerga” os lados do triangulo
ANABC em 120°. Assim, basta tomarmos o = = v = 120° no Teorema 4.4:

1 1 1
P = ~ : - : = =
(cotgA —cotg (120°) cotgB — cotg (120°) cotgC — cotg (1200)>

1 1 1
(cotgfl + \/% ' coth + \/% ' cotg(ﬁY + \%) '
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Capitulo 5

Atividades para a sala de aula

Neste capitulo, damos alguns exemplos envolvendo calculos de coordenadas baricéntri-
cas, com o intuito de explorar os conceitos trabalhados nos capitulos anteriores. Esses
exemplos podem ser usados como atividades nas aulas de Geometria do ensino médio ou
fundamental. E uma boa oportunidade para destacar o papel das coordenadas baricéntri-
cas e de discutir alguns pontos notaveis de um triangulo. Para a realizagao das atividades,
sugerimos que seja usado algum software de Geometria Dinamica para visualizar e con-
ferir os calculos realizados. Para a construgao de nossos exemplos, foi usado o Geogebra
(versao 4.2), software multiplataforma gratuito (http://www.geogebra.org).

5.1 Atividades

Nos Exemplos 5.1 e 5.2, trabalhamos com o conceito de baricentro de tridngulo. J&
sabemos que as coordenadas baricéntricas do baricentro G de um triangulo AABC' sao
G = (1/3 : 1/3 : 1/3), independentemente das coordenadas cartesianas dos vértices
do triangulo. Agora, a partir das coordenadas baricéntricas, desejamos recuperar as
coordenadas cartesianas.

Exemplo 5.1 Suponha que A = (2,4), B = (=2,—1) e C = (3,0) sejam os vértices
de um triangulo NABC. Determine as coordenadas cartesianas do baricentro G deste

triangulo NABC.

Solugao: Com o uso do Geogebra, podemos construir o baricentro do triangulo a
partir da intersec¢do das medianas do triangulo. No entanto, usaremos (2.1). Como as

coordenadas baricéntricas de G sao G = (5 : 5 : 3), entdo
A+iB+ic  L(2,4)+i(—2,-1)+4(3,0 2 2 4 1

G="2 1 31 13 :3( )5 )5 >:(___+1a___+0):(171)'
LIyl 1 3 3" '3 3

43
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A
X
)
i

Figura 5.1: Exemplo 5.1.

Exemplo 5.2 Dados os vértices A = (2,4) e B = (1,—1) de um triangulo ANABC, e seu
baricentro G = (3,2), determine as coordenadas cartesianas do vértice C.

Solugao: Sejam (x,y) as coordenadas cartesianas do vértice C. Usando as coordenadas
baricéntricas de G, temos por (2.1) que

12,4) + (1, -1) + X(z,y) 2 1
G = 37 3\ 3\ d) 4T
1 <3+3+3’

4
3

(1+§,1+%):(3,2).

+

wlw

)

Wl =

Assim, 1+ % =3 e 1+ % = 2. Portanto, C = (6, 3). Estes cdlculos podem ser verificados
com o Geogebra, construindo-se o tridngulo AABC, com C' = (6, 3), e dai construindo-se
seu baricentro, e comparando-o com (3, 2).

v

Figura 5.2: Exemplo 5.2.
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Nos Exemplos 5.3 e 5.4, trabalhamos com o conceito de incentro de triangulo. As
coordenadas baricéntricas do baricentro I de um triangulo AABC foram obtidas, de
forma geral, em (3.1).

Exemplo 5.3 Suponha que A = (1,4), B = (=2,-2) e C = (7,0) sejam os vértices de
um triangulo NABC. Determine as coordenadas baricéntricas e cartesianas do incentro
I deste tridgngulo ANABC.

Solucao: Primeiramente, calculamos os comprimentos dos lados do triangulo:
@ = BC=\[[T= (-2P+ 0~ (-2 = VBT +1= V&,
b = AC=+/(T—1)2+4(0—4)2=+/36+16 = V52 = 2V/13,
¢ = AB= \/[1 — (=2)P + [4— (=2)]> = V9 + 36 = V45 = 3/5.

Por (3.1), temos

I=(a:b:c)=(V85:2V13:35)
As coordenadas cartesianas de I podem ser agora obtidas por (2.1):

;o VBB(L4) +2VI3(-2,-2) + 3V5(7,0) _
N V85 +2v13 + 3V -
V85 — 413+ 215 4v/85 — 41340

V85 +2v13 +3v5 T V85 +2V/13 + 35

= (

) =~ (1,80;0,97).

I= (18 097)

Figura 5.3: Exemplo 5.3.
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Os célculos podem ser novamente verificados com o uso do Geogebra. Neste caso, o
incentro é construido como sendo o centro da circunferéncia inscrita ao triangulo, ou como
a interseccao das bissetrizes internas do triangulo.

Exemplo 5.4 Dados os vértices A = (3,5) e B = (—1,2) de um tridngulo NABC, e as
coordenadas de seu Incentro I = (4 : 3 :5) = (2,3), determine as coordenadas cartesianas
do vértice C.

Solugao: Sejam (z,y) as coordenadas cartesianas do vértice C. Usando as coordenadas
baricéntricas de I, temos por (2.1) que

4(3,5) 4+ 3(—1,2) + 5(x,y) 12—-3+5x 20+6+ 5y 9+ 5r 26+ 5y

44345 ( 12 ’ 12 ) (12’ 12 )= (2.3)

Assim, 91’251 =2e 261251’ = 3. Portanto, C' = (z,y) = (3,2). Estes calculos podem
ser verificados com o Geogebra, construindo-se o triangulo AABC, com C = (2, 3), e dai
construindo-se seu incentro, e comparando-o com (2, 3).

Figura 5.4: Exemplo 5.4.

Nos Exemplos 5.5 e 5.6, trabalhamos com o conceito de circuncentro de tridngulo. As
coordenadas baricéntricas do circuncentro O de um triangulo AABC foram obtidas, de
forma geral, em (3.2).
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Exemplo 5.5 Suponha que A = (4,5), B = (—2,0) e C' = (4,—1) sejam os vértices de
um tridngulo AABC. Determine as coordenadas baricéntricas e cartesianas do circun-
centro O deste triangulo NABC.

Solucao: Primeiramente, determinamos os comprimentos dos lados do triangulo:

a = BC=1/(—2-424[0—(-1)]?=Vv36+1=+37
b = AC=+/(4—42+[— (-1)]> =0+ 36 = /36 =6,
¢ = AB=\/[4—(=2) + (5 —-0)2 = /36 + 25 = V61,

(a*(—a® +b* + %) b (> = b* +?) : A(a®> + 0> — F) =

(V3T (—V3BT + 62+ V6L : (V3T — 6%+ V61') : VL (V3T +6” — v/61) =
= (37(=37+36+61):36(37 — 36+ 61) : 61(37 + 36 — 61)) =

(37.60 : 36.62 : 61.12) = (2220 : 2232 : 732) = (185 : 186 : 61).

Por (2.1):

O_185(4,5)+186(—2,O)+61(4,—1)_ 612 864\ (17
n S \4327432 )

185 + 186 + 61 12’

Figura 5.5: Exemplo 5.5.
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Os célculos podem ser novamente verificados com o uso do Geogebra. Neste caso, o
circuncentro é construido como sendo o centro da circunferéncia circunscrita ao triangulo,
ou como a interseccao das mediatrizes dos lados do tridngulo. A propriedade da media-
triz como lugar geométrico serd explorada no proximo exemplo: qualquer ponto de uma
mediatriz de um segmento equidista dos extremos do segmento.

Exemplo 5.6 Dado um tridngulo de vértices A = (=3,—1), B = (—1,3) e C = (2,2),
determine as coordenadas cartesianas do ponto O que € equidistante dos vértices do tri-
angulo.

Solugao: Sabemos que este ponto O é o circuncentro do triangulo AABC. Primeira-
mente, calculamos os comprimentos dos lados do triangulo:

a = BC=+/(-1-22+(3-22=v9+1=110,
= AC=+/(-3-224(-1-22=+25+9 =34,
¢ = AB=+/(-3—(-1))2+(-1-3)2 =4+ 16 = V20 = 2V/5.

Por (3.2),

O = (10.(=10+ 34+ 20) : 34. (10 — 34 + 20) : 20. (10 + 34 — 20)) =
(10.44 : 34. (—4) : 20.24) = (440 : —136 : 480) =
(55 : —17:60).

Por (2.1), as coordenadas cartesianas de O sao dadas por

55(—3,—1) — 17(—1,3) + 60(2,2) 28 14 21
O — == —=)=(=-2.2 ) ~(=0,28:0,14).
55 — 174 60 98’ 98 (=0,28;0,14)

Neste exemplo, podemos calcular a distancia de O aos vértices do triangulo AABC e
verificar que elas sao iguais. Isto também pode ser feito com o uso do Geogebra.
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* 04 {029,014

Figura 5.6: Exemplo 5.6.
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No Exemplo 5.7, trabalhamos com o conceito de ortocentro de tridngulo. As coor-
denadas baricéntricas do ortocentro H de um triangulo AABC foram obtidas, de forma

geral, em (3.4).

Exemplo 5.7 Suponha que A = (3,2), B = (—1,2) e C = (2,—1) sejam os vértices de
um tridngulo ANABC'. Determine as coordenadas baricéntricas e cartesianas do ortocentro

H deste tridngulo ANABC' e dos pés das alturas.

Solucao: Primeiramente, calculamos os comprimentos dos lados do triangulo:

a = BC=+(-1-224+2—-(-1))2=v9+9=118=3V2,
b

AC =/(3-22+(2—(—1))2 = V1+9 = V10,
¢ = AB=+/(B-(-1))22+(2-22=V16=4.

Por (3.3) e (3.4), temos que

1 1
X=10: : =({0:—:—|,
+18 =10+16 +18+10—16 24 12

1 0. 1 B 1‘0.1
—184+10+16  ~+18+10—16/) \8 12/’

Y

Lo N (L
—18410+16  +18—10+16 ) \8 24 )’
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by 1 | 1 . 1 /11
-\ —-18410+16 +18—10+16 +184+10—16/ \8 24 12)°
Por (2.1), as coordenadas cartesianas de X, Y, Z e H sao:

0(3,2) + 5 (—1,2) + (2, -1)

X = = (1,0),
0+ 5 + 15
T30+ 4 55
8 24
1

T 1 i
s tatis
Novamente, estes calculos podem ser verificados com o uso do Geogebra.

7 A

B 5 ¢

15

0.5

-0.5

Figura 5.7: Exemplo 5.7.

No Exemplos 5.8, exploramos a construgao do Ponto de Fermat de um triangulo.

Exemplo 5.8 Suponha que A = (=2,—1), B = (3,0) e C' = (1,3) sejam os vértices de
um triangulo ANABC. Determine as coordenadas baricéntricas e cartesianas do Ponto de
Fermat deste triangulo NABC.
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Solugao: Por (4.4), basta determinarmos a cotangente dos angulos A, B e C. Primei-
ramente, calculamos os comprimentos dos lados do triangulo.

a = BC=+\/(3-1)2+ (0—3)2:\/4+9:\/1_3,

AC =/(=2—=1)2+ (-1 -3)2=v9+16 = V25 = 5,
¢ = AB=/(- (-1-02=+25+1=126

Pela Lei dos Cossenos e dos Senos, temos que
2 12, 2
- —a*+b"+c ~ 2.5
coSA= ——— e send=—,
2.b.c b.c

onde S denota a area do triangulo AABC. Assim,

. cosA  —a2+ 024+ be  —a?+ b+ 3
cotgA = - = _ = T
senA 2.b.c 2.8 4.5
Analogamente,
. 2 _ 24 2 A 22 _ 2
cotgB = GTSH e cotgC = —HL—Z—SC.
Por (4.4),

\/ig + cotgA \/Lg + cotgB \/Lg + cotgC

j— ( 1 . 1 . 1 )
- —a?4b24c2 T 1 +a?2—-b24c2 +a2+b2—c2 | °
f + = s T IS \[ +

A érea do triangulo AABC é dada por:
-2 -1 1

1 1
1 3 1
Consequentemente,
4.8./3 4.8./3 4.8./3
P = . . =
4.8 +V3. (—a2 + 02+ ) 4.5 +V3. (+a b2 +c2) 4.8+ V3. (+a? + b2 - ?)

1 1
4.8+ 3. ( a2+b2+c2)'4.S+\/§.(+a2—b2+c2)'4.S+\/§.(+a2+b2—c2))

1 1
(34+\f (=13 +25426) 34+ /3. (+13 — 25 4 26) | 34+\/§.(+13+25—26)) B

1 1
~ (0,010018 : 0,017167 : 0,018253) .
34+38\/_ 34+ 143 34+12\F) ( )
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E em coordenadas cartesianas:

—2,—1 0 1
p_ u(—2,-1) +v(3,0) + w(1,3) ~ (1,094194; 0, 98466).
u+v+w

Nesse exemplo, o uso do Geogebra pode ser feito para verificar que o ponto P encon-
trado forma angulos de 120° com os lados do triangulo AABC. Também vale a pena
explorar a propriedade que o Ponto de Fermat minimiza a soma das distancias aos vér-
tices. Neste sentido, podem ser escolhidos alguns pontos e calcula-se a soma deles aos
vértices. Em seguida, estas podem ser comparadas com aquela obtida para o Ponto de
Fermat. Nao é uma demonstracao, mas vale a pena realizar esta atividade.

P= (1,09;0,98)

H 5

Figura 5.8: Exemplo 5.8.
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Conclusao

As coordenadas baricéntricas foram introduzidas pelo matematico alemao August Ferdi-
nand Mobius em 1827, e uma de suas aplicacoes naquela época era determinar o centro
de gravidade de um triangulo. Apareceram aplicagoes na area da Astronomia, e hoje,
devido as coordenadas baricéntricas serem mais simples, sao mais utilizadas no campo da
computagao grafica (geometria computacional, mapeamento geografico, etc.).

Apresentamos neste trabalho as nogoes iniciais sobre o tema Coordenadas Baricén-
tricas. Mostramos sua existéncia, e as determinamos através da sua relagdo com areas,
segmentos e angulos de um triangulo de referéncia.

Tal abordagem foi feita utilizando-se conceitos basicos de trigonometria e algebra,
tornando-a possivel de ser realizada com alunos do ensino médio. Aplicamos o uso das co-
ordenadas baricéntricas para determinar alguns pontos notaveis de um triangulo qualquer,
como baricentro, incentro, circuncentro, ortocentro, além do famoso Ponto de Fermat, que
tem como propriedade ser o ponto cuja soma de sua distancia aos vértices ser a minima
possivel.

A partir deste trabalho, pode-se dar inicio a um aprofundamento no tema, como o
estudo de outros pontos notéveis como o Centro de Spieker, Ponto de Gergonnee de
Nagel; o estudo da equacao da circunferéncia, o Circulo de nove Pontos, a Reta de Fuler,
e as conicas.

23
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