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RESUMO

SILVA, Fabricio Santos. Torre de Handi no estudo de recorréncia e inducéo finita para o
ensino medio. 2022. 74 f. Dissertacdo (Mestrado Profissional em Matemética em Rede
Nacional) — Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade do Estado do Rio de Janeiro,
Rio de Janeiro, 2022.

Este trabalho tem por finalidade apresentar aos docentes do nivel médio da educacéao
basica uma perspectiva moderna sobre jogos, com o0 objetivo de abordar alguns conceitos
trabalhados no nivel superior que poderiam ser aplicados no ensino bésico. Topicos como
Principio da inducdo finita e recorréncias lineares podem ser tratadas no Ensino Médio pelo
auxilio de jogos, com o propdsito de diminuir o abismo das abordagens conceituais existentes
entre 0 ensino médio e 0 ensino superior. Para isso, foram elaboradas questfes baseadas nas
regras de um jogo famoso conhecido como “Torre de Hanéi”, criado pelo francés Edouard
Lucas. Sdo introduzidos os conceitos de inducdo matematica e relacdo de recorréncia a partir
dos padrdes observados no jogo, isto €, como cada jogada se constitui em relacdo a jogada
anterior. Tais assuntos sdo usados para demonstracdo de propriedades elementares da
matematica, que sdo relevantes para o ensino médio. Este método consiste na apresentacdo
historica da “Torre de Han6i”, em seguida, 0 inicio do jogo. E apresentada uma proposta de
ensino detalhada para aplicacdo em sala de aula. A proposta tem por finalidade trabalhar com
o professor de matematica possiveis caminhos para aplicacdo do estudo de recorréncias e
inducdo finita no ensino médio. Queremos levar o professor juntamente com seus alunos a
construir um modelo para determinar 0 menor nimero de jogadas necessarias para conclusao
do jogo, aplicando os conceitos de inducdo e recorréncia em outros problemas. Tudo o que é
tratado neste trabalho tem o auxilio de abordagens ludicas. Os resultados obtidos devem estar
mais proximos as resolucdes ideais do quebra-cabeca para chegar a percepc¢do se o conceito
do principio da inducdo finita e relacdo de recorréncia foram bem absorvidos. Com isso, 0
trabalho aqui apresentado tem por compromisso visionar a forma que podem ser tratados os
conceitos na graduacdo, percebendo que a ferramenta lddica facilita o aluno da educacdo
basica a compreender os conteldos matematicos e resolver problemas, além de procurar
estabelecer um didlogo entre as abordagens feitas no ensino superior e basico.

Palavras-chave: Torre de Hanoi. Ensino Médio. Recorréncias Lineares. Indugdo Finita.
Olimpiada de Raciocinio Logico.



ABSTRACT

SILVA, Fabricio Santos . Tower of Hanoi in the study of recurrence and finite induction for
high school students. 2022. 74 f. Dissertacao (Mestrado Profissional em Matematica em Rede
Nacional) — Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade do Estado do Rio de Janeiro,
Rio de Janeiro, 2022.

The purpose of this work is to present a modern perspective on games to secondary
level teachers in basic education, with the aim of approaching some concepts worked on at
higher education that could be applied in basic education. Topics such as the principle of
finite induction and linear recurrences can be treated in high school with the aid of games,
with the purpose of reducing the gap of existing conceptual approaches between high school
and higher education. In this regard, questions were elaborated based on the rule of a famous
game known as “Tower of Hanoi”, created by the Frenchman Edouard Lucas. The concepts of
mathematical induction and the recurrence relation are introduced from the patterns observed
in the game, that is, how each move is constituted in relation to the previous move. Such
subjects are used to demonstrate elementary properties of mathematics that are relevant to
high school. This method consists in the historical presentation of the “Tower of Hanoi” and
then the beginning of the game. A detailed teaching proposal is presented for application in
the classroom. The goal of the proposal is to work with the mathematics teacher on possible
ways to apply the study of recurrences and finite induction in high school. We want to take
teachers along with their students to build a model to determine the smallest number of moves
necessary to complete the game, applying the concepts of induction and recurrence in other
problems. Everything that will be dealt with in this work will have the assistance of ludic
approaches. The results obtained should be closer to the ideal puzzle resolutions to reach the
perception if the concept of the principle of finite induction and the recurrence relation were
well absorbed. So, the work presented here is committed to envisioning the way in which
concepts can be treated in graduation, realizing that the ludic tool facilitates basic education
students to understand mathematical content and solve problems, in addition to criticizing the
approaches taken in higher and basic teaching.

Keywords: Tower of Hanoi. High school. Linear Recurrences. Finite Induction. Logical
Reasoning Olympiad.
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INTRODUCAO

A educacdo bésica no Brasil passa por um processo de constantes mudancas com o
advento da tecnologia. O aluno possui cada vez mais acesso a informagbes de forma
dinamizada, este avanco € comentado no artigo do professor Reginaldo Carmello Corréa de
Moraes, colaborador na pds-graduacdo em Ciéncia Politica do Instituto de Filosofia e
Ciéncias Humanas (IFCH) da UNICAMP. Ele trata da massificagéo das tecnologias e ressalta
0s sinais desses impactos altamente relevantes para serem ignorados, também mostrando sua
preocupacdo com a aparente dificuldade e a diminuicdo no tempo de concentracdo desta
geragdo chamada por ele de “iGeneration” (DE MORAES, 2018). A nomenclatura dada como
“iGeneration” ¢ definida basicamente, como uma geracdo que ja nasceu falando dentro das
redes sociais, vivendo dentro delas ao que parece; isso também altera a medida e o arranjo que
0 autor chama de trés modos basicos de aprendizagem: o visual, o auditivo e o tatil-
cinestésico. A falta desses modos provoca dificuldade para o ensino teorico, pois a atencdo do
aluno em sala de aula fica dividida entre o quadro e o smartphone. Assim, um desafio se
levanta todos os dias para 0s educadores brasileiros impulsionando-o0s a promover estratégias
para explanar o conteddo de maneira aprofundada utilizando os recursos dispostos na escola
em que leciona.

Assim, precisamos tratar tal assunto pensando na realidade escolar brasileira, isto é,
relevando a discussdo sobre acesso a internet, computadores, smartphones, tablets, entre
outros recursos tecnoldgicos, visto que sabemos que ha um grande atraso nestas questdes?.
Precisamos tratar este trabalho como motivador para producdo do ensino matematico nas
escolas, mesmo que as limitagdes surjam durante o0 processo.

Muitas escolas ndo dispdem de recursos ideais para introducdo da tecnologia no
cotidiano do aluno. A pandemia vivenciada nestes ultimos dois anos deixou claro o abismo do
acesso a internet pela comunidade escolar, tanto alunos quanto professores. Por vezes €
necessario, ndo por escolha, mas por contingéncia estrutural, restringir a forma de ensinar,
pois explanar o conteudo em um campo limitado de recursos tecnolégicos e com tanta falta de
acessibilidade minimiza a dinamizacédo das aulas, provocando um teste maior ao professor do
que para os alunos. Para entendermos melhor, vamos exemplificar os processos para

preparacdo de uma aula de educagéo financeira. Sabemos que tal assunto, conforme ressalta a

! Disponivel em: http://www.iea.usp.br/noticias/educacao-brasileira-precisa-se-adaptar-ao-uso-de-tecnologia-
nas-salas-de-aula. Acesso em 17/12/2022.
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Base Nacional Comum Curricular (BNCC), é altamente necessario para comunidade escolar,
entretanto, ministrar essas aulas sem os recursos da calculadora cientifica, excel, computador,
internet para pesquisa, se torna mais real ao cenario estudantil brasileiro e nada facilitador
para a pratica docente.

A troca do modo de ensinar em algumas escolas tem sido um debate relevante nos
ultimos anos, uma vez que dar espaco a tecnologia é imprescindivel. Segundo Reginaldo
Carmello, a massificacdo do radio levou cerca de quarenta anos, ja as massificaces das redes
socias levaram cerca de dois anos (DE MORAES, 2018). Com isso, unir os problemas
matematicos com a tecnologia se torna um método extremamente atrativo para sala de aula,
mesmo que ja seja desigual no Brasil. Conforme pode ser visto no documento da BNCC, uma

das competéncias gerais da educacdo basica deve ser

[...] Compreender, utilizar e criar tecnologias digitais de informacdo e comunicagdo
de forma critica, significativa, reflexiva e ética nas diversas praticas sociais
(incluindo as escolares) para se comunicar, acessar e disseminar informacGes,
produzir conhecimentos, resolver problemas e exercer protagonismo e autoria na
vida pessoal e coletiva. (BRASIL, 2018, p.9)

O ensino tradicional em alguns momentos deve ser completado, isto &, técnicas antigas
sdo validas, porém para “iGeneration” recursos tecnologicos tornam-se cada vez mais
necessarios para o processo de aprendizado. Isso nos leva a debater hoje que realizar o
método tradicional de explanar o contelido é importante, entretanto, incluir outros recursos
pode causar proximidade ao aluno e dar abertura para o avan¢o de muitas propostas, entre
elas, 0s jogos matematicos. Trabalhar jogos matematicos com a tecnologia é intuitivo para
qualquer nivel da educacdo basica, extremamente produtivo e com fins de quebrar barreiras
de muitos alunos que possuem dificuldades no aprendizado.

Essa relagdo exige dos educadores matematicos a compreensdao maximizada entre o
brincar e o aprender. E possivel compreender tais beneficios para o desenvolvimento escolar,

assim, incluindo o avanco cognitivo e intelectual. A BNCC baseia-se claramente nisto.

[...]JAlém dos diferentes recursos didaticos e materiais, como malhas quadriculadas,
abacos, jogos, calculadoras, planilhas eletronicas e softwares de geometria dindmica,
¢ importante incluir a histéria da Matematica como recurso que pode despertar
interesse e representar um contexto significativo para aprender e ensinar
Matematica. Entretanto, esses recursos e materiais precisam estar integrados a
situagBes que propiciem a reflexdo, contribuindo para a sistematizacdo e a
formalizagdo dos conceitos matematicos. (BRASIL, 2018, p. 298)

Dar espaco para o ensino da matematica ludica através da tecnologia e dos jogos é um
processo de aprendizagem custoso. Para isso, deve se ter o trabalho de investimento estrutural

nas escolas publicas e privadas. Um viés do presente nesta elaboracdo é mostrar alguns
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recursos facilitadores para dizer que, sim, é possivel trabalhar a matematica e completar as
defasagens estruturais com recursos bem criativos e de facil acesso.

Para tal discussdo sobre tecnologia e jogos no ensino da matematica vamos neste
trabalho discutir algumas atividades que podem ser abordadas, para isso, escolhemos o jogo
“Torre de Hano6i”. No decorrer desta dissertagdo também mostramos outros jogos que
introduzem a mesma linha de raciocinio, porém o foco esta em desvendar a Torre de Hanoi e
aproveitar o maximo de recursos que este jogo tem a oferecer na aprendizagem matematica.
Para justificar a escolha deste jogo é necessario apontar algumas possibilidades pedagogicas,
conforme indicam Ortega, da Silva e Fiorot (2002):

1- A competicdo através da Torre de Handi garante dinamismo, movimento, propiciando
interesse e contribuindo para o desenvolvimento social.

2- A competicdo faz ainda com que o aluno elabore estratégias, e com o tempo, aprimore
essas estratégias, a fim de superar deficiéncias.

3- A busca pela competi¢do faz com que o jogador sempre busque desafios maiores, a
fim de sempre se superar, pois a competicdo no jogo propicia uma constante
autoavaliacdo do sujeito sobre suas competéncias, habilidades e etc.

A utilizagdo da Torre de Hanoi em sala de aula permite inserir o aluno no contexto de
um jogo em que ele pode manusear, analisar, inferir e incorporar a ideia de crescimento
exponencial, perceber padrdes matematicos, desenvolver o pensamento computacional, criar
estratégias de resolucdo de problemas entre outros. 1sso sera mostrado através da utilizacdo de

material concreto e tecnoldgico.
No jogo Torre de Handi podemos desenvolver varias habilidades que estdo
intimamente vinculadas aos objetivos do ensino de Matematica, entre as principais
podemos citar: planejamento das préximas jogadas, capacidade de generalizacéo,
criacdo do modelo matemético que dé& a quantidade minima de jogadas em funcéo
do numero de discos. (DA SILVA, 2015, p. 13)
Para mostrar a relevancia de tudo que esta sendo dito foi feita uma proposta de aula, a
qual detalhamos neste trabalho. O intuito é esquematizar que com um jogo classico como a
Torre de Hanoi, trabalhada de forma interativa e desafiadora, pode-se construir um
conhecimento matematico de recorréncias lineares e inducdo finita através da busca por
desafios maiores por parte dos alunos. A atividade é proposta para ser realizada com alunos
da primeira e segunda séries do ensino médio. Os processos poderdo ser realizados de forma
remota com recursos de alguns softwares, como: Geogebra, Google Meet, Google Forms, ou
de forma presencial com adesao do jogo fisico (facilmente pode ser produzido) ou auxilio de

ferramentas computacionais para joga-lo.
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Para chegarmos a conclusdo de que é possivel trabalharmos inducdo matematica e
recorréncias lineares no ensino basico com auxilios ativos para aprendizagem e termos
garantia do aprendizado, e repensando em abordagens tradicionais, percorremos 0 seguinte
detalhamento dos capitulos deste trabalho:

No primeiro capitulo é tratada a importancia dos jogos e dos recursos tecnologicos,
notando a relevancia do seu papel pedagdgico na sala de aula, como contribui para avangos
cognitivos e como a atualidade vem administrando os avancgos da informatica e seus impactos
no ensino basico e superior.

O segundo capitulo apresenta o principio da inducdo finita. Discorremos sobre a
histéria dos numeros naturais e sobre os axiomas de Giuseppe Peano, que formalizou os
famosos axiomas de Peano. Iniciamos o enunciado do principio da inducdo finita e faremos
exemplos demonstrando algumas propriedades basicas para elucidar o conceito.

O terceiro capitulo aborda as recorréncias lineares; desenvolvemos algumas
sequéncias identificando seus padrdes, processos resolutivos e determinando uma expressao
gue a sintetize.

No quarto capitulo € desenvolvida a dinamica do quebra-cabeca Torre de Handi. Para
isso, introduzimos a histéria do jogo, explicamos as regras e performances dos movimentos,
identificamos padrdes dos movimentos e determinagdo do nimero minimo para qualquer fase
do jogo e a relagcdo dos nimeros binarios para encontrar qualquer disco em qualquer processo
dos movimentos em qualquer haste.

No quinto capitulo é proposta uma série de dez questdes mostrando inicialmente como
o tema Torre de Handi é lembrado em alguns concursos; em seguida, comentamos questdes
da Olimpiada Brasileira de Raciocinio Ldgico (OBRL) e finalizamos com um jogo classico de
raciocinio l6gico que utiliza os principios da Torre de Hanoi.

O sexto capitulo traz uma proposta metodologica, especificando o passo a passo dos
processos de aprendizado e recursos utilizados para aplicacdo dos conceitos principio da
indug&o finita, recorréncias lineares, Torre de Hanoi em sala de aula. Com isso, esperamos
que a proposta motive a realizagdo das atividades em qualquer escola, dotada de recursos
tecnoldgicos ou ndo. O objetivo geral deste trabalho é aplicacdo de conceitos da graduagédo
que sdo importantes para passos demonstrativos no ensino basico. Buscamos ainda motivar a
participacdo nas olimpiadas de matematica em geral e trazer uma proposta acessivel para

todos os profissionais da educagdo matematica que atuam diretamente em sala de aula.
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1 IMPORTANCIA DOS JOGOS E DA TECNOLOGIA NO ENSINO DA
MATEMATICA

1.1 Jogos e seu papel pedagogico

A inclusdo de jogos e recursos tecnoldgicos no ensino da matematica esta cada vez
mais recorrente no ensino béasico, impactando-a em diversas areas. Consequentemente, é
frequente, ao falarmos sobre educagédo nos dias de hoje, levarmos em conta a possibilidade de
uso de algum tipo de tecnologia digital. Trazer algo diferente do método tradicional de ensino
na sala de aula desperta a curiosidade dos alunos. De acordo com a BNCC, a “elaboracao, a
interpretacdo e a aplicacdo de modelos explicativos para fendmenos naturais e sistemas
tecnoldgicos sdo aspectos fundamentais do fazer cientifico, bem como a identificacdo de
regularidades, invariantes e transformagoes” (BRASIL, 2018, p.548).

E possivel que novas estratégias de ensino da matematica sejam benéficas para o
aprendizado. Trabalhar com o ludico, com jogos e ser auxiliado pela tecnologia € muito
importante para o despertar do questionamento do aluno. Fazer o aluno indagar, pesquisar,
pensar e ser criativo atua no préprio desenvolvimento; tais processos promovem a autonomia
na busca por conhecimento. A BNCC visa a promover o aluno como personagem principal no

ensino, sempre concentrando no desenvolvimento de suas habilidades e competéncias.

[...] a area de Matematica e suas Tecnologias tém a responsabilidade de aproveitar
todo o potencial ja constituido por esses estudantes no Ensino Fundamental, para
promover agbes que ampliem o letramento matemaético iniciado na etapa anterior.
Isso significa que novos conhecimentos especificos devem estimular processos mais
elaborados de reflexdo e de abstracdo, que deem sustentacdo a modos de pensar que
permitam aos estudantes formular e resolver problemas em diversos contextos com
mais autonomia e recursos matematicos. (BRASIL, 2018, pp.528-529)

Neste contexto, o papel dos jogos deve valorizar o ensino da matematica, pois mostra
que o aluno é o ator principal e ele pode, com a colaboracdo docente, desenvolver conceitos
matematicos. Uma preocupacéo relevante para este trabalho é evidenciar que ndo é produtivo
e razoavel que o jogo e 0s recursos tecnolgicos sejam apenas aplicados sem proposito. E
necessario desencadear no aluno um papel de exploracao e construgdo do seu entendimento a
respeito do contetdo e fazé-lo tornar-se protagonista; para isso, o professor deve questionar o
aluno sobre suas jogadas e estratégias para que 0s recursos discutidos se tornem um ambiente

de aprendizagem e criagdo conceitual e ndo apenas de reproducdo mecanica do conceito,
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como pode ocorrer na resolucdo de uma lista de exercicios. Desse modo, 0 jogo, na Educacéao
Matematica, segundo Moura (1996, p.80), “passa a ter o carater de material de ensino quando
considerado promotor de aprendizagem. A crianca, colocada diante de situacdes ludicas,
apreende a estrutura ldgica da brincadeira e, deste modo, apreende também a estrutura
matematica presente”.

Assim, conceitos matematicos serdo fixados com maior aproveitamento quando
algumas estratégias sdo abordadas. Ndo condenamos o ensino tradicional. Tais métodos
convencionais sdo importantes e necessarios para o desenvolvimento do aluno. Entretanto, a
forma de indagar, questionar e permitir ao aluno construir seu proprio conhecimento tem
caracteristicas de interdependéncia criando uma série de relacfes produtivas em sala de aula.

E perceptivel a insercdo dos jogos nas atividades em sala de aula. Diversos trabalhos
académicos foram escritos promovendo essa discussdo (DA SILVA, 2015; SANTOS, 2017).
Muitas pesquisas elaboram métodos diversificados para auxilio do profissional da educacdo
em poder aplicar tais recursos ludicos (PEREIRA; RODRIGUES, 2003; OLIVEIRA,;
CALEJON; BRITO, 2016). Apesar de a BNCC incentivar o uso de jogos na aprendizagem, o
documento ndo aborda como isso deve ser praticado, podendo transmitir a ideia de que a
aplicagdo deve ser feita do “jogo pelo jogo”, como se a atividade ja fosse o suficiente para
mostrar para os docentes qual conteido deve ser trabalhado e a forma que ele deve ser
utilizado.

1.2 Jogos e seu papel cognitivo

Diante dessa preocupacdo em como abordar as atividades ludicas e fazé-las serem
mais produtivas deve haver um planejamento. Uma inclinacéo do professor é atingir todos os
alunos e fazé-los se sentirem envolvidos e produtores do aprendizado. Sempre mostrando sua
intervencgdo e guiando o aluno para o caminho do aprendizado para o conteudo, instigando-o
sempre a construir o raciocinio necessario para obter o conhecimento daquele assunto. Diante

dessa abordagem, reafirmamos nossas ideias juntamente com Franco (2013) que:

[...] Os jogos sdo recursos pedagégicos, pois eles ndo visam s6 o prazer, auxiliam na
construcdo da leitura, da escrita, na matematica e na interacdo entre os alunos,
contribuindo para o desenvolvimento social. Destarte, 0s aspectos socioldgico,
psicoldgico e pedagdgico ratificam o quanto o jogo € uma atividade de grande valia
e indispensavel como uma importante ferramenta pedag6gica para o professor.
(FRANCO, 2013, p. 22).
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Os jogos possuem suas vantagens, porém o professor deve definir bem quais sdo seus
objetivos e onde pretende chegar com determinado assunto abordado. O papel do professor é
mais importante que o jogo. Com isso, vamos finalizar verificando algumas vantagens das
atividades ludicas no ensino da matematica. Segundo Lopes (2011, p.36-45), os objetivos que
podem ser atingidos através dos jogos s&o:

e aprimorar a coordenagdo motora;

e desenvolver a organizagédo espacial;
e aumentar a atencdo e a concentracao;
e desenvolver antecipacao e estratégia;
e ampliar o raciocinio légico;

e desenvolver a criatividade;

e perceber figuras e fundo.

No trabalho com jogos matematicos, todas essas habilidades sdo importantes para o
desenvolvimento cognitivo dos alunos. Dentre as principais, destacam-se a concentracao e o
raciocinio légico, ja que essas habilidades adquiridas contribuirdo para o processo de
aprendizagem, a medida que o raciocinio légico é tido como uma ferramenta poderosa para a
deducéo de ideias matematicas e resolucdo de problemas mais elaborados.

Este trabalho tem como principio entrelacar a importancia do jogo, do ludico, da
tecnologia, das ferramentas propicias em sala de aula para o aprofundamento do conteudo e
ensino da matematica. Deixando evidente que ambos devem caminhar juntos em alguns
momentos do aprendizado da matematica utilizando os recursos de jogos, sendo que ensino
tradicional com suas ferramentas, estratégias e abordagens ndo devem ser trocadas ou

negociadas, mas, aperfeicoadas e melhoradas.

1.3 Tecnologia no ensino basico e superior

E perceptivel que os tempos sdo outros, como dito na introdugdo pelo professor
Reginaldo, tudo vem mudando de forma acelerada com o surgimento da “iGeneration” (DE
MORAES, 2018). Obviamente o corpo discente mudou ao longo dos ultimos 10 anos, e

precisamos refletir sobre o publico que hoje esta ingressando nas universidades. De acordo



20

com o censo do MEC, no ano de 2018 a maioria dos estudantes da graduacgéo séo jovens de
17 a 29 anos (Figura 1).

Figura 1 — Idade dos estudantes universitarios.
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Além de observamos que a maioria dos alunos da comunidade universitaria é de
jovens de, até 29 anos, também nos deparamos com outros dados que mostram o aumento dos
estudantes que se matriculam nos cursos de graduacdo a distancia e, em verdade, no

presencial houve queda (Figura 2).

Figura 2 — Distancia x presencial.
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Nos ultimos 10 anos houve uma crescente procura pelos cursos de graduacdo a
distancia, tal evento ndo pode ser ignorado. Isso pode ocorrer por série de fatores, mas um
fator que precisamos levar em relevancia é que muitos destes que procuram 0s cursos de
graduacdo sdo jovens, e consequentemente possuem facilidade e preferéncia por recursos
tecnoldgicos. 1sso nos faz analisar os caminhos que a educagdo no Brasil vem tomando.

O que podemos dizer da educacao basica? A tecnologia vem alterando de forma muito
rapida a comunicacao, informacéo, processos de producédo, desenvolvimento social e 0 ensino
basico. Queremos tratar a aprendizagem de forma eficaz. Trabalhar com a tecnologia é
importantissimo no dinamismo em resolver problemas, criar conceitos e maximizar as
chances de sucesso na absorcdo dos contetdos. A BNCC deixa tudo muito claro a respeito da

importancia da aplicacdo tecnoldgica no ensino basico.

Cabe ainda destacar que o uso de tecnologias possibilita aos estudantes alternativas
de experiéncias variadas e facilitadoras de aprendizagens que reforcam a capacidade
de raciocinar logicamente, formular e testar conjecturas, avaliar a validade de
raciocinios e construir argumentacées. (BRASIL, 2018, p. 536).

A utilizacdo de computadores no ensino basico ainda ndo € muito comum em todas as
escolas brasileiras. As atividades aplicadas pelos recursos tecnoldgicos ndo causam desvio no
propdsito do ensino da matematica. A quantidade de cursos para especializacdo docente se
multiplica nas instituicdes formadoras, porém, atualizacdo para promocao da aprendizagem

com esses recursos facilitadores ndo é uma realidade para todos os educadores.
O desenvolvimento das tecnologias pode criar um ambiente cultural e educativo
suscetivel de diversificar as fontes do conhecimento e do saber. Por outro lado, as
tecnologias caracterizam-se pela sua complexidade crescente e pela gama cada vez
mais ampla de possibilidades que oferecem. (UNESCO apud PEREIRA 2013, p. 86)

De forma contréaria, o avango do acesso as ferramentas oferecidas pelos recursos
tecnoldgicos ndo pode ser considerado negativo, dado que, elevando a discussdo proposta em
sala de aula e mostrando muitos outros possiveis caminhos para os alunos, é fundamental que
os professores se atualizem e adaptem-se a realidade atual de uma geragdo cada vez mais
envolvida com computadores, tablets e smartphones.

O avanco das tecnologias da informag&o cresce vertiginosamente em diversas areas do
conhecimento e a inser¢do no mundo virtual e tecnologico de estudantes cada vez mais jovens
faz com que o uso dessa tecnologia na educagdo apresente-se como um instrumento
potencializador e revolucionario do aprendizado.

Entretanto, ndo podemos repetir os erros do passado, ndo basta equipar as escolas de

computadores, midias, redes de internet, tablets entre outros. Nada disso compromete-se com
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0 avanco da aprendizagem. A incorporacdo de recursos tecnolégicos aos programas
educativos ndo significa, necessariamente, desenvolvimento de uma proposta pedagdgica
inovadora se, previamente, ndo os integrarmos e desenvolvermos em funcdo de um modelo
educativo ndo autoritario e reprodutor.

As reflexdes aqui apresentadas sintetizam experiéncias relacionadas em alguns
contextos. Em alguns momentos é necessario me posicionar como professor da rede privada e
como professor de projetos sociais em escolas da rede publica. E enquanto presente na rede
publica me deparei com uma série de limitacfes no uso de tecnologias. Por muitas vezes, me
deparei com o abismo entre a teoria e a pratica. Como pesquisador desenvolvi métodos que
utilizam informatica na educacdo matematica, porém, ndo dispondo de laboratérios, foi
necessario se reinventar com outros recursos para que o contetdo fosse ensinado além do
quadro. Entretanto, quando dispunha de computadores, o tempo era otimizado e se aprendia
muito mais em curto tempo. Tal esforco pode provocar um ceticismo de que o computador
néo ajuda na aprendizagem, ele apenas cumpre tarefas.

Com isso, é preciso reformular a forma que trabalhamos com tecnologia em sala de
aula e como podemos inseri-las no ensino da matematica. Alguns professores acreditam que
utilizar equipamentos de projecao € um método inovador para o uso de tecnologias, entretanto
0 equipamento esta sendo utilizado apenas para ler textos, assim é um instrumento de apoio
ao professor que substitui a lousa. Precisamos potencializar nossos recursos, criar métodos de
aprendizagem praticos e acessiveis as limitagdes estruturais da escola.

E possivel concluir pelas Figuras 1 e 2 que possuimos demanda para isso, entio por
gue o mundo muda e avanca de forma acelerada e a escola precisa manter-se de forma
inalterada? Sabemos que a tecnologia em sala de aula ndo ira resolver todos 0s nossos
problemas, a relacdo dos principios da ética, alguns métodos tradicionais de ensino,
aprendizado socioemocional, interacdo e inclusdo entre as relacdes continuam sendo muito
valiosas para educacao.

A era tecnoldgica, juntamente com seus avancos, possui poder multiplicador de
aplicacbes, exigindo do profissional da educacdo uma atualizagdo para promover a
produtividade do aluno. A escola precisa se apropriar das novas técnicas para atender
exigéncias do mundo contemporaneo, que requer sintonia com o conhecimento informatico.
Nisso, as novas tecnologias podem ser aproveitadas pela educacdo bésica, sendo o
profissional da educacdo o mediador, pois por meio da relagéo professor e aluno que o mundo

¢ descoberto.
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2 PRINCIPIO DA INDUCAO FINITA

2.1 O que seria o conjunto dos Naturais?

Existem evidéncias arqueoldgicas de que havia necessidade de contar ha mais de
50.000 anos. Com isso, sugiram de forma intuitiva e sem formalizacdo ou conceito o0s
numeros naturais. 1sso reforca que a matematica se desenvolve juntamente com a necessidade
da humanidade em avangar. No inicio ndo havia conceito de nimeros nem simbolos para suas
representagdes, para isso, utilizavam-se recursos como pedras e gravetos, entre outros objetos.
Assim, o homem tornou o primeiro conceito matematico abstrato em concreto. O
termo calculus deriva de calx, que significa “pedra calcarea”, que por sua vez foi originado do
grego khalix, que também quer dizer “pedra pequena” ou “seix0”?.

Com a necessidade de efetuar célculos mais extensos, 0 processo de contar precisou
ser organizado em sistemas. Cada civilizacdo criou sua forma de contar, isto €, seu sistema de
numeracdo. Desse modo, o Egito desenvolveu seu sistema numérico, utilizando alguns
simbolos considerados importantes para o estudo do sistema de numeracdo (hieroglifico)
egipcio pelo fato de ser um sistema simples, de facil compreensdo e ter um apelo estético

bastante marcado (Figura 3).

Figura 3 — Sistema de numeracéo egipcio.

Fonte: pt.astelus.com.

2 https://www.dicionarioetimologico.com.br/calculo.
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Na Babilbnia foi desenvolvido um sistema de numeracdo sexagesimal com principio
posicional. Entre muitas outras civilizacbes pode-se destacar o sistema numérico indiano. Um
sistema muito bem desenvolvido e proximo ao que se utiliza hoje, com representagdes para 0

zero e outros numeros (Figura 4).

Figura 4 — Sistema de numeracdo indiano e sua evolugédo
até hoje.
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sua-divulgacao-arabe/ Acesso 17/12/2022

A imensa quantidade de objetos a serem contados, as atividades praticas e o espirito
indagador do homem determinaram a no¢do de conjunto numérico sem limites: a sequéncia
dos naturais passou a ser considerada como ndo limitada superiormente. Para realizar
medidas, 0 nimero racional se tornou uma necessidade. As fracdes foram desenvolvidas no
Egito — fragdes com numerador 1, como 1/7 - e na Babilonia — fragbes com base 60. Este
sistema era muito usado e chegou até nds, no mundo ocidental, na forma das unidades para
medir tempo e angulos. As fragBes decimais foram introduzidas, na Asia, no século XV, e
alcancaram a Europa no século seguinte (RODRIGUES, 2013).

Entdo, com todo conhecimento desenvolvido até hoje, como pode-se formalizar todos

o0s elementos do conjunto dos nimeros naturais, isto €, existe uma maneira de observar uma
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férmula, propriedade ou conceito que resume todos os naturais? H& algumas formas intuitivas
de poder determiné-los. Uma forma é pensarmos que ele pode ser escrito como todo nimero

da forma recursivan + 1;n = 0.

1;

2 =1+1;

3=2+1=0+1D+ 1
4=3+1=Q+D+1=@0Q+1+1+1;..

A verdade é que dificilmente conseguiremos provar alguma propriedade utilizando
essa forma de determinar os nimeros naturais. Pois, ha nimeros que os “...” representam e
por mais que consigamos representa-los, teriamos dificuldades em deixa-los explicitos da
forma satisfatdria, isto &, com uma escrita matematicamente formal.

Assim, uma alternativa € listar propriedades que deixem bem lGcidos, sem equivocos,
como 0s numeros naturais podem ser tratados dentro do conjunto dos numeros reais. Para
isso, Giuseppe Peano® (Figura 5) observou que os nimeros naturais usufruiam de quatro
propriedades fundamentais que os caracterizam, que sdo chamadas de Axiomas, isto é, todo
subconjunto dos nimeros naturais possui tais propriedades (HEFEZ, 2009).

Figura 5 — Giuseppe Peano.

Fonte: Wikipédia, 2021.

3Giuseppe Peano, considerado o maior matematico italiano da época, nasceu em Spinetta em 1858 e morreu em
Turim em 1932. Na matematica, teve um papel importante na axiomatizagdo, uma de suas maiores contribuicdes
tedricas foi na area da teoria dos conjuntos, e foi um lider pioneiro no desenvolvimento da Iégica (Dias, 2011).
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e Axioma 1- Todo nimero natural n tem um sucessor,representado por n +
1.

o Axiomal-Sem + 1 =n + 1,entaom = n.

e Axioma 3 - Existe um Unico numero natural, designado por 1,tal quen +1
# 1,paratodo n € N.

e Axioma 4 - Seja X um conjunto de nimeros naturais (isto é,X c N).Sen €

X e se, alémdisso, n+ 1 € X, paracadan € X,entdo X = N.

Observacdo 2.1 — O terceiro axioma estabelece que o numero um é o Unico nimero natural
que ndo é o sucessor de nenhum outro nimero natural, ou seja, “ponto de partida” dos
conjuntos dos naturais. Alguns livros adotam o zero como ponto de partida. A opgdo é tratada

neste trabalho como conveniéncia.

2.2 O Principio da Inducéo Finita

O axioma 4 €é chamado principio da indugdo matemética, mais precisamente:
Principio da Inducdo Finita: Seja P(n) uma propriedade relativa ao nimero natural n.
Suponhamos que:

i) P(1) é valida;
i) Paratodon € N, avalidade de P(n) implica a validez de P(n + 1).

Entdo, P(n) é vélida paratodon € N.

Exemplo 2.2.1 - Provar, por inducdo, que, se X € um conjunto finito com n elementos, esses
elementos podem ser ordenados de n! modos.
Por inducdo vamos verificar se a propriedade € valida.
i) Um conjunto unitério s6 pode ser ordenado da forma 1! = 1. Desse modo, P(1) €
valida.
i) Suponhamos que valha para n e consideremos um  conjunto
{ai,ay..,apan1} cOm n + 1 elementos. As possiveis ordenagdes desse
conjunto podem ser obtidas tomando cada uma das n! ordenagOes de

{ai,ay..,a,}einserindo a,,; em uma das n + 1 posi¢cdes possiveis, assim
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temos que, (n + 1).n! = (n + 1)! possiveis ordenacdes. Logo, pelo principio

da inducéo, vale para todo n natural.

Uma curiosidade sobre o resultado obtido no préximo exemplo:

[...] Conta-se a seguinte hist6ria sobre o matematico alemdo Carl Friedrich Gauss
(1777-1855), quando ainda garoto. Na escola, o professor, para aquietar a turma de
Gauss, mandou os alunos calcularem a soma de todos os ndmeros naturais de 1 a
100. Qual nao foi a surpresa quando, pouco tempo depois, 0 menino deu a resposta:
5 050. Indagado como tinha descoberto tdo rapidamente o resultado, Gauss, entdo
com nove anos de idade, descreveu o método a seguir (HEFEZ, 2009, p. 8).

Exemplo 2.2.2 - Queremos determinar uma férmula para a soma dos n primeiros numeros

naturais.

Sendo, S, = 1 + 2 + --- 4+ n, 0 objetivo é encontrar uma férmula fechada para S,,.

Efetuando a soma S,, + S,, temos que:

{Sn=1+2+3+---+n—2+n—1+n:>
Sp,=n+n—-14+n-2+--4+3+2+1

25, =n+1+n+1+--+n+1
Dai segue-se que 2S5, = n(n + 1) e, portanto,
nn+1)
nTT

Analisando a formula acima com critérios. Essa prova nos da a impressdo de ser
impecavel, mas se alguém nos perguntasse o0 que esta escondido atras dos pontinhos, por mais
que seja intuitivo, precisamos explicitar de forma satisfatoria. Também, como ter absoluta
certeza de que nada acontece fora do nosso controle, exatamente na imensa regido coberta
pelos pontinhos? Para ndo haver nenhuma davida sobre o nosso resultado, vamos provar a

formula utilizando Inducdo Matematica. Considere a sentenca aberta sobre os naturais;

nn+1
P(n)= 1+42+34+:-4+n= %
i) Vamos verificar se P(1) é valida,
1(1+1
P(l) =1= %

i) Suponhamos que para algum n € N, tenhamos P(n) verdadeira. Vamos verificar
se para n+ 1 também é verdadeira. Assim, vamos somar n + 1 em ambos 0s

lados da igualdade, temos que:
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nn+1)
1+2+3++n +(n+1)=—2 +(n+1)
nn+1)+2(n+1)
1+2+3++n+n+1= >
n+1Dn+2)
1+424+34+-+n+n+1= 5

o0 que verifica que P(n + 1) é verdadeira.

Um cuidado que devemos tomar em sala de aula € o rigor para as demonstracoes
matematicas. Elas sdo necessarias, porém a descoberta deve vir antes de qualquer
formalizacdo. O formalismo deve ajudar os alunos e nédo atrapalhar, o rigor ndo deve sobrepor
a criatividade e entendimento do aluno. Provar a férmula da soma de Gauss é perfeitamente
aceitavel no nivel médio sem utilizar indugdo. Compreender padrdes e estabelecé-los como
verdade faz parte da curiosidade e aprendizagem do aluno.

E importante a demonstracdo por inducéo finita, por mais que possamos interpreta-las
de forma intuitiva. Também podemos utilizar o principio da inducéo finita em problemas que
envolvem desigualdades. Vejamos um exemplo em que tal principio se aplica. Queremos
provar que uma funcdo exponencial de varidvel discreta, tem por comportamento crescer mais
rapido em suas imagens que a funcao quadratica de variavel discreta. Assim, induzindo para o

aluno que com variaveis reais o comportamento ndo seria diferente.

Figura 6 — Comportamento das funces:

quadratica e exponencial.
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Fonte: O autor, 2022.
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Graficamente (Figura 6) podemos perceber que a funcdo vermelha representa f(x) =
2% e a funcdo verde representa a fungdo g(x) = x*. Pode-se perceber que, a partir do ponto
A, a funcdo f possui valores maiores que a fungdo g, porém como nosso intuito é trabalhar
com variaveis discretas e naturais, a analise seréa feita apos x = 1.

Entre os pontos B(2,4) e C(4, 16) (Figura 7) vemos que a funcdo g admite valores
maiores que a fungdo f. Entretanto, ap6s o ponto C a fungdo f (vermelha) tem um
crescimento muito maior que a fungédo g (verde). Assim, podemos perceber graficamente que
a funcdo exponencial a partir x > 4 tem imagens maiores que a funcdo quadratica. Vamos

mostrar isto usando o principio da inducéo finita.

Figura 7 — Comportamento
das funcbes: quadratica e

exponencial 2.

1%
16
14
12

10

4145

Fonte: O autor, 2022.

Exemplo 2.2.3 - Mostrar que 2" > n?,Vn > 4.

i) Vejamos um caso inicial. Paran = 5, de fato, 2°> > 52.

i) Suponha que seja verdade para k > 4, ou seja, 2 > k2 Dai, duplicamos
ambos  o0s lados 2k*1 > 2k2e  ficara  faltando  apenas mostrar  que
2k* = (k + 1) Teremos assim

2kt > 2k2 > k2 + 2k + 1
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Vamos provar que 2k? > k? + 2k + 1. De fato,
2k2 2 k*+2k+1 e
k(k—2)=1
Como k > 4, fica garantido que k(k — 2) > k.2 > 1. Logo, 2k*! > (k + 1)%

Podemos perceber que o principio da inducéo finita € usado para demostrar conceitos
importantes para 0 ensino basico. Tais demonstracdes podem ser abordadas com uma
linguagem facil para interpretacdo do aluno. Para algumas demonstracdes matematicas em
sala de aula no nivel basico, alguns professores tém por reposta para seus alunos dizer que
eles ndo possuem maturidade para entender alguns passos da demonstracdo. Neste trabalho
vamos discutir que isso limita o campo de curiosidade do aluno, promovendo mais um
blogueio para matematica do que um alento momentéaneo.

O Principio da Inducdo Finita € um assunto importante e 0s jogos matematicos sao
recursos facilitadores para tal compreensdo. Assim, aplicaremos tais conceitos a Torre de

Handi, evidenciando a aplicabilidade e as ferramentas l(dicas possiveis.



31

3 RECORRENCIAS LINEARES

3.1 Sequéncias

Neste capitulo iremos estudar recorréncias. Mas, antes precisamos abordar alguns
conceitos importantes. Para isso, tomemos a definicdo simples de conjuntos, sendo um
conjunto uma colecdo de objetos. Sabemos que tal defini¢cdo ndo é muito precisa para assuntos
profundos da Teoria dos Conjuntos, porém vamos nos limitar a uma no¢do simplificada.
Ademais, vamos utilizar alguns axiomas da Teoria dos Conjuntos. Tais axiomas foram
implantados por volta de 1874 pelos matematicos Georg Cantor e Richard Dedekind (Figuras
8e9).

Figura 8 — Georg Cantor.

Fonte: https://impa.br/noticias/georg-cantor-1845-1918-pai-do-infinito-
e-do-icm/. Acesso 17/12/2022

Figura 9 — Richard
Dedekind
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Fonte: ecalculo.if.usp.br/historia/dedekind.htm. Acesso 17/12/2022

Utilizaremos o seguinte axioma, como:

1 - (da extenséo) Dois conjuntos séo iguais se, e somente se, eles ttm os mesmos elementos.

Quando um conjunto é pequeno, isto €, possui poucos elementos, podemos escrevé-lo
listando seus elementos, nesse caso, a representacdo chama-se de forma tabelar. Como

exemplo:

e O conjunto dos nimeros que possuem apenas um algarismo é
{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

e O conjunto dos paises que ja venceram a Copa do Mundo de futebol é {Uruguai,

Italia, Alemanha, Brasil, Inglaterra, Argentina, Franca, Espanha}.

Conjuntos também podem ser definidos por uma ou mais condi¢cBes que podem
satisfazer. Isto € muito comum para conjuntos grandes, ou Seja, que possuem muitos
elementos. Neste caso, cada elemento do conjunto goza da tal propriedade que forma um

determinado conjunto, podendo o conjunto ser finito ou infinito. Como exemplo:

e Y é 0 conjunto de todos os nimeros inteiros maiores que 10, assim,
Y ={11,12,13, ..}.

Por sua vez, uma sequéncia é uma lista ordenada de objetos, aos quais nos referimos

como seus termos.

Definigdo 3.1.1: Uma sequéncia numérica s : N - R € uma funcdo que associa cada
namero natural n e N a um ndmero real s,, € R. O termo s,, € denominado termo geral da

sequéncia, ou ainda, 0 n-ésimo termo da sequéncia s,,.

Em geral, representamos uma sequéncia pela lista de seus termos (s4, S5, S3, ... , Sy, «= ).

Quando a sequéncia possuir uma lista finita de nameros (sq, S, S3, ..., Sp,) chamaremos de
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sequéncia finita, caso contrério, sera chamada de sequéncia infinita. Uma sequéncia pode ser

representada através de:

e Uma proposicdo matematica. Por exemplo: a sequéncia dos nUmeros positivos
maltiplosde 3 e s, = (3,6,9,12,...);

e Uma expressdo matematica. Por exemplo: a sequéncia definida por s, = 2n+1 com
neN:s, =(3,579,..).

e Uma relacdo de recorréncia. Nesse caso cada termo da sequéncia, exceto alguns
termos iniciais, é determinado por meio do(s) termo(s) imediatamente anterior(es). Por
exemplo: a sequéncia de primeiro termo s; = 1 e segundo termo s, = 2, dada por s,

=2S,_1-Sp—o COMn =>3¢és, =(1,2,3,4,5,...).

Frequentemente é necessario definir a sequéncia a partir do zero, isto ¢, s : NU {0} =
R. Nestes casos 0 primeiro termo passaria a ser sy, 0 segundo s; € assim sucessivamente.
Pode até parecer estranho adotar essa homenclatura, mas isso pode facilitar os calculos em

alguns exemplos.

3.2 Recorréncias

Definicdo 3.2.1: Uma recorréncia é uma sequéncia definida em funcdo dos seu(s) termo(s)

anterior(es) imediato(s), ou seja, sdo definidas de forma recursiva.

Exemplo 3.2.1: Determine x5 na sequéncia definida por x,, ., = 2x,41 + X5, X = X1 = 1.

Neste problema a forma mais simples de resolver é de maneira recursiva, pois,
sabendo os temos de ordem zero e um, conseguimos utilizando a férmula da sequéncia
encontrar o termo de ordem cinco, por exemplo.

Sendon = 0,temos: x, = 2x; +xy=2.1+1=3

Sendon =1temos: x3 =2x, +x; =234+1=7
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Sendon = 2,temos: x4, = 2x3 +x, = 2.7+ 3 =17
Sendon = 3,temos: x5 = 2x, + x3 = 217+ 7 =41
Assim, xs = 41.
Pode-se perceber que resolver problemas dessa natureza ndao é complicado. Como o
intuito do trabalho é explorar assuntos mais aprofundados, nesta secdo abordaremos apenas
um exercicio para esclarecer e continuaremos com outras abordagens mais focadas no assunto

central.

3.3 Recorréncias lineares de primeira ordem

Uma recorréncia de primeira ordem é expressa por x,,; em funcdo de x,,. Ela é dita

linear se, somente se, essa fungéo for do primeiro grau.

Exemplo 3.3.1: As recorréncias x,,.; = 2x,, — n? e x,,,, = nx, so lineares e a recorréncia
Xp4+1 = X2 ndo é linear. As duas Gltimas sdo ditas homogéneas por ndo possuirem termos

independentes.

Vejamos agora alguns exemplos que tratam resolugcdes de uma recorréncia linear

homogénea de primeira ordem.

Exemplo 3.3.2: Resolva a recorréncia x,,; = nx,, x; = 1.

( X, = 1x;
X3 = 2X,
X4 = 3x3
Temos 3

U, = (n— Dxp—q

Multiplicando todas as expressdes, obtemos x, = (n — 1)!x;,como x; = 1, temos, x, =
(n—1)
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Exemplo 3.3.3: Resolva a recorréncia x, 1 = x, + 2", x; = 1.

( X =x;+2
x3=x2+22
X4 = x3 + 23

Temos, X

\x,, = xn_.l + 2n-1
Somando, resulta
Xp =%+ 2 +22+23+-- 42"
=1+2+22423 4. 421

-1
T 2-1
=2n—1

Neste capitulo, ndo trabalharemos exemplos das recorréncias lineares néo
homogéneas. Vale lembrar que o intuito deste trabalho é relacionar as aplicacGes da torre de
Handi com o ensino basico. Como o estudo de recorréncias e inducdo nos auxilia para
melhora do raciocinio matematico do aluno do ensino médio e como podem ser introduzidas
com auxilio tecnolégico, problemas que tratam recorréncias ndo lineares, recorréncias de

segunda ordem, recorréncias ndo homogéneas ndo seriam produtivas para este trabalho.
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4. TORRE DE HANOI

Ap0s o desenvolvimento da parte teorica a respeito do estudo de principio da inducao
finita e recorréncias lineares, é necessario avancar e conhecer o jogo que norteia o tema deste
trabalho. O intuito neste capitulo é apresentar o jogo e, através de sua historia, motivar os
leitores a valorizar problemas classicos matematicos. Evidenciar sua solucdo classica, porém
mostrar formas distintas de analisarmos a dindmica dos processos resolutivos, padrdo dos
movimentos dos discos, algumas variacbes do jogo e aplicagbes em outras areas da

matematica.

4.1 Historia da Torre de Hanoi

A Torre de Han6i tem por criador o matematico francés Edouard Lucas (Figura 10) no
ano de 1892 na Obra Récréations Mathématiques, vol. 11l. O fato é que Lucas popularizou o
jogo que ja existia e foi apresentado a ele por seu amigo, professor N. Claus (do Sido), que,
por sua vez, foi apresentado ao quebra-cabeca em uma das suas viagens ao Vietnd, na regido
de Tonkin, em 1891 (DE OLIVEIRA, 2019). N. Claus era o proprio Edouard Lucas, inclusive
a palavra Claus é um anagrama da palavra Lucas, o proprio criou esse pseudénimo (SILVA,
2018).

Figura 10 — Edouard Lucas.
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Fonte: Wikipédia, 2011.

Lucas foi responsavel pelas formalizagbes matematicas do jogo. Ele conseguiu
estimar o tempo necessario para resolver o jogo, se considerarmos um movimento feito a cada
segundo. Por curiosidade, ele cita um jogo com 64 discos, no qual sdo necessarios
18.446.744.073.709.551.615 movimentos para vencé-lo, o que levaria bilhdes de séculos para
resolver sem pausas (DA COSTA, 2011). Além disso, Lucas equiparou a solugdo matemaética
com um quebra-cabeca muito famoso da China, o Baguenaudier, que é um quebra-cabeca de
desembaracamento de anéis. Junto com o jogo, também é muito famosa a lenda por trés da

Torres de Hanbi:

No grande templo em Benares, india, abaixo da clpula que marca o centro do
mundo, ha trés pinos de diamante fixados em uma placa de latdo. Em um desses
pinos, Deus colocou, no inicio dos tempos, sessenta e quatro discos de ouro puro, 0
maior apoiado no metal, e 0s outros, cada vez mais estreitos, sobrepostos um ao
outro de forma crescente. E a torre sagrada de Brahma. Noite e dia, os sacerdotes se
sucedem nos degraus do céu, ocupados carregando os discos do primeiro pino de
diamante ao terceiro, sem se afastar das regras, foram impostas por Brahma. Quando
tudo estiver terminado, a torre de Benares se transformara em pd, e entdo sera o fim
do mundo (LUCAS,1892 apud DE OLIVEIRA, 2019, p.16).

Segundo de Oliveira (2019, p.16), “logo apds a descoberta do jogo, surgiram outras
varia¢des do desafio no inicio do século XX”, dentre eles o mais famoso € a Torres de Hanoi

com 3 pinos (Figura 11).

Figura 11— Torre de Hanoi.

Fonte: Wikipédia, 2021.



38

4.2 Dinamica do jogo

Para manipulacdo do jogo € necessario que se respeitem algumas regras que o
condicionam, deixando-0 mais complexo e, ao mesmo tempo, dando real sentido de desafio,
dessa forma exigindo do seu jogador maior grau de raciocinio no movimento das pecas. As
regras sdo as seguintes:

e 50 se pode movimentar uma peca (disco) por vez;

e uma peca de maior didmetro ndo pode ficar sobre uma peca de menor diametro;

e as pecas devem estar sempre em uma das trés hastes, ou em movimento.

4.3 Objetivos

De posse das regras € necessario que o jogador tenha seus objetivos definidos, seja
pela simples manipulacdo por passatempo ou, como neste trabalho, com uma finalidade
pedagogica. Os objetivos principais sdo determinar:

e UmMa estratégia para movimentar as pegas de uma torre para outra com 0 menor

numero de jogadas de acordo com as regras;

e 0 numero minimo de jogadas para movimentar as pecas de uma torre para outra.

Os objetivos também podem ter suas variantes, tais como, em um jogo de Varios
competidores, saber quem conseguiu transportar a torre de um pino (haste) para outro com a
menor quantidade de discos, sem levar em consideracdo a quantidade exata de jogadas,
criando assim um ambiente de disputa que desperta interacBes cognitivas ja ditas neste

trabalho e também pode levar a cooperacgdo entre os alunos.

4.4 Numero minimo de jogadas

Como visto na secdo anterior, a dinamica da torre de Hanoi e seus objetivos sdo
dependentes do nimero de discos e ao menor numero de jogadas para finalizar o jogo sem

quebrar nenhuma das regras. Nesta secdo sdo apresentadas algumas formas de descobrir o
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menor nimero de movimentos através de alguns conceitos matematicos. Para isso, vejamos

um modelo simples do jogo dispondo de poucas pecas.

Figura 12 - Solugéo com um disco.

=>

A B [ | | A B [&

Fonte: De Oliveira, 2019.

Para atingir o objetivo do jogo com um disco (Figura 12), basta remover o disco
presente na torre A e coloca-lo na torre C, isto €, o prop6sito do jogo foi cumprido precisando
realizar apenas uma unica jogada. Assim, a, =1, sendo a, 0 numero de movimentos

dispondo de apenas um disco.

Figura 13 - Solucdo com dois discos.

"

¢> | E[>

T A

> |

Fonte: De Oliveira, 2019.

Para atingir o objetivo do jogo com dois discos (Figura 13), basta remover da torre A o
disco azul (disco de menor didmetro) e colocé-lo na torre B. Em seguida, retirar o disco
vermelho (disco de maior didmetro) e coloca-lo na torre C; por fim, mover o disco azul para a
torre C, concluindo o jogo. Para finalizar o jogo foi necessario fazer trés movimentos. Assim,

a, = 3,sendo a, 0 numero de movimentos dispondo de dois discos.
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Figura 14 - Solugéo com trés discos.
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Fonte: De Oliveira, 2019.

Para atingir o objetivo do jogo com trés discos (Figura 14), basta remover da torre A 0
disco amarelo (disco de menor didmetro) e colocé-lo na torre C. Em seguida, retirar o disco
azul (disco de diametro intermediario) e coloca-lo na torre B. Mover o disco amarelo para a
torre B, em sequéncia o disco vermelho (maior diametro) para a torre C; por fim, colocar o
disco amarelo na torre A, mover o disco azul para a torre C e retornar o disco amarelo para a
torre C, concluindo o jogo. Para finalizar o jogo foram necessarios sete movimentos. Assim,
as; = 7, sendo a; 0 nimero de movimentos dispondo de trés discos.

Uma outra forma de visualizar a resolucdo do jogo € realizar os primeiros trés
movimentos no intuito de finalizar como se o0 jogo tivesse dois discos, mover o disco restante
que é o de maior didmetro e novamente mover as pecas no propoésito de finalizar como se o
jogo tivesse dois discos.

Percebe-se que, para realizagdo dos movimentos, a forma mais simples de se pensar, a
partir de trés discos, é relembrar o0 movimento da jogada anterior quando vocé tinha dois
discos apenas. Com isso, vamos generalizar o caso para n discos e, em seguida, demonstrar se
a propriedade sera vélida para todo n natural.

Para facilitar a interpretacdo dessa relacdo, sera chamado de a,_; = X, sendo X o

nimero de movimentos necessarios para mover n — 1 discos (Figura 15).
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Figura 15 - Solugdo com n discos.

Fonte: De Oliveira, 2019.

Seguindo a ideia da generalizacdo do jogo, a torre de Han6i com n discos devera ser
finalizada se deslocar as pecas da forma que seja concluida a jogada para n — 1 discos, ou seja,
fazer X movimentos. Mover a peca restante que sempre seré a de maior didmetro e novamente
mover os discos no intuito de concluir o problema com n — 1 discos, isto é, realizando
novamente X movimentos. Com isso, o total de movimentos realizados € a,, = 2X + 1, onde
a,, € 0 numero de jogadas realizadas com n discos.

Partindo do principio de que isso seja verdade, fundamentaremos o seguinte teorema
para o padrdo de resolucdo do jogo e, em seguida, faremos a demonstracdo para verificacao de

sua validade.

Teorema 4.4.1: Se a,, € a quantidade minima de movimentos para vencer o jogo Torre de
Hano6i com n discos, entdo vale a relagdo de recorréncia a, = 2a,_; + 1, para todo
neN;n=2ea; = 1.
Demonstracéo: Para a demonstracdo utilizamos o Principio da Indugdo Finita.
1) Como verificado no inicio desta secdo, podemos perceber que para n = 1 a
propriedade € valida.
2) Por hipotese, diremos que a propriedade é valida para algum n e N. Assim, a,, =
2a,_, + 1, paratodon e N;n > 2 é verdade.
3) Em seguida, vamos mostrar que a propriedade é valida para n +1; n € N, ou seja,
ns1 = 2a, +1, paratodo ne N;n > 2. Esse passo da demonstragdo é similar
ao passo explicado quando dispomos de n discos enunciado nesta se¢do. Assim, é
facil verificar que quando dispomos de n + 1 discos, pela hipétese de inducdo,
realizaremos a,, movimentos, a fim de colocar n discos na ordem pedida pelo jogo.
Em seguida, mais um movimento para o disco maior para torre que ficara vazia.

Em sequéncia, a, movimentos novamente, a fim de colocar n discos na ordem
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pedida pelo jogo sobre o disco maior. Com isso, 0 numero total de movimentos

minimos paran + 1discos € a,,; = 2a, + 1,paratodoneN;n>2ea; = 1.

Porém, encontramos uma formula recursiva para determinacdo do numero de jogadas,
ou seja, é necessario saber o numero de jogadas anterior para determinar a proxima. Agora,
vamos determinar uma expressdo fechada que dependa apenas do nimero de discos na torre.

Como j& determinado nesta secdo, se a, para ne N é o0 numero de movimentos
minimos com n discos, sabemos que: a; = 1, a, = 3, azg = 7. Portanto, vamos determinar
a formula trabalhando os conceitos de recorréncias lineares, e queremos chegar na férmula

fechada a, = 2™ — 1, paratodon € N.

Proposicdo 4.4.1: A quantidade minima de jogadas a, para vencer o jogo em funcdo da
quantidade n de discos é dada por: a, = 2" — 1, paratodon e N.
1° Demonstracdo utilizando conceitos de recorréncias lineares: Segue a demonstracao

utilizando o conceito de recorréncias lineares.

( a; = 1 ( Zn_la1 = 1.27’1—1
a, = 2a1 + 1 Zn_2a2 == Zn_lal + 1. 211—2
as = 2a2 +1 Zn_3a3 = Zn_zaz + 1. 211—3
9 & 1
Apn_» = 2an—3 +1 22an_2 = 23an_3 + 122
ap-1 = 2an—2 +1 Zan_l = Zzan_z + 1.2
\ ap, =2a, 1+1 \ a, =2a,_1+1

Somando todas as equacdes, temos
a, =2""14 22 42" 34 4224241,

Perceba que temos uma soma de n parcelas de uma progressao geométrica de razao 2.

n

Sendo assim, a,, = = —

entdo, a,, = 2™ — 1, paratodo n € N.

2° Demonstracdo utilizando principio da inducgéo finita: Segue a demonstracdo utilizando o
Principio da Inducéo Finita.

1) Paran=1temos que a; = 2! — 1, sendo assim verdadeira.

2) Suponhamos verdade para algum n € N, ou seja, a,, = 2™ — 1.

3) Verificar se é verdade para n + 1. Sabemos pelo teorema 4.4.1 que a,, = 2a,_; + 1,

assim:
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Aney = 2a,+1= 202" —1)+1 =211,

Logo, P (n + 1) é verdadeira. Por inducdo, a,, = 2™ — 1 é verdadeira para todo n natural.

4.5 Torre de Hanéi e nUmeros binarios

As formas discutidas na secdo 4.4 para resolucdo da Torre de Handi, apesar de
simples, ndo sdo tdo praticas. E notoria a dificuldade que surgira quando for aumentado o
numero de discos, isto é, o algoritmo recorrente ndo € a melhor forma de descobrir a solucdo
do jogo a partir de 5 discos. Na préatica, podemos analisar cautelosamente como ocorrem as
movimentagoes dos discos. Chamemos o maior disco de n, e 0 segundo maior de n —1,e
assim por diante até o menor disco que sera representado por disco 1.

O disco n move-se apenas uma vez (da torre inicial até a torre final), o disco n — 1
deve se mover o dobro de vezes do disco n (uma para sair de cima do disco n e outra para
voltar para cima do disco n). Analogamente, o disco n — 2 move-se o dobro de vezes que 0
disco n —1 se move, ou seja, 4 vezes. Continuando este processo, podemos facilmente
concluir que o disco 1 irda se mover o dobro de vezes do disco 2, assim, fazendo 271
movimentos. Note-se que esses valores sdo poténcias de 2, que a soma do nimero de
movimentos dos discos n,n —1,n—2,..,26 1+2+22+23 +... 42" 24 201 = pn —

1 e é dada por:
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( (1), =2° discon
(10), =21 discon — 1
(100), = 22 discon — 2
(1000), = 23 discon — 3
4 .
+(1000 ...000), = 271 disco 1

111111...11111 = 2" -1
+1

L (10000 ...000), = 2"
Os nameros binarios sdo extremamente importantes para resolucdo de problemas que
envolvem a teoria dos jogos, assim, utilizaremos tal conceito para auxiliar na relagdo da
movimentacdo dos discos corretos a cada jogada. Inicialmente temos que mover o disco 1
para a torre de destino (torre em que serd montada a torre completa no final do jogo), se n
(total de discos) for impar, ou para a torre auxiliar (torre que ficara vazia no fim do jogo), se n
for par. De fato, em cada passo as movimentacdes das pecas da torre de Handi teremos as
situacOes seguintes:
1) Se no passo anterior o disco movido foi o menor (disco 1), entdo ndo devemos
mové-lo novamente porque voltariamos ao passo inicial ou poderiamos ter
alcancado 0 mesmo resultado com apenas um Unico movimento. Assim, s
podemos mover um dos outros discos (0 menor gque esta nas outras hastes), para a
haste em que ndo se encontra o disco 1.

2) Se no passo anterior o disco movido ndo foi 0 menor, entdo agora devemos mover

o disco 1. Neste caso existem duas hastes onde é possivel colocar o disco 1.

Vamos chamar as trés hastes por A, B e C e considere-se que: se n for par o disco 1
desloca-se para a haste no seguinte sentido A — C — B — A. Se n for impar o disco 1
desloca-se para haste no sentido A — B — C — A. Analisando o disco 2, temos que, se n — 1
for par, o disco 2 desloca-se para a haste no seguinte sentido A - C — B — A. Sen — 1 for
impar, o disco 2 desloca-se para haste no sentido A — B — C — A. Analisando o disco 3 se
n — 2 for par o disco 3 desloca-se para a haste no seguinte sentidlo A —-C —- B — A.Sen —

2 for impar, o disco 3 desloca-se para haste no sentido A — B — C — A. E isso ira se repetir
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para os demais discos, logo, percebemos que a torre de Hanoi possui movimentos ciclicos em

relacéo a paridade dos discos.

4.5.1 Algoritmo lterativo

Qualquer algoritmo pode ser expresso em forma muito préxima a uma dinamica
recorrente. Queremos agora verificar a iteragdo dos discos, isto é, se é possivel perceber um
padrdo para saber a ordem que devemos movimentar os discos. Para isso, ja determinamos o
ciclo de movimentacdo dos discos, porém com auxilio dos nimeros binarios conseguimos
determinar qual disco mover em cada rodada, no intuito de resolver o jogo, conforme
sugerido em Silva (2018).

VVamos denotar como L(n) a sequéncia de movimentos utilizados para transferir uma

torre de n discos da haste inicial para haste final.

Definicdo 4.5.1. Chama-se concatenacdo das sequéncias a = xy,X,,..,x,;ne€N e b =

Y1, V2, o, Yy m € Nasequéncia a.b = (xq, X3, «oo, Xn, V1, Y20 o Yim)-

Exemplo4.5.1.1:a=1,b=3ec = 5,entdo,a.b.c = (1,3,5)

Usando esta notacdo podemos escrever a sequéncia dos movimentos dos discos como,
L(n) =L(n—1).(n).L(n—1) e L(1) = 1. Vamos ler a expressdo acima da seguinte forma,
L(n) é a sequéncia das jogadas com n discos, isto é, a representacdo binaria do nimero 1 até
2™ —1; L(n — 1) representa 0s movimentos para a haste auxiliar; em seguida, levar o disco n
para a haste final que resultaria em mais um movimento; por ultimo, realizar L(n — 1)

movimentos da haste auxiliar para a torre se completar na haste final.

Teorema 4.5.1. O disco que serd movido na b-ésima jogada serd o numero da posicdo do
digito 1 mais a direita na representacdo binéria de b.
Demonstracéo: Pelo Principio da Inducédo Finita, vamos verificar que o teorema é valido para
todo n natural.

1) Vamos verificar para L(1) e L(2).
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Se L(1) = L(0).(1).L(0) e L(1) = 1, por concatenacdo a sequéncia seria (0,1,0). Assim,
mover apenas um disco. Se L(2) = L(1).(2).L(1) e L(1) = 1, temos que:

D, =1
(10); =2
D, =1

Por concatenacéo a sequéncia seria (1,2, 1), isto &, mover o disco 1 em seguida mover o disco
2, em seguida mover o disco 1 respeitando os ciclos estudados acima. Logo, podemos
observar que a propriedade é valida.

2) Por hipotese, diremos que a propriedade é valida para algum n e N. Assim, L(n) =
L(n—1).(n).L(n—1) e L(1) = 1 é verdade. Em seguida, vamos mostrar que a propriedade
g validaparan+l;ne N,ouseja, L(n+1) = L(n).(n+1).L(n) e L(1) = 1.

Se b < 2™ — 1, entdo, por se tratar da primeira parte da concatenag&o por hipotese de inducéo

é valida.

Se b = 2™, entdo, 2™ = (100 ...00),, repare que o algarismo 1 esta na posi¢do n +1, assim o
n zeros

disco n + 1 serd movido.

Se2" <b<2™1—1,0useja, b=2"+k,el<k<2"—1.Entdo, estamos na parte final
da concatenacdo e o primeiro algarismo 1 mais a direita na representacdo por b sera
representado por k. Logo, por hip6tese de inducdo, o algarismo 1 mais a direita determinara

qual peca serd movida.

Exemplo 4.5.1.2: Vamos representar um esquema de resolucao para a Torre de Han6i com 4
discos. Tomemos que o ciclo dos discos pares sera A — B — C — A e o ciclo dos discos
impares sera A — C — B — A.

(0001), (0 001),
(0010), (0010),
(0011), (0011),
L(4) = L(3) = {(0100), ,8 = (1000),,L(3) = {(0100),
(0101), (0101),
(0 110), (0110),
(0 111), (0 111),

Obedecendo tal

esquema acima conseguimos solucionar

0 jogo,

prevendo

antecipadamente os movimentos e quais hastes serdo ocupadas a cada movimento, como:
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((0001), movimentar o disco 1
(0 010), movimentar o disco 2
(0 011), movimentar o disco 1

L(3) = {(0100), movimentar o disco 3
(0101), movimentar o disco 1
(0110), movimentar o disco 2

\ (0 111), movimentar o disco 1

Exemplo 4.5.1.3: Com 13 discos no total, qual disco é movido na jogada 2240?
O numero 2240 = (100011000000),, e primeiro digito 1 mais a direita esti na posigdo 7.

Portanto, a jogada 2240 o disco movido serd o 7.
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5 APLICACOES

Sabendo que a “Torre de Han6i” ¢ um jogo milenar, o qual envolve problemas de
alguns campos da matematica, é natural ver tal jogo presente em alguns concursos e
olimpiadas. Também podemos perceber que 0s conceitos envolvidos para demonstracdo do
numero minimo de jogadas deste jogo, como principio da inducéo finita e recorréncia linear,
podem ser trabalhados em outros problemas elementares da educacéo basica.

Para trazer um sentido pratico e mostrar a relevancia dos conceitos envolvidos da
Torre de Handi para o nivel médio da educacdo basica, neste capitulo veremos algumas
possibilidades de aplicaces matematicas em que podemos utilizar os conceitos de principio
da indugdo ou recorréncia linear. O intuito € levar o leitor a entender que tais assuntos séo
importantes ndo apenas no ambito da graduacdo e crer que é fundamental estes assuntos
serem iniciados no nivel médio com uma abordagem especial por meio da utilizacdo da Torre
de Handi.

E apresentada uma coletanea de questdes dividida em trés topicos para organizagio da

exposicao.

5.1 Problemas de concurso

Veremos algumas provas de concurso diversificadas que apresentam a Torre de Handi
como tema para abordar algum conteddo. N&do estamos preocupados neste tdpico em
apresentar resolucfes engenhosas ou até mesmo aplicar o principio da inducdo e recorréncia
nas questdes. O objetivo € apenas mostrar a relevancia do assunto e como o jogo tratado neste

trabalho € utilizado para contextualizar conceitos matematicos

Questdo 5.1.1 — Adaptada do Exame Nacional do Ensino Médio para Pessoas Privadas de
Liberdade — 2011 (ENEM PPL — 2011)*

4 Disponivel em: https://descomplica.com.br/gabarito-enem/questoes/2011-segunda-aplicacao/segundo-dia.
Acesso em 12/10/2022.



49

A torre de Handi (Figura 16) é um jogo que tem o objetivo de mover todos os discos de uma
haste para outra, utilizando o menor numero possivel de movimento, respeitando-se as
seguintes regras:

1- Um disco maior ndo pode ser colocado sobre um disco menor.
2- Pode-se mover um Unico disco por vez.

3- Um disco deve estar sempre em uma das trés hastes ou em movimento.

Figura 16 — Torre de Handi 5 discos

Fonte: INEP.

Usando a torre de Hanoi e baseando-se nas regras do jogo, podemos montar uma tabela entre

0 nimero de pecas (x) e 0 numero minimo de movimentos (y):

Figura 17 - Tabela pe¢as por movimentos.

Numero de pegas | Numero minimo de movimentos
1

3

E

15

B[ mo | =

Fonte: INEP.

Arelacdo entre x ey é:

A y=2¥-1 B)y = 2*1 C)y= 2*¥ D)y=2x—1 E)y=2x—4

Vemos uma questdo do ENEM PPL de 2011 que trata sobre a Torre de Handi. Para
regulacdo da questdo o candidato deveria ter o conceito de modelagem matemética. Ha
algumas formas para pensar nisso, como:
1° - O candidato poderia trabalhar com as alternativas e substituir os pares ordenados nas
relacbes apresentadas, sendo x 0 nimero de pegas e y 0 numero minimo de movimentos.
Assim, chegando na reposta correta alternativa A.
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2° - O candidato poderia verificar na tabela apresentada na Figura 17 que o numero de
movimentos minimos é constituido pelas poténcias de dois menos uma unidade. Isso
economizaria mais tempo de prova levando o candidato a alternativa A, que é a Unica que
satisfaz tal propriedade. Para pensar desse modo, o conceito de poténcia, funcdo exponencial
e progressao geométrica, deve estar bem consolidado.

Em suma, o candidato que ja teve contato com a torre antes de realizar esta prova saiu
na frente dos demais. Com isso, a contextualizacdo do jogo foi importante para resolucdo da

questdo para aqueles que ja o conheciam.

Questdo 5.1.2 — Adaptada do Concurso para Aspirante do Corpo de Bombeiros de Minas
Gerais — 2018°

A torre de Hanoi constitui-se em um jogo estratégico capaz de contribuir no desenvolvimento
da memoria, no planejamento e na solucdo de problemas. O jogo se apresenta em uma base
que possui trés pinos na posicéo vertical (Figura 18). No primeiro pino, tem-se uma sequéncia
de discos com ordem crescente de didmetro, de cima para baixo. O objetivo é passar todos 0s
discos para o ultimo pino com a ajuda do pino central, de modo que no momento da

transferéncia o pino de maior diametro nunca fique sobre o de menor diametro.

Figura 18 - Torre de Handi 5 discos.

Fonte: Khanacademy. Disponivel em: https://pt.khanacademy.org.

Considere uma torre de Handi, em que os discos sdo constituidos por 5 cilindros retos
“furados” de mesma altura, 1 centimetro. Sabe-se, também, que os raios desses cilindros estdo
em progressao aritmética de razdo 1 e que o diametro dos “furos” de cada disco mede 1

centimetro.

5 Disponivel em: https://questoes.grancursosonline.com.br/questoes-de-concursos/matematica/1017053. Acesso
em 12/10/2022.
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Sabendo-se que o raio do menor disco € de 1 centimetro, qual € o volume ocupado por esses 5

cilindros “furados”, em cm?3?

A) 50T B) 5m c) == D) 22T

Vemos uma questdo de concurso a aspirante a bombeiro da banca FUNDEP. Por mais
que o problema ndo trabalhe os conceitos que envolvem a resolucdo do problema da Torre de
Handi, ela possui uma ideia de recorréncia que vale a pena ser refletida neste trabalho. VVamos
verificar uma forma de pensar nisto.

Temos que para calcular o volume dos discos vazados, utilizaremos os conceitos de
progressao aritmética. Cada disco possui um centimetro a mais em seu raio, sendo o primeiro
disco de raio 1 centimetro. E devemos tirar a parte vazada, o que corresponde a um furo
cilindrico de 0,5 centimetros de raio. Assim, cada disco possui a mesma altura, porém seu
raio difere de 1 cm em relacdo ao disco anterior, ou seja, Ri=1cm,R2=2cm, ..., Rs=5 cm.
Somando o volume de cada disco vamos subtrair o volume de um cilindro de raio 0,5 cm e

altura 5 cm, que corresponde a parte vazada dos cinco discos. Portanto,

2
Viiscos = . 121+ m.22.14+ m.3% 14+ m.4%1+ n.52.1—5.7r.(%) 1

=557 — 2 = 25T
4 4
Logo, a alternativa C esté correta.
Em suma, examinando a resolucdo vemos que existe uma ideia de sequéncia que €
utilizada na constituicdo do problema do jogo, porém conhecer a Torre de Handi ndo foi uma

grande vantagem para a parte determinista da resolucdo do problema.

Questdo 5.1.3 — Adaptada do Concurso para Professor de Matematica de Paraiba do Sul
(Banca: UNESP) — 2018°

O jogo torre de Handi é u m jogo criado pelo matematico Edouard Lucas (1842 -1891). O
jogo contém trés pinos e alguns discos estdo uns sobre os outros em ordem crescente de
tamanho de cima para baixo. O objetivo é passar todos os discos em uma quantidade minima
de movimentos para um outro pino de modo que o disco menor sempre fica em cima do
disco maior como mostra a Figura 18 com 5 discos, como exemplo. Para 1 disco é necessario

1 movimento. Para 2 discos sdo necessarios 3 movimentos, para 3 discos sdo necessarios 7

¢ Disponivel em: https://www.passeidireto.com/arquivo/60690211/professor-matematica-1. Acesso em
12/10/2022.
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movimentos, para 4 discos sdo necessarios 15 movimentos. Observando o padrdo quantos
movimentos minimos serdo necessarios para uma torre com 10 discos?
A) 128 B) 511 C) 1001 D) 1023

Vemos uma questdo de concurso para professores de matematica da educacéo basica.
O relevante € que pelo fato de tratar de um jogo cléassico, envolve conceitos importantissimos
para serem trabalhados em sala de aula. Assim como a questdo 5.1.1, ha uma semelhanca nos
fatores que envolvem a sua resolucéo.

Entendendo que o nimero minimo de jogadas é obtido através dos resultados possiveis
das poténcias de dois menos uma unidade, temos: y = 21° — 1, sendo y o nimero minimo de
jogadas. Assim, y = 1024 — 1 = 1023. Portanto, 0 nUmero minimo de jogadas possiveis é
1023, alternativa correta letra D.

Vemos que nas trés questdes desta secdo, temos que a torre de Hanoi para o nivel de
concurso nao foi trabalhada na esséncia do conteudo que a envolve, isto é, utilizando os
conceitos de indugdo matematica ou recorréncia linear. Porém, em alguns casos, conhecer o
jogo antes de fazer o problema envolvido no concurso pode trazer uma vantagem para o0
candidato. Com isso, concluimos que o jogo é relevante quando é tratado para abordar

algumas ferramentas da matematica.

5.2 Olimpiadas Brasileiras de Raciocinio Ldgico

Nesta secdo vamos ver algumas abordagens da Torre de Handi em provas olimpicas,
destacando a OBRL (Olimpiada Brasileira de Raciocinio Logico) ’, que tem por costume
cobrar com frequéncia abordagens a respeito do jogo. No final das questfes e discussdo das
solucgdes sera feito um resumo dos conhecimentos explorados e 0 que a banca gostaria de

exigir do candidato.

Questdo 5.2.1 — Adaptada da 22 OBRL — Nivel 1 — Fase 1 — 2015

O problema da Torre de Hanoi envolve um ambiente formado por uma base, contendo 3

pinos, onde, em um deles, ha uma pilha de discos furados no meio e de diametros diferentes

" Disponivel em: https://www.obrl.com.br/. Acesso em 20/03/2022
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ordenados de forma que o disco maior esteja em baixo e 0 menor esteja em cima, formando

assim uma torre conforme a Figura 19.

Figura 19 - Torre de Han6i 5 discos.

1 2 3

Fonte: OBRL.

Na Torre de Handi, suponha que em vez de transferir a torre para um dos pinos, vocé tenha
que transferir a torre para cada um dos outros pinos uma vez, ou seja, primeiramente para o
pino 2 e, em seguida, para o pino 3. Encontre 0 nimero minimo de movimentos para resolver
esse problema, sendo este a soma de todos 0s movimentos para chegar ao pino 2, mais 0s
movimentos para chegar ao pino 3, a partir do pino 2.

Obs.: Poderemos chegar ao menos numero de movimentos possiveis através da
expressao que a define com exatiddo 2™ — 1.

a) 5 b) 25 c) 32 d) 62 e) 127

A questdo 5.2.1 imp0e para o candidato a utilizacdo de uma interpretacdo algébrica.
Para facilitacdo da solucdo a banca informou a férmula fechada para determinagdo do nimero
minimo de jogadas. Entretanto, para chegarmos a resposta, € preciso entender que o niUmero
minimo de jogadas dispondo de cinco discos na torre inicial para qualquer uma doas outroas
torres pinos é dado por 2° — 1 = 31. Assim, para realizar a nova remogéo dos cinco discos
para uma outra torre, temos novamente no minimo 31 movimentos. Assim, totalizando 62

movimentos, alternativa D.

Questdo 5.2.2 — Adaptada da 32 OBRL — Nivel 1 — Fase 1 — 2016

Na Torre de Hanoi (Figura 20), o desafio consiste em transportar uma a uma dessas quatro

pecas para um dos outros pinos num menor nimero possivel de movimentos, transferindo
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assim, toda a torre de discos que estd na haste A para a haste C. Para o primeiro movimento
transferimos o disco 1 para a haste B e, em seguida, para o segundo movimento, transferimos
o disco 2 para a haste C, etc. Determine o total de discos que estardo pousados sobre a haste
C, para o sétimo movimento.

a) Nenhum b) Um ¢) Dois d) Trés e) Quatro

Figura 20 - Torre de Hanoi 4 discos.

A B C

Fonte: OBRL.

Questdo que exige do aluno ndo apenas saber o funcionamento da Torre de Hanoi, mas
também, seus padrdes e comportamentos a cada jogada. Perceba que o enunciado determina
que o jogador comece a realizar os movimentos colocando o disco nimero 1 na torre B. Se

isso for feito no sétimo movimento, teremos a situacdo ilustrada na Figura 21.

Figura 21 - Torre de Handi 4 discos — solugdo parte 1.

4
Namero de discos -

Quantidade minima de movimentos: 15

Movimentos efetuados: 7

Fonte: Clubes de matematica da OBMEP.

Repare que a resposta correta é letra A, pois nenhum disco se encontra na torre C.
Porém, se comecgassemos 0 movimento do primeiro disco para torre C, teriamos a situacéo

observada na Figura 22.
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Podemos perceber que a torre sem nenhum disco agora seria a torre B. Logo, a forma
que iniciamos os deslocamentos dos discos determina onde a torre sera formada, e é possivel
estabelecer um padrédo para o numero de discos e qual sera a torre vazia. Veja:

e Se tivermos um Unico disco e comegarmos 0 movimento para a torre B, teremos que 0

niimero minimo de jogadas sera 21 — 1 = 1. A torre vazia sera C.

e Se tivermos dois discos e comegcarmos 0 movimento para a torre B, o nimero minimo

de jogadas sera 22 — 1 = 3 = 1 + 2. A torre vazia serd a B.

Se tivermos trés discos e comegarmos 0 movimento para a torre B, o nimero minimo

de jogadas sera 23 —1 =7 = 1+ 2 + 22 Atorre vazia seraa C.

Figura 22 - Torre de Handi 4 discos — solugdo parte 2.

4

Namero de discos >

Quantidade minima de movimentos: 15

Movimentos efetuados: 7

Fonte: Clubes de matematica da OBMEP.

Podemos generalizar a situacdo para um caso com n discos. Se tivermos n discos e
comecgarmos 0 movimento para a torre B, o nimero minimo de jogadas serd 2" —1 =1+
2+ 2%+ 23+ .-+ 2"1 A torre vazia serd a C se n for impar. Se n for par, a torre vazia
sera a B. Tal propriedade € muito bonita e parece funcionar, porém aqui vemos a necessidade
de mostrar para 0s nossos alunos uma justificativa valida para mostrar que esse argumento
sera verdade para qualquer n € N; n > 1. Assim, utilizaremos o recurso de inducéo finita para
a demonstracao abaixo.

Vamos supor que a propriedade é valida para qualquer ne N;n > 1.Porém, é
necessario verificar dois casos, quando o numero de discos n é impar e quando n é par.
Assim, vamos testar 0os casos n =1 en = 2. Como esses casos ja foram testados na

explicacdo do exercicio acima, ndo o repetiremos, pois ja sabemos que sdo validos.
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Vamos assumir a propriedade vélida para n e N;n > 1. E tomaremos como primeiro
movimento o deslocamento do primeiro disco para a torre B. Assim, tomaremos o0 seguinte
argumento como hipétese de inducdo:

O nimero minimo de movimentos para realizacdo do jogo da torre de Handi obtendo
ndiscos € 2" —1=1+2+ 22+ 23+ .-+ 2" 1. A torre vazia serd a C se n for impar. Se
n for par, a torre vazia sera a B.

Se n for impar, e a propriedade for valida, sabemos que a torre vazia sera C. Logo,
paran + 1, que € par, a torre vazia serd B e é isso que queremos demonstrar. Somando 2™ em

ambos os membros da hipétese de indugéo, temos:

on+l_q
2—-1

2" — 142" =142+4+22+ 42" 42" = =2t — 1,

Logo, a propriedade é valida para n+ 1 discos, sendo n + 1 par. Vamos agora
verificar qual torre estara vazia.

Pela hipotese de inducdo sabemos que 1 + 2 + 22 + --- + 2™"~1 é 0 nimero minimo de
movimentos para levar n discos para torre B, pois n é impar, ou seja, a torre C estara vazia.
Havendo agora n + 1 discos, teremos 2™ movimentos a mais que serdo tomados, onde 2™ =
2™ — 1+ 1, isto €, um movimento para remover o disco de ordem n + 1 para a haste C e, em
seguida, com 2™ — 1 movimentos mover os discos da haste B para C. Logo, a torre que ficara
vazia ap0s esses processos é a torre B. Demonstracdo analoga se 0 nimero de discos € par.
Assim, demonstramos a seguinte proposicao:

Proposicdo 5.2.1: Dados n discos na Torre de Handi posicionados na extremidade a
esquerda, iniciando o primeiro movimento para torre central, temos que, apds o numero
minimo de jogadas, 2" —1=1+2+22+23+--+2"1 A torre vazia serd a da

extremidade direita se n for impar. Se n for par, a torre vazia sera a central.

Questdo 5.2.3 — Adaptada da 32 OBRL — Nivel 2 — Fase 1 — 2016

Na Torre de Handi da Figura 23, o desafio consiste em transportar uma a uma dessas cinco
pecas para um dos outros discos num menor nimero possivel de movimentos, transferindo
assim, toda a torre de discos que estd na haste A para a haste C. Para o primeiro movimento
transferimos o disco 1 para haste B e, em seguida, para o segundo movimento, transferimos o

disco 2 para a haste C, etc.
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Figura 23 - Torre de Handi 5 discos.

A B C
Fonte: OBRL.
Determine em que haste o disco 2 estard pousado para 23° movimento e em que haste o disco

4 estard pousado para 0 12° movimento, respectivamente,
a) AeB. b)BeA. c)AeC. dCeA. e)BeC.

O problema 5.2.3 exige reconhecimento dos padrbes dos posicionamentos dos discos a
cada jogada da Torre de Handi. A questdo pode ser solucionada realizando os movimentos do
jogo um a um. Assim, teremos o resultado que sera alternativa C. Porém, queremos
estabelecer uma solucdo mais engenhosa, notando cada movimento e solucionando problemas
similares alterando o numero de discos ou ordens de movimento.

Na figura 24 podemos perceber que o disco 2 estd na haste 1 na 23? jogada. Uma
maneira simples de perceber sua posicao sem realizar os movimentos de um a um € perceber
gue na 15° jogada a torre com 4 discos sera montada em uma das hastes. Sabemos pela secao
4.5 que, com um disco sera montado na haste B, com dois discos serd montado na haste C e
pela regra de alternancia das hastes a torre com 4 discos serd montada na haste C. Logo, 23 =
15+ 7+ 1, isto é, 7 € o nUmero minimo de movimentos para montar a torre de 3 discos,
somando uma unidade no nimero minimo de jogadas significa que, algum disco sera
removido, porém temos certeza que ndo serd o disco dois, pois ele terd um disco em cima na

23° jogada.
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Figura 24 - Torre de Handi 5 discos — solugdo parte 1.

5

Namero de discos _.—

Quantidade minima de movimentos: 31

Movimentos efetuados: 23

Fonte: Clubes de matematica da OBMEP.

Na figura 25 analisamos de forma analoga a figura 24. Percebe-se que o disco 4 esta
na haste 4 na 122 jogada. Uma maneira simples de perceber sua posicdo sem realizar os
movimentos de um a um é perceber que na 7° jogada a torre com 4 discos ndo sera removido,
pois 7 movimentos minimos montam a torre com apenas 3 discos. Sabemos pela secdo 4.5
gue, com um disco sera montado na haste B, com dois discos sera montado na haste C e pela
regra de alternancia das hastes a torre com 4 discos serd montada na haste C. Logo, o 8°
movimento sera do disco 4 para haste C e mais 7 movimentos serdo realizados apenas com o

disco 1, 2 ou 3, ou seja, o disco 4 na 12° jogada estara na torre C.

Figura 25 - Torre de Handi 5 discos — solugdo parte 2.

5

Namero de discos e

Quantidade minima de movimentos: 31

Movimentos efetuados: 12

Fonte: Clubes de matematica da OBMEP.

Questdo 5.2.4 — Adaptada da 42 OBRL — Nivel 1 — Fase 2 — 2017
O jogo “A torre de Hanoi” tem sido jogado desde o século dezenove. E formado por trés

hastes de plastico, metal, ou madeira, diversos anéis de tamanhos diferentes e consiste em
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transferir e reconstruir a torre em torno de uma das duas hastes vazias, mas seguindo as
seguintes regras:

12 — Somente um anel pode ser movido de cada vez.

22 — Nenhum anel pode ficar sobre um anel menor.

Sendo assim, com 1 disco tem-se 1 movimento, com 2 discos tem-se 3 movimentos, com 3

discos tem-se 7 movimentos no minimo e assim por diante.

Figura 26 - Torre de Hanoi

com 7 discos.

Fonte: OBRL.

Encontre 0 nimero minimo de movimentos para resolver uma Torre de Handi com 7 discos
(Figura 26), transferindo todos eles de uma haste para outra haste qualquer.
Obs.: Poderemos chegar ao menor nimero de movimentos possives através da expressao
que a define com exatidao (2™ — 1).

a) 64 b) 65 c) 121 d) 128 e) 127

O problema 5.2.4 consiste em uma solucdo simples, pois ele busca apenas que o
candidato determine o numero de movimentos minimos da Torre de Hanoi que dispde de sete
discos. Para isso, consta no enunciado a formula que determina isto. Assim, 27 — 1 = 127.

Resposta alternativa E.

Questdo 5.2.5 — Adaptada da 42 OBRL — Nivel 2 — Fase 2 — 2017
A torre de Handi € um “quebra — cabega” que consiste em uma base contendo trés pinos, em
um dos quais sdo dispostos alguns discos uns sobre 0s outros, em ordem crescente de

didametro, de cima para baixo (Figura 27). O problema consiste em passar todos os discos de
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um pino para outro qualquer, usando um dos pinos como auxiliar, de maneira que um disco
maior nunca fique em cima de outro menor em nenhuma situagédo. O nimero de discos pode
variar de forma a aumentar ou diminuir a quantidade de jogadas minimas para resolucdo do

sistema.

Figura 27 - Torre de Handi 8 discos

e

i

S —
=

Fonte: OBRL.

O Professor Danizinho propds aos seus alunos um desafio para quem conseguisse montar o
quebra-cabeca de 8 discos no menor tempo possivel e logo seus alunos ficaram entusiasmados
a fim de solucionar tal desafio. Rapidamente as alunas Malu e Révora juntaram-se pra treinar
e solucionar o jogo movimentando a menor quantidade de discos, e assim, também soluciona-
lo no menor tempo possivel.

Malu foi a primeira que tentou e quando acabou de realizar o 4° movimento, Révora, que a
acompanhava, disse em alto e bom som: “Agora, Malu, s6 restam N movimentos!”. Qual ¢ o
namero N?

a) 251 b) 124 c) 508 d) 256 e) 128

Para resolucdo deste problema o candidato deveria realizar a diferenca entre 0 nimero
de movimentos minimos da Torre de Handi que possui oito discos com o0 numero de

movimentos ja realizados. Assim, 28 — 1 — 4 = 251, alternativa correta letra A.

Questdo 5.2.6 — Adaptada da 62 OBRL — Nivel 1 — Fase 2 — 2019
A torre de Hanoi também cria uma situa¢do envolvendo o nimero minimo de movimentos
necessarios através da seguinte expressao matematica: (2™ — 1), onde n corresponde ao

namero de discos (Figura 28).
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Figura 28 - Torre de Hanoi.

Fonte: OBRL

Tio Carlos na aula de légica da sexta-feira pediu a seus alunos para descobrirem a quantidade
de discos que foram utilizados, em um jogo da torre de Handi, quando o seu nimero minimo
de movimentos tiver sido exatamente 255?

a) 10 b) 8 c)6 d) 9 e)7

Para realizacdo desta questdo é necessario que o candidato determine o numero de
discos sabendo o que numero de jogadas minimas para realizacdo do jogo. Entéo,
2" —1 =255
2" =1+ 255
2" = 256
n=28

Alternativa correta letra B.

Questdo 5.2.7 — Adaptada da 62 OBRL — Nivel 2 — Fase 2 — 2019

A torre de Handi foi inventada em 1833 pelo francés Edouard Lucas, os simbolos foram
inspirados na cidade de Hanoi do Vietna. E interessante observar que o nimero minimo de
“movimentos” para conseguir transferir todos os discos da primeira estaca a terceira ¢ "(2™ —

1)”, sendo n 0 nimero de discos.
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Figura 29 - Torre de Hanoi com 7 discos.

Fonte: OBRL.

Imaginaremos agora que Jodo tem uma torre com 7 discos como mostra a Figura 29. Quando
Jodo acabou de realizar o 97° movimento, seu professor, que o acompanhava, disse a ele que
sO restavam N movimentos! Qual € o nimero N?

a) 30 b) 12 c) 44 d) 53 e) 27

A resolucéo desta questdo apresenta-se de forma similar ao exercicio 5.2.5. Teremos
que determinar a diferenca entre 0 nimero minimo de jogadas com sete discos e 0 nimero de

jogadas ja realizadas. Assim, 27 — 1 — 97 = 30. Alternativa correta letra A.

5.3 Um problema bem curioso

O intuito é de revelar a Torre de Hano6i como instrumento facilitador para resolver
problemas e entender padrdes., esperamos que 0S conceitos aqui trabalhados até entdo nos
motivem a resolver outros problemas utilizando os mesmos processos de constru¢do. Um
exemplo ¢é o jogo “Lobo, ovelha e a couve” (Figura 30). Vejamos como este jogo conversa

com a Torre de Hanoi, para isso vamos conhecé-lo.
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Figura: 30 - Lobo, ovelha e a couve.

(©)  Tempoy2/068)

TEMPO RESPOSTA

Fonte: Clubes de matematica da OBMEP.

O proposito do jogo € conseguir levar para outra margem do rio os trés elementos, a
ovelha, o lobo e a couve, porém para que isso seja feito de forma correta é necessario
obedecer algumas regras:

1 - A ovelha ndo pode ficar sozinha com a couve, sendo ela comeria a couve e ficariamos sem
um dos trés elementos.
2 — O lobo nédo pode ficar sozinho com a ovelha, sendo o lobo comeria a ovelha e ficariamos

sem um dos trés elementos.
O numero minimo de jogadas para resolver o problema sdo 7 que é equivalente ao
numero minimo de jogadas para resolver o problema da Torre de Hanoi possuindo trés discos

23 — 1 = 7. Sera que é possivel relacionar a forma de solucionar este problema com a Torre?

Figura: 31 - Torre de Handi com 3 discos.

Fonte: Clubes de matemética da OBMEP.
Seja o maior disco da Figura 31 o lobo, o segundo disco a couve e o0 primeiro e 0

menor disco a ovelha. Sabemos que a ovelha ndo pode ficar sozinha com a couve nem com 0

lobo, isto é, o primeiro disco ndo pode ficar embaixo do segundo e terceiro discos, que sdo
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maiores. Com esse principio, conseguimos levar os trés elementos para a outra margem do
rio, ou seja, os trés discos para outra torre.

Caminho da solucgéo do problema: 1° mover a ovelha (disco menor para haste central),
2° voltar com a canoa vazia (disco médio para haste da direita), 3° levar a couve (disco menor
para haste da direita), 4° voltar com a ovelha (disco maior para haste central), 5° levar o lobo
(disco menor para haste da esquerda), 6° voltar com a canoa vazia (disco médio para haste
central) e por 7° e Gltimo levar a ovelha (disco menor para haste central).

Assim, podemos perceber o poder do raciocinio l6gico para a resolucdo de problemas
e como o conhecimento de um determinado padrdo pode ser aplicado a muitos outros
problemas. Desenvolver uma estratégia de resolver desafios é muito mais importante que

testar série de conceitos para resolvé-lo.
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6 PROPOSTA METODOLOGICA

Neste capitulo vamos apresentar a sequéncia didatica para realizacdo de quatro aulas
com duracgdo de 50 minutos. As aulas precisam ocorrer com um intervalo de, no minimo, uma
semana entre elas, com o intuito de motivar os alunos a produzirem também fora da sala de
aula. Tais aulas envolvem o jogo tema deste trabalho, a Torre de Handi. Vimos nos capitulos
anteriores as aplicacdes diversificadas a respeito dos conceitos que envolvem a Torre de
Hanoi. Para esses encontros vamos discutir dois conceitos, que sdo principio da inducao finita
e recorréncias lineares. Nosso objetivo € provocar no aluno através do jogo e de alguns
recursos tecnoldgicos a necessidade de buscar padrbes e formaliza-los. Assim, entender as
interacdes e produzir um despertamento de que é possivel criar modelos matematicos e até
mesmo prova-los.

Para iniciar o experimento & necessario causar um estimulo no aluno para a validade
das atividades. Ndo queremos reproduzir o jogo pelo jogo, mas motiva-los a produzir
raciocinios mais apurados. O professor precisa apresentar de forma muito clara a proposta,

que é:

Compreender e superar desafios;

e Solucionar problemas;

e Formalizar solucdes;

e Verificar suas aplicaces;

e Buscar novos desafios.

Se os alunos se inclinarem para 0s pontos acima, teremos resultados satisfatorios.

Destinamos essas aulas para alunos do ensino médio. Para realizacdo dos encontros
sera necessario dividir os alunos em duplas, de modo que em todos os encontros as duplas ndo
possam ser alteradas. Cada grupo devera ter acesso a um computador e o professor serd o
mediador de todas as aulas.

6.1 Aula 1 — Apresentacao da atividade proposta

Conteldo abordado: Torre de Hanoi e seus padrdes.
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Objetivo: Explicar aos alunos o funcionamento das atividades e os modelos oferecidos pela
Torre de Hanoi.

Duracdo: 50 minutos.

Sera necessario dividir a turma em duplas, deixando claro que as duplas deverdo ser
mantidas nos quatro encontros. A divisao pode ser feita em forma de sorteio ou os proprios
alunos determinarem seus companheiros, ndo ha nenhuma regra para formacgdo dos grupos.
Cada dupla precisara estar com um Gnico computador, se possivel. Havendo alguma
dificuldade para disponibilidade de computadores, sugerimos aumentar o0 numero de
encontros com a turma para cada aula, assim possibilitando a cada dupla o acesso para
realizacdo da atividade.

Cada computador devera estar acessado no site http://clubes.obmep.org.br/blog/torre-
de-hanoi/, tal pagina conta uma breve histdria sobre a Torre de Hanoi e possui um aplicativo
com a interacdo do jogo. O professor sera 0 mediador para contar a historia e as curiosidades
da Torre de Handi, apresentadas aqui no inicio do capitulo 4 e, em seguida, explicar o
funcionamento do jogo, suas regras e objetivo; isso levara cerca de quinze minutos. As duplas
deverdo jogar 0 jogo por quinze minutos, importante nesse momento que o professor ndo
ofereca dicas, necessario que os alunos testem os padrbes, errem e acertem. Se assim
conseguirem, outra observacdo consideravel é que os alunos ndo pulem etapas, mas comecem
0 jogo com um unico disco e, em seguida, avancem aumentando o nimero de discos.

O professor devera, a seguir, verificar o rendimento dos alunos, se conseguiram
cumprir o objetivo do jogo e qual nivel cada dupla atingiu; sdo dez minutos para rapida
avaliacdo. Os dez minutos finais serdo destinados para o professor mostrar para o0s seus alunos
a resolucdo da Torre de Handi com cinco discos, elucidar que existe um nimero minimo de
jogadas e explicar os objetivos da proposta de ensino, isto é, onde queremos que os alunos
cheguem e pedir uma atividade para a proxima aula.

A atividade fora de sala de aula pede que as duplas joguem e verifiguem se 0s
nameros minimos de jogadas para realizagdo do quebra-cabega possuem um padrdo numérico
e se o0 padrdo pode ser verificado até quantos discos no jogo; tal atividade podera ser praticada
no mesmo site trabalhado em aula. O aluno ndo precisa fazer um relatorio sobre as atividades

realizadas, ele podera simplesmente discutir na préxima aula o que produziu.

6.2 Aula 2 — Torre de Hanoi e suas aplicacGes
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Conteldo abordado: OBRL (Olimpiada Brasileira de Raciocinio Logico).
Obijetivo: Incentiva-los a resolver questdes e superar desafios.

Duragédo: 50 minutos.

Recebendo as atividades deixadas para serem feitas no decorrer da semana, nessa aula
sera feita uma avaliacdo das percepcdes feitas por cada dupla na Ultima atividade. E provavel
que alguns alunos deduzam por padrfes que 0 nimero minimo de jogadas seja 2™ — 1, e que
eles tenham percebido esse padréo até 5 ou 6 discos dispostos no quebra-cabeca. Entretanto,
queremos nesta aula instigar a curiosidade do aluno fazendo algumas perguntas, como:

e Oqueseriaon?

e Posso afirmar que o possivel nimero minimo de jogadas dado pela expressao 2™ —

1 funciona para 13 discos?

Possiveis respostas serdo dadas, entre as mais comuns, que n representa o nimero de
discos e que para 13 discos ndo podemos afirmar que 2™ — 1 é 0 nimero minimo de jogadas,
a ndo ser que alguém tenha resolvido a Torre de Hanoi para 13 discos. Tal discussdo deve
levar cerca de 10 minutos para ser realizada.

Na Atividade 2 queremos que os alunos cheguem juntamente com o professor na
expressao 2™ — 1,n € N*; serdo utilizados 20 minutos para que o professor explique a relagédo
de recorréncia que resulta no numero de movimentos minimos, tal explicacdo pode ser
inspirada no topico 4.4 deste trabalho. Deve-se deixar bem explicitos os movimentos dos
discos e como eles colaboram para determinacdo do niamero minimo de jogadas, utilizando os
recursos de progressao geométrica e recorréncias lineares na proposicdo 4.4.1 (as partes que
envolvem demonstracdes por inducdo ndo devem ser trabalhadas no momento). Em seguida,
sera preciso 10 minutos para propor dois problemas das olimpiadas de raciocinio l6gico, sdo
eles o problema 5.2.6 e 5.2.7. Nos proximos 10 minutos serdo corrigidas as atividades
anteriores e proporemos 3 problemas para as duplas mostrarem as solu¢des na aula seguinte,
sdo os problemas 5.2.1, 5.2.2 e 5.2.3. As resolugdes destes problemas constam neste trabalho

no capitulo 5.

6.3 Aula 3 — Utilizacdo do principio de inducéo finita
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Contetdo abordado: Principio da Inducéo Finita.
Obijetivo: Incentiva-los a demonstrar e perceber a importancia deste passo.
Duracdo: 50 minutos.

As atividades deixadas para serem resolvidas durante a semana devem ser corrigidas
nos primeiros 10 minutos da aula, lembrando que as atividades devem ser feitas com o
objetivo de apurar até onde o aluno consegue pensar em padrdes e se 0s conhecimentos dados
para as duplas na primeira e segunda aula foram suficientes para fazé-lo pensar em montagem
de padrGes matematicos, que vai além da reproducdo dos nimeros. Em seguida, devemos
indagar os alunos para verem a importancia de demonstrar o modelo obtido na recorréncia
trabalhada. Como podemos provar que a formula é valida? Se dispormos de 30 discos sera
que poderiamos usar a mesma formula observada? A resposta s6 podera ser concluida apés o
estudo de indugdo matematica. Sera preciso 30 minutos para explicar o conceito de inducgéo
finita e fazer dois exemplos, para inspiracdo de tal atividade temos o capitulo 2 deste trabalho.
Nos proximos 10 minutos finais da aula pediremos que os alunos mostrem por principio da
inducdo finita a demonstracdo da propriedade 2™ — 1;n e N*. Em seguida, a propriedade

deveréa ser demonstrada pelo professor, que corrigira os possiveis erros.

6.4 Aula 4 — Sabendo utilizar as ferramentas

Contetdo abordado: Reconhecimento de modelos e suas demonstracdes.
Objetivo: Motiva-los a reconhecer padrdes e formaliza-los.

Duracdo: 50 minutos.

Nesta ultima aula queremos envolver os alunos em uma conversa na qual o intuito nio
¢ trabalhar com ndmeros, mas mostra-los a aplicacdo de reconhecer padrdes e como a
matematica interage com outras areas, ajudando-as a desvendar métodos que facilitam a
vivéncia da sociedade, assim trazendo praticidade em alguns campos que nem percebemos.

Cada dupla devera estar de frente a um computador com o programa Excel aberto,
podendo ser no modelo virtual dado pelas ferramentas da Google. Devera listar em uma
coluna o nimero de discos até onze, na coluna seguinte 0 nimero de movimentos minimos

dado pela quantidade de discos para resolu¢do da Torre de Hanoi e na proxima coluna os
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candidatos a nimeros primos de Mersenne, ou seja, nUmeros primos da forma 2P — 1, onde p
é primo. Logo, os alunos deverdo descobrir quais numeros da segunda coluna sdo primos; se 0

namero for de alto valor, o aluno podera pesquisar na internet se um nimero é primo ou nao.

Figura 32 — Primos de Mersenne.

Discos Nuamero minimos de movimentos Primos de Mersenne

1 1

2 &) 2
3 7 7
4 15

5 31 31
6 63

7 127 127
8 255

9 511

10 1023

LN 2047 2047

Fonte: Autoral, 2022.

Apds isso algumas perguntas devem ser feitas:

e Qual arelacdo dos numeros primos de Mersenne com a quantidade de discos?
e Essarelagdo é aplicada para todos os discos primos?

e A propriedade 2P — 1 é primo, se p é primo, € verdadeira?

Possivelmente para primeira pergunta teremos como resposta que quando a quantidade
de discos for um nimero primo, entdo a quantidade minima de movimentos serd um nimero
primo também, como destacado na Figura 32. Porém, a segunda pergunta mostra que isso ndo
é verdade para todo nimero de discos primo, pois 211 — 1 = 2047 = 23 x 89, que ndo é
primo. Logo, o terceiro questionamento ndo é verdadeiro para todo p primo.

Com isso, evidencie juntamente com os alunos a importancia de algumas aplicacGes
em nosso cotidiano. Os nimeros primos sdo empregados em varias areas do conhecimento
cientifico, mas sem duvida sua utilizacdo na criptografia € a mais famosa. As compras
realizadas pela internet com seguranca utilizam o algoritmo RSA, amplamente operado no
mundo e conversas sigilosas por aplicativos em smartphones s6 sdo possiveis atraves da
criptografia, que modifica a mensagem em cddigo néo legivel para que ndo seja interceptado
durante o envio. O algoritmo de criptografia gera uma chave que parte basicamente de 2

numeros primos. Quanto maiores forem, mais segura sera a operacdo envolvida. O maior
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nimero primo conhecido até o momento é um primo de Mersenne — matematicos
profissionais e amadores do projeto de pesquisa mundial Great Internet Mersenne Prime
Search (GIMPS) descobriram o maior niumero primo conhecido (Figura 33). Com 24.862.048

digitos, mais de 1,5 milh&o do que o nimero primo recordes descoberto em 2017, ele pode ser

expresso como 282589933 _ 1,

Figura: 33 — Maior nimero primo ja descoberto.
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7674681933221178184937547710798621122653479278862994212447235816979464424673722699111566154688983498
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5992500628025382103215924711392541629476300985093535318639619859119997642592647977444534173567208364
©427318501033942520015369837692371461351795017603918375890882890146923451247270647326346160271737172
©516997958644776017990064639190540594127826302581748122203498340446219211021995729755873000518693786
2211749618263979580787596677138623941468240558940083941185519092203226747393990316462174856532865423
4761552356919494084991631759966243660195911084743623202734872832838228003820724890709920579671242211
4136102361165926818663931224763935168931919560950276700231527291957791690253043866820412828224012493
2180292406740731392640942854143952616007236769514578254801696827202581677774302047626307393641042867
2056131150126203135051733729368826354441811453045497761240854934011982832486884430646264145095239727
3189851121464910358778782068461128368627428950567272786715899677207491635419043274241727515638015404
9978479123105535042532031888812041255976539833334632501868198009361762125281249458702438678673235445
4047105647489953584183931003477957608438055314855760121107149701929019851358982380068817238543265983

Fonte: Impa

O objetivo da atividade proposta é mostrar que, com o auxilio da Torre de Handi,
tecnologia, problemas olimpicos, conseguimos promover o estudo de uma ferramenta
especifica, utilizada na graduacéo, que trabalha conceitos béasicos da matematica como objeto

8 Disponivel em: https://impa.br/noticias/por-que-a-descoberta-do-maior-numero-primo-importa/. Acesso em
12/10/2022.
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de estudo no nivel médio. Quando o ensino vem acompanhado de aplicacdes, historia e
prética temos certeza de que o resultado serd satisfatorio. A matemética ndo pode ser um
campo isolado, mas deve ser a ciéncia que une os campos comprovando afirmacdes através

dos nimeros.
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CONCLUSAO

E simples perceber na jornada docente abismos que existem na aprendizagem, sendo
por acessibilidade tecnoldgica e estrutural do colégio ou até mesmo por questbes sociais
envolvidas na localizacdo escolar, tanto geografica quanto em termos da situacdo financeira
dos alunos. Enfim, uma lista de dificuldades € encontrada diariamente pelos educadores que
precisam rompé-las para o exercicio de lecionar. Desse modo, os professores vém se
reinventando a cada dia para atingir os objetivos do ensino satisfatorio nas escolas.

Com a democratizacdo do acesso as universidades, atraves do sistema de cotas e
bolsas universitarias, temos um puablico carente ingressando no ensino superior que por sua
vez precisa de apoio para seguir até a conclusdo do curso que escolheram. Mas, além das
dificuldades sociais enfrentadas por cada aluno, ha uma diferenca entre a forma de lecionar no
ensino béasico e superior. Este trabalho vem dialogar e evidenciar que possuimos formas
satisfatorias de trabalhar conceitos da graduacdo que sdo importantes para o ensino bésico,
com o objetivo de diminuir a fenda aberta diariamente na forma de ensinar matematica.

A explanacdo do trabalho ndo é apenas mostrar técnicas diferentes e recursos que
consideramos serem mais apropriados, mas sim, unir o método tradicional de ensinar
matematica, que € necessario, com metodologias que podem causar efeitos mais fortes dentro
de sala de aula. Dentre os métodos tradicionais cremos que um jogo classico como a Torre de
Hanoi pode ajudar muitos alunos a entender padrdes, deduzir formulas e demonstra-las.
Trabalhar os conceitos de inducdo finita e recorréncias lineares com a Torre de Hand6i no
ensino basico mostra que o aluno pode investigar e entender contetdo do nivel superior de
forma ludica e concluir que ha aplicagcbes em muitos campos matematicos.

Entre novos recursos, o auxilio da histéria por traz do jogo, ferramenta da matematica
ludica, utilizacdo de softwares e incentivo a participacdo nas olimpiadas podem potencializar
o0 aprendizado. Motivar os alunos a participarem de olimpiadas € muito valido, pois encoraja o
corpo discente a superar desafios e facilita na promocdo da iniciagdo a pesquisa dos
professores na educacéo bésica.

Logo, ter disponivel um jogo milenar e conceitos ndo ensinados no nivel médio pode
ser uma oportunidade de elevar o nivel do raciocinio 16gico matematico de nossos alunos. E
preciso destacar a necessidade de se ter sempre o zelo de expor os contetdos de forma clara e
acessivel, contextualizar e, se possivel, trabalhar de modo interdisciplinar o assunto,

mostrando que na matematica muitas coisas sdo aplicaveis em nosso cotidiano.
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