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Resumo

Apresentamos nesse trabalho um pouco da histéria da razao aurea, mostrando
como ela estd presente na natureza, na arte, na arquitetura, no corpo humano, nos
numeros de Fibinacci, na geometria plana e também da geometria espacial. Expomos al-
guns trabalhos sobre a propor¢ao aurea em geometria sagrada. Realizamos alguns calculos
mostrando resultados interessantes em geometria plana. Por fim, elaboramos uma pro-
posta didatica envolvendo construgoes geométricas e razao aurea, com a finalidade de

envolver os estudantes da educacgao basica ao ensino de geometria.

Palavras chave: Proporcao durea; sequéncia de Fibonacci, Geometria, educagao bésica;

construcao geométrica.
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Abstract

In this work, we present a bit of the history of the golden ratio, showing how it is
present in nature, art, architecture, the human body, Fibinacci numbers, plane geometry
and also spatial geometry. We present some works on the golden ratio in sacred geometry.
We performed some calculations showing interesting results in plane geometry. Finally, we
elaborated a didactic proposal involving geometric constructions and golden ratio, with

the purpose of involving basic education students in the teaching of geometry.

Keywords: Golden Ratio; Fibonacci sequence, geometry, basic education; geometric

construction.
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Introducao

Razao aurea também conhecida como média e extrema razao; proporcao aurea;
divina proporcao e nimero de ouro é uma constante real irracional com seu valor arredon-
dado a tres casas decimais 1,618. Essa constante real surge ao dividirmos um segmento
de modo que o todo estd para o maior assim como o maior estd para o menor. A razao
aurea é denotada pela letra grega ¢ ( lé-se “fi”), em homenagem ao arquiteto e escultor
Phideas (Fidias), que a teria utilizado para a construgao de Partenon, o templo da deusa
Atena no século V a. C.

A proporcao aurea descreve a relacao especial encontrada na natureza entre duas
partes de um todo. Pode ser descrita em termos de niimero, comprimento, area, volume
e, em até certo ponto, em termos de beleza e consciéncia, estando presente na estrutura
espiral das conchas de alguns seres vivos marinhos, no crescimento das plantas, nas pro-
porgoes do corpo humano e dos animais, nas pinturas do periodo renascentistas, nas obras
arquitetonicas da antiguidade classica, da idade média, era moderna e na geometria plana
e espacial, como no segmento, no retangulo, em triangulos no pentagrama e nos soélidos
de Platao. (Lauro, 2005)

Pavanello (1993), como pesquisadora e professora de matemética observou, e de-
senvolveu uma pesquisa que evidencia que os estudantes da educacao bésica a cada ano
apresentam menor conhecimento sobre os conceitos geométricos elementares. A pesqui-
sadora aponta ainda que ao participar de um projeto de capacitacao para docentes, pode
observar que poucos deles incluem geometria em seus temas abordados em sala de aula.
Se justificam ainda nao se sentirem motivados por nao dominarem bem os conceitos e
nao encontrarem formas diversificadas de desenvolver as atividades em sala. Segundo
Pavanello (1993), esse fato é ainda mais refor¢ado pelos livros didéticos que abordam esse
tema quase sempre por ultimo, passando a impressao de que essa ¢ a melhor programagao

a se cumprir. Motivos como esses comprometem a exploracao e aprendizado sobre os con-



ceitos de geometria. Somado a isso, temos o uso do software geogebra que pode mostrar
como o0 numero ¢ que aparece em varias figuras geométrias também surge em uma série
de elementos da natureza, inserindo o uso das tecnologias nas atividades didéticas.

Diante de tal situacao, surgiu a proposta de realizar estudos que possam subsidiar
o professor do ensino médio em seu trabalho docente, no que diz respeito ao ensino da ge-
ometria por meia da razao aurea, sugerir situacoes que possam trabalhar esse conceito no
ensino da matematica e mostrar as mais importantes propriedades relacionadas a média e
extrema razao, pois a partir dos estudos realizados acerca do ensino de geometria e a pes-
quisa realizada por Pavanello (1993) ficou evidente por diversos motivos, citados acima,
a necessidade de promover diferentes formas de abordagens dos conceitos geométricos em
sala de aula. No cumprimento desse objetivo, esse trabalho traz algumas consideragoes,
notas histéricas sobre o niimero aureo e as diversas situacoes em que apresentam essa pro-
porcao, tais como, na natureza, na arte, na arquitetura, no corpo humano, na sequéncia de
Fibinacci e nos solidos de Platao no capitulo 1. No capitulo 2 apresentamos sua definicao
algébrica e geométrica, seus conceitos, definicao e propriedades, assim como também sua
presenca na geometria plana, realizamos alguns calculos evedenciando alguns resultados
importantes. No capitulo 3, abordamos algumas propostas de ensino da geometria por
meio da razao durea utilizando construgoes geométricas.

Espera-se que as situacoes que ilustram cada um desses capitulos sejam capazes
de estimular a reflexdo e a criatividade dos professores, de modo que estes percebam
possibilidades de melhorar sua pratica pedagogica no sentido de tornar a abordagem dos

contetdos geométricos mais estimulante e atrativa.



Capitulo 1

Um pouco de historia

Neste capitulo iremos explorar um pouco da histéria, da razao durea e da sua
presenca na natureza, no corpo humano, na arte, na arquitetura e na geometria.

Razao aurea também conhecida como média e extrema razao; proporgao aurea;
divina proporcao e nimero de ouro é uma constante real irracional com seu valor arre-
dondado a trés casas decimais 1,618, representada pela letra graga ¢, embora ao longo
de sua historia tenha assumido outras representacoes, como por exemplo a letra grega
7. Atualmente ela é frequentemente chamada de razao aurea. Essa constante real surge
ao dividirmos um segmento de modo que o comprimento todo esta para o comprimento

maior assim como o comprimento maior esta para o comprimento menor.

Figura 1.1: Segmento dureo

As aplicacoes dessa proporc¢ao estao nas areas de designers, matematicos, médicos,
bidlogos, artistas classicos e investidores. Ao longo de sua historia tem sido usada para
criar beleza em muitas obras cldssicas e arquitetura (Meisner, 2018). Como ¢é o caso
do Partenon Grego, um templo em Atena, construido no século V a.C. pelo arquiteto
e escultor Fidias, é um dos mais famosos exemplos dessas construcoes, pois possui, na

fachada principal, um quase exato retangulo aureo, conforme a figura (1.2):



Figura 1.2: Partenon
Fonte: Santos (2015)

O retangulo é um paralelogramo tal que seus lados formam angulos de 90° entre
si, possuindo dois lados paralelos verticalmente e dois lados paralelos horizontalmente.

Um retangulo é dureo quando a razao entre o lado maior pelo menos é exatamente ¢.

Figura 1.3: Retangulo dureo
Fonte: Lauro (2005)

Pouco se sabe sobre Euclides de Alexandria, apenas que ele viveu em Alexandria
por volta do século IIT a. C. e que uma das obras mais usadas, estudadas e que contribuiu
para a producao de pensamentomento cientifico é a sua obra composta por treze livros, os
elementos de Euclides contendo defini¢oes, postulados e provas cobrindo geometria, teoria
dos nuimeros e proporgoes e linhas incomensuraveis aquelas que nao podem ser expressas
como uma razao de numeors inteiros. Euclides fez a primeira definicao de razao aurea e
a definiu como: uma linha reta cortada de modo que esta linha toda estd para o maior
segmento, assim como o maior segmento estd para o menor. E a chamou de média e
extrema razao (Linck, 2017).

Mas, anteriormente a isso ja existiam construgoes com medidas bem préximas de



¢, tais como, o Partenon grego, templo representativo do século de Périclesos os arquitetos
responsaveis o construiram de modo que a razao entre a altura e a largura eram muito
préximos ao nimero ¢ (Dunlap, 1997), e a piramide de Quéops, construida entre 2551
e 2528 a.C, considerada uma das sete maravilhas do mundo antigo, logo apds a sua
construcao, sua altura media 280 cibitos’ e a medida do lado da base 440 cibitos .
Entao, o apotema da base é 220 cubitos. Aplicando o Teorema de Pitdgoras para calcular
a medida do apétema da piramide: g é o apdtema da piramide, h é a altura da piramide

e m é o apétema da base da piramide conforme ilustrada a figura (1.4), entao:

Figura 1.4: A piramide de Quéops
¢ =h2+m?
logo
g% = 2807 + 2207,
e portanto,
g = 356, 08.

Calculando a razao entre o apétema da piramide e o apétema da base da piramide,

ou seja, 2, obteremos:
m
356,08
220

~ 1,618... ~ ¢.

A razao durea também estd presente no pentagono regular por toda parte, pois as

medidas das diagonais estao em proporcao aurea com as medidas dos lados. Além disso,

ibitos é i i i i i
LCiibitos é uma unidade de medida, sendo o comprimento do maior dos dois ossos do antebraco, tendo
na sua extremidade superior uma apdfise que forma a saliéncia do cotovelo



o ponto C' de interseccao de duas diagonais, divide cada uma delas em razao aurea como
ilustra a figura (1.5). Nesse caso tanto o pentdgono quanto o pentagrama apresentam a

razao durea em suas estruturas.

Figura 1.5: Pentagrama
Fonte: Lauro (2005)

Talvez esse tenha sido o motivo que levou os discipulos de Pitagoras a adotarem
o pentagrama (pentdgono regular estrelado) como simbolo de sua seita, (Lauro, 2005).

Na histéria da razao aurea outro matematico importante que contribuiu produ-
zindo muito conhecimento sobre esse assunto foi Leonardo de Pisa, que nasceu em Pisa
(1175-1250), que também era conhecido como Leonardo Fibonacci. Ele expandiu os exem-
plos e aplicagoes como o problema que o deixou mais conhecido, o caso dos coelhos. Que
consiste no seguinte problema: Um homem pos um par de coelhos num lugar cercado por
todos os lados por um muro. Quantos coelhos podem ser gerados a partir deste par em
um ano, se, supostamente, todo meés cada par da a luz um novo par, que é fértil a partir

do segundo meés? O problema pode ser entendido com mais clareza por meio da tabela

1.1.

MES | Novo Par. | Par fértil. | Total de Par.
0 1 0 1
1 0 1 1
2 1 1 2
3 1 2 3
4 2 3 5
5 3 5 8
6 5 8 13

Tabela 1.1: Problema dos coelhos



Ao interpretar a tabelal temos como resultado final a seguinte sequéncia

1,1,2,3,5,8,13, ..,

que ficou conhecida como a sequéncia de Fibonacci. Os ntimeros de Fibonacci, os quais
sao definidos como uma sequéncia em que os dois primeiros valores sao iguais a 1 e os
termos seguintes sao a soma dos dois termos anteriores, estao relacionados com a razao

aurea. A sequéncia de Fibonacci é definida como:

Flegzlan: n_1+Fn_2,VTL>2.

Fn+1

A razao entre cada dois termos consecutivos da sequéncia de Fibonacci
tende ao nimero ¢ quando n aumenta, ou seja, quando tende a infinito. (Anastécione
Ferreira, 2015).

Quando se faz a representacao geométrica desses niumeros de Fibonacci, usando-
os como a medida dos lados de quadrados, os resultados vao gerando retangulos que se

aproximam cada vez mais do retangulo de ouro, o retangulo com a proporcao aurea como

na figura (1.6).

Figura 1.6: Sequéncia de retangulos
Fonte: Lauro (2005)

Ao usarmos cada dois vértices opostos de cada quadrado tracando uma curva
plana que gira em torno de um ponto central obtemos a espeiral logaritmica como na
imagem (1.7).

Jacques Bernoulli ( 1654-1705 ) produziu uma obra intitulada Spira Mirabilis
(Espiral Maravilhosa) a espiral logaritma cujo nome foi dado a ela por seu comportamento,

o raio cresce a medida em que percorremos a curva no sentido horério, esse comportamento



Figura 1.7: Espiral de Fibonacci
Fonte: Lauro (2005)

descreve uma propriedade fundamental e exclusiva da espiral logaritmica, pois nao altera
a forma a medida em que seu tamanho aumenta, (Livio, 2008). Isso ocorre com os chifres
de carneiros, por exemplo, e também nas presas dos elefantes. Ao girar em angulos iguais
aumenta a distancia da origem a cada espiral em proporcoes iguais, diferentemente da
espiral arquimediana, cujo nome se d4 em homenagem ao matematico grego Arquimedes
( 287 a.C - 212 a.C. ). A espiral arquimediana é a espiral em que a distancia de cada
espiral sucessiva é a mesma, ao girar em angulos iguais a distancia nao aumenta, como
a espiral de um caderno, por exemplo. Ja a espiral logaritmica se enconta em varias
situagoes da natureza como nos redemoinhos, furacoes e nas galaxias, na proxima segao

falaremos com mais detalhes a cerca desses exemplos na natureza e na arte.

1.1 A razao aurea na natureza e na arte.

Existem varias situagoes em que podemos observar a presenca da proporcao aurea
na natureza, como por exemplo, nas plantas, flores, frutas, em animais, no corpo humano,

em obras classicas e em construgoes.



Figura 1.8: Azaleia e hoya carnosa
Fonte: Stumpf (2020)

As flores azaleia e hoya carnosa “flor de cera” figura (1.8), ao sobrepor um
pentagono estrelado, percebe-se que elas sao formadas por proporcgoes aurea. O mesmo
pode ser observado em outras flores como, por exemplo, no jasmim-estrela e na petinia

figura (1.9).

Figura 1.9: Jasmim-estrela e petunia
Fonte: Nonel (2011)

Algumas plantas se desenvolvem de modo que a soma do nimero de galhos re-
manescentes e dos novos formam os termos da sequéncia de Fibonacci, observe na figura

(1.10) que os numeros da direita representam a sequéncia de Fibonacci.



Figura 1.10: Disposicao dos ramos de uma planta
Fonte: Martins (2016)

Existem flores que apresentam a espiral logaritmica no que diz respeito a dis-
tribuicao das sementes. FEstas sementes estao dispostas em dois conjuntos de espirais
sobrepostos, irradiando-se nos sentidos horario e anti-horario. A figura (1.11) ilsustra

essas espirais, a primeira é a equinacea purpura e a segunda é a girassol.

L'\ » f
W
>
v -
= AW

&

Figura 1.11: Equindcea purpuras e girassol
Fonte: Piropo (2007a)

A concha do molusco nautilus figura (1.12) é outro exemplo claro, ela também
possui a forma da espiral durea (mais adiante falaremos com mais detalhes sobre essa
espiral). Isto é, a espiral também atribui um padrao matematico para o crescimento das

conchas: o tamanho aumenta, mas o formato nao se altera.
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Figura 1.12: Concha do mar
Fonte: Coruja (2019)

As obras de Leonardo da Vinci contam com a proporcao divina e por isso sao tao
harmoniosas. A pintura de Monalisa, por exemplo, pode-se construir retangulos aureos
sobre a pintura e perceber que foi feita utilizando proporcao aurea. Um exemplo, claro
¢ na terceira imagem a direita em que o retangulo esta no rosto de Monalisa, podemos
encontrar o numero de ouro ao dividir a altura da face pelo comprimento da fronte até o

queixo.

Figura 1.13: Monalisa, Leonardo Da Vinci.
Fonte: Conceigao (2012)

Em 1492, Leonardo da Vinci, resolveu desenhar o Homem Vitruviano. O desenho

era um problema matematico, ja que a proposta era um homem de proporgoes perfeitas
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e deveria estar inscrito em um quadrado e em um circulo. Para que fosse inscrito no
quadrado, a altura do corpo deveria ser igual ao comprimento dos bragos abertos. Para
que fosse inscrito no circulo e os bracos deveriam estar abertos na altura do cranio e as
pernas abertas deveriam tocar o circulo. As medidas obedecem a divina proporgao. A
altura do chao até o umbigo é a secgao Aurea da altura do homem. O mesmo acontece
com o cotovelo que divide o brago em segmentos de média e extrema razao (Anastécio e

Ferreira, 2015).

O HOMEM
VITRUVIANO

Figura 1.14: Homem Vitruviano, Leonardo Da Vinci.
Fonte: Says (2014)

O retangulo aurea foi muito utilizado em diversas obras de arquiteturas, como a
catedral Notre-Dame. As medidas da fachada da catedral seguem essa proporgao. Assim

como também na torre Eiffel e no Taj Mahal.
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Figura 1.15: Catedral Notre-Dame
Fonte: Clickideia (2019)

Figura 1.16: Torre Eiffel
Fonte: Eliogualberto (2020)
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Figura 1.17: Taj Mahal
Fonte: Eliogualberto (2020)

Ela também esta no edificio-sede da Organizagao das Nagdes Unidas (ONU), em

Nova York, na qual hé trés retangulos aureos dispostos horizontalmente.

Figura 1.18: Prédio da ONU
Fonte: Piropo (2007b)
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Frequéntemente usada da area de artes visuais, designers, graficos, composigoes

de fotos, videos, logotipos, interface de usudrios entre outros.

\_4)
S

Figura 1.19: Logotipo com uso da propor¢ao aurea
Fonte: CRUZ (2022)

N

Figura 1.20: Logotipo com uso da proporc¢ao aurea
Fonte: CRUZ (2022)

Um rosto é cada vez mais perfeito se simétrico e se as razoes entre as suas medidas
estao proximas de ¢. Assim como a arcada dentaria se for respeitada a proporcao aurea

é possivel obter-se um posicionamento correto dos dentes.
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Figura 1.21: Proporcao durea no corpo humano
Fonte: CRUZ (2022)

Figura 1.22: Proporcao durea no corpo humano
Fonte: CRUZ (2022)

1.2 A média e extrema razao e a Geometria sagrada

A razao aurea também foi estudada pelo monge Luca Pacioli, de Veneza, que
escreveu um tratado “De Divina Proportione” (Sobre a Propor¢ao Divina), em 1509.
Tal obra foi ilustrada por Leonardo da Vinci. Ele acreditava que razao aurea era um
conteudo para mentes humanas perspicazes e inquisidoras e todas aquelas que gostam de
artes, arquitetura, perspectiva, pintura e filosofia. Pacioli acreditava que a razao aurea
deveria ser chamada de proporc¢ao divina e enumerava razoes para isso como: primeiro, so
existia uma razao como esta, assim como Deus é tnico; segundo, na razao aurea aparece
trés segmentos AB, BC e AC como a existéncia da santissima trindade: Pai, Filho e
Espirito Santo; terceiro, o niimero ¢ ser irracional e a impossibilidade de compreensao de

Deus, dentre outras (Lauro, 2005).
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Os antigos arquitetos e construtores do Egito e da Grécia Antiga conheciam as
proporg¢oes naturais e construiam os templos segundo padroes geométricos que estao na
base de formas encontradas na natureza, desde a estrutura do atomo até a formacao
de galéxias, passando pelas flores e animais. Acreditam que essas formas naturais, to-
das harmonicas entre si, criam vibragoes especificas. E as frequéncias dessas vibragoes
sustentam o equilibrio de tudo que existe no Universo, por isso esta geometria ficou co-
nhecida como geometria sagrada. O termo “geometria sagrada” é usado por arquedlogos,
antropélogos e geometras para englobar as crencas religiosas, filoséficas e espirituais que
surgiram em torno da geometria em vérias culturas ao longo da histéria humana.

Vérios fil6sofos buscaram compreender a origem do Universo. Platao viu na
geometria espacial a explicacao para essa origem. Os sélidos de Platao sao:

Tetraedro; também chamado de piramide triangular, contém 4 faces; 4 vértices
e 6 arestas. Cada face ¢ triangular. O tetraedro representa o elemento de fogo.

Hexaedro; também chamado de cubo é o segundo dos cinco sélidos platonicos.
O hexaedro tem 6 faces quadradas; 8 vértices e 12 arestas. O hexaedro esta associado ao
elemento terra.

Octaedro; possui 8 lados triangulares; 6 vértices e 12 arestas. Simboliza o
elemento ar.

Dodecaedro; O dodecaedro tem 12 faces; 12 vértices e 30 bordas. Cada face é
moldada na forma de um pentagono. O dodecaedro esté ligado aos Eteres / Universo.

Icosaedro; tem 20 faces; 20 vértices e 30 arestas. Cada face tem a forma de um
triangulo equilatero. O icosaedro esta associado ao elemento agua.

Todos eles sao considerados sélidos regulares, pois possuem arestas e suas faces
todas congruentes. Além disso, respeitam a relacao de Euler, que relaciona o nimero de
vértices, faces e arestas pela formula V + F = A + 2.

Os solidos de Platao estao ligados a razao aurea, pois essa proporgao esta nas faces
triangulares e pentagonais. Os sélidos icosaedro e dodecaedro, envolvem o pentagrama
regular. O dodecaedro tem faces pentagonais, além de que os 12 centros das faces de um
dodecaedro regular poderem ser divididos em trés grupos de quatro pontos, sendo que os
quatro pontos de cada grupo formam um retangulo dureo.

As cinco faces do icosaedro que cercam qualquer vértice determinam um pentagono.

Além de que as 20 faces sao triangulos equilateros, e cada par de arestas opostas podem
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Figura 1.23: Dodecaedro

formar um retangulo aureo.

Figura 1.24: Icosaedro
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Capitulo 2

Proporcao aurea e a geometria

Nesse capitulo iremos usar como reféncia principalmente Posamentier e Lehmann

(2011) e seus resultados importantes em geometria.

2.1 Definicoes basicas e propriedades

A razao durea é definida pelo quociente entre as medidas de dois segmentos
especificos da seguinte forma: tomemos um segmento AB e um ponto C no seu interior
dividindo-o em duas partes no qual a razao entre a medida do segmento e a parte maior

¢ igual a razao entre a maior e a menor parte, ou seja:
AB AC
AC CB
A obtencao algébrica do nimero ¢ é dada pela razao dos segmentos:

considerando AC = x, CB = y temos:

Figura 2.1: Segmento dureo

AB AC  z+y =

—_— =
AC CB x Y

Aplicando a proporcionalidade obtemos a seguinte equacao:
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P=ay+yt e —ay—y*=0.

(2.1)

Resolvendo a equagao pela férmula resolutiva de equagoes do segundo grau obte-
mos as seguintes raizes:

y(1+V/5) y(1 —V/5)

= —F—— e =

2 B 2
Considerando,

r  (1++/5)

Yy 2 7

pois como x e y sao segmentos de retas, nao assumem valores negativos assim,
calculamos:

(1+5)

= —= =1,61803...
2 )

< |8

x
Como vimos — = ¢, voltando na equacao 2.1 e dividindo ambos os

Y
membros da igualdade por y? temos que:

2?2 oy P
A
o que implica que:
P> =g+ 1.

(2.2)

Como consequéncia temos as seguintes propriedades:

Propriedade 2.1. A razao durea ¢ satisfaz a sequinte

(a) ¢=\/1+\/1+\/1+\/T;

(b) =1+

1+ —4—

Para justificarmos o item a) da propriedade (2.1), basta extrir a raiz quadrada

20



na equagao (2.2), isto é,
b =+1+ 9, (2.3)

no segundo membro dessa equacao substitua ¢ por /1 + ¢, dai,

b=1+V1+0,

fazendo esse procedimento sucessivamente obtemos o resultado desejado.

Para justificarmos o item b) da propriedade (2.1), basta dividirmos ambos os

membros da igualdade (2.2) por ¢, obtendo:

1
p=1+ —, 2.4
5 (2.4)
- . 1
no segundo membro dessa equacao substitua ¢ por 1+ g
¢ =1+ 1
L+3

fazendo esse procedimento sucessivamente obtemos o resultado desejado.

E ainda, na igualdade (2.2) dividindo ambos os membros por ¢* obtemos:

1= 1 +1
P ¢
ou seja,
1 1
——1-=
¢? ¢

o que implica que,
1 1
V4 2.5
5 ” (2.5)
2.2 A razao aurea na geometria

2.2.1 Retangulo aureo

Entre as figuras geométricas que apresentam a proporc¢ao aurea estd o retangulo.

Como ja vimos anteriormente é um paralelogramo, tal que seus lados formam angulos
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internos de 90° entre si, possuindo dois lados paralelos verticalmente e dois lados paralelos
horizontalmente. O retangulo é dureo quando a razao entre o lado maior pelo menor é
exatamente ¢.

Seja ABC'D um retangulo como na figura (2.1), tal que dois dos seus lados
paralelos medem x entao, podemos encontrar a medida dos outros dois lados também

paralelos de modo que o retangulo ABC'D seja aureo,

(i) se o for a medida dos lados maiores, isto ¢, AD = BC = x, entdo dividindo esse

valor por ¢ obtemos a medido dos lados menores;

(ii) se = for a medida dos lados menores, isto é, AB = DC = x, entdo multiplicando

esse valor por ¢ obtemos a medido dos lados maiores;

B, C

A oD

Figura 2.2: Retangulo

(i) Considere que AD = BC = z, entdo dividindo esse valor por ¢ temos que

AB =DC = z, calculando a razao entre os lados,

D
AB

olg| 8
Il
I
ASE

(ii) Considere que AB = DC = x, entdo multiplicando esse valor por ¢ temos

que AD = BC = x - ¢, calculando a razao

E_¢-x_¢
AB oz

Discorreremos sobre esse assunto, porém antes vejamos a seguinte proposicao:

Proposicao 2.1. Sejam a e b numeros reais positivos. Entao

=9,



se, e somente se,

a-+b
= ¢
a
Demonstracao. Temos que,
a+b b
=14,
a a
entao
a a-+b 1
g -1+ =
b= ¢ %
mas pela equacio (2.4)
a a—+b
3:¢ = ¢.

]

Agora iremos destacar o resultado que envolve a construcao do retangulo aureo

com suas propriedades. Como consequéncia da proposigao (2.1).

Proposicao 2.2. Seja ABC'D um retangulo cuja a razao de seus lados seja durea, isto

¢, a razao do lado maior pelo lado menor seja ¢, se o dividirmos em um quadrado (um

quadrado cuja medida de seu lado seja a medida do menor lado do retangulo ABCD) e

um retangulo, o novo retangulo gerado esta também em razao durea.

Demonstracao. Seja a a medida do lado menor do retangulo ABC'D e seja a+b a medida

do maior lado, entdo, conforme a figrua (2.3), o novo retangulo gerado sao de lados a e b

e por hipdtese temos que

Figura 2.3: Retangulo dureo
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entao pela proposicao (2.1) temos que

SalRS

]

O angulo que destacaremos no préximo resultado é o angulo cuja tangente é ¢.

Como consequéncia da proposicao (2.2) temos o seguinte resultado:

Corolério 2.1. Seja ABC'D um retangulo daureo de diagonal AC', conforme a figura (2.4),

seja B a medida do angulo ZACB entao

tg 8= ¢.

Demonstra¢ao. Conforme a figura (2.4), temos que

AB
t _ = =
gp 50 ,

a+b

0.

A a+b

B

Figura 2.4: Angulo cuja a tangente é ¢

]

A partir de um retangulo aureo podemos construir uma sequéncia de retangulos

Aureos.
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Teorema 2.1. Sejam ABCD e EBCF os retangulos dureos como na proposi¢ao (2.2),
com diagonais AC' e EB respectivamente figura (2.5). Entao:

(i) As diagonais AC' e FB sao perpendiculares;

(i) O retangulo cujo um dos lados maiores é FC' (lado menor do retangulo EBCF) e
um dos vértices do outro lado paralelo a este € a intersecao da diagonal AC e o lado
EF, do retangulo menor,ponto G na figura (2.6) também é dureo. Além disso, o

retangulo EBHG restante contido no retangulo EBCF é um quadrado.

Demonstragao. Primeiramente provaremos (7). Para isto, iremos usar as notagoes do

corolario (2.1), ou seja, 5 como sendo o angulo cuja a tangente é ¢ e « 0 seu complemento.

D F C

Figura 2.5: Diagonais perpendiculares

Seja 8" a medida do angulo ZEBF. Como o triangulo EBF é retangulo em E

figura (2.5), temos que

EF a
te Bl = ==
&f FE b’

como o retangulo EBCF é aureo, temos que

tgd' = o,

ou seja, 3 = 3. Devido o angulo ZPBC ser complementar ao angulo ZEBF, segue
que sua medida é «, entao como a soma dos angulos internos de um triangulo é 180°
concluimos que a medida do angulo ZBPC' é 90°, provando a afirmagao (7).

Para o item (i7), seja GHCF o retangulo citado, conforme a figura (2.6) um dos
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lados ja conhecemos sua medida b e denotaremos a medida do outro lado de y, isto é,

b=CFey=HC.

Figura 2.6: Novo retangulo dureo

Neste caso, temos que o triangulo GHC' é retangulo em H e, além disso, a medida

da tangente do angulo ZGCH ¢é ¢, que estamos denotando por 3. Entao temos que

o O b

SPTHO Ty

ou seja,
by (26)
y '

provando a primeira parte de (7). Agora para segunda parte, observe que o retangulo

EBHG, tem lado cuja as medidas sdo b e a —y, isto é, EB = be BH = a — y, entdo

temos:
a—y a Yy
=—-—-= 2.7
T (2.7)
mas por hipotese,
a
— = 0. 2.8
‘s (2.9
Substituindo as equagoes (2.6), (2.8) e (2.4) em (2.7), obtemos
a—1y 1
—p——=1
b ¢ ¢ Y
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ou seja,

a—y=
O

Usando de forma indefinida o teorema (2.1), construimos uma sequéncia de novos

retangulos dureos todos contidos no retangulo dureo inicial conforme destacaremos nas

figuras (2.7(a)) e (2.7(b)).

D F J c
D F 3 c
a—b
K a—b
G H 2a—3b
a 2b—a N a ° 2b—a "
A a E b B A a E b B
(a) Retangulo FGIJ, com I = FBNGH (b) Retangulo GILK, com L = ACNIJ

Figura 2.7: Sequéncia de retangulos aureos

Além disso, um dos vértices do novo retangulo aureo é a intersecao de uma das
diagonais com o retangulo dureo menor ja construido, um dos lados do novo retangulo
aureo é o menor lado do retangulo anterior e o outro lado é a diferenca dos dois lados do
retangulo anterior. Se usarmos as notagoes estabelecidas nos resultados anteriores para a
construcao dos retangulos aureos, teremos de forma consecutiva, os lados dos retangulos

aureos dados abaixo:

a+b,a,b,a —b,2b— a,2a — 3b,5b — 3a,. .. (2.9)

Entao seguindo no raciocinio acima, segue uma ilustracao da sequéncia de retan—

gulos dureos na figura (2.8)
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Figura 2.8: Retangulos aureos

Teorema 2.2. Dadas as sequéncias de retangulos como nos resultados anteriores, e seja
o retangulo maior cuja a medidas de seus lados sao a e a+0b, também como nos resultados

anteriores, entao:

(i) Os maiores lados dos triangulos retangulos trassados a partir da diagonal dos retan—

gulos dureos sao dados pela sequéncia

Tn comn=20,1,2,...

B a
- ¢n—1 ?

(ii) A sequéncia de retangulos dureos converge para um ponto.

Demonstragao. Iniciamente, observe que pela proposigao (2.2) temos

a a
Z_ h= —
b (ﬁ@ ¢7
dai,
a 1
a+b:a+5:a<1+$)
mas,
1
¢2:¢+1<:>¢=1+§—b,

e dai, temos

a+b=ag.
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Agora, como vimos na observagao acima, resultado (2.9), a sequéncia de lados

dos retangulos dureos pode ser dada pela seguinte sequéncia de recorréncia !.

ro = ao
T = a (2.10)
Tn = Tp-2 — Tp-1-

Lembremos que para uma equacao de recorréncia linear, podemos encontrar a

expressao para tal, isto é existem constantes x e y, tais que,

T, =y

Substuindo esta informagao na terceira equagao de (2.10), obtemos
ya" = yx"? — ya" T, (2.11)

mas, neste caso, como queremos uma sequéncia nao nula, entao dividindo a equagao (2.11)
por yx™ "2, obtemos

P +r—1=0 (2.12)
resolvendo a equacao do segundo grau obtemos

—1++5
2 M

mas lembremos que

e
e
B
[\

logo as raizes da equagao (2.12), sao

}be—gb.

Agora, a solucao geral de equacao de recorréncia linear é dada por

Ty = 127 + coxy,

1O leitor que tenha interesse em ver mais sobre esse conceito verifique, por exemplo, CARVALHO e
MORGADO (2014)
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onde c; e ¢y sao constante que sao determinadas pela condicao inicial da sequéncia de
recorréncia, e 1, xo sao as raizes do polinomio gerado apds a simplicacao. Portanto a

sequencia de recorréncia é dada por

dai temos que

C1
ap=x9g=cL+c € a=21=— — C20,

¢

ou seja,
cit+e = a¢
1
—— 09 = a
¢

se multiplicarmos a primeira equagao do sistema por ¢ obtemos:

Py + gpeg = ag?
(2.13)

C1
— —cp = a,

¢

somando a primeira e a segunda equagao do sistema (2.13), obtemos

¢+ 1
¢

(0+5)a=(+Dae 2 o=@+ 10

¢

ou seja,

G = a¢7

dai, concluimos que ¢y = 0. Portanto

ou seja,

Tn

- ¢n—1 :

Para a prova de (i7), observe que a sequéncia que descreve os lados dos retangulos
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aureos, é uma progressao geométrica, de razao

1

0<—-<1,

que converve para zero, isto é,

lim z, = 0. (2.14)

n—-+o00

Para fixarmos as ideias, na construcao dos retangulos aureos, iremos considerar
no primeiro retangulo o lado maior na horizontal e o lado menor na vertical. Entao obser-
vemos que x,, com n par estd na horizontal, e com n impar esta na vertical. Neste caso,
como os retangulos estao todos contidos nos retangulos antecessores (por construcao), se
colocarmos no sistema de coordenadas teremos uma sequéncia de intervalos encaixados
na horizontal e na vertical, quando projetamos as suas medidas na horizontal e vertical
respectivamente. Além disso, como tanto na horizontal quanto na vertical a medida dos
comprimentos tendem a zero, entdo pelo teorema dos intervalos encaixados?, existe na
horizontal e na vertical pontos xy e 1y contidos em tais intervalos.

Portanto, existe um ponto P = (g, yo), no sistema de coordenadas citado, contido
em todos os retangulos, e isto conclui a demonstracao.

]

No préximo resultado mostraremos a aparicao do retangulo aureo em um qua-

drado.

Teorema 2.3. Seja ABC'D um quadrado, e sejam P,Q, R, S pontos que estdo, repecti-
vamente, contidos nos lados AB, BC,CD, DA conforme a figura (2.9), tais que dividem

0s lados na razao durea, isto €,

AP CQ CR AS
PB QB DR DS

qb?

entao PQRS é um retangulo dureo.

?Para maiores detalhes sobre tal resultado ver Muniz Neto (2015)
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Figura 2.9: Retangulo dureo contido no quadrado

Demonstracdo. Seja BP = z e | o lado do quadrado, entdo

AP =AB - BP =1—zx. (2.15)
Lembremos que, por hipétese,
AP .
=5 ¢ ¢ o) (2.16)

substiuindo (2.16) em (2.15), obtemos:

ou seja,



Lembremos que ¢? = 1 + ¢, logo concluimos que

oy e
P— p-_2 _°
1+ © 1+¢ ¢

Procedendo de modo analogo, pois

AB=BC =CD =AD =1,

temos que

e CQ=CR=48=-. (2.17)

De acordo com a figura (2.9), temos que o triangulo APS é retangulo em A e das in-

formacoes acima,

]
AP=A5 ="
0

neste caso, concluimos que o triangulo APS é retangulo iséceles entao
APS = ASP = 45°.
De maneira analoga, temos que o triagulo BPQ é retangulo isésceles, visto que
BP-BG—
= =15 s
neste caso, concluimos que o triangulo BP(Q é retangulo iséceles entao
BPQ = BQP = 45°.
Logo, pelo fato do angulo ZBPA ser um angulo raso, temos que
QPS = 90°.
Procedendo de modo andlogo, concluimos que
PQR = QRS = RSP = 90°,
concluindo que PQRS é um retangulo. Pelo Teorema de Pitagoras, no triangulo APS,
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temos que

PS5’ = AP+ A%
2
A
202
= E’
ou seja,
— — 1
PS=RQ = 5\/5,

e aplicando, novamento, oTeorema de Pitdgora no triangulo BP(Q), concluimos que

1
BQ:RS:m\@.

Entao, fazendo a razao entre os lados nao oposto obtemos:

PS _ V2 :¢+1:¢

[
RS 5?2 o)

Em seguida, apresentaremos uma aplica¢ao do teorema (2.1).

Proposicao 2.3. Seja ABC'D um retangulo dureo de diagonal AC' e cuja a medida de seus
lados sejam AB = a BC = a + b, e sejam ABGH e CDEF, retangulos dureos menores
contidos no retangulo ABC'D conforme a figura (2.10), com medidas, repesctivamente,
AB =a BG=0beCD =a FC =b. Sejam também I e J, as intercoes da diagonais,
AC e BH, AC e FD, também respectivamente. Entdo

B -JT-TD-a_ % _

NCESE
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a+b

Figura 2.10: Retangulos aureos

Demonstracdo. Denotemos BJ = x, JI =y e ID = z. Iremos provar primeiramente que

r = Z.

a+b

Figura 2.11: Diagonais de retangulos aureos

Para isto observe, conforme a figura (2.11), se denotarmos 5 a medida do angulo

/ZBAJ temos que

a+b
tgB = ” =9,

e como o lado AB ¢ paralelo a DC', segue que a medida do angulo ZIC'D também ¢ f3,

dai concluimos que os triangulos ABJ e C DI sao congruentes, pelo caso de congruéncia
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LAAo, (pelo teorema 2.1 as diagonais dos retangulos aureos sao perpendiculares) e por-
tanto x = z.

Aplicando o Teorema de Pitagoras no triangulo ABC, temos que

AC' = AB* + BC”

e como
AB=a, BC=a+b e a+b=ad,
temos que
AC = a\/1 + ¢2,
note que,

BD = a\/1 + ¢2,

pois, as diagonais de um retangulo sao iguais.

Para facilitar alguns ajustes de notacao iremos denotar, a principio, a medida da
diagonal AC' por d. Seja M a intersecao das diagonais do retangulo ABCD, entao M
é o ponto médio de tais diagonais, conforme a figura (2.12). Aplicando o Teorema de

Pitdgoras no triangulo retangulo AJB obtemos:

AB = AJ + BT

ou seja,
d—y\2
2 _ (2 I 2
a-( 5 )—l—x,
isto é,
& dy Y,
AT = 2.18
1 5 +4+ZE a (2.18)
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Figura 2.12: Diagonais de retangulos aureos

a+b

Por outro lado, aplicando o Teorema de Pitagoras no triangulo M 1D, obtemos

ou seja,

como r = z, temos que,

ou seja,

Ccomo

MD> =MI + DI

d2 y2 )
Toa T
2 2
Yy 2_d
LT

& dy
____a,
2 2
_d?—2a
y d )

37

(2.19)



temos que,

a*(1+ ¢*) — 2a?
a\/1+ ¢?
a(¢® — 1)
i
R (2.20)

Vit @

Substituindo, d e y (encontrado em 2.20), em (2.19), obtemos

2 = a2(1+¢2)_f+i2
4 4
_ CL2 (1_’_¢2)2_¢2
T4 1+ ¢?
_ CL2 1+¢2+¢4
R

lembremos que

@ =1+¢=¢"=(1+9¢)

dai temos
xQ_a_Q. 1+ ¢? + (14 ¢)*
4 1+ ¢? ’
ou seja,
o a2 2+420+2¢%  a® 2(1+¢)+2¢* a?  4¢?
== —. =—. .
4 1+ ¢? 4 1+ ¢? 4 14 ¢?
Portanto,
r = GL =Y
V1+¢?
concluindo a demonstracao. O

2.2.2 A espiral aurea

Um retangulo aureo tem a interessante propriedade de que, se o dividirmos num
quadrado e num retangulo, o novo retangulo serd também aureo. Repetindo este processo
infinitamente, unindo com um arco os cantos dos quadrados gerados, obtém-se uma espiral
denominada espiral durea, tragcando um quarto de circulo de raio igual ao lado de cada

quadrado seguindo na ordem do maior para o menor no sentido anti-horério constroi-se
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a espiral dourada como na figura (2.13).

Figura 2.13: Espiral aurea

Se considerarmos a sequéncia de retangulos quase aureos tendo como medida dos
lados os numeros de Fibonacci e tragarmos um quarto de circulo de raio igual ao lado
de cada quadrado (as medidas dos lados dos quadrados sendo os ntimeros de Fibonacci)
seguindo a ordem do maior para o menor sempre no sentido anti-horario construiremos
uma espiral semelhante a espiral dourada figura (2.14), por vezes denotada como a espiral

de Fibonacci (Posamentier e Lehmann, 2011).
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13

34

21

34 21

Figura 2.14: Espiral de Fibonacci

Podemos obter o comprimento da espeiral aurea. Para isto, observemos que cada
pedago de espiral estd contida em um quadrado e representa um quarto de circulo, a

medida de um quarto de circulo de raio r é dada por:

Assim, no primeiro quadrado (AEF D de lado a) figura 2.13, o comprimento do arco de

, , TTa a . .
circulo é 5 pelo teorema (2.2) a = E’ segue que o o comprimento da espiral nesse
primeiro quadrado é
ma 1
2 @Y

b
No segundo quadrado de lado b o comprimento de um quarto de circulo é de CR
a
mas como b = E pelo teorema (2.2), segue que o comprimento da espiral no segundo

quadrado é

No terceiro quadrado (de lado a — b) temos que o comprimento do quarto arco

de circulo, pelo teorema (2.2), é
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Ta 1

2 ¢
Efetuando esses calculos sucessivamente para cada quadrado e fazendo a soma

dos comprimentos de todos os arcos temos a seguinte sequéncia,

ma /1 1+i +i+ >
T(E—FE ¢2—|—... o

. < - 3 -1
que é uma progressao geométrica (PG)° de razdo —, como a soma dos termos de uma

(PG) infinita é dada por,

1
a-
1 1—¢
. o , - 1
em que a; é o primeiro termo e ¢ é a razao da (PG). Com00<$<1, segue que,
1+1+1+ +1+ 1
St T ...—1_5

Logo, sendo C' o comprimento da esperial aurea segue que,

C_ﬂa(1+1+1+ +1+ )_7ra< 1 )_7TCL L ma 42
_2 ¢0 ¢1 ¢2 DERIEY ¢n DI _2 1_% — #_ b)

sendo que a ultima igualdade é obtida pela equacao (2.5), logo concluimos que,

2
Ta <1+\/5) :ﬂ<3+2\/5>%4,112398173-a

C=5 13 2

2.2.3 Angulo aureo

Construindo um circulo a partir de um segmento aureo o arco menor mede 137, 5°
que é conhecido na literatura como o angulo aureo. Este angulo é encontrado na orga-
nizacao de pétalas e brotos de flores como o 16tus, por exemplo, assim como também em
folhas e caules de plantas como a echeveria. O angulo aureo é utilizado pelas plantas
para a maxima exposicao da luz solar e da chuva, aumentando a eficiéncia da tofossintese,
gerando melhor umidade para as raizes possibilitando melhor e mais eficiente crescimento

(Meisner, 2018).

30 leitor que tenha mais interesse em ver a cerca das progressoes geométricas basta consultar CAR-
VALHO e MORGADO (2014)
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Figura 2.15: Angulo aureo
Fonte: Meisner (2018)

Figura 2.16: Angulo dureo
Fonte: Meisner (2018)

Considerando o segmento aureo cujo o comprimento do maior segmento é x e o
comprimento do segmento menor é y, figura (2.1), contréi-se o seguinte circulo como na

figura (2.17).

C

Figura 2.17: Angulo aureo
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Como o arco total é aureo vale a equagao quadrética (2.1), dividindo todos os

membros por y* obtemos ;

2
<§> _ T 4.
Yy Yy

. X . -
Como vimos — = ¢ e organizando a equacao temos:
Y

¢ — (x;ry) —0.

O comprimento de um arco de circulo é igual o produto de seu angulo em radianos
e o seu raio, sendo r o raio do circulo e o 0 angulo correspondente a y (ao arco menor
AC) temos que, x +y = 27r e que y = ar, substituindo os valores dos comprimentos

desses arcos na equacao segue que,

2_ﬂ:0
ar ’
logo,
2m o
a:$:(3—\/5)7m137,5.

2.2.4 Triangulo equilatero

Entre as figuras geométricas que apresentam a razao aurea estda o triangulo

equilatero. Vejamos a seguir mais detalhes.

Proposigao 2.4. Considere o triangulo equildtero ABC' de lados com medidas 2x, M e N
0s pontos médios dos lados AB e AC, respectivamente, e I', a circunferéncia circunscrita
a esse triangulo. Se P e () sao os pontos de intersecoes dos prolongamentos do segmento

MN com T conforme a figura (2.18), entdio,
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Figura 2.18: Razao 4urea e triangulo equildtero

Demonstracao. Antes de mostrar esse resultado, iremos verificar que os segmentos M P e

NQ@ possuem mesma medida.
Como as medidas dos lados de ABC sao 2z ¢ M N é base média* entdo MN = z,

pelo teorema das cordas® temos que:

MP - (MN +NQ) = MA-MB.

Substituindo os valores dos segmentos M N, M A e M B, (novamente pelo teorema

da base média, MN = M A= MB = x), segue que

MP - (x+ NQ) ==z,

isto é,

MPz+ MP-NQ = 2°. (2.21)

Aplicando o teorema das cordas agora no ponto N segue que:

NQ-(MN +MP)=NA-NB

Substituindo os valores dos segmentos M N, NA e N B, seque que

NQ-(z+MP)=z-x

40 leitor encontrard mais detalhes em Muniz Neto (2013)
Para maiores detalhes ver Muniz Neto (2013)
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isto é,

NQxz+ NQ - -MP = 2% (2.22)

Das equagoes (2.21) e (2.22) conclui-se que

MPz+MP-NQ=NQxz+NQ-MP < MPz = NQx.

Como zx é positivo, dividimos ambos os lados da equacgao por x temos,

MP = NQ.

Como ja vimos, pelo teorema das cordas,

MA-MB = MP-MQ (2.23)

substituindo os valores

MA=MB=x, MP=NQ=ye MQ=MN+NQ=x+y

na equagao (2.23) temos:

rvor=y (x4+y) =2 —zy—1y* =0,

dai obtemos,

Portanto, o segmento M N estd em razao aurea com qualquer um dos segmentos

MP e/ou NQ.

2.2.5 Triangulo is6sceles aureo

A razao durea aparece também no triangulo isésceles, o chamado triangulo isosceles

aureo quando, a razao entre um de seus lados e a base é o nimero ¢. Falaremos agora
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sobre o triangulo isésceles aureo, mas para isto precisaremos do seguinte resultado:

Proposicao 2.5. Seja ABC um triangulo tal que
AB=c¢, AC=b, BC=a e ABCzQAéB,

entao,

b’ = c(a+c).

Demonstracao. Denotemos por o a medida do angulo AéB, conforme a figura (2.19).
Sejam BD a bissetriz do angulo ABC, cuja a medida é 2o, ¢ BD = x. Neste caso, o
triagulo BC'D é is6sceles de base BC, pois, os angulos da base sdo iguais, logo CD = z

edai AD =b— .

Figura 2.19: Triangulo ABC

Observe que os triangulo ABC' e AD B sao semelhantes, pelo caso de semelhanga

AAS entdo temos as seguintes relacoes de semelhanca, isto é,

AB A B
AD AB DB b—xz ¢ =z
Da tultima igualdade da equagao (2.24), temos
ac
= = 2.25
x b Y ( )
e da primeira igualdade da equagao (2.24), temos
> =b* — b (2.26)

60 leitor encontrard esse resultado em Muniz Neto (2013)
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Substituindo (2.25) em (2.26), obtemos

02:b2—b%©b2:c(a+c).

]

Proposigao 2.6. Seja ABC' um triangulo isdsceles de base BC, cuja a medida dos angulos
da base € o dobro da medida do angulo oposto a base, entao a razao entre qualquer um

dos lado (iguais) do triangulo e a base € correspondente a razio durea.

C

Figura 2.20: Triangulo is6sceles ABC

Demonstra¢ao. Da proposi¢ao (2.5) temos que:

b? = cla + c).
Na expressao acima, fazendo a = b (j4 que o triangulo ABC' é isésceles de base
BC') segue,
b =c(b+c),

isto é,

b —cb—c? =0.

Resolvendo essa equagao de 2° grau em b obtemos:

c+ Ve +4c? c— e +4c?

by b
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ou seja,

isto é,

como b e ¢ sao lados do triangulo, nao assumem valores negativos assim,

b 1+V5

c 2

&,

]

Observe que se colocarmos a base com medida igual a 1, teremos que os lados

medem ¢. Como na figura (2.21).

Bd C

1

Figura 2.21: Triangulo isdscele aureo

Aqui chamaremos de triangulo isésoceles aureo todo triangulo isdsceles cuja o os

angulos da base sao 72°, conforme a proposicao (2.6).

Proposicao 2.7. Seja ABC um triangulo isdsceles dureo de base BC'. Entdo o triangulo
gerado pela bissetriz de um dos angulos da base com o lado oposto a este angulo, e a
base também € isdsceles cuja a nova base € formada pelo vértice da base e a intersecao da
bissetriz com o lado. Em particular, se continuarmos fazendo o processo no novo triangulo

1s0sceles dureo gerado, entdo teremos uma infinidade de novos triangulos isosceles dureos.
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Demonstrag¢ao. Denotemos por AB = AC = ce BC = a, e seja C'D a bissetriz do angulo
ZACB, conforme a figura (2.22), entao temos que a medida BCD = 36° = ACD, pois a
medida do angulo BCA = 72°. Como CBD = 72°, segue que BDC = 72°.

Figura 2.22: Triangulos aureos

Logo, pela proposicao (2.6) segue que BC'D é um triangulo isdsceles dureo. Para
concluirmos, basta apenas continuar fazendo o mesmo procedimento citado na prova,
e como ilustra a figura (2.23) , entao terd uma sequéncia de novos triangulos isdsceles

Aureos.
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Figura 2.23: Triangulos aureos

]

Proposicao 2.8. Dada a sequéncia de triangulos isosceles dureos como na proposi¢ao
(2.7). Se denotarmos por ¢ = ¢y a medida dos lados AB = AC' e a = ay a medida de sua
base BC', entdo as medidas dos lados e das bases dos proximos triangulos isosceles dureos

contruidos sao dadas, respectivamente, por

c c
Cp % e ap — W
Demonstracao. Primeiramente, por hipétese,
c PR c
- = a=—.
a ¢

Além disso, conforme a figura (2.24), o préximo triangulo isésceles dureo terd medidas

dos lados iguas sendo a e base b, isto é

cg=a e a; =b. (2.27)
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Figura 2.24: Triangulos isdsceles dureos

Novamente por hipdtese
c
2 (2.28)

substituindo (2.28) em (2.27), obtemos

co=- € a = —. (2.29)

<10
-
Do

€ como
C2

ag

pois sao os lados de um triangulo isésceles aureo, temos que
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ou seja,

Figura 2.25: Triangulos isdsceles dureos

Portanto de modo indutivo, concluimos que

& C
Ch = — ¢€ an—w.

¢n
[

Agora para mostrar um fenémeno interessante, como fizemos para infinidade de
retangulos, podemos construir a espiral aurea através dos vértices dos triangulos isésceles

aureos, como mostra a figura (2.26).
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Figura 2.26: Espiral aurea

Podemos obter o comprimento da espiral durea, figura (2.26). Para isto, observe-
mos que cada pedaco da espiral esta contida num arco de circulo cuja a medida do angulo
central é 108°, conforme as figuras (2.27(a)) e (2.27(b)), e a medida do comprimento de

um arco de ciruclo de raio r e angulo « é dada por:

(67

2Tr——,
360°

entao para o = 108°, obtemos
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108° ’ D,

(a) Primeiro arco da espiral durea (b) Segundo arco espiral durea

Figura 2.27: Espiral aurea

Usando as notagoes da proposi¢ao (2.8), concluimos que o n-ésimo arco tera raio

r = a,_1, entao comprimento da espiral serda dado por:

3ma 3mra 3mran, 3
L= 50+ 51+... - ...:E(a0+a1+...+an+...),
mas da proposigao (2.8), temos que a,, = ﬁ, dai temos que
L_37T c c c _ Bem 1 1 1
_€<5+E+'“¢n+1+"‘)_?<5+E+'“¢n+1+"‘)’
e como
=1 1 1,
n=0 ¢ ¢
ou seja,
+mfty1
D G -1=9¢
n=1
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Portanto,

I 3eme? .

2.2.6 Pentagono

Veremos a seguir que o nimero de ouro surge no pentagono regular quando calcu-
lamos a razao entre seus lados e os segmentos que formam as suas diagonais, assim como
também os pontos de interseccoes das diagonais além de formarem um novo petdgono

regular também as transformam em segmentos aureos.
Proposicao 2.9. Seja ABCDFE um pentdgono reqular entdo,

(i) as medidas das diagonais estao em razao durea com as medidas dos lados;

(ii) se P € um ponto de intersec¢ao de duas diagonais como na figura (2.28), entio P

as diwide em razao durea.

Figura 2.28: Pentagrama

Demonstracao. (i) Considere o pentdgono regular ABC' DE de lados com medida 1. Lem-

bremos que a soma dos angulos internos de um poligono é dada pela expressao:

S = (n—2)-180°7,

em que n é o nimero de lados do poligono e S é a soma dos angulos internos. No caso

do pentagono regular, temos que,

S =(5—2)-108° = 540°.

0 leitor que tenha mais interesse em ver a prova desse resultado basta consultar, por exemplo, Muniz
Neto (2013)
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Assim, cada um dos 5 angulos internos do pentagono mede 108° conforme a figura

(2.29).

D

& ¥ C

Figura 2.29: Medidas dos angulos internos

Com isso, temos que os angulos ABC e DEA medem 108° e os lados

AB=BC =DE =FEA=1,

segue que os triangulos ABC e ADFE sao congruéntes, pelo caso de congruéncia, LAL,
(lados iguais a 1 e angulos internos iguais a 108°, conforme a figura (2.29)), logo as
diagonais AC' e AD do pentdagono tem mesma medida, o que leva a conclusao de que o
triangulo AC'D é isosceles de lados iguais as diagonais do pentdgono e de base DC =
1. Além disso, os triangulos congruentes ABC' e ADFE sao isosceles de bases AC e
AD respectivamente, como os angulos opostos as bases medem 108° segue que, nos dois

triangulos os angulos das bases medem 36°, isto é, os angulos
BCA = ADE = 36°.

Como a soma dos angulos BCA e ACD & 108°, segue que ACD = 72°, logo o angulo
C'AD é igual a 36°, (pois a soma dos angulos internos de um triangulo é 180°). Portanto,
o triangulo AC'D contém a medida dos angulos da base o dobro da madida do angulo
oposto a base, ou seja, AC'D é um triangulo isosceles aureo.

Sabemos, pela proposi¢ao (2.6) e a figura (2.21), que os lados iguais do triangulo
isosceles aureo estao em razao aurea com a base, e se a base medir 1 os lados iguais do
triangulo isésceles medem ¢. Entao no triangulo AC D, temos que sua base C'D mede

1 (pois é o lado do pentdgono regular) dai, concluimos que as diagoanis AC' e AD do
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pentagono regular medem ¢.

Como consequéncia disso, no triangulo ABC, (formado por dois lados e uma
diagonal, conforme a figura (2.30)) também esta em razao durea, pois a razao entre o lado
AC e AB ou BC é exatamente ¢. Portanto, em um pentdagono regular podemos observar
que qualquer triangulo formado por dois lados e uma digonal ou ainda qualquer triangulo

formado por duas diagonais e um lado do pentagono é um triangulo isésceles aureo.

A

=
=

Figura 2.30: Triangulos isosceles dureos a partir do pentagono

(77) Considere o ponto P de intersec¢ao de duas diagonais do pentdgono (como
na figura 2.28). Analisando o triangulo isésceles ABE de base BE, ji vimos no item (7)
que o angulo BAE = 108°, assim os angulos da base ABE ¢ AEB medem 36° concluindo
assim, que o triangulo APE também ¢ isosceles de base AFE, isto é, o angulo APE = 108°,
assim, sendo o angulo APB = « temos que a = 72°. Como ABE mede 36° segue que

BAP = a, logo o triangulo ABP também é isésceles de base AP, segue entdo que
AB=PB =1

no item (i), vimos que a diagonal EB = ¢, assim, EP = ¢ — 1, logo,

e pela propriedade 2.4, temos que ¢ = 1 + g_zﬁ’ assim,

pB 1 1
EP ¢—1 1+i-1"

¢.

Portanto, o ponto P de interseccao divide a diagonal BE em razao aurea. Pro-

cedendo de maneira analoga, observe que a cada interseccao de duas diagonais é um

o7



ponto que as dividem de modo que a razao entre o comprimento do segmento maior e o

comprimento do segmento menor é ¢.

2.2.7 Relagoes trigonométricas

Como consequéncia dos resultados acima podemos realizar algumas consideragoes
a cerca das razoes entre os lados desses triangulos estudados. Como vimos na segao
anterior, os triangulos ABC e AC'D da figura (2.30) sao triangulos isésceles dureos.

No triangulo ABC' os angulos da base medem 36° e o angulo oposto a base mede
108°, no triangulo AC'D os angulos da base medem 72° e o angulo oposto a base mede
36°. Iremos calcular o seno, o cosseno e a tangente desses angulos.

Iniciamos com o triangulo AC'D tragando a altura relativa a base C'D, pelo fato do
triangulo AC'D ser isosceles, entao a altura relativa a base é também madiana e bissetriz.

Sendo P o pé da altura tragada conforme a figura (2.31), temos que:

DP—PC— L.
2
A
¢
N A
D 1 P C

Figura 2.31: Razao trigonométrica no triangulo isésceles aureo

Assim,
1

2¢

cos72° =

N —
| =

S
- [voi=

1 / 1
substituindo 5 por /1 — 5 conforme a propriedade (2.5), obtemos:
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279 2V ¢

Calcularemos agora o seno do angulo 72°. Para isto, lembremos que,

1 1 1 1
cos72° = 1

2:¢+1@¢:1+%@%:¢—1,

dai,

entao,

sen?(72°) = 1 — cos*(72°)

_ 1_2%

= 14617

- }1(4—(¢2—2¢+1))
= (- -9)+e-1)

como, ¢* — ¢ = 1, segue que
2 o 1
sen“(72°) = Z(Q—l—gzﬁ),
ou seja,

sen (72°) = %\/2 + ¢.

A tangente de um angulo é a razao entre o seno e o cosseno entao,

V2ZHE

tg72° = =
L.

o= 4+

Calculemos agora o seno, cosseno e tangente do angulo 18°. Como 72° e 18° sao

angulos complementares temos que:

cos 18° = sen72° =

VIO
1
2

1
sen 18° = cos 72° = -Hl—g
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s \V2H0
V246 0(2+9)

No triangulo ABC', temos os angulos 36° e 108°, figura (2.32), usando arcos

tg 18° =

duplos temos que 36° = 2 - 18°, 108° = 2 - 54°, e ainda que 54° = 72° — 18°. Assim,

1 1 1
sen 36° = sen (18° + 18°) :2sen180-cosl8°:2-54/1—5-5-\/2%—@5,

pela propriedade (2.5) temos,

b

Figura 2.32: Relagoes trigonométricas do triangulo dureo

1 1 1 /24¢ 1 2 ) 1
O:—-—~ 2 _ — . —_ — . _ _ = —
sen 36 52 v 2+ 5 o 5 ¢2+¢2 5

novamente pelo resultado,

Y

+
-~

141
¢? ¢’
segue que,
sen36°:1-\/2-<1—l>+1:l. 2_1‘
2 ¢/ ¢ 2 ¢

Calcularemos agora o cosseno de 36°.
o o o 2 o 21 Qo 1 1
cos 36° = cos(18° + 18°) = cos” 18° — sen“18° = Z-(Q—I—qzﬁ)—z- (1—5>,

pela propriedade (2.5) temos,

osd = ()= o = G = () =5 [ (- 3))
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aplicando as propriedades (2.4) e (2.5) obtemos,

DO | —

=gty o= (9] (3 5) =3 0)

novamente pelas propriedades (2.4) e (2.3),

1 1 1
cos36°:§'(1+5>:2

|
ASE
Il
N | —
[a—y
+
S

tg 36° =

ol NI

racionalizando obtemos;

J20+1—1 2o+ L
tg36° = ¢ _ d

1+ ¢ 149

pela propriedade (2.5).

Como os angulos 36° e 54° sao complementares segue que:

1
sen54°:00836°:§'\/1+¢;
1 1
cosbh4® = sen36° = = - /2 — —
2 ¢
e
1V/1+
tghd® = 2 ——o ¢
L. /o_1
2 ®

racionalizando resulta em:

¢ \/20+ %
tgHd® = —F

20 — 1
Iremos calcular agora o seno, o cosseno e a tangente do angulo e 108°. Note que 108° é

duas vezes o angulo de 54°.

1 1 1 1 1
sen 108° = sen (54°+54°) = 2- sen 54°-cos b4° = 25-\/1 —1—(/155-’/2 ~3 =3 20+ —
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cos 108° = cos(54° +54°) = cos® 54° — sen ?54° =
usando a proriedade (2.4), temos que:

cosl08° =—=-(1—p—0+1) =

A

A tangente do angulo 108°,

2¢+ =
2 108° — : \/ ¢ \/2¢3+¢ \/2¢2+1

2 20— 3

A tabela 2.1 ilustra todos os valores calculados.

Angulo
. 18° 36° 54° 72° 108°
2
2 1 1 1 1 1 1 1 1
= Y R ] 22 Z )26+ =
g sen o 5 2 5 2 +¢ 5 + o 5 ¢+¢2
O
O O
S < 1 1 1 1 1 1 1
< 5 22 21 S22 S i-2 0 Ca-
25 8 pvIte gvlte g 5 2 5 3179
=

20+ 35 620+ 5
VIS YHrE rs o B

e d(2+ ¢) 1+ ¢ 20 — 1

Tabela 2.1: Valores das razoes Trigonométricas
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Capitulo 3

Resultados e discussao

3.1 Proposta para o ensino médio

De acordo com a Base Nacional Comum Curricular (BNCC), a Matematica con-
tribui para o desenvolvimento de processos de pensamentos e atitudes, cuja utilidade e
alcance ultrapassam o ambito da prépria Matematica, podendo formar no estudante a
capacidade de resolver problemas reais de seu cotidiano, gerando habitos de investigacao,
proporcionando confianca e desprendimento para analisar e enfrentar situagoes novas, pro-
piciando a formacao de uma visao ampla e cientifica da realidade, a percepcao da beleza e
da harmonia, o desenvolvimento da criatividade e de outras capacidades pessoais (Brasil,
2018).

Assim, o estudante tera uma visao de que a Matematica é um conjunto de técnicas
e estratégias para serem aplicadas a outras areas do conhecimento, inclusive para a ati-
vidade profissional. Nao se trata de os estudantes possuirem muitas e sofisticadas es-
tratégias, mas sim de desenvolverem a iniciativa e a seguranca para adapta-las a dife-
rentes contextos, usando-as adequadamente no momento oportuno. Para isso, o ensino
de Matematica, mais especificamente o ensino de geometria, deve possuir metodologias
e técnicas diversificadas, incluindo a utilizagao de tecnologias e materiais manipulaveis
de modo que desperte o interesse dos estudantes, pois quando o interesse dos alunos é
despertado o aprender se torna mais natural e ainda pode resgatar aqueles que ja nao se

importava pelo assunto. Einstein afirma que:
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A melhor coisa que podemos vivenciar é o mistério. Ele é a emocao fun-
damental que estd no berco da ciéncia e da arte verdadeiras. Aquele que
nao conhece e nao mais se maravilha, nao sente mais o deslumbramento,
vale 0 mesmo que uma morte, que uma vela apagada (Einstein, apud
LANDIM).

Nesse sentido, o estudo sobre a razao aurea vem despertando esse tipo de senti-
mento em quem o pratica. J& a construcao geométrica com régua e compasso, tem sido
a marca registrada da Geometria. Desde o aparecimento dos elementos de Euclides em
torno de 300 a.C. os matematicos tinham um grande interesse por estas construgoes.

Elas facilitam as visoes dos estudantes a respeito dos conteidos geométricos, pois
qualquer desenho tracado a mao livre interfere na compreensao do conceito daqueles alunos
que nao possuem muita intimidade com a Geometria. Com isso, nesta se¢cao vamos propor
algumas atividades nas quais o professor de Matemaética podera realizar, desse modo o
estudante pode compreender melhor os conceitos geométricos e conhecer com mais clareza

o tema razao aurea.

3.1.1 Sequéncia didatica 1: Construcgoes com régua e compasso.

Objetivo: Construir as principais figuras geométricas e perceber como o nimero
de ouro esta presente em cada uma delas.
Publico alvo: Estudantes do ensino bésico.
Pré-requisitos: Conhecimentos bésicos de desenho geométrico, tais como, ponto médio,
reta paralela, reta perpendicular e circunferéncia.
Desenvolvimento das atividades:

Atividade 1: Construcao do segmento aureo;

Passos:
1. Trace um segmento de reta AB de distancia qualquer entre A e B;
2. Encontre o ponto médio M de AB;
3. Trace uma reta r perpendicular a AB passando por B;

4. Com ponta fixa em B e abertura M B, trace um arco de circulo e marque o ponto

C' de intersecao com a reta r;
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5. Una os pontos A e C;
6. Com ponta fixa em C' e abertura BC, marque o ponto D sobre AC

7. Com ponta fixa em A e abertura AD, marque o ponto E sobre AB, E é o ponto

Aureo, isto é :

AB_AF _
AE EB

Atividade 2: Construcao do retangulo aureo

Passos:

1. Construa um quadrado ABC D, sentido anti-horario, marcar os pontos médios M e

N dos lados AB e C'D, respectivamente;

2. Una os pontos M e N, formando dois retangulos;

3. Trace a diagonal do retangulo M BC'N e prolongar o lado AB;

4. Com a ponta fixa em M e abertura MC', marque o ponto P de intersecao com o

prolongamento de AB;

5. Trace uma reta paralela a AD passando pelo ponto P e prolongue o lado DC' até a

nova reta criada e marque o ponto ).

O retangulo APQD ¢é um retangulo dureo. Isto é:

v

P "

Atividade 3: Construcao do pentdgono e pentagrama

Passos:

1. Trace uma circunferéncia de centro O e raio qualquer;
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2. Trace os diametros AB horizontal e C'D vertical de modo AB e perpendicular a C'D;

3. Encontre o ponto médio M de OB, e trace uma reta paralela a C'D passando por M;

4. Com ponta fixa em M e abertura M D, marque o ponto N sobre AQO,;

5. Com ponta fixa em D e abertura DN, marque o ponto E no arco menor AD;

6. Com ponta fixa em E marque o ponto F' no arco menor AC

7. Com ponta fixa em D marque o ponto H no arco menor DB e com ponta fixa em

H marque o ponto G no arco menor BC;

8. Una os pontos DEFGH, formando o pentdgono regular;

Ao tragar as suas diagonais DF e EH, teremos um ponto S de interse¢ao das
diagonais e assim:

DF TS

75 sp %

Além disso, a razao entre qualquer uma das diagonais e os lados do pentagono é

3.1.2 Sequéncia didatica 2: Construgoes com o Geogebra.

Para essa atividade é preciso instalar o software geogebra,
disponivel em https://www.geogebra.org/download?lang=pt. Vamos ao passo a passo
das construcoes.

Atividade 4: Construcao do dodecaedro
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1. Ao abrir o software geogebra, na barra menu (no canto superior esquerdo da tela)

clique em Exibir, em seguida, Janela de Visualizagao 3D;

€7 GeoGebra Classic 5 i X
Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda Entrar,
. 7 .
:. Janela de Algebra Ctri+sShift+A |y = ‘%’
o & Planilha Ctri+shift+s N\, | P
» Janelade All 1% Janela CAS Cirl+Shift+K ¥
@ Janela de Visualizagio Girl+Shift+1 6
@ Janela de Visualizagio 2 Cirl+Shift+2
& Janela de Visualizacdo 3D Cirl+Shifi+3
wa Protocolo de Construgdo Cirl+Shift+L
<. Calculadora de Probabilidades Clrl+Shift+P
i Teclado i
¥ Campo de Entrada
3
o Layout
@ Atualizar Janelas Chri+F p
Recalcular Todos os Objetos  Cirl+R
1
4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 8 7 8 g 10 1 12 12 14 15 1 17 18
-1
-2
-3
-4
-5

Enirada

Figura 3.1: Abrindo o Geogebra
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2. Na barra de ferramentas (no canto superior esquerdo da tela) clique na primeira
janelinha mover e em seguida clique na janela de visualizagao 2D, na barra de
ferramentas novamente, arraste o mause sobre a quinta janelinha Poligono, em

seguida clique em Poligono Regular;

7 GeoGebra Classic 5 = X
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar..
A LI B v am2
DEErNcERANEE
» Janela de Algebra | [ X | ¥ Janela de Visualizagdo 3D |
= '\b Foligano =
Lt [
Pl _
k.)' Paoligono Regular
"*3- Poligono Rigido i
L
b Poligano Semideformavel 5 ]
i 4
2 3
1 = 4
4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 [ 7 8

Entrada:

Figura 3.2: Construindo dodecaedro
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Clique em qualquer lugar do plano construindo dois pontos A e B quaisquer na

janela 2D, fazendo isso, abrira uma janela perguntando a quantidade de vértices,

digite 5 e clique em ok;

Y GeoGebra Classic 5

= x
Arquivo Editar Exibir Opcfes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
L% Al |® ‘ (= E=m
'_ J: —v l 1 o %
) Janela de Algebra } Janela de Visualizagdo % | » Janela de Visualizagio 3D E‘
~ Ponto
@ A=(0,0)
@ B=(0,2)
N}
4
§ €7 Poligono Regular X
Vértices 3
; 0
. 2 q
[
- : :
4 <] 2 1 0 2 [
Entrada: ‘ @

Figura 3.3: Construindo dodecaedro
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4. Na caixa de entrada, no canto inferior esquerdo digite: Dodecaedro(A,B), (os

pontos A e B sao os dois primeiros pontos criados para a constru¢ao do pentdgono);

Q GeoGebra Classic 5
Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda

= X

Entrar..

|52

=] 4]

DE &1 5 O EN

\A'

o %

» Janela de Algebra b Janela de Visualizagdo

» Janela de Visualizagio 3D X

Poligena

@ poll=6.8
Ponto
@ A=(0,0)

@ B=(0,2)
Segmento
@ 1=2

Entrada: Dodecaedro(A, By

Figura 3.4: Construindo dodecaedro
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5. Perceba que o sélido foi criado, na primeira janelinha da barra de ferramnetas, clique
em mover, em seguida clique no solido na janela 3D, com essa ferramenta pode-se

movimentar/girar o sélido como prefirir;

€7 GeoGebra Classic 5 ] X
Arquive Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar. .
NRED e PANE)
lAANElCIo] 4N =]+ -

ela de Vi i X | » Janslade 5030 X

gk Rotacio em Tomo de um Ponto
[ = aag= e

} / Func&o a Mao Livre

‘ i ! Caneta

~ W TACEGHLUK=06.88
- @ facelNSTO = 6.88

@ face)OTUP =688
® faceKPUVQ=6.88
® facelQVWR=6.88
® faceMNSWR=6.88
-@ faceSTUVW=6.88
- Poligono,

i@ pol1=6.88

arestaB)

F=(-1.9,262,0) o ;
6=(-308,1,0) arestaAl
H={1.9,0620)
1=(0.85,2.62,1.7)
J=(2.23,362,1.1)
K=(4.13,1,1.7)
L=(-2.23,-1.62,17)
=(0.85,-0.62,1.7)
(1.38,1,275)
(-0.53,3.62,2.75)
(-3.6,2.62, 2.75)
(3.6,-0.62, 2.75)
R={-0.53,-1.62,2.75)
§=(0.32,1,4.45)
T=(-0.85, 2.62, 4.45)
U=(-275,2,4.45) v

owvo=z=

2000000000000 0000 8

Entrada: ‘ : ‘ @

Figura 3.5: Construindo dodecaedro
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6. Feche a janela de vizualicao 2D. Clicando com o botao direito do mause sobre o

solido abrird uma janela clique em Propriedades, abrirar uma nova janela, nesta

¢ possivel alterar a cor das faces do sélido, basta selecionar as faces desejadas e

escolher a cor.

) GeoGebra Classic 5 x
Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
|I>-| P8 e b @ &NIe S
_Cr? o &
» Janela de Algebra b Janela de 7 Preferncias X X
~ Dodecaedio " "H&EH @ o
@ a=613
Pentigono . Dodecaedio 21 psico Cor | Estlo| Avancado
=688 -@ a ;
= F‘emég_on\o_
~@ faceABFG.
~@ faceABINI
‘@ faceAHLR
@ faceBFJO
® facefGKP.
@ faceGHLQ
‘@ faceNSTC
@ faceOTU.
A @ faceKPUV
] @ facelQW
ol @ faceMNSY
B go“!::::m Visualizar: Rosa 255, 192, 203 (#FFCOCB) 4
- ~@ poit Transparéncia
. B=(0,2) - Ponto
® F=(19,262,0) o ,‘.‘,‘.",‘..‘,‘.H,
-@ G=(-3.08,1,0) -9 B 0 25 50 7 100
-® H=(19,062,0) - C
® 1-(085,262,17) -® D
® J=(223,362,17) o
@ K=(413,1,17) - F
- L=(223,162,17) 86
® M-(0.05,062,1.7) @ H
° L
-@ L ]
-@ -8 K 2
< >
L ]
® R=
-@ =[€)3214.45)
-@ T=(0.85, 262, 4.45)
® U=(2752445) v
Emzada‘

Figura 3.6: Construindo dodecaedro
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7. Também é possivel alterar a cor e a espessura das arestas na opcao Estilo.

¥ GeoGebra Classic 5 — bs
Arquive Editar Exibir Opgles Feramentas Janela Ajuda Entrar...
h] A A B @ 4N e £ EE
i i i i L) (U] *

» Janela de Algebra [ | » Janelade 2 Preferéncias x [
- .Dodecaedfo A "Hé&EHE:® 2

= 13 _—

- A 2 2
Dmfmdm Basico Cor Estilo mancado

-___ P?ME}:Q_(N_‘O‘ Espessura da Linha

(A
0 2 4 6 8 10 12

Opacidade do Trago
|‘--‘|‘-~\‘~'\-H-|
0 25 50 7 100
e ——]
@ facesTIV )
=) Eotigorig Inverter Preenchiment
& i 15} imento
~ Ponto
-@ A Estilo das Linhas Escondidas
® G- -® B O Invisivel @ Tracejado () Inalterado
@ H=(13,062,0) - C
© 1-(0.85,262,17) o0
® J=(223,352,17) o
® K=(413,1,17) or
© L=(223,16217) o
© M=-(085..062,17) oH
© N=(138,1,275) o
@ 0-(053,362,275) 4 o
@ P=(36,262,275)
@ Q=(36,062,275) < B>
@ R=(053,162,275)
- @ §={0.32,1,4.45)

- @ T=(-0.85,262, 4.45)
~@ U=(2752445) v

Entrada:

Figura 3.7: Construindo dodecaedro
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8. Também é possivel remover todos os rétulos (nomes das arestas e dos vértices)

selecionando-os na janela algébrica e clicando com o botao direito do mause em
seguinda em Exibir Rétulo.

7 GeoGebra Classic 3

Arquivo Editar Exibir OpcOes Ferramentas Janela Ajuda

b e RO i

(-0.85, 2.62, 4.45)
=(-2.75,2,445)

-@ V=(2715,0,445)

-@ W=(-0.85,0.62,4.45)
~ Segmento

Figura 3.8: Construindo dodecaedro
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9. Construa os pontos centrais de todas as face do dodecaedro, indo na barra de fer-

ramentas na segunda janelinha clique em Ponto médio ou

clique em cada uma das faces do sélido;

centro e em seguida

¢y DODECAEDRO.ggb

Arquivo Editar Exibir Opgles Ferramentas Janela Ajuda

Entrar.

BeEHESN0

AlG

‘ABC

5 .
[5 E=n

® i

} Janela de Algebra

} Janela de Visualizagio 3D

D1 =(017,-0.24,3.22) A
d1=3.79

€, =234

D1=3,79

a,=234

q2=887

E1 =(2.89,1.99,3.22)
F,=(1,1.38,445)

G1 =(1,1.38,0)
H,=(0.89,0.76,1.23)
9, =379

n1 =234

f1 =379

LA =234

q3=887
Pyramid =?
Prism =72
Archimedean =7
I1 =(1,3.37,3.22)

J,=11,138,445)
K,=(0.89,199,3.22)
L,=(017,2.99,1.23)
M, = (0.89,0.76,1.23)
N,=(0.17,0.24,322)
0,=(2.31,3.18,38)
® P,=(289,199,322)
® 0,=(217,0.24,322)

L B B B B B N X X J

=

Entrada: ‘

Figura 3.9: Construindo o retangulo
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10. Verifique que os 12 centros das faces poderem ser divididos em trés grupos de quatro
pontos, sendo que os quatro pontos de cada grupo (cada 2 pontos de duas faces
opostas) formam um retangulo e razao entre os lados desses retangulo e bem préximo

de ¢. Obs: a razao entre os lados do retangulo e a mesma razao entre a diagonal

do pentégono.

7 DODECAEDRO.ggb

Arquivo Editar Exibir Opgles Ferramentas Janela Ajuda

O X

Entrar..

ol
.
s g

OEEENET

[o e
0 %

PEIANE S

|
¥ Janela de Algebra [

» Janela de Visualizaghio 30 X

® =378 A
® w=234

q1=8.87
A, =(2.89,0.76,1.23)

B1 =(2.17,2.99,1.23)
C1 ={-0.89,1.99,3.22)
D1 ={-0.17,-0.24,3.22)
d,=379

<, =234

b, =379

a,=234

q2=8.87

E, =(2.89,199,3.22)
F1 =(1,1.38,445)

G1 =(1,1.38,0)

H1 =(-0.89, 0.76, 1.23)
4= 379

n =234

|1 =379

e =234

q3=8.87

Pyramid =7
Prism=?

Archimedean=7?
1,=(1,3.37,3.22)

J,=(1,1.38,4.45)
K, =(-0.89,1.99,3.22)
L, =(-017,2.99,1.23) s [

=

Entrada; 0]

Figura 3.10: Construindo o retangulo

Atividade 5: Construcao do icosaedro

1. Com o software geogebra aberto na janela de visualizacao 3D clique em Poligono

Regular na quinta janelinha da barra de ferramentas figura (3.2);
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2. Clique em qualquer lugar do plano construindo dois pontos A e B quaisquer na
janela 2D, fazendo isso, abrira uma janela perguntando a quantidade de vértices,

digite 3 e clique em ok;

) GeoGebra Classic 5 = X

Arquivo Editar Exibir Opgbes Femramentas Janela Ajuda Entrar,
k ‘ A = W

J, o

» Janela de Algebra » Janela de Visualizagiio » Janela de Visualizagio 3D X

- Ponto

@ A=(0,2)

. B:{‘)'D)

£ Poligono Regular X

Véttices

d

Entrada:

Figura 3.11: Construindo icosaedro
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3. Na caixa de entrada, no canto inferior esquerdo digite: Icosaedro(A,B), (os pontos

A e B sao os dois primeiros pontos criados para a construcao do triangulo equilétero);

€7 GeoGebra Classic 5 3 X
Arquivo Editar Exibir Opches Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

DREY 5 CEHNER B
" ; : X [ ¥ Janela devi 3030

¥ Janela de Algebra [ | » Janela de Vi

- Paligono I 8

L@ po=173
Ponto

@ A=(0,2) | 1 A A5

@ B=(0,0) |
Segmento

@ f=2

Enirada: [cosaedio(A, B) l!‘

Figura 3.12: Construindo icosaedro
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4. Feche a janela de visualizacao 2D. Na primeira janelinha da barra de ferramnetas,
clique em mover, com essa ferramenta pode-se movimentar/girar o sélido como pre-

firir;

77 GeoGebra Classic 5 &% X
‘rquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

QRS o
@ e bra ? » Janelade 5

BRI

~@ A=(0,2)
B=(0,0)
D=(1.73,1,0)
E=(-1.29,1,1.15)
=(1.51,-0.62,1.15)
(1.51, 2,62, 1.15)
(0,36, 2.62, 1.87)
-0.36, -0.62, 1.87)
(2.45,1,1.87)
(-0.58,1,3.02)
(1.15,0, 3.02)
(1.15,2,3.02)
{1.73,1,0)
(-1.29,1,1.15)
(1.51,-0.62,1.15)
(1.51,2.62,1.15)
(-0.36,2.62, 1.87)
(-0.36, -0.62,1.87)
(2.45,1,1.87)
U=(0581,3.02)
® V={1.15,0,302)
- @ W=(1.15,2,3.02)
- Segmento
--@ arestaAB=2
@ arestaAB =2

@ arestaAD=2

@ arestaAf=2
- @ arestaAG=2
- @ arestaAH=2
- @ arestaAN=2 s
Entrada: NG

JemovozzomcTION
" " -

0000000000000 00008

Figura 3.13: Construindo icosaedro
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5. Clicando com o botao direito do mause sobre o sélido abrird uma janela clique em

Propriedades;

€7 GeoGebra Classic 5 = X
Arquive Editar Exbir OpgBies Feramentas Janela Ajuda Entrar..
R ) [P | [P === (=
A s el 4@ 4N e £ =
L v"'}fv! £ .Cl.)v:; | o e o vl I il I ¥ #
¥ Janela de Algebra | » Janela de Visualizagio 3D X
Icosaedro A

- Poligono
@ poll =173
Ponto

- @ A=(0,2)
~@ B=(0,0)

D=(1.73,1,0)
E=(1.26,1,1.15)

(1.51,-0.62,1.15)
6=(1.51,262,1.15)
H =(-0.36, 2.62, 1.87)
1=(-0.36, -0.62, 1.87)

N=(1.73,1,0)
0=(-1.29,1,1.15)
(1.51,-0.62,1.15)
.51,2.62,1.15)
.36, .62, 1.87)
0.36, -0.62, 1.87)
=(2.45,1,1.87)
(-0.58,1,3.02)
.15,0,3.02)

W=(1.15,2,3.02)
egmento

arestaAB=2

arestahB, =2

arestaAD =2
arestaAE =2
arestaAG=2
arestaAH=2
arestaAN=2

-9
®
®
®
®
®
®
S

[S, Pl de

Selecione Um Gutro
Exibir Objeta

A Exibir Rétula
Habilitar Rastro

Renomear

Apagar

. Propriedades .

Enfrada: \

| ar

Figura 3.14: Construindo icosaedro
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6. Abrirar uma nova janela, nesta é possivel alterar a cor das faces do sélido, basta cli-

car em triangulos (na janela algébrica) para selecionar as faces desejadas e escolher

a Ccor;

O GeoGebra Classic 3

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

5 a

X

Entrar.

A

Bk

B

s

olh @ LINlwd g

¥ Janela de Vit

‘{u E
s

L .'\..
0 Preferéncias

» Janela de Algebra [
I arestaUw =2 7
@ arestaVW=2
@ f=2

Tridngulo
faceABD = 1.73
faceABE =1.73
faceABN = 1.73
faceABO = 1.73
faceADG =1.73
faceAEH =1.73
faceAGH =1.73
faceANQ = 1.73
faceAOR = 1.73
faceAQR=1.73
faceBDF =173
faceBEI=1.73
faceBFi=1.73
faceBNP = 1.73
faceBOS = 1.73
faceBPS =1.73
faceDFJ = 1.73
faceDGJ =1.73
faceEHK =1.73
faceElK=1.73
faceFL=1.73
faceFJL=1.73
faceGHM =1.73
faceGJM=1.73
faceHKM=1.73
facelKL=1.73
faceJIM=1.73
faceKLM =173
faceNPT = 1.73
faceNQT = 1.73
faceORU = 1.73
face0SU=1.73 v

©0000000000000000000000000000000

THISEHE: S

[= |EE

1

X

~
s \.cusaaedru Bésico COr Estilo Avancade

L]
- Poligono

N |
[ |
HE
Y
1]
N
1]
[ 1]
[ [

Visualizar: : 51,255, 0 (#33FF00)

Transparéncia

Q 25 50 75 100
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Enfrada: !
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2]

Figura 3.15: Construindo icosaedro
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7. E possivel alterar a cor na opgao, cor;

2 GeoGebra Classic 5

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

X

Entrar

RN

o

Cled

e g

[x] S

LA

¥ Janela deAIgebra X/ | ¥ Janela de Visualizaq

® T-=(2451,187) ,.
® U=(0581,3.02)

.
AN
G Preferéncias

THHEH: S

o |
£

X

® V={1.15,0,3.02)
® W=(1.15,2,3.02)
Segmento

® arestaAB=2

lcosaedro ~
-4 a
Paligono

Basico Cor Estilo Avangado

Recente:

Outro:

Preto 0.0.0
Visualizar: Preto 0, 0, 0 (#000000)

S<CHWDOTVOZE-rXCTTIO@TMON

Emrada'}

Figura 3.16: Construindo icosaedro
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8. E também possivel alterar a espessura das arestas e dos vértices na opcao Estilo;

€ Geo

Arquivo Editar Exibir Opcies Ferramentas Janela Ajuda

Entrar.

A

BEEET

4

@l<l

e

¥ Janela de Algebra

-@ T=(245,1,187)
U={-058,1,3.02)
~@ V=(1.15,0,3.02)
~@ W={1.15,2,3.02)
Segmento
® aresiaAB=2
@ aresiaAB =2

- @ arestaAD=2
-@ arestaAE=2
-@ arestaAG=2
- @ arestaAH=2
® arestaAN=2
® arestaA0=2
® arestaAQ=2
- @ arestaAR=2
- @ arestaBD=2
-@ arestaBE=2
- @ arestaBF=2
-@ arestaBl=2
-® arestaBN=2
® arestaB0=2
® arestaBP=2
® arestaB§=2
- @ arestaDF=2
- @ arestaDG=2
- @ arestaDd =2
-@ arestaEH=2
-@ arestakl=2
@ arestafK =2
® arestafl=2
® arestaf)=2
® arestafL=2
- @ arestaGH=2
- @ arestaGJ=2
- @ arestabM=2
-@ arestaHK=2

[ | » Janelade
~

3 Preferéncias

TEISEBEE: @

2000000000000 000000000®
S<c-HwmpUTOoOETZE~rXL—TIoTmoOomB>

a
b

- lcosaedro A

- Paoligona
=@ polt
Ponto

Basico Cor Estilo Avancado

Espessura da Linha

0 ] 50 7 100

Estilo; | ————————— |
Esfilo das Linhas Escondidas

O Invisivel @ Tracejado () Inalterado

Enfrada: 1

Figura 3.17: Construindo Icosaedro
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9. Clicando em triangulo na janela algébrica para selecionar as faces e depois com o
botao direito do mause e em seguida em Exiber Rétulo, irda ocultar os nomes das

faces do icosaedro, o mesmo pode ser feito com os vértices e as arestas.

€7 GeoGebra Classic 5 w5 X

Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

Il I T T |

A @ é‘ *|lfla=2 L
e ;/;!!J( b‘v” ®J‘ u” aa‘ ‘.\!H =l ‘_:Hv! 2 *
¥ Janela de Algebra [ | » Janela de Visualizagio 3D ]
-@ T-(245,1,187) "
- @ U=(0581,3.02)
- @ V=(1.15,0,3.02)
~@ W={1.15,2,3.02)
Segmento

® aresiaAB=2

v

® arest  Selegio

® arest ’:| Exibir Objeto
® arest . Eyibir Rotulo
® arest -

@ arest & Havilitar Rastro
1 arest
: arest 7. Apagar : .
- @ arest ) g o & 5 4
-@ arest < Propriedades -t + -

-@ arestaDG=2
-@ arestaDJ =2
- @ arestabH=2
® arestakl=2
® arestabK=2 a2
® arestafl=2
® arestaf)=2
® arestafL=2

Enfrada: 1 v

Figura 3.18: Construindo icosaedro
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3 GeolGebra Classic 5

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

‘ A

11

M\u

Tele 40

¥ Janela de Algebra
W a=1745

>

) Janela de Visualizagdo 3D

b=1745

~ Poligono
@ poli=1.73

-@ F={1.51,-0.62,1.15)
-@ G=(1.51,2621.15)
-@ H=(-0.36,2.62,1.87)

L=(1.15,0,3.02)
M={1.15,2,3.02)
=(1.73,1,0}

=(1.51,-0.62, 1.15)
-@ Q=(1.51,262,1.15

-@ R=(0.36,262 1.87)
-@ §=(-0.36,-0.62, 1.87)

-@ W=(1.15,23.02)
-~ Segmento
-@ arestaAB=2

-@ arestaA0=2

Entrada: ‘

Figura 3.19: Construindo icosaedro
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10. Marque os dois vertices de cada duas arestas opostas no icosaedro, indo na barra

de ferramentas na segunda janelinha clique em Inersecao de dois objetos e em

seguida clique em uma aresta por vez selecionando-as para que o vertice seja criado,

va a quinta janelinha em Poligono e em seguida clique nos quatro vértices que

acabaram de ser criados;

7 ICOSAEDRO.qgb

Arquivo Editar Exibir OpcBes Feramentas Janela Ajuda

- O

X

Enfrar...

=

2%

X

B2l B8 » 4]0) <) N4

} Janela de Visualizagéo 3D

X

A
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are
are @ Ponto em Objeto
Kf >\/ Intersecdo de Dois Objetos

. .
H=| ® | Pontollédio ou Centro
.

,.

E= ‘,{ Vincular / Desvincular Ponto
D= :I v
a=1745
M=(2,0,0)
N=(0,0,0)
=2
n=324
m=2
k=324
I=2
q1=647
i=324
i=2
c=324
i=2
q2=6.47
l1 =324
=2
h=324
e=2
q3=647
® 0=(2,0,0
@ Pyramid=?
® Prism=7
@ Archimedean =? v

Entrada:

Figura 3.20: Construindo o retangulo

86

—




7 ICOSAEDRO.gab o X
Arquivo Editar Exinir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar. ..
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» Janela de Algebra » Janela de G0 30 X
® arestaAC=2 A

® 1L=(0,1.15,3.02)

® K=(2,1153.02)

@ J=(1,-058,3.02)
I=(1,2.45,1.87)
(2.62,-0.36,1.87)
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(0.62,1.51,1.15)
(262,151,1.15)
(1,-1.29,115)
1745
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F=
E=
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EEE;Q
I E o
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0

~
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Figura 3.21: Construindo o retangulo
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11. As cinco faces do icosaedro que cercam qualquer vértice determinam um pentagono.
Verifique que as 20 faces sao triangulos equilateros, e cada par de arestas opostas

podem formar um retangulo e a razao entre os lados desses retangulo e bem préoximo

de o.

€ ICOSAEDRO.ggb - O X

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

Y355 B2 12 I NOPAIN T 53 i

¥ Janela de Visualizagdo 3D X

X

» Janela de Algebra

arestaAC=2 A
L=1{0,1.15,3.02}
K=(2,1.15,3.02)

1={(1,245,1.87)
H=(2.62,-0.36,1.87)
6=(-0.62, -0.36, 1.87)
F=(0.62,1.51,1.15)
E={262 151,115
D=(1,-1.29,1.15)
a=1745

M=(2,0,0)
N={0,0,0)
=2
n=324
m=2
k=324
I=2

a1 =647
i=3.24

i

0=(2,0,0)

Pyramid =?

Prism =2
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P=(2,1.15,3.02)

Q=1(0,1.15,3.02) v

Entrada:

Figura 3.22: Construindo o retangulo
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Consideracoes finais

A partir dessa pesquisa investigativa que relaciona conceitos matematicos com a
natureza e varios feitos humanos ao longo da histéria, pode-se incentivar a exploracao dos
termos como a sequéncia de Fibonacci, a proporcao aurea e a espiral logaritmica. Além
disso, os estudantes possam relacionar as varias formas presentes na natureza, na arte e
na arquitetura utilizando argumentos matematicos.

O ensino de Matematica nao deve ficar preso a decoracao de férmulas e praticas
de metodologias tradicionais. A busca por metodologia de ensino que estimule o gosto
do estudante pelo ensino matemaético deve ser constante. Nesse sentido, a proposta en-
volvendo construgoes geométricas é um assunto nutrido de formas e técnicas que podem
auxiliar o professor a alcancar esses objetivos.

Além disso, podemos trabalhar razao aurea através da sequéncia de Fibonacci.
Esses interessantes niimeros poderiam ser uma alternativa para o trabalho de sequéncias
no ensino basico, uma vez que sao apenas trabalhadas as progressoes aritméticas e as
geométricas. Uma alternativa para enriquecer o trabalho é apresentar a sequéncia de

Fibonacci e chegar assim a razao aurea.
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