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RESUMO

Esta pesquisa € de cunho bibliografico, trata sobre nimeros complexos e tem como
objetivo elaborar questdes desse assunto contextualizadas com a analise de corrente
alternada, tendo como foco a relacdo entre as grandezas tensdo, corrente e
impedancia. Para isso, serd feita uma breve revisdo sobre numeros complexos
contendo suas propriedades e demonstracdes, bem como um resumido historico
sobre sua origem e contribuicbes de alguns dos principais autores. Além disso,
também sera necessaria uma revisdo sobre corrente alternada, com a definicdo das
principais grandezas trabalhadas e esclarecimentos sobre a notacdo utilizada para
representacdo e principais operacdes dos numeros complexos desse campo de
estudos. Desse modo, com base nas revisOes apresentadas, serdo expostas as
questbes elaboradas bem como sua solugcdo. Portanto, esses exercicios
interdisciplinares poderdo ser utilizados em aulas sobre nimeros complexos para
alunos de ensino médio, uma vez que o texto referente as questdes fornece todas as
instruc6es sobre como resolver exercicios elementares propostos.

Palavras-Chave: Numeros Complexos, exercicios interdisciplinares, tensao,
impedancia, Corrente Alternada.



ABSTRACT

This research is of a bibliographic nature, it deals with complex numbers and aims to
elaborate questions on this subject contextualized with the analysis of alternating
current, focusing on the voltage, current and impedance ratios. For this, a brief review
will be made about complex numbers containing its properties and demonstrations, as
well as a summary of its origin and contributions from some of the main authors. In
addition, a review topic on alternating current will also be done, with the definition of
the main quantities used in this paper and clarifications on the notation used to
represent and main operations of complex numbers in this field of study. Thus, based
on the revisions presented, the questions elaborated as well as their solution will be
exposed. Therefore, these interdisciplinary exercises can be used in classes on
complex numbers for high school students, since the text related to the questions
provides all the instructions on how to solve proposed elementary exercises.

Keywords: Complex Numbers, Interdisciplinary Exercises, Voltage, Impedance,
Alternating current.
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1 INTRODUCAO

“O que € um numero complexo? O adjetivo é infeliz, herdado de épocas nas
quais a abstracdo envolvida na compreensdo desses numeros era considerada
elevada.” (SOARES, 2016, p1). No tempo presente, sabe-se que 0s conceitos do
corpo dos numeros reais e 0 corpo dos niumeros complexos possuem necessidades
de abstracao similar. (SOARES, 2016).

Nesse sentido, a tematica em questdo ainda nao foi abordada por meio de
questdes no Exame Nacional do Ensino Médio — ENEM. Entretanto, algumas
competéncias e habilidades exigidas pela prova sao objetos pertencentes ao campo
dos nimeros complexos, dentre elas é possivel citar a competéncia 5 na qual consiste
em modelar e resolver problemas que envolvem variaveis socioecondmicas ou
técnico-cientificas, usando representacdes algébricas juntamente com todas as suas
habilidades correlatas. (MINISTERIO DA EDUCACAO, 2009). Nessa perspectiva, o
objetivo nesta pesquisa € elaborar itens contextualizados referentes ao contetdo dos
ndmeros complexos para servir como material paradidatico.

As situacBes-problema selecionadas, serdo referentes a area de analise de
circuitos de corrente alternada, onde algumas relacdes ja conhecidas na disciplina de

fisica do ensino médio serdo alteradas como, por exemplo, a equacgao:

U=Ri (D
Sera substituida por:

U=Zi (2)

Onde, U é atensdo, R é a resisténcia elétrica, i € a corrente e Z a impedancia.

Nesse sentido, as grandezas analisadas em (1) que eram resolvidas apenas
no corpo dos numeros reais serdo representadas por numeros complexos, conforme
(2) (SANTOS, 2022).

Este trabalho se encontra estruturado em cinco capitulos, o primeiro refere-se a
introducdo desta dissertacdo, o segundo aborda a “Conceitos basicos dos niumeros
complexos”, o terceiro capitulo desenvolve os “Conceitos de Fasores e Versores”, ja
0 quarto capitulo aborda a interdisciplinaridade por meio de “Problemas aplicados a

Circuitos de Corrente Alternada”, e o ultimo séo as consideragdes finais.
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2 CONCEITOS BASICOS DOS NUMEROS COMPLEXOS

Existem equacdes algébricas que ndo possuem solu¢des dentro do corpo dos
ndmeros reais, como na equacdo x>+16=0, a qual tem raizes x=+v-16 as quais ndo
s&8o numeros reais.

Entretanto, considerando a existéncia do nimero v-1, representado pelo
simbolo i e definido por unidade imaginaria, haveria a possibilidade para um conjunto
solucdo para a equacdo x2+ 16 =0, pois x= +V-16= +/16 V-1 = +4i.

Os numeros 4i e -4i sdo ditos Numeros Imaginarios, em contraste ao conjunto
dos reais. Usando-se 0 conjunto dos numeros reais com o0s imaginarios € formado o
Conjuntos dos Numeros Complexos.

Baseado em Oliveira 2022, um numero complexo pode ser representado por
sua forma algébrica:

z=a+bi (3)

Onde, a € a parte real representada por Re(z), b é a parte imaginaria

representada por Im(z) e i € a unidade imaginaria.

Exemplo 2.1

a) Se z=2+4i, entdo Re(2)=2 e Im(z)=4

b) Sez=-1+3i,entdo Re(z)=-1 e Im(z)=3
C) Sez=5-2i,entdio Re(z)=5¢e Im(z) =-2

Cabe destacar que caso a seja nulo e b diferente de zero, o nimero sera dito

imaginario puro, enquanto se b for nulo o nimero sera real.
2.1 OPERAC@ES E PROPRIEDADES DOS NUMEROS COMPLEXOS

As operacbes e propriedades precisam estar bem definidas no corpo dos
nameros complexos, conforme acontece em todos os demais conjuntos numéricos.
Desse modo, todas as definicbes bem como suas necesséarias demonstraces e

exemplos estéo subsidiadas em lezzi, 2013.
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a) Igualdade: Dois numeros complexos quaisquer sao ditos iguais quando as
partes real e imaginaria sao respectivamente iguais.

at+bi=c+diea=c e b=d.

b) Nulidade: Um nuamero complexo é nulo caso tanto a parte real quanto a
imaginaria assumirem valores iguais a zero.

a+bi=0 @ a=0eb=0.

C) Adicao: Para esta operacdo, somam-se as partes reais e imaginarias entre si.
(@a+bi)+(c+di)=(a+c)+ (b+d)i:
Por exemplo, (2+ 3D)+(4+i)=(2+4)+(3+1)i=6+4i.

d) Subtracdo: Para esta operacdo, subtraem-se as partes reais e imaginarias
entre si.
(a+ bi)-(c+di)=(a-c)+(b-d)i
Por exemplo,
(4+2i)-(3+6i)=(4-3)+(2-6)i=1-4i.

e) Multiplicacdo: Deve-se utilizar a definicdo da unidade imaginaria i’=-1 e a
propriedade distributiva. Generalizando, temos:

(a+ bi).(c+di)=a.(c+di) +bi.(c+di)=ac+adi+bci+ bdi’= (ac-bd)+i(ad + bc).
Por exemplo,

(2+30).(4 +1)=8 + 2i + 12 + 3i*= 8 + 14i +3.(-1) =5+ 14i.

f) Complexo conjugado: O conjugado de um numero complexo Z qualquer,
representado por Z , é obtido pela inverséo do sinal da parte imaginaria de Z:
Z=a+ bi —»Z=a-bi.

Nesse sentido, € valido enfatizar que ao multiplicar um namero complexo pelo
seu conjugado, o resultado sempre serd um nimero real ndo negativo e cujo resultado
€ igual a soma dos quadrados dos seus coeficientes, conforme pode ser demonstrado
a sequir:

Z.Z = (a + bi).(a - bi)= a2 + abi - abi - (bi)?=a2+b?.
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s)] Divisdo: Efetuar essa operacdo entre dois numeros complexos € igual a
converter o complexo do denominador (considerado ndo nulo) em um namero real.
Para isso, basta multiplica-lo pelo seu conjugado e para manter o valor original deve-
se multiplicar o numerador pelo mesmo valor. Sendo assim, temos:

Zy c+di_ (c+di)(a-bi) ca+db N da-cb,
Z, a+tbi @+b)@-bl) a2+b2  aZ+b’

Por exemplo,
3+4i  (3+4i)(1-)) _ (3+4)+(4-3)i
1+i  (1+i) (1-i) 1+1

i
2

7
==+
2

h) Poténcias de i: Considere i°= 1, i =i e, por definicdo, i>=-1. Desse modo, é

possivel calcular as poténcias a seguir:

P=i%i=(-1)-i=-i

it == i)i=-i%=-(-1) =1
°=iti=1i=]
i°=i%i=ii=i"=-1

i’ = i®i=(-1)i=-i

Portanto, ha um padrdo de valores repetidos da seguinte forma: 1, i, -1, -i., 0S

quais sao os restos da divisdo por 4.

Exemplo 2.2:
Calcular i?43
Solucéo:

Como 243 =60 x 4 + 3, entdo i°** =i = -1.

2.2 PROPRIEDADES DA ADICAO
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a) Propriedade Associativa: (Z1+2Zy) + Z3=24 +(Zy + Z3).
Demonstracéo:
Considerando Z;=a+bi, Z,=c+di, e Z3= e +fi, temos:
(Z,+Zy)+ Zs=[(a+c)+i(b+d)[+e+fi=(a+c+e) +i(b+d +f)
Rearranjando os termos da equacéo acima, temos:
(a+tc+e)+ilb+d+f)=a+(c+e)+bi+i(d+f)=
=(a+bi)+((cte) +i(d+0)=Zy +(Z; +Z3)

b) Propriedade Comutativa: (Z, + Z) = (Z; + Z4).
Demonstracéo:
Considerando Z;=a+bi, Z, =c+di, resulta

(Z,+Zy)=(a+c) +i(b+d)=(c+a)+i(d+b) =

=C+di+a+bi=22+Z1.

C) Elemento Neutro: Existe um elemento, denotado por elemento neutro 0, que
somado a um numero complexo qualquer Z resulta nele préprio. Z+0=Z
Demonstracdo: Considerando Z=a + bi; 0=x+yi, temos
(@a+bi) + (x+yi) =a+bi
(@+x)+(b+y)i=a+bi
atx=a =>x =0.
b+y=a=y=0.

Logo, foi provado que o zero é o elemento neutro para adicéo.

d) Elemento simétrico: Dado um nimero complexo Z, existe um nimero complexo
denotado por simétrico ou inverso aditivo -Z, tal que Z + (-Z) = 0.
Demonstracéo:
SeZ=a+bi e -Z=c+di, temos,
at+c+(b+d)i=0+0i

Igualando-se as partes real e imaginaria a zero, concluimos que:

atc=0>c=-a

b+d=0=d=-b

logo, -Z =-a- bi.
2.3 PROPRIEDADES DA MULTIPLICACAO
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a) Associativa: (Z12,)Z3=24(Z,2Z5).
Demonstracéo:
Considerando
Z,=a+bi, Zy=c+die Zz=etfi
Temos que:
(Z41.25).Z3= [(a + bi).(c +di)].(e +fi) = [(ac - bd)+(ad + bc)i].(e + fi) =
e.(ac-bd) - (ad + bc).f+i.[(ac - bd)f+(ad + bc).e]=

ace - bde - adf - bcf + i[acf - bdf + ade + bce]=

a(ce - df) - b(de +cf) +i[a(cf + de)+ b(ce -df)] =

= (a + bi)[(ce - df) +i(cf + de)]|=Z,.(Z,.Z3).

b) Comutativa: Z1.Z, = Z,.Z4.
Demonstracéo:
Z,.Z>=(a + bi).(c + di)=(ac - bd)+i.(ad + bc) =
= (ca-db)+i.(da +cb) =2Z,.Z,.

C) Elemento Neutro: Z.1=Z.
Demonstracéo:
Z.1=(a + bi).(x +yi)=(ax - by)+i(ay + bx)
Igualando a parte real de Z.1 a a e a parte imaginaria a b, temos 0 seguinte sistema:
ax-by=a (4)
bx-by=b
Subtraindo as duas equacoes:
(a-b)x=(a-b) ~x=1
Substituindo x por 1 na equacéo (4):
a-by=a-~y=0.
Logo, o valor 1 é dito elemento neutro para a multiplicagdo, onde multiplicado por

qualquer complexo z resulta no proprio z.

d) Elemento inverso Z4.Z, =1.
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Demonstracéo:
Considerando
Zi=a+bi e Z,=c+di
Z,.Z,=(a+bi).(c+di)=ac-bd+i(ad + bc).

Igualando a parte real do produto a 1 e a imaginaria a 0, temos o seguinte sistema de

equacoes:
ac-bd=1
bc+ad=0
Resolvendo o sistema acima, é possivel descobrir os valores das constantes ¢ e d,
onde:
a -b
°" a2 + b? e d= a2 + b?

Portanto, existe um nimero complexo Z2 denominado inverso ou inverso multiplicativo

de Zi1, na qual multiplicado por Z1 d4 como resultado 1.

e) Propriedade distributiva da multiplicacdo em relacao a adicéo:
Zy.(Zp+23)=212,+24.Z3.
Demonstracéo:
Considerando
Zi=a+bi, Zy=c+die Zz=e+fi
Z1.(Zy+ Z3) = (a+bi)[(c+e) +i(d +1)]
ac + ae - bd - bf +i.[ad + af + bc + be]
ac-bd + ae - bf +i.[(ad + bc) + (af + be)]
(ac-bd) +i.(ad + bc) + (ae - bf) +i.(af + be)
2412, +2Z4.Z5.

2.4 PROPRIEDADES DO CONJUGADO

a) Soma de um complexo e seu conjugado.
Z+Z7Z=2Re(z)

Demonstragéo:
Z=a+bi
Z+Z=a+bi+a-bi=2a=2Re(z)
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Sendo assim, ao somar um numero complexo ao seu conjugado, o resultado
obtido sera o dobro da parte real.

b) Diferenca entre um complexo e seu conjugado.
Z-7Z=21m(z)i

Demonstracéo:
Z=a+bi
Z=a-bi
Z-Z=a+bi-a+bi=2bi.
Porém, b = Im(z). Logo:
Z-Z=2.Im(z2)i.

C) Igualdade entre um complexo e seu conjugado.
Z=Z~Z € R

Demonstracéo:
atbi=a-bi~.b=0 ~Z€eR

d) Conjugado da soma.

Z\+Z2,=2,+2,
Demonstracéo:
Z1 =a+bi
Z, =c+di

Z,+Z,=a+c-(b+d)i=a-bi+c-di= Z,+Z,

e) Conjugado do produto.

Z1 .22 = 2_12_2
Demonstracéo:
Z1 =a+bi
Z,=c+di

Multiplicando os numeros complexos, temos:
Zy.Z,=(a+Dbi).(c+di)=(ac-bd) +i.(ad + bc)

Conjugando-se o produto entre os numeros complexos, o resultado fica da
seguinte forma:
Z,.Z,=(a+bi).(c+di)=(ac-bd)-i.(ad + bc)
Z,.Z; = (ac-adi) + (-cbi + bdi®) = a(c - di) - bi(c - di)
2,2, = (a-bi)(c-di) = m

2.5 REPRESENTACAO GRAFICA
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Qualquer numero Z = a+bi pode ser associado a um ponto P(a,b) pertencente
ao plano de Argand-Gauss. Esse ponto € definido como afixo ou imagem do niumero

complexo Z, conforme pode ser visualizado na figura abaixo:

Figura 01: Plano de Argand-Gauss.

1 Eixo Imaginario

P(a,b)
®

0

Eixo Real
Fonte: Autoria prépria

Apés representar um numero complexo graficamente, pode-se determinar duas
medidas com base no afixo de um nimero complexo, sendo estes: Seu médulo e seu

argumento nos quais podem ser visualizados na figura 02.

Figura 02: Médulo (Z) e argumento (8) de um nimero complexo.

Eixo Imaginario

P(a,b)

Eixo Real

Fonte: Autoria prépria.
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Assim, considerando Z = a + bi, 0 médulo de um nimero complexo Z, podendo
ser representado por |Z|, definido como a distancia do afixo até a origem e calculado

como a diagonal de um retangulo, conforme visto na equacao a seguir:

1Z|? =a% + b
HE /aZ+b2

Além disso, 0 modulo de um numero complexo obedece as seguintes

propriedades:

a) O produto entre um namero complexo e seu conjugado é igual ao quadrado
de seu modulo Z.Z = |Z|?.
Demonstracéo:
Z=a+bi e Z=a-bi
Z.Z=(a+bi)(a-bi) = a2 +abi-abi+b*=a2+b’
Analisando o lado direito da propriedade a, temos:
1Z|? =a% + b

Como os dois lados da equacédo possuem o0 mesmo resultado, a propriedade a é valida

b) O modulo de um namero complexo Z qualquer é igual ao modulo de seu
conjugado Z |Z| = |Z].
Demonstracéo:

Considerando, Z=a+bi e Z=a-bi.

1Z|=Va2+b® e |Z|= a2+ (-b)’=Va2+b>
E possivel perceber que os dois lados da equacio satisfazem a igualdade.

) O mddulo do produto entre dois niumeros complexos Z, e Z, € igual ao
produto entre os moédulos |Z4.Z5|=1Z4].|Z5].

Demonstragéo:

Sendo Z, e Z, nimeros complexos arbitrarios e partindo da propriedade Z.Z=|Z|?,

temos que:
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|21.2517=24.21.25.2,=124?|Z,|?

1Z1.25|= /IZ1I2I22I2=IZ1I-I22I

Quanto ao argumento do niumero complexo Z no qual pode ser representado
por arg(Z) ou 6, este é um angulo, medido trigonometricamente, que o segmento de
reta do modulo do niumero complexo forma com o eixo real medido a partir do sentido

anti-horario. Sendo assim, com base na figura 4 temos que:

senB = b e cosf = a
1Z] |Z]

2.6 FORMA TRIGONOMETRICA

Seja um namero complexo Z =a + bi cujas medidas do médulo e argumento
valem |Z| e 8, respectivamente. Temos que:
b=1Z|sin® e a= |Z|cos®.
Desse modo, Z fica no seguinte formato:
Z=1|Z|.(cosB +isinB) (5).
A equacéao (5) é definida como forma polar ou trigonométrica de um numero

complexo Z.

Exemplo 2.3:
a) Z=V3+ieo |Z|=2e0= g .-.Z=2(cosg +ising).

b) Z= 2> |Z|=2e6="" ~Z=2(cos> +isinT").

c)Z=-5-|Z|=5e0=m~Z=2(cosT +isinT).

Nos proximos topicos, serd notavel que o uso da forma polar € mais pratica
para as operacdes de potenciacdo e radiciacgo em C. Além disso, o termo
(cosB +isenB) pode ser substituido por cis 8.Sendo assim, a forma trigonométrica

pode ser reescrita como Z = |Z| cis 6.

2.7 POTENCIACAO: MODULO E ARGUMENTO DO PRODUTO
|Z| = |Z1 ||22| e 6= 91 + 92 +2ktmcomk € Z

Demonstragéo:
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Partindo dos seguintes nimeros complexos:
Z4=|Z4|.(cos B4 +isenBb,)
Z5,=|Z,|.(cos B, + isenB,)
Calculando o0 modulo e o argumento do produto, sabemos que:
Z=212,=|Z|.(cosB +isenb)
Dessa forma, substituindo Z; e Z, por sua forma trigonométrica, obtemos
Z=2,Z5(cos B, +isenb,)(cos B, +isenb,) =|Z|.(cos O +isenb)
Z=2,Z5[(cosB4cosB,-senB;senb,) +i(sen B, cos B, + senB, cos 64)]
|Z|.(cos O +isenB)=|Z4|.|Z5|.( cos(B4 +6,)+isen(B; +6,))

Portanto, O médulo do produto de dois nUmeros complexos é equivalente ao
produto dos médulos dos fatores e seu argumento vale a soma dos argumentos dos
fatores.

Exemplo 2.4:
. 5m . 5t 1M . 11
Dados os numeros complexos Z; = 4.(003? + |sen?) e Z, =06. (cosT +isen T)'

Determine Z4.Z, :
5m 11w 5m 11w 21 21

7.2,=46. (cos(F ¥ T) +isen(= + —=))=24.(cos - +isen )

Cabe destacar que o procedimento apresentado para multiplicar dois nimeros
complexos na forma trigopnométrica pode ser estendido para o produto entre mais de

dois fatores, bastando apenas aplicar a propriedade associativa da multiplicacao,

conforme o processo abaixo:
2=2425.2;........ Z,=1Z|. (cosB +isinB)

Sendo assim:

|Z]. (cos© +isin0)=|Z||Z;||Z3]...1Z,].( cos (B,+ O+ B3 + .. + B,)+i.sin (6, +
B, +03+.+6,) )

Portanto:

1Z| =|Z411251123]...1Z,] &  ©=(0,+6,+83+..+6,) + 2k com k€ Z
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2.8 PRIMEIRA FORMULA DE MOIVRE

A forma algébrica torna simples as operacbes de adicdo, subtracdo,
multiplicacéo e divisdo de numeros complexos, apesar disso ndo € algo trivial quando
aplicada ao calculo de poténcias. Prova disso € que caso seja preciso calcular
(a+bi)", com n € Z, seria necessario aplicar a formula do Bindmio de Newton na qual
seria um procedimento relativamente trabalhoso. Nesse sentido, para simplificar a
operacdo em questao utiliza-se a primeira férmula de Moivre, onde dado um numero
complexo Z quaisquer Z = |Z|.(cos 8 +isin8), ndo nulo, e 0 nimero inteiro n, temos:

Z"=|Z|".(cosnB +isinnB)
Demonstracéo:
Constara de duas partes, sendo que no primeiro passo serd aplicado o principio da
inducéo finita no qual possibilitara provar que a propriedade é valida para n € N. Sendo
assim:

Z° =1
1Z|°.(cos 0 +isin0)

Admitindo-se a validade da formula para n=k-1; teremos que:
Z¥"=1Z|%" (cos (k-1)0 +isin (k-1)0)
E provaremos a validade para n=k:
Z¥=717=1z|*".(cos(k-1)0 +isin (k-1)8).|Z].(cos 6 +isin0)
Z*=|z|%".(cos (k8) +isin (k6))

Agora no segundo passo, a propriedade sera estendida para inteiros negativos, onde:

Cason=0, entdo {

Se n < 0; consequentemente n = -m com m € N, portanto a m é aplicada a férmula:

Z=7""=|z|™ (cos(-mB) +isen(-m0)).

A praticidade da primeira formula de Moivre sera apresentada no exemplo a seguir:
Exemplo 2.5:

120
Calcule (-V3-i)":
Primeiramente, deve-se encontrar o médulo e o argumento de -+/3 -i, sendo assim:

2= |(+V3) + (-12=2, cosB =-2, sing =-.

Desse modo:
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729 71'r+_ A
=2.(cos g tising )

Aplicando-se a primeira formula de Moivre, Z fica da seguinte forma:

6 +ISII‘1T cos?ﬂsm?)

20 _A~20 (1 V3 _ 419 :
70227 (-3 -i%) =2"°(-1 -iv3).

720 _ 520 (cos 140 | 1401T) _220( 4t 4t

2.9 RADICIACAO

Dado um namero complexo Z, chama-se raiz enésima de Z e representada por

VZ, a um niimero complexo Z, de forma que Z; = Z. Desse modo, por exemplo, temos:

1 é um valor de V7, pois 1°=1.

3
-1+i§éumvalorde§ﬁ, pois (- ) =1.
3

N
2 2

N =

V3, 3 . 1 V3, _
-5 -i= & umvalor de V1, pois (-3 -i%) =1.

Com o exemplo acima, surgem alguns questionamentos como: quantas sao as
raizes enésimas de Z e como determina-las? A resposta para a pergunta sera dada
no proximo topico.

2.10 SEGUNDA FORMULA DE MOIVRE

Dado um numero complexo Z=|Z|.(cos6 +isin®) e um numero natural

n(n = 2), entdo existem n raizes enésimas de Z que sdo da forma:

Onde, V/|Z| eR, ek e Z.

Demonstragéo:
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Deve-se determinar todos os complexos Z, que satisfagam a seguinte condi¢ao

VZ =2Z,. Considerando Z, =r.(cosw +isenw) cujas incognitas sdo r e w sera
aplicada a definicao:

VZ =2, =7)=2
Sendo assim:
r".(cosnw +isennw)=|Z|.(cos B +isenb)

Logo, as seguintes condi¢cdes devem ser satisfeitas:

r“=|Z|:>r=Q/m (reRy)

= 9 2kTT
{cosnw C0SO _ =0+ 2km = w= - + —
sennw = senb n n

Admitindo-se 0 < 6 < 211, deve-se obter os valores de k de forma que w fique
situado entre 0 e 211. Assim, ao testar os valores de k temos que:

0
k=0=>w=-
n

0 2m
k=1=>w=ﬁ+—

n

0 2m

k=2>w=—-+2.—
n n

0 21
k=n-1w=-+(n-1).—
n n

0 2m 6
k=n=w=—+n.—=—+21

n n n
Os n valores obtidos para w sao todos distintos, pois estdo localizados no
intervalo [0,21T [; logo, originam n solucdes diferentes para Z,. Outrossim, € possivel
perceber que w € congruente tanto para k = 0 quanto para k =n e, por esse motivo, 0
valor de w quando k =n torna-se dispensavel. O mesmo fato citado anteriormente
também acontece para k=..,n-3,n-2,n-1,n+1,n+2 n+3,.... Portanto, para

obtermos os diferentes valores de Z, basta fazer, k=0,1,2,.....,n-1.
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Logo, com base na demonstracao da segunda formula de De Moivre € possivel

concluir que todo numero complexo Z diferente de zero possui n raizes enésimas

distintas que possuem mesmo modulo 3/|Z| e argumentos principais formando uma

~ . . . 0 L 2m ;
progressao aritmetica CuUjo primeiro termo vale E € razao T Tal processo sera

aplicado no exemplo a seguir:

Exemplo 2.6: Calcule as raizes quartas de -8 +i8v3 :

. . ~ 2 .
Considerando Z=-8 +i8v/3, entdo |Z|=16 e O = ?ﬂ Ao utilizar a segunda

férmula de De Moivre, temos que:

21
2\ 3 2m\|
Zk—\/ [COS — +k. T +1Sen T + k. T =

Z,=2. [cos( +k2)+|sen(6+k )] k=0,1,2 e 3.

Neste momento, serdo obtidas as raizes quartas para cada valor de k, onde

teremos:

k=0:>Zo=2.[cos(g) +isen<g)] V3 i
k=1 =>Z1=2.[cos<2?ﬂ)+isen(;)]—-1 +iy3
k=22, =2.[cos (7_">+ isen (%)] =3 -i
1o () ()]

Como interpretacdo geométrica para o exemplo anterior, os afixos das 4 raizes

enésimas de Z sdo pontos da mesma circunferéncia centrada na origem do plano de

. . 4 , . . ~ ~ 74
Argand-Gauss e cujo raio vale V16 = 2. Além disso, os afixos em questao séo vértices
de um quadrado inscrito numa circunferéncia de centro (0,0) e raio 2 representado

pela figura 3 a seguir:

Figura 03: Interpretacdo Geométrica das raizes quartas de Z= -8 +i8+/3 .
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=V

Fonte: lezzi (2013, p.43)

2.11 BREVE HISTORICO DOS NUMEROS COMPLEXOS

Deve-se deixar claro com base em Silveira (2001) de que a ideia de a origem
dos numeros complexos terem sido inventados para a resolucdo de equacfes do
segundo grau é absurda e historicamente incorreta. Nessa linha de raciocinio,
acredita-se que Girolamo Cardano (1501-1576) ao tentar resolver a equac¢ao cubica
x3=4 +15x, no qual tinha conhecimento de que uma das raizes era x = 4, acabou

obtendo a seguinte solucdo na qual em notacdo moderna lida como:

x=jz+ 421+Uz-¢3§? (6)

Todavia, ao encontrar o termo v-121 Cardano nao soube como converter a
expressdo acima em x = 4. Para resolver esse problema, foram necessarios mais de

25 anos de esforgos para que o bolonhés Rafael Bombelli (1526-1572) tivesse a ideia

de operar com numeros no formato a + bv-1 utilizando as mesmas regras que sao

2
usadas para os nimeros reais e aplicando a propriedade (vV-1) =-1 . Sendo assim, a

solucéo da equacéo (6) ficou:

3
/2+V421=a+b¢3

e
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7244m=am¢7

Onde obteve a=2, b =1 e, consequentemente, x =4

Além disso, de acordo com Kilhian (2022) Bombelli contribuiu ainda mais para
a area de estudos. Em sua obra de 1572 intitulada Algebra, consta uma teoria sobre
nameros complexos minimamente estruturada, incluindo notacao prépria. O nimero

2i, por exemplo, era simbolizado da seguinte maneira:
R[0 m.4]

Onde R significa raiz e m menos, assim € possivel afirmar que:

R[0 m.4] =+/0-4

Ja no inicio do século XIX, Caspar Wessel (1745-1818), Johann Carl Friedrich
Gauss (1777-1855) e Jean-Robert Argand (1768-1822) descobriram de forma
independente que 0s nUumeros complexos possuem representacdo geométrica,
conforme pode ser visto na figura 4.

Figura 04: Interpretacdo Geométrica de um nimero complexo.

Fonte: lezzi (2013, p.51).

Entretanto, haviam divergéncias da representacdo geométrica, pois Wessel e

Argand usavam vetores ou segmentos de reta orientados enquanto Gauss visualizava
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isso por meio de um plano. Todavia, ambos concluiram sobre a possivel utilizacdo
dos numeros complexos em operacdes algébricas entre si. Dessa forma, o conjunto
numérico em questdo estd constituido na algebra dos vetores de um plano.
Atualmente, o plano cartesiano utilizado para representar os nimeros complexos €
denominado plano de Argand-Gauss, sendo o primeiro 0 maior contribuinte para o
assunto. Sendo assim, o plano em questao pode ser visto na figura 05, onde Argand
aplicando a ideia de rotacéo, considerou o nimero complexo a+bi como uma soma
vetorial de a e bi resultando no segmento OB ou na ja vista forma

trigonométrica Z=r.(cos O +isenf).

Figura 05: Plano de Argand-Gauss

Fonte: Kilhian 2022

Apesar disso, ainda ndo havia sido entendido sobre a soma a+bi, dados que a
e bi sdo de origens diferentes e tal davida foi elucidada por William Rowan Hamilton
(1805-1865) em um artigo apresentado a Academia Irlandesa em 1833, onde
introduziu a algebra formal dos nUmeros complexos nos quais eram concebidos como
pares ordenados (a,b) de numeros reais nos quais eram operados conforme as
seguintes leis:
(a, b)+(c, d)=(a+c, b+d)
(a,b).(c,d)=(ac-bd,ad+bc)

Nesse sentido, sendo (a,0) € um numero real a e considerando (-1,0)=-1 e
i=(0,-1), pode-se inferir que:
i = (0,-1).(0,-1)
i =(-1,0)
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Logo, foi possivel conseguir uma explicagdo para o simbolo i=+v-1 e cabe
destacar que embasado em Silveira (2001) esse processo historico resultou, no século
XIX, em aplicacbes na Mecanica dos Fluidos, Eletricidade e outros fendmenos em

meios continuos. Sendo muitas dessas aplicagfes utilizadas até os dias atuais.
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3 SENOIDES E FASORES

Ao longo dessa pesquisa, a analise de circuitos seré feita considerando-se uma
fonte de tensdo ou corrente na qual varia com o passar do tempo, mais
especificamente assumindo um comportamento senoidal. Uma corrente desse tipo é
também denominada como corrente alternada (CA) e inverte-se em periodos
regulares assumindo valores positivos e negativos.

De acordo com Alexander e Sadiku (2003), ha uma série de fatores para se
utilizar senoides, dentre eles cabe destacar que ha relativa facilidade em gerar e
transmitir um sinal senoidal devido ser a forma de tensédo gerada e fornecida a todas
as instalacdes elétricas ao redor do mundo, além de ser a maneira mais utilizada de
tratamento de sinais na area de energia elétrica e comunicagdo. Outrossim, uma
senoide pode ser relativamente facil para passar pelo processo de modelagem
matematica, tendo em vista que ao derivar ou integrar uma senoide obtém-se outra
senoide.

Portanto, o capitulo introduzira conceitos basicos de senoides e fasores. Apos
isso, serdo definidas como as relagdes entre fasores aparecem em circuitos elétricos
e para finalizar serdo descritas as grandezas impedéancia e admitancia e as formas
nas quais sao possiveis suas associacfes. Além disso, todas as analises e definicbes
foram subsidiadas em Alexander e Sadiku (2003) e Svoboda (2008).

3.1 SENOIDES

Partindo de uma tenséo senoidal mostrada na equacgao abaixo:
v(t) = V,,.senwt

Onde, V,, € a amplitude da senoide, w é a frequéncia angular medida em
radianos/segundo e o termo wt é o argumento da funcdo. Os gréaficos da tensao
senoidal podem ser visualizados nas figuras 06 e 07, sendo que na primeira v(t) esta
em funcdo de seu argumento e na segunda em funcdo do tempo. Nessa linha de
raciocinio, pode-se inferir que a senoide é repetida em intervalos de T segundos e
pode ser definido como periodo da tensdo. Com isso, a partir dos graficos das figuras

06 e 07, pode-se observar a seguinte relacdo na equagéo abaixo:
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21
T="(7
—(7)
Figura 06: Tensao senoidal em funcdo do argumento wt.

r(t) A

IY
/
/ -

m

0 [N/,
. H\ﬁﬂ 3]'{\_/1?1 wf

m

Fonte: Alexander e Sadiku (2003,p.323)
Figura 07: Tensao senoidal em funcdo do tempo.
v(f) A

V’

m

0 \ >
T T ST __NT
. E\/ 7

m

)

Fonte: Alexander e Sadiku (2003,p.323)

Ademais, para provar que v(t) é ciclica a cada T segundos basta substituir t

por T + t na equagédo (7). Desse modo, temos que:
21
v(t+T)=V,.senw(t+T)=V,.senw (t + U) =V,,.sen(wt + 2m)=V,,. sen wt

V. senwt=v(t)

Logo:
v(t+T) =v(®) (8)

Portanto, ao analisar a equacdo (8) a tensé&o v possui 0 mesmo valor nos
instantes t+ T e t e, por esse motivo, v(t) é dita uma funcéo perioddica, pois satisfaz a
condicao f(t) =f(t+nT) para quaisquer t e para todo inteiro n. Além disso, outra
grandeza a ser definida € o inverso do periodo na qual é o nimero de ciclos por

segundo denominado frequéncia da f senoide conforme apresentado na equacao (9):

f‘1 9
—f()
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Partindo-se das equacoes (7) e (9) € possivel perceber que:
w=2mf (10)
Onde w e f sdo medidos em radianos por segundo (rad/s) e Hertz (Hz),

respectivamente.

Nesse momento, sera utilizada a expressao abaixo na qual é mais abrangente
para uma senoide:

v(t)=V.sen(wt+ Q)

Em que o termo wt + ¢ € i argumento e ¢ é definido como fase. Ambos podem
ser medidos em radianos ou graus. De posse dessas informacfes, serdo analisadas
duas senoides a seguir:

vi()=V,.senwte vy(1)=V,,.sen(wt+y)

Sendo assim, com base na figura 08 € possivel visualizar que v, (t) acontece
antes de v (t) e, por esse motivo, diz-se que v,(t) esta avancada em relacédo a v4(t)
em ¢@. Alternativamente, também pode-se afirmar que v,4(t) esta atrasada em
comparacdo a v,(t) numa medida ¢. Além disso, se @ # 0 v4(t) e vo(t) estdo
defasados e caso contrario v¢(t) e v,(t) estdo em fase e atingem seus valores de
maximo e minimo instantaneamente. Tendo em vista essas consideracdes, pode-se
comparar v4(t) e vo(t) devido estarem na mesma frequéncia e ndo ser necessario que

0S sinais em questédo possuam a mesma amplitude.

Figura 08: Duas senoides defasadas entre si

oy SLIL !
|78

&

’a
,lm .

vy =V, smi{w? + &)

Fonte: Alexander e Sadiku (2003,p.324)

Entretanto, a representagcao da senoide pode aparecer em formato de seno ou

cosseno. Nesse viés, ao haver necessidade de fazer a comparacdao entre duas
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senoides, sugere-se que 0s dois sinais estejam em seno ou cosseno e com amplitudes
positivas. Para executar essa sugestdo, basta utilizar as seguintes identidades
trigonométricas:

sen (A = B)= senA.cosB * senB.cosA

cos (A £ B)=cosA.cosB + senA.senB

Com base nas identidades acima, pode-se concluir que:
sen (wt+180) =-sen (wt)
cos (wt+180) = - cos (wt)
sen (wt+90) = + cos (wt)
cos (wt+90) = +sen(wt)

Portanto, de posse dessas relacdes € possivel converter um sinal em forma de
seno para um em forma de cosseno e vice-versa. Como alternativa, ao invés de usar
as identidades trigopnométricas, pode-se utilizar um método grafico para relacionar ou
comparar senoides que pode ser visto na figura 09, onde o eixo horizontal mostra a
intensidade do cosseno enquanto o vertical indica a do seno.

Além disso, os angulos sdo medidos de forma positiva a partir do sentido anti-
horério em relacédo ao eixo horizontal, conforme ocorre no sistema de coordenadas
polares. De posse dessas informacgdes, basta subtrair 90° de cos (wt) na figura 09
para converté-lo em sen(wt). Analogamente, na figura 10, ao somar 180° ao

argumento de sen(wt) o resultado ser& -sen(wt) ou sen(wt + 180°).

Figura 09: Andlise grafica para seno e Figura 10: Andlise gréfica para seno e
cosseno cosseno

» + COS wt i
A/—.go: 2\180{'

> + COS wf

Y
+ sin wt + sin wr
Fonte: Alexander e Sadiku (2003,p.324) Fonte: Alexander e Sadiku (2003,p.324)

Exemplo 3.1: Uma tenséo € dada por v(t) = 6. cos (4t + 30°). Calcule
(@ O periodo de oscilacao.

(b)  Arelacdo entre a tensdo e uma corrente i(t) = 6. cos (4t- 70°).
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Solucéo:

(@ Combinando-se as equacdes (9) e (10), temos que:

(b)  Analisando-se as fases de v(t) e i(t), percebe-se que v(t) esta adiantado em

relacdo a i(t) por uma diferenca de 30 - (-70) = 100°.

Outro artificio matemético recorrente em andlise de circuitos de corrente
alternada é a conversao de V(t)=C.cos(wt-6) em V(t)=A.cos (wt) + B.sen(wt) e
vice-versa. Para demonstrar esse processo, considere um sinal na forma:

V(1) = A.cos (wt) + B.sen(wt) (12)

Multiplicando e dividindo-se o segundo membro a equacao (11) por A% + B2, temos

que:

A.cos(wt)  B.sen(wt
V() = AZeg? (B8N, Boon®h, )
VAZ+B?  JAZ+B?
Considerando a interpretacdo geométrica da figura 11, é possivel conseguir as

seguintes relacdes trigonométricas caso A > 0:

cosO = , senb = e tanb =§ (13)

A B
VA?+B? VA?+B2

Figura 11: Interpretagdo geométrica utilizada para a transformacao trigopnométrica da equacéo (11)
em (14).

A

Fonte: Elaborada pelo autor.



39

Assim, substituindo-se as relagdes trigonométricas (13) em (12), o resultado
fica:
V(t)=C(cosbcos (wt) + senBsen(wt))= C cos (wt-6) (14)

Onde, C =vVA? + B2,

Exemplo 3.2: Uma corrente é dada por i(t) =-5.cos (5t) + 12.sen(5t)A. Expresse a
corrente na forma da equacao (14).
Solucgéo:
Sabe-se que A=-5 e B =12. Portanto:

C=V5°+12° =13 e 0= tan™ () =112,6°
Dessa forma, utilizando-se a equacao 14 e fazendo-se as devidas substituicdes, i(t)
fica:

i(t) =13.cos (5t - 112,6°)

3.2 FASORES

Uma ferramenta pratica para a andlise dos circuitos lineares alimentados por
fontes senoidais séo os fasores, sendo estes nimeros complexos que representam a
amplitude e fase de uma senoide. As bases da solugdo de circuitos CA utilizando esse
método foram propostas por Charles Steinmetz (1865-1923) no final do século XIX.
Entretanto, antes de se definirem os fasores com maior riqueza de detalhes e sua
conseqguente aplicacdo em circuitos, serd exposto a seguir um resumo sobre nimeros
complexos com as devidas alteracdes nas notacdes que serdo utilizadas, onde suas

principais formas de representacao sao apresentadas no quadro 1.

Quadro 1 — Representacdes de um numero complexo.

Forma retangular Z=x+jy
Forma polar Z=rz@
Forma exponencial Z=r.e/?

Fonte: Adaptado de Alexander e Sadiku (2003)

Sendo j a representacdo da unidade imaginaria, x e y as partes real e
imaginaria, respectivamente de Z. Além disso, os valores da forma retangular séao

relacionados com r e ¢ conforme equacéo (15).

r=yx2+y? , @ = tan'1¥ (15)

Em compensacao, x e y podem ser dados por:
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X=rcos gey=rsen @
Desse modo, Z pode ser escrito das seguintes formas:

Z=x+jy=rs@ = r(cos @ +jsen @)

Logo, as operacdes de soma e subtracdo entre nUmeros complexos sao feitas
com maior praticidade usando a forma retangular, enquanto a multiplicacéo e a divisao
podem ser efetuadas com maior rapidez na forma polar. Com isso, serdo revisadas
as operacdes vistas no capitulo 2, todavia em notacdo diferente da apresentada

anteriormente.

Adicéo:
Zy+2Zy = (X1 +X2) *i(y, +Y,)
Subtracao:
Zy-Zy= (X1 -X2) *i(y, - Y,)
Multiplicacao:
Zy.Zy =110 (9, + @)
Diviséo:
Zy _ 1
Z = EL (9,-9,)
Inverso:
1 1
z7Te
Raiz quadrada:
VZ=yrz g

Complexo conjugado:

Z=x- jy=re-q=rel®

A representagdo fasorial € baseada na identidade de Euler. Normalmente,
pode-se demonstrar que cos @ e sen ¢ como as partes real e imaginaria de e/®; assim
€ possivel escrever:

e®=cos @ *jsen @
cos ¢ =Re(e?) (16)
sen ¢ =Im(e’®) (17)
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Onde Re e Im séo as partes real e imaginéaria de e. Com isso, dada uma
senoide v(t) = V,,cos (wt + @) , aplica-se a equacgdo 16 para que v(t) fiqgue da

seguinte forma:

v(t) = V,, cos (wt + @) = Re(V,,el@*®)) (18)
v(t) = Re(V,el“tel?) (19)
v(t) = Re(Vel*!) (20)
Em que:
V=V,e=V,z ¢ (21)

Logo, V é definida como a representacao fasorial de uma senoide v(t), de
acordo com o mencionado anteriormente. Assim, pode-se compreender que um fasor
€ um equivalente matematico de uma senoide, porém com a dependéncia em funcéo
do tempo removida. Cabe destacar que um fasor pode ser descrito tanto utilizando-se
a equacao (16) quanto a (17), porém o a literatura aplica com mais frequéncia a
equacao (16).

Ja as equacbes (20) e (21) podem ser analisadas graficamente no plano
complexo. Conforme o tempo passa, a funcdo Vel®!'=V, el®@#® descreve uma
circunferéncia cujo raio mede V,,, a uma velocidade angular w no sentido anti-horario
na qual pode ser vista na figura 12. Outrossim, v(t) é a projecdo de Vei*! no eixo real
(figura 13) e o valor da funcdo em questéo para t = 0 equivale ao valor de V referente
a senoide v(t) e esta pode ser lembrada como um fasor rotacional. Logo, quando uma
senoide estiver representada na forma de um fasor, o fator e/t estara implicito. Desse
modo, ao estar utilizando fasores, deve-se ter ciéncia a respeito do valor de w, pois

caso iSsO nao ocorra é possivel incorrermos em erros.
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Figura 12: Representacéo de Vel*! rotacionando no sentido anti-horario.
Im

—

Footaton at o rads s
Fonte: Alexander e Sadiku (2003,p.329)

Figura 13: Representacgéo de Vel“! projetado no eixo real, em fun¢do do tempo.
1t} = Re{ Vel

L

L

Fonte: Alexander e Sadiku (2003, p.329)

Ainda sobre a equacéo (20), é possivel perceber que para se obter uma
senoide referente a um fasor V, este deve ser multiplicado pelo fator temporal
el antes que a parte real seja retirada. Como a grandeza V possui amplitude
e fase, ela se comporta como um vetor, sendo representada em negrito ou
italico. Para exemplificar, os fasoresV=V,,2 ¢ el = |,,2 -0 estéo representados

graficamente na figura 14 em um formato definido como diagrama fasorial.
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Figura 14: Diagrama fasorialde V=V ,2 ¢ el=1,2-6.
1) = Re( Vel

=

Fonte: Alexander e Sadiku (2003,p.329)

As equac0es de (18) até (20) mostram que, para executar o processo para obter
um fasor referente a uma senoide, primeiro deve-se representar a segunda em
formato de cosseno, de modo a ser escrita a parte real de um namero complexo. Apos
isso, deve ser removido o fator temporal et e 0 que sobra é o fasor correspondente
a senoide e, em consequéncia disso, ha a converséo da senoide no dominio do tempo
para o fasorial. Assim, dada uma senoide v(t) =V,, cos (wt + ¢) é possivel obter um
fasor correspondente V = V,2 ¢. Além disso, € importante ressaltar que a habilidade
de representar uma informacdo em dominios distintos € fundamental no ramo da

engenharia.

Quanto a diferenciacéo de v(t), obtemos:

dv
e -wVsen (wt+ @)= wVcos (wt+ @ +90°)

2 = Re(wVnelel?el®") = Re(jwVel") (22)

Assim, a equacédo (22) mostra que a derivada de v(t) é a transformada para o

dominio fasorial multiplicado pelo termo jw. Além disso, a integral de v(t) é convertida

;s A Vv ~ -
para o dominio da frequenua como ]E € eSSeS Processos sao necessarios para

determinar solugbes em regime permanente onde o conhecimento das condi¢des

iniciais das variaveis envolvidas é dispensavel.
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Ainda nesse contexto, cabe enfatizar algumas diferencas entre os termos v(t)
e V, sendo que o primeiro € uma representacdo instantanea, depende do tempo e é
sempre real enquanto o segundo é a representacdo no dominio da frequéncia,
independe do tempo e é complexo. Por fim, € importante destacar que a analise
fasorial s6 pode ser utilizada quando w € constante, somente sendo aplicada na

manipulacdo de dois ou mais sinais de mesma frequéncia.

3.3 RELACOES FASORIAIS PARA ELEMENTOS DE CIRCUITOS

Nesse topico sera apresentada a forma de como o0s elementos passivos como
resistores(R), indutores (L) e capacitores (C) sao relacionados na forma fasorial. Para
isso, basta converter a relagédo tensao-corrente, de cada elemento, do dominio do
tempo para o da frequéncia. Assim, primeiramente serd analisado o resistor R cuja
corrente que flui através dele vale i(t) = |, cos (wt+ @), assim a tensdo pode ser obtida

pela lei de Ohm, onde:

v =R, cos (wt+ @)
A forma fasorial desta tenséo é:
V=Rl,z ¢ =RI (23)
Portanto, a relagdo tenséo-corrente para o resistor em forma fasorial
permanece igual a lei de Ohm, conforme pode ser visto na figura 15. Além disso, de
acordo com a equacdo (23) tensdo e corrente estdo em fase o0 que pode ser

visualizado no diagrama da figura 16.



Figura 15: Relacbes tensao-corrente para um resistor no dominio do tempo e da frequéncia,
respectivamente.

v=1iR V=1R

Fonte: Alexander e Sadiku (2003,p.334)

Figura 16: Diagrama fasorial para um resistor.

Im A

‘.7

>
0 Re

Fonte: Alexander e Sadiku (2003,p.334)
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Para um indutor L, ao considerar a corrente que flui por ele como i(t) =

I, cos (wt+ @). Sua tensédo sera:
di
V= La =-wLl,, sen (wt + @)= wLl, cos (wt + ¢+90) (24)
Transformando-se (24) para fasor, temos:

V = wLl,,el®*0)= LI ,e®el®= wLl,, 2 @el®
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V=jwll (25)

Assim, a tensdo em um indutor em corrente alternada possui amplitude wLl,, e
com fase @ + 90, ou seja, 90° adiantada em relacdo a corrente. Além disso, as relacbes
tensdo-corrente e diagrama fasorial para um indutor L estéo representados nas figuras

17 e 18, respectivamente.

Figura 17: Relagdes tensao-corrente para um indutor no dominio do tempo e da frequéncia,
respectivamente.

I
— -

Vv V Lj L
_7di V =jwll

Fonte: Alexander e Sadiku (2003,p.334)

Figura 18: Diagrama fasorial para um indutor, onde a tenséo esta adiantada em relagdo a corrente
por 90 graus.

Iim A

\¢ R

0 Re
Fonte: Alexander e Sadiku (2003,p.335)
Quanto ao ultimo elemento passivo a ser analisado, considere que a tensao

aplicada nele vale v(t) =V,, cos (wt+ @), assim a corrente fluindo num capacitor de

capacitancia C vale:
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vy
I(t)—CF

Executando os mesmos procedimentos feitos no indutor, obteremos:
|

I=jwCV=>V-= e (26)
A equacao (26) apresenta os fasores corrente e tensdo defasados em 90°, em
outras palavras, | esta adiantada 90° em relacdo a V, as figuras 19 e 20 mostram as
relacfes tensdo-corrente para um capacitor nos dominios do tempo e frequéncia e o

diagrama fasorial, respectivamente.

Figura 19: Relacdes tensdo corrente no dominio do tempo e da frequéncia, respectivamente.

i 1

—— ——
O — 0 —
- -

v — vV —
o— | o |

. _ o~y I=jwCV
1=C J

Fonte: Alexander e Sadiku (2003,p.335)

Figura 20: Diagrama fasorial para um capacitor de capacitancia C.

Im A

0 Re

Fonte: Alexander e Sadiku (2003,p.335)
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A tabela 1 traz um resumo sobre todos elementos de circuito nos dominios do

tempo e frequéncia trabalhados nesse topico.

Tabela 1 — Representacdes de um nimero complexo.

ELEMENTO DOMINIO DO TEMPO DOMINIO DA FREQUENCIA
R V=Ri V=RI
L i V = jwLl
- L? ® |
C o _dv ~
i0=C—5 V=ic

Fonte: Adaptada de Alexander e Sadiku (2003)

3.4 IMPEDANCIA E ADMITANCIA

As relacfes tensdo-corrente para os trés elementos passivos representados na
tabela 2 do topico anterior podem ser escritas novamente em fun¢édo da razéo entre
tensdo e corrente fasorial e de posse dessa informacédo obtém-se a lei de Ohm na
forma fasorial para qualquer tipo de elemento, conforme pode ser visto na equacéo
(27), onde Z representa a impedancia, medida em Q.

Além disso, a grandeza recém-definida mostra a oposicéo ao fluxo de corrente
senoidal. Entretanto, apesar da impedancia ser a razao entre dois fasores, ela ndo é

um, pois esta ndo € uma grandeza senoidal variante.

Z=-(27)

—-I<

A tabela 2, mostra um resumo das impedancias e admitancia (inverso da

impedancia medida em Siemens). Na tabela em questdo, pode-se perceber que
Z =jwLeZ:= w—JC Assim, seré feita a andlise para os casos extremos de frequéncia
angular.

Quando w =0 (em fontes de corrente continua) Z_ =0 e Z¢ = «, ratificando que

em CC um indutor funciona como um curto-circuito e um capacitor como um circuito

aberto. J& em altas frequéncias (w= «) Z, =« e Z¢ =0, mostrando que, nesse caso,
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um indutor comporta-se como circuito aberto e um capacitor como curto-circuito. As

figuras 21 e 22 ilustram as andlises citadas anteriormente.

Tabela 2 — Representacdes de um nimero complexo.

Elemento Impedéncia Admitancia
R Z=R _1
L Z=jwL y= i
jwL
C 1 Y =jwC
~jwC

Fonte: Adaptada de Alexander e Sadiku (2003)

Figura 21: Andlise dos valores de frequéncia angular para um indutor.

0 0
I Short circuit at de
—TI =
—0 0—
Open circuit at
high frequencies

Fonte: Alexander e Sadiku (2003,p.336)

Figura 22: Andlise dos valores de frequéncia angular para um capacitor.



c Open cireuit at de

oy M
e b

Short circuit at
high frequencies

Fonte: Alexander e Sadiku (2003,p.336)
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A impedéancia, sendo uma grandeza complexa, pode ser apresentada em

formato retangular conforme a equagéo (28):
Z=R+jX (28)

Onde a parte real de (28) é a resisténcia e a imaginaria € a reatancia. Nesse

contexto, X pode assumir valores positivos ou negativos. Quando X é positivo, a

impedancia é dita indutiva, caso X seja negativo, a impedancia sera capacitiva. Vale

ressaltar que impedancia, resisténcia e reatancia sdo todas medidas em Q. Além

disso, a grandeza Z em forma polar é vista na equacéo (29).

Z=1Z|2p (29)
Logo, ao comparar as equacbes (28) e (29), € possivel tirar as seguintes
conclusées:
Z=|Z|29p=R +jX
Onde:

1ZI=VR*+X*, ¢ =tan™' X
R =|Z|coso
X=|Z|seng

Aléem disso, em algumas situacbes pode ser mais conveniente utilizar a

grandeza inversa da impedéancia definida como admitancia Y e medida em Siemens,

conforme pode ser visto na equacéo (30):

Y=

=y (30)

NI|—=
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3.5 LEIS DE KIRCHHOFF PARA O DOMINIO DA FREQUENCIA

A execucao da andlise de circuitos no dominio da frequéncia frequentemente
necessita do uso das leis de Kirchhoff para a tenséao e corrente. Nessa perspectiva,
para a Lei de Kirchhoff das Tensdes (LKT), considerando vi, vz, ..., Va as tensdes em

uma malha fechada, temos:
vyt Vot +v,=0(31)

Em regime permanente senoidal, as tensdes podem ser representadas em

formato de cosseno. Assim, a equacao 31 fica da seguinte maneira:
V4COs (Wit+ @,) + vy cos (wt+ @,) +... + v, cos (wt+ @ )=0

Modificando-se a representacao trigopnométrica para a exponencial, temos que:
Re(V etel®1) + Re(V,el®tel®2) +... + Re(V,el%e¥n) = 0

Se Vi = V,el% e el # 0,

V1 + V2 +...+ Vn=0

Demonstrando que a lei de Kirchhoff também pode ser utilizada no dominio
fasorial. Além disso, analogamente a LKT é possivel demonstrar a validade da Lei das
correntes de Kirchhoff para os fasores, ou seja, se i1, iz, ..., in forem as correntes saindo
ou entrando em uma regido fechada num circuito em um instante t arbitrario, entéao:

i1 + i2 +...+ in=0
Caso lq,l,,...1, sejam as formas fasoriais das senoides i, iz, ..., In, teremos que:
|1 + |2‘|‘ ...t |n=0

Na qual é a lei de Kirchhoff para as correntes (LKC) no dominio da frequéncia

e uma vez demonstradas a validade da LKT e LKC para esse dominio sera possivel
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determinar facilmente a combinacéo de impedancias que sera tratada detalhadamente
no proximo topico.

3.6 ASSOCIACOES ENTRE IMPEDANCIAS

Partindo-se de N impedancias associadas em série, mostrado na figura 23, é
possivel verificar uma mesma corrente | percorrendo as impedéancias. Assim,

aplicando-se LKT teremos:
V= V1 + V2 + ...+ Vn = |(Z1 + 22 +...+ Zn)

Dessa forma, a impedancia equivalente Z, para os terminais de entrada do
circuito vale:

Zog =

\')
T = Z1 + 22 + '"+Zn

Provando-se que a impedancia equivalente de N elementos conectados em
série é a soma de cada uma das impedancias individuais, analogo a associacdo em

série entre resistores.

Figura 23: Impedancias associadas em série.

I Z, Z, Zy
——.— —-
VT TV, TV

&q
Fonte: Alexander e Sadiku (2003,p.339)
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Nessa perspectiva, considerando-se o caso especifico de duas impedancias
associadas em série (figura 24), a corrente através das impedancias fica:

Vv
Z+Z,

Entretanto, V,=24.1eV,=2,.1, assim:
Z4
Z1+22

Zy
Z1 +22

.= V (32)

V,= =22V (33)

Figura 24: Duas impedancias associadas em série.

| | Z,

—

+ AV

Fonte: Alexander e Sadiku (2003,p.339)
Portanto, as equacdes 32 e 33 sao as relacdes de divisdo de tenséao.
Analogamente, € possivel calcular a impedancia ou admitancia equivalente
para o caso de N elementos conectados em paralelo (figura 25) e cada impedancia
possui a mesma tensdo. Dessa forma, aplicando-se e Lei de Kirchhoff das Correntes
ao no superior, temos:

1 1 1
|=|1+|2+....+|N=V(Z—1+Z—2+...+a

E a impedancia e admitancia equivalentes ficam:
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qu =Y1 +Y2 +. ..+ YN
E assim:

Figura 25: Impedéancias associadas em paralelo

eq
Fonte: Alexander e Sadiku (2003,p.339)

De outra forma, para o caso de duas impedancias associadas em paralelo
(figura 26), é possivel generalizar o valor da impedéancia equivalente para:
1 1 1 2417

Yeq ) Y1+Yy ) l+l B Zy+Z,
Zy 2

Zeg=

Outrossim, como:
V = IZeq = |1_Z1 = |222

As correntes nas impedancias valem:

Z,
|1 = I
Z+Z,
L=~
27 7,42,

Dessa forma, obteve-se a divisdo de corrente:

Figura 26: Duas impedancias associadas em paralelo.

. l I, l I,
I CD v Z, Z,
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Fonte: Alexander e Sadiku (2003,p.340)

Exemplo 3.3: Calcule a impedancia de entrada do circuito da figura 27,
considerando que o circuito esta operando em w = 50rad/s.

Figura 27: Circuito para o exemplo 3.3

2 mF 0.2H
o—| N
<

Z;, > 3 <
— > <8Q

o

-

—— 10mF

Fonte: Alexander e Sadiku (2003,p.341)

Solucéo:

Considerando:

Z, = Impedancia do capacitor de 2mF

Z, = Impedancia do resistor de 3Q em série com o capacitor de 10mF
Z5 = Impedancia do indutor de 0,2H em série com o resistor de 8 Q

Assim,
z= -1 _0n
"7 jwC " 502103

1
Z,= 3+ ; =3+
? jwC "~ 50.10.10°
Z,=8+jwL=8+j50.0,2=(8 +j10)Q

=(3-j2)Q

A resisténcia de entrada vale:
LZont= Z1+Z5llZ3
. (3-j2)(8+j10)
Zent_ _J10+ 11 +J8
Zent = -j10+3,22-j1,07 Q

Portanto,
Zo= 3,22-j11,07 Q
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4 PROBLEMAS APLICADOS A CIRCUITOS DE CORRENTE ALTERNADA

As questbes elaboradas necessitaram de uma breve contextualizagéo para que
0 educando consiga solucionar os problemas e se familiarizar com as diferentes
notacOes utilizadas para as grandezas. Nessa perspectiva, 0Ss exercicios serao

apresentados bem como sua solucéo.

Leia o texto e responda as questdes 4.1, 4.2 e 4.3.

Fasor: E um nimero complexo que representa a amplitude e a fase de uma senoide.
Os fasores se constituem de uma maneira simples para analisar circuitos de corrente
alternada. A nocao de resolucdo de circuitos CA usando fasores foi introduzida
inicialmente pelo matemético e engenheiro eletricista austro-alemao Charles Proteus
Steinmetz (1865-1923) em 1893. Antes de definirmos completamente os fasores e
aplica-los a andlise de circuitos, precisamos estar completamente familiarizados com
nameros complexos. Um nuimero complexo Z pode ser escrito nas formas retangular,
polar e trigonométrica como:

Z=x+jy=rs@ = r(cos @+jsen @)

Onde j é a unidade imaginaria; x € a parte real de z; y é a parte imaginaria de
z. r € a magnitude e @ é a fase de Z. Caso julgue necesséario, considere as seguintes

operacdes entre dois numeros complexos quaisquer Z4 e Zy:

Adicao:
Zy+2Zy = (X1 +X2) *j(y, +Y,)
Subtracéo:
Zy-2Zy = (X1-X2) +i(Y,-Y,)
Multiplicacao:
Zy.Zy =124 (9, +@,)
Diviséo:
Zy _ 1
7 = EL (9,-9,)
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Ja as relacdes tensdo-corrente para os resistores, capacitores e indutores em

regime de corrente alternada, sédo respectivamente:

_ _ 1 .
V=Rl V=rz e V=jull

Essas equacGes podem ser escritas em termos da razdo entre a tensdo e

corrente em forma de fasor, como indicado a seguir:

Dessas trés expressoes, obtemos a lei de Ohm na forma fasorial para

qualquer tipo de elemento:

Z=

¥ ou V=2l

Onde Z é um valor dependente da frequéncia conhecido como impedancia
medido em Ohms. Ademais, Z é a razdo entre a tenséo fasorial V e corrente fasorial
I, medida em Ohms(Q). Essa grandeza, representa a oposi¢ao que um circuito oferece
ao fluxo de corrente senoidal.

4.1. Observe o circuito da figura a seguir.

Figura 28: Circuito referente a questao 01.

| =0,2£75°A

V=1204£50°V

Fonte: Autoria prépria.

Sabendo que o circuito na figura acima possui fonte de tensédo de V = 1202£50°V
e € percorrido por uma corrente de | = 0,2275°A. O valor da impedancia Z, é:

(a) 600£-25° Q
(b) 240£25° Q
(c) 2404-25° Q
(d) 600£25° Q
(e) 6002125° Q
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Solucéo:

Para resolver esta questao, basta dividir o valor de V por I, portanto:

Z=6004(-25°)Q
Assim, a resposta correta é a letra A.

4.2. O circuito da figura abaixo possui umaimpedancia Z= 1270435° Q.

Figura 29: Circuito referente a questao 02.

|=0,1£25°A
—

7=1270£35°Q

Fonte: Autoria prépria.
Se a corrente que atravessa o circuito € | = 0,1225° A, o fasor V, vale:

(a) 127210°V
(b) 12700210° V
(C)12700 £60° V
(d) 127260° V
(€) 127455°V

Solucéo:

Nesse item, sera necessario multiplicar o fasor | pelo Z, consultando a lei de
Ohm na qual foi fornecido no texto.

V=21=1270435. 0,1£25 =127+(35+25) = 1274260° V

Assim, a resposta correta € a letra D.
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4.3. Observe o contexto a seguir:

O circuito da figura 30 € alimentado por uma tenséo alternada V=2204£60°V e

possui uma impedancia Z= (ﬁ +]— )Q. De posse desses valores, marque a opgao

que apresenta o valor correto para corrente | que flui no circuito.

Figura 30: Circuito referente a questéo 03.
|=7

—

V=220£60° 7

Fonte: Autoria prépria.

(@) I=20430°A
(b) I= 204 60°A
(c) 1 =20£90°A
(d)I =0,05230°A
(e) 1 =0,05260°A

Solucéo:

Deve-se converter a impedancia Z para a forma fasorial, dessa forma:

_11Y3 11
-2 J2
113
1Z| = \/(—) (—)‘11Q
11
2 -1\/g o
@ = tan”’ = tan”' — =30
113 3



Em seguida, a corrente | sera obtida dividindo-se o fasor V pelo Z.
VvV 220460°
=204(60°-30)° =20£30°A

Z 11.30°

Assim, a resposta correta é a letra A.

60



61

5 CONSIDERACOES FINAIS

Diante do exposto, foi feita uma breve revisdo sobre nimeros complexos com
as respectivas demonstracdes das principais propriedades operatorias, ndo deixando
de fornecer exemplos referentes ao calculo envolvendo o conjunto numérico em
guestdo nas suas formas trigonométrica e algébrica, bem como uma sucinta
abordagem sobre o histérico dos estudos dessa area com a respectiva contribuicéo
de cada autor.

Apés isso, este trabalho tratou sobre corrente alternada ou senoidal,
enfatizando sua importancia, pois é uma das formas de onda mais geradas no mundo
tanto na area das comunicagfes e demais instalagfes elétricas. Nessa perspectiva,
as principais grandezas elétricas envolvidas na elaboracéo dos itens contextualizados
foram definidas bem como os principais elementos passivos presentes em um circuito
elétrico, sendo estes: o resistor, indutor e capacitor. De posse disso, foi definida a
impedancia, onde esta é representada por um niumero complexo onde sua parte real
representa a resisténcia enquanto a imaginaria mostra a indutancia ou capacitancia.

Ademais, devido a corrente alternada ser modelada por meio das funcfes seno
e cosseno, a manipulacéo algébrica torna-se trivial de modo que um educando do
ensino basico de posse de uma breve contextualizacdo fornecendo instrucdes sobre
toda a notacdo matemética utilizada e com conhecimento prévio de ndmeros
complexos seja capaz de resolver questbes bésicas envolvendo os conteddos
abordados nessa pesquisa.

Quanto aos trés itens elaborados pelo autor, o conhecimento prévio cobrado
na primeira questdo era sobre divisdo entre nUmeros complexos enquanto que na
segunda era necessario efetuar a operacao inversa. Ja na ultima questdo, além de
precisar dividir nUmeros complexos era preciso fazer uma mudanca da notacéo
algébrica para a fasorial na qual é totalmente explicada no texto suporte para os itens.

Logo, constata-se que o0 objetivo dessa pesquisa foi atingido e com base nesse
trabalho espera-se que sejam feitas elaboracdes de outros itens referentes a
interdisciplinaridade de niumeros complexos em outras areas do conhecimento, uma
vez que o conteudo em questdo nao é aplicado somente em corrente alternada, mas

também na parte de fluidos e outros fendmenos de meios continuos.
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